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OZET

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN “EXPONENTIALLY
FITTED” (EF) METODU ILE SAYISAL COZUMU UZERINE

ERDOGAN, Utku

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Turgut OZIS
Subat 2012, [59] sayfa

Bu tezde literatiirde ”Exponentially Fitted” (EF) olarak isimlendirilen
metotlarin aralarindaki iligkiler incelenmis ve degigik siniflardan diferansiyel
denklemlere uygulamalari ve c¢esitli modifikasyonlar1 ele alinmigtir. Klasik
integrasyon yontemlerinin hemen hemen hepsi belirli derecedeki polinom fonk-
siyonlar ve onlarin lineer kombinasyonlar: i¢in kesin ¢oziimler verir. Fakat bu
yontemler sinir tabaka denklemleri, salinim denklemleri gibi baz1 problemlerin
¢oziimiinde yetersiz kalmaktadir. Bu tip denklemler i¢in uygun metotlar elde
etmenin bir yolu klasik metotlarda cesitli modifikasyonlar yapmak iken, bir
diger yolu da polinomlar diginda tistel ve (veya) trigonometrik baz fonksiyonlari
kullanmaktir. Bu gekilde hassasiyeti daha yiiksek ve daha kararli metotlar
elde etmek miimkiindiir. Bu tiir metotlarin tiiretilmesi zahmetli oldugu icin

sembolik hesaplama yapan programlar yazilmigtir.

Anahtar Soézciikler: Diferansiyel Denklemler, Sonlu Farklar






Vil

ABSTRACT

ON THE NUMERICAL SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS BY EXPONENTIALLY FITTED (EF) METHODS

ERDOGAN, Utku

Ph.D. in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Turgut OZIS
February 2012, [(9] pages

In this thesis, we consider Exponentially Fitted method and its applica-
tions to several types of differential equations and its modifications. Classical
integration methods are exact for polynomial functions up to certain degree
and their linear combinations. However these methods might be insufficient in
the numerical approximations of some problems such as boundary layer prob-
lems and oscillatory equations. By some modifications to classical integrators,
suitable solvers are able to be designed. Another way is to use exponential and
(or) trigonometric functions other than polynomials. In this way, it is possible
to obtain higher order and more stable methods. Since it is very tedious to

derive these kinds of methods, symbolic programs are developed.

Key Words: Differential Equations, Finite Differences
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1 GIRIS

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimi igin kullanilan niimerik semalarin po-
linom fonksiyonlardan ziyade tistel ya da trigonometrik fonksiyonlar i¢in kesin
¢oziim verecek sekilde olusturulmasi fikri 1950 li yillara kadar dayanmaktadir.
Bu gemalar parametre icerip icermemelerine ya da uygulandiklari problem
tiplerine gore simflandirilabilirler. Exponential Fitted (EF) metotlarina dair
literatiirdeki ¢alismalar 6zetlenecek olursa; |Gautschi (1961)) eger ¢dziimiin bazi
ozellikleri onceden biliniyorsa bunun niimerik metotlarda etkin bir gekilde kul-
lanabilecegini ongorerek frekansi onceden bilinen trigonometrik fonksiyonlari
tam olarak integre eden niimerik semalar geligtirmistir. Sozkonusu metot bir
w parametresine bagl olup elde edilen formiiller w — 0 iken klasik metotlara
indirgenir. Bu dogrultuda yapilan caligmalarin bir derlemesi [xaru and Berghe
(2004)) de sunulmustur. EF metotlarinin hata ve kararhilik analizinde kullanilan
teknikler (Coleman and Ixarul 2006} (1996) bu tezi olugturan ¢alismalarda da
etkili bir gekilde kullanilmigtir. Runge-Kutta ve cok adimli metotlarin EF
versiyonlar1 da gelistirilmig ve Schrodinger denklemi, two body denklemi gibi
fizikte onem tasiyan pek gok denkleme uygulanmigtir. (Hollevoet et al., 2009;

Berghe et al., [1999; [Monovasilis et al., 2010)

Yukaridakilerden bagimsiz bir sekilde Mickens standart olmayan sonlu
farklar kavramini ortaya atmigtir. Bu sonlu fark semalarinda h adim uzunlugu
olmak {izere, klasik tiirev formiillerinde paydada bulunan h, h? terimleri yerine
(Mickens, 2002)) de belirtilen kurallara bagl olarak h nin logaritmik, fistel,
trigonometrik v.s fonksiyonlari cinsinden ifadeleri yazilmigtir. Bu sekilde klasik

metotlara kararhlik acisindan tstiinlik saglanmigtir.

EF metotlarinin etkin bir sekilde kullanildig1 bir diger alan da konveksi-
yon difiizyon denklemleridir. Bu tiir denklemlerde konveksiyon terimi difiizyon
terimine gore daha baskin ise klasik sonlu fark metotlar1 genelde yakinsak
degildir. Bu metotlar1 yakinsak yapabilmek icin sonlu fark formiillerine yapay
difizyon terimleri eklenir. Yapay difiizyon teriminin belli bicimleri i¢in EF

metotlar elde edilir. (Roos et al., [2008; Veldman) 2009)



Bu tezde yukarida yapilan ¢alismalar arasinda bir biuitiinliik kurulmus ve

cesitli alanlardaki uygulamalar1 ve modifikasyonlar: ele alinmigtir.

Bolim 2 de EF metotlar ile ilgili genel bilgiler verilmig, bu metotlarin
hata analizinde kullanilan teknikler ele alinmig ve P -kararlihk kavrami
actklanmigtir. Ayrica y™ = f(x,y), r = 1,2,... tipindeki diferansiyel
denklemler icin ¢ok adimli EF metotlarin1 olugsturan bir MAPLE programi

sunulmustur.

Bolim 3 de birinci tiirevi iceren ikinci mertebeden baglangic deger
problemleri icin iki parametreli Euler ve Runge Kutta metotlar1 geligtirilmis,

bu metotlarin hata ve kararlilik analizleri yapilmistir.

Boliim 4 iki noktali lineer olmayan sinir deger problemleri icin EF me-
totlar1 sinifina dahil edilebilecek olan standart olmayan sonlu fark semalarina
ayrilmigtir. Bu semalar da yapay bir parametre icermekte ve parametrenin
degeri kesme hatasini minimize edecek sekilde belirlenmektedir. Metodun

etkinligi Troesher, Duffing gibi iyi bilinen denklemler iizerinden gosterilmistir.

Boliim 5 parametre icermeyen EF metotlarinin tiiretilmesi, bu metotlarin
sinir tabaka problemleri, baglangi¢-sinir deger problemlerindeki uygulamalarini

icermektedir.

Bolim 6 da EF metotlarinin pratikte uygulanabilirligine iligkin tespitler

yapilmig ve ilintili konularda tizerinde caligilabilecek konular tartigilmigtir.

Bolim 7 de tez siiresince geligtirilen bazi bilgisayar programlarinin
kaynak kodlarina ve tez de ele alinan ornekler icin bu programlardan elde

edilen ¢iktilara yer verilmigtir.



2 EF METOTLARINA GENEL BAKIS

Girig boliiminde aciklandigr tizere EF metotlar literatiirde cok farklh
alanlarda ve farkli notasyonlarla karsimiza ¢ikabilmektedir. Ama yine de bazi

aragtirmacilar ortak kavramlari ve gosterimleri benimsemislerdir. Bu boliimde

Y = flzyy) r=1,2,.. (1)

tipindeki denklemlerin niimerik ¢oziimleri i¢cin EF metotlarinin tiiretilmesine,
bu metotlarin kesme hatalarinin bulunmasina yer verilmis ve » = 2 i¢in P-

kararhilik kavrami agiklanmigtir.

2.1 EF Metotlarinin Turetilmesi

tipindeki denklemlerin niimerik ¢oziimii hala aktif bir aragtirma
alanidir. Klasik metotlar denklemlerin bazi fiziksel 6zelliklerini korumakta

yetersiz kalabilir veya kararlilik kosullar1 ¢cok kisitlayici olabilir.

EF metotlar1 ¢oziimiin tistel ya da trigonometrik bir karakter tagidigi du-
rumlar i¢in geligtirilmigtir. EF metotlarinin tiretilmesinde h adim uzunluguna
ve a parametrelerine baglh olan £ operatorii kullanilir. £, verilen herhangi bir
sonlu fark gsemasina karsi gelen lineer fark operatorii olarak diigtiniilebilir. EF
nin bazi temel kavramlari diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziimiindeki en
basit tek adimli metot olan Fuler metodu tizerinden agiklanacaktir. Asamalarin

daha detayli agiklamalari (Ixaru and Berghe, 2004) de bulunabilir.

Yn+1 = A1Yn + a2hf(xn7 yn) (2)

semasimt ¢y = f(z,y) nin nimerik ¢dziimii i¢in 6nerelim. Bu semaya kargilik

gelen lineer fark operatori
Llh,aly(z) = y(z + h) — ary(z) — azhy'(z) (3)

olacaktir. a = [ay, as] katsayilar1 tamamiyla y(z) baz fonksiyonlar tarafindan
Llh, aJy(xz) = 0 denklemleri ile belirlenir. Klasik integratorler i¢in bu katsayilar

sabit olur iken, EF metotlarinda parametreye bagimlhidirlar.



Esitlik deki £ operatoriiniin {1, z, 2% z3...} polinomlar kiimesine
uygulanmasiyla
£[h,a]1 =1- aq
Llh,alr = (1 — ay)x + h(l — ag)

glh,ala® = (1 — ay)2® + 2zh(1 — a) + h?

elde edilir.

Genel olarak herhangi bir £ i¢in x = 0 da £[h,a]z™, (m = 0,1,2...)
ifadeleri momentler olarak adlandirilir ve Ly, (h,a) ile gosterilirler. Ornegin,

(3) i¢in momentler asagidaki gibi olacaktir.

Lo(h,a) =1—a
Ll(h‘a a) = h<1 - a2)
Ly(h,a) = h?

y(x) = yo + y17 + yo2x? + y3x>... seri acithmina £ lineer operatorii uygulanirsa,
glh,aly(z) = Y ynLlh,ala™
m=0

= Lo(h,a)(yo + 117 + yox® + ys2®...) + Li(h,a)(y1 + 2yo7 + 3ysz® + ...)
[e.@] 1 .
=Y LDy () (@)

m=0
elde edilir.Boylece herhangi bir fonsiyonun kuvvet serisi acilimima £ uygu-
landiginda katsayilart momentlerden olusan yeni bir seri elde edilir. Boyle
bir seri yalmizca EF metotlarinin degil, klasik metotlarin hata analizinde de

kullanilabilir.
Llh,alz™ =0, m = 0,1, 2... kogullar

Ln(h,a)=0, m=0,1,2..M—1 (5)

kogullarina denktir. Hangi bazla calhisilirsa ¢alisilsin, sonlu fark formiillerinin
olugturulmasinda ilk agama sistemini tutarhi ve tek ¢oziimlii yapan en

biiyiik M yi belirlemektir.



Esitlik e geri donecek olursak, {1,z} i¢in Lo(h,a) = 1 —a; = 0
ve Li(h,a) = h(l —ag) = 0 dan M = 2 ve a; = as = 1 oldugu goriiliir.
Momentlerin kullamilmiyla Adams Moulton ve Adams Bashfort (LeVeque,
2007) gibi ¢ok adimli metotlar kolaylikla tiiretilebilir. Esitlik (4) yardimiyla

klasik Euler metodunun kesme hatasi agagidaki gibi bulunabilir.

efhaly(e) = L La(h, )y (@) + Lah @)y () + .
glh,aly(r) = sh () + ShyO (@) +

EF metotlarinin tiretilmesi icin momentlerden daha bagka fonksiyonlara da
ihtiyag vardir. p reel ya da I nin (I? = —1) reel skaler bir kati olsun. Varsayalim
ki

{exp(£px), vexp(£uz), v’exp(L£ur), ...}
kiimesini tam olarak integre eden sonlu fark formiillerini tiiretmek istiyoruz.

Bu durumda £ operatorii bu kiimenin elemanlarma uygulanmaldir. Ik olarak
Ep = £lh, alz™ exp(pr)| o=
tamimlanir ise , z = ph olmak tizere
L[h, aexp(px) = exp(uz)(exp(ph) — a1 — azpih)
£lh, aleap(uz) = eap(ua)(exp(=) — ar — az2)
2lh. aleap(yuz) = exp(a) Ey(2, a)
)

Llh, alexp(—pz) = exp(—px)Eo(z, —a

esitlikleri elde edilir.

E, = 8]38?*1, m = 1,2,.. rekiirsiyonun varhg kolaylikla gosterilebilir.
£[h, a]z*exp(uz) = 0 kosulu, Ej(z,a) = 0 olarak da ifade edilebilir. 2 = ph

ve Z = pi*h? degiskenleri ve G*(Z,a) = 3(Ey(z,a) £ Ey(—z,a)) fonksiyonu

Gt (Z,a)

kullanilarak, E,(z,a) = 0 kogsulunun =57

= 0 koguluna denk oldugu

gosterilebilir.

Bu yeni fonksiyonlar ve operatorler sayesinde, rekiirsif bir yap1 ve daha
sade gosterim elde edilmistir. Ayrica burada tanitilan kavramlar bu tez projesi
kapsaminda geligtirilen ”EFmultistepGenerate” isimli Maple prosediiriiniin

gelistirilmesine biiyiik katkilar saglamigtir.



Esitlik icin exp(dpx) baz fonksiyonlar secilir ise, G¥(Z,a) = 0

kogullarindan, EF Euler formiilii

sinh(z)
z

Yn+1 = COSh(Z)yn +h f(xna yn>

elde edilir.
EF formiillerinde p reel ya da tamamen sanal olabilir. n fonksiyonlari

sayesinde (Conte et al. [2010) her iki durum da reel Z degiskeni cinsinden

asagidaki gibi ifade edilebilir.

cos(|Z|V*) eger Z <0

n-1(Z) =
cosh(Z'?) eger Z >0
sin 1/2 o
% eger £ <0
m(Z) =4 1 if Z=0
sin. 1/2 o
% eger 4 >0

n fonksiyonlar1 rekiirsiyon bagintilari ve iirete¢ diferensiyel denklemler
ile tiretilebir. Bu fonksiyonlar arasinda sadelestirme yapabilen Mathematica
programi |Conte et al.| (2010) da sunulmustur. Fakat EFmultistepGenerate

programinda tiim sonlu fark formiilleri ng ve n_; cinsinden ifade edilmistir.

2.2 EFmultistepGenerate Programi

Bu kissmda EFmultistepGenerate prosediiriiniin altyapisini olusturan
bes adimh algoritma verilecektir. Bu algoritma (Ixaru and Berghe, 2004)) de
detayl bir sekilde agiklanmigtir. Verilen herhangi bir sonlu fark operatorii i¢in
muhtemel tiim baz fonksiyonlar1 ve bu baz fonksiyonlarina kargilik gelen tiim

sonlu fark formiilleri bu algoritma ile tiiretilebilir.

i) Uygun bir £[h, a] operatorii i¢in klasik momentleri bul:

Lnlh,a] m=0,1,2,...



ii)
Lylh,al =0, m=0,1,2..M —1
ile verilen cebirsel sistemi tutarli kilan en biiyiik M tamsayisini belirle.

iii) 2 = ph ve Z = 2% alarak, Ey(z,a) ifadesini olugtur ve G*(Z,a) ile

tiirevleri olan G*®)(Z, a), p = 1,2, ... leri hesapla.

iv) Asagida verilen, M adet polinom ve fistel fonksiyondan olusan baz
kiimesini K ve P cinsinden belirle. K +2P = M —3 denkleminin X > —1

ve P > —1 igin tamsay1 ¢oziimlerine kargilik
{1,2,2% ..., 2" wexp(+px), vexp(£ux), ..., 2" exp(+ux)}

kiimesi elde edilir. Her bir baz kiimesi (K, P) ikilisi ile karakterize edilir.
K = —1 baz kiimesinin polinom icermedigi anlamina gelirken, P = —1

higbir tistel fonksiyonun baz kiimesine dahil edilmedigini ifade eder.
v) Asagidaki cebirsel sistemi ¢oz.

Lilh,a]=0 0<k<K

GtV (Z,a)=0 0<p<P

Bu algoritma EFmultistepGenerate isimli Maple prosediiriiniin temelini
olugturur. Bu program £ yi, denklemin mertebesi olan r yi, katsayilarin seri
acilimi isteniyorsa bu serinin terim sayisini girdi olarak alir ve tiim ¢ok adiml
lineer metotlar1 i fonksiyonlar1 cinsinden ifade eder. Her bir gema K ve P ile
karakterize edildiginden, bu tamsayilara karsilik gelen semalarin katsayilar: ve
bu katsayilarin seri acilimlari hesaplama sonunda cikt1 olarak yazdirilir. Bu

prosediiriin kaynak kodlar1 boliim [7] de verilmistir.

Ornek 2.2.1 (Berghe and Daele, 2009) ve (Hollevoet et al) 2009) maka-
lelerinde EF Numerov metotlar1 ele alinmistir. Yazarlar ikinci mertebeden

y" = f(x,y) diferansiyel denklemi i¢in

Yn—1 T QYn T Yntr1 = h2(b1fn—1 + bofn + b1 fat1) (6)

bicimindeki fark semasini ele almiglardir. Bu gsemaya karsilik gelen operator

Llh, aly(x) = y(z—h)+agy(z)+y(e+h)—h*(by" (z—h)+boy" (x) +bry" (z+1))



dir. Fakat EFmultistep Generate programi £ operatortiiniit MAPLE so6zdizimine
uygun olarak asagidaki bicimde kabul edecektir.

L:=y->eval(y,x=x-h)+a[0] *y+eval (y,x=x+h)-h"2x%
(b[0]*diff (y,x$2)+b[1]*(eval (diff (y,x$2) ,x=x+h)
+eval (diff (y,x$2) ,x=x-h)));

Denklem ikinci mertebeden oldugu icinkatsayilarin beginci mertebeden seri

agilimlarin istedigimizi varsayarak
EFmultistepGenerate(L,2,5);

komutu ile boliim [7] de verilen ciktilar: elde ederiz.

2.3 EF Metotlarinda Hata Analizi

Q=la,b],a <z <29 < ... <y <D, g(x) negatif olmayan 6lgiilebilir
agirlik fonksiyonu ve f(z), g(z) e gore integrallenebilir bir fonksiyon olmak

uzere

b n m—1
/ o) F@)dr = 303 A f® () + E[f (7)

i=1 k=0
semasini ele alalim. Burada L][.] operatorii verilen herhangi bir fonksiyonlar

kiimesinin elemanlari i¢in sifirlanan m. mertebeden lineer diferensiyel operator
olmak tizere , E[.], L[f] = 0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri i¢in sifirlanan
(E[f] = 0) bir operatordiir. Bu sekilde

1

/ @) f@)dr = 303 Ay f® (@) (8)

i=1 k=0

yaklagimi L[f] = 0 denklemini ¢6zimii olan baz fonksiyonlar1 i¢in tam
sonug verecektir. Gercekten de niimerik analizde sayisal integral, sayisal
tiirev, diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in ¢cok adimli metotlar formunda

yazilabilir. (")rnegin;

y"(0) = ai(y(h) + y(—h)) + a2y(0)



ile verilen sayisal tiirev formiili igin g(z) =0, n=3, x; =—h= —ux3,
29 =0, Ap = Apz = a1, Ao = as, Agp = —1, A2,1 = A2,3 =0,
A =0, k=1,2,3 olur.

Ay katsayilar1 bilindikten sonra verilen niimerik formiiliin kesme hatasi
E[f] olacaktir. Coleman ve Ixaru (2006), E[f] yi integral formunda ifade
etmislerdir. Genel olarak, E[f] yi bulmak igin gdyle bir yol izlenebilir (Coleman
and Ixaru, 2006)

ak
1. L operatoriiniin g¢ekirdegi olan K(z, z) yi [WK(ZB, z)} = Okm—1 »
x

(k=0,1,2...m — 1) kogulllar1 altinda bul. o

@ —_— ok
2. go(x) = — [T K(t,2)g(t)dt ve ¢ii1(z) = ¢i(x)+2 5y Api {%K(x,z)] :
Z=Ti41
(1 =0,1..n — 1) iterasyonu ile ¢; fonksiyonlari: tiiret.

3. ®(x) = ¢s(x), r; < x < 2441 olmak lizere

n Tit1 b
BN =Y [ et = [ s@Li@d  ©

dir.

Eger f € C™(a,b) ve ®(x), (a,b) arahginda isaret degistirmiyorsa,
esitlik @ agagidaki gibi yazilabilir.

b
Elf] = LIfI(v) / S()dr v e (ah) (10)

Ornek 2.3.1 Ikinci mertebeden 3’ = f(z,y) denkleminin ¢oziimii icin iic

adimh
2(cosh(Ah) — 1
Yn—1 — Zyn T Ynt1 = ( (/\2 ) )f<$n; yn) (]_1)
EF metodunu ele alalm. Boliim 4 de bu semanm {1,z,e*® e **} icin tam
d* d?
sonug verdigi gosterilmistir. Bu kiime L = (—— — A?——) operatoriinii sifirlar.
dz? dz?

xr1 = —h, a2 =0, x3=hveg(x)=0 Ay = —1 A = 2,

2 h(Ah) — 1
Ags = —1, A =0, Az, =0, (r = 1.3), Az = (cos (/\2 ) ),
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Ay =0, Ay =0, m=4 (L nin mertebesi), n = 3 (nokta sayis1) oldugu

aciktir. Yukarida verilen adimlar: izlersek

K(ZL‘, t) =A + B(ZL‘ — t) —+ Ce)‘(x_t) + De—/\(:c—t)

oF :
{@K(x, z)} . = 0pm—1, k=0,1,2..m — 1 kosullar ile
1 1 Az—t) 1 —Az—t
B(a.) = o —1) = 53"+ gge ™

bulunur. 2. adimda verilen iterasyon ile

=0
_ 1 L s@+n) L a@en
01 = )\2($+h)+2)\36 2)\36
byt 2 T s cosh AR) — 1) [—1/2 s 12 ) A2
= - — cos - —-1/2 —
SR TR C Db A A

fonksiyonlar1 elde edilir ve egitlik dan

Bl = 172 (20— 4 R ) - )

bulunur.

2.4 EF Metotlarinda Kararhlik

Klasik niimerik metotlardaki A- kararhilik, sifir kararhlik (LeVeque,
2007) gibi kavramlar EF metotlara da uygulanabilir. Fakat EF metotlarindaki
parametreye bagimlhilik bu tiir kararlilik testlerinin direkt olarak uygulanmasini
zorlagtirmaktadir. Ayrica EF metotlarinin genelde salinim problemlerine uygu-
landigimi1 gozoniinde bulundurursak bu tiir denklemler icin farkli bir kararlilik

analizi yapilmalidir. ¢ = ¢(t) olmak tizere

q// — _q (12>

denklemini ele alalm. p = ¢ degiskeni tamtilarak denklem birinci

mertebeden lineer diferensiyel denklem sistemi
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olarak yazilabilir. Bu sisteme herhangi klasik bir niimerik metot uygu-

landiginda X,, = [¢, pn]’ ve G uygulanan niimerik metoda bagh olan 2x2

boyutunda bir matris olmak iizere
X1 =GX, (13)

semasi elde edilir. Uygun baglangi¢ kosullar1 altinda denkleminin V¢ icin
(¢,p) faz diizlemindeki ¢O6ziimii birim ¢ember iizerinde kalir. Sema un
tiirettigi coziimlerin birim ¢cember tizerinde kalmasi igin gerek sart G matrisinin
6zdegerlerinin her ikisininde birim ¢ember iizerinde olmasidir (|A;| = [\ = 1).
Bu ozelligi saglamayan herhangi bir niimerik metodun trettigi ¢oztimler ¢ —
oo iken ya soniimlenecektir ya da genlikleri sinirsiz bir sekilde biiyiiyecektir

(Strang, 2007).

Yukarida anlatilanlar periyodik ¢oziimlere sahip diferensiyel denklemlerin
niimerik analizinde yeni bir kararlilik bi¢ciminin formal tanimi i¢in motivasyon
niteligindedir. [Lambert and Watson| (1976|) tarafindan periyodik ve simetrik
baglangic deger problemleri i¢in ortaya atilan P- kararlilik kavrami, Coleman
ve Ixaru (Coleman and Ixarul[1996) tarafindan EF metotlar: igin tekrar gbzden
gecirilmigtir. P kararhilikta salinim denklemleri ele alindigindan dolay: test

denklemi olarak

Y =~y (14

kullanilir. Bu denkleme asagidaki bicimde iki adimli herhangi bir EF metodu

uyguladigimizi varsayalim.

Ynt1 + aoYn + Yno1 = h* (Do fas1 + b1 fa + bafr) (15)

Katsayillar, EF parametresi olan p ye ve adim uzunlugu h a bagh
olacaktir. 6 = puh, v = wh olmak fizere, denklemi i¢in semasi
uygulandiginda,

Yn+1 — 2an(y2; g)yn + Yn—1 = 0 (16)

denklemi elde edilirken, iin tam ¢oziimii

Y(nt1) = 2cos(v)y(xn) + y(zn-1) = 0 (17)
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Sekil 2.1: Sema icin kararlilik bolgesi, 4 ve w parametrelerinin reel oldugu varsayilmigtir.

oldugundan R, in cosv ye bir yaklagim oldugu goriilebilir. Bu notasyonlara

dayanarak asagidaki tamimlar verilebilir.

Tanim 2.4.1 v — 0 diizleminde |R,,,,(v?,0)| < 1 kogulunu saglayan (v, 6) ikili-
lerinin olugturdugu bolge kararhlik bolgesi olarak adlandirilir. |R,,,, (1%, 60)] = 1

egrisi ise bu bolgenin sinir1 olacaktir.[]

Bu tamima gore, semasinin
¢(* = 2R (V*,0)C+1=0 (18)

ile verilen karakteristik denklemi kokleri |R,,,(v%,6)] < 1 igin karmasik
diizlemde birim ¢ember tizerinde olacaktir. Bu da Tanmim 2.4.1 in, yukarida

matris analizi ile verilen kararhilik tanimi ile tutarl oldugunu gosterir.

Tanim 2.4.2 v = wh ve 6 = ph olmak tizere kararhilik fonksiyonu R,,, olan
bir EF metod ele alindiginda Vpu, w, h i¢in | Ry, (2, 0)| < 1 esitsizligi saglaniyor

ise sozkonusu metot P-kararlidir denir. O

Ornek 2.4.1 {1, z, sin(uz), cos(pux)} fonksiyonlar icin tam sonug veren (6 =

. ( (9))
2(1 — cos
Th2 fn (19)
5, 2(1 — cos(0))
62
metodun kararlilik bolgesi sekil (2.1) de gortildigi gibidir.

Yn+1 — 2yn + Yp—1 =

semast i¢in kararhlik fonksiyonu R = 1 — (wh) oldugundan bu
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3 IKINCI MERTEBEDEN BASLANGIC DEGER
PROBLEMLERI ICIN IKI PARAMETRELI
EF METOTLARI

EF metotlarinin ¢ogu birinci tiirevi icermeyen y” = f(z,y) bigimindeki

ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri igin gelistirilmislerdir.

Bu boliimde ise birinci tiirevi de iceren otonom

7" = f(a(t), 2 (1)) (20)

bicimindeki baglangic deger problemleri ic¢in iki parametreli EF metotlarn
ele alinmig ve bu parametrelerin hesaplanmasi ic¢in teknikler gelistirilmigtir.
Ayrica baz test problemlerine uygulanarak bu parametrelerin ¢oziime etkisi
incelenmistir. Onerilen niimerik semanin yakinsamasi icin f iizerinde baslangic
deger problemleri igin varlik teklik teoreminin (Ross, |1966]) hiikiimlerine ek

olarak kisitlar konulacaktur.

3.1 Iki Parametreli Metotlarin Olusturulmasi

Birinci tiirevi igermeyen z” = f(t,z) bicimindeki baglangic deger
problemlerinin EF metodu ile ¢oziimiinde A € R veya A € iR olmak ftizere

{eM e~} elemanlarimi iceren baz kiimeleri esas almir. Bu elemanlar
2" — Nz =0
denkleminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir. Bu denkleme birinci tiirev eklenirse,
" —cx' + kx =0 (21)

{eM e~} elemanlar1 A nin hi¢ bir degeri icin denklem (21]) nin lineer bagimsiz
¢oziimleri olamazlar. Bu durumda iki parametre ile caligmak daha islevsel

olacaktir. Yani e, e

e~ elemanlar1 yerine et e*?!

elemanlarii iceren EF

semalar1 geligtirilmelidir.



14

3.1.1 Iki parametreli EF Euler metodu

y' = f(t,y) denklemi igin

Yn+1 = A1Yn + a2hf(tn7 yn) (22>

At
)

semasinin e, e*2t elemanlar icin tam ¢oziim iiretmesi istenirse,

Llh,aly(t) = y(t + h) — ary(t) — azhy'(t) (23)
operatorii lizerinde
Llh,aleM' =0  Llh,ale™ =0

kosullar1 uygulanir ve katsayilar

6)\1h}\2 _ e/\Qh)\l

a1 =

N — A
B oAb _ oMb
A G W WA

olarak bulunur. Ay — 0 ve Ay — 0 iken a; — 1 ve as — 1 oldugu aciktir.

Parametre segimi: 2" = f(¢,z) bicimindeki baglangi¢ deger problemlerinin
EF gemalar1 genelde tek bir parametre icerir ve bu parametrenin degerinin
belirlenmesi ¢oziimiin hassasiyeti ve denklemin ifade ettigi dinamik sistemin
bazi1 niteliksel 6zelliklerin korunmasi agisindan oldukca 6nemlidir. Literatiirde
pek c¢ok yaklagim vardir. Bazi yazarlar bu parametrenin degerinin sabit
oldugunu ve énceden bilindigini varsayarlar.(Kalogiratou et al.,|2009; Monova-
silis et al., 2010). Bir diger yaklagim da kesme hatasinin minimizasyonundan bu
parametreyi belirleyecek denklem elde etmektir (Ixaru et al., 2002; Ramos and
Vigo-Aguiar, [2010). Enerjiyi koruyan denklemlerin EF ile geometrik niimerik
integrasyonunda ise (Daele and Berghe, 2007) Hamiltonian’in minimizasyonun-
dan parametreyi belirleyecek denklem elde edilebilir. Fakat = = f(z(t), 2'(t))
denkleminde genelde enerji korunmaz ve parametre degerlerinin sabit olmasi
beklenemez. Dolayisiyla her adimda parametrelerin yeni degerlerini belirle-
yecek olan cebirsel denklemler kesme hatasindan belirlenebilir.F' ve G siirekli,
oF OF 0G 0G

—, —, — ve — tiirevleri mevcut ve siirekli olmak iizere, sema |D
Oou’ Ov’ JOu ov

v = G(u(t),v(t)) (24)
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sistemine uygulanirsa

e)qh)\z _ €>\2h)\1 e>\2h _ e)qh
Uiy1 = u; + F(u;,v;
1 )\2 — )\1 <)\2 - )\1) ( )
6)\1h)\2 _ eAzh)\l e)\zh _ e/\lh
Ui = Uy G Uy Uy 25

EF ileri Euler semasi elde edilir. Bir onceki boliimde verilen kesme hatasi bulma
tekniklerini kullanarak,
1
Tl(ti) = §<A1)\2U(tz) — U,(tz)(/\l + )\2) + U,”(ti))h2 + O(hg)
1
Tg(ti> = 50\1)\21}@0 — Ul(ti)()\l + )\2) + U//(ti))h? + 0<h3) (26)
elde edilir. h? nin katsayilarim sifira esitleyerek hem metodun mertebesini
arttirabilir hem de parametreleri verecek cebirsel denklemleri elde edebiliriz.
T1 (tl) = Al)\gu(tl) — Ul(tl)(>q + )\2) + u"(ti) =0
Tg(ti) = )\1)\2’0(751‘) — ’U,(ti>()\1 + /\2) + ’U”(ti) =0 (27)
sisteminde her i adiminda u(t;), v'(¢;), v’ (t;) ve v(t;), v'(t;), v"(t;) degerleri
sistem vasitasiyla hesaplanabilecegine gore esitlikleri Ay ve Ay den
olusan, lineer olmayan cebirsel denklem sistemi olarak diigtiniilebilir. Fakat
o = )\1 /\2

8=+ X (28)
donitigiimleri altinda

au(t;) — Bu'(t;) = —u"(;)

av(t;) — Bu'(t;) = =" (&) (29)

2x2 boyutunda lineer denklem sistemi elde edilir. a ve § belirlendikten sonra,

esitlik den A1 ve Ay nin
r?—Br+a=0 (30)

denkleminin kokleri olacagi aciktir. Bu denklemin koklerinin reel ya da
kompleks olmasina bagl olarak niimerik ¢dziim her adimda fistel ve/veya
trigonometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Dolayisiyla, ¢ok farklh
tiplerde davranig gosteren diferansiyel denklemler bu metotla integre edilebilir.

Niimerik ¢oztimiin davranisi ise tamamen parametreler tarafindan belirlenir.
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o

Sekil 3.1: Denklem [31]in EF ile niimerik ¢oziimi, (x,t) diizlemi, (z,z") diizlemi

Bu teknigi denklem (20)) ye uygulamak ic¢in x = u ve 2’ = v dontigtimleri

yapilmalidir.

Ornek 3.1.1 Kiip kok Van der pol denklemini ele alalim.

z(0) =10 2'(0)=0, e=0.1 (31)

denkleminin faz diizlemindeki ¢oziimleri bir kararl limit dongiisii olugturur.
Yani baslangi¢ noktasindan bagimsiz olarak tiim coziimler faz diizleminde

kapali bir egriye gider (Ramos|, 2006b)).

Sekil de denklem in ¢dziiminiin (z,t) ve (x,2') diizlemlerin-
deki grafikleri verilmistir. Sekil de ise parametrelerden birinin reel ve
sanal kisimlarimin zamana gore grafikleri verilmigtir. Dikkat edilirse, ¢oziim
limit dongiistinii yakalayincaya kadar monoton davraniglar gostermektedir,
dolayisiyla parametre reeldir. Fakat salinim basgladiginda reel kisim salinimin
genligini kontrol ederken, sanal kisimda salinimin frekansini kontrol etmek-
tedir. Benzer gekilde daha yiiksek mertebeden ¢ok adimli metotlar tiiretmek

mumkiundur.
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Sekil 3.2: A\; in reel ve sanal kisimlarinin zamana gore degigimi

3.1.2 Runge Kutta metotlar:

Genel olarak, y' = f(t,y) denklemi i¢in s agamali bir Runge Kutta (RK)

formiilii,
C1 | Q11 PN QA1np
Co | Q927 c. QAo
CnlQpni ... Qun
by ... by

ile verilen Butcher tablosu lizerinden
K:yn+za1]f(t+czh>}/]) j:1727"'a3
j=1
dahili agsamalari,

Yntl = Yn + hz bif(t +c;h,Y))

Jj=1

ve harici agamasi ile tanimlanir. (LeVeque, 2007)

EF Runge Kutta formiillerinde baz katsayilar klasik RK formiillerinden
direkt alinirken, geri kalan katsayilar tistel ya da trigonometrik fonksiyonlari
igeren bir baz kiimesinin elemanlari i¢in tam ¢oztim verecek sekilde secilir.
Fakat cok adimli metotlarda oldugu gibi EF Runge Kutta metotlarinda

da genelde tek parametreli baz fonksiyonlari ele alinmistir (Berghe et al.

1999, 2000). Bu kisimda iki agamali iki parametreli Runge Kutta metodu
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geligtirilecektir. Boylelikle EF Runge Kutta metotlar: birinci tiirevi de iceren
ikinci mertebeden z” = f(z,2’) bigimindeki basglangig deger problemlerine de

uygulanabilecektir.

/

y' = f(t,y) birinci mertebeden denklemi igin

00| O

Y2 | C2 | A21

b b
tablosundan
Yo = yayn + hasy f(tn, Y1)
Yn+1 = Yn + h (blf(tny )/1) + be(tn + CQh? }/2)) (32)

dahili ve harici agamalar yazilir. Sema de ikinci esitlik {e“t,e’\”} ele-
manlarim integre edecek sekilde, iigiincii esitlik ise {1,eM?, e*2'} elemanlarim
integre edecek sekilde diizenlenir ise,
L.[h,aly(t) = y(t + c2h) — 2y(t) — hany'(t)
Llh,aly(t) = y(t + h) — y(t) = h(bry/(t) + b2 f(t + 2D, Y2)) (33)

operatorleri i¢in

kosullarindan katsayilar asagidaki gibi belirlenir.

_e>\1€2h + eAgczh

LT TR O — )
B e)\QCQhAl . A2€)\102h
"= M=

6)‘2h>\1 — )\1 — 6)‘1h>\2 + )\2
A (—eheh 4 ehiesh) ),
)\th()\202+>\1) _ e)\zcgh)\z _ )\16h(>\102+>\2) + e)\lcgh)\l

Ah (—eheesh 4 ghiesh) ),

b2:




19

Iki adiml klasik RK metodunda almdig gibi ¢; = 2 /3 igin kesme hatasi

T= %fyyhg(y”(ti) — (A 2)y () + Mday(t) + o(hY) (34)

olarak bulunur.

Sema

sistemine uygulanirsa kesme hatasi

71 = C1h* (U (t;) — (M + M) (&) + (Md2)u(t) + o(h?h)
Ty = Czhg (U”(ti) — ()\1 -+ )\2)1}/@1’) -+ ()\1)\2)'1)(151)) + O(h4)

olacaktir. Bir 6nceki kissmda oldugu gibi, A® iin katsayilar: sifira esitlenerek
A1, Ay parametrelerini belirleyecek denklemler elde edilir. Boliim [7] de bu
kisimda geligtirilen RK teknigi bir MAPLE prosediirii olarak sunulmustur.
Ornek 3.2.1 Hamiltonian’s

1 1 1
E(p,q) = 5292 + 572612 — ezq“

olan bir diferansiyel denklem

P=-mq+e¢’ ¢ =p

seklinde ya da bagka bir gosterimle
¢"+7°q=eq’

olarak yazilabilir.Burada 7 = 2 and € = 0.1 alinarak RK teknigi kullanilmigtir.
Ornegin klasik Euler metodunun kararhlik kogulu |hw| < 2 iken, adim
uzunluklart A = 0.5 ve h = 0.71 alinarak bu kosul ihlal edilmig fakat sekil
de goriilen kararh ¢oztimler elde edilmigtir. Bu kisimda sunulan metotlar
geometrik integrator (Hairer et al. 2003) olarak geligtirilmemelerine ragmen
gorece olarak biiyiik adim uzunluklar: i¢in bile Hamiltonian’in korunumunda
bagarili olmuslardir. Ornegin, h = 0.5 icin iki parametreli EF Runge Kutta ile
hesaplanan niimerik Hamiltonian, (Daele and Berghe, |2007) de hesaplanandan

daha korunumludur.
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Sekil 3.3: A =0.5 ve h = 0.71 igin t nin bir fonksiyonu olan F,, — Ey
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Sekil 3.4: Iki parametreli EF Euler metodunun kararlhilik bolgesi

3.2 1Iki Parametreli Metotlarda Kararhlik

Klasik integratorlerin kararlihk analizinde (LeVeque, [2007)), herhangi bir

tek adimli metot
Y =Xy

test denklemine uygulandiginda elde edilen

Yn+1 = R(Z>yn z=Ah

fark denkleminin smirh ¢oztimler tiiretmesi i¢in |R(z)| < 1 olmasi gerekir.
Boylece karmasik diizlemde kararlilik bolgesi belirtilir. Fakat EF metodlar:
parametreye baglh oldugundan dolay1 R sadece z nin degil EF parametrelerinin
de fonksiyonu olacaktir. Dolayisiyla kararlilik bolgelerinin gorsellestirilmesi bir

hayli giictiir.
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Iki parametreli EF semas: i¢in

Ynt1 = R(2, 21, 22)Un
21 = /\1h 9 = /\Qh

ile tiiretilen niimerik ¢oztimlerin sinirlh olmasi igin |R(z, 21, 22)| < 1 kogulu
ile bir kararlhilik bolgesi belirlenir. Her bir parametrenin C de oldugu goziinde
bulundurulursa kararlhilik bolgesi 6 boyutludur. Kararlilik bolgesinin genisligi
tamamiyla parametrelerin se¢imine baghdir. Ornegin EF Euler metodunda
z = —1 ve z; = —1 olarak almirsa Vz, € C igin |R(—1,—1, 29)| < 1 olurken,
z = =1, Im(z) = Im(z) = 0 i¢in kararhlik bdlgesinin (Re(z1), Re(z2))
diizlemindeki goruntusti sekil [3.4] da verilmistir.

Sonug olarak parametre se¢imi iyi yapildigi siirece EF metotlarinin

kararlilik analizinde adim uzunluklarina dair ciddi kisitlamalar olmaz.



22

4 STANDART OLMAYAN SONLU FARK-
LAR VE SINIR DEGER PROBLEMLERI

Standart olmayan sonlu farklar (Nonstandard finite differences (NSFD))
kavrami Mickens (2002)) tarafindan ortaya atilmig ve daha sonra pek gok
aragtirmaci bu kavrama katkida bulunmustur (Ramos and Garcia-Lopez, (1997}
Anguelov and Lubuma;, 2001; Erdogan and Ozis, |2011). Mickens klasik sonlu
farklarla tiiretilen ntimerik ¢oziimlerin sozkonusu diferensiyel denklemin tasvir
ettigi dinamik sistemin tagidigi, ¢oziimlerin pozitifliligi, sabit noktalarin varligi
gibi pek c¢ok ozelligi korumadigini ifade etmistir. Ayrica baz salinim problem-
lerinde agik sonlu fark teknikleri kullanilmak istenirse kararlilik kogullar1 adim
uzunlugu sec¢iminde ¢ok kisitlayici olabilir (Mickens, 2001ayb)). Bu boliimde ilk
olarak NSFD teknigi ana hatlar ile ifade edilmis, daha sonra NSFD ile EF
metotlar: arasindaki iligkiler vurgulanmig ve NSFD metotlar: belli tipteki sinir

deger problemlerinin ¢6ziimii i¢in modifiye edilmistir.

4.1 Standart Olmayan Sonlu Farklar

Mickens (2002)) tam ¢oziimii tiireten niimerik gemalara tam sonlu fark

semalar1 adin1 vermistir. Birinci mertebeden skaler

Cc% = f(u,t,\) u(to) = ug

denklemi i¢in u(t) = ¢(\, ug, to, t) olmak iizere tam sonlu fark semas

U1 = O, U, tey Lt )

olarak elde edilir.

Ornek 4.1.1
du
a = —A\u U(to) = Up

denkleminin tam ¢oziimii u(t) = uge **~%) oldugundan, tam sonlu fark semasi

-k
Uk+1 = Ug€
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ya da
e
(1— e )/A k
olacaktir.
Ornek 4.1.2
du
E = )\1U — )\2’&2 U(to) = U

lojistik diferansiyel denklemi i¢in tam sonlu fark semasi

Uk+1 — Uk

(eMh = 1)/ N

= AU — ApUp41Up

ile verilir.

NSFD metotlarinda klasik sonlu farklardan farkli olarak payda h 1n
iistel, trigonometrik, logaritmik v.s fonksiyonlari olmakta ve oOrnegin >
yerine uxui 1 gibi terimler yazilabilmektedir. Fakat asil problem tam ¢oziimiin
bilinmedigi durumlarda niimerik semalarin nasil olusturulacagidir. Mickens bu
durumlar i¢in problem bagimli teknikler onermekte ve genelde uygulanabilir
kurallar belirlemeye calismaktadir. NSFD su an icin algoritmik bir metot
olmaktan uzaktir. Fakat ¢oziimlerin pozitifligini ve sabit noktalarin kararliligini
korumasi gibi ozellikleri nedeniyle fizigin baz1 alanlarinda tercih edilmektedir

(Ramos and Garcia-Lopez, (1997 Uddin|, 2001}).

4.2 Standart Olmayan Sonlu Farklar ve EF

Klasik birinci mertebeden tiirev icin ileri, geri, merkezi fark yaklagimlar:
siwast ile Dty = S Doy = SV DOy — PSS dir. Bu yaklagimlar

elde etmenin bir yolu da katsayilarin dondurulmasidir.

y = f(z,y) (35)

denklemini ele alalim.[a,b] araligt N + 1 tane a = zp < 77 < ... < xy = b
noktalari ile parcalansin ve h = (b — a)/N olsun. f fonksiyonu (z;_1, ;1)
araliginda x = z; noktasinda dondurulursa, f; = f(z;,9;) ve g(z;) = g; olmak
iizere denklem i¢in bir yaklagim

dy _

T i (36)
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olacaktir. Denklem i¢in genel ¢oziim

yla) = fir+c

olur. ¢ sabitini bulmak i¢in siireklilik kogullar1 olan §(z;_1) = 9;—1 ve §(x;11) =

Ui+1 kullanilirsa
2h

elde edilir. Denklem gozonlinde bulundurularak,

~ /i

Dog _ yz+12hyx 1
yazilabilir. Benzer sekilde (z;, ;1) araliginda g(z;) = ¥ , 9(xis1) = Gira
kosullar ile ileri fark formiilii elde edilir. f in alt araliklarda dondurulmasi
ile baz1 dereceden polinomlar i¢in tam sonu¢ veren niimerik formiiller elde
edilmigtir. Mickens’ in terminolojisi ile konugmak gerekirse orjinal denklemin
kendisi i¢in degil, modifiye edilmis denklem icin tam fark gemalar: elde

edilmistir.

EF formiillerini elde etmenin yolu orjinal denklemin farkli bir modifikas-
yonudur. Denklem de f fonksiyonu (z;, 7;,1) araliginda = x; noktasinda
dondurulup, denklemin tistel ¢oztimler tiiretmesini saglayacak terimler egitligin

her iki yanina eklenir ise, §(z;) = §; ve w sabit olmak {izere modifiye edilmis

Z?l_w@:fz‘—wﬂi

denklemi elde edilir. §(x;) = ¢; ve §(z;11) = ;21 stireklilik kosullar ile

_ Y1 — Vi
0= (37)
olarak elde edilir. ¢(w,h) = ewl—1 carpani Mickens tarafindan da elde

edilmistir. Benzer carpanlar difiizyon-konveksiyon denklemlerinin ntimerik
analizinde yapay vizkosite gibi isimlerle karsimiza gikar (Hundsdorfer and

Verwer|, 2003).
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Benzer sekilde EF geri fark formiilii ayn1 modifiye denklem iizerinde

g(x;) = g; ve y(x;—1) = Pi—1 kosullar ile
(38)

olarak elde edilir. ve formiilleri 1, e"* fonksiyonlar1 i¢gin tam sonug

verirler. Bu formiillerin kullanimi ile ikinci tiireve yaklagim

~ Yiv1 — 20 + Ui
i Y= 2(cosh(wh)—1)
w2

(39)

biciminde yazilabilir. Esitlik u tiiretmenin bir diger yolu da y” = f(z,y)

denklemine karsilik gelen
T wzg =fi— wg?]i
modifiye edilmis denklemin genel ¢6ziimii olan
J(x) = c1e™ + ™" + §; — fi/w?

tizerinde g(z;_1) = ¥i—1 , 9(x;) = Ui, y(xit1) = Piy1 kogullarim uygulamaktir.

Bu kogullardan elde edilen cebirsel denklemlerden egitlik tekrar elde edilir.

4.3 Smir Deger Problemleri icin Standart Olmayan

Sonlu Farklar

y'=flzy) a<az<b yla)=a yb)=p (40)
ile verilen siir deger problemini ele alalim. Bu problemin ¢oziimlerinin varlik
ve tekligi (Ascher et all |1995) de agiklanmigtir. sinir deger probleminin
niimerik ¢oziimiinde ikinci tiirev icin esitlik ile verilen yaklagim kul-

h(wh)—1 .
= % olmak tizere

lanilirsa, adim uzunlugu fonksiyonu ¢ (w, h)

_ Y1 — 2y; + Yi—1
Y(w, h)

Yo = & yn = 3

Fli] — flzyy)) =0 i=1,2.N -1 (41)

semasi elde edilir. w serbest bir parametredir. Fakat ilerleyen kisimlarda her

(r;_1,%;41) araliginda w parametresi y;11, y; ve y;—1 cinsinden ifade edilecegi
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pi(w.0.1) 0 peiw0.1)

0,002

Sekil 4.1: Reel w ve imajiner wigin ¥ (w, 0.1) adim uzunlugu fonksiyonlar

icin w; gosterimi tercih edilecektir. Sekil de ilk olarak h = 0.1 igin
adim uzunlugu fonksiyonu ¢ (w,0.1) ¢izilmistir. w nin tamamen sanal deger
almasi da stzkonusu oldugu igin (¢, Im(w)) grafigi de eklenmistir. Fakat her
iki durumda da cosh(zl) = cos(x) oldugundan v daima reeldir. w veya
h cok kiigiikk oldugunda bilgisayar aritmetiginden kaynakli hatalara meydan
vermemek icin ¢ nin agagidaki Taylor acilimi kullanilabilir.

hiw?  hSuw? h8wb

12 * 360 * 20160 T

Y(w, h) = h*+

Sema in kesme hatasi

h? Ry (z;) WSy (i)

i = f(w, y(%))(m -+ 12¢p(w, h) — 360¢(w, h)

ni € (i—1, Tit1)

(42)

Metodun mertebesi ve hassasiyetine dair agagidaki yorumlar yapilabilir.

i) w — 0 iken ¢(w,h) — h? dir. Yani sema limit durumunda klasik

ikinci tiirev ayriklagtirmasina indirgenir.

ii) w nin herhangi bir degeri igin, h — 0 iken ¢(w,h) ~ h? dolayisiyla
7 — 0 olur. Bagka bir deyisle, sema tutarhidir ve ikinci mertebeden
hassasiyete sahiptir. Fakat w nin 6zel se¢imleri i¢in hassasiyetin mertebesi
arttirilabilir. Boylece klasik semalara nazaran daha yiiksek mertebeden

yaklagimlar elde edilebilir.
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Baslangic deger problemlerinin EF metotlar1 ile ¢oztimleri icin ka-
rarlilik teorisi geligtirilmigtir. Fakat ayni gey simir deger problemleri igin
soylenemez. LeVeque (2007), lineer olmayan bir simr deger probleminin
ayriklagtirilmasindan elde edilen bir fark gsemasinin kararlhiligini Jacobian
matrisin tersinin sinirliligi olarak tanimlamigtir. Aslinda bu Jacobian matris
ayriklagtirilmadan ortaya cikan lineer olmayan cebirsel sistemin Newton

metodu ile ¢oziimiinde olusturulan Jacobian matristir.

4.3.1 Parametrenin belirlenmesi ve semalarin bilgisayar cebiri ile

turetilmesi

Bir énceki kisimda w nin sabit oldugu ve y(z) den bagimsiz oldugu
varsayillmigti. Bu kisimda esitlik den yararlanarak i¢in optimum bir

w bulunacaktir.

Bir semanin tam sonlu fark semasi olmasi ic¢in yerel kesme hatasi
nin sifir olmasi gerekir. Egitlik nin ilk iki terimini sifira esitleyerek

ﬁ%_l)_f_wzg

denklemi elde edilir. Boylece kesme hatasinin dordiincii mertebeden olmasi

beklenir. ¢ deki cosh(wzx) ifadesi doérdiincii dereceye kadar taylor serisine

acgilirsa w i¢in analitik bir ifade elde edilir.
w;? ~ y" ()
f (i, y(x:))
w; € iR olmasinin bir sakincas1 yoktur. f in bazi se¢imleri i¢in 6zel durumlarla
kargilagilabilir. Ornegin, f, 2 in dogrusal bir fonksiyonu ise w = 0 olur. f
yalnizca y nin dogrusal bir fonksiyonu oldugunda ise w her alt aralikta sabit

olacaktir. Bu durumlar sirasiyla klasik ve EF sonlu fark formullerine karsilik

gelirler.

Sema de w; parametresi y;_1, y;, y;+1 cinsinden ifade edilmelidir. Bu

amacla ¢’ = f(x,y) denkleminden faydalanarak ) yalnizca f ve 3’ cinsinden

Y(@ip1)—y(xi—1

ifade edilir. Son olarak y(z;) = y; ve ¥/ (z;) = o ) vaklagimlar ile

tamamen numerik bir formul elde edilir.
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Tim bu hesaplamalar ve modifikasyonlar zahmetli gibi goriinse de
sembolik hesaplama ile tiim bu stirecler, verilen herhangi bir f icin otoma-
tiklegtirilebilirdir. Sayisal hesaplamalar agisindan klasik metotlara nazaran, ek
bir yiik soz konusu olmadigr gibi hassasiyet acisindan da tatmin edici sonuglar
elde edilmigtir. Sayisal 6rnekler kismindaki her bir sinir deger problemi igin

agagidaki MAPLE kodu ile ntimerik gsemalar tiiretilmistir.

>scheme : =proc(f)

global F,w;

derivative2:=f:derivative3:=diff (f,x):

diff (derivative3,x) :derivatived:=algsubs(diff (u(x),x$2)=derivative?2,%):
#Third and fourth derivatives of u are computed

in terms of first and second derivatives via differential equation#
simplify(derivatived4/derivative?2):

#Continuous formula is constructed for w#

algsubs (diff (u(x) ,x)=(y[i+1]-y[i-1])/(2%h),%) :subs (u(x)=y [i],%) :
subs (x=x[1i],%) :w:=sqrt (%) :

#w is discretized#

algsubs (u(x)=y[i],f) :discretef:=subs(x=x[1],%):

#right hand side of equation is discretized#

Fli] :=w 2% (y[i+1]-2*y[i]+y[i-1])-discretef*2*(cosh(w*h)-1)=0:

#Full nonstandard discretization of given differential equation#
print(Cw’=w):

print CF[i]’=F[i]):

return NULL:

end proc:

4.3.2 Sayisal ornekler

Ornek 4.3.1 Troesch problemi (B.A and Troesch| 1976) olarak bilinen

u’(z) — Asinh(Au(z)) =0 O<z<1
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Cizelge 4.1: )\ = 0.5 i¢in 6rnek 4.3.1 in ¢oziimleri

Tam  Decomposition method HPM EF  EF nin mutlak

X Coziim (Deeba et al.l[2000)  (Feng et al.,[2007) method N=10 hatas1
0.1  0,0959443493 0,09593:835347 0.0959595656 0,0959443492 5,357E-11
0.2 0,1921287477 0.1921180592 0.1921193244 0,1921287476 1,036E-10
0.3  0,2887944009 0.2887803297 0.2887806940 0,2887944007 1,467E-10
0.4 0,3861848464 0.3861687095 0.3861675428 0,3861848462 1,795E-10
0.5 0,4845471647 0.4845302901 0.4845274183 0,4845471645 1,989E-10
0.6 0,5841332484 0.5841169798 0.5841127822 0,5841332482 2,015E-10
0.7 0,6852011483 0.6851868451 0.6851822495 0,6852011481 1,857E-10
0.8 0,7880165227 0.7880055691 0.7880018367 0,7880165225 1,491E-10
0.9 0,8928542161 0.8928480234 0.8928462193 0,8928542161 9,120E-11

denklemini «(0) = 0 and u(1) = 1 smir kogullar ile ele alalim. Bu problem
Boyd (2011) tarafindan niimerik metotlar igin test problemi olarak 6nerilmigtir
ve pek cok kez degisik arastirmacilar tarafindan ¢ozillmigtir. Tam ¢o6ziim
Jacobi elliptik fonksiyonlar cinsinden (Lin et al.; 2008)) de verilmigtir. MAPLE

komutu

scheme (lambda*sinh (lambda*u(x)));

ile w i¢in ve Troesch denklemine karsilik gelen niimerik sema ve w formiilii tiire-
tilir (Bkz Boliim @ Olusan lineer olmayan cebirsel denklem sisteminin Newton
metodu ile c¢oziimiinden elde edilen sayisal degerler agagidaki tablolarda

sunulmugtur.

Cizelge [4.1] ve ¢izelge .2 de A = 0.5 ve A = 1 alinarak degisik tekniklerle
elde edilen ¢oziimlerin karsilagtirilmasi yapilmistir. Bu kisimda gelistirilen

teknigin Troesch’s denklemindeki basarisi acik¢a gortilmektedir.

Ornek 4.3.2

u’(z) — u?(x) = 272 cos(2mz) — sin(7x) D<z<l1

denkleminin u(0) = u(1) = 0 siur kogullar1 i¢in tam ¢oziimii u(z) = sin®(7x)
dir. Bu problem bir ¢ok ¢alismada test problemi olarak kullanilmigtir. MAPLE

komutu
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Cizelge 4.2: )\ =1 igin 6rnek 4.3.1 in ¢oziimleri
Tam  Decomposition method HPM EF

EF nin mutlak

b Coziim (Deeba et al |2000) (Feng et al}|2007) method N=10 hatas1
0.1 0,0846612565 0.0845487607 0.08435;17004 0,0846612556 9,303E-10
0.2 0,1701713582 0.169430700 0.1696207644 0,1701713565 1,704E-09
0.3 0,2573939080 0.256414500 0.2565929224 0,2573939059 2,176E-09
0.4 0,3472228551 0.346085720 0.3462107378 0,3472228528 2,232E-09
0.5 0,4405998351 0.439401985 0.4394422743 0,4405998333 1,804E-09
0.6 0,5385343980 0.537365700 0.5373300622 0,5385343971 9,103E-10
0.7 0,6421286091 0.641083800 0.6410104651 0,6421286094 3,015E-10
0.8 0,7526080939 0.751788000 0.7517335467 0,7526080954 1,467E-09
0.9 0,8713625196 0.870908700 0.8708835371 0,8713625215 1,868E-09

Cizelge 4.3: Numerov metodu ile EF metodunun mutlak hatalar:

x  Numerov metodu EF Numerov metodu EF
N=20 N=20 N=40 N=40

0.1 2.57287E-06 4.48188E-07 1.61881E-07 2.86207E-08
0.2 1.14519E-05 4.19597E-07 7.16677E-07 2.66314E-08
0.3 2.28275E-05 6.41501E-07 1.42684E-06 4.16857E-08
0.4 3.21025E-05 1.12018E-06 2.00571E-06 7.39232E-08
0.5 3.56489E-05 1.14061E-06 2.22703E-06  7.6087E-08
0.6 3.21025E-05 1.12018E-06 2.00571E-06 7.39343E-08
0.7 2.28275E-05 6.415E-07 1.42684E-06 4.16998E-08
0.8 1.14519E-05 4.19598E-07 7.1668E-07 2.66432E-08
0.9 2.57287E-06 4.48189E-07 1.61882E-07 2.86266E-08

scheme (u(x) "2+2%Pi~2*cos (2*xPi*x)-sin(Pi*x) ~4) ;

ile w ve niimerik sema formiil elde edilir. (Bkz Boliim Cizelge de bu
kisimda geligtirilen metot ile dordiincii mertebeden oldugu bilinen Numerov

metodunun (LeVeque, |2007) kargilagtirmalar: yapilmigtir.

Ornek 4.3.3 Tam ¢oziimi periyodik Jacobi eliptik fonksiyonlar cinsin-

den

u(z) = AJacobiSN((\gx + B)A, 1)

olarak ifade edilen

u’ +u =0
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Sekil 4.2: Ornek 4.3.3 icin tam ¢oziim (A=-3.708149356 B=4.2426640686i) ve EF ¢oziimii

diferansiyel denklemini ele alalm. 0 < x < 1 araliginda u(0) = u(1) = 0

kosullarimi saglayan sonsuz ¢oziim vardir.

scheme (-u(x)~3);

komutu ile ve w igin formiil ve niimerik sema elde edilir. (Bakimz Boliim
. Yo = yny = 0 igin olugan lineer olmayan cebirsel sistemin de sonsuz
¢oziimiu vardir. Newton metodunun baslangic tahminine bagh olarak cesitli
salinimh ¢oziimler elde edilir. Uygun bir basglangic tahmini i¢in gutlama
(shooting) teknigi ya da denklemin dogrusallagtirilmig bigiminin ¢éziimii kul-

lanilabilir.

Asagidaki grafiklerde baz1 tam sonuclarin ve EF niimerik ¢oziimlerin
grafikleri gosterilmigtir. Baglangi¢ tahminleri i¢in «(0) = 0 ve «/(0) = 9,
uw'(0) = =38, 4/(0) = =87, v/(0) = 156 baglangi¢ kosullarimna kargilik gelen
problemlerin Runge Kutta ¢oziimleri kullanilmigtir. Bu boliimde gelistirilen
metodun salimim yapan coziimlere yakinsadigi gozlenmigtir. Fakat klasik
metotlar, salinim yapan ¢oziimlere yakinsama konusunda ¢ok yakin basglangic

tahminleri i¢in bile ayni bagariy1 gosterememistir.
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0 "2 [0

Sekil 4.3: Ornek 4.3.3 i¢in tam ¢6ziim (A=-7.4162987111i B=-0.7071067810-0.7071067810i)

ve EF ¢oziimii

++++++

Sekil 4.5: Ornek 4.3.3 icin tam ¢oziim( A=-14.83259742 B= -0.3535533905-

0.35355339051)ve EF ¢oziimi
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5 BASLANGIC SINIR DEGER PROBLEM-
LERI ICIN EF METOTLARI

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin (KTDD) EF metotlari ile ¢6ziimiine
dair ¢ok fazla calisma mevcut degildir. Genel olarak yari ayriklagtirmaya
dayanan iki egilim meveuttur. Ilkinde 6nce herhangi bir sayisal metot ile konum
tirevleri ayriklagtirilir. Ortaya gikan adi diferensiyel denklem sistemi i¢in EF
metotlar1 kullanilabilir (Vigo-Aguiar et al., 2008)). Fakat bu durumda ¢oziimiin
az sayida frekansi olmal ki sayisal iglem yiikii yogun olmasin. Bir diger
yaklagimda, once zamani klasik metotlarla ayriklastirip, her zaman adiminda
ortaya cikan konum degiskenine bagl sabit katsayil adi diferansiyel denklemi
lineerlegtirerek sayisal ¢oziimii tstel fonksiyonlarin lineer birlegimi geklinde
ifade etmektir (Ramos, 2007). Bu yaklagim genelde sinir tabaka problemlerinin

¢oziimiinde kullanilir.

Bu boliimde ilk olarak yukarida bahsedilen iki yaklagima alternatif olarak
verilen KTDD nin tam ayriklagtirmasinda EF metotlarinin kullanilmasina yer
verilecektir. Daha sonra, EF metotlarinin zamandan bagimsiz sinir tabaka
denklemlerine uygulanmasina deginilecek, son olarak da Burgers denklemi i¢in

bir EF metodu geligtirilecektir.

5.1 EF Metotlar: ile Tam Ayriklagtirma

Lineer homojen 1s1 denklemini ele alalim.

ou 0%u

a7 (43)

Bu denklem baslangic ve siir kosullar1 ile verildiginde asagida agiklanan

degiskenlerine ayirma yontemi (Zwillinger} 1997) kullanilir.

Coztimiin u(z,t) = X (x)T(t) bigiminde oldugu kabul edilirse, denklem

den



34

Xl/ Tl
==
X T

yazilabilir.

Konum denklemi X” — A\2X = 0, zaman denklemi ise 7" — AT = 0 dir.

.. . _ 2
Konum ve zaman icin baz fonksiyonlar: sirasiyla e’ e=** ve e

olacaktir.
Dolayisiyla konum frekansi ile w ile zaman frekansi w; arasinda w; = w? iligkisi
vardir. Frekanslar sinir kogullari ile belirlendikten sonra, denklem (43]) in tam

¢oziimu Fourier serileri cinsinden ifade edilir.

Klasik sonlu fark metotlarinda niimerik ¢6ziimlerin konum zaman fre-
kanslar1 arasindaki iligki agik olarak goriilmez. Fakat EF metotlar: parametre
bagiml oldugu icin bu iliski acik bir sekilde goriilebilir. Ornegin, denklem (43)

de zaman tiirevi i¢in EF ileri fark , konum tiirevi i¢in EF merkezi fark kullanilir

ise
Jj+1 J J  __o0,d J
'l —uy Uiy — 2u Uy
ewtdt—1 2(cosh(wsdz)—1)
w w?

semasi elde edilir. Onceki boliimlerde oldugu gibi frekans hesabi icin

wx,t+6t) —u(zr,t)  u(z+dz,t) — 2u(z,t) + u(x — oz, t)
T= ewth—1 o 2(cosh(wsh)—1)

wt w?

1 1
T = §(Utt — w0t + E(umwg — uxzrr)d> + o(6t?, 61%)

bi¢giminde hesaplanan kesme hatasinin minimizasyonu igin &; ve 62 nin

katsayilar sifira esitlenir ise

Uyt
W = —
Uy
u$$l’l‘
w? =
uZI}iL‘

elde edilir.

Denklem den hareketle w; = w? egitligi goriliir. Sonug olarak EF
metodu denklem iin dogal bir ayriklagtirmasidir. Fakat w; ve w, nin sayisal
hesab1 zahmetli oldugu i¢in EF metotlar1 ile tam ayriklastirma su haliyle pek

kullanigh degildir. Bu yiizden pratikte yari ayriklagtirma metotlar: kullanilir.
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k=1
o4

02

k=i

Sekil 5.1: 44] denkleminin tam ¢ozlimleri

5.2 Yapay Difiizyon ve EF

Bu kisimda adi diferansiyel denklemlerde sinir tabaka problemlerinin
¢oziimiinde EF metotlarimin nasil ortaya giktigindan bahsedilmigtir (Veldman,

2009). Asagidaki konveksiyon difiizyon denklemini ele alalim.
u— —k—s5 =0 00)=Ty o(L)=T, 0<z<L (44)

Denklem iin tam ¢ozimi, Pe = %, L=1 Tyo=0 Tpr=1 ve u=1
icin
1— ePex/L
¢(l’) = TO + (TL — To)w
ile verilir. Sekil (5.1) de & min bazi degerleri i¢in tam ¢Oziimiin grafigi
verilmistir. Eger hem birinci hem de ikinci tiirev i¢in mertebesi iki olan merkezi

turev formulleri kullanilir ise

¢ Gi1 =20+ ¢i1 AP iy — dia
dz? h? dz 2h

k nmin farkh degerleri igin sekil elde edilir. Ikinci tiirev icin merkezi fark,

birinci tirev icin geri fark kullanilirsa, upwind semasi elde edilir.

o i1 —2pi + iy Ao ¢i— ¢ia
dx? h? dx h

Sekil (5.3) de & = 0.001 i¢in kararli, sahmim yapmayan ¢oztimler elde edildigi

goriilmektedir.

Metodun mertebesi bir azalmig fakat kararh ¢oztimler elde edilmistir. Bu

iyilesmenin nedenleri anlagilirsa metodun mertebesi daha da arttirilabilir.
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4
02 04 06 08 1
X 5
— —————  coud

Sekil 5.2: Merkezi farklarla elde edilen ¢oziimler, k =1 ve k = 0.01 igin

o4

0.2

— exact solulion
—_— Numesical solufion upwind

Sekil 5.3: k=0.001 i¢i upwind ile elde edilen ¢oztim
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Eger upwind ayriklastirmasindaki birinci ve ikinci tiirev arasindaki

Gi— Pic1  Gig1 — Pic1 uh Qi — 20 + G
Uu = U —

h 2h 2 h?

iligkisi g6zoniine alinirsa, ashinda denklem (44)) iin upwind ile ayriklagtirmasinin

do d*¢
U% — (k + ka)@ =0 (45)
denkleminin k&, = %h icin merkezi farkla ayriklagtirilmasi oldugu goriiliir.
Burada k, = % yapay diflizyon katsayisi olarak isimlendirilir. k, nin

ayriklagtirilmig denklemi salinimlardan nasil arindirdigini gérmek igin (Veld-

man, 2009) a bakiniz.

Elbetteki yapay diflizyon i¢in tek secenek k, = %h degildir.

d d>
i _ o,
dx dz
denkleminin tam ¢oziimi
¢(r) = A+ Be'r (46)

dir. [0, L] arahigminin diizglin bir 0 = xy < 27 < ... < x, = L pargalanmasi
i¢in esitlik va ¢(zi-1) = ¢i-1, ¢(xi) = ¢, d(@it1) = ¢iy1 kosullarmn
uygulanmasi ile elde edilen sema ashnda k, = “coth(¥) — k igin denklem
den merkezi ayriklagtirmayla elde edilen semadir (Roos et al., [2008). Bu
sema tistel fonksiyonlar cinsinden ifade edildigi i¢in EF metotlarina dahil edilir.
Denklem lineer ve sabit katsayil oldugu icin k, = “Lcoth(%2) — k ile elde

edilen niimerik ¢oztimler tam ¢oziime egittir.

Ele alinan lineer denklemlerin degisken katsayili olmasi durumunda,
(xi—1,m;41) araliginda = = z; de katsayilar dondurularak EF gemalar
elde edilebilir (Ramos, [2005)). Degisken katsayili lineer denklemler i¢in bu

yaklagimin kesme hatasi ikinci mertebedendir (Ledoux, [2007)).

Bir sonraki kisimda Burgers denklemi i¢in 6nce zaman tirevi klasik
metotlarla ayriklagtirilacak (Ramos, 2007), ardindan ortaya g¢ikan konuma
baglh adi diferensiyel denklem lineerlestirilerek ¢oziilecektir. Bu teknikte sayisal
¢oziim 1tstel fonksiyonlar cinsinden ifade edildigi icin bu metotlarda EF

metotlar: sinifinda degerlendirilebilir.
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5.3 Burgers Denklemi i¢cin EF Metodu

Burgers denklemi tiirbiilansin matematiksel modellemesinde ve sok dal-
galar1 teorisinde uygulama alani buldugu ic¢in pek ¢ok aragtirmaci tarafindan
ele alimmigtir. Bu denklemin bir boyutlu versiyonu Beteman| (1915)) tarafindan

tanitilmig, daha sonra Burger tarafindan

%—Fu%—v% 0<zx<l t>0 (47)
biciminde ele alinmigtir. Denklem in bir ka¢ baslangic ve smir kosulu
i¢in tam ¢oztimi bilinmektedir. u(z,t), x konumundaki ve ¢ zamanindaki hizi
gostermekte, v > 0 ise Reynolds sayisi (Re) ile ilintili kinematik viskozitedir
(v = 1/Re). Lineer olmayan adveksiyon uu, ve difiizyon vu,, terimleri dalga
devinimini modellerken Re nin ¢ok biiyiik degerleri icin sok dalgalar1 olugur.
Adveksiyon terimi difiizyon teriminden ¢ok daha baskin oldugunda bir sinir

tabakasi olusur. Dolayisiyla bu denklemin ¢oziimii i¢in onerilen teknigin sinir

tabakasindaki ani degigimi yansitabilmesi gerekir.

Denklem (47)) nin
u(z,0) = sin(rx) O<z<l
baglangic kosulu ve
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0

homojen smir kogullar1 i¢in tam ¢éziimi (Cole, [1951])

S Cane " nsin(n)

ap+ Y, ane ™ incos(nrx)

ag = /0 exp {—(2mv) " (1 — cos(mz))} dx (48)

u(z,t) =2y

1
ap = 2/ exp {—(2mv) "' (1 — cos(nz)) } cos(nmx)dzx (49)
0
ile verilir.
Ramos| (2006a)) ikinci mertebeden z” = f(¢,x,2") bicimindeki lineer

olmayan adi diferansiyel denklemlerin EF ile ¢oziimiinde, verilen denklemi

(tn, Tn, 2'y) civarinda Taylor serisine agip dogrusallagtirarak

= f,+T,(t —t,) + Jo(x —x,) + Hy(2' — ) t, <t <ty
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denkleminin tam ¢oziimini aramigtir. Burada f, = f(t,,z,,2',), T, =
%(tn, Tn, '), Hy = %(tn, Tp, x'y,) dir. Ramos bu yaklagimin bazi durumlarda
yapay c¢oziimler tiiretebildigini rapor etmistir. Bu kisimda sunulan yaklagimda
Taylor serisine dayali bir lineerlestirme uygulanmayacaktir. Bunun yerine wu,
in katsayisi olan u nun degeri bir onceki zaman seviyesinden alinacaktir.
Bu lineerlesgtirme teknigi Navier- Stokes denklemlerinin sayisal ¢6ziimiinde
kullanilmaktadir. (Veldman, 2009). Denklem de zaman tirevi igin geri
Euler (Backward Euler) formiilii kullanmilirsa, u" = u(z,t"), u = u™"* ve At
adim uzunlugu olmak iizere

Pu du ou—u"
v—s —u'— =
dx? dx At

elde edilir. [0,1] araligt N esit pargaya boliniip u™ degerleri (z;_1,xit1)
araliginin orta noktasinda hesaplanir ise

d*u Rduug— "

v Ut — = T < x <@y <t <ttt 50
dz? dx At ! + - (50)

sabit katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir.

Durum 1

Eger ul # 0 ise denklem (50]) nin tam ¢oziimii

exp(ullz/v) x w;

olarak bulunur. A; ve B; sabitlerini belirlemek igin u(z;_1) = u;_1, u(z;) = u,,

(1) = w1 kogullar: kullanilabilir.

exp(ullz;_1/v) Tio U;
i—1 — v AZ 1 — — Bz
tim =Y ul * At ( u?) *
i =V———— A+ — (1l — — i
ul At ul
exp(ul i1 /v) Tit1 U;
Yit1 =V u; + At ( u”> +

7

A; ve B; ilk iki denklem yardimi ile belirlenip ii¢iinciisiinde yerlerine konulursa,

_ V@:Ep(u?a:/y) o f(@iv1)/N + f(w))zia — f(zig)
==y Fwin) = ()

+ Tit1
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olmak lizere

flxiz1) — f(ax) Flzi1) — flz) wr Nt — =0

. <f(93¢+1) - f(l’i)) L, (f(xi_l) — flziy)  H; ) - Zt

i=1,2..N —1(51)

semasi elde edilir.

Durum 2
Eger v} = 0 ise denkleminden u(x;_1) = w1, u(z;) = u;, u(xir1) = ity

kosullar ile agagidaki sema elde edilir.

2
Tiv1” — Tip1 (Timy + 25) + 2751
Uj—1 — Uy

Sema (51)), ortalama deger teoremi kullanilarak ¢; € (2, z;41)

o o)) e (A2
-5 () @

bi¢iminde yazilirsa analiz etmek daha kolay olacaktir.

Teorem (Smith) |1985))

;U1 — C;U; + biuiﬂ = —d,‘ 1= 1, 2, N —1 (53)

sisteminde

e a,>0,b,>0vec; >0

e ¢ >a;+ b

kosullar1 saglaniyorsa, sistem in ¢ozimi mevcut ve tektir. Ayrica Gauss

eleme metodu sozkonusu sisteme uygulandiginda kararli ¢oziimler elde edilir.

0
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Cizelge 5.1: v =1 h =1/80 k = 0.001 igin kargilagtirma

x t EF metodu Tam ¢ozim
0.25 0.1 0.25378 0.25364
0.15 0.15673 0.1566

0.2 0.09655 0.09644

0.25 0.0593 0.05921

0.5 0.1 0.3718 0.37158
0.15 0.22703 0.22682

0.2 0.13864 0.13847

0.25 0.08466 0.08453

0.75 0.1 0.27276 0.27258
0.15 0.16453 0.16437

0.2 0.09955 0.09943

0.25 0.06039 0.06034

Sema ye bakilirsa

a; = exp(a;)

b =1

h
i = i) |1 1—
c exp(a)( +Atu?> + At

d; = exp(a;) — 1

ur

o; = L

B V(Cz‘ - Czel)

i¢in yukaridaki teoremin hipotezlerinin saglandigi goriiliir.

5.3.1 Sayisal ornekler

Burgers denkleminin tam ¢oziimii esitlik (49) da Fourier serileri cinsinden
ifade edilmistir. Fakat bu seri v < 0.001 i¢in c¢ok yavag yakinsadigindan
asagidaki tablolarda v = 1, v = 1/10, v = 1/100 i¢in tam ¢oziimle ve
literatiirdeki diger ¢oziimlerle karsilagtirmalar verilmistir. v degeri kiigiildiikce
EF metodunun diger metotlara gore kiyasla daha iyi ¢oziimler tiirettigi

goriilebilir.
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Cizelge 5.2: v = 1/10 igin diger metotlarla karsilagtirma

T t (Ozig,1996)  Mohan,2006)  (Kutluay,1999) EF Tam ¢ozim
h=0.0125 Az =0.0125 N =40 h=1/256
At = 0.00001 At =0.01 At =0.01 k = 0.002

0.25 04 0.31429 0.30881 0.30891 0.30898 0.30889

0.6 0.24373 0.24069 0.24075 0.24078 0.24074

0.8 0.19758 0.16254 0.19568 0.1957 0.19568

1 0.16391 0.16257 0.16258 0.16256

3 0.02743 0.0272 0.02720 0.02726 0.02720

05 04 0.57636 0.56955 0.56964 0.5696 0.56963

0.6 0.45169 0.44714 0.44721 0.44722 0.44721

0.8 0.36245 0.35924 0.35929 0.35924

1 0.29437 0.29188 0.29192 0.29201 0.29192

3 0.04057 0.04021 0.04021 0.0403 0.04021

0.75 04 0.62592 0.6254 0.62542 0.62491 0.62544

0.6 0.49034 0.48715 0.48721 0.48719 0.48721

0.8 0.37713 0.37392 0.37413 0.37392

1 0.29016 0.28744 0.28776 0.28776 0.28747

3 0.01334 0.02978 0.02977 0.02988 0.02977

Cizelge 5.3: v = 1/100 i¢in diger metotlarla kargilagtirma

T t  (Kutluay,1999)

Tam ¢ozim

Mohan,2006 EF

N =40 Az =0.0125 h=1/256

At = 0.001 At =0.01 k = 0.002

0.25 0.4 0.34164 0.34191 0.34229 0.34189
0.6 0.2689 0.26896 0.26902 0.26895

0.8 0.2215 0.22148 0.22147

1 0.18825 0.18819 0.18817 0.18819

3 0.07515 0.07511 0.07511 0.07511

0.5 04 0.65606 0.66071 0.66797 0.66038
0.6 0.52658 0.52942 0.53211 0.52927

0.8 0.43743 0.43914 0.43906

1 0.37336 0.37442 0.375 0.37438

3 0.15015 0.15018 0.15018 0.15017

0.75 0.4 0.90111 0.91026 0.9368 0.90863
0.6 0.75862 0.76724 0.77724 0.76655

0.8 0.64129 0.6474 0.64708

1 0.75862 0.55605 0.55833 0.55588

3 0.22502 0. 22481 0.22485 0.22481
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Sekil 5.4: v = 10~%, h = 1/180, k = 0.01 icin EF ile ¢bziim
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Sekil 5.5: v = 1076, h = 1/180, k = 0.01 icin EF ile ¢bziim

v parametresinin ¢ok daha kiiciik degerleri i¢in EF metodunun caligtig

sekil ((5.4) ve gekil (5.5) den goriilebilir.

5.3.2 Sonug

Daha onceki kisimlarda bahsedilen EF metotlarina alternatif olarak bu
kisimda zamanin ayriklagtirilmasindan sonra, katsayilarin dondurulmas: ile
elde edilen adi diferensiyel denklemin tam c¢oziimiinden gelen tistel fonk-
siyonlardan baz kiimesi olugturulmustur. Dolayisiyla olusturulan gsema bir

parametre icermez. Bu kisimda geligtirilen metot sadece Burgers denklemi igin



44

degil, pek ¢ok sinir tabaka probleminin sayisal ¢oziimii i¢in de etkin bir sekilde

kullanilabilir.
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6 TARTISMA VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda EF metotlar ile gesitli ssmflardan diferansiyel denk-
lemlerin sayisal ¢oziimleri ve bu metotlarin baz1 modifikasyonlar: ele alinmigtir.
EF yontemleri uygulandiklar1 problem bigimlerine (baglangic deger problemi,
simir deger problemi, baglangi¢-sinir deger problemi) ve baz fonksiyonlarinin
parametre icerip icermemelerine bagh olarak siniflandirilmigtir. Bu yontemlerin
klasik metotlarla karsilagtirmalar1 yapilmig ve sayisal ornekler verilmigtir.

Genel olarak parametre secimi stratejileri tartilmigtir.

EF metotlarinin pratikte kullanimi i¢cin KTDD ve biiyiik boyutlu adi
diferansiyel denklem sistemlerinin sayisal ¢oziimleri tizerinde durulmalhdir.
Aslinda literatiirde bu dogrultuda ”Exponential Time Differencing” (ETD)
isimli galigmalar bulunmaktadir (Cox and Matthews, 2002). ETD semalarinda
verilen adi diferensiyel denklem sisteminin lineer ve lineer olmayan kisimlari
ayrilir. Lineer kismin tam ¢oziimii hesaplanir, lineer olmayan kisim niimerik
integral formiilleri ile hesaplanir (Beylkin et all [1998). Agk ETD yo6ntem-
lerinin kararlilik bolgesi , kapali klasik metotlarinkine benzerdir. Fakat cogu
zaman bu hesaplamalar tistel matrisin hesabini gerektirir ki, bazi 6zel durumlar
diginda bu matrisin niimerik hesab1 olduk¢a zahmetlidir (Moler and Loan,
2003). Bu tezde gelistirilen EF metotlarinin biiyiikk boyutlu adi diferensiyel
denklem sistemlerine uygulanmasindaki temel zorluk da frekans hesabidir.
Biiytlik boyutlu lineer olmayan cebirsel denklem sistemlerinin ¢oziimii gerekir.
Ayrica frekans hesabinda, ¢oztimiin yiiksek mertebeden tiirevlerinin varlig: ve
surekliligi gibi kisitlar tezde geligtirilen metotlarin pratikte uygulanabilirligini

zorlagtirmaktadir.

Uzerinde durulmas: gereken bir diger mevzu da diferansiyel denklemlerin
invaryantlarinin ve bazi geometrik ozelliklerinin sayisal metotlar tarafindan
korunmasidir (Hairer et all [2006). Ornegin boliim 3 de gelistirilen iki
parametreli EF metotlarinin verilen test problemleri icin Hamiltonian 1n
korunumunda gayet basgarili oldugu gozlenmisgtir. EF metotlar1 ile geometrik

niimerik integrasyon kavrami arasindaki iligkiyi vurgulayan pek fazla ¢alisma
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mevcut degildir. Fakat Simos ve ekibi enerji korunumlu denklemlerin EF ile
¢oziimiinde phase lag kavramina yer vermislerdir. (Anastassi and Simos, 2009;
Monovasilis et al., 2010). Phase lag n sifirlanmasi veya minimizasyonu ile me-
todun, faz diizlemindeki goriintiiyli korunmasi amaclanmaktadir. Bu yoniiyle

EF metotlari ile geometrik integratorler arasindaki iligkiler irdelenebilir.
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7 EK ACIKLAMALAR

Ek Aciklamalar A

EFMultiStepGenerate

> #This is the source code of the EFmultistepGenerate by Utku ERDOGAN #

> # The procedure "extract" will be used to extract the coeffients list from the given operator#
Sl 2 S s S S s S s s s s s S s S s s S s s e s s S s s s
> extract:=proc(f,part)

> global lisst:

> local number, i:

> if part=1 then

>  number:=nops(f)-1:

> for i from 2 to number+l do

> if nops(op(i,f))<>1 then

> lisst[i-1]:=op(2,0p(i,f)):
> else

> lisst[i-1]:=op(i,f):

> end if:

> end do:

> lisst:={seq(lisst[j],j=1..number)}:

> else

> number :=nops (f) :

>

> for i from 1 to number do

> if nops(op(i,f))<>1 then
> lisst[i]:=op(2,0p(i,f)):
> else

> lisst[i]:=op(i,f):

> end if:

> end do:

> lisst:={seq(lisst[j],j=1..number)}:
>

> end if:

> end proc:

> # The procedure "expanded" will be used to obtain series expansion of the coefficients#

> HEHHHES T T T TE TR TR TR TR TR TR TR T T T TR TR TR T TR R TR TR TR TU TN U TUTETRTRTRTRTN B4

> expansion:=proc(f,degree)
> global expanDED:
> subs({eta[-1]=cosh(sqrt(Z)),etal[0]=sinh(sqrt(Z))/sqrt(Z)},f):



48

v

simplify (%) :

v

expanDED:=convert (series(%,Z=0,degree) ,polynom) :

> end proc:

> HHHEHEEEHEEEEHEHEEEEHEHEEEEEEHEERHEEEHRHEEEHERHEEREEEHER

> #This is the main procedure generating EF multistep formulas: #

v

EFmultistepGenerate:=proc(L,ord,deg)

\

global solution,M:

v

local listl,list2,liste,moment,i,sol,K,P,num,E1,E2,G1,G2,k,scheme:

v

#constructing the set of unknown coefficients

v

extract(L(1),1):

v

listl:=lisst:

v

unassign(’lisst’):

A\

extract (eval (op(nops(L(y(x))),L(x"ord)),h=1),2):

v

list2:=lisst:

v

unassign(’lisst’):

v

liste:=listl union list2:

> #step 1

v

moment :=i->coeff (eval (L(x"1),x=0) ,h"i):

v

moment (0) :=eval (L(1)):

> #step ii

> for i from 1 while (sol<>NULL) do

> sol:=solve({seq(moment(j),j=0..1i)},liste):

> end do:

> M:=i-1:

> #step iii and iv (computing eta functions)

> K[1]:=M-1:P[1]:=-1:

> for i from 2 while (K[i-1]1>-1) do

> K[i]:=K[i-1]-2:

> P[i]:=P[i-1]+1:

> end do:

> num:=i-1:

> collect(eval(L(exp(m*x)),x=0) ,m):

> subs(m=z/h,%):

> E1[0] :=convert (},trigh):

> E2[0] :=subs(z=-z,%):

> simplify(E1[0]+E2[0])/2:algsubs(cosh(z)=etal[-1],%) :algsubs(sinh(z)=eta[0]*z,%) :G1[0] :=algsubs(z~2=Z,%) :
> simplify(E1[0]-E2[0])/2:algsubs(cosh(z)=etal[-1],%) ;algsubs(sinh(z)=etal[0]*z,%):

>G2[0] :=algsubs(z"2=Z,%) :

> for i from 1 to P[num] do

> expand(diff (E1[0]+E2[0],z$1i)/2) :algsubs(cosh(z)=eta[-1],%) :algsubs(sinh(z)=eta[0]*z,%) :
> G1[i]:=eval(algsubs(z~2=Z,%),z=1):

>expand (diff (E1[0]-E2[0],z$i)/2) :algsubs(cosh(z)=eta[-1],%) :algsubs(sinh(z)=eta[0]*z,%) :
>G2[i] :=eval(algsubs(z~2=Z,%) ,2z=1) :end do:

> #step v

> for k from 1 to num do

> solution[k]:=solve({seq(moment(i),i=0..K[k]),seq(G1[j],j=0..P[k]),seq(G2[r],r=0..P[k])},liste):
> end do:

> #printing
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L(u(x)):

subs ({seq(eval (diff (u(x) ,x$ord) ,x=x+i*h)=f [n+i],i=-4*ord..4*ord)},%) :
scheme:=subs ({seq(u(x+i*h)=y[n+i],i=-4%ord..4*ord)},%)=0:

print (scheme) :

for i from 1 to num do

print ("K=",K[i]," P=",P[i]):

print(solution[i]):

print("series expansion"):
print(seq(lhs(op(j,solution[i]))=expansion(rhs(op(j,solution[il)),deg),j=1..nops(liste))):
end do:

end proc:

save extract,expansion,EFmultistepGenerate,"EFF.m";
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Ek Aciklamalar B

Ornek 2.2.1 in Ciktilar:

Yn—1+ a0 Yn + Ynt1 — h% (bo fn + b1 (fat1 + fr-1)) =0

“K:”’ 5, “ P:77, 71
5 1
— 2 bp=2 b= —
{ao 0=g b=t

“series expansion”

5 1
a0=—2,bo=g,b1=*

12
LLK:”’ 3’ 3 P:”’ 0
2—2n_ 1 Z 12472 —-2n_
{ao = —2, by = 2201t 2, 1244720,
Z(n-1-1) 2 Z(m-1-1)
“series expansion”
5 1 1 1 1 1
a0 =-2bp= o —Z— —— 7% by = — — — L4 —— 72
6 120 3024 12 240 6048

“K:”, 1’ « P:”, 1

nZ+2-2n_1 C2(2n-1 271" +m0 2)

— 2 b = by =
tao ! no 22 ¢ no 22 ;
“series expansion”
1 1 17 5 1 5
=2 b= ———Z 4 —— 7% b= >t — L+ —— 22
o =127 1207 T 20160 °=% %07 " 2016
“K:”, _17 113 P:”’ 2
{bo = 2(n—1mo —n—12 +2n0% 2) g = 2(=3n-1m0 —n—12+2m0% 2)
Z (310 +m-1) ’ 3n0 +1n-1 ’
—no + 11—
ek
Z(3no +1n-1)
“series expansion”
5 1 17 1811 P 1 . 1
bo=-+—Z+—-72>— —— 73 ag=—-2+— 2% - —— 7%,
°=51T207 " 2016 1814400 © 7 *° * 210 2016
11 a0 1219,

12 80 + 20160 3628800
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Ek Aciklamalar C

Iki Parametreli EF Runge Kutta i¢gin Maple Prosediirii

Asagida Maple kodu verilen EFRK prosediirii sirasiyla denklemin sag tarafim (z = U, 2’ = V

cinsinden), final zamam, nokta sayisi, x(0) ve z’(0) lar girdi olarak alr ve z; = y[i][1] ve z = y[i][2]

ciktilarim verir.

EFRK:=proc(rrhs,final,N,icl,ic2)

>

>

>

>

>

global y:

f:=V:

g:=rrhs:

h:=evalf(final/N):

Ul:=f:Vi:=g:

U2:=diff (f,U)*f+diff (£,V)*g:

V2:=diff (g,U)*f+diff (g,V)*g:

alpha:=-(U1%V2-U2V1) / (-U*V1+VxU1) :

beta:=(-UxV2+V*U2) / (-UxV1+V*U1) :

F:i= <V,g>:

c[2]:=2/3:

y[0]:= <icl,ic2>:

for i from 0 to N do

#parametre hesabi
denk:=w"2-eval(beta,{U=y[i] [1],V=y[i] [2]})*w+eval (alpha,{U=y[i] [1],V=y[i]l[2]1}):
{solve(denk)}:

mul1] :=op(1,%):

mu[2] :=op(2,%%) :

#Y2 nin katsayilari

gl[1] := Re((exp(mu[2]*c[2]*h)*mu[1]-mu[2]*exp(mu[1]*c[2]*h))/(mu[1]-mu[2])):
al[2,1] := Re(-(-exp(mul[1]*c[2]*h)+exp(mul[2]*c[2]*h))/h/(mul1]-mu[2])):
Yi:=y[i]:

Y2:=g[1]*y[il+h*a[2,1]*xeval (F,{U=y[i] [1],V=y[i][2]1}):

#external stage katsayilar

b[2] :=Re( -(-exp(mu[2]*h)#*mul1]+mul1]+exp (mul1]*h)*mu[2]-mu[2])/h/mul1]/(-exp(mu[1]*c[2]*h)+exp(mu[2]*c[2

b[1] :=Re( (mul[2]*exp(h*(mul[2]*c[2]+mul[1]))-exp(mu[2]*c[2]*h)*mu[2]-mu[1]*exp (h* (mul[1]*c[2]+mu[2]))+exp(m

y[i+1] :=y[i]+h*(b[1]*eval (F,{U=Y1[1],V=Y1[2]})+b[2] *eval (F,{U=Y2[1],V=Y2[2]})):

end do:

end proc;
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Ek Aciklamalar D

Ornek 4.3.1 in Ciktilar:

_1 \//\2 (i+1° = 2Yit1yi—1 +yi—1° + 4cosh(\y;) h?)
2 h2
1A% (yig1® = 2yit1Yi—1 +yi—1” +4cosh(Ayi) h?) (Yir1 — 2yi +yi—1)
hZ

Fi = -2
sinh(Ay;)

(cosh(X \/)‘2 (Yi+1® — 2yit1yio1 22%712 + 4 cosh(Ayi) h*)

h) —1)
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Ek Aciklamalar E
Ornek 4.3.2 nin Ciktilar

1 .
w= o (=2(=4yi® h* = yi1® + 2yi1 yi-1 — yio1? + 40cos(mzi)® 72 h?
—32cos(mx;)* w2 h? + 4y; cos(m x;)* h? — 8y; w2 cos(2 7 x;) h?
+4y; h? — 8y; cos(mx;)? h? 4+ 16 w4 cos(2 7 x;) h% — 8 w2 h?) /(

(yi2 + 272 cos(2mx;) — 1 4 2cos(mx;)? — cos(m x;)%) h2))(1/2)

F; = *%(*4%3 h? —yiy1? +2yip1yi-1 — yi—1” + 40 %272 h?
—32%3m2 h? +4y; %3h? — 8y; w2 %l h? + 4y; h? — 8y; %2 h?

+ 167 %1 h? — 872 h?)(yir1 — 2 +y¢71)/(

(Y2 +272 %1 —14+2%2 — %3) h2) — 2 (272 %1 + y;2 — sin(7 x;)*)
(COSh(%(—2(—4yi3 h? —yig12 + 2Yir1 Yic1 — Vi1

+40%2m2 h% —32%3 72 h? +4y; %3h? — 8y; w2 %l h? + 4y; h?
—8y; %2h% + 1674 %1 h? — 82 h2)/(

(yi2 + 272 %1 — 14 2%2 — %3) h2))1/2p) — 1)

%1 := cos(2 7 ;)

%2 := cos(m x;)?

%3 := cos(mx;)*
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Ek Aciklamalar F

Ornek 4.3.3 nin Qiktilar:

L \/_6(_yi+12 +2yir1yi1 —yio12 + 2yt h?)

w= =
2 yi2 h?

[ 3 (—yit12 +2vit1 ¥ic1 — Yi—12 + 292 h2) (yixr1 — 2vi +yi—1)
tT Ty 212
2 yi® h

1 s 2 . o — i 2 412
+24;3 (cosh [ = _6( Yi+1 +2¥Yit1Yi-1 —Yi—1° + 2y; h)h _
2 yi2h2
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