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ONSOZ

Bu calisma da kopula fonksiyonlar teorisi hakkinda genel bilgi verilmistir.
Oncelikle calismamin olusumunda ve sekillenmesinde destegini ve bilgisini benden
esirgemeyen danisman hocam Saym Dog. Dr. Sinan CALIK’ a ve Istatistik Bolim

hocalarma ve daima yanimda olan aileme sayg1 ve siikranlarimi sunarim.
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OZET

Kopulalar tesadiifi degiskenler arasindaki bagmmliligt modellemek amaciyla
kullanilir. Kopula fonksiyonlar1 1959 yilinda ilk Sklar tarafindan kullanilmigtir. Kopulalar
ile bagimlilik yapis1 modelleme, 6zellikle finansal risk degerlendirmesinde ve aktiierya
analizinde yaygin olarak kullamilmaktadir. Son yillarda kapulalarin Istatistiksel
Ozelliklerinin arastirilmasi artarak stirmekte ve oOzellikle ekonominin ¢esitli alanlarinda
uygulamalar1 hizla yaygimlagsmaktadir. Bu ¢alismada dolar ve euro’nun 1996-2011 yillar1
thracat oranlar1 arasindaki bagimlilik yapist kopula fonksiyonlar: tarafindan agiklanmaya

calisiimastir.

Anahtar Kelimeler: Iki Boyutlu Dagilim Fonksiyonlari, Kopula Fonksiyonu,
Bagimlilik yapisi, Kendal Tau, Spearman Rho,.



ABSTRACT

The copulas used to model dependence between variables.Copulas was first used by
Sklar in 1959. With copulas modelling dependence structure, especially in the financial
risk assessments and actuarial analysis are widely used. In recent years, increasing
research of statistical proporties of copulas and especially applications in the various fields
of ecoonomy are becoming increasingly common.In this the export rates between the
dollar and the euro during 1996-2011 are explained by the dependency structure of

the copula functions.

Key words: Two dimensional distrubution functions, Copula functions,

Dependence structure, Kendall tau, Spearman Rho.



SEKILLER LISTESI

Sayfa No
Sekil 1.1 6= 4,87285 parametreli Clayton ailesi i¢in ii¢ boyutlu veri dagilimiu........... 19
Sekil 1.2 6= 4,87285 parametreli Clayton ailesi ile kendall tau arasindaki iligki ....... 20
Sekil 1.3 0= 4,87285 parametreli Clayton ailesi i¢in dagilim fonksiyonu.................. 20
Sekil 1.4 6= 4,87285 parametreli Clayton ailesi igin olasilik fonksiyonu .................. 20
Sekil 2.1 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi i¢in ii¢ boyutlu veri dagilimi
................................................................................................................................. 21
Sekil 2.2 0= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi ile Kendall tau arasindaki
11 ] < RSP SOP 22

Sekil 2.3 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi i¢cin dagilim fonksiyonu...22
Sekil 2.4 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi i¢in olaslik fonksiyonu ....22

Sekil 3.1 0= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi i¢in ii¢ boyutlu veri dagilimi........... 23
Sekil 3.2 0= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi ile Kendall tau arasindaki iligki ...... 23
Sekil 3.3 0= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi i¢in dagilim fonksiyonu.................. 24
Sekil 3.4 0= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi i¢in olasilik fonksiyonu .................. 24

VI



1. GIRIS

Istatistigin 6nemli amagclarindan biri 6rnek verilerinden yararlanarak yigm
parametrelerinin tahminine ¢aligmaktir. Tahmin c¢abalarinda arastirilan konuya gore ele
alinan degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi 6ncelikli sorunlardan biri olarak kargimiza
cikar. Rastgele degiskenler arasindaki bagimlilik yapis1 hakkinda bilgi veren bagimlilik
Olgiilerini belirlemenin ¢esitli yontemleri vardir. Bu yapiyr arastirirken, hangi 6l¢iiniin
kullanilacagina calisilan verinin karakteristik 6zelliklerine bakarak karar verilir.

Degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini belirleme araglarindan biri, degiskenler
arasindan bagimli degisken olarak kabul edilecek biri ile bagimsiz degiskenler olarak
almacak digerleri arasindaki matematiksel bagintiyr ortaya koyan regresyon analizidir.
Cogunlukla uygulanan big¢imiyle regresyon analizi, degiskenler arasindaki iligkilerin
dogrusal oldugunu ve hata terimlerinin dagilimimin normal oldugunu varsayar. Ancak
uygulamada bir¢ok durumda bu varsayimlarin tamamen saglanmasi miimkiin olmaz ve bu
varsayimlardan az ya da ¢ok sapmalar s6z konusu olur.

Degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini bir¢ok cebirsel 6zellikleriyle birlikte
belirleyen araclardan bir digeri de kapulalardir. Son yillarda 6zellikle isletme, finans ve
risk analizi gibi alanlarda olduk¢a yaygin olarak kullanilan kapulalar, 6zellikle ekonomik
degiskenler arasindaki iligkilerin yanlis yorumlanmasina neden olabilecek Pearson

korelasyon katsayisimin dezavantajlarini ortadan kaldirir.



2. MATERYAL ve METOT
2.1. iki Boyutlu Dagihmla

Oncelikle bazi notasyonlarin tamtilmasina ihtiyag vardir. R ile (—o0,+00)

araligindaki gergel sayilar kiimesi R ile de [-oo,+00] araligindaki genisletilmis gercel

sayilar kiimesi gosterilsin. Bu durumda R2=R xR genisletilmis gergel diizlemdir. ﬁz
deki bir dikdortgen D ile gosterilirse, bu iki kapali araligin ¢arpimi D =[x, X, ]x[VY;,Y,]
dir. Burada (x,,Y,),(%,Y,),(X%,Y,),(XY,) noktalar1 késegen noktalaridir. Birim kare |°?;
I =[0]’ in kartezyen ¢arpimi olan | x|’ dir. Bir 2- boyutlu gercel fonksiyon F, tanim

—2
kiimesi R ’ nin altkiimesi olan DomF ve deger kiimesi R’ nin bir alt kiimesi olan RanF

seklindeki fonksiyondur [15].
Tamm (Iki degiskenli Dagihm Fonksiyonu)

Iki. degiskenli siirekli bir fonksiyonun dagilim fonksiyonu olmasi igin gerek ve
yeter kosullar;

1. limxj__m F(xy,x,) =0, j =12;

2. ¥j icin, limxj__’:\c Flxg,x,) =1,

3.Tim (a;,a;) ve (b1,by) noktalar1 i¢in a;<b;, a,<b, olmak iizere; F(by,b;)-
F(ay,b2)-F(by,a5)+F(ay,a2)>0 dortgen esitsizligi saglanmalidir.

Burada (1) ve (2) kosullar1 0O<F<I oldugunu garantilerken (3) kosulu F'in 2-artan

oldugunu goéstermektedir. Bunun yaninda eger F ikinci mertebeden tiirevlere sahip olmak
iizere ((0°F)/(0x10x2)) >0 ise bu da 2-artanligin bir gostergesidir [15].

Tanim (Frechet Hoefding Sinirlar)
F(X,,X,, ..., X ) m-boyutlu marjinal fonksiyonlar1 F4,F5, ..., F olan ortak dagilim

fonksiyonu olsun. Buradaki herhangi bir marjinal fonksiyon tanim kiimesi reel sayilar ve

deger kiimesi [0,1] olan bir fonksiyon olsun. Ortak dagilim fonksiyonu F {istten ve alttan



sinirhidir. Bu sinirlara sirastyla Frechet {ist smir1 ve Frechet alt smir1 denir ve bu smirlar

sirastyla;

F(X., X, ..,X_) =min[F,F,,..,F_] =M

m

F(X,, X, ....,X,,) = max [ZFj —m+10]=W
=1

fonksiyonlaridir. Bunun yaninda;

m
W = max [ZFJ -m+ 1,0] = F(X.X,,...X,) < min[F,F,,..,F ] =M
i=1
seklinde ifade edilir. Ust simir daima saglanirken alt smir sadece m=2 durumunda

gergeklesir [13].
Tamm (Kopula Fonksiyonu)

m-boyutlu bir kopula fonksiyonu; tanim kiimesi [0,1] ™, deger kiimesi [0,1] olan
ve asagidaki ozellikleri saglaya bir fonksiyondur.

1¥n<m,a, € [01]i¢in C(1,..,1,¢e,,1,..,1) = o,

2.Eger herhangi bir n < m i¢in o, = 0 ise C(et,, oo, 0y, 1, 00, 1) = @,

3.C m-artandir [1,2, 3, 13]

Teorem

C bir kopula olsun. C kopulasi i¢in V(u,v) € | olmak lizere

max(u +v—1,0) <C(u,v) <min(u,V)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlikte M (u,v) = min{u,v} ve
W (u,v) =max{u+v—-10} fonksiyonlar: birer kopuladir. Bu kopulalara sirastyla Frechet-
Hoefding tist sinir1, Frechet-Hoefding alt sinir1 denir ve

W(u,v) <C(u,v) <M(u,v)

esitsizligine ise Frechet-Hoefding esitsizligi denir. W ve M kopulalar igin genel
sinirlar1 olusturur. Diger 6nemli kopula da [ (u,v) =uv olarak ifade edilen bagimsizlik

ya da carpim kopulasidir [7].



Asagida ifade edilecek teorem kopulalar teorisinin merkezidir. Sklar teoremi
cok degiskenli dagilim fonksiyonlar1 ile onlarin tek degiskenli marjinalleri arasindaki

iliskide kopulalarin oynadigi rolii izah eder.

Teorem ( Sklar Teoremi )

H, F ve G marjinal dagilimli bir ortak dagilim fonksiyonu olsun. O zaman dyle bir

C kopula fonksiyonu vardirki B = [—e0,4+20] deki tim x ve y” ler igin

H(x,y) = C(F(x).G(y))

dir. Eger F ve G siirekli ise C tektir: diger durumda RanF X RanG {izerinde tek
olarak belirlenir. Burada RanF ve Ran, R’ nin alt kiimeleri olan deger kiimeleridir. Diger
taraftan C bir kopula fonksiyonu ve F, G dagilim fonksiyonlar1 ise H, F ve G marjinal

dagilimli bir ortak dagilim fonksiyonudur [13].

Sonuc¢

H, marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim fonksiyonu olsun. F©, G

sirastyla bu marjinal fonksiyonlarin yari terslerini gostersin. Buna gore herhangi bir
(u,v) € 1% icin
Cu,v)=H(F™Px),G7(y)
dir [2,7].

Ornek

Gumbel’ in  R?* deki iki degiskenli ortak lojistik  dagilim,
H(x,y)=@+e ™ +e”)™" ve marjinalleri sirastyla F(X)=(1+e™)™", G(X)=(1+e )"
olsun. Buna gore kopulasi Sonug (2.2.1) yardimiyla,

C(u,v)=H(F™(x),G7(y)

o w
U+v—uv

olur [7, 12].



Tanim (Deneysel Kopula)

{(X,)Y )} k=12,...,n 6rnegi ile ilgili olan ranklar {(R,,S;)} olsun. 1 indikator

fonksiyon ve u,v e | olmak tizere uygun deneysel kopula C,,

1< R S
Cuv==-S1—<uy—* <y
(UY) n;(n+1 n+1 )

seklinde tanimlanir.
Nij, 1<, j<n (x,y) i¢in x<X; Y<Yy; seklindeki sirali nokta ciftinin sayis1 olmak

iizere deneysel kopulanin alternatif tanima,

(L)
nn n

seklindedir [7,12].

2.2. Arsimedyan Kopula Tanim ve Ozellikleri

Calismalarda o6nemli rol oynayacak ve c¢ok faydali ozelliklere sahip olan
arsimedyan kopula, kopulalarin bir alt smifidir. Siirekli kesin azalan tek degiskenli bir
fonksiyon yardimiyla elde edilir. Arsimedyan kopulalar degiskenler arasindaki iliskinin
dogas1 ve giicli bakimindan ¢esitliligi olan modellerin temellerini olusturur. Bu 6zelligi

sayesinde uygulamada ¢ok fazla tercih edilir.
Tanim (Arsimedyan Kopula)

Arsimedyan yaklasimi, ¢cok degiskenli bir kopulanin, basit tek degiskenli bir
fonksiyona, iireticiye indirgenmesine izin verir. Basitlik olmasi agisindan, iki degiskenli bir

kopula diisiinelim. ¢ : [0, 1] — [0,0), siirekli, kesin azalan, konveks ve ¢ (1) = 0 olacak
sekilde bir fonksiyon olsun. Bir Arsimedyen kopula
C(u,v) =9 (p(u) + p(v));u,v e (0]
biciminde yazilabilir. ¢@’ye C kopulasinin iireticisi denir. Bir {iretici bir
Arsimedyen kopula belirler. Yukarida tanimlanan Clayton kopula ve Gumbel kopula birer

arsimedyan kopuladir [4,7,11]



ailesi;

Ornek ( Frank Ailesi)

t
u,vel, 8>0ig¢in iretici fonksiyonu y(t)=—|n(99 11] tel olan kopula

C,(u,v) = I;g{u (©" -1)(©" _1)}

6-1
dir.[7]

Ornek ( Gumbel-Hougaard Ailesi )

u,vel, 0>1 icin iiretici fonksiyonu y(t) = (—=Int)?, t e I olan kopula ailesi

C I ATyt
ou,v)=e

dir.[7,12]

Ornek ( Clayton Ailesi )

u,vel, &>-1 iiretici fonksiyonu y(t) :%(t“g -1) , t e | olan kopula ailesi;

C,(u,v) = (max{(u‘g +v7? -1), 0})—1/9

seklinde tanimlanir.[7,12]

Tanim ( Cok Degiskenli Kopula )

C: 1" — 1 fonksiyonu n -kopuladir dyle ki,

1. Vuel" igin en az bir u sifir ise,
Cu)=0

ve herhangi bir u; disinda tiim u lar 1 ise,
Cu)=uy.

2. Her x,yel" dyleki x<Y icin
Ve (x,y]) 0.



C, n-kopulas1 tanim kiimesi tizerinde diizgiin siirekli ve C n- kopulast n>2 ise, C’
nin 2<k<n olacak sekilde k- boyutlu marjinalleri | tizerinde diizgiin siirekli ve

azalmayandir [7,13]
2.3. Bazn Bagimhhik Katsayilar

C kapulasmin 6rnege dayali en iyi gosterimi olan C_ drnekleme kapulasindan ve
bu kapulanin (X,Y) ciftinin bagimliligin1 karakterize ettiginden bahsetmistik. Dolayisiyla
bagimliligi, hem o6rnekleme yoluyla ve hem de teorik olarak, swrasiyla C, ve C’yi

kullanarak 6l¢mek anlamli olur. Bu diistincenin bizi iy1 bilinen iki parametre dis1
bagimlilik 6lgiisii, Spearman’in ro’su ve Kendall’in to’suna nasil ulastirdigini agiklayalim

ve Pearson Korelasyon Katsayisi ile karsilastiralim.
Tanmim (Pearson Korelasyon Katsayisi)

(X, Y) T rastgele vektoriiniin bilesenleri sifirdan farkli ve sonlu varyansa sahip

olsun.

_ Cov(X.Y)
JVar(X) Var(Y)

sayisina Pearson korelasyon katsayisi denir. Ayrica Pearson koreladsyon katsayisi

kapula cinsinden

1 l 1 - - . . . .
"= Nar(Xvar(v) ! ! [C(u,v) ~u]dF (W)dF () bigiminde de ifade

edilebilir [7].

Pearson korelasyon katsayis1 degiskenler arasindaki dogrusal iligkiyi Olger;
dolayisiyla ¢ogunlukla dogrusal korelasyon katsayisi veya kisaca dogrusal koreldsyon
olarak da anilir. Dogrusal korelasyon, dogrusal bagimhiligin 6l¢iistidiir. Tam dogrusal

bagimlilik durumunda Y =aX +b, a € R\ {0} i¢in hemen hemen kesin olarak |r|=1 olur.

Aksi taktirde —1<r <1 olur. Ayn1 zamanda dogrusal korelasyon «,y € R\{0}, 5,6 €R



icin r(a X+ f,7Y +0)=sign(ay)r(X,Y), ozelligine de sahiptir. Dolayisiyla dogrusal
korelasyon, dogrusal doniisiimlerden etkilenmez. A, B; mxnboyutlu matrisler, a,b e R™
ve X, Y rastgele n-vektorler oldugundan ve Cov(AX + a, BY + b) = A Cov(X, Y) BT olur.
Buradan « € R" i¢in Var(a ' X) = ' Cov(X) « , olur; burada Cov(X) = Cov (X, X)’dir.
Dolayisiyla dogrusal kombinasyonun varyansi tamamen bilesenler arasindaki
kovaryanslarla belirlenir [8].

Dogrusal korelasyon yaygin olarak kullanilan, ancak genelde yanlis anlagilan bir
bagimlilik 6l¢iisiidiir. Korelasyon, eliptik dagilimlarda bagimliligin dogal sayisal 6lgiisii
olarak uygun olabilir. Bununla birlikte, ¢ogu rastgele degiskenin ortak dagilimi eliptik

degildir ve dogrusal korelasyon kullanim1 boyle durumlarda yaniltici olabilir [8].
Tamm

(X, Y),, (X,Y,) seklinde iki degiskenli bir kitleden gelen n-birimlik rastgele

Ornek olsun.

Z(x - X)(Y, =Y)
r = e[-11].

Jz<x %50 -7

sayisina Ornek korelasyon katsayisi denir. Ornek koreldsyon katsayisi r_, yigin

korelasyon katsayis1 I ’nin yansiz bir tahmin edicisidir [11, 13].
Tanim (Spearman’in Ro’su )

Bagimlilig1 6lgmek icin dogal bir diisiince, Pearson’m yaklagimim taklit ederek

(R;,S;) sira sayilari ¢iftleri arasindaki koreldsyonu veya esdeger olarak C,’nin destek

R. .
kiimesini olusturan (—'1 , il) arasindaki koreldsyonu hesaplamaktir. Bu bizi dogrudan
n+1 n+

ﬁz%Z n+1 128 =S olmak iizere

i=1



> (R =R, =)

P = : =
w73 -9y

e[-11]

seklinde gosterilen 6rnege ait Spearman’in ro’suna gotiirir.

Bu katsay1 i¢in daha kolay ve uygun bir bi¢im,

12 . n+1
= E R.S, -3.——
Pr nin+).n-)4%& "' n-1

seklinde olup, 6rnek korelasyon katsayis1 r, ile ayn1 formu paylasir. Bilindigi gibi,
Spearman’in ro’su r, ’ye benzer sekilde degiskenler bagimsiz oldugunda beklenen degerce
sifir olmaktadir. Bununla birlikte p,, drnek koreldsyon katsayisi r, e benzer sekilde, eger

degiskenler bagimsiz ise sifirdir [11,13].
Tamim (Kendall’in To’su )

Swra sayilarma dayanan ve sikga kullanilan bir diger bagimlilik oOlclisii de
Kendall’m to’ sudur. (X,,Y;);i=12,...,n rastgele 6rneginde P, uyumlu ¢iftlerin sayisini,

Q, uyumsuz ¢iftlerin sayisini gostermek iizere, bu 6rnekten hesaplanan Kendall’m to’su

T -S|
" n n(n-1) "
2

ile verilir. Burada (X;,Y;) ve (X;,Y;) giftleri eger (X;—X;).(Y;-Y;)>0 ise

T

uyumlu, (X; = X;).(Y; =Y;) <0 ise uyumsuz olarak adlandirilir. X ve Y siirekli
oldugundan, (X;—X;).(Y; =Y;)=0 durumu goriilmez. (X;—X;).(Y; =Y;)>0 durumu
ancak ve ancak (R, —R;).(S; —S;) >0 ise gergekleseceginden, 7, ’nin sira sayilarmm bir

fonksiyonu oldugu agiktir. Ayrica 7, C, ornekleme kapulasinin da bir fonksiyonudur. Bu



durumu agiklamak, yani 7, ile C, arasindaki iligkiyi gormek i¢in asagida belirtilen

fonksiyon tanimlansin:

1egeer<Xi,Yj<Yiise
Herhangi iki i= j icin I; = 0diger durumlarda

veie{l2,..,n}icin I; =1 olsun [7,10,11,13]
2.4. Kopula Tahmin Yoéntemleri

Parametrik bir (C,) kopula ailesinin, X ve Y rastgele degiskenleri arasindaki

bagimhilik yapis1 i¢in se¢ilmis bir model oldugunu kabul edelim. Elimizde

(X,Y1),, (X,,Y,) seklinde n-birimlik bir rastgele 6rnek var olsun. Bu 6rnekten 6 nasil

tahmin edilebilir sorusunun cevabi aranacaktir. Bu boliimde & ’nin bir gergek say1 ya da

cok-boyutlu olmasina bagli olarak bazi tahmin yontemlerinden s6z edecegiz.
Parametrik Yontemler

Bu kesimde Tam En Cok Olabilirlik ve IFM(Marjinallere iligkin ¢ikarsama

fonksiyonlar1) yontemlerini tanitacagiz.
Tam en ¢ok olabilirlik yontemi

Bu tahmin yontemini tanitmadan Once kanonik gosterim olarak adlandirilan

gosterimi belirtelim. Bir ¢ok degiskenli dagilimm
f (% X0 X0 ) = C(FL (%)), Fy (X)), F, (Xn))H fj (Xj)
j=1

bi¢ciminde gosterimi onun kanonik gosterimidir [9].

Bu gosterimde

10



0"C(F(%), Fy (Xp) s F (X,))
oF, (x,).0F,(X,)...0F, (X,)

C(Fl(X1)1 Fz (Xz),---, Fn (Xn )) =

C kopulasmin n. mertebeden kismi tiirevi, dolayisiyla ¢ kopula yogunlugu ve

f,ler standart tek degiskenli marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlaridir.

Cok degiskenli yogunluk fonksiyonu i¢in belirtilen bu kanonik gdsterim bize

kopulalarm istatistiksel modellenmesi probleminin ¢dziimiiniin iki adimda yapilabilecegini

gostermektedir:
a. Marjinal dagilimlarin belirlenmesi
b. Uygun kopula fonksiyonunun tanimlanmasi,

N:{xlt,xm,...,xm}tll seklinde gosterilen Ornek veri matrisi olsun. Boylece

tanimlanacak log-olabilirlik fonksiyonunun gosterimi agsagidaki gibi olur:

T n

1(6) :Zlog{c(Fl(xlt), Fy (X )eens Fy (X)) + DD log (%) 5

t=1 j=1

burada @ marjinallere ve kopulaya iligkin parametreler vektoriidiir [9].
Eger, marjinal olasilik yogunluk fonksiyonlarinin kiimesi ve kopula biliniyorsa,

yukarida belirtilen log-olabilirlik fonksiyonu yazilabilir ve en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

~

O = rpag(I(H) bulunabilir.

Bu kesimde ¢ok degiskenli model (yani kopula) ve bu modelin biitiin marjinalleri
(yani tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonlari) i¢in asimptotik en ¢ok olabilirlik
teorisinin uygunluk kosullarinin saglandigini varsaydik. Bu uygunluk kosullar1 altinda en
cok olabilirlik tahmin edicisi tanimhidir ve tutarli, asimptotik etkin bir tahmin edicidir.

Ayrica, asimptotik normal dagilima sahiptir [9];

VT (Oue —65) > N(0,37(9,)) .
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Burada 3(6,) Fisher’in bilgi matrisi ve 6, dogru parametrik degerdir. éMLE’ in
kovaryans matrisi (yani Fisher’ in bilgi matrisi), olabilirlik fonksiyonunun negatif Hessian

matrisinin tersi ile tahmin edilir.
IFM (marjinallere iliskin ¢ikarsama fonksiyonlari) Yontemi

En ¢ok olabilirlik yontemi igin, marjinal dagilimlarin parametreleri ve kopula
tarafindan agiklanan bagimlilik yapisinin parametreleri gerekeceginden, oOzellikle c¢ok
boyutlu durumlarda karisik ve zor hesaplanmalar ile karsilasilir. Fakat, log-olabilirlik
fonksiyonuna bakildiginda bu fonksiyonun iki pozitif terimden olustugu goriiliir. Birinci
terim kapula yogunlugu ve onun parametrelerinden olusurken, ikinci terim marjinallerden

ve kapula yogunlugunun biitiin parametrelerini i¢erir. Tahmin iki adimda yapilir:

Adim 1: Tek degiskenli marjinal dagilimlarin tahminini yaparak, marjinal

parametreleri ¢, tahmin edilir:

n T n
6, = ArgMax, > >log f,(x;;6,).

t=1 j=1

Adim 2: Elde edilen 6, ile kopula parametresi 6, tahmin edilir:

~ T ~
6, = ArgMax,, 3" loge(F (), Fy (X )ros By (%,): 63,6, ).
t=1

Bu yontem IFM (Marjinallere iliskin ¢ikarsama fonksiyonlar1) yontemi olarak
adlandirilir. IFM ady, ‘Inference Functions for Margins’ deyiminden gelmektedir [3].

IFM tahmin edicisi 0, =(él,é2) vektorii ile gosterilir.

| log-olabilirlik fonksiyonu, 1;, j. marjinalin log-olabilirlik fonksiyonu, I, ise

kopulanin log-olabilirlik fonksiyonu olsun. O zaman, IFM tahmin edicisi asagida belirtilen

esitligin ¢ozimidiir:
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o, d, o, . )_,
00,,'06," " 80, ' 06, '

ECO tahmin edicisi ise agsagida belirtilen esitligin ¢oziimiidiir:

al ol a_ a)_y
00, 06," " 86, 06, '

Bu iki tahmin edici genelde birbirine esit ¢ikmamaktadir.

IFM tahmin edicisi ECO tahmin edicisinden daha kolay hesaplanabilmektedir. Bu
yiizden, IFM tahmin edicisinin ECO tahmin edicisine gore asimptotik etkinliginin
arastirilmasi mantikli olacaktir. Bunun i¢in, iki tahmin edicinin asimptotik kovaryans
matrislerinin karsilastirilmasi gerekir.

IFM teorisi, parametreler vektoriiniin tahmini i¢in uygun sonug¢ esitliklerinin
kiimesinin kullanilmasma dayanan 6zel bir durumdur. Bu durumdaki her sonug esitligi
aslinda bir skor fonksiyonudur. (yani esitligin sol tarafi, her marjinal yogunluga ait log-
olabilirliginin kismi tiirevinden olusur.)

ECO tahmin edicisi gibi, IFM tahmin edicisinin de gereken uygunluk kosullar1

altinda asimptotik normallik 6zelligine sahip oldugu Joe tarafindan kanitlanmistir:
VT (O —6,) > N(O.G(8,));
burada G(¢,) Godambe bilgi matrisi ve 8, dogru parametrik degerdir [3,9].

| log-olabilirlik fonksiyonu, I;, j. marjinalin log-olabilirlik fonksiyonunu, I  ise

kapulanin log-olabilirlik fonksiyonu olsun. Boylece skor fonksiyonu,

a, o, o,  al
06, 00, 00, 00,

s(6) :(

seklinde olur.
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Godambe bilgi matrisi ise asagida belirtilen formu alir;
G(6,)=DV(D);

burada

_g| 9) _ /
D—E[ 5 } , V =E[s(0)s(6)']

seklindedir. Bu kovaryans matrisinin tahmini i¢in bir¢ok tiirev hesaplanmasi
gerekmektedir. 1997°de Joe bu tahmin i¢in Jacknife yontemini ya da diger Bootstrap
yontemlerinden birini kullanmay1 6nermis, IFM tahmin edicisinin ECO tahmin edicisine

gore daha etkin oldugunu gostermistir [3,9].
Yarn-Parametrik Yontem
En ¢ok sozde olabilirlik yontemi

Klasik istatistikte, en c¢ok olabilirlik tahmini, ¢ogunlukla daha etkin olan ve
Ozellikle © parametresi ¢ok boyutlu oldugunda bu etkinligin daha da arttigi momentler
yontemine iyi bir alternatiftir. Bu kesimde bu yaklasimin, bagimlilik parametresinin sira

sayilarina dayali oldugu bir tahmine uyarlanmasi verilecektir.C, yogunluguna sahip C,

kopulasmm mutlak siirekli olmasini gerektiren en ¢ok sbézde olabilirlik yontemi, basit

olarak sira sayilara dayali

o Ri Si
1(0) = ;Iog{ce[n_ﬂ'n_ﬂJ}

log-olabilirlik fonksiyonunun maksimum hale getirecek parametrenin tahminini

elde eder. Bu yontemin formu, klasik log-olabilirlik fonksiyonu

1) =3 logle, (F(X,),6(X,))}
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ifadesinde bilinmeyen F ve G marjinal dagilim fonksiyonlarinin yerine
1 3 R,
F(X)=—)> I(X, £x)=——
() n+1Z_1: (% <) n+1
1 S,
G =— > I(Y, fy)=——
2 (Y) n+1§ i<y =—n
Ornekten hesaplanmis degerlerinin tekrar dlgeklenmis versiyonlarinin konulmasiyla

elde edilir. En ¢ok sozde olabilirlik yontemi, daha ¢ok sayisal islem igerdigi ve C,

yogunlugunun var olmasimi gerektirdigi i¢in, Kendall’m to’su ve Spearman’in ro’sunu
iceren yontemlere gore yiizeysel olarak daha az c¢ekicilige sahiptir. Bununla birlikte bu
yontem bagimlilik parametresi #’nin gercek sayr olmasimi gerektirmediginden, genelde
diger yontemlere gére daha fazla uygulanabilirdir [13].

Parametrik Olmayan Yontemler

Kendall’in to’suna dayanan yontem

Bu yontemin anlagilmasini kolaylastirmak i¢in yine,
C,(uv)=uv+awv(l-u)d-v), uvel0]], € [-11]
Farlie-Gumbel-Morgenstern kopula ailesini goz oniine alalim.
Bu aile i¢in Kendall’in to’sunun teorik degerini

T=26/9

olarak bulmustuk ve 6 ’nin gercek sayr oldugundan s6z etmistik. Amacimiz 6 y1

tahmin etmek oldugundan,

sonucuna ulasabiliriz.
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7, swra sayllarina dayanan bir istatistik oldugundan, kullanacagimiz yontemin

n

parametrik olmayan bir yontem oldugu séylenebilir.

Genel olarak, @ =g(r) seklinde diizgiin bir fonksiyona sahipse, §n =9(z,)

seklinde tanimlanan én 'nin @ i¢in Kendall’in to’suna dayali bir tahmin edici oldugu

sOylenebilir.

Genest ve Rivest

W -

S? :%i(wi +W, —ZVV)2
i=1

T,—T

olmak iizere /n 45 ~ N(0,1) oldugunu gostermistir [13].

Delta Metodu uygulandiginda, n — oo ise, én ~N (0,1 {4S.g'(rn)}2) olur.
n

Boylece, € i¢cin 1—a giiven katsayili giiven aralig1 asagidaki sekli alir:

esitliginin var oldugu Genest ve Mackay tarafindan gosterilmistir [14]..
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Spearman’in ro’suna dayanan yontem

Bu yontemi yine, C,(u,v) =uv+&uv(l-u)d-v), u,ve[0]], & [-11] seklinde
tanimlanan Farlie-Gumbel-Morgenstern kapula ailesini secerek orneklendirelim. Bu aile
i¢in Spearman’m ro’sunun teorik degeri p =6/3 olarak bulunmustur. Bu aile i¢in 6
gercek bir sayidir ve amacimiz #’y1 tahmin etmek oldugundan yukaridaki esitlikten
én =3p, sonucuna ulasiriz. Ote yandan p, sira sayilarina dayanan bir istatistik
oldugundan, kullanacagimiz yontemin parametrik olmayan bir yontem oldugu soylenebilir.

Genel olarak, & =h(p) seklinde bir fonksiyona sahipse, én =0(p,) seklinde
tanimlanan én nin @ ’ni Spearman’in ro’suna dayali bir tahmin edici oldugu sdylenebilir.

2
Buradan p, = N (p,a—) sonucuna varmiglardir [6].
n

Kendall’in to’suna dayali1 yontemde oldugu gibi Delta Metodu uygulandiginda,

6, ~N©.= (o, (p)})

2

olur; burada o, o? icin uygun olan bir tahmin edicidir. Boylece, @ i¢in 1—o

katsayil1 giiven araligi,

0. +z7,, %an |h'(p,)| olur.

Temelde yatan C kopulasmin yerine C, uygulanirsa, o igin tutarl bir tahmin
edici olan o nin,
ol = 144(—9Af +B, +2C, +2D, + 2En) seklinde oldugu gostermistir.

Burada,

iy RS

ns'n+ln+1

18 ( R V(S ¥
B == R I e
! n;(nﬂj (n+1)
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Cn=i3 RS 1R, <R,
n"TFEiaEn+ln+l
Ri RJ
Dr z-z_lljz_lln+1n+l (n+1n+1j
1 O R Si Sj
E, —max| —/— —
" n? = J_1n+1n+1 n+ln+1

olarak tanimlanmustir [6].
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3. UYGULAMA

Calismada uygulama olarak euro ve dolar igin 1996 ve 2011 yillar1 arasindaki
ihracat oranlar1 arasindaki bagimlilik yapist Kendall Tau degerine bagli olarak
incelenmistir. Kendall Tau degeri yardimiyla iki degisken arasindaki bagimlilik yapisina
uygun parametreye bagli olarak kopula aileleri incelenmistir. Uygun kopula ailesi

yardimiyla bu bagimlilik yapis1 agiklanmistir.

1.Kendall Tau ve Clayton kopula ailesinin tahmini

Kendall Tau ve Clayton kopula ailesi arasindaki bagint1 7, (6) = P 0 5 seklindedir.
+

Bu denklemden Kendall Tau degeri 0,709 olarak verecek Clayton ailesinin parametre
tahmini 6= 4,87285 olarak elde edilir. 6= 4,87285 icin Clayton ailesine iligskin olusturulan
frekanslara y?hessp=101,354 ve p=0,443 olarak elde edilmistir. Dolaysiyla p>0,05

oldugundan Hy hipotezi kabul edilir. Buna gore verimiz i¢in Clayton ailesi uygun se¢imdir.

1.0

0.4 0.6 0.8

0.2

0.0

o
oo 8 %CE!JD(B
o)

o
o
09%P° 89

o© oo o

0.0

0.2

0.6
0.4

0.8

Sekil 1.1 6= 4,87285 parametreli Clayton ailesi i¢in ii¢ boyutlu veri dagilimi
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Sekil 1.2 6=4,87285 parametreli Clayton ailesi ile kendall tau arasindaki iligki

1.0

0.8
|

| =

0.6
|
I

0.2

0.0
|

Sekil 1.4 6=4,87285 parametreli Clayton ailesi igin olasilik fonksiyonu
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2. Kendall Tau ve Ali Mikhail kopula ailesinin tahmini

Kendall Tau ve Ali Mikhail Hag kopula ailesi arasindaki baginti

39-2) 2(, 1Y’ o -

7, (0)= 73 1—5 In(1— 0) seklindedir. Bu denklemden Kendall Tau degeri

0,709 olarak verecek Ali Mikhail Haq ailesinin parametre tahmini 6= 0,317774 olarak elde

edilir. 6= 0,317774 i¢cin Ali Mikhail Haq ailesine iliskin olusturulan frekanslara gore

Lhesap=148,750 ve p=0,290 olarak elde edilmistir. Dolayisiyla p>0,05 oldugundan Hy
hipotezi kabul edilir. Buna gore verimiz i¢in Ali Mikhail Haq ailesi uygun se¢imdir.

o o
o ° °
° o
o
0% o
o 00
o
° o
° ° %9 %6 o
i \SAane) ©
- o ® o |o %o,
o 9 o ©
o
@ 00 ] o
@ % 0¥ LD o0 oo o
° o
o ° o o oecO o
© o 0 5% 20 oo
© o o
090 g &
°o °° 128,78 "6 0o
o o, o o Jod o
< 00 00 0% 4y O° 1(
<] [¢] o o o [ele) 0.8
o ® o O o o
o % 00 0.6
N
d [°] [Ste o)
sl oo ° 8 o 0.4
o
o ©Op °% 0.2
o
S 0.0
0 50 100 150 200

Sekil 2.1 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi i¢in ti¢ boyutlu veri

dagilimi
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Sekil 2.2 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi ile Kendall tau arasindaki

iliski
L“\
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Sekil 2.3 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi i¢in dagilim fonksiyonu

Sekil 2.4 6= 0,317774 parametreli Ali Mikhail Haq ailesi igin olaslik fonksiyonu
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3. Kendall Tau ve Gumbel Hougaard kopula ailesinin tahmini

Kendall Tau ve Gumbel Hougaard kopula ailesi arasindaki bagnt1 7, () =1— 6

seklindedir. Bu denklemden Kendall Tau degeri 0,709 olarak verecek Gumbel Hougaard
ailesinin parametre tahmini 6= 3,43642 olarak elde edilir. 6= 3,43642 icin Gumbel
Hougaard ailesine iliskin olusturulan frekanslara gore y%hessp=110,972 ve p=0,456 olarak
elde edilmistir. Dolayistyla p>0,05 oldugundan Hg hipotezi kabul edilir. Buna gore verimiz

icin Gumbel Hougaard ailesi uygun se¢imdir.
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Sekil 3.1 6= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi i¢in {i¢ boyutlu veri dagilimi
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Sekil 3.2 6= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi ile Kendall tau arasindaki iligki
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Sekil 3.4 6= 3,43642 parametreli Gumbel ailesi i¢in olasilik fonksiyonu
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4. SONUC

1996 yili ile 2011 yilina kadar olan zaman diliminde euro ve dolar’in ihracat
oranlar1 arasindaki bagimlilik yapisi1 Kendall Tau degerine dayanan parametrik olmayan
kopula yontemiyle ortaya konulmaya ¢alisilmistir. Elde edilen sonuglara gére euro ve dolar
ihracat oranlar1 arasindaki arasindaki bagimlilik yapisini1 agiklamada Gumbel Ali Mikhail
Haq ve Clayton ailesinin kullanilabilecegi tespit edilmistir. Bunlardan hesaplanan ki-kare
degerlerinden digerine gore daha kiigiik hesaplanan, yani en uygun olaninin Clayton ailesi

oldugu goriilmiistiir.
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1996
1996
1996
1996
1996
1996
1996
1996
1996
1996
1996
1996
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1997
1998
1998
1998
1998
1998
1998

EKLER

OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKiM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN

26

DOLAR

0,189869
0,19284

0,217679
0,198003
0,175894
0,189234
0,207444
0,210431
0,205529
0,227781
0,241572
0,259996
0,221504
0,201208
0,235791
0,219544
0,237419
0,230952
0,232947
0,23168

0,240908
0,258926
0,273368
0,26103

0,237696
0,22361

0,268424
0,207729
0,261971
0,245049

EURO
0,187169
0,192357
0,216321
0,198199
0,17848
0,190365
0,205994
0,206704
0,2034
0,226756
0,236902
0,260383
0,22799
0,216782
0,257628
0,240998
0,25985
0,255392
0,264277
0,271071
0,27487
0,290651
0,299639
0,293111
0,272687
0,256778
0,309176
0,238827
0,295572
0,278099



1998
1998
1998
1998
1998
1998
1999
1999
1999
1999
1999
1999
1999
1999
1999
1999
1999
1999
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2000
2001
2001
2001

TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART

27

0,239376
0,242412
0,23923
0,270363
0,24406
0,242595
0,204049
0,237762
0,260273
0,2116
0,241134
0,229945
0,244316
0,210173
0,246353
0,288045
0,265204
0,24176
0,230029
0,245232
0,251028
0,264212
0,253333
0,251991
0,247931
0,221468
0,260387
0,243213
0,270796
0,269676
0,242305
0,288233
0,275859

0,272854
0,275045
0,259298
0,281247
0,261004
0,258348
0,2188
0,264257
0,297322
0,246336
0,282703
0,275776
0,294657
0,246641
0,292354
0,335008
0,319782
0,297993
0,283641
0,310776
0,324354
0,347913
0,348992
0,331199
0,328935
0,304593
0,371539
0,354324
0,394619
0,37547
0,322165
0,369114
0,379704



2001
2001
2001
2001
2001
2001
2001
2001
2001
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2002
2003
2003
2003
2003
2003
2003
2003
2003
2003
2003
2003
2003

NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK

28

0,283438
0,312543
0,277543
0,269108
0,279474
0,281237
0,304727
0,30789
0,288233
0,282492
0,258272
0,316255
0,297177
0,325073
0,300193
0,336289
0,322425
0,348679
0,379332
0,389352
0,351311
0,382862
0,316745
0,423443
0,396782
0,418266
0,411293
0,458965
0,414826
0,445808
0,522702
0,4301
0,497854

0,396439
0,444388
0,405821
0,390172
0,387475
0,386061
0,419787
0,431594
0,403934
0,399177
0,370189
0,45064

0,419229
0,443473
0,39286

0,422439
0,411343
0,443057
0,482011
0,485791
0,430566
0,450845
0,366148
0,488609
0,456417
0,453787
0,438765
0,50269

0,462579
0,497252
0,55726

0,458984
0,506879



2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2004
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2005
2006
2006
2006
2006
2006
2006
2006
2006
2006

OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NiSAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL

29

0,500521
0,397033
0,565353
0,54958
0,560154
0,572541
0,610219
0,510037
0,612835
0,635702
0,621245
0,708676
0,541434
0,612342
0,7142
0,663957
0,647607
0,65425
0,624447
0,60163
0,738297
0,733737
0,643853
0,785104
0,556144
0,656386
0,802962
0,69949
0,762922
0,846769
0,765724
0,737965
0,824138

0,499708
0,391398
0,575334
0,569871
0,586398
0,588339
0,620352
0,521728
0,626211
0,636215
0,598244
0,660284
0,511852
0,586557
0,674321
0,63939
0,634184
0,668698
0,6459
0,610307
0,750261
0,760868
0,680115
0,82598
0,573217
0,683767
0,833656
0,712757
0,746816
0,832741
0,752708
0,718463
0,805934



2006
2006
2006
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2007
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2008
2009
2009
2009
2009
2009
2009

EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NiSAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKiM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NiSAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
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0,746374
0,936267
0,93218

0,711242
0,829598
0,970546
0,900712
0,991106
0,972972
0,968367
0,946584
0,97931

1,072105
1,226344
1,053556
1,151955
1,200244
1,238239
1,231238
1,351935
1,275299
1,364662
1,196878
1,386084
1,053415
1,018003
0,836641
0,854252
0,913909
0,883612
0,819278
0,795952
0,902487

0,737377
0,909118
0,880222
0,683289
0,792077
0,913706
0,832029
0,913812
0,904225
0,880708
0,866855
0,879599
0,941306
1,042805
0,901305
0,977231
1,015196
0,99695

0,973557
1,082431
1,023015
1,078115
0,992872
1,198963
0,987646
0,995416
0,774417
0,801827
0,890313
0,845101
0,775029
0,728941
0,803223



2009
2009
2009
2009
2009
2009
2010
2010
2010
2010
2010
2010
2010
2010
2010
2010
2010
2010

TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
OCAK
SUBAT
MART
NISAN
MAYIS
HAZIRAN
TEMMUZ
AGUSTOS
EYLUL
EKIM
KASIM
ARALIK
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0,981151
0,849421
0,918849
1,093834
0,964604
1,089373
0,848212
0,895287
1,071159
1,018018
1,061784
1,033934
1,036293
0,92348

0,965278
1,187858
1,01654

1,280924

0,868144
0,74121

0,788021
0,91971

0,806853
0,929295
0,740324
0,814777
0,983571
0,945107
1,049516
1,053991
0,921132
0,891055
0,92094

1,066423
0,919923
1,208913
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