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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

·IK·INC·I DERECEDEN BAZI ·IND·IRGEME D·IZ·ILER·I

Elif TAN KILIÇ

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Ali Bülent EK·IN

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, ikinci basamaktan (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci ve (p; q)�genel-

leştirilmi̧s Lucas dizilerinin baz¬alt dizileri için birinci basamaktan lineer olmayan

indirgeme kurallar¬elde edilmi̧stir. Son olarak genelleştirilmi̧s Lucas dizisi fvkng için

k�n¬n çift olmas¬durumunda indirgeme ba¼g¬nt¬s¬elde edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisi için bir polinom gösterimi ve-

rilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisinin terimlerini içeren baz¬ba¼g¬n-

t¬lar elde edilmi̧stir.

Ocak 2011, 39 sayfa

Anahtar Kelimeler : ·Ikinci basamaktan (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci ve Lucas

dizileri, lineer ve lineer olmayan indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬, polinom gösterimi.
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ABSTRACT

Master Thesis

SOME SECOND ORDER RECURRENCE SEQUENCES

Elif TAN KILIÇ

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ali Bülent EK·IN

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, �rst order nonlinear recurrence relations for certain subse-

quences of the second order (p; q)�generalized Fibonacci and Lucas sequences are

obtained. Finally a recurrence relation for the generalized Lucas sequence fvkng is

given for even k.

In the third chapter, a polynomial representation is given for the (p; q)�generalized

Lucas sequence.

The second chapter, �rst order nonlinear recurrence relations for certain subse-

quences of the second order (p; q)�generalized Fibonacci and Lucas sequences are

obtained.

In the third chapter, a polynomial representation is given for the (p; q)�generalized

Lucas sequence.

The fourth chapter, some relations including the terms of generalized Fibonacci se-

quence are derived.

January 2011, 39 pages

KeyWords: Second order (p; q)�generalized Fibonacci and Lucas sequences, linear

and nonlinear recurrence relations, polynomial representation.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

fFng Fibonacci dizisi

fLng Lucas dizisi

fUng (p; q)�Genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi

fVng (p; q)�Genelleştirilmi̧s Lucas dizisi

fung Genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi

fvng Genelleştirilmi̧s Lucas dizisi

fPng Pell dizisi

fQng Pell-Lucas dizisi

fJng Jacobsthal dizisi

fjng Jacobsthal-Lucas dizisi�
n
k

�
n�nin k�l¬kombinasyonuX
Toplam sembolüY
Çarp¬m sembolü

� Diskriminant

bxc x�i geçmeyen en büyük tamsay¬
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1. G·IR·IŞ

Fibonacci say¬lar¬, her n � 1 do¼gal say¬s¬ve F0 = 0; F1 = 1 için

Fn+1 = Fn + Fn�1

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬yla tan¬mlan¬r. Burada Fn; n-inci Fibonacci say¬s¬ve fFng ise

elemanlar¬Fibonacci say¬lar¬ndan oluşan Fibonacci dizisidir.

Lucas say¬lar¬ise her n � 1 do¼gal say¬s¬ve L0 = 2; L1 = 1 olmak üzere,

Ln+1 = Ln + Ln�1

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r. Burada Ln; n-inci Lucas say¬s¬ve fLng ise ele-

manlar¬Lucas say¬lar¬ndan oluşan Lucas dizisidir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin çeşitli genelleştirilmeleri baz¬yazarlar taraf¬ndan elde

edilmi̧s ve bunlar¬n çeşitli özellikleri incelenmi̧stir (Hoggat 1969, Vorob�ev 1978,

Vajda 1989, Robbins 1993, Koshy 2001).

Fibonacci dizisinin bir genelleştirilmesi, � = p2 � 4q 6= 0 olacak şekilde p ve q

s¬f¬rdan farkl¬ tamsay¬lar olmak üzere her n � 1 tamsay¬s¬, U0 = 0 ve U1 = 1

başlang¬ç koşullar¬için

Un+1 = pUn � qUn�1

şeklinde tan¬mlan¬r (Robbins 1993).

Bu tür genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisine, (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi

ad¬n¬verece¼giz.

Benzer şekilde, (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisi ise � = p2�4q 6= 0 olacak şekilde

p ve q s¬f¬rdan farkl¬tamsay¬lar olmak üzere her n � 1 tamsay¬s¬, V0 = 2 ve V1 = p

1



başlang¬ç koşullar¬için

Vn+1 = pVn � qVn�1

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ile tan¬mlan¬r (Robbins 1993).

E¼ger p = �q = 1 al¬n¬rsa Un = Fn ve Vn = Ln olur.

Bu tez boyunca, fUng ve fVng dizilerinde q = �1 olmas¬ durumlar¬n¬ s¬ras¬yla

fung ve fvng ile gösterece¼giz. Bu iki diziye s¬ras¬yla genelleştirilmi̧s Fibonacci ve

genelleştirilmi̧s Lucas dizileri ad¬n¬verece¼giz.

(p; q)�Genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fUng ve (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisi

fVng�nin bu iki özel durumunu tan¬mlamam¬z¬n sebebi ise inceleyece¼gimiz ve elde

etmeye çal¬̧saca¼g¬m¬z çeşitli özelliklerin bazen sadece fung ve fvng dizileri için elde

edilebilir olmas¬d¬r. Bu tezin 4. Bölümünde bu iki say¬dizisinin yani genelleştirilmi̧s

Fibonacci dizisi fung ve genelleştirilmi̧s Lucas dizisi fvng�nin çeşitli özelliklerini

elde edece¼giz.

Şimdi Fibonacci say¬lar¬n¬n Binet gösteriminden bahsedece¼giz. Frans¬z matematikçi

Binet ilk kez 1843 y¬l¬nda, Fibonacci ve Lucas say¬lar¬için Binet formüllerini ver-

mi̧stir (Vajda 1989, Koshy 2001); 8n > 0 do¼gal say¬s¬için

Fn =
�n �  n

��  

ve

Ln = �n +  n

şeklindedir. Burada � ve  ; Fibonacci say¬lar¬n¬n karakteristik polinomu x2�x� 1�

¬n kökleridir. Yani � = 1+
p
5

2
� 1:61803 ve  = 1�

p
5

2
� �0:61803�dir.

Benzer şekilde (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fUng ve (p; q)�genelleştirilmi̧s
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Lucas dizisi fVng için Binet formülleri; 8n > 0 do¼gal say¬s¬için

Un =
�n � �n

�� �

ve

Vn = �n + �n

şeklindedir. Burada � ve �, fUng ve fVng dizilerinin karakteristik polinomu x2 �

px+ q = 0�¬n kökleridir.

Şimdi bu bahsedilen Binet formülünün genel olarak (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci

say¬lar¬için nas¬l elde edilece¼gini gösterelim.

(p; q)�Genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬, � = p2 � 4q 6= 0 olacak şekilde p ve

q s¬f¬rdan farkl¬ tamsay¬lar olmak üzere her n � 1 tamsay¬s¬, U1 = 0 ve U1 = 1

başlang¬ç koşullar¬için

Un+1 = pUn � qUn�1

indirgeme kural¬ ile tan¬mlanm¬̧st¬. ·Indirgeme dizilerinin birer fark denklemi ol-

mas¬ndan dolay¬ böyle bir dizinin karakteristik denklemi, Un yerine xn al¬narak

bulunur. Böylece

xn+1 = pxn � qxn�1

olup, bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬xn�1�e bölersek bu dizinin karakteristik denklemi

x2 � px+ q = 0

olarak elde edilir. Buradal � ve �� nin (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi

fUng�nin karakteristik polinomu x2 � px+ q�¬n kökleri olmak üzere, aç¬kça;

� =
p+

p
p2 � 4q
2

ve � =
p�

p
p2 � 4q
2
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d¬r. Bu dizinin genel çözümü

Un = A�n +B�n

şeklindedir.Buradaki A ve B skalerleri, başlang¬ç koşullar¬ yerine yaz¬larak elde

edilen lineer denklem sisteminin çözülmesiyle elde edilir. Bu dizinin iki başlang¬ç

koşulunu gözönüne al¬rsak,

U0 = A�0 +B�0 = 0

ve

U1 = A�1 +B�1 = 1

olaca¼g¬n¬biliyoruz. E¼ger 8<: A�0 +B�0 = 0

A�1 +B�1 = 1

lineer denklem sistemini Cramer metoduyla çözersek, buradan

A =
1

�� �
ve B = � 1

�� �

olarak bulunur. Böylece

Un = A�n +B�n =
�n � �n

�� �

sonucu elde edilir. Böylece fUng dizisi için bahsedilen Binet formülü elde edilmi̧s

olur. Binet formülü bize bu dizinin herbir teriminin, dizinin karakteristik denkle-

minin köklerinin kuvvetlerinin lineer kombinasyonu şeklinde yaz¬labilece¼gini belirtir.

Benzer şekilde (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisi ile (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci

dizisinin indirgeme kural¬ayn¬oldu¼gundan karakteristik denklemleri ve karakteristik

kökleri ayn¬d¬r. Buna göre genelleştirilmi̧s Lucas dizisi için

Vn = C�n +D�n

4



olacak şekilde C ve D skalerlerini belirleyelim. Burada fVng dizisinin başlang¬ç

koşullar¬n¬gözönüne alarak,

V0 = C +D = 2

ve

V1 = C� +D� = 1

yazar¬z. Buradan 8<: C +D = 2

C� +D� = 1

lineer denklem sistemini çözersek, çözümü C = D = 1 olarak buluruz. Böylece

Vn = �n + �n

sonucu ortaya ç¬kar. Böylece fVng dizisi için bahsedilen Binet formülü elde edilmi̧s

olur.

Burada özel olarak genelleştirilmi̧s Fibonacci ve genelleştirilmi̧s Lucas dizilerinin

Binet formülleri ise

un =

n � �n


 � �

ve

vn = 
n + �n

şeklindedir. Burada 
 ve � ise genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fung ve genelleştirilmi̧s

Lucas dizisi fvng�nin karakteristik polinomu x2 � px+ 1�in kökleridir.

Şimdi (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fUng ve (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas
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dizisi fVng �nin bilinen baz¬özel durumlar¬n¬aşa¼g¬da belirtelim:

Un p q 0 1 x2 � px+ q = 0 Un =
�n��n
��� (p; q)�Gen. Fibonacci

Vn p q 2 p x2 � px+ q = 0 Vn = �n + �n (p; q)�Gen. Lucas

un p �1 0 1 x2 � px� 1 = 0 un =

n��n

�� Gen. Fibonacci

vn p �1 2 p x2 � px� 1 = 0 vn = 
n + �n Gen. Lucas

Fn 1 �1 0 1 x2 � x� 1 = 0 Fn =
�n� n
�� Fibonacci

Ln 1 �1 2 1 x2 � x� 1 = 0 Ln = �n +  n Lucas

Pn 2 �1 0 1 x2 � 2x� 1 = 0 Pn =
cn�dn
c�d Pell

Qn 2 �1 2 2 x2 � 2x� 1 = 0 Qn = cn + dn Pell-Lucas

Jn 1 �2 0 1 x2 � x� 2 = 0 Jn =
en�fn
e�f Jacobsthal

jn 1 �2 2 1 x2 � x� 2 = 0 jn = en + fn Jacobsthal-Lucas

Not: Yukar¬da 7. sütunda belirtilen sabitler, 6. sütunda verilen denklemlerin çözüm-

leridir.

Fibonacci dizisi fFng ve onun baz¬alt dizilerinin çeşitli özelliklerinden bahsetmeden

önce Fibonacci dizisinin özel bir durumuna de¼ginelim. Fibonacci dizisinin indirgeme

kural¬n¬n, herbir Fibonacci say¬s¬n¬n kendisinden önceki ilk iki Fibonacci say¬s¬n¬n

toplam¬şeklinde verildi¼gini biliyoruz. E¼ger biz bu kural¬geriye do¼gru çal¬̧st¬r¬rsak

yani negatif indisli Fibonacci say¬lar¬n¬n nas¬l bir indirgeme kural¬ sa¼glayaca¼g¬n¬

inceleyecek olursak, buradan F0 = 0 ve F1 = 1 başlang¬ç kurallar¬için

F�1 + F0 = F1

kural¬n¬n sa¼glanmas¬için F�1 = 1 olmas¬gerekti¼gini buluruz. Bir ad¬m daha geriye

hareketle,

F�2 + F�1 = F0

6



olmas¬gerekti¼gini gözönüne al¬rsak, F�2 = �1 oldu¼gunu elde ederiz. Benzer şekilde

F�3 + F�2 = F�1

olmas¬gerekti¼ginden buradan F�3 = 2 olarak buluruz. Genel olarak

F�n = (�1)n+1 Fn

oldu¼gu elde edilir.

Benzer şekilde negatif indisli Lucas say¬lar¬n¬n ise

L�n = (�1)n Ln

kural¬n¬sa¼glayaca¼g¬kolayca elde edilir (Vajda 1989).

Bilinen Fibonacci dizisi fFng ve onun baz¬ alt dizilerinin çeşitli özellikleri birçok

yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve incelenmi̧stir. Fibonacci dizisinin indirgeme kural¬na

kaŗs¬l¬k çeşitli alt dizileri acaba hangi indirgeme kurallar¬n¬sa¼glayacakt¬r problemide

oldukça ilgi çekmi̧stir ve baz¬yazarlar taraf¬ndan bu konu hakk¬nda çeşitli sonuçlar

elde edilmi̧stir. Örne¼gin Fibonacci dizisi fFng�nin çift indisli terimlerinden oluşan

fF2ng dizisinin indirgeme kural¬

F2n = 3F2(n�1) � F2(n�2)

şeklindedir.

Buradan hareketle, n bir do¼gal say¬ve k herhangi bir tamsay¬olmak üzere fFkng

formundaki dizilerin

Fkn = LkFk(n�1) + (�1)k+1 Fk(n�2)

ile verilen indirgeme kural¬n¬ sa¼glad¬klar¬ elde edilmi̧stir (K¬l¬ç ve Stanica 2009).
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Burada Ln; n. Lucas say¬s¬n¬göstermektedir.

Dikkat edilirse, k pozitif bir tamsay¬iken fFkng formundaki diziler, Fibonacci dizisi

fFng�nin bir alt dizisidir. Fakat negatif k tamsay¬lar¬için bu durum do¼gru de¼gildir.

n 0 1 2 3 4 5 6 � � �

Fn 0 1 1 2 3 5 8 � � �

F�n 0 1 �1 2 �3 5 �8 � � �

Ayr¬ca bu sonucun (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci disizi fUng için

Ukn = VkUk(n�1) � qkUk(n�2)

şeklinde oldu¼gu elde edilmi̧stir (K¬l¬ç ve Stanica 2009). Burada Vn; (p; q)�genelleşti-

rilmi̧s Lucas dizisinin n: terimidir.

Benzer şekilde (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas say¬lar¬için

Vkn = VkVk(n�1) � qkVk(n�2)

oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Buraya kadar Fibonacci dizisinin, indisleri n do¼gal say¬s¬n¬n bir pozitif tamsay¬kat¬

formundaki alt dizilerini gözönüne ald¬k. Bundan sonra ise Fibonacci dizisinin daha

farkl¬yap¬daki alt dizilerini gözönüne alaca¼g¬z ve onlarla ilgili baz¬ön bilgiler vere-

ce¼giz.

Şimdi ilk problemimizin kayna¼g¬n¬oluşturan ön bilgileri sunal¬m.

Stinchcomb (1994) taraf¬ndan n � 0 için, aşa¼g¬daki birinci basamaktan kübik in-

8



dirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n çözümü, bir problem olarak ortaya at¬lm¬̧st¬r:

an+1 = 5a
3
n � 3an; a0 = 1:

Terr (1995) ise bu problemin çözümünü an = F3n olarak vermi̧stir. Yani fF3ng dizisi

F3n+1 = 5F
3
3n � 3F3n

indirgeme kural¬n¬sa¼glar.

Benzer şekilde Crux Mathematicorum (1994) dergisinde n � 0 olmak üzere,

bn+1 = 25b
5
n � 25b3n + 5bn; b0 = 1

ile verilen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n çözümü, bir problem olarak sorulmuştur. Bu prob-

lemin çözümünün ise bn = F5n oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r.

Ayr¬ca yine ayn¬dergide, Klamkin (1994) taraf¬ndan n � 1 için,

An+1 = A2n � 2; A1 = 3;

Bn+1 = B4
n � 4B2

n + 2; B1 = 7;

Cn+1 = C6n � 6C4n + 9C2n � 2; C1 = 18;

ile verilen indirgeme ba¼g¬nt¬lar¬n¬n çözümleri s¬ras¬yla An = L2n ; Bn = L4n ve

Cn = L6n oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Daha sonra Filipponi (1996) , makalesinde fF3ng dizisinin sa¼glam¬̧s oldu¼gu

F3n+1 = 5F
3
3n � 3F3n ; F30 = 1

9



indirgeme kural¬ndan yola ç¬karak, pozitif k tek tamsay¬s¬ve n � 0 için fFkng �lere,

Ci;k = (�1)(k+1)=2+i
�
(k + 1) =2 + i

2i+ 1

�
k

(k + 1) =2 + i
; 0 � i � (k � 3) =2

olmak üzere

Fkn+1 = 5
(k�1)=2F k

kn �
(k�3)=2X
i=0

5iCi;kF
2i+1
kn (1.1)

birinci basamaktan lineer olmayan homogen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬bulmuştur.

Özel olarak k = 5; 7 ve 9 de¼gerleri için

F5n+1 = 25F
5
5n � 25F 35n + 5F5n ;

F7n+1 = 125F
7
7n � 175F 57n + 70F 37n � 7F7n

ve

F9n+1 = 625F
9
9n � 1125F 79n + 675F 59n � 150F 39n + 9F9n

örneklerini vermi̧stir.

Bizim bu tezde ilgilenece¼gimiz iki temel problemden birincisi; Filipponi (1996)�nin

(1.1) ile verdi¼gi sonucu göz önüne alarak, bu sonucun ikinci basamaktan indirgeme

dizileri fUng ve fVng için elde edilip edilemeyece¼gini araşt¬rmakt¬r. Bu problemi

aşa¼g¬daki şekilde daha detayl¬bir şekilde aç¬klayal¬m:

� Filipponi (1996) taraf¬ndan sadece pozitif k tek tamsay¬lar¬gözönüne al¬narak

Fibonacci say¬lar¬, Fkn ; için elde edilen sonuçlar¬, (p; q)�genelleştirilmi̧s Fi-

bonacci say¬lar¬, Ukn ; için elde edilip edilemeyece¼gini araşt¬rmak,

� Yukar¬da Fibonacci say¬lar¬ve pozitif k tek tamsay¬lar¬için elde edilen sonuçlar¬n

(p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas say¬lar¬, Vkn ; için elde edilmesi durumunun ince-

lenmesi

� Yukar¬da genelleştirilmi̧s (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci ve Lucas say¬lar¬

10



için elde edilebilen sonuçlar¬n, pozitif k çift tamsay¬lar¬ için de elde edilip

edilemeyece¼gi durumunun incelenmesi

� k pozitif bir çift tam say¬olmak üzere; (p; q)� genelleştirilmi̧s Lucas say¬lar¬n¬,

(p; q)� genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬n¬n k-inci dereceden bir polinomu

olarak ifade edilip edilemeyece¼ginin araşt¬r¬lmas¬d¬r.

Şimdi ise ikinci problemimizin kayna¼g¬n¬oluşturan baz¬ön bilgileri sunal¬m.

Usiskin (1973 a, b) aşa¼g¬daki ifadelerin ispatlar¬n¬sormuştur.

F3n =
n�1Y
k=0

(L2:3k � 1) ; n > 0 (1.2)

L3n =
n�1Y
k=0

(L2:3k + 1 ) ; n > 0 (1.3)

Sonras¬nda Gar�eld (1974) ve Zeitlin (1974) taraf¬ndan bu iki eşitli¼gin do¼grulu¼gu

ispatlanm¬̧st¬r.

Janous (2001) taraf¬ndan (1.2) ile verilen çarp¬msal ifadenin de¼geri tekrar bir prob-

lem olarak ortaya at¬lm¬̧st¬r. Sei¤ert (2002) bu problemin çözümüne ithafen Filip-

poni (1996) �nin makalesini referans göstererek kolayca ispatlanabilece¼gini söylemi̧s-

tir.

Filipponi (1996) makalesinde k tek tamsay¬s¬ve n � 1 olmak üzere

Fkn = (�1)(n�1)(k�1)=2Fk
n�1Y
i=1

241 + (k�1)=2X
j=1

(�1)jL2jki

35 (1.4)

oldu¼gunu göstermi̧stir. Benzer şekilde çift k tamsay¬lar¬için ise

Fkn = Fk

n�1Y
i=1

24 k=2X
j=1

L(2j�1)ki

35 (1.5)
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sonucunu elde etmi̧stir.

E¼ger (1.4)�de k = 3 al¬n¬rsa Janous (2001) ve Usiskin (1973 a) �in problemlerinin

cevab¬elde edilir. Aç¬kca

F3n = (�1)(n�1)F3
n�1Y
i=1

241 + (k�1)=2X
j=1

(�1)jL2jki

35
= (�1)(n�1)2

n�1Y
i=1

(1� L3i2)

= 2
n�1Y
i=1

(L3i2 � 1)

=
n�1Y
i=0

(L3i2 � 1)

sonucu elde edilir ki bu ise (1.2) ile verilen sonuçtur.

Bizim bu tezdeki ikinci temel problemimiz ise Filipponi (1996)�nin (1.4) ile vermi̧s

oldu¼gu sonucun, genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬, ukn ; için elde edilip edilemeye-

ce¼ginin araşt¬r¬lmas¬d¬r.
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2. ·IND·IRGEME BA¼GINTILARI

Bu bölümde k herhangi bir pozitif tek tamsay¬olmak üzere (p; q)�genelleştirilmi̧s

Fibonacci ve Lucas dizileri için birinci basamaktan lineer olmayan indirgeme ba¼g¬n-

t¬lar¬elde edilecektir. Daha sonra k herhangi bir pozitif çift tamsay¬olmak üzere

genelleştirilmi̧s Lucas dizisi fvkng için indirgeme ba¼g¬nt¬s¬elde edilecektir.

Şimdi ileride verece¼gimiz sonuçlarda kullanmak üzere aşa¼g¬daki lemmay¬verelim.

Lemma 2.1: Her n; t � 0 tamsay¬lar¬için, � = p2 � 4q olmak üzere

i) U(2t+1)n = Un

tX
k=0

2t+ 1

t+ k + 1

�
t+ k + 1

2k + 1

�
�kqn(t�k)U2kn ;

ii) U(2t+1)n = Un

tX
k=0

(�1)t+k
�
t+ k

2k

�
qn(t�k)V 2k

n ;

iii) V2tn =
tX

k=0

2t

t+ k

�
t+ k

2k

�
�kqn(t�k)U2kn ;

iv) V(2t+1)n = Vn

tX
k=0

(�1)t+k 2t+ 1

t+ k + 1

�
t+ k + 1

2k + 1

�
qn(t�k)V 2k

n ;

v) V2tn =
tX

k=0

(�1)t+k 2t

t+ k

�
t+ k

2k

�
qn(t�k)V 2k

n

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat: Bu lemmada iddia edilen sonuçlar¬ispatlamak için aşa¼g¬daki iki formülden

yararlanaca¼g¬z (Swamy 1997): Her m > 0 tamsay¬s¬için

Xm + Y m =

bm=2cX
k=0

(�1)k m

m� k

�
m� k

k

�
(XY )k (X + Y )m�2k (2.1)
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ve

Xm � Y m

X � Y
=

b(m�1)=2cX
k=0

(�1)k
�
m� k � 1

k

�
(XY )k (X + Y )m�2k�1 : (2.2)

Burada (2.1) ile verilen formül literatürde Waring formülü olarak bilinmektedir.

i) E¼ger (2.1) ile verilen formülde X = �n; Y = ��n al¬n¬rsa, X + Y =
p
�Un ve

XY = �qn olup buradan

�mn + (�1)m�mn =
bm2 cX
k=0

(�1)k m

m� k

�
m� k

k

�
(�1)kqnk�m�2k

2 Um�2k
n

sonucu elde edilir. Bu son eşitlikte m = 2t+ 1 al¬narak,

�(2t+1)n � �(2t+1)n =
tX

k=0

(�1)2k 2t+ 1

2t+ 1� k

�
2t+ 1� k

k

�
qnk�t�k+ 1

2U2(t�k)+1n

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Bu son eşitli¼gin her iki taraf¬(�� �)�ya bölünür ve (p; q)�genelleş-

tirilmi̧s Fibonacci dizisinin Binet formülü gözönüne al¬n¬rsa

U(2t+1)n =
1p
�

tX
k=0

2t+ 1

2t+ 1� k

�
2t+ 1� k

2t+ 1� 2k

�
qnk�t�k+ 1

2U2(t�k)+1n

= Un

tX
k=0

2t+ 1

2t+ 1� k

�
2t+ 1� k

2(t� k) + 1

�
qnk�t�kU2(t�k)n

sonucu elde edilir. Burada t� k yerine k al¬n¬rsa,

U(2t+1)n = Un

tX
k=0

2t+ 1

t+ k + 1

�
t+ k + 1

2k + 1

�
�kqn(t�k)U2kn

sonucuna ulaş¬l¬r. Böylece (i) maddesi ispatlanm¬̧s olur.

ii) (2.2) ile verilen formülde X = �n ve Y = �n al¬n¬rsa, X + Y = Vn ve XY = qn
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olup buradan

�mn � �mn

�n � �n
=

bm�12 cX
k=0

(�1)k
�
m� k � 1

k

�
qnkV m�2k�1

n

sonucu elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬(�� �)�ya bölünür ve (p; q)�genel-

leştirilmi̧s Fibonacci dizisinin Binet formülü gözönüne al¬n¬rsa

Umn = Un

bm�12 cX
k=0

(�1)k
�
m� k � 1

k

�
qnkV m�2k�1

n

eşitli¼gi elde edilir. Bu son eşitlikte m = 2t+ 1 al¬n¬rsa

U(2t+1)n = Un

tX
k=0

(�1)k
�
2t� k

k

�
qnkV 2(t�k)

n

olur. Burada t� k yerine k al¬nmas¬ile,

U(2t+1)n = Un

tX
k=0

(�1)t+k
�
t+ k

2k

�
qn(t�k)V 2k

n

sonucuna ulaş¬l¬r. Böylece (ii) maddesi ispatlanm¬̧s olur.

iii) E¼ger (2.1) ile verilen formülde benzer şekilde X = �n; Y = ��n al¬n¬rsa X+Y =
p
�Un ve XY = �qn olup böylece

�mn + (�1)m�mn =
bm2 cX
k=0

(�1)k m

m� k

�
m� k

k

�
(�1)kqnk�m�2k

2 Um�2k
n

olur. Burada m = 2t al¬n¬r ve (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisinin Binet formülü

kullan¬larak

V2tn =
tX

k=0

(�1)2k 2t

2t� k

�
2t� k

2(t� k)

�
qnk�t�kU2(t�k)n

eşitli¼gi elde edilir. Burada t� k yerine k al¬nmas¬sonucunda

V2tn =
tX

k=0

2t

t+ k

�
t+ k

2k

�
qn(t�k)�kU2kn
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eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

iv) Yine benzer şekilde (2.1) ile verilen formülde X = �n; Y = �n al¬n¬rsa X +

Y = Vn ve XY = qn olup (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisinin Binet formülünden

yararlanarak

�mn + �mn =

bm2 cX
k=0

(�1)k m

m� k

�
m� k

k

�
qnkV m�2k

n

sonucu elde edilir. Burada m = 2t+ 1 al¬n¬rsa

V(2t+1)n =

tX
k=0

(�1)k 2t+ 1

2t+ 1� k

�
2t+ 1� k

2(t� k) + 1

�
qnkV 2(t�k)+1

n

olarak elde edilir. E¼ger t� k yerine k al¬n¬rsa,

V(2t+1)n = Vn

tX
k=0

(�1)t+k 2t+ 1

t+ k + 1

�
t+ k + 1

2k + 1

�
qn(t�k)V 2k

n

sonucuna ulaş¬l¬r. Böylece ispat biter.

v) E¼ger (2.1) ile verilen formülde X = �n; Y = �n al¬n¬rsa X + Y = Vn ve XY = qn

olup buradan da

�mn + �mn =

bm2 cX
k=0

(�1)k m

m� k

�
m� k

k

�
qnkV m�2k

n

sonucu elde edilir. Ayr¬ca m = 2t al¬n¬r ve (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisinin

Binet formülü kullan¬larak

V2tn =

tX
k=0

(�1)k 2t

2t� k

�
2t� k

2(t� k)

�
qnkV 2(t�k)

n

olup t� k yerine k al¬n¬rsa,

V2tn =

tX
k=0

(�1)t+k 2t

t+ k

�
t+ k

2k

�
qn(t�k)V 2k

n
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sonucuna ulaş¬l¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.

2.1 (p; q)�Genelleştirilmi̧s Fibonacci Dizisi fUkng ·Için ·Indirgeme Ba¼g¬nt¬s¬

Şimdi k herhangi bir pozitif tek tamsay¬olmak üzere fUkng dizisinin birinci basamak-

tan lineer olmayan bir indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glad¬¼g¬n¬aşa¼g¬daki teoremle göstere-

ce¼giz.

Teorem 2.1.1: Her n � 0 tamsay¬s¬ve k pozitif tek tamsay¬s¬için

Ci;k = �
2k

k + 2i+ 1

�
(k + 1) =2 + i

2i+ 1

�

ve 0 � i � (k � 3) =2 olmak üzere (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci say¬lar¬birinci

basamaktan lineer olmayan

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn �

(k�3)=2X
i=0

4iqk
n( k�12 �i)Ci;kU

2i+1
kn

indirgeme kural¬n¬sa¼glar.

·Ispat: fUng dizisinin Binet formülünden

Ukn =
�k

n � �k
n

�� �

olup, bu eşili¼gin her iki taraf¬n¬n k: kuvveti al¬n¬rsa, �� � = 41=2 olmak üzere

Uk
kn =

1

4k=2

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)j �jkn�(k�j)kn (2.1.1)

eşitli¼gi elde edilir. Bu son eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬n aç¬k bir şekilde yaz¬lmas¬ile aşa¼g¬daki
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sonuç elde edilir:

Uk
kn =

1

4k=2

��
k

0

�
�k

n+1 �
�
k

1

�
�k

n

�(k�1)k
n

+

�
k

2

�
�2k

n

�(k�2)k
n

+:::�
�

k

k � 2

�
�(k�2)k

n

�2k
n

+

�
k

k � 1

�
�(k�1)k

n

�k
n �

�
k

k

�
�k

n+1

�
=

1

4k=2

��
�k

n+1 � �k
n+1
�
�
�
k

1

�
(��)k

n
�
�(k�2)k

n � �(k�2)k
n
�

+

�
k

2

�
(��)2k

n
�
�(k�4)k

n � �(k�4)k
n
�

+:::+ (�1)
k�1
2

�
k
k�1
2

�
(��)(

k�1
2
)kn ��kn � �k

n��

=
1

4(k�1)=2

0@Ukn+1 + (k�1)=2X
j=1

�
k

j

��
�qkn

�j
U(k�2j)kn

1A :

Böylece herhangi bir pozitif k tek tamsay¬s¬için

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn �

(k�1)=2X
j=1

�
k

j

�
qk

nj (�1)j U(k�2j)kn (2.1.2)

sonucu elde edilir. Lemma 2.1� in (i) ş¬kk¬ gözönüne al¬narak, (2.1.2) ile verilen

eşitlik

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn (2.1.3)

�
k�1
2X
j=1

k�1
2
�jX

i=0

(�1)j
�
k

j

��
k+1
2
+ i� j

2i+ 1

�
k � 2j

k+1
2
+ i� j

4iqk
n( k�12 �i)U2i+1kn

olarak yaz¬labilir. Bu son eşitli¼gin sa¼g¬nda bulunan iki toplam¬n s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn

�
k�1
2X
i=0

k�1
2
�iX

j=1

(�1)j
�
k

j

��
k+1
2
+ i� j

2i+ 1

�
k � 2j

k+1
2
+ i� j

4iqk
n( k�12 �i)U2i+1kn

olup, bu son eşitlikteki

(k�1)=2�iX
j=1

(�1)j
�
k

j

��
(k + 1) =2 + i� j

2i+ 1

�
k � 2j

(k + 1) =2 + i� j
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toplam¬n¬n de¼gerini Ci;k ile gösterelim. Bu durumda

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn �

(k�1)=2X
i=0

4iqk
n( k�12 �i)Ci;kU

2i+1
kn

sonucu elde edilir.

Tan¬m¬gere¼gi C(k�1)=2;k = 0 oldu¼gundan yukar¬daki formül

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn �

(k�3)=2X
i=0

4iCi;kq
kn( k�12 �i)U2i+1kn

şeklinde yaz¬labilir.

Riordan (1979)�dan biliyoruz ki 1 � m � (k � 1) =2 için

mP
j=1

(�1)j k � 2j
k �m� j

�
k

j

��
k �m� j

m� j

�
= � k

k �m

�
k �m

m

�
(2.1.4)

formülü sa¼glan¬r. E¼ger bu son eşitlikte m yerine
�
k�1
2
� i
�
al¬n¬rsa,

Ci;k = �
2k

k + 2i+ 1

�
(k + 1) =2 + i

2i+ 1

�

olarak elde edilir ve sonuç olarak

Ukn+1 = 4(k�1)=2Uk
kn �

(k�3)=2X
i=0

4iqk
n( k�12 �i)Ci;kU

2i+1
kn

olur. Böylece iddia ispatlanm¬̧s olur.

Örne¼gin, � = p2 � 4q olmak üzere s¬ras¬yla k = 5; 7 ve k = 9 de¼gerleri için

U5n+1 = 42U55n + 54q5
n
U35n + 5q

5n2U5n ;

U7n+1 = 43U77n + 742q7
n
U57n + 144q7

n2U37n + 7q
7n3U7n
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U9n+1 = 44U99n + 943q9
n
U79n + 2742q9

n2U59n + 304q9
n3U39n + 9q

9n4U9n

sonuçlar¬elde edilir.

Özel olarak, e¼ger p = 1 ve q = �1 al¬n¬rsa, (1;�1)�genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi

fUng, bilinen Fibonacci dizisi fFng�e dönüşür ve bu durumda s¬ras¬yla k = 5; 7 ve

k = 9 için

F5n+1 = 25F
5
5n � 25F 35n + 5F5n ;

F7n+1 = 125F
7
7n � 175F 57n + 70F 37n � 7F7n

F9n+1 = 625F
9
9n � 1125F 79n + 675F 59n � 150F 39n + 9F9n

sonuçlar¬na ulaş¬l¬r..

Buna ilaveten, e¼ger p = 2 ve q = �1 al¬n¬rsa, (2;�1)�genelleştirilmi̧s Fibonacci

dizisi fUng, Pell dizisi fPng�e dönüşür ve bu durumda benzer şekilde s¬ras¬yla k =

5; 7 ve k = 9 için

P5n+1 = 64P
5
5n � 40P 35n + 5P5n ;

P7n+1 = 512P
7
7n � 448P 57n + 112P 37n � 7P7n

P9n+1 = 4096P
9
9n � 4608P 79n + 1728P 59n � 240P 39n + 9P9n

sonuçlar¬elde edilir.

2.2 (p; q)�Genelleştirilmi̧s Lucas Dizisi fVkng ·Için ·Indirgeme Ba¼g¬nt¬s¬

Bu bölümde k herhangi bir pozitif tek tamsay¬olmak üzere genelleştirilmi̧s Lucas
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dizisi fVkng için birinci basamaktan lineer olmayan bir indirgeme ba¼g¬nt¬s¬elde ede-

ce¼giz.

Teorem 2.2.1: Her k > 1 tek tamsay¬s¬ve her n > 0 tamsay¬s¬için

Ei;k =

�
(k � 1) =2 + i

2i+ 1

�
2k

2i� k + 1
; 0 � i < (k � 1)=2

olmak üzere (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas say¬lar¬birinci basamaktan lineer olmayan

Vkn+1 = V k
kn � (�1)

k�1
2

(k�3)=2X
i=0

(�1)iEi;kqk
n( k�12 �i)V 2i+1

kn

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar.

·Ispat: ·Ilk olarak (p; q)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisinin Binet formülünden

Vkn = �k
n

+ �k
n

dir. Bu eşili¼gin her iki taraf¬n¬n k: kuvveti al¬n¬rsa,

V k
kn =

kX
j=0

�
k

j

�
�jk

n

�(k�j)k
n

sonucu elde edilir. Bu son eşitli¼gin sa¼g taraf¬ aç¬k bir şekilde aşa¼g¬daki gibi ya-

z¬labilir:

V k
kn =

�
k

0

�
�k

n+1

+

�
k

1

�
�k

n

�(k�1)k
n

+

�
k

2

�
�(k�2)k

n

�2k
n

+

�
k

3

�
�(k�3k

n

�3k
n

+ :::+

�
k

k � 3

�
�3k

n

�(k�3)k
n

+

�
k

k � 2

�
�2k

n

�(k�2)k
n

+

�
k

k � 1

�
�k

n

�(k�1)k
n

+

�
k

k

�
�k

n+1
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ve böylece

V k
kn =

�
�k

n+1

+ �k
n+1
�
+

�
k

1

�
(��)k

n
�
�(k�2)k

n

+ �(k�2)k
n
�

+

�
k

2

�
(��)2k

n
�
�(k�4)k

n

+ �(k�4)k
n
�

+:::+

�
k
k�1
2

�
(��)(

k�1
2
)kn ��kn + �k

n�
= Vkn+1 +

(k�1)=2X
j=1

�
k

j

�
qk

njV(k�2j)kn :

Böylece herhangi bir pozitik k tek tamsay¬s¬için

V k
kn = Vkn+1 +

(k�1)=2X
j=1

�
k

j

�
qjk

n

V(k�2j)kn : (2.2.1)

sonucu elde edilir. Lemma 2.1�in (iv) ş¬kk¬gözönüne al¬narak yukar¬daki son eşitlik

Vkn+1 = V k
kn �

k�1
2X
j=1

k�1
2
�jX

i=0

�
k

j

��
(k + 1) =2 + i� j

2i+ 1

�
(�1)

k�1
2
�j+i qk

n( k�12 �i)

� k � 2j
(k + 1) =2 + i� j

V 2i+1
kn

şeklinde yaz¬labilir. Son eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda bulunan iki toplam¬n s¬ralar¬n¬n yer

de¼gi̧stirilmesi ile

Vkn+1 = V k
kn �

k�1
2X
i=0

k�1
2
�iX

j=1

�
k

j

��
(k + 1) =2 + i� j

2i+ 1

�
(�1)

k�1
2
�j+i qk

n( k�12 �i)

� k � 2j
(k + 1) =2 + i� j

V 2i+1
kn

ve buradan da son eşitli¼gin sa¼g taraf¬

V k
kn �

k�3
2X
i=0

k�1
2
�iX

j=1

(�1)j
�
k

j

��
(k + 1) =2 + i� j

2i+ 1

�
k � 2j

(k + 1) =2 + i� j

� (�1)
k�1
2
+i qk

n( k�12 �i)V 2i+1
kn :
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şeklinde olur.

Burada

Ei;k =

�
(k � 1) =2 + i

2i+ 1

�
2k

2i� k + 1

olarak al¬n¬r ve (2.1.4) ile verilen eşitlikte m = (k � 1) =2� i al¬n¬rsa

Vkn+1 = V k
kn � (�1)

k�1
2

(k�3)=2X
i=0

(�1)iEi;kqk
n( k�12 �i)V 2i+1

kn

formülü elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Örne¼gin Teorem 2.2.1�de s¬ras¬yla k = 5; 7 ve k = 9 al¬n¬rsa

V5n+1 = V 5
5n � 5q5

n
V 3
5n + 5q

5n2V5n ;

V7n+1 = V 7
7n � 7q7

n
V 5
7n + 14q

7n2V 3
7n � 7q7

n3V7n

ve

V9n+1 = V 9
9n � 9q9

n
V 7
9n + 27q

9n2V 5
9n � 30q9

n3V 3
9n + 9q

9n4V9n

sonuçlar¬elde edilir.

Daha özel olarak, e¼ger p = 1 ve q = �1 olarak al¬n¬rsa fVng dizisi bilinen Lucas

dizisine dönüşür ve bu durumda

L5n+1 = L55n + 5L
3
5n + 5L5n ;

L7n+1 = L77n + 7L
5
7n + 14L

3
7n + 7L7n

ve
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L9n+1 = L99n + 9L
7
9n + 27L

5
9n + 30L

3
9n + 9L9n

özel durumlar¬elde edilir.

2.3 Genelleştirilmi̧s Lucas Dizisi fvkng ·Için ·Indirgeme Ba¼g¬nt¬s¬

Şimdi ise k herhangi bir pozitif çift tamsay¬olmak üzere genelleştirilmi̧s Lucas dizisi

fvkng için bir indirgeme ba¼g¬nt¬s¬elde edece¼giz:

Teorem 2.3.1: Her k > 0 çift tamsay¬s¬ve her n > 0 tamsay¬s¬için,

Hi;k = (�1)i
�
k=2 + i� 1

2i

�
2k

k � 2i ; 0 � i � (k � 2)=2;

olmak üzere

vkn+1 = vkkn + (�1)
k
2

(k�2)=2X
i=0

Hi;kv
2i
kn

dir.

·Ispat: Genelleştirilmi̧s Lucas disizi fvng �nin Binet formülünden,

vkn = 
k
n

+ �k
n

olup bu eşili¼gin her iki taraf¬n k: kuvveti al¬n¬rsa

vkkn =

kX
j=0

�
k

j

�
�jk

n


(k�j)k
n

sonucu elde edilir. Yukar¬daki son eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬aşa¼g¬daki gibi daha aç¬k bir
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şekilde yazal¬m:

vkkn =

��
k

0

�

k

n+1

+

�
k

1

�

(k�1)k

n

�k
n

+

�
k

2

�

(k�2)k

n

�2k
n

+ : : :+�
k

k � 2

�

2k

n

�(k�2)k
n

+

�
k

k � 1

�

k

n

�(k�1)k
n

+

�
k

k

�
�k

n+1

�
=

��

k

n+1

+ �k
n+1
�
+

�
k

1

�
(
�)k

n
�

(k�2)k

n

+ �(k�2)k
n
�

+

�
k

2

�
(
�)2k

n
�

(k�4)k

n

+ �(k�4)k
n
��

+ : : :+�
k
k�2
2

�
(
�)(

k�2
2
)kn
�

(k�(k�2))k

n

+ �(k�(k�2))k
n
�
+

�
k

k=2

�
(
�)(

k
2
)kn
�

= vkn+1 +

�
k

k=2

�
(�1) k

n+1

2 +

(k�2)=2X
j=1

�
k

j

�
(�1)jknv(k�2j)kn :

Böylece herhangi bir pozitif k çift tamsay¬s¬için

vkkn = vkn+1 + (�1)k
n+1=2

�
k

k=2

�
+

(k�2)=2X
j=1

�
k

j

�
(�1)jknv(k�2j)kn

sonucu elde edilmi̧s olur.

Yukar¬daki eşitlikte bulunan v(k�2j)kn ifadesinin yerine, Lemma 2.1�in (v) ş¬kk¬nda

verilen eşitlik kullan¬l¬rsa,

vkkn = vkn+1 + (�1)k
n+1=2

�
k

k=2

�

+

k�2
2X
j=1

k
2
�jX
i=0

(�1)(k=2�j+i)
�
k

j

��
k=2� j + i

2i

�
k � 2j

k=2� j + i
v2ikn

sonucu elde edilir. Bu son eşitlikteki iki toplam¬n s¬ras¬n¬n yeri de¼gi̧stirilirse

vkkn = vkn+1 +

k�2
2X
i=0

k
2
�iX

j=1

(�1)(k=2�j+i)
�
k

j

��
k=2� j + i

2i

�
k � 2j

k=2� j + i
v2ikn
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sonucuna ulaş¬l¬r. Burada

Hi;k = (�1)i
�
k=2 + i� 1

2i

�
2k

k � 2i ; 0 � i � (k � 2)=2;

olarak al¬n¬r ve (2.1.4) ile verilen eşitlikte m = k=2� i al¬n¬rsa

vkn+1 = vkkn + (�1)
k
2

(k�2)=2X
i=0

Hi;kv
2i
kn

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Örne¼gin, Teorem 2.3.1.� de s¬ras¬yla k = 4; 6; 8 ve k = 10 olarak al¬n¬rsa

v4n+1 = v44n � 4v24n + 2;

v6n+1 = v66n � 6v46n + 9v26n � 2;

v8n+1 = v88n � 8v68n + 20v48n � 16v28n + 2

ve

v10n+1 = v1010n � 10v810n + 35v610n � 50v410n + 25v210n � 2

olarak bulunur.
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3. (p; q)�GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ LUCAS D·IZ·IS·I fVkng ·IÇ·IN B·IR

POL·INOM GÖSTER·IM·I

Bu bölümde k herhangi bir pozitif çift tamsay¬olmak üzere (p; q)�genelleştirilmi̧s

Lucas dizisi fVkng �nin terimlerini (p; q)�genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fUkng �nin

terimlerinin k: dereceden bir polinomu olarak yaz¬labilece¼gini gösterece¼giz.

Teorem 3.1: Her k > 0 çift tamsay¬s¬ve her n > 0 tamsay¬s¬için

Di;k =
2k

k + 2i

�
i+ k=2

2i

�
; 0 � i � (k � 2)=2

olmak üzere

Vkn+1 =

k=2X
i=0

Di;k4iU2iknq
kn(k=2�i)

dir.

·Ispat: Binet formülünden

Ukn =
�k

n � �k
n

�� �

olup, bu eşitlikte her iki taraf¬n k-inci kuvveti al¬n¬rsa, �� � = 41=2 olmak üzere

Uk
kn =

1

4k=2

kX
j=0

�
k

j

�
(�1)j �jkn�(k�j)kn (3.1)

elde edilir. (3.1) ile verilen eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬aşa¼g¬daki gibi daha aç¬k bir şekilde

yazal¬m:

Uk
kn =

1

4k=2

��
k

0

�
�k

n+1 �
�
k

1

�
�(k�1)k

n

�k
n

+

�
k

2

�
�(k�2)k

n

�2k
n

+:::+

�
k

k � 2

�
�2k

n

�(k�2)k
n �

�
k

k � 1

�
�k

n

�(k�1)k
n

+

�
k

k

�
�k

n+1

�
=

1

4k=2

��
�k

n+1

+ �k
n+1
�
�
�
k

1

�
(��)k

n
�
�(k�2)k

n

+ �(k�2)k
n
�

+

�
k

2

�
(��)2k

n
�
�(k�4)k

n

+ �(k�4)k
n
�
+ :::+ (�1)

k
2

�
k
k
2

�
(��)

k
2
kn
�
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ve buradan

Uk
kn =

1

4k=2

0@Vkn+1 + (�1) k2 �kk
2

�
q
kn+1

2 +

(k�2)=2X
j=1

�
k

j

�
(�1)jqjknV(k�2j)kn

1A
sonucu elde edilir. Yukar¬daki eşitlikte V(k�2j)kn ifadesinin yerine, Lemma 2.1� in

(iii) ş¬kk¬nda verilen eşitlik yaz¬l¬r ve toplam¬n s¬ras¬n¬n yeri de¼gi̧stirilirse;

Uk
kn =

1

4k=2

�
Vkn+1 + (�1)

k
2 qk

n+1=2

�
k

k=2

�
+

k�2
2X
j=1

k
2
�jX
i=0

�
k

j

�
(�1)j k � 2j

k=2� j + i

�
�
k=2� j + i

2i

�
4iqk

n(k=2�i)U2ikn

�

=
1

4k=2

0@Vkn+1 +
k�2
2X
i=0

k
2
�iX

j=1

(�1)j k � 2j
k
2
� j + i

�
k

j

��
k
2
� j + i

2i

�
qk

n(k=2�i)4iU2ikn

1A
elde edilir. E¼ger (2.1.4)�da 1 � m � k=2 için (2.1.4) ile verilen formülde m = k

2
� i

al¬n¬rsa

Di;k =
2k

k + 2i

�
i+ k=2

2i

�
olmak üzere,

Uk
kn =

1

4k=2

0@Vkn+1 � (k�2)=2X
i=0

Di;k4iU2iknq
kn(k=2�i)

1A
yaz¬labilir. Bu son eşitlikten Vkn+1 de¼geri yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

Vkn+1 = Uk
kn4k=2 +

(k�2)=2X
i=0

Di;k4iU2iknq
kn(k=2�i)

ve böylece

Vkn+1 =

k=2X
i=0

Di;k4iU2iknq
kn(k=2�i)

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Örne¼gin, e¼ger bu son sonuçta s¬ras¬yla k = 4; 6 ve k = 8 al¬n¬rsa, 4 = p2� 4q olmak
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üzere

V4n+1 = 42U44n + 44U24nq4
n
+ 2q4

n2;

V6n+1 = 43U66n + 642U46nq
6n + 94U26nq6

n2 + 2q6
n3

ve

V8n+1 = 44U88n + 843U68nq
8n + 2042U48nq

8n2 + 164U28nq8
n3 + 2q8

n4

örnekleri elde edilir.

Burada daha özel olarak, p = 1 ve q = �1; al¬nmas¬durumunda (1;�1)� genelleştiril-

mi̧s Fibonacci fUng ve Lucas fVng dizileri bilinen Fibonacci fFng ve Lucas fLng

dizisine dönüşür ve bu durumda k = 4; 6 ve k = 8 için

L4n+1 = 25F
4
4n + 20F

2
4n + 2;

L6n+1 = 125F
6
6n + 150F

4
6n + 45F

2
6n + 2

ve

L8n+1 = 625F
8
8n + 1000F

6
8n + 500F

4
8n + 80F

2
8n + 2

formülleri elde edilir.

Son olarak, e¼ger p = 2 ve q = �1 olarak al¬n¬rsa (2;�1)�genelleştirilmi̧s Fibonacci

dizisi fUng ; bilinen Pell dizisi fPng �e ve (2;�1)�genelleştirilmi̧s Lucas dizisi fVng

ise Pell-Lucas dizisi fQng�e dönüşür. Bu durumda k = 4; 6 ve k = 8 için

Q4n+1 = 64P
4
4n + 32P

2
4n + 2;
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Q6n+1 = 512P
6
6n + 384P

4
6n + 72P

2
6n + 2

ve

Q8n+1 = 4096P
8
8n + 4096P

6
8n + 1280P

4
8n + 128P

2
8n + 2

sonuçlar¬na ulaş¬l¬r.

30



4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FIBONACCI SAYILARINI ·IÇEREN BAZI

BA¼GINTILAR

Giri̧s bölümünde Fibonacci say¬lar¬için

F3n =

n�1Y
k=0

(L2:3k � 1) ; n > 0

formülü verilmi̧sti. Daha sonra k pozitif çift tamsay¬s¬ve n � 1 tamsay¬s¬için

Fkn = Fk

n�1Y
i=1

24 k=2X
j=1

L(2j�1)ki

35
ve k pozitif tek tamsay¬s¬ve n � 1 tamsay¬s¬için

Fkn = (�1)(n�1)(k�1)=2Fk
n�1Y
i=1

241 + (k�1)=2X
j=1

(�1)jL2jki

35
sonuçlar¬verilmi̧sti.

Bu bölümde k pozitif tamsay¬s¬n¬n tek ve çift olma durumlar¬n¬göz önüne alarak,

yukar¬da verilen sonuçlar¬genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fukng için elde edece¼giz.

Genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fung ve genelleştirilmi̧s Lucas dizisi fvng�nin Binet

formüllerinin 8n > 0 do¼gal say¬s¬için

un =

n � �n


 � �

ve

vn = 
n + �n

oldu¼gunu tekrar hat¬rlatal¬m.

Şimdi k pozitif tamsay¬s¬n¬n tek ve çift olma durumlar¬na göre iddia etti¼gimiz genel
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durumlar¬verece¼giz.

Teorem 4.1: Her k � 2 çift tamsay¬s¬ve n � 1 tamsay¬s¬için

ukn = uk

n�1Y
i=1

0@ k=2X
j=1

v(2j�1)ki

1A
dir.

·Ispat: Aç¬kça

ukn = uk
uk2

uk

uk3

uk2

uk4

uk3
:::

ukn

ukn�1
= uk

n�1Y
i=1

uki+1

uki

yaz¬labilir. Buradan da
ukn

uk
=

n�1Y
i=1

uki+1

uki

oldu¼gu kolayca görülür.

Ayr¬ca her k � 2 çift tamsay¬s¬ve herhangi X ve Y tamsay¬lar¬için, Swamy (1997)

Xk � Y k

X � Y
=

k=2�1X
j=0

(XY )j
�
Xk�2j�1 + Y k�2j�1�

formülünü vermi̧stir. Bu formülde X = 
n ve Y = �n olarak al¬n¬r ve genelleşti-

rilmi̧s Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formülü kullan¬l¬rsa

ukn
un

=

k=2�1X
j=0

(
�)jn
�

(k�2j�1)n + �(k�2j�1)n

�
=

k=2�1X
j=0

(�1)jnv(k�2j�1)n (4.1)

sonucu elde edilir. Buradan son eşitlikte n yerine ki al¬nmas¬sonucunda

uki+1

uki
=

k=2�1X
j=0

(�1)jkiv(k�2j�1)ki

=

k=2X
j=1

v(2j�1)ki
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olur. Ayr¬ca biliyoruz ki
ukn

uk
=

n�1Y
i=1

uki+1

uki

olup, bu son iki eşitlikten

ukn = uk

n�1Y
i=1

uki+1

uki

= uk

n�1Y
i=1

0@ k=2X
j=1

v(2j�1)ki

1A
eşitli¼gi elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Örne¼gin k = 4 al¬n¬rsa,

u4n = u4

n�1Y
i=1

(v4i + v4i3)

eşitli¼gi elde edilir. Özel olarak p = 1 durumunda ise genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi

fung ve Lucas dizisi fvng ; bilinen Fibonacci ve Lucas dizilerine indirgenir ve böylece

F4n = 3
n�1Y
i=1

(L4i + L4i3)

sonucu elde edilir. Koshy (2001)�den biliyoruz ki

Lm+n + Lm�n =

8<: 5FmFn e¼ger n bir tek tamsay¬ise,

LmLn e¼ger n bir çift tamsay¬ise,

dir. E¼ger m = 4i2 ve n = 4i al¬n¬rsa

L4i3 + L4i = L4i2L4i

olacakt¬r. O halde sonuç olarak

F4n = 3
n�1Y
i=1

L4i2L4i
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olur.

Şimdi baz¬ara sonuçlar verelim.

Genelleştirilmi̧s Lucas dizisi fvng�nin ve genelleştirilmi̧s Fibonacci dizisi fung�nin

Binet formülleri gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, � = p2 + 4 olmak üzere

rX
i=1

(�1)i vai =

rX
i=1

(�1)i �ai +
rX
i=1

(�1)i �ai

=
��a + (�1)r (�a)r+1

1 + �a
+
��a + (�1)r (�a)r+1

1 + �a

=
(�1)a+r var + (�1)r va(r+1) � va � 2 (�1)a

va + 1 + (�1)a
(4.2)

ve

va+b � (�1)b va�b = �uaub (4.3)

sonuçlar¬elde edilir.

Teorem 4.2: Her k > 1 tek tamsay¬s¬ve n � 1 tamsay¬s¬için

ukn = (�1)(n�1)(k�1)=2 uk
n�1Y
i=1

0@1 + (k�1)=2X
j=1

(�1)j v2kij

1A
dir.

·Ispat: Burada k�n¬n pozitif tek tamsay¬olmas¬n¬gözönüne alarak, ispat¬iki du-

rumda ele alaca¼g¬z.

1. Durum: E¼ger (k � 1) =2 bir çift tamsay¬ise (4.2) ve (4.3) ile verilen eşitliklerden

ukn = uk

n�1Y
i=1

uki+1

uki

= uk

n�1Y
i=1

�
1 +

�uki+1uki

�ukiuki
� 1
�
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= uk

n�1Y
i=1

 
1 +

vki+1+ki � (�1)k
i

vki+1�ki

vki+ki � (�1)k
i

vki�ki
� 1
!

= uk

n�1Y
i=1

 
1 +

v2ki( k+12 )
+ v2ki( k�12 )

� v2ki � 2
v2ki + 2

!

= uk

n�1Y
i=1

0@1 + (k�1)=2X
j=1

(�1)j v2kij

1A
= (�1)(n�1)(k�1)=2 uk

n�1Y
i=1

0@1 + (k�1)=2X
j=1

(�1)j v2kij

1A :

sonucu elde edilir. Böylece (k � 1) =2�nin bir çift tamsay¬olmas¬durumunda ispat

tamamlan¬r.

2. Durum: E¼ger (k � 1) =2 bir tek tamsay¬ise bu durumda

ukn = (�1)n�1 uk
n�1Y
i=1

�
�uki+1
uki

�
= (�1)n�1 uk

n�1Y
i=1

�
1� �uki+1uki

�u2
ki

� 1
�

= (�1)n�1 uk
n�1Y
i=1

 
1 +

�v2ki( k+12 ) � v2ki( k�12 )
� v2ki � 2

v2ki + 2

!

= (�1)n�1 uk
n�1Y
i=1

0@1 + (k�1)=2X
j=1

(�1)j v2kij

1A :

sonucu elde edilir. Böylece (k � 1) =2�nin bir tek tamsay¬olmas¬durumunda ispat

tamamlan¬r. O halde iddiam¬z ispatlanm¬̧s olur.

Örne¼gin k = 5 ve p = 1 için un = Fn ve vn = Ln olacakt¬r. O halde

F5n = 5
n�1Y
i=1

(1� L2ki + L4ki)

olur. Koshy (2001)�nin verdi¼gi

Lm+n � Lm�n =

8<: 5FmFn e¼ger n bir tek tamsay¬ise,

LmLn e¼ger n bir çift tamsay¬ise,
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sonuç gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, k pozitif tek tamsay¬olmak üzere

L4ki � L2ki = 5F3kiFki

olur ve sonuç olarak

F5n = 5

n�1Y
i=1

(5F3kiFki + 1)

elde edilir.
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