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Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, ikinci basamaktan (p, ¢) —genellestirilmis Fibonacci ve (p, ¢) —genel-
lestirilmis Lucas dizilerinin bazi alt dizileri icin birinci basamaktan lineer olmayan
indirgeme kurallar: elde edilmistir. Son olarak genellestirilmis Lucas dizisi {vgn } igin
k’ nin ¢ift olmas1 durumunda indirgeme bagmtisi elde edilmigtir.

Uciincii boliimde, (p, ¢) —genellestirilmis Lucas dizisi i¢in bir polinom gésterimi ve-
rilmigtir.

Dordiincii boliimde, genellestirilmis Fibonacci dizisinin terimlerini iceren bazi bagin-

tilar elde edilmigtir.
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1. GIRIS

Fibonacci sayilari, her n > 1 dogal sayis1 ve Fy =0, F; =1 igin

Fn+1:Fn+Fn—1

indirgeme bagmtisiyla tanmimlanir. Burada F,,; n-inci Fibonacci sayis1 ve {F,} ise

elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan Fibonacci dizisidir.

Lucas sayilar1 ise her n > 1 dogal sayis1 ve Lo = 2, L1 = 1 olmak {izere,
Ln+1 =Lyp+ Ln

indirgeme bagintisi ile tamimlanmir. Burada L,; n-inci Lucas sayisi ve {L,} ise ele-

manlar1 Lucas sayilarindan olugan Lucas dizisidir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin gegitli genellegtirilmeleri baz1 yazarlar tarafindan elde
edilmis ve bunlarin gesitli 6zellikleri incelenmistir (Hoggat 1969, Vorob’ev 1978,
Vajda 1989, Robbins 1993, Koshy 2001).

Fibonacci dizisinin bir genellestirilmesi, A = p? — 4¢ # 0 olacak sekilde p ve ¢
sifirdan farkli tamsayilar olmak {izere her n > 1 tamsayisi, Uy = 0 ve U; = 1
baslangic kosullar i¢in

Unt1 = pUp — qUy

seklinde tanimlanir (Robbins 1993).

Bu tiir genellegtirilmis Fibonacci dizisine, (p,q) —genellestirilmis Fibonacci dizisi

adin1 verecegiz.

Benzer sekilde, (p, q) —genellestirilmis Lucas dizisi ise A = p* —4q # 0 olacak sekilde

p ve q sifirdan farkli tamsayilar olmak {izere her n > 1 tamsayisi, Vo =2 ve V] = p



baglangic kosullar: igin

Vn+1 = an - qvnfl

indirgeme bagintisi ile tanimlanir (Robbins 1993).

Eger p = —q = 1 almrsa U,, = F;, ve V,, = L,, olur.

Bu tez boyunca, {U,} ve {V,} dizilerinde ¢ = —1 olmasi durumlarimi sirasiyla
{un} ve {v,} ile gosterecegiz. Bu iki diziye sirasiyla genellegtirilmis Fibonacci ve

genellestirilmis Lucas dizileri adin1 verecegiz.

(p, q) —Genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} ve (p, q) —genellestirilmis Lucas dizisi
{V,}’ nin bu iki 6zel durumunu tanmimlamamizin sebebi ise inceleyecegimiz ve elde
etmeye galigacagimz gesitli ozelliklerin bazen sadece {u,} ve {v,} dizileri i¢in elde
edilebilir olmasidir. Bu tezin 4. Boliimiinde bu iki say1 dizisinin yani genellestirilmig
Fibonacci dizisi {u,} ve genellestirilmis Lucas dizisi {v,}’ nin ¢esitli 6zelliklerini

elde edecegiz.

Simdi Fibonacci sayilarinin Binet gosteriminden bahsedecegiz. Fransiz matematikgi
Binet ilk kez 1843 yilinda, Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in Binet formiillerini ver-

mistir (Vajda 1989, Koshy 2001); ¥n > 0 dogal sayist icin

¢" — "
F, =
¢ =1
ve
Ln:¢n+wn

seklindedir. Burada ¢ ve 1, Fibonacci sayilarinin karakteristik polinomu 22 — 2 — 1’

m kokleridir. Yani ¢ = Y5 ~ 1.61803 ve ¢ = 155 ~ —0.61803’ dir.

Benzer sekilde (p, ¢) —genellegtirilmis Fibonacci dizisi {U,, } ve (p, ¢) —genellestirilmisg



Lucas dizisi {V,,} icin Binet formiilleri; Vn > 0 dogal sayist igin

v, = =0
a—f

ve
Vo =a"+ 3"

seklindedir. Burada a ve 3, {U,} ve {V,,} dizilerinin karakteristik polinomu z? —
pr + ¢ = 0’ 1 kokleridir.

Simdi bu bahsedilen Binet formiiliiniin genel olarak (p, ¢) —genellegtirilmig Fibonacci

sayilar1 icin nasil elde edilecegini gosterelim.

(p, q) —Genellestirilmis Fibonacci sayilari, A = p* — 4q # 0 olacak sekilde p ve
q sifirdan farkli tamsayilar olmak iizere her n > 1 tamsayisi, Uy = 0 ve U; = 1
baslangic kosullar1 igin

Uny1 = pUpn — qU, 1

indirgeme kurali ile tamimlanmisti. Indirgeme dizilerinin birer fark denklemi ol-
masindan dolayr boyle bir dizinin karakteristik denklemi, U, yerine z" alinarak

bulunur. Boylece

n 1

T +1 :pxn _ C]ZEn_

olup, bu esitligin her iki tarafim 2”1’ e bolersek bu dizinin karakteristik denklemi
2 _
z*—pr+q=0

olarak elde edilir. Buradal o ve (3’ nin (p, q) —genellestirilmis Fibonacci dizisi

{U,}'nin karakteristik polinomu z? — px + ¢’ 1 kokleri olmak iizere, agikga;

oo VP4 Veﬁ,:p—\/p?—élq
2
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dir. Bu dizinin genel ¢oziimii

U, = Aa" + Bj"

seklindedir.Buradaki A ve B skalerleri, baglangi¢ kosullari yerine yazilarak elde
edilen lineer denklem sisteminin coziilmesiyle elde edilir. Bu dizinin iki baslangig

kosulunu gozoniine alirsak,

Uy = Aa® + BB° = 0

ve
U =Ad' +Bp' =1
olacagini biliyoruz. Eger
Aa® + BB’ =0
Aot + BB =1

lineer denklem sistemini Cramer metoduyla ¢ozersek, buradan

1 1
ve B=—

a—pf a—p

olarak bulunur. Boylece

m:Aw+Bm:9;%;

olur. Binet formiilii bize bu dizinin herbir teriminin, dizinin karakteristik denkle-

minin koklerinin kuvvetlerinin lineer kombinasyonu seklinde yazilabilecegini belirtir.

Benzer sekilde (p, q) —genellegtirilmis Lucas dizisi ile (p, ¢) —genellestirilmis Fibonacci
dizisinin indirgeme kurali ayni1 oldugundan karakteristik denklemleri ve karakteristik

kokleri aynidir. Buna gore genellestirilmis Lucas dizisi i¢in

V, = Ca" + D"



olacak gekilde C' ve D skalerlerini belirleyelim. Burada {V,} dizisinin baglangig
kosullarini1 gozoniine alarak,

VWw=C+D=2

ve

V1:COé+D6:1

yazariz. Buradan
C+D=2

Ca+Dp=1

lineer denklem sistemini ¢ozersek, ¢oziimii C' = D = 1 olarak buluruz. Boylece

V,=a"+ 3"

sonucu ortaya ¢ikar. Boylece {V,,} dizisi i¢in bahsedilen Binet formiilii elde edilmisg

olur.

Burada ozel olarak genellestirilmis Fibonacci ve genellestirilmis Lucas dizilerinin

Binet formiilleri ise

" —0"
Uy =
v—9
ve
v, =" 49"

seklindedir. Burada v ve § ise genellegtirilmis Fibonacci dizisi {u,, } ve genellegtirilmis

Lucas dizisi {v, }'nin karakteristik polinomu z? — px + 1’ in kokleridir.

Simdi (p, q) —genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} ve (p, q¢) —genellegtirilmig Lucas



dizisi {V,,} ’ nin bilinen baz1 6zel durumlarim agagida belirtelim:

U, Ip|q 2 —pr+q=0|U, = % (p, q) —Gen. Fibonacci
el g 22—pr+q=0|V,=a"+8" | (p,q) —Gen. Lucas

Uy [ p| —1 2> —pr—1=0| u, = v’;:g” Gen. Fibonacci

v, || p | —1 22 —pr—1=0|v,=9"+6" | Gen. Lucas

E, |1 -1 2?—x—1=0| F, = ‘b;:zn Fibonacci

L, 1] -1 ?—x—-1=0| L, =¢" +¢" || Lucas

P, |2 -1 1?20 —-1=0| P, =% Pell

Qn 2] -1 22 —2r—1=0| Q,=c"+d" | Pell-Lucas

J, || 1] —2 2—x—2=0|J,= % Jacobsthal

g | 1] =2 22—x—-2=0| j, =e"+ f* || Jacobsthal-Lucas

Not: Yukarida 7. siitunda belirtilen sabitler, 6. stitunda verilen denklemlerin ¢oziim-

leridir.

Fibonacci dizisi {F},} ve onun baz alt dizilerinin gesitli 6zelliklerinden bahsetmeden

once Fibonacci dizisinin 6zel bir durumuna deginelim. Fibonacci dizisinin indirgeme

kuralinin, herbir Fibonacci sayisinin kendisinden ¢nceki ilk iki Fibonacci sayisinin

toplami seklinde verildigini biliyoruz. Eger biz bu kural geriye dogru ¢aligtirirsak

yani negatif indisli Fibonacci sayilarinin nasil bir indirgeme kurali saglayacagini

inceleyecek olursak, buradan Fy = 0 ve F; = 1 baglangi¢ kurallar: i¢in

Fi+F=F

kuralinin saglanmasi i¢in F_; = 1 olmasi gerektigini buluruz. Bir adim daha geriye

hareketle,

F o+ F , =F



olmasi gerektigini gozoniine alirsak, [ 5 = —1 oldugunu elde ederiz. Benzer sekilde
F s+ Fo=F,

olmas: gerektiginden buradan F_3 = 2 olarak buluruz. Genel olarak
F,=(-1)""F,

oldugu elde edilir.

Benzer sekilde negatif indisli Lucas sayilarinin ise

kuralim saglayacagi kolayca elde edilir (Vajda 1989).

Bilinen Fibonacci dizisi {F},} ve onun bazi alt dizilerinin gesitli tzellikleri birgok
yazar tarafindan ¢alisilmig ve incelenmistir. Fibonacci dizisinin indirgeme kuralina
karsilik cesitli alt dizileri acaba hangi indirgeme kurallarini saglayacaktir problemide
oldukga ilgi ¢cekmistir ve bazi yazarlar tarafindan bu konu hakkinda gegitli sonuclar
elde edilmistir. Ornegin Fibonacci dizisi {F,}’ nin cift indisli terimlerinden olusan

{F3,} dizisinin indirgeme kurali
Fo, = 3F5(n—1) — Fom—2)

seklindedir.

Buradan hareketle, n bir dogal say1 ve k herhangi bir tamsay1 olmak iizere { Fj,}

formundaki dizilerin
Frpn = L Fyn—1) + (—1)! Frn—2)

ile verilen indirgeme kuralimi sagladiklar1 elde edilmistir (Kili¢ ve Stanica 2009).



Burada L,,, n. Lucas sayisim1 gostermektedir.

Dikkat edilirse, k pozitif bir tamsay1 iken { F},, } formundaki diziler, Fibonacci dizisi

{F,}’ nin bir alt dizisidir. Fakat negatif k tamsayilar1 i¢cin bu durum dogru degildir.

Ayrica bu sonucun (p, q) —genellegtirilmig Fibonacci disizi {U,} i¢in
Ukn = VkUk(n—l) - quk(n—Q)

seklinde oldugu elde edilmistir (Kili¢ ve Stanica 2009). Burada V,,, (p,q) —genellesti-

rilmig Lucas dizisinin n. terimidir.

Benzer sekilde (p, ¢) —genellegtirilmis Lucas sayilar igin
Vin = vk:vk(n—l) - quk:(n—Q)
oldugu gosterilmistir.

Buraya kadar Fibonacci dizisinin, indisleri n dogal sayisinin bir pozitif tamsay1 kat
formundaki alt dizilerini gézoniine aldik. Bundan sonra ise Fibonacci dizisinin daha
farkli yapidaki alt dizilerini gdzoniine alacagiz ve onlarla ilgili baz1 6n bilgiler vere-

cegiz.
Simdi ilk problemimizin kaynagini olugturan ¢n bilgileri sunalim.

Stinchcomb (1994) tarafindan n > 0 igin, agagidaki birinci basamaktan kiibik in-



dirgeme bagintisinin ¢oziimii, bir problem olarak ortaya atilmistir:
Ap+1 = 5ai —3a,, ay=1.
Terr (1995) ise bu problemin ¢oziimiinii a,, = F3» olarak vermistir. Yani {F3»} dizisi
Fyny1 = 5F3, — 3F3n
indirgeme kuralini saglar.

Benzer gekilde Crux Mathematicorum (1994) dergisinde n > 0 olmak iizere,
bny1 = 2507 — 250 + 5b,, by =1

ile verilen indirgeme bagintisinin ¢oziimii, bir problem olarak sorulmustur. Bu prob-

lemin ¢oziimiiniin ise b, = Fs» oldugu ispatlanmigtir.

Ayrica yine aym dergide, Klamkin (1994) tarafindan n > 1 igin,

Apyr = A2-2, A =3,
Bnii = Bl—4B*+2 B, =T,
Copn = CS—6CE+9C2 -2, O =18,

ile verilen indirgeme bagmtilarinin ¢oziimleri sirasiyla A, = Lon, B, = L ve

C, = Lg» oldugu gosterilmistir.

Daha sonra Filipponi (1996) , makalesinde { F3»} dizisinin saglamig oldugu

Fynir = 5F5, — 3F3n, Fyo =1



indirgeme kuralindan yola gikarak, pozitif k tek tamsayisi ve n > 0 igin {Fjyn} ’lere,

Cip = (_1)(k+1)/2+i ((k +1) /2474 k 0<i<(k—3)/2

2 + 1 )(k+1)/2+i

olmak iizere
(k—3)/2

Fnin =50 VREE — N 510 F (1.1)

=0

birinci basamaktan lineer olmayan homogen indirgeme bagintisi bulmustur.

Ozel olarak k = 5,7 ve 9 degerleri icin
Fyni1 = 25F5, — 25F5, + 5Fsn,

Froer = 125F7, — 175F5, + T0F3, — TFm

ve

Fynir = 625Fy, — 1125Fy, + 675F5, — 150Fg, + 9Fyn

orneklerini vermigtir.

Bizim bu tezde ilgilenecegimiz iki temel problemden birincisi; Filipponi (1996)’ nin
(1.1) ile verdigi sonucu goz oniine alarak, bu sonucun ikinci basamaktan indirgeme
dizileri {U,} ve {V,} icin elde edilip edilemeyecegini aragtirmaktir. Bu problemi

asagidaki sekilde daha detayli bir sekilde agiklayalim:

e Filipponi (1996) tarafindan sadece pozitif k tek tamsayilar1 gozoniine alinarak
Fibonacci sayilari, Fyn, igin elde edilen sonuglari, (p,q) —genellegtirilmig Fi-

bonacci sayilari, Uyn, icin elde edilip edilemeyecegini aragtirmak,

e Yukarida Fibonacci sayilari ve pozitif k tek tamsayilar: i¢in elde edilen sonuglarin
(p, q) —genellegtirilmis Lucas sayilari, Vi, icin elde edilmesi durumunun ince-

lenmesi

e Yukarida genellegtirilmis (p,q) —genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari

10



icin elde edilebilen sonuclarin, pozitif k£ ¢ift tamsayilar icin de elde edilip

edilemeyecegi durumunun incelenmesi

e k pozitif bir ¢ift tam say1 olmak iizere; (p, q) — genellegtirilmis Lucas sayilarini,
(p,q) — genellegtirilmis Fibonacci sayilarinin k-inci dereceden bir polinomu

olarak ifade edilip edilemeyeceginin aragtirilmasidir.

Simdi ise ikinci problemimizin kaynagini olusturan bazi 6n bilgileri sunalim.

Usiskin (1973 a, b) agagidaki ifadelerin ispatlarin sormustur.

n—1

F3n — H (L2.3k - 1) 5 n > 0 (12)
k=0
n—1

Ly = [[(Losr+1), n>0 (1.3)

k=0

Sonrasinda Garfield (1974) ve Zeitlin (1974) tarafindan bu iki esitligin dogrulugu

ispatlanmigtir.

Janous (2001) tarafindan (1.2) ile verilen ¢arpimsal ifadenin degeri tekrar bir prob-
lem olarak ortaya atilmigtir. Seiffert (2002) bu problemin ¢oziimiine ithafen Filip-
poni (1996) 'nin makalesini referans gostererek kolayca ispatlanabilecegini sdylemis-

tir.

Filipponi (1996) makalesinde k tek tamsayisi ve n > 1 olmak tizere

n-1 (h-1)/2
Fin = (1) EDRE TT 114+ > (=1 Ly, (1.4)
i=1 j=1

oldugunu gostermistir. Benzer gekilde ¢ift £ tamsayilari igin ise

i=1 | j=1

11



sonucunu elde etmistir.

Eger (1.4)’ de k = 3 aliirsa Janous (2001) ve Usiskin (1973 a) ’in problemlerinin
cevabi elde edilir. Agikca

n—1 (k—1)/2
Fypo = (D" VBT |1+ > (1YL
i=1 j=1
n—1
= (=) 2] (1 - Law)
- =1
= 2] (Ls—1)
n—Zl 1
= (L3i2 - 1)
=0

sonucu elde edilir ki bu ise (1.2) ile verilen sonugtur.
Bizim bu tezdeki ikinci temel problemimiz ise Filipponi (1996)’ nin (1.4) ile vermis

oldugu sonucun, genellestirilmis Fibonacci sayilari, ui», igin elde edilip edilemeye-

ceginin aragtirilmasidir.

12



2. INDIRGEME BAGINTILARI

Bu boliimde k& herhangi bir pozitif tek tamsay1 olmak iizere (p, q¢) —genellegtirilmisg
Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in birinci basamaktan lineer olmayan indirgeme bagin-
tilar1 elde edilecektir. Daha sonra k herhangi bir pozitif ¢ift tamsay1 olmak {tizere

genellegtirilmig Lucas dizisi {vg»} i¢in indirgeme bagintisi elde edilecektir.
Simdi ileride verecegimiz sonuglarda kullanmak iizere agsagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 2.1: Her n,t > 0 tamsayilar igin, A = p?> — 4¢q olmak {izere

t

%+1 [t+k+1
) Ugtsiyn = Un § j Akgrt=h 2k
i) Uy t+k+1<2k+1) 4 n

t
. t+k
11) U(2t+1)n —U, (_1)t+k < o )q”(t_k)vn%,

2

~+

I
=

. )t-i-k 2041 <t +k+ 1) qn(tfk)v2k

v) Viereayn t+k+1\ 2k+1

t
2t [(t+k
9 Vi = 3 (-0 2 (1 ) ecov

k=0

esitlikleri saglanir.

Ispat: Bu lemmada iddia edilen sonuclar ispatlamak icin asagidaki iki formiilden
yararlanacagiz (Swamy 1997): Her m > 0 tamsayisi i¢in
lm/2] m m— k
X™4y™ = —1)F ——
RAED M

m—k
k=0

) (XY (X +y)m (2.1)

13



ve

L(m—1)/2]

X-Y k
k=0

Burada (2.1) ile verilen formiil literatiirde Waring formiilii olarak bilinmektedir.

i) Eger (2.1) ile verilen formiilde X = o™ Y = —3" almirsa, X +Y = VAU, ve
XY = —¢" olup buradan

_k m—2k
mn —1)ympgmn — _1k m m knkA m—2k
am o (1 = S () ) U

sonucu elde edilir. Bu son esitlikte m = 2t 4+ 1 alinarak,

t
2% +1 [2t+1—k 1
(2t+1)n @t+1)n _ )2 nk At—k+3 [72(t—k)+1
“ —F ,;0( T ( k )q "

esitligine ulagilir. Bu son esitligin her iki tarafi (a« — 3)’ ya boliiniir ve (p, ¢) —genelles-

tirilmis Fibonacci dizisinin Binet formiilii gozoniine alinirsa

t
2%+1 (241 k 1
U W = nkAt—k-i—*UQ(t—k)—l—l
(2+1) \/_ZQtnLl— (2t+1—2k:>q "n

t
— Un nAt kUQ(t k)
;2t+1—k<2(t—k)+l>q "

sonucu elde edilir. Burada ¢ — k yerine k alinirsa,

t

2t+1 (t+k+1
U Ak: n(tfkr)U2k
Ut+i)n Zt+k+1(2k+1> q n

sonucuna ulagilir. Boylece (i) maddesi ispatlanmig olur.

ii) (2.2) ile verilen formiilde X = o” ve Y = " alimwrsa, X +Y =V, ve XY = ¢"
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olup buradan

mn

5]
a;ﬁmn — _ 1)k (m — k- 1) nkvm—Zk—l

sonucu elde edilir. Son esitligin her iki tarafi (o — 3)’ ya boliiniir ve (p, q¢) —genel-

legtirilmis Fibonacci dizisinin Binet formiilii gbzoniine alinirsa

—k—-1

esitligi elde edilir. Bu son esitlikte m = 2¢ + 1 alinirsa

t
U —U -1 k 20—k nkv2(t—k)
(2t+1)n - n Z( ) k’ q n
k=0

olur. Burada t — k yerine k alinmasi ile,

t
FER
U(2t+1)n _ Un § (_1)t+k‘( ok )q (t k)vnzk
k=0

sonucuna ulagilir. Boylece (77) maddesi ispatlanmig olur.

iii) Eger (2.1) ile verilen formiilde benzer sekilde X = o™, Y = —p" alinirsa X +Y =
VAU, ve XY = —¢" olup boylece
5]

mn m m—k n m m—
a™ 4 (_1)m5 — (_1)km — < L >(_1>kq kA 22k Un 2k
k=0

SE

olur. Burada m = 2t alinir ve (p, ¢) —genellegtirilmis Lucas dizisinin Binet formiilii

kullanilarak .

2t 2t — k
Viy = E -1 2k =¥ nkAt—k(ﬂ(t—k)
2tn k:o( ) 2t — k <2(t — k))q "

esitligi elde edilir. Burada ¢ — k yerine k alinmasi sonucunda

t

2t [t + Kk
_ n(t—k)Ak 2k
Vain I;Hk(% )q Un

15



esitligine ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

iv) Yine benzer gekilde (2.1) ile verilen formiilde X = oY = " alimirsa X +
Y =V, ve XY = ¢" olup (p, q) —genellestirilmis Lucas dizisinin Binet formiiliinden

yararlanarak

sonucu elde edilir. Burada m = 2t + 1 alinirsa
t

2%+1 [ 2+1—k
Vi n = S Ve nky/2(t—k)+1
(@2t+1) 2;( )%+1—k(ﬂr—m+1)q »

olarak elde edilir. Eger ¢t — k yerine k alinirsa,

t
2041 t+k+1
Vi n=V, S G D n(tfk)v2k:
(2t+1) Z;( T T ke ) n

sonucuna ulagilir. Boylece ispat biter.

v) Eger (2.1) ile verilen formiilde X = o™, Y = " alimwrsa X +Y =V, ve XY = ¢"

olup buradan da

Q™ + ﬁmn _ (_1)k m (mk_ k) anvnmf%

sonucu elde edilir. Ayrica m = 2t alimir ve (p, ¢) —genellegtirilmis Lucas dizisinin

Binet formiilii kullanilarak
t

2t 2t -k
_ Z AL nky r2(t—k)

olup t — k yerine k alinirsa,

t

2 (t+k\ o
k=0

16



sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

2.1 (p, ¢) —Genellestirilmis Fibonacci Dizisi {U;»} I¢in Indirgeme Bagintis

Simdi & herhangi bir pozitif tek tamsay1 olmak tizere { Uy~ } dizisinin birinci basamak-
tan lineer olmayan bir indirgeme bagintisini sagladigini agagidaki teoremle gostere-

cegiz.

Teorem 2.1.1: Her n > 0 tamsayis1 ve k pozitif tek tamsayisi icin

o 2 (k+1)/2+i
T TR 2i 1 2 + 1

ve 0 <7 < (k—3) /2 olmak iizere (p, q) —genellestirilmis Fibonacci sayilar1 birinci

basamaktan lineer olmayan

(k—3)/2
Ukn+l = A(k_l)/2U]§n - Z Aiqkn(%ii)oi,k[]]?ﬁ_l
=0

indirgeme kuralini saglar.

Ispat: {U,} dizisinin Binet formiiliinden

aF" — ﬂkn

U’ﬂ:
k Oé—ﬂ

olup, bu esiligin her iki tarafinin k. kuvveti alinirsa, o — 5 = A2 olmak iizere

k
1 k ] S 1. —_s\Ln
Uk, = N7 Y <;) (—1)7 IR olh=o)k (2.1.1)
Jj=0

egitligi elde edilir. Bu son egitligin sag tarafinin agik bir gekilde yazilmasi ile agagidaki
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sonug elde edilir:

U,ffn = Ai/z ((g) I <7I’)Bk;na(k—1)k" + <§)szna(k_2)kn
o — <k ﬁ 2) Bl=2K" 20" (k ﬁ 1) BU=DR" Gk <:) ﬁknJrl)
= A}W <<ak"+1 B Bk"-‘-l) B (/1€> (aB)"" (Oé(k:72)k:" B 5(#2)1&1)
+(g> (aﬁ)%" (a(k%)k” _ 5(1@74);«71)

et (-1 (k_]fl) ()T (o — ﬁ’“”))

2

(k=1)/2

]- k kN J
= —A(k‘—l)/Q Ukn+l + Z (]) (_q ) U(k‘—Q])k‘"
j=1

Boylece herhangi bir pozitif k£ tek tamsayisi icin

(k—1)/2 L
Upnir = AFD2UE - 3 <j)q’“”j(—1)f Uh—2jyin (2.1.2)

j=1

sonucu elde edilir. Lemma 2.1° in (i) sikki gozoniine alinarak, (2.1.2) ile verilen

esitlik
Upnsr = A®D2UE (2.1.3)
3 e ()5, e st o
== AN A M ’

2 2 w . o . _ .
2 Y <k) ( it j> o g (e
i=0 j=1 J 2i+1 > tt—J
olup, bu son esitlikteki
(k—1)/2—i L ,
= Ji 2i+1 (k+1)/24i—j

18



toplaminin degerini C; ;, ile gosterelim. Bu durumda

(k—1)/2
UknJrl — A(k—l)/QUlicn o Z Az k” 772' ZkUQTZ;-Fl

sonucu elde edilir.

Tamm geregi C;—1)/2,x = 0 oldugundan yukaridaki formiil

(k—3)/2
Ukn+1 = A(kil)/2Uk Z Al qu 7—’6)U22+1

seklinde yazilabilir.

Riordan (1979)" dan biliyoruz ki 1 <m < (k —1) /2 i¢in

] o) B o BT

formiilii saglanir. Eger bu son esitlikte m yerine (% — 2) alinirsa,

oo % (k+1)/2+7i
e T2+ 2 + 1

olarak elde edilir ve sonug olarak
(k—3)/2
UknJrl _ A(k—l)/ZUk Z A@ k" 7—1 ku]372L+1
olur. Boylece iddia ispatlanmig olur.
Ornegin, A = p? — 4q olmak iizere sirasiyla k = 5,7 ve k = 9 degerleri icin

U5n+l = A2U§n + 5Aq5nU§n + 5q5n2U5n7

Upsr = ASUT, + 7027 UL, + 14Aq7"2U3, + 773U
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Ugnir = AU, + 9N UL, + 21A2¢7"2U3, + 300673 U3, + 9¢7 Uy

sonuclar elde edilir.

Ozel olarak, eger p = 1 ve ¢ = —1 alinirsa, (1, —1) —genellestirilmis Fibonacci dizisi
{U,}, bilinen Fibonacci dizisi { F},}’ e doniisiir ve bu durumda sirasiyla k = 5,7 ve
k =9 igin

Fanir = 25F3, — 25F3, + 5Fs,

Fouir = 125F7, — 175F5, + T0F3, — TFp

Fyur1 = 625F5, — 1125Fg, + 675F, — 150F 3, + 9Fyn

sonuclarina ulagilir..

Buna ilaveten, eger p = 2 ve ¢ = —1 alinirsa, (2, —1) —genellegtirilmis Fibonacci
dizisi {U,}, Pell dizisi {P,} e doniigiir ve bu durumda benzer gekilde sirasiyla k =
5,7 ve k=9 igin

Pyt = 64P5, — 40P3, + 5P,

Pror = 512P7, — 448P5, + 112P3, — 7Py

Py = 4096 Py, — 4608 P, + 1728 Py, — 240P3, + 9Pyx

sonuclar elde edilir.

2.2 (p, q) —Genellestirilmis Lucas Dizisi {V}»} I¢in Indirgeme Bagintis

Bu boéliimde k& herhangi bir pozitif tek tamsay1 olmak iizere genellestirilmis Lucas

20



dizisi {Vj» } igin birinci basamaktan lineer olmayan bir indirgeme bagintisi elde ede-

cegiz.

Teorem 2.2.1: Her k£ > 1 tek tamsayisit ve her n > 0 tamsayisi i¢in

(k—1)/2+1i\ 2k ‘
B = o< —1)/2
ik ( 2it1  Ja—kyr 0Si<k-D/

olmak iizere (p, q¢) —genellestirilmis Lucas sayilar: birinci basamaktan lineer olmayan

(k—3)/2
E—1

Ve = Vi — (-1)7 30 (-1) B (5 -1

=0

indirgeme bagintisini saglar.

Ispat: Ilk olarak (p, ¢) —genellestirilmis Lucas dizisinin Binet formiiliinden
Vin = o + 5%

dir. Bu esiligin her iki tarafinin k. kuvveti alinirsa,
k

-3 (B
=0

sonucu elde edilir. Bu son esitligin sag tarafi acik bir sekilde agagidaki gibi ya-

z1labilir:

vk = k aFmt ﬁkna(kq)k"_i_ k =2k g2k"
0 2
k

(k—3k" 3k™ 3k™ (k—3)k"
)a B 4+ .+ <k B 3)@ 15}

k 2K" g(k—2)h" k k" a(k—1)k" gt
- > o) s 5

_|_
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ve boylece

kan _ (ak"+1+6k"+1> ()(aﬁ) ( (k=2)k" | 6(k—2)k”>

+(’;) (aﬁ)%n <a(k 4k _{_B(k 4)k")

k kE=1ypn n n

+.. + (u) (04[)’)( )k (¥ + ")

2
(k=1)/2

k\ in.
- anJrl + Z <]>qk J‘/(k:—Qj)k:”'
j=1

Boylece herhangi bir pozitik £ tek tamsayisi i¢in

(k—1)/2

k
ViE = Vi + Z ( ) Vik_aj)kn- (2.2.1)

sonucu elde edilir. Lemma 2.17 in (iv) sikki gozoniine alinarak yukaridaki son esitlik

klkl'
Vs = VI — ZZ (>< 2)/—'_1 j)(_l)g i+ qk(z )
7j=1 =0

k—2j Y20+l
(k:—l—l)/2+@—j R

seklinde yazilabilir. Son esitligin sag tarafinda bulunan iki toplamin siralarimin yer
degistirilmesi ile

k=1 k—1_;

& R\ ((k+1) /240 -] bty (i
ot E (U e
i=0 j=1
k—2j 2i+1

X T
(k+1)/2+i—j F

ve buradan da son esitligin sag tarafi

== ——z

Vi - ZZ ()<(k+1z)/ﬁi_j)<k:+1k3722£i—j

=0 j=1

% (_1)T+z qk‘n<%7i) Vk%fﬂ.
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seklinde olur.

Burada

B, = ((k —1)/2+ z) 2k

21 +1 2i—k+1

olarak alimir ve (2.1.4) ile verilen esitlikte m = (k — 1) /2 — ¢ alinirsa

(k—3)/2
k—1

Vi = Vi = (1) ) (1) B pgt" (T )yt

i=0
formiilii elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornegin Teorem 2.2.1° de sirasiyla k = 5,7 ve k = 9 alinirsa
Ve = Vi — 5¢°" Vi3 + 5¢° Visn,

Vinir = Vi — 7q7 V3, + 14¢72V3, — 7¢" 3V

ve

Voni1 = Vg — 9¢° Vi + 27¢°" 2V, — 300”3V, + 9¢° 4 Vgn
sonuclar1 elde edilir.

Daha 6zel olarak, eger p = 1 ve ¢ = —1 olarak ahmirsa {V,,} dizisi bilinen Lucas

dizisine doniisiir ve bu durumda
Lgn+1r = LZ, + 5L3, + 5L5n,

Lonsr = LT, + TL3, + 1413, + TLyn
ve
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Lgnir = L3, + 9LT, + 27L%, 4 30L3, + 9Lgx

ozel durumlar: elde edilir.

2.3 Genellestirilmis Lucas Dizisi {v;»} Igin Indirgeme Bagintis1

Simdi ise k£ herhangi bir pozitif ¢ift tamsay1 olmak iizere genellegtirilmis Lucas dizisi

{vgn } i¢in bir indirgeme bagintisi elde edecegiz:

Teorem 2.3.1: Her k£ > 0 ¢ift tamsayisi ve her n > 0 tamsayist igin,

i (k/24+i—1\ 2k ,
Hir=(-1) </ . )m, 0<i<(k—-2)/2,

olmak iizere
(k—2)/2

k Z
/Ukn+l — Ukn 2 H k/Ukn

dir.
Ispat: Genellestirilmis Lucas disizi {vn} 'nin Binet formiiliinden,
Vgn = Y 4 M

olup bu esiligin her iki tarafin k. kuvveti alinirsa
[k
vr, = Z (j)gak" (kDR

=0

sonucu elde edilir. Yukaridaki son esitligin sag tarafini agagidaki gibi daha acik bir
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sekilde yazalim:

k n k‘ n n k n n
ok, = <(()) AR (1)7(k—1)k 5E" L <2)7(1§—2)/§ 52k

+
k 2k s(k—2)k k g bk (K okt
<k ) d "+ ro1 )7 d + p )
n+1 n+1 k n n _ n
= (G e« (oot (e ent)
n (vé)%n( (h—0)k" +5(’“—4)’“”>
2
+

k—2 n k kygn
) e e e (k/Q) (75)(2%)

(k—2)/2

k ntl k o
A (j)<—1>ﬂk S,

j=1
Boylece herhangi bir pozitif k ¢ift tamsayisi igin
L _1)k"*L/2 Y .
Vgpn = Ugn+1 + ( 1) <k’/2> + Z (])( 1)] U(kfzj)kn

j=1

sonucu elde edilmig olur.

Yukaridaki esitlikte bulunan v,_o;)» ifadesinin yerine, Lemma 2.1’ in (v) sikkinda

verilen egitlik kullanilirsa,

n k;
v = Ve (DT <k/2)

k—2 k .
iy (K (k)2 =5+ k—2j ,
§ :E : _ 1) (k/2=j+0) 2
+j:1 i:O( ) J 2i k/z_j_kivk/

sonucu elde edilir. Bu son esitlikteki iki toplamin sirasinin yeri degistirilirse

k2k~

iy (RN (R/2=G+0\ k=2
_ ) E :E : (k/2 J+i) J J 2
Vi = U (;)( 2i >k/2—j+¢”’“”

=0 j=1
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sonucuna ulagilir. Burada

i (k/24+1—1\ 2k ,
Hij = (-1) (/ 9 )m, 0<i<(k—2)/2

olarak almir ve (2.1.4) ile verilen esitlikte m = k/2 — i alinirsa

(k—2)/2

E 24
HZ kvkn

w\a-

Vgn+1 = 'Ukn

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornegin, Teorem 2.3.1." de sirasiyla k = 4,6, 8 ve k = 10 olarak alinirsa

Ugn+1 = U4n 4v4n + 2

Vgn+1 = Vo — 6vgn + 2, — 2,

Vgnt1 = V8, — 8vS, + 2008, — 1602, + 2

ve

Vign+1 = UlO” ].01)1071 + 351)10n 501}%0” + 251}%0" - 2

olarak bulunur.

26



3. (p,q) —-GENELLESTIRILMIiS LUCAS DiZzisi {V;.} iCIN BIiR
POLINOM GOSTERIiMIi

Bu boliimde & herhangi bir pozitif ¢ift tamsay1 olmak iizere (p, q) —genellegtirilmisg
Lucas dizisi {Vj»} 'nin terimlerini (p, ¢) —genellestirilmig Fibonacci dizisi {Uy» } 'nin

terimlerinin k. dereceden bir polinomu olarak yazilabilecegini gosterecegiz.

Teorem 3.1: Her k > 0 ¢ift tamsayis1 ve her n > 0 tamsayisi igin

ok (i+k/2 ,
Di = 5 S S -
g k+2i( 2i ) 0si<(k=-2)/2

olmak iizere
k/2

an+1 — Z Dz’kAZU%zL qkn(k/2_2)
i=0
dir.
Ispat: Binet formiiliinden

akn - /Bk.n

a—p

olup, bu esitlikte her iki tarafin k-inci kuvveti almirsa, a — 8 = A2 olmak tizere

Ukn -

k
Ul = 7 > ( ) (—1) pIF" qk=Dk (3.1)

=0

elde edilir. (3.1) ile verilen esitligin sag tarafini agagidaki gibi daha agik bir gekilde

yazalim:

1 k: n+1 k: _ n n k' _ n n
U,fn = i <<O)ak + (1>a(k 1)k ﬁk i (2>a(k 2)k 62k
k 2k™ p(k—2)kE™ k k" o(k—1)k" k gl
1 n+1 n+1 k n _ n _ n
= Az ((ak + L + ) _ <1) (aﬁ)k <a(k k" 4 gk=2)k )
N k ( B)an( (k—4)k™ (k—4)k" 1)
o )\ e + 3 + ...+ (-1)
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ve buradan

(k—2)/2

1 k kn+1 n
U = g (Ve + C0F ()05 4 5 (§) 0 Voo

sonucu elde edilir. Yukaridaki esitlikte V{;_oj)x» ifadesinin yerine, Lemma 2.1" in

(iii) sikkinda verilen esitlik yazilir ve toplamin sirasinin yeri degistirilirse;

k2k:

1 E n+1 ' ; k_2j
kn - n 12 k+/2 -
Uk N (Vk+1+( )? 4 k/? +ZZ k/Q—j—i—i

7j=1 =0
y (k/Q ;j + Z) Aiqk"(k/Q—i)Usjl)
i

k—2j (k\[(%—j+i K (k/2—i) Aip72i
- vknﬂ+zz W(])( S o ni

=0 j5=1

elde edilir. Eger (2.1.4)’ da 1 < m < k/2 icin (2.1.4) ile verilen formiilde m = £ —

2
2%k (i+k/2
Di -

* k+2i< 2 )

aliirsa

olmak {izere,

1 (k—2)/2
Uk = s | Vi = Y DansUR 2
=0

yazilabilir. Bu son egitlikten Vjn+1 degeri yalmiz birakilirsa,
(k—2)/2
Vin+1 = U]ankﬂ + Z Di,kAiU]?flqk"(k/Q—i)

1=0

ve boylece
k/2

an+1 Z D AZ nqk" (k/2—1)

sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Ornegin, eger bu son sonucta sirasiyla k = 4,6 ve k = 8 alimirsa, A = p? — 4¢ olmak
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lizere

V;anrl = AQUfn + 4AU42nq4n + 2q4n2,

Vgt = A3US, + 64208 ¢5" + 9AUZ.¢52 + 245

ve

Vgnrr = ALUS, + 8ASUS, ¢%" + 20A2U4 32 + 16 AUZ.¢%"3 + 248"

ornekleri elde edilir.

Burada daha 6zel olarak, p = 1 ve ¢ = —1, alimmasi durumunda (1, —1)—genellegtiril-
mig Fibonacci {U,} ve Lucas {V,,} dizileri bilinen Fibonacci {F,} ve Lucas {L,}
dizisine doniigiir ve bu durumda k = 4,6 ve k = 8 i¢gin

L4n+1 = 25an + 20F42n + 2,

Lewss = 125F8, + 150F4, + 45F2, + 2

ve

Lgni1 = 625F%, + 1000FS, + 500Fg, + 80F3, + 2

formiilleri elde edilir.

Son olarak, eger p = 2 ve ¢ = —1 olarak alinirsa (2, —1) —genellestirilmig Fibonacci
dizisi {U,}, bilinen Pell dizisi { P,,} ’ e ve (2, —1) —genellestirilmis Lucas dizisi {V},}

ise Pell-Lucas dizisi {Q,}’ e doniigiir. Bu durumda k = 4,6 ve k = 8 i¢in

Qunir = 64P% +32P2, +2,
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Qen+1 = H12P8, + 384P§, + T2P2, + 2

ve

Qgn1 = 4096 P8, + 4096 PS5, + 1280P%, + 128 P2, + 2

sonuclarima ulagilir.
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4. GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI SAYILARINI iCEREN BAZI
BAGINTILAR

Girig boliimiinde Fibonacci sayilar: igin

n—1

F3n - H(L2.3k —1), n>0

k=0

formiilii verilmigti. Daha sonra k pozitif ¢ift tamsayis1 ve n > 1 tamsayisi igin

Fin = Fj, H Z Ligj1yxi
i=1 | j=1

ve k pozitif tek tamsayisi ve n > 1 tamsayisi igin

n—1 (k—1)/2
Fyn = (=1)0 D002 By H 1+ Z (=1)! Lajps
i=1 =1

sonuclar1 verilmisti.

Bu boliimde £ pozitif tamsayisinin tek ve ¢ift olma durumlarini géz 6niine alarak,

yukarida verilen sonuglar genellegtirilmis Fibonacci dizisi {uy»} i¢in elde edecegiz.

Genellestirilmig Fibonacci dizisi {u,,} ve genellestirilmig Lucas dizisi {v, }’ nin Binet

formiillerinin Vn > 0 dogal sayis1 icin

" =34
Uy, =
v—90
ve
v, =" 490"

oldugunu tekrar hatirlatalim.

Simdi £ pozitif tamsayisinin tek ve ¢ift olma durumlarina gore iddia ettigimiz genel
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durumlar verecegiz.

Teorem 4.1: Her k > 2 ¢ift tamsayis1 ve n > 1 tamsayisi ic¢in

n—1 [ k/2
Ukn = Ug H E U(Qj—l)ki
i=1 \ j=1
dir.
Ispat: Acikca
n—1
U2 Uk3 U4 Upn Upi+1
= 2 e e T
U Up2 U3  Ugn—1 1 Ui
1=

yazilabilir. Buradan da

oldugu kolayca goriiliir.

Ayrica her k > 2 ¢ift tamsayis1 ve herhangi X ve Y tamsayilar i¢in, Swamy (1997)

k/2—1

XF-Y _ Z (XY) (Xk_2]—1 +Yk—2]—1)
§=0

X-Y

formiiliinii vermistir. Bu formiilde X = A" ve Y = 0" olarak alinir ve genellesti-

rilmig Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilii kullanilirsa

k/2—-1 k/2-1
Ukn in, —2i—1)n —25—1)n i
—Uk = > (Y (7(’“ 2=t g g2 ) = > (=125 1ym (4.1)
n =0 7=0

sonucu elde edilir. Buradan son esitlikte n yerine &* alinmasi sonucunda

k/2—1

= Z (_1)jkiv(k72jfl)ki

Upi+1

Upi

k/2
= Z U(2j—1)k!
j=1
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olur. Ayrica biliyoruz ki

n—1
Upn H Upi+1
Uu Ui
ko= R

olup, bu son iki esitlikten

Upi+1

n—1
Upn = ukH
i=1
n—1 k/2

= UkH E UV(2j-1)ki
i=1 \ j=1

Upi

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornegin k& = 4 alinirsa,
n—1

Ugn = Uy H (Vg + vaiz)

i=1
esitligi elde edilir. Ozel olarak p = 1 durumunda ise genellestirilmis Fibonacci dizisi

{u,} ve Lucas dizisi {v,, } , bilinen Fibonacci ve Lucas dizilerine indirgenir ve boylece
n—1
F4n = 3 H (L4z + L4i3)

i=1

sonucu elde edilir. Koshy (2001)’ den biliyoruz ki

5F,,F, eger n bir tek tamsay1 ise,
Lern + Lyyn =
L,,L, eger n bir ¢ift tamsay ise,

dir. Eger m = 42 ve n = 4° alinirsa
L4713 —I— L4i — L4i2L41¢

olacaktir. O halde sonug olarak
n—1

Fyo =3 ][ LusoLas

i=1
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olur.

Simdi baz1 ara sonuglar verelim.

Genellestirilmis Lucas dizisi {v,,}’ nin ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {u,}” nin

Binet formiilleri gozoniine alindiginda, A = p? + 4 olmak {izere

YD Dww = Y (D)%) (<18

=1 i=1 i=1
B —a® + (_1)7“ (aa)r+l N _ﬁa + (_1)r (ﬁa)r+1
- 1 + a0 1 +6a
(D)™ ey (1) ey — 00— 2(=1)°
B Vg + 14 (=1)°

ve

Vars — (—1)" va_p = Augup

sonuclar elde edilir.

Teorem 4.2: Her k£ > 1 tek tamsayisi ve n > 1 tamsayisi i¢in

n—1 (k—1)/2 .
Upn = (—1)(n_1)(k_1)/2 U H 1 + Z (—1)'7 'UQkij
i=1 j=1

dir.

Ispat: Burada &’ nin pozitif tek tamsay1 olmasim gozoniine alarak, ispat1 iki du-

rumda ele alacagiz.

1. Durum: Eger (k — 1) /2 bir ¢ift tamsay1 ise (4.2) ve (4.3) ile verilen esitliklerden

Ugi+1
Upn = U H
Upi

AUk7+1Ukz
= —1
i H ( Aukzukl )
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n Vpit+1 i — (—1)ki Vit _ i
= U H 1+ X —1
i=1 Vgiypi — (—1) Vi ki
n—1 Vgpi (k1) T Ugpi(h=1) — Ugpi — 2
2k 2k
_ UkH 1+ ( 2 ) ( 2 )
i=1 Vaki + 2
n—1 (k—1)/2
= u H 1+ Z Uth
i=1
n—1

- —1)/2
= (_1)(”*1)(’6*1)/2 . H Z U%Z
i=1 j=1

sonucu elde edilir. Boylece (k — 1) /2’ nin bir ¢ift tamsay1 olmas1 durumunda ispat

tamamlanir.

2. Durum: Eger (k — 1) /2 bir tek tamsayi ise bu durumda

n—1
n— Upi+1 n_ AUlle
=1

- <—1>“-1uk7ﬁ(1+‘”w<%> "o 1>‘”2“_2>

i=1 Ugks + 2
n—1 (k—1)/2

= (_1)n— ukH ].+ ( 1) Vopi
i=1 j=1

sonucu elde edilir. Boylece (K — 1) /2’ nin bir tek tamsay1 olmasi durumunda ispat

tamamlanir. O halde iddiamiz ispatlanmig olur.

Ornegin k=5 vep=1icn u, = F, ve v, = L, olacaktir. O halde
n—1
F5n == 5 H (1 - szi —|— L4kl>

=1

olur. Koshy (2001)’ nin verdigi

5F,,F, eger n bir tek tamsay: ise,
Lm+n —Lpn =
L, L, eger n bir ¢ift tamsay: ise,
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sonu¢ gozoniine alindiginda, k& pozitif tek tamsay1 olmak iizere
L4k7" - LQki - 5F3k7Fk7

olur ve sonug olarak
n—1

Fyn =5 ][ (5FsuFi + 1)

=1

elde edilir.
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