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OZET

Bu calisma bes boliim halinde olusturulmustur.

Birinci boliimde temel tanimlar verilmistir.

Ikinci béliimde, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin dalga ¢dziimlerini
elde etmek i¢in kullanilan bazi metotlarin tarihsel olarak analizi yapilmistir. Bu metotlarin
hepsi géz Oniine alinan denklemlerde en yiiksek mertebeden lineer olan terim ile en ytliksek
mertebeden lineer olmayan terimin dengelenmesiyle dengeleme terimini bulma esasina
dayanir. Bu ylizden bu metotlar sadece lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlere
uygulanabilir. Ayrica, bu metotlar bir kismi diferensiyel denklemi bir adi diferensiyel
denkleme doniistiiriir. Boylece ¢oziime daha kolay ulasilabilir.

Ugiincii  boliimde, ikinci béliimde analizleri yapilan metotlardan Kudryashov
metodundan ilham alarak bu metotta kullanilan Bernoulli yardimc1 denklemi {izerinde bazi
genislemeler yapilarak Bernoulli denklemi F'=BF"—AF scklinde se¢ilmistir. Bu
yardimel denklemde n=2 ve n=3 alinarak Burgers denklemi, KdV denklemi ve s1g su
dalga denklem sistemi i¢in baz1 dalga ¢oziimleri elde edilmistir.

Doérdiinci  boliimde, iiclincii  boliimde elde edilen dalga c¢oziimlerinin
genellestirilmesi yapilarak » icin formiilize edilmistir.

Besinci boliimde, bu ¢alismada elde edilen sonuglar literatiirde bulunan ¢alismalar ile

desteklenerek genel bir degerlendirme yapilmistir.
Anahtar Kelimeler: Solitary dalgalar, Solitonlar, Dengeleme terimi, Analitik metot,

Dalga ¢oziimili, Kudryashov metot, Burgers denklemi, KdV

denklemi, S1§ su dalga denklem sistemi.
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SUMMARY
Solutions of Some Nonlinear Partial Differential Equations by Using Special

Transformations and Analysis of These Solutions

This study was formed into five sections.

In the first section, the basic definitions were given.

In the second section, historical analysis of some of the methods used to obtain
wave solutions of nonlinear partial differential equations was conducted. All these methods
are based on finding the balance term, for the equation that take into account, balancing the
higher order linear term with higher order nonlinear term. So these methods can be applied
only non-linear partial differential equations. Furthermore these methods convert a partial
differential equation into an ordinary differential equation. Thus, it can be reached more
easily to the solution.

In the third section, from the analyzed methods in second section by taking
inspiration to the Kudryashov method, by being made some expansions on the auxiliary
Bernoulli equation which is used in this method, Bernoulli equation was chosen in the
form of F'=BF" — AF . In this auxiliary, equation by taking n=2 and n =3 some wave
solutions have been obtained for Burgers equation, KdV equation and the shallow water
wave equation system.

In the fourth section, the wave solutions obtained by the generalization was
formulated for » in the third section.

In the fifth section, it was made a general assessment by the obtained results in this

study have been supported with the studies in the literature.

Keywords: Solitary waves, Solitons, Balance term, Analytical method, Wave solution,
Kudryashov method, Burgers equation, KdV equation, System of the shallow

water wave equation.
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1. GIRIS

Giliniimiiz diinyasinda hayatimizi etkileyen ve yasamimiza yon veren bir¢cok olay
dalga kavramu ile agiklanir. Deprem esnasinda yeryliziindeki hareketler ve bu hareketlenme
ile okyanuslarda meydana gelen biiyiik su dalgalar1 (tsunami), radyo, televizyon ve cep
telefonlart gibi hayatimiz1 kolaylagtiran elektronik cihazlarin dogasinda bulunan
elektromanyetik dalgalar, insanlar ve diger canlilar ile iletisim kurmak i¢in var olan ses
dalgalar1 gibi dalgalar Ornek verilebilir. Yukarida bahsedilen olaylarin hepsinin
matematiksel modellemesi diferensiyel denklemler ile agiklanabilir. Bu diferensiyel
denklemlerin ¢oziimleri, modellemesi yapilan olaylarin dogast hakkinda insanlara ¢ok
biiyiik katkilar saglar. Bu yiizden diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerine olan ilgi her gegen
giin daha da artmistir. Bu ilgi ile birlikte diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilan
bircok teknik ve metot gelistirilmistir.

Dalga kavramim bir¢cok farkli agidan ele alabiliriz. Su yiizeyine bakildiginda, su
dalgas1 olarak adlandirilip goriilen olay aslinda su yiizeyinin yeni bir diizene ge¢mesi
olarak tarif edilebilir. Bir cisim veya ortamdaki sarsintiya karsilik gelen olay dalga olarak
adlandirilabilir. Su dalgas1 gdzlemlendigi zaman, su yiizeyinin yeniden diizenlendigi
goriilebilir. Eger su olmasa dalgada olmayacaktir. Sarmal yay olmasa, iizerinde ilerleyen
bir dalga olmayacaktir. Ses dalgalarinin hava igerisinde bir noktadan diger bir noktaya
ilerlemesi basing degisimi sonucunda ortaya ¢ikar. Bu nedenle, bir dalgaya sarsintinin
hareketi olarak bakilabilir. Sarsintinin hareketi (yani dalganin kendisi ya da ortamin
durumu), parcaciklarin hareketi ile karistirilmamalidir. Bir havuza bir ¢akil tasi atildiginda
cakil taginin olusturdugu sarsint1 kiigiik su dalgalart meydana getirir. Bu dalgalar disartya
dogru hareket ederek havuzun kenarinda son bulur. Eger sarsintinin yakininda yiizen bir
yapragin hareketi dikkatlice izlenirse, onun ilk konumu etrafinda asagi-yukar1 hareket
ettigi, fakat sarsinti kaynagindan asla uzaklasmadigi veya ona yaklasmadigi izlenebilir.
Yani, su dalgalar1 (ya da sarsint1) bir yerden baska bir yere hareket ederken su onunla
birlikte siiriiklenmez.

Dalga olaymin agiklanmasinda kullanilan matematiksel ifadelerin hepsi biitiin
dalgalarda ortaktir. Dalgalarin tanimlanmasinda ii¢ fiziksel biiyiikliik 6nemli rol oynar.
Bunlar dalga boyu, frekans ve dalganin hizidir. Bir dalga boyu, dalga lizerinde 6zdes
olarak davranan herhangi iki nokta arasindaki minimum uzakliktir. Ornegin, su

dalgalarinda dalga boyu, komsu tepeler ya da komsu cukurlar arasindaki uzakliktir.



Dogadaki olaylarin ¢ogu periyodiktir. Periyodik dalgalarin frekansi, sarsintinin kendini
tekrarlama hizidir. Her dalga i¢inde bulundugu ortamin 6zelliklerine bagli olarak belli bir
hizla ilerler ya da yayilir. Ornegin, ses dalgalar1 havada 20°C de 344 m/s hiz ile yayilrr,
halbuki katilarin ¢ogunda 344 m/s den daha biiyiik hizla yayilmaktadir. Yayilmak i¢in bir
ortama ihtiya¢ duymayan dalgalar elektromanyetik olanlardir. Bu dalgalar boslukta

3x10° m/ s biiyiikliigiinde bir hiz ile yayilirlar.

Sekil 1. Gerilmis bir ip lizerinde ilerleyen enine dalga

Dalga hareketini gostermenin bir yolu Sekil I de goriildiigii gibi; gerilmis ve bir ucu
bir yere sabitlenmis uzun bir ipin diger ucunu ani olarak hareket ettirmektir. Bu durumda
tek bir dalga atmasi meydana gelir ve belli bir hiz ile saga dogru hareket eder. Bu tip
sarsintiya ilerleyen dalga denir. Dalga atmasi ip boyunca ilerlerken sarsilan ipin her
parcasi dalga hareketine dik dogrultuda titresir. Ortamin sarsilan parcgaciklari, dalga hizina
dik olarak hareket ettiginde, bu tip ilerleyen dalgaya enine dalga denir. Dalgalarin bagka
bir tipine ise boyuna dalgalar denir. Bu dalgalarda ortamin pargaciklari, dalganin hareket

dogrultusuna paralel bir dogrultuda yer degistirme yapar.



»
(8] .
Sekil 2. Bir boyutta dalga atmasimin saga dogru v hizi ile ilerlemesi (a) ¢ = 0 da atmanin ifadesi

il

(b) ¢ siire sonra sekil degismez ve yer degistirme f (x - vt) ile verilir

Sekil 2 de goriildiigii gibi gerilmis bir ipin iizerinde sabit v hizi ile saga dogru
ilerleyen bir dalga goz oniline alindiginda, atma x ekseni boyunca hareket eder ve ipin

enine yer degistirmesi y koordinati ile Olgiiliir. Sekil 2a da # =0 aninda atmanin konumu
ve sekli gosterilmektedir. Bu anda, atmanin sekli ne olursa olsun y = f (x) ifadesi ile

temsil edilir. Yani y, x in tanimli bir fonksiyonudur. Maksimum yer degistirme A=y, ,

dalganin genligi adinm1 alir. Dalga atmasinin hiz1 v oldugundan; # =0 anindan herhangi bir
¢t zamanina kadar saga dogru v¢ uzunlugunda yol alir (Sekil 2b).
Dalga atmasinin sekli zamanla degismez ise, orijini O da olan durgun bir referans

sisteminde Ol¢iilen yer degistirme, biitiin zamanlar i¢in y ile temsil edilir. Yani,
y=f(x- vt)
olur. Benzer sekilde, dalga atmasi sola dogru ilerler ise, yer degistirme
yv=f (x + vt)
seklinde yazilir. Goriildiigii lizere dalga fonksiyonu adi verilen y yer degistirmesi x ve ¢
gibi iki degiskene baglidir. Bu nedenle ¢ogu kez y(x,t) seklinde yazilir ve “y, x ile ¢

nin fonksiyonu” seklinde okunur [1].

Bir kismi diferensiyel denklemde bulunan bagimli u degiskeni, bir dalganin su
yiizeyinden itibaren yiiksekligini veya bir elektromanyetik dalganin boyu gibi fiziksel bir
nicelige karsilik geldigi zaman bagimli u degiskeninin Ozelliklerini veya tretimini
calismak olduk¢a 6nemlidir. Bu durum, zamana bagimli veya dalga denklemlerinin analitik
olarak ¢oziilmesi i¢in metotlarin ¢alisilmasina yol agmistir. Buradaki amag hareket eden
dalga c¢oziimlerini bulmaktir. Eger ¢oziimler iiretim esnasinda sekillerini degistirmiyorlar

ise bu dalgalara solitary dalgalar denir.



Solitary dalgalar ilk olarak John Scott Russell tarafindan 1834 yilinda
gozlemlenmistir. Russell, Edinburg-Glasgow kanalinda dalganin seklinde herhangi bir
degisiklik olmaksizin yavas bir sekilde hareket eden suyun ¢ikisinmi goézlemlemistir.
“Harika dalga aktarimi” olarak nitelendirdigi bu su c¢ikisini Russell su sekilde
anlatmaktadir: “Ben c¢ift beygir giiciiyle giden bir botun, dar bir kanaldan gegerken
hareketini gdzlemliyordum. Bot aniden durunca kanalda hareketli olan su kiitlesinin botun
uc¢ kisminin etrafinda biriktigini gérdiim. Daha sonra bu su kiitlesi arkaya dogru yayildi.
Biiytik bir hizla 6ne dogru tek basina bir su dalgasinin meydana geldigini fark ettim. Bu
yuvarlanmis su kiitlesinin hizinin azalmadan ve formunu degistirmeden kanal boyunca
ilerleyisine devam ettigini gérdiim. Onu at sirtinda takip ettim. Ona yetistigim zaman saatte
yaklagik 8-9 mil hizla ilerledigini gordiim. Onu 1-2 mil takip ettikten sonra kanalin
doniisiinde kaybettim. Boylece 1834°lin Agustos ayinda Translasyon Dalgas1 olarak
adlandirdigim ilk goriisiimii tanitma sansim oldu” [2]. Dikkate deger bu kesif solitary
dalgalar1 calismak ve fiziksel laboratuar deneylerini yapmak i¢in Russell’i motive etmistir.

Russell, deneysel olarak

c=./g (a + h)
iligkisini ortaya ¢ikarmistir. Burada Sekil 3 de goriildiigii gibi ¢ solitary dalganin hizini, a
su ylizeyi iizerinde dalganin genligini, # sonlu bir derinligi ve g yercekimi ivmesini
gostermektedir. Solitary dalgalar bundan dolay1 yer¢ekimi dalgalar1 olarak da adlandirilir.

I
u(z,t)

rIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIT'X

Sekil 3. Bir solitary dalga

Solitary dalgalarin tarihi 1844 yilinda John Scott Russell tarafindan yapilan deney ve
gbzlemlerin detayli bir sekilde rapor edilmesi ile baslar. Baslangigta Russell’in ¢aligmalar
baz1 celiskiler tagimig gibi goriinse de 1870 yilinda Boussinesq ve Rayleigh tarafindan
yapilan teorik c¢alisma ile Korteweg ve de Vries tarafindan 1895 yilinda yayinlanan makale
Russell’in ¢aligmalarin1 dogrulamistir. 1895 yilinda Diederik Johannes Korteweg ve
doktora 6grencisi Gustav de Vries, KdV denklemi olarak bilinen ve solitary dalgalarin
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varliginda s1g su yiizeyinin yiliksekligini modellemek i¢in lineer olmayan bir kismi
diferensiyel denklemini tiiretmiglerdir. Ortaya atilan bu KdV denklemi daha sonra bir¢ok
fiziksel olayin agiklanmasinda kullanilmistir. En basit bir bigimde tanimlanan KdV
denklemi

u,(x,t)+6u(x,t)u (x,t)+u_ (x,t)=0,

seklinde yazilabilir [3]. Burada wu_ terimi non-lineerligi ve u __ terimi ise lineer dagilimi

temsil eder. KdV denklemi fizik ve miihendisligin pek ¢ok dalinda zayif bir sekilde lineer

olmayan uzun dalgalarin tarifi i¢cin bir paradigma olarak yaygin bir sekilde bilinir. Bu

denklem pek cok sivi akist durumu i¢in uygun bir model olarak kullanilir. Burada, u (x,t)

dalga genligini tanimlayan uygun alan degiskenini, # zamani, x ise dalganin yayilim

yoniindeki yer koordinatin1 gostermektedir. KdV denklemi
u (x,t) = aSech’ (y(x— Vt)) ,V =2a=4y’
seklinde solitary dalga ¢ozlimlerinin ailesi tarafindan karakterize edilir. Burada y dalga

sayisini, V' dalganin hizini, a dalganin genligini gostermektedir.

1960 yillarina kadar solitary dalgalar gereken ilgiyi gdrmemistir. Ancak 1965 yilinda
Zabusky ve Kruskal [3] solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesimini incelemislerdir.
Zabusky ve Kruskal, KdV denklemi i¢in yaptiklari sayisal ¢alismalar ve bu denklemin
integrallenebilecegini gostermeleri ile solitary dalgalara olan ilgiyi tekrar arttirmislardir.
Ayn1 y1l igerisinde Zabusky ve Kruskal, solitary dalgalarin birbirleriyle etkilesim icinde
oldugunu kesfetmislerdir. Bunlara ilaveten, seklini ve genligini muhafaza eden bu dalgalar
bu etkilesimden ortaya ¢iktig1 gézlemlenmistir. Ozelliklerini koruyan ve bu ozelliklerini
kiiclik parcalarina aktarabilen solitary dalgalarin kesfi, Zabusky ve Kruskal’r bu solitary
dalgalara solitonlar demek i¢in cesaretlendirmistir. Bu bilim adamlari, solitonlar
kavraminin dogusuna damgalarin1 vurmuslardir. Ayn1 zamanda Schrodinger denklemi gibi
lineer olmayan dalga denklemleri ile birlikte soliton ¢oziimler bu alanda yapilan
calismalarda 6nemli bir rol oynamistir. Solitonlar ve integrallenebilir sistemlerin modern
teorisi matematigin biiyilik bir alan1 olma yolunda gelismektedir. Ayrica soliton teorisi [4,5]

pek cok fiziksel alanlarda da uygulama sahasina sahiptir.
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Sekil 4. ki solitonun etkilesimi

Sekil 4’ te gorildiigli gibi ¢arpisma esnasinda sekillerini koruyan solitary dalgalara
solitonlar denir. Solitary dalgalar ve solitonlar liretim ve lineer olmayanlik arasinda kritik
bir dengeden dolay1 ortaya ¢ikmistir. Soliton kavrami bilimin pek ¢ok alaninda bir gergek
olmadan 6nce dar anlamda lineer olmayanlik ¢er¢evesinde ortaya ¢ikmistir. Aragtirmacilar,
soliton kavramini diinya ¢apinda bilimsel alanin degisik dallarina yaymiglardir. Soliton
kavrami plazma fizigi, astrofizik, akigkanlar dinamigi gibi bilimin degisik alanlarindaki
roliinden dolay1 ¢caligsmalarin biiyiik bir kismini etkilemistir.

Diger taraftan, bir soliton asagidaki ozellikleri tasiyan bir lineer olmayan kismi

diferensiyel denklemin bir ¢6ziimii olarak tanimlanabilir:

i ) Coziim, siirekli bir dalga formunda olmalidir.

ii ) Coziim sinirlandirilir, yani; KdV denkleminde elde edilen solitonlar gibi ¢éziim
iistel olarak sifira dogru bozulur veya Sine-Gordon denkleminde verilen solitonlar gibi
¢Oziim sonsuzda bir sabite yakinsar.

iii ) Soliton, karakterini koruyan diger solitonlar ile i¢ etkilesim i¢ginde bulunur.

KdV denklemi ve diger benzer denklemlerin tek soliton ¢oziimii genellikle tek dalga

olarak kullanilir, eger birden fazla soliton ¢6zlim varsa solitonlar olarak adlandirilir. Diger

bir ifade ile bir soliton diger bir solitondan sonsuz olarak ayriliyorsa bir tek dalgadir.
Ayrica, KdV denkleminden baska denklemler igin tek dalga ¢oziimii sec’” fonksiyonu
olmayabilir fakat sec# veya tan‘l(e‘”‘) olabilir. Soliton kavramina 1960 yillarinda giris

yapilmasina ragmen solitonlarin bilimsel arastirmalar1 19. yiizyilda John Scott Russell’in

Edinburg kanalinda solitary dalgalar1 kesfi ile baslamistir. Scott Russell’in zamaninda



solitary dalgalarin bu tiir bir varlig1 hakkinda bir¢ok tartisma vardi. Fakat glinlimiizde pek
cok lineer olmayan diferensiyel denklemlerin soliton ¢oziimlere sahip oldugu bilinir.

Son zamanlarda soliton kavrami ¢ok yaygin olarak kullanilmaktadir. Hirota [6]
bilineer forma indirgeyerek zamana bagli denklemlerinin N -soliton ¢dziimlerini
olusturmustur. Bilineer formulasyonu Hirota tarafindan ortaya atilmis ve bu formulasyon
lineer olmayan denklemlerin calisilmasinda onemli agilimlar saglamistir. Nimmo ve
Freeman [7], N -soliton ¢dziimlerinin formulasyonuna alternatif olarak N -fonksiyonlarin
Wronskian determinantina giris yapmiglardir.

Giliniimiiz diinyasinda solitonlar ¢ogu yerde kullanilmaktadir. Herhangi bir sinyal
iletiminde, sinyalin zarara ugramadan ve yeterli biiyiikliikte hedefe ulasmasi 6nemlidir.
Normal sinyallerin durumlar1 degisebilir ve genisliklerinde farkliliklar olabilir. Bu lineer
dalgalar etrafa yayilabilir ve sinyalleri zayiflayabilir. Solitonlar ise siradan dalgalara gore
genisliklerini degistirmeden sabit tutabilmektedirler. Soliton dalgalar ile 10.000 km’ ye
kadar Ozellikleri de8ismeden basariyla sinyal iletilebilmektedir. Bununla birlikte
carpistiklarinda birbirlerinden etkilenmemekte ve sinyaller optik fiberler boyunca her iki
yonde iletilebilmektedir. Sinyaller, gidecegi yere orijinal durumlarinda ve yeterince
anlagilabilir biiyiikliikte ulastirilabilir. Siiper pozisyon ilkeleri yoklugu ile meydana gelen
zorluktan dolayr son 40 yilda non-lineer sistemlerde devrimsel islemlerin oldugu
goriilmiistiir. Bunlara, deneylerdeki ilerlemeler, non-lineer sistemlerin bilgisayar
simiilasyonundaki olaganiistii basarilar ve Hamilton sistemleri iizerine yapilandirilmis
metotlarla, ters spectral transformlarin da kullanildig1r yeni matematiksel analitik araglar
onciliik etmistir. Olaylarin tam olarak anlasilabilmesi icin teorik bilgisayar ve deneysel
bilim arasindaki sinerji, yeni arastirmalari beraberinde getirecektir.

Bu calismada, tigiincii boliimde ele alinan Burgers denklemi [8]

u,~uu =vu_, v>0, (1.1)
KdV denklemi [3]

u,+auu_+u_ =0 (1.2)
ve s1g su dalga denklem sistemi [9]

u,+uv+vu+v, =0, (13)
v, +u +vw =0

icin dalga ¢ozlimleri elde edilmistir.



S1g su denklemleri, bir atmosferin yatay yapisini tanimlamak icin kullanilabilen
hareket denklemlerinin en basit formlaridir. Bu denklemler yercekimi ve rotasyonel
ivmelere cevap vermede sikistirllamayan bir akisin  hareketini tamimlar. Si1g su
denklemlerinin ¢oziimleri durgun yer ¢ekim dalgalar1 ve Rossby dalgalarii ihtiva eden
hareketin pek cok tipini tarif eder.

1930’1 yillarin sonlarina dogru J.M. Burgers tiirbiilans akigin fiziksel davraniginin
cok dnemli baz1 ozelliklerini elde etmek icin ¢esitli model denklemleri inceler. Burgers’in
diisiincesi, temel fizigin baz1 dallarin1  yorumlamak amaciyla, Navier-Stokes
denklemlerinin basitlestirilmis hali olan fakat non-lineer konveksiyon ve lineer
diflizyonunun temel 6zelliklerini igeren zamana bagimli denklemlerini bulmaktir. Burgers,
cok tinlii (1939) bir makalesinde aday olabilecek birka¢ denklemi inceler ve sonunda non-
lineer (1.1) difiizyon denklemine dikkatini verir [10,11]. Bu denklem yari-parabolik bir
kismi  diferensiyel denklem olup Navier-Stokes denklemlerine yaklastirmalar
hiyerarsisindeki dnemli rolii nedeniyle fiziksel anlamda hatir1 sayilir bir ilgi kaynagi olmus
ve ilk olarak Bateman’nin makalelerinin birinde goriilmiistiir. Bateman, (1.1) denkleminin
iki temel ¢oOziimiinii verdigi makalesinde ayrica bu denklemin {izerinde c¢alisilmasinin
ilging olabilecegini belirtmistir [12]. (1.1) denklemi, tiirbiilansin matematik modeli olarak
Burgers (1948-1974) tarafindan kapsamli olarak c¢alisildig i¢in kendi ismi ile anilmistir
[13,14]. Burgers, tiirbiilansin degisik yonlerini inceleyerek bir boyutlu dalgalar igin
denklemi model problem olarak kullanmayi 6nermistir. Burgers denklemi kiiglik bir
parametreyle (v ile) carpimu ile birlikte ifade edildiginde Navier-Stokes denklemlerine
benzedigi vurgulanmistir [15]. Denklem bir¢ok alanda model olarak kullanilmistir. Burgers
denklemi, gaz dinamigi [16], akustik [17,18] ve tiirblilans fenomenini [13] basarili bir
sekilde modeller. Denklemin, Cole [19] tarafindan sok dalga teorisi ve tiirbiilans ile iliskisi,
Pospelov [20] tarafindan izotropik katilardaki elastik dalgalarla iligkisi, Goldberg [21]
tarafindan sonlu genlikli enine hidromagnetik dalgalarla iliskisi verilmistir. Bunlara ek
olarak, birbirinden ¢ok farkli alanlarda; sayilar teorisi, 1s1 transferi vb. gibi c¢esitli
uygulamalarina da sikg¢a rastlanmaktadir. Burgers denklemi, Cole tarafindan [19] lineer 1s1
denklemine doniistiiriildii ve es zamanli olarak bu doniisiim Hopf tarafindan da [22] Cole
‘un bu ¢alismasindan bagimsiz olarak bulundu; bu yiizden elde edilen bu 6nemli doniisiim
Cole-Hopf doniigiimii olarak bilinmektedir. Hopf tarafindan tanimlanan bu doniisiim, ayn
zamanda denklemin tam ve agik ¢oziimiinii de verir. Burgers denkleminin benzerlik formu

altinda Riccati denklemi oldugu Rodin [23] tarafindan gosterilmistir. Ames [24], Chu [25],
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Shvets ve Meleshko [26] tarafindan Hopf-Cole doniisiimiiniin daha genel uygulamalar1 ele
alimmistir. Burgers denkleminin ¢6ziimleri konveksiyon ve difiizyon arasinda hassas bir
denge sergiler.

Son yillarda bu analitik ¢6ziim metotlarina ilaveten sayisal ¢6ziim metotlar1 da
paralel olarak gelismektedir. Bunlardan bazilari, uzay zaman elementleri ve
karakteristiklerinin birlesimine dayali olan yeni sonlu elamanlar metodunu Burgers
denkleminin sayisal ¢éziimiinii bulmak ic¢in kullandilar [27]. Buradan integrallenemeyen
Backlund doniigiimleri bazi klasik lineer olmayan KdV denklemlerinde oldugu gibi,
Burgers denklemi i¢in de Lax ciftleri tanimlandi [28].

Ote yandan, birgok bilimci; Walsh [29], Benton ve Platzman [30], Crighton ve
Scott [31], Parker [32], Rodin [33], Larson [34] ve Lardner [35] Burgers denklemi i¢in
baslangi¢ sinir deger problemlerini ¢alisarak ¢oziimlerinin fiziksel 6nemini arastirdilar. Bu
arada, Benton ve Platzman’nin [30] Burgers denkleminin olas1 ¢oziimlerinin ayrintili bir
listesini derledigini ve fiziksel anlamda ilging olanlar1 bir arada toplamiglardir.

Daha sonra Ozis ve Ozdes [36] Burgers denkleminin sayisal ¢oziimiinii dogrudan
varyasyonel metot kullanarak elde edilen ¢dziimiin tam ¢oziimiine yakinsayan bir dizi
¢oziim formunda bir yaklasik ¢6ziim buldular. Burgers denklemini sinir deger metotlari ile
birlestiren bir adi diferensiyel denklem sistemine doniistiirerek daha sonra doniisiim
teknigini uyguladilar [36].

Teknolojideki ilerlemeler sonucu gelisen hizli ve biiyiik hafizali bilgisayarlardan
yararlanarak bircok arastirmaci cesitli sayisal yontemler ile ¢oziimleri arastirmistir.
Amesve Nucci [37], akiskan denklemlerinin analizini grup yontemi ile incelerken, bu
yontemle Burgers denklemini de ¢alistilar. Sachdev ve Rao [38] modife Burgers
denkleminin N -dalga ¢o6zlimlerini; Chester [39], Abd-el-Malek ve El-Mansi [40] ve
Vaganan ve Kumaran [41] ise grup metodunu (1.1) denklemine uygulamislardir. Bunlarin
yani sira Bender ve Boettcher [42], Adomian [43], Gorguis [44] ve Giilsu ve Ozis [45]
dahil baz1 arastirmacilar da gelistirdikleri yontemlerin uygulanabilirligini test etmek ve

yeni ¢oziimler bulmak amaciyla Burgers denklemini ele almiglardir.



1.1. Temel Tanimlar

Tamm 1. 1 Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz
degiskene gore cesitli mertebeden tiirevlerini ihtiva eden denklemlere diferensiyel
denklemler ad1 verilir.

Bir denklemde belirli bir degiskene gore tiirev aliniyorsa, o degiskene bagimsiz
degisken, denklemde tiirevi alinan degiskene ise bagim/li degisken denir.

Bir tek bagimsiz degisken igeren diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem

denir ve genel olarak n. mertebeden adi bir diferensiyel denklem;

Fley,y' v y)=0, (1.4)
seklinde gosterilir.
Iki veya daha fazla bagimsiz degisken ihtiva eden diferensiyel denkleme kismi

diferensiyel denklem denir ve n. mertebeden bir kismi diferensiyel denklem

X, V.t u,— =0 (1.5)

F( ou ou du du O'u du u a"uj
ox oy ot ext exdy oyt ot ex”
olarak yazilir.

Tanmm 1. 2 Bir diferensiyel denklem lineer veya lineer olmayan olmak iizere iki
sekilde smiflandirilir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin
katsayilar1 bagimsiz degisken ihtiva ediyor ise bu diferensiyel denkleme /ineer diferensiyel
denklem denir. Eger bir diferensiyel denklemde bagimli degisken kendisi veya tiirevleri ile
carpim ya da bolim durumunda ise veya bagimli degisken iistel, trigonometrik ya da
logaritmik olarak bulunuyor ise veya bagimli degiskenin herhangi bir tiirevinin derecesi iki
veya daha biiytik ise bu tiir diferensiyel denklemlere lineer olmayan diferensiyel denklem
denir.

Tamm 1. 3 Bir a <x<b araliginda taniml1 bir ® fonksiyonu a < x < b araliginda

bulunan her x i¢in tanimhi ve ilk n. mertebeden tiireve sahip fonksiyonu
F (o, ®(x), ®'(x),.., 0" ) =0, (1.6)

ise @ fonksiyonuna (1.4) denkleminin ¢éziimiidiir denir. Bir adi diferensiyel denklemin
genel c¢Ozlimii, diferensiyel denklemin mertebesi kadar sabit icerir. (COzim
fonksiyonundaki sabitlere verilen her bir degere karsilik bulunan ¢6ziime de ozel ¢oziim
denir. Bir adi diferensiyel denklemin ¢6ziimii egri ailesine karsilik gelmesine karsin, bir

kismi diferensiyel denklemin ¢6ziimii ylizey ailesine karsilik gelir.

10



Ozel olarak, ikinci mertebeden bir diferensiyel denklem goz &niine alindiginda bu
tip denklemlerin ¢6ziimleri iki keyfi sabit igerdiginden bu sabitleri bulmak i¢in iki ek sart
verilmelidir. Bagimli degisken ve tiirevleri lizerinde bagimsiz degiskenin ayni degeri icin
verilen sartlara baslangi¢ sartlari, bagimsiz degiskenin farkli degerleri i¢in verilen sartlar
seklinde ise swir sartlari denir. Bir diferensiyel denklemin bagslangic sartlari ile
incelenmesine bagslangi¢c deger problemi, sinir sartlari ile incelenmesine sinir deger

problemi denir.

y(xo)z Yoo y,(xo):J’I yeee ay(nil)(xo): Y15 (1.7)
(1.4) ve (1.7) ile birlikte verilen bir problem baslangi¢ deger veya Cauchy Problemi olarak
bilinir. Diger taraftan

J’(xo):y()s y('xl):yl""’y(xn):yn’ (1.8)
(1.4) ve (1.8) ile birlikte verilen denkleme sinir deger problemi denir.

Diferensiyel denklem bir fiziksel olaymm modeli oldugundan kolaylik olmasi
bakimindan genellikle ikinci mertebeden sabit katsayili bir kismi diferensiyel denklem
alimarak smiflandirmaya gidilmistir, ikinci mertebeden bir kismi diferensiyel denklemin
genel hali;

Au, +Bu,,+Cu,+Du, +Fu, +Fu+G=0, (1.9)

sekliyle wverilebilir. Burada A4,B,C,D,E,F ve G sabitler olsun. Diger taraftan

A =B? -4AC diskriminantin1 tanimlayalim.

Diskriminant Denklem Tipi Ornek Isimlendirme
A>0 Hiperbolik u,—c’u_=0 Dalga Denklemi
A=0 Parabolik u, —ku, =0 Is1 Denklemi
A<O Eliptik u,+u, =0 Laplace Denklemi

Herhangi bir tipteki problemin ¢oziimii, klasik Hadamard testi geregince asagidaki
lic sart1 saglarsa problem, “iyi durumlu”, en az bir sart1 saglamaz ise “kotii durumlu” olarak
adlandirilir. Bu sartlar;

Varlik: En az bir ¢oziim vardir,

Teklik: En ¢ok bir ¢6ziim vardir,

Kararlilik: Coziim verilere siirekli baglhdir.
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Pratikte bir denklemin ¢dézlimiiniin varligini tarif etmenin en iyi yolu problemdeki
biitiin sartlar1 saglayan ve problemde yerine kondugunda denklemi saglayan bir ¢ziim
yapilandirmaktir. Eger ¢oziimiin tekligi gosterilirse denklemin ¢6ziimii bulunmus demektir.

Birincisi agik bir mantiksal sart olup, ancak sadece fiziksel problemin bir ¢oziime
sahip olmas1 nedeniyle, matematiksel problemin bir ¢ézlime sahip olacagini kolayca ifade
edemeyecegimiz akilda tutulmalidir. Fiziksel problem bir tek ¢6ziime sahip olabilir, ancak
matematiksel problemin birden ¢ok ¢6ziimii de olabilmektedir.

Son sart bir gerek sarttir. Uygulamada, 6l¢iim yonteminde kiigiik hatalar olabilir.
Dolayisiyla, fiziksel olayr gosteren matematiksel problem igin, verilerdeki kiigiik bir
degisme, ¢oziimde en fazla kiigiik bir degisiklige yol acabilir.

Ornek olarak,

u, +u, =0 (1.10)

Laplace denklemini n > 0 olmak iizere
u(0,y)=0, ux(O,y):lsiny (1.11)
n

Cauchy verileriyle gz 6niine alalim. Bu problemin degiskenlere ayrilma yontemi ile elde

edilen ¢oziimi
1 . .
u,(x,y) =—rsinhnxsin y (1.12)
n

seklindedir. Baslangic verileri u(0,y)=0 ve u_(0,y) =0 iken problemin ¢6ziimii u, =0
asikar ¢oziimiidiir. iki baslangic verisi arasindaki fark n — o iken

lim|n " sin )| = 0

n—>0

olur. Yani, baslangic verisinde kiicliik bir degisiklik olmustur. Bu baslangi¢c verisine
karsilik gelen ¢oziimler farkinin y =% noktasinda, n tek bir pozitif sayr olmak lizere

n — oo iken limit degerine bakalim;

limfu, (x, ) — u, (x, 2 = limizsinh nx = lim——— =0

n—>0) 2 2 n—w g n—® 2n
olur. Yani, baglangi¢ verilerinde yapilan kiiciik bir degisiklik ¢oziimde biiylik bir
degisiklige yol agmistir. Boylece (1.10) ve (1.11) ile verilen Cauchy probleminin iyi

durumlu olmadig1 sonucuna varilir.
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(1.10) ile verilen Laplace denkleminin ¢6ziimleri harmonik fonksiyonlardir.

Yukarida g6z 6niine alinan (1.10) denklemi

u(x,O):f(x) ve ux(x,O):g(x), (1.13)
baslangig sartlar1 ile verilmis ise probleme Cauchy problemi,
u(O,t):p(t) ve u(f,t):q(t), (1.14)

(1.10) denklemi (1.14) sartlar1 ile verildiginde, probleme Dirichlet Problemi, eger ¢dziim

bolgesinin sinirinda dis normali boyunca ¢dziim araniyorsa yani,

2—”=f(z), (1.15)
n

sart1 ile verilen (1.10) denklemine ise Neumann Problemi denir.

Tamm 1. 4 Jacobi eliptik fonksiyonlar eliptik fonksiyonlarin standart formudur. Bu

fonksiyonlar, k eliptik modiil olmak tizere cn(u,k), dn(u,k), sn(u,k) olacak sekilde iig

temel fonksiyon ile gosterilir. Bu li¢ temel fonksiyon

u:F(go,k)=.TL, 0<k*<l,
o N1 —k’sin’t

seklinde verilen birinci tip eliptik integralin versiyonundan ortaya ¢ikar. Burada & = modu
ve ¢ =am(u,k)=am(u) olmak iizere Jacobi genliktir ve ayrica ¢ =F~' (u,k)=am(u,k)
ile tanimlanir. Bu agiklamalardan sonra

sin ((p) =sin (am (u,k)) =sn (u,k) ,

cos ((p) = cos(am (u,k)) =cn (u,k),

\/l—kzsinz ((/)) = \/l—kzsinz (am(u,k)) =dn (u,k),

esitlikleri yazilabilir. Burada £ — 0 ve k& — 1 iken siras1 ile bu fonksiyonlar

sn(u,O):sin(u) sn(u,l):tanh(u),
cn(u,O):cos(u) cn(u,l):sech(u),
dn(u,O):l dn(u,l):sech(u),

olarak tanimlanir. Ayrica Jacobi eliptik fonksiyonlar lizerinde tiirev

%(sn(u)) :cn(u)dn(u),

E(cn(u)) =—sn(u)dn(u),
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d >

—(dn(u))=-k"sn(u)cn(u),

L (dn(u)) = ~Ksn (u)en(u)

esitlikleri ile agiklanir. Jacobi eliptik fonksiyonlarin bu o6zelliklerinin yani sira bu

fonksiyonlar arasinda
sn® (u)+en® (u) =1,
K2sn? () +dn® (1) =1,
bagmtilari vardir.

Tanmm 1. 5 Lineer olmayan herhangi bir adi diferensiyel denklemde en yiiksek

q

. . d . . .
mertebeden lineer olan terim —Z ve en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim
g

r N
u? (juj ile verilsin. M dengeleme terimi olmak tizere M +¢q = Mp +s(M + r) esitligi

7

yazilabilir.
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2. LINEER OLMAYAN KISMi DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN DALGA
COZUMLERI ICIN BAZI ANALITIK METOTLAR

Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin dalga ¢ézlimlerini elde etmek i¢in
bircok metot son yillarda yogun bir sekilde calisilmaktadir. Karmasik ve yorucu cebirsel
hesaplamalarda arastirmacilara kolaylik saglayan Maple veya Mathematica gibi sembolik
paket programlarmin kullanilmasiyla bu denklemlerin dalga ¢oziimlerini elde etmek
giderek ilgi c¢ekici hale gelmistir. Bu bdliimde lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin dalga ¢oziimlerinin elde edilmesinde kullanilan bazi analitik metotlarin

tarihsel olarak analizleri verilerek aralarindaki farkliliklara vurgu yapilacaktir.

2.1. Analitik Metotlar ve Analizleri

Fiziksel olaylarin matematiksel modellemesi genellikle lineer olmayan, zamana bagl
diferensiyel denklemler ile agiklanir. Bu gibi denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek
bliylik bir oneme sahiptir. Ciinkii bu tiir denklemlerin analitik ¢dzlimlerini bulmak o
denklemin yapis1 ve karakteri hakkinda arastirmacilara bilgi verir. Bu tip ¢ozlimleri elde
etmek i¢in birka¢ klasik metot vardir. Bu metotlardan bazilarin1 sdyle siralayabiliriz:
Hirota’nin bagimli degisken metodu [46], Backlund doéniisiimii [47], Cole-Hopf doniisiimii
[48], genellestirilmis Miura doniisiimii [49], ters sacilma metodu [50], Darboux doniigiimii
[51], Painleve a¢ilim metodu [52], homojen balans metodu [53], benzerlik indirgeme
metodu [54] ve sine—cosine metodu [55].

Bu klasik metotlarin diginda lineer olmayan zamana bagl diferensiyel denklemlerin
hareket eden dalga ¢oziimleri tanh fonksiyon terimleri ile ifade edilebilir [56,57]. Tanh
fonksiyon terimleri orijinal olarak 1990 ve 1991 yillarinda bir ad hoc temeli {izerine

kullanild1 [58,59].

2.1.1. Metotlarin Tarihgesi

Malfliet [60], 1992 yilinda tanh metodu formiilize etmistir. Bu metot, 1s1 yayilimi,
difiizyon reaksiyonu, plazma fizigi, tiirbiilans teorisi, okyanus dinamigi ve biyofizik gibi

doga olaylarimi tanimlayan kismi diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak



icin 6nemli bir rol oynar. Bu teknik ile elde edilen ¢oziimler kapali fanh fonksiyonu

formundadir. Bu metodun isleyisi su sekilde agiklanabilir:

H(u,ut,ux,un,...):O, (2.1)
seklinde verilen bir kismi diferensiyel denklem gz Oniine alinir. (2.1) denkleminin dalga
¢Ozlimiini bulmak i¢in & =c(x—v¢) gibi bir koordinat géz Oniine alinarak bu koordinata
gore (2.1) denklemi

H'(u,u',u",..)=0, (2.2)
seklinde bir adi diferensiyel denkleme doniistiiriilerek yeniden yazilir. Burada v dalga
hizin1 ve ¢ ise L=c' genislikli duragan bir dalgay: ifade eder. Genelligi bozmaksizin

¢ >0 olarak tanimlanir. Adi diferensiyel denklem elde edildikten sonra Y = tanh(é’ ) gibi

yeni bir bagimsiz degiskene giris yapilir. Bu yeni degiskene gore tiirevler

< (-r)L,

dé dY

d? d d?

7 —>(1—Y2)(—2YE+(1—Y2)dY2j,

& d & d . d &
d—f—>—2Y(1—Y2)£—2Y5+(1—Y2)W}(l—yz)z£—25—2YF+(1—Y2)FJ,

seklinde yazilabilir, ayrica daha yiiksek mertebeden tiirevler benzer sekilde hesaplanabilir.

Bu tiirevler ile birlikte (2.1) denklemi i¢in aranan
M
u(x,t)=> a,¥", (2.3)
m=0
¢oziimii, elde edilen adi diferensiyel denklemde yerlerine yazilmasiyla Y"

(m =0,12,...M ) katsayilar1 yok edilerek cebirsel denklem sistemi bulunur. Bulunan bu

cebirsel denklem sisteminde a,, (m =0,12,....M ) katsayilar1 elde edilir ve bu katsayilar

(2.3) serisinde yerlerine yazilarak (2.1) denkleminin dalga ¢6ziimii bulunmus olur. Burada
M en yiiksek mertebeden lineer olan terim ile lineer olmayan terimlerin dengelenmesiyle

bulunabilen parametredir.

2000 yilinda Fan [61] tanh metodu lizerine ¢aligsmalar yaparak Malfiet tarafindan

sunulan fanh metodundan farkli olarak Y = tanh(cf) ¢Oziim fonksiyonu disinda

F'=b+F?, (2.4)
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seklinde bir Riccati diferensiyel denklemini gz Oniine alarak bu denklemin ¢6ziim

fonksiyonlari
F=—/-b tanh[\/jé]’ b <0 ise (2.5)
F=—/-b coth[x/jf]
1
F=——, b=0i 2.6
: ise (2.6)
F =b tan[/b¢] . b>0ise 2.7)
F = b cot[vbé&]
olmak iizere
u(x,t):faiFi , (2.8)

seklinde (2.1) denkleminin dalga ¢Ozlimlerini elde etmistir. Dikkat edilirse Malfiet
tarafindan sunulan fanh metodu ile sadece tanh formunda ¢o6ziim elde edilirken Fan
tarafindan sunulan ve literatiirde genisletilmis tanh fonksiyon metodu olarak bilinen bu

metot ile coth&, tanh &, coté ve rasyonel formunda ¢oziimlerde elde edilir.

2002 yilinda Elwakil ve arkadaslar1 [62] genisletilmis tanh fonksiyon metodu tizerine
calisarak g6z online alinan Riccati denklemi ve bu denklemin (2.5)-(2.7) ile verilen ¢6ziim
fonksiyonlar1 ayn1 kalmak sarti ile farkli olarak (2.8) ile verilen ¢6ziim yerine

M
u(x,t)=a,+Y a,F' +bF~", (2.9)
i=1
seklinde bir ¢oziim kabul ederek yaptiklar1 bu calismay1 degistirilmis genisletilmis tanh

fonksiyon metodu olarak literatiire kazandirmislardir. Burada a,a;,), (z’ =12,..M )

sabitlerdir. Elwakil ve arkadaslar1 bu ¢alisma ile diger tanh metotlar ile elde edilemeyen
yeni tam ¢oziimler elde etmislerdir. Ayrica, bu metot ile (2.1) denklemi i¢in ¢6ziim olarak
kabul edilen (2.9) esitliginde F ' terimi bulundugundan elde edilen ¢oziimler singiiler

¢Ozlim veya blow-up davranis1 gosterirler.

2003 yilinda Zheng ve arkadaslar1 [63] yukarida agiklanan ve sirasiyla tanh metot,
genigsletilmis tanh fonksiyon metot ve degistirilmis genisletilmis tanh fonksiyon metot
tizerine calisarak bu metotlar ile elde edilen ¢oziimleri de kapsayan daha genel ¢oziimler

ile birlikte bu metotlar ile elde edilemeyen yeni ¢oOziimler bularak genellestirilmis
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genisletilmis tanh metodunu vermislerdir. Bu metodun bahsedilen diger metotlardan fakli
olan tarafi (2.1) denklemi i¢in kabul edilen ¢6ziimiin

b+ F?

F]

Mi . . .
u(§)=q0+§}%%Ff+%Fﬂ+c#W*Jb+F*+dy } (i=12,...m;j=12,.M,)
J=1
(2.10)
olarak secilmesidir. Bu fark disinda metodun isleyisi tamamen diger fanh metotlar ile

aynidir. Burada j sayist i yinci denklemi ve n ise denklemlerin sayisini gosterir.

a;,b;,¢;,d; ve b daha sonra belirlenebilen sabitlerdir. Gergekten, (2.10) esitliginde

2752 S 4

b,=c;=d,; :0,(i:1,2,...,n;j:1,2,...,M,.) almir ise 2000 yilinda Fan [61] tarafindan
sunulan genisletilmis tanh  fonksiyon metodu elde edilir. Eger
¢, =d, =0,(i=1,2,...,n;j:1,2,...,M,.) almir ise 2002 yilinda Elwakil [62] tarafindan

sunulan degistirilmis genisletilmis tanh fonksiyon metodu elde edilir. Goriildiigii gibi 2003
yilinda Zheng ve arkadaslar tarafindan literatiire kazandirilan genellestirilmis genisletilmis
tanh fonksiyon metodu, sirasi ile genisletilmis tanh fonksiyon metot ve degistirilmis

genisletilmis tanh fonksiyon metotlarin1 kapsayan bir metottur.

2004 yilinda Chen ve Zhang [64], (2.1) denkleminin hareket eden dalga ¢oziimlerini
elde etmek icin yukarida bahsedilen tanh metotlarinda kullanilan Riccati diferensiyel
denklemlerinden farkli olarak

9 4 BF+CP, (2.11)

dg
seklinde bir Riccati diferensiyel denklemi alarak gelistirilmis tanh fonksiyon metodunu

vermiglerdir. (2.11) denkleminin ¢6ziimleri olarak goz 6niine alinan

1. Durum:

A=C=1, B=01se F =tanz, (2.12)
2. Durum:

A=%, B=0, C=—% ise F =cothztcschz veya F =tanhztisechz, (2.13)
3. Durum:

A:C:i%, B=0ise F=seczttanz veya FF=cscztcotz, (2.14)

18



4. Durum:

A=1, B=0, C=-1ise F =tanhz veya F =cothz, (2.15)
5. Durum:

A=C=-1, B=0 ise F =cotz, (2.16)
6. Durum:

(exp (Bz) — A)

C=0,B#0 ise F:T, (2.17)
7. Durum:
) 1
A=B=0, C#0ise F=———, (2.18)
(Cz+co)

fonksiyonlar ile (2.1) denkleminin hareket eden dalga ¢6ziimleri yazilabilir. Bu metot ile

(2.1) denklemi i¢in aranan ¢Oziim
M
u(x,t):ZaiFi(af), (2.19)
i=0

seklinde yazilir.

2004 yilinda Kudryashov [65,67] tarafindan literatiire kazandirilan bu metot ile

(2.1) denkleminin dalga ¢6ziimiinii bulmak i¢in
We)=a,+ 3 aF'(§), (2.20)
i=1

formunda bir ¢6zlim aranir. Burada a,,4,,a,,...,a, hesaplanacak sabitlerdir. Burada tanh

metotlarinda kullanilan Riccati denkleminin yerine

F'=F*-F, (2.21)
seklinde bir Bernoulli denklemi ele alinir ve
1
F=F(&)= 2.22
(€)== (2.22)

fonksiyonu (2.21) Bernoulli denkleminin bir ¢6zlim fonksiyonudur.

m pozitif tam sayisin1 yani dengeleme terimini hesaplarken (2.2) denkleminde
y=2z" yazilarak tiim terimlerin dereceleri karsilastirilarak en kii¢iik dereceli iki veya daha
fazla terim secilir. p nin minimum degeri (2.2) denkleminin ¢oziimiiniin kutbu olarak

tanimlanir. Daha sonra y ¢6ziimii ve gerekli tiirevleri
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y: =D ai(F=DF', y.=> ai((i+)F*—Qi+)F +i)F' (2.23)
i=1 i=1

(2.2) denkleminde yerlerine yazilarak F (f) ye baglh olan denklem elde edilir. Bu
denklemde F (f) fonksiyonunun kuvvetlerine gore katsayilari sifira esitlenerek cebirsel

denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemin ¢oziilmesi ile a,,q,,a,,...,a, sabitleri

bulunur [68-72].

Yukarida bahsedilen ve kismi diferensiyel denklemlerin dalga ¢ézlimlerini veren tanh
metotlarinin yani sira ayn1 zamanda eliptik fonksiyonlarin yardimi ile kismi diferensiyel
denklemlerin dalga ¢6zlimlerini veren metotlarda vardir. Bu metotlar siras1 ile 2001 yilinda
Jacobi eliptik fonksiyon metodu [73], 2003 yilinda degistirilmis Jacobi eliptik fonksiyon
metodu [74] ve 2004 yilinda genellestirilmis Jacobi eliptik fonksiyon metodu [75] olmak
tizere bilim adamlar tarafindan literatiire kazandirilmistir.

Yine 2004 yilinda Chen ve Zhang [75] tarafindan eliptik fonksiyonlar kullanilarak
(2.1) denklemi i¢in dalga ¢oziimleri veren genellestirilmis Jacobi eliptik fonksiyon metodu
sunulmustur. Bu metodun yukarida analizleri yapilan metotlardan farkli olan tarafi Riccati

denklemi yerine

(F'Y' = A+ BF*+CF*, (2.24)
. : . . R, ,_dr
seklinde bir yardimci diferensiyel denkleminin g6z oniine alinmasidir. Burada F' = 'y ve
A, B,C sabitlerdir. (2.1) diferensiyel denklemi igin
M . .
u(x,t)=a,+y [ aF (£)+bF"(£)], (2.25)
i=1

formunda bir ¢6zlim arandig1 kabul edilir. (2.1) denkleminin dalga ¢6ziimiinii yazmak i¢in

kullanilacak olan (2.24) denkleminin ¢6ziim fonksiyonlari

A=1

) B=—(1+m") , F(&)=snécdé, (2.26)
C=m’
A=1-m’

ii) {B=2m" -1, F(é‘):cné‘, (2.27)
C=-m
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Vi)

Vii

viii

=-1
A=-m’ (l—mz)
B=2m"-1 , F(&)=ds¢,

4=l
4
m’ -2 sné
b= (g)zlidnﬁ’
c-m
4
a="
4
2_
=" 2, F(.f):sn§iicn§, dne ,
2 i\/l—mzsncficnﬁ
c="
4
A—l
T4 dné . sné
F(¢é)= , msné tidné, ——,
B_I—Zm2 () mené +iN1—m’ l£eng
2 ’ cné
C:l \/l—mzsnfidnf’
4
A=m2—1
4
m® +1 dné
B= . F(&)= :
2 1+ msné
C=m2—1
4

21

(2.28)

(2.29)

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)



Xi)

Xii

xiii)

olmak tizere Chen ve Zhang [75] tarafindan elde edilmistir.

A:
4
m’ +1 cné
b= 2 ():lisnf’
2
C:l_m
4
A=_(l_m2)2
4
m* +1
B= 5 . F(&)=mené £dné,
c-_1
4
4=l
4
m* +1 sné
B= =
2 ’ (5) dné +cné’
1-m*)
(=)
4
4-1
4
m* =2 cn
B= , F({)=—/—,
2 () N1-m* £dné
4
cm
4

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Yukarida bahsedilen eliptik fonksiyon metotlar iizerine ¢aligmalar yapilarak 2004

yilinda Jacobi eliptik rasyonel a¢ilim metodu [76], 2006 yilinda Weierstrass Jacobi eliptik

fonksiyon agilim metodu [77] literatlire kazandirilarak lineer olmayan kismi diferensiyel

denklemlerin dalga ¢oziimleri elde edilmistir.

2008 yilinda Wang ve arkadaglar tarafindan (2.1) denkleminin dalga ¢dziimlerini

!

elde etmek i¢in sunulan — ag¢i/im metodunun [78] yukarida bahsedilen tanh metotlarindan

farkli olan tarafi Riccati diferensiyel denkleminin yerine G = G(é) olmak tizere

G"+AG"+uG =0,

22

(2.39)



seklinde ikinci mertebeden sabit katsayili lineer bir diferensiyel denkleminin géz Oniine

alimmasidir. Ayrica (2.1) denklemi i¢in

u(x,t)= i a, (%'j’" , (2.40)

m=0

!

olacak sekilde ¢oziim aranir. (2.40) ¢oziimii yapilirken % fonksiyonunun degeri, (2.39)

denkleminin ¢6ziimiinde hesaplanan G ¢oziim fonksiyonu yardimiyla elde edilir.

!

2010 yilinda Guo ve Zhou [79] tarafindan genisletilmig % acitlim metodu literatiire

!

kazandirilmistir. Bu metodun % acilim metodundan farkli olan tarafi (2.39) denklemi

ayn1 kalmak sartiyla (2.1) denklemi i¢in ¢6ziim fonksiyonunun

e+ Sia(Z o[ 2] 122 ) e

olarak se¢ilmesidir.

!

Daha sonra 2010 yilinda Lii ve arkadaslar1 [80] tarafindan genellestirilmis %

’
a¢ilim metodu literatiire kazandirilmistir. Bu metodun e a¢ilim metodundan farkli olan

tarafi (2.39) denklemi yerine

fl=hy v f+hf?+hf, (2.42)
alinmasi ve (2.1) denklemi i¢in ¢6ziim fonksiyonunun
(Y
w(&)=4,+3 4, R (2.43)
i=1

olarak se¢ilmesidir.
Bu boliimde, analizleri yapilan analitik metotlardan Kudryashov metodunda
kullanilan yardimci denklem {izerinde, iglincii boliimde bazi genellemeler yapilarak

Kudryashov metodunda elde edilen ¢oztimlerden farkli ¢oztimler elde edilmistir.
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3. LINEER OLMAYAN KISMi DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN DALGA
COZUMLERI ICIN BAZI UYGULAMALAR

Ikinci béliimde analizleri yapilan ve lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin
dalga ¢oziimlerini veren metotlara bakildiginda hepsinin ortak bir noktasi, ¢oziime ulagsmak
i¢in yardimei bir denklem ve bu denklemin ¢dziimlerinin kullanilmasidir. Ornegin, tanh
metotlarinin hepsinde yardimci bir denklem olarak Riccati diferensiyel denklemi ve
versiyonlari, Kudryashov metodunda yardimci denklem olarak Bernoulli denklemi, eliptik

fonksiyonlar kullanilarak ¢éziime ulagilan Jacobi eliptik fonksiyon metotlarinda ise farkl

bir Riccati diferensiyel denklemi ve % -a¢ilim metodunda ikinci mertebeden sabit
katsayil1 bir diferensiyel denklem kullanilmistir. Ayrica bu metotlarin birbirlerinden farkli
olan taraflarindan bir digeri ise aranilan ¢6ziim formunun farkli olmasidir.

Bu boliimde, ikinci boliimde analizi yapilan Kudryashov metodunda (2.21) ile verilen

Bernoulli denkleminden ilham alarak (2.21) denklemi yerine

F'=BF"—AF, n>2, (3.1)
seklinde daha genel bir Bernoulli denklemi g6z oniine alinip bu denklemin ¢6ziim
fonksiyonu

€
F(&)= (§+ ce'" s jl'" : (3.2)

. e . dF .
seklinde kolayca yazilabilir. Burada 4 ve B keyfi sabitler ve F' :d_§ dir. A ve B ye

verilecek keyfi degerler ile

1. Durum

{z: F(ﬁ)=(1+cCosh[(n—1)§]+csmh[(n—1)§])l—ln. (3.3)

2. Durum

{BZ_,L F(ﬁ):(—1+cCosh[(1—n)§]+cSinh[(1—n)§])1—I"_ (3.4)

3. Durum

1

{;1 _ l F(£)= G+ccos[(n—1)§]+ic5in[(n—1)§]jl'", (7=-1). (35
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4. Durum
{; ; F(&)= (i+cC0sh[(n—1)§]+cSinh[(n—1)5])11”, (i*=-1). (3.6)

5. Durum

1

A=B=i,  F(&)=(1+cCos[(n-1)¢]+icSin[(n=1)&]), (¥ =-1). (3.7)

6. Durum

A=B=—i, F(é)=(1+cC0S[(n—1)5]—icSin[(n—1)§])1l”, (*=-1), (3.8

seklinde (3.1) denkleminin bazi 6zel ¢oziimleri yazilabilir. Burada c integrasyon sabitidir.

Ayrica (2.1) denkleminin ¢oziimii
M
F(&)=a,+Y aF'(&), (3.9)
i=1

seklinde aranir.

Dikkat edilirse burada 6zel olarak birinci durumda oldugu gibi A=1, B=1 ve
n =2 alindig1 zaman ikinci boliimde analizi yapilan Kudryashov metodunun (2.22) ¢6ziim
fonksiyonu ile ayn1 oldugu goriilmektedir. Kudryashov metodunda (2.22) ile elde edilen
¢Ozlim fonksiyonu sadece hiperbolik formda olmasina karsilik (3.2) ¢6ziim fonksiyonunda
A ve B sabitlerine verilen keyfi degerler ile (3.3)-(3.8) esitliklerinde goriildiigii tlizere
hiperbolik olmayan ¢oziimlerde elde edilmistir.

Bu boliimde, 6zel olarak n=2 ve n=3 icin (3.1) ve (3.2) esitlikleri yardimi ile
Burgers denklemi [8], KdV denklemi [3] ve s1§ su dalga denklem sistemi [9] i¢in dalga
¢Ozlimleri elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde, (3.1) Bernoulli denkleminde »n degerine 6zel degerler vermeden
ve ayrica (3.2) ¢oziim fonksiyonu yardimi ile Burgers denklemi [8], KdV denklemi [3] ve
s1g su dalga denklem sistemi [9] icin daha genel (yani n sayisina bagli) dalga ¢oziimleri

elde edilmistir.
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3.1. Burgers Denkleminin Bazi Dalga Coziimleri

Bu kisimda literatiirde Burgers denklemi olarak bilinen

u +ouu +u =0, (3.10)
denklemini goz ontine alalim [8]. (3.10) denklemi i¢cin ¢ #0, k#0 ve w0 olmak {izere
u(x,t)=u(&), &=hke+wt doniisimii yapildiginda (3.10) denklemi

wu' +kauu' +k*u" =0, (3.11)
haline doniistir. (3.11) denkleminin her iki tarafi integre edilirse

wu+%“u2+k2 =0, (3.12)
olarak yazilabilir. Burada integrasyon sabiti sifir olarak alinmistir.

n =2 icin (3.10) denkleminin dalga ¢oziimlerini arastiralim. (3.12) denkleminde en

yiiksek mertebeden lineer olan u' terimi ile lineer olmayan u” terimlerinin dengelenmesi
ile (3.9) esitliginde M =1 olarak bulunur. Boylece (3.12) denklemi i¢in

u=a,+alrl, (3.13)
seklinde bir ¢oziim aranabilir. Bu ¢6ziimde (3.12) denkleminde bulunan gerekli tiirevler
alinarak yerlerine yazildiginda 4 ve B keyfi sabitler olmak tizere

a0w+%a§ak =0,

— Aak* +aw+a,aka =0, (3.14)

a,Bk’ +la12ka =0,
2

olacak seckilde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi
Mathematica paket programi yardimi ile ¢oziildiigiinde

k#0 ve w=0 olmak lizere,

I. Durum:
a, =0, alzizB\/;, kziﬂ, az0,A#0,B#0. (3.15)
Aa A
II. Durum
ao:iz”AW M k:il\/; a#0,4+0,B=0,i°’=-1, (3.16)

, a4 =%F ) )
a ' Jda Ja
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olarak istenilen n =2 igin sabitler bulunmus olur. Bulunan bu sabitler (3.2) esitliginde goz
Ontline alinarak (3.13) esitliginde yerlerine yazildig1 zaman (3.10) Burgers denkleminin
dalga ¢oziimleri

1. Coziim:

I. Durum g6z 6niine alindiginda (3.10) denkleminin ¢6ziimii

u(x,t)= 2\7:/;( Cosh[A§]+cSmh[A§]j_]

(3.17)
E=F Jw X+ wt
=F—F— .
J4
2. Coziim:
II. Durum g6z 6niine alindiginda (3.10) denkleminin ¢6ziimii
/— -1
u(x,t) ZZ Aw 218\/_( Cosh[A§]+cSmh[A§]J
a J4 A (3.18)

§—i%x+wt, it =1,

olacak sekilde elde edilir. Burada 6zel olarak 4 ve B degerleri icin asagidaki durumlar goz
oniine alindig1 zaman

1. Durum i¢in ¢oziimler

(i)A=1,B=1 iken

2w

) =F . 3.19
u(x t) +a(l+cC0sh[twi\/;x}+cSinh[twix/;x]) ( :

(ii) A=-1, B=1 iken
u(x,t)=7 2iv'w -1). (3.20)

" (1+cCosh[l‘w+1\/7} cSznh[tvv+1\/7 ]) (iz:
(iti) A=i, B=1 iken

2(-1)"*w
a(cCos [tw-_ir(—l)y4 \/;x} +i(—1 + cSin[twir (—1)3/4 \/v—vx}))

(iv) A=1, B=1i iken

u(x,t)zi

(7 =-1). 3:21)

=F Zivw it =- :
M(X,f)—+ (1+CCOSh|: w+\/_ ]+cSznh[ \/;x]), ( 1). (322
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(v)A:i, B =i iken

2(_1)1/4 \/;
a(l +cCos [twl(—l)y4 \/v—vx} +1cSin [tw¢ (—1)3/4 x/@x})

,(#=-1). 3.23)

+ 2(_1)3/4 \/; ’ (12
a(l +cCos [twi (—1)1/4 \/v_va —1icSin [twi (—1)1/4 \/v_vx})

Sekil 5. (3.10) denkleminin (3.19) ¢oziimii igin ii¢ boyutlu dalga gériinimii (o =1,w=1,c=1).

a) b)
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c) d)

o =
Sekil 6. (3.10) denkleminin (3.19) ¢dzlimil i¢in iki boyutlu dalga goriiniimi (a =lLw=1lc= 1) ,
a)t=1,b)t=2,c)t=3,d)t=4.

2. Durum icin ¢oziimler

(i) 4=1,B=1 iken

2wl I L
T e {1 1+CCOSh[fWTLi\/@x}csz'nh[mﬂ\/@xﬂ’ (F=-1). (29

u(x,t):

u(x,t)¢3{\/$ S } (3.26)

—1+cCosh [twi \/;x} —cSinh [twi \/;x}

(iii) A=i, B=1 iken

u<x,l‘)=¢z Wiw (_1)1/4\/;‘}

o o] (1) Vo i csinf (1) Vi

(#=-1). 327)

(iv) A=1, B=1i iken

;2\/; i+ ! L (7=-1). (3.28)
a i+cC0sh[tW$i wx]+cSinh[tw¢i\/;x]

(V)A:i, B =i iken

u(x,t):

_—E iiw (_1)3/4\/‘; 2o
u(X,f)+a[ 1+cC0s[tW$(1)1/4\/;/)6}+i05in[twi(1)1/4\/;/)6}]’ ( 1)- (3.29)
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(vi) A=—i, B=-i iken

ol t)=$2 w (—1)1/4\/v_v
e st () o e (1) o

 (#=-1), (3.30)
seklinde (3.10) denklemi i¢in baz1 6zel ¢oziimler elde edilmistir.

n =3 i¢in (3.10) denkleminin dalga ¢oziimlerini aragtiralim. (3.12) denklemi goz

Oniine alinirsa dengeleme terimi M = 2 olarak bulunur. Boylece (3.12) denklemi i¢in
u=a,+aF+a,F?, (3.31)
seklinde bir ¢6zlim aranabilir. Bu ¢ozliimde (3.12) denkleminde bulunan gerekli tiirevler

aliarak yerlerine yazildiginda

1
a0w+5a§ak =0,
— Aak* +aw+ayaka =0,

1

—24a,k’ +a2w+5a12ka+a0a2ka =0, (3.32)
a,Bk* +a,a,ka =0,

2 1 2
2a,Bk +5a2ka =0,

olacak sekilde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi
Mathematica paket programi yardimu ile ¢oziildiigiinde
k#0 ve w#0 olmak lizere,

I. Durum:
a,=0, a, =0, a,=% a#0,A#0,B#0. (3.33)

II. Durum:

2i2 4w . . 2iB\2w iw
a 9 b

a, =+ k=t q#0,420,B#0,> =1, (3.34)
24

olarak istenilen n =3 i¢in sabitler bulunmus olur. Bulunan bu sabitler (3.2) esitliginde goz
Oniine aliarak (3.31) esitliginde yerlerine yazildigi zaman (3.10) diferensiyel denkleminin

dalga ¢oziimleri
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1. Coziim:
I. Durum g6z 6niine alindiginda (3.10) denkleminin ¢6ziimii

2

u(x.t)=+ 252‘/5 (% +cCosh[2AE] + cSinh[ZAéf]j 1,
o (3.35)
E=7F \/; X+ wt.
V24
2. Coziim:
II. Durum goz 6niine alindiginda (3.10) denkleminin ¢éziimii
1 2
u(x,t) ==+ 2024w - 2B V2w [(£+ cCosh[2AE]+ cSinh[2A.§]j 2} :
« Vda |4 (3.36)
iNw

E=+% x+wt, i°=—1,
\24

olacak sekilde elde edilir. Burada 6zel olarak 4 ve B degerleri icin asagidaki durumlar g6z

oniine alindig1 zaman

1. Durum i¢in ¢oziimler

(i)A=1,B=1 iken

22w
a(l +cC0sh[2twi\/§\/v_vx] +cSinh[2twi \/Ex/v_vx]) .

(i) A=-1, B=1 iken

u(x,t):i (3.37)

2iV24w (
a(—l +cCosh [2twi i\/ix/vivx] —cSinh [2tw t lﬁ\/;}x}) |

(iti) A=i, B=1 iken

u(x,t)=7 i*=-1). (3.38)

u(x,t)=F (2—21)\/@ (
) a(cCos[thi(l—i) \/VT/X}+i(—1+CSin[2Mi(1_i)\/;}x])) )

i’ =-1). (3.39)

(iv) A=1, B=1i iken

w(oi) =7 2iv24w
’ o (i +cCosh [2twi \/Eﬁx} + cSinh [thi \/E\/;x})

(=-1). (3.40)
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(V)A=i, B =i iken

()7 (2+20)w L
(%) +a(l+cCos[2twi(1—i)x/v_vx}+icSin[2twi(1_i) ﬁx})( 1). (341

(Vi) A=-i, B=—i iken
u(xr)=% (2-2)w P =-1). (3.42)

a(l+cCos[2twi(l+i)\/v_vx}—icSin[2Mi(l+i)\/V_Vx])’ (

~30

Sekil 7. (3.10) denkleminin (3.37) ¢dzilimil i¢in {i¢ boyutlu dalga goriiniimii (a =Lw=1lc= 1) .
2. Durum icin ¢oziimler
(i)A=l,B=1 iken

2124w | a
o {1 1+cCosh| 2mpin/2wx [ +cSink] 22 Mﬂ (P=-1). (3.43)

(ii) A=-1, B=1 iken

u(x,t)=

—_2\/5 —w \/V_V PP=—
=, [ e _1+cc05h[z,w;ﬁw_csmh[szzw} (#=-)- G4

(iti) A=i, B=1 iken

_2(_1)1/4 \/5\/;‘}

u(x,t) =F 1

¢ {iiiC(bS[QIW¢(1+i)\/;/x]iaS’in[Qtw?(Hi)«/;ocﬂ’ ('=-1)- 343)
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(iv) A=1, B=i iken

22w 1
g 'i+ffzmh[2nv¢iJ§VGLg]+a$mh[znv¢iJ§J§a} ’

u(x,t)z

(#=-1). (3.46)

(v) A=i, B=i iken

__2(_1)3/4 V2w 1 =
)=+ 11+dh{2wquﬂJ@ﬂ+mw{2W4uﬂJ%ﬂ’ [F=) aan

(vi) A=—i, B=-i iken

A2 1

u{xt) =F=—— | 20013 icSin] 213

. (#=-1). (3.48)

seklinde (3.10) denklemi i¢in baz1 6zel ¢oziimler elde edilmistir.

3.2. KdV Denkleminin Bazi Dalga Coziimleri

Bu kisimda literatiirde KdV denklemi olarak bilinen

u,+ouu +u, =0, (3.49)
denklemini goz Oniine alalim [3]. (3.49) denklemi i¢in u (x,t) =u (é‘ ) , E=hkx+wt
dontisiimii yapildiginda (3.49) denklemi

wu'+ kouu' +k’u" =0, (3.50)

ifadesine doniisiir. (3.50) denkleminin her iki tarafi integre edilirse
wu+é§u2+k%"=0, (3.51)

elde edilir. Burada integrasyon sabiti sifir olarak alinmistir.

n =2 i¢in (3.49) denkleminin dalga ¢ozlimlerini arastiralim. (3.51) denkleminde en

yiiksek mertebeden lineer olan u" terimi ile lineer olmayan u” terimlerinin dengelenmesi

ile (3.9) esitliginde M =2 olarak bulunur. Boylece (3.51) denklemi i¢in
u=a,+aF +a,F?, (3.52)
seklinde bir ¢oziim aranabilir. Bu ¢6ziimde (3.51) denkleminde bulunan gerekli tiirevler

aliarak yerlerine yazildiginda
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a0w+%a§ak =0,
Aak’ +aw+ayaka =0,
44%a,k’ —-3A4Bak’ + a2w+%afka +a,a,ka =0, (3.53)
~10A4a,Bk> +2a,B°k> + a,a,ka =0,
6a,B’k’ +%a§ak =0,
olacak seckilde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi

Mathematica paket programi yardimi ile ¢6ziildiigiinde

k#0, w=0 olmak iizere

2 2 2 2
12(-1)3 Bw? 12(-1)3 B*w?
A Ala
Y (3.54)
Z1)5 w3
k=#, A0, a#0.
A3

olarak istenilen n =2 i¢in sabitler bulunmus olur. Bulunan bu sabitler (3.2) esitliginde goz

Oniine alinarak (3.52) esitliginde yerlerine yazildigi zaman (3.49) KdV denkleminin dalga

¢Ozuimi
2 2 1
~1)3 Bw? -
u(x,t):M(E+cCosh[A§]+cSinh[A§]J -
= A
Ala
2 2 5
—1)3 B*w3 -
—M(£+cCosh[A§]+cSinh[A§]J , (3.55)
2 A
A’
-
—_1\3 w3
§=( 1)32w X+ wt,
A3

olacak sekilde elde edilir. Burada 6zel olarak 4 ve B degerleri i¢in asagidaki durumlar g6z

ontine alind1g1 zaman
(i)4=1, B=1 iken
12 (—1)2/3 cow? (Cosh [tw + (—1)1/3 wmx} + Sinh [tw+ (—1)1/3 meD

u(x1)= I (3.56)
a(l +cCosh [twﬁL(—l)l/3 W”3xJ +cSinh[tw+(—1)l/3 me})
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(ii) A=-1, B=1 iken

12(-1)" cw2/3(cosh i (1P wx | — Simhl aw— (=112 i )
u(x1)= = R e ) 2 } . (357
a(l ~ cCosh| tw—(=1)"" w'"x |+ cSinh ew—(~1)"" wme

(iii) A=i, B=1 iken

12iew™? (Cos [l‘w+ w”3x] +iSin[tw+ w'”x})
u(x,t)= - (7 =-1). (3.58)
a(cCos [z‘w+ wmx] +i(—1 +cSin [tw+ w”3x}))

(iv) A=1, B=i iken

12(-1)"° cw2/3(C0sh tw+(=1)" W |+ Sink| tw+(-1)" wx )
u(x)= = =" e S - ]  (#=-1).3.59)
(Z(i+CCOSh|:tW+(—1)1/3 " 3x} +cSinh[t14/+(—l)l/3 wmx})

(v)Azi, B =i iken

12ew*? (Cos [tw+ me] +1Sin [tw+ wleD

(i* =-1). (3.60)

u (x,t) =— 2
a (1 +cCos [tw+ wmx} +icSin [tw+ wmx])

(vi) A=-i, B=—i iken

12(—1)1/3 ow? (Cos |:tW+(—1)2/3 wmx} —1Sin |:tW+(—1)2/3 wmx})
_ .
u(x)= S (2 =-1), 3.61)

ol o+{ct) s i (0 |

seklinde (3.49) denklemi i¢in baz1 6zel ¢oziimler elde edilmistir.

Sekil 8. (3.49) denkleminin (3.56) ¢6ziimii i¢in ii¢ boyutlu dalga goriiniimii (a =lLw=lc= 1) .
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a) b)

.

L L !
-10 -5 5 10 -10 -5

Sekil 9. (3.49) denkleminin (3.56) ¢dzilimil i¢in iki boyutlu dalga goriiniimii (a =Lw=1lc= 1) ,

a)t=1,b)r=2,¢c)t=3,d) t=4.

n=3 ic¢in (3.49) denkleminin dalga ¢oziimlerini arastiralim. (3.51) denklemi goz

Oniine alinirsa dengeleme terimi M =4 olarak bulunur. Boylece (3.51) denklemi i¢in
u=a,+aF+a,F’+a,F +a,F*, (3.62)
seklinde bir ¢6ziim aranabilir. Bu ¢oziimde (3.51) denkleminde bulunan gerekli tiirevler

alinarak yerlerine yazildiginda
a0w+%a§ak =0,
Aak’ +aw+ayaka =0,
2 3 1 2
447ak” + a2w+5a1 ka +aya,ka =0,
9A4%ak’ —4Aa, Bk’ + aw+ a,a,ka + a,aka =0,
1
164%a,k’> —12Aa, BK> +a,w+ 5 @ka +aaka+agaka =0,

—24Aa,Bk’ +3a,B°k’ + a,a,ka + a,a,ka =0,
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—40Aa,Bk’ +8a,B°k’ +la§ka +a,a,ka =0,
2
15a,B°k’ + a,a,ka = 0, (3.63)
24a,B’k’ +%afka =0,
olacak seckilde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi

Mathematica paket programi yardimi ile ¢6ziildiigiinde

k#0 ve w#0 olmak tizere

2 2 2 2

12(—2)5Bw3 12(—2)5Bzw3

e S

Ala Ala
. (3.64)
—1)3 w3
a,=a,=a,=0, k:%, A#0, a=0,

2343

olarak istenilen n =3 i¢in sabitler bulunmus olur. Bulunan bu sabitler (3.2) esitliginde goz

Ontine alinarak (3.62) esitliginde yerlerine yazildig1 zaman (3.49) KdV denkleminin dalga
¢Ozimu

u(x,t):M(£+cCosh[A§]+cSinh[A§]j —
Aa 4
—MGHCOM[/@]+cSz'nh[A§]) : (3.65)
Ala

éf:—

olacak sekilde elde edilir. Burada 6zel olarak 4 ve B degerleri i¢in asagidaki durumlar goz

Ontine alindig1 zaman

(i)Azl, B =1 iken

L O e e A RO
a(1+CCOSh[2fW—21/3W”3x]+cSinh[2tw—2”3w”3x])
(i) 4=-1, B=1 iken
2/3 / '
()= 12(=2)" ew” (—Cosh [ 26w+ (=2)"*w"x | + Sinh| 26w +(-2)"” me]) a6

a (1 —cCosh [2tw+ (-2)" wmx] +cSinh [2tw+ (-2)" wl/3x])2
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(iii) A=i, B=1 iken

12(_1)5/6 22/3 CWM
a[(i+c) COS{I‘W#-(_l)zz/:‘)x]-i-i(i-i-C) Sin{MJr(_l)szlxﬂ

(iv) A=1, B=i iken

(#=-1). (3.68)

u(x,t) =

12i(2)" ew?™ ( Cosh| 20w—2""w"x |+ Sinh[ 26w-2"w"x )

(P=-1). (.69

()= :
a(i + cCosh[2tw—2l/ S x] + cSinh[2tw— 213 3x])

(v) A=i, B=i iken

u(x,t)= 2/312(/:1)1/322/3&}/3 — (i2=—1). (3.70)
a[(l+c)Cos{tw+(_l)zﬂr)x}i(—l+c)$n{m+(_l)22/:‘)xD

(vi) A=-i, B=—i iken

12(-2)" e’ (Cos [ 20w—(-2)"*W"x |~iSin[ 20w—(-2)" u}“x])

u x,t)z

. (F=-1). (3.71)
a(1+ccos[2tw—(—2)”3w)“x]—icsm[zm—(—z)”%d“x])

seklinde (3.49) denklemi i¢in baz1 6zel ¢oziimler elde edilmistir.

Sekil 10. (3.49) denkleminin (3.66) ¢6ziimii i¢in ii¢ boyutlu dalga gériiniimii (a =lLw=lc= 1) .
3.3. Si1g Su Dalga Denklem Sisteminin Baz1 Dalga Coziimleri

Bu kisimda farkli bir 6rnek olarak
u,+uv+vu+v, =0,
(3.72)

v, +u +v, =0,
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seklinde tanimlanan s1g su dalga denklem sistemini géz Oniine alalim [9]. (3.72) denklemi

icin u(x,1)=u(£) ve v(x,t)= (&), & = kx + wt doniisiimii yapildiginda (3.72) denklemi

wu' +ku'v+kvu+ k" =0,

(3.73)
wv' +ku'+ k' =0,
sistemine doniisiir. (3.73) denklem sisteminin her iki tarafi integre edilirse
wu + kuv +k*v" =0,
(3.74)

wv+ku+§v2 =0,
olarak yazilabilir. Burada integrasyon sabiti sifir olarak almmistir. (3.72) denklem

sisteminin ¢6ziimii,
M, . M, .
u(x,t):u(g):ZaiF’, v(x,t):v(f):ZbiF’, (3.75)
i=0 i=0

formunda ifade edilir.

n =2 alinirsa, (3.74) denklem sisteminde en yiiksek mertebeden lineer olan terimi

ile lineer olmayan terimlerinin dengelenmesi ile M, =2, M, =1 bulunur ve
u=a,+aF+a,F*, v=b,+bF, (3.76)
seklinde bir ¢6zlim aranabilir. Bu ¢6ziim (3.74) denklem sisteminde yerine yazildiginda
abyk +a,w=0,
a,byk +a,bk+ Abk’ +aw=0,
a,b,k +abk—3A4Bbk> +a,w=0,

a,bk+2B’bk*> =0, (3.77)
1>

a0k+§b0k+b0w:0,

a,k+bbk+bw=0,
1.

ak+—bk=0,
2

olacak sekilde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi
Mathematica paket programi yardimi ile ¢oziildiigiinde

k#0 ve w#0olmak lizere,
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2
a,=0, a =2Bw, a, =—2B W,
A
2BNA
%zi%Mw,@=$—TIK, (3.78)
k=$ﬂ, A+#0
A
II. Durum:
_2B%w

a,=0, a =-2Bw, a,=

b

by =+2i[Aw (3.79)

iN'w

A
A , bl :izBlT 'AM},

k=+ , A#0, i*=-1.
Ja
I11. Durum:
2
a,=0, a =2Bw, a, __28 W,
A
2B~ A
b, =0, b =521 (3.80)
A
k=ibE; A#0, i =-1
A
IV. Durum:
2
a,=0, a, =-2Bw, a,= 2lilw,

2Bi/
b =0, b =+2BNAW (3.81)
A
=+ 420, P =-1,

Sk
olarak istenilen n =2 i¢in sabitler bulunmus olur. Bulunan bu sabitler (3.2) esitliginde goz

oniine alinarak (3.76) esitliginde yerlerine yazildigi zaman (3.72) diferensiyel denklem

sisteminin dalga ¢oziimleri

1. Coziim:

I. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢éziimii
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u(x,t)=2M{§+cCash[A§]+cSinh[A§]j1 211942“’((14+ Cagh[Af]+cS’mh[A§]jlj ,

V() =223 Aw +2B@(A Cosh[A§]+aSmh[A§]j_l (3.82)
_Aw

§=+ﬁx+wt

olacak sekilde elde edilir.
2. Coziim:

II. Durum goz 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢oziimii,

2

u(xt) = mv(§+cCosh[A§]+c&nh[A§]j 2 W[(A Cosh[A§]+cSmh[A§]jJ,
V(xt)= j@ﬂBm(A cCash[A§]+c&nh[A.§]) (3.83)
+%x+wt ( —1).
olacak sekilde elde edilir.
3. Coziim:

III. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢6ziimii,

2Bw

u(x’t):m{%Mh[Aﬂ%&"h[Aﬂjl 4 {( Cosh[A§]+c&nh[A§]j1]2

o) = ZB?V(A cCosh[A§]+aSinh[A§]j_l, (3.84)

Jw

E=t—=x+W,

Ny

olacak sekilde elde edilir.
4. Coziim:

IV. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢oziimii,

u(x,z) :—2&4{§+CCOsh[A§] +cSinh| Ag]j_] 232 W[£A+cCosh[A§] +aS’inh[A§]j_l ]2,
oxt)= 215[ (A Cosh[A§]+cSznh[A§]jl (3.85)

§:i%x+wt, (#=-1),
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olacak sekilde elde edilir.
Burada 6zel olarak 4 ve B degerleri igin asagidaki durumlar goz oniine alindigi
zaman

1. Durum i¢in ¢éziimler

(i)A=1,B=1 iken

2cw(C0sh [twi \/;x] + Sinh [twi \/;x])

u (x, t) =F R
(1+cCosh[twi \/;x}+cSinh [twi\/;x}) (3.86)
_ 1
VoD = +2\/;[1 - 1+ cCosh [twi \/;x] +cSinh [l‘wi ﬁx}}
(ii) A=-1,B=1 iken
( ) ZCW(COS}I[Z‘W-i-i wx]—Sinh[th wx])
)= >
o (1—CCOSh|:tW+i wx]+cSinh[tw+i wx}) G47)
. 1 .
v(x,t)zl\/;[l+—l+cCosh[tw+i wx]—cSinh[le wx}], Fo 1)'
(iti) A=i, B=1 iken
()= ZcW(Cas tw+ (-1) 3/4\/7vx]+i&n[m+(—l)3/4\/;oc:|)
ul x,t 29
( [ (1) } ( 1+cSzn[lw+( )“M})) ss)
& 1 2
Hxt)=2 \/7[ zw+ —1) I ]+i(—1+c&'n[m+(—l)3/4M})}(l B l).
(iv) A=1,B=1i iken
( ) 2icw(C0sh[tw wx +Sznh tw— )
U)= 7>
o (i+cC0sh[tw— wx]+cSmh[tw ]) (3.89)

V)= 2\/7‘{1_i+cC0sh[tW—x/v7vx}+cSinh[M— wx}]’ (iz - _1)’
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(v)Azi,Bzi iken
2icw| Cas| ow(=1)"* Vo i v (1) Vo |
1o +( 1) |icin] (1) &/x})z ’

u(x,t) =

(3.90)

_a(_\V4 W 1 2=21).
=) =24) \/—[l 1o cCas| w+(=1)"* Ve [+icSin] v+ (~1) \/Iocﬂ( )
(vi) A=—i, B=—i iken
( t)_—2icmCos[tw—(—l)l/4 e |-2cnin] ow—(~1)"* Yo
(1+Cas] (1) |- (1) “ x| o
(14 ol —14 1 i2=—
v(x,t)—Z( 1) \/_[ l 1+cCaS|:M(l)1/4\/;/x:|iaS'in[M(l)M\/;/)C}]’( 1)’
olacak sekilde elde edilir.
b)
i

e ek

s -5
Sekil 11. (3.72) denklem sisteminin (3.86) ¢6ziimii i¢in ii¢ boyutlu dalga goriiniimi

a) u(x,l‘) icin b) v(x,t) igin (@ =Lw=Lc=1).
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a) b)

o

L ! L
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Sekil 12. (3.72) denklem sisteminin (3.86) u(x, t ) ¢Oziimil i¢in iki boyutlu dalga goriintimii
(a=Lw=lLc=1),a)r=1,b) t=2,¢) t=3,d) 1=4.

a) b)
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;
Sekil 13. (3.72) denklem sisteminin (3.86) v(x,t ) ¢Ozlimii i¢in iki boyutlu dalga goriinimii

(@=Lw=1lc=1),a) t=1,b) 1=2,¢c) r=3,d) t=4.

2. Durum i¢in ¢éziimler

(i) 4=1,B=1 iken

2cw( Cosh [l‘w+i wx:| + Sinh [tw+i wx])

u(x,t)= 2’
(1+cC0sh[lw+i wa+cSinh[M+i wx]) (3.92)
' 1 2
v(x’l)zl\/;}[l_l+cC0sh[tw+i wa+cSinh[tw+i wxﬂ’ ' 1)'
(if) A=-1,B=1 iken
2CW(—Cosh|:tW+ wx +Smh w+ )
u(x,t) = 2’
(1 cCosh[tw%rf ]+cSmh[tw+\/7 }) (3.93)
1
v(x’t)2\/;v{_l+lcC0sh[m+ wx]+cSinh[tw+ wxﬂ'
(iii) A=i, B=1 iken
u(x1)= ZEM{CQ{MJF }ﬂ&n[w( ) 4&“}) 7
[cnfo* i1 ]| (3.94)

Y\ B 1 2=
v(x,t)—Z( 1) f[ i—c(bs[lw+(— )1/4M}—iaﬁn[m+(—l)l/4&x}]’( 1)
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(iv) A=1,B =i iken

21cw(Cosh[tw+1 wx +Sznh W+ wx )

u(x,t)= ( C h[ . } Si h[ })2
i+cCosh| tw+iN'wx | +cSinh| tw+iwx
(3.95)
v(x’t)zﬁ{i+i+cCosh[M+i wxi+cSinh[tw+i wx]]’ F=-)
(v)A=i,B=i iken
u(x,t)=20w(—iC0s[m+(—1) o+ Sinf e (- 2
(1+cCos[tW+( 1) owx |+icsin] o+~ )1/4*/_ }) (3.96)

3/4 1 2
=241 ﬁ{l 1+cCos| tw+(—1)"“ N |+icin] ew+(—1)" x| =)

(vi) A=—i, B=—i iken
2o (1) - in] (1) o
1+cCas] e (=1 Vo [ icin] e (1) \/;/x})z

=2(—1)"*Jw| 14 ! i* =—1).
=2 f{l —1—ccQg[M+(—1)3“‘M}+iasyn[tw+(—1)3/“\/§ocﬂ’( )

u(x,t) =

(3.97)

3. Durum icin ¢6ziimler

(i)A=1,B=1 iken

2cw( Cosh [tw+ wx] + Sinh [tw+ wx])

u(x,t): 75

(1 +cCosh [tw+ wx] +cSinh [tw+ \/1/70(])

N

1+cCosh [tw+ wx] +cSinh [tw+ wx] .

(3.98)

v(x,t):

(iif) A=-1,B=1 iken

ZCW(Cosh [tw—i wx] — Sinh [tw -1 wx])

u(x,t):

(l—cCosh[tw—i wx]+CSinh[M_i Wx})zy
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v(x.t)= - 2ifw : . :|,(i2=—1).

—1+cC0sh[tw—1 wx}—cSmh[tw—l WX

(iii) A=i, B=1 iken
2CW(C0S|:tW_(_1)3/4 wx} + iSin[ v (_1)3/4 \/va})
o O o]
2(_1)3/4\/;} 2

v(x,t) = (i =—1).

cCos [tw—(—l)y4 J:vx} +i(=1+cSin [tw—(—l)y4 \/va}) ’

(iv) A=1,B =i iken

u(x,t) =

2icw( Cosh [z‘w+ wx] + Sinh [l‘w+ wx]
5t = s
”(x ) (i+cCosh[tw+ wx}+cSinh[tw+ J;vx})z
21w )

1+cCosh [z‘w+ wx} +cSinh [tw+ wx} ’

v(x,t) =

(V)A=i,B=i iken

2cw(—iCos[tw+(—1)]/ \/;Xj|+Sll’l tw+ ”4 )

(1+cCos[tw+( 1)1/ \/;x}+1cSm[tw+( 1)”4\/;)6})2
2(_1)3/4\/;

u(x,t)=

v(x,t): (i2 =—1).

1+cCos| tw+(~1)" Nwx | +icSin w+(~1)"* wx |
(vi) A=—i, B=—i iken
~2iewCos| tw+(~1)" x|~ 2chm[tw+( D)V
(1+cCos| ow+(-1) 4\/v_v} ieSin ow+(~1)"* Vx )2

u(x,t):

3/4

2(-1

~~—

v(x,t): J (1 )

l+cC0s[tw+( ) 4\/;)6

I_I

—1cSin [z‘w+
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(3.102)
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4. Durum icin ¢oziimler

(i)A=1,B=1 iken

u(rt) = 20W(COSh[fW+i wx}+Sinh[tw+i Wxi|)

(1+cCosh[tw+i wx]+cSinh[tw+i wx])p

2ivw

l+cCosh[tw+i wx}+cSinh[tw+i wx}’ tTT

o

v(x,t =

1).
(iif) A=-1,B=1 iken

2cw(—C0sh[tw+ wx +S1nh w+ )

”(x’t):(l—cCOSh[tw+ WX]JFCS’nh[MJF ])2
2w

V(X,t) —1+CCOS]’I|:IW+ ] CSlI’lh|:tW+ ]

(iti) A=1i, B=1 iken
2cw( Cos [tw+(—1)l/4 \/V_VXJ +iSin[tw+( )" \/va})
(CCOS[M+(—1)I/4 \/va}ﬂ( 1+cSm tw+(— 1/4 )

2" =)
cCa{tw+(—l)]/4 J?vx} +i(—1 +cSin[tw+( 1)]/4 \/jvx})

(iv) A=1B=i iken

u(x,t) =

v(x,t) =

2lcw(Cosh[tw+1 wx +Sznh W+ wx )

u(x,t):
(1+cC0sh[tw+1 wx +cSmh Wi wx )

2w (i =-1).

1+cCosh [z‘w+i wx} +cSinh [z‘w+ i wx] ’

v(x,t) =

(v)A=i,B=i iken
2cw(—iCos[tw+(—1)]/ \/v_vx}+Szn tw+ ]/4 )

(1 +cCos [tw+ (—1)1/4 \/;x] +1cSin [tw+ ( 1)1/4 \/;x})
2(_1)3/4\/@

u(x,t):

27

1+ cCos [tw+ (—l)l/4 ﬁx} +1cSin [tw+ (—l)]/4 \/;x

v(x,t): ,(i2 :—1).
J
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(vi) A=—i, B=—i iken
2cwicos s (1) Vo s+ (-1)"* Vo]
(1+CC05[M+(_1)3/4 \/V—Vx:|—iCSin [tw+(—1)3/4 \/V_VXJ)Z

(1) (i =-1)
1+cCos [tw+ (—1)3/4 x/@x} —1icSin [tw+ (—1)3/4 ﬁx} ’

n =3 alimirsa, (3.74) denklem sisteminde en yiiksek mertebeden lineer olan terimi

u(x,t)=

(3.109)

v(x,t)=

ile lineer olmayan terimlerinin dengelenmesi ile M, =4, M, =2 bulunur ve
u=a,+aF+a,F’+a,F +aF* v=b+bF+bF>, (3.110)

seklinde bir ¢6ziim aranabilir. Bu ¢6ziim (3.74) denklem sisteminde yerine yazildiginda

aybyk+a,w=0,

a,bk +aybk+ A*b k> +aw=0,

a,b,k +a,bk +aybk+44°bk> +a,w=0,

a;b,k + a,bk +ab,k —4ABbk’> +a,w =0,

a,byk + a,bk +a,bk —12ABb,k> +a,w =0,

a,bk +a,b,k+3B*b k> =0,

a,b,k+8B°bhk* =0,

a k + %boz +b,w =0,

ak +b;bk +bw=0,

ak + gbf +byb,k +b,w =0,

ask +b,b,k =0,

k.,
a4k+5b2 =0, (3111)

olacak sekilde cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi

Mathematica paket programi yardimi ile ¢6ziildiigiinde £ #0 ve w =0 olmak ilizere

I. Durum:
a,=0, a, =0, a,=4Bw,
4B*
a, =0, a,=- AW’

2B\2 4w (3.112)
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II. Durum:

a,=0, a =0, a,=-4Bw,

4B*w
a,=0, a,= Y
b, = +2i\24w, b =0, bzzJ_r_ziB\Qm’ (3.113)
k:ii‘/;, A0, P =-1.
V24
II1. Durum:
a,=0, a, =0, a,=4Bw,
2
a, =0, a4:—4iw,
b, =0, b =0, bz:;@, (3.114)
A
kziﬂ, A#0
24
IV. Durum:
a,=0, a =0, a,=-4Bw,
2
a, =0, a4=4lilw,
b, =0, b =0, bz=i@, (3.115)

i*/;, A#0 i =-1,
J24

olarak istenilen n =3 i¢in sabitler bulunmus olur. Bulunan bu sabitler (3.2) esitliginde goz

k=%

Ontline alinarak (3.76) esitliginde yerlerine yazildig1 zaman (3.72) diferensiyel denklem

sisteminin dalga ¢oziimleri

1. Coziim:
I. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢6ziimii,

2

2

u(x,t) =4Bw (%+cC0sh[2A§]+cSinh[2A§]) -

2 o
_411 w Gwcosh[zAg]Hsmh[zAg] 1,
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172

v(x,1)=42y24w g 2BvaAw (A +cCosh[2A§]+cSmh[2A§]j , (3.116)
E=F Vw X+ wt
V24 ’
olacak sekilde elde edilir.
2. Coziim:

II. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢6ziimii,

2

u(x,t)=—4Bw (%+0C0sh[2A§]+cSinh[2A§]) e

4

2
G (%+c€osh[2A§]+cSinh[2A§]) |,

(3.117)

2

v(x, ) +2i Cosh[2A§]+cSznh[2Acf]j )

oy 213\/T (A

Y X+ wt, (iz = —1),

olacak sekilde elde edilir.
3. Coziim:

1. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢6ziimii,

2

u(x,t):4Bw (§+cCosh[2A§]+cSinh[2A§]) ol

3 4B*w
A

(§+ cCosh[24E]+cSinh[24£] | |
(3.118)

2Bx/ﬁ ( E
4

+cCosh[2AE ]+ cSinh| 2A§]) ,

olacak sekilde elde edilir.
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4. Coziim:

IV. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denkleminin ¢6ziimii,

u (x, t) = —4Bw{(% +cCosh[2AE]+ cSinh[2A§]j2} +

+ 43; W {(g +cCosh[2AE]+ cSinh[2A.§]j2} :
(3.119)

v(x,t)=

iN'w
V24

olacak sekilde elde edilir. Burada 6zel olarak 4 ve B degerleri icin asagidaki durumlar g6z

| 2iBV2Aw \fAW {(%+cCosh[2A.§]+cSinh[2A§]]2] :

=+

X+ wt, (1'2 = —1),

oniine alindig1 zaman

1. Durum i¢in ¢éziimler

(i)A=1,B=1 iken

4cw( Cosh| 20w=2wx |+ Sinh[zm—ﬁ&x])
(1 +cCosh [ZM—ﬁ&x} +cSinh [2tw—x/§\/v7vx])2 ’

u(x,t):

(3.120)

_ wl 1= 1
V(X,l‘) - 2\/5\/— [1 1+cC0sh[2tw—\/§\/v_vx] +cSinh [2M\/§\/7vxﬂ

(ii) A=-1,B=1 iken

) mv(cosh[zm+iﬁM]—Sinh[zzw+iﬁM])
ulx,t)= >
(1—ccash[2zw+i&\/§a]+cSinh[2zw+iﬁ\/§oc])

(3.121)

=22\ w| 1+ ! P =—1).
V(x’t)_zﬁf[l —1+cCash[2zW+iﬁ&zx]—cSinh[2zW+iJ§\/7vx]}( !
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(iti) A=i, B=1 iken

oo Cos| 2 1) st 2 1) |

u(x,t) 20
( [ (1- )J_] ( ”‘S””[W (1- I)M])) (3.122)
=2 fzﬁ{l { G {1 (-0 20— W}J *=)
(iv)A=1,B=i iken
: ) 4lcw(Cosh[2tw J2 ﬁx}+5mh 21W V2 \/TVX)
ulx,t)= 20
(1+cC0sh[2tw \/_x/v_vx}+cSmh[2tw \/_\/v_vx]) (3.123)

v(x,t) ) 2\/E\/TV{IHCCOSh [ZM\/E\/v_vx}rcSinh[ZM\/zx/v_vx]} (iz B _1).

(V)A:i,B:i iken

4icw] Cas] 2—{1=i) o isin] 2—(11) o

u(x,t)= 2’
(1+cCas[21w—(l—i)M}iﬁ"[ﬂw—(l—i)M}) (3.124)
Ca(_\4 W 1 i2 =—
v(x2)=2(-1)" V2w {1 L+cCon] 20— {13) o e w1 o }} (2 =-1).
(vi) A=-i, B=—i iken
~icwCos| 2w+ [~ 2w~ 1+ |
u(x1)= (1+ cCag[zzW_(1+1)M]_iasm[m_(1+i)m])z :
(3.125)

(1 oo 14 1 P
ef)=2() [2[[1 1+ccm[2m—(1+1)M}iasm[21w—(1+i)M}}( !
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b)

+—1d

,Ji}g.um
ju und
1} 00

={p 003

. 1
-

40 =&

Sekil 14. (3.72) denklem sisteminin (3.120) ¢6ziimii i¢in ii¢ boyutlu dalga gériiniimii
a) u(x,2) igin b) v(x,) icin (a=1l,w=1c=1).

2. Durum icin ¢6ziimler

(i)A=1,B=1 iken

M@M[WH&M}&M[%H&M})

u(x,t) = ] 2
(1+cCosh[2tw+i\/§«/;/x}+cSinh[2tw+1\/§\/;/x}) (3.126)
. 1 2_
v(x’t)_zlﬁﬁv[l 1+cCosh[2zw+i\/§M}+cSinh[2zW+iJ§\/§ocﬂ’(l =)
(i) A=-1,B=1 iken
( ) 4cw(—C0sh[2tw+mx}+Smh 2tw+\/ﬁzx )
u(x,t)= 7>
(l cCosh[2tw+\/E/x}+cSmh[2tw+mx}) (3.127)
1
V)= 2\5&[_“ 1—cCosh [2tw+ m} +csmh[2tw+ mx]]
(iii) A=i, B=1 iken
o) de{ Cos| 20w+ (1+) e [ isin] 200+ (1-+) Voo ]
(Cos{ 20w (1+1) Yo i~ cin] 2w+ (1) o (3.128)

14 N 1 2o
v(x,t)=2(—l) \/5\/;{1 i— cCos[th+(1+1)\/7] lcSm[th-i-(l-i-l)\F ]J,( l).
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(iv) A=1,B =i iken

4lcw(C0sh[2tw+1\/5/x +Smh 2ZW+1\/EVX )

- (1+cCoSh[2tw+1\/E’x]+CSlnh[2tw+lm])2

v(x,t)Z\/E\/vit{iﬁ : ! : J,(z’z =—1)‘

i +cC0sh[2tw+ 1\/5/)6 +cSinh [2tw+1\/gvx}

(3.129)

(v)A=i,B=i iken
en{ =Cos| 2+ 1) o [ 20+{1+i) ]|

1+ Cas] 20w (1) ]Hasm[zzw(lﬂ)&a])z

u(x,t) =
(3.130)
1

3 ZW{I 1+cCas[2tw+(1+i)\/;a}+ic&n[2tw+(l+i)\/;/xﬂ’(iz:).
(vi) A=—i, B=~i iken

o iCas] 2~ 1) w15 2—(1i) o
1-+cCos| 2—{1i) o iesin] 2m(1-) &zx)z ’

v(xt)=2(-1)

u(x,t)z
(3.131)
1

o) =21 2W[1 | —1—cCas[21w—(1—i)M}iasm_zzw—u—i)Mﬂ’(iz )

3. Durum icin ¢6ziimler

(i) 4=1,B=1 iken

) 4cw(cOsh[2m+J%]+5mh[2m+J%])

(1+c00sh[2m+JM]+csmh[2zW+\/%})z ’
22w

1+cCash[2zw+\/M}+c&nh[2m+m]'

(3.132)

v(x,t =

(if) A=-1,B =1 iken

5 4cw(cash[2tw—i 2w |- Sin] 21— 2wx])
ulx,t)=

(1=cCosh{ 20w=iv20x |+cSlni] 2 2wx})2 ’ (3.133)

22w =)

V<x’t):_1+cC0sh[2fW—i 2m}_cSinh[2fW_i 2WXT
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(iii) A=i, B=1 iken

4o Cos[ 2w+(1=i)w [ isin] 20-+(1-i) ]
cCos[ 2w+ (1) o i ~1+cinf 2004 (1) Vo |
(
I

2-2i)w (7 =1,
cCos| 20w-+(1i) N [+i(—1-+ Sin] 2w+{(1=) e )

u<x’t): 2>

(3.134)

Wnﬂ:

(iv) A=1,B =i iken

41cw(cosh[2zw+m | Sink] 22+ 230x )

u(x,t)

(1+ccosh[2tw+m]+c&nh[2m+m])z (3.135)

v(x,t) =— 21@ , <i2 :—1).
1+cCOSh[2M+\/E/x]+CSinh[2tW+mzx]
(v)A=i,B=i iken

iew Cos| 20w-+(1=i) e +isin 2w+(1-i) Vo
(1+ccos[2rw+(1—i)M]+ic3in[2m+(1—i)M])2

(2+2)vw ]’(iz )

1+cCos| 20w-+(1=i)ywx | +icSin| 2w+(1i)

u(x,t) =

(3.136)

WLQ:

(vi) A=—i, B=—i iken
~dicwCos|| 20w+{1-+i) x|~ densin] 26w-+(1-+1)yx |
(1+ccos[2tw+(1+i)M]—icsm[ztw+(1+i)&/x])2 ’

(2-2i)vw ().
1+cCos| 20w-+(1+)ywx | ~icSin| 2w-+(1+i)\wx |

u(x,l) =

(3.137)

WLQ:

4. Durum ic¢in ¢oziimler

(i) A=1,B =1 iken

4cw( Cosh [2tw+ imx] + Sinh [2tw+ imx])
(1 +cCosh [2tw+ imx] +cSinh [2tw+ imx})z ’

202w i*=-1).

1+ cCosh [2tw+ imx} +cSinh [2tw+ imx] ’

u(x,t):

(3.138)

v(x,t) =
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(if) A=-1,B =1 iken

4cw(—Cosh[2tw+\/E/x +Smh 2tw+@x )

- (1- ccosh[zmm/ﬁﬂ“&”h[z"” ”E”x])z (3.139)
22w

v(x, t) B —1+cCosh [2tw+ \/va} —cSinh[2tw+ \/EWC] '

(iii) A=i, B=1 iken
4| Cos| 2w-+(1+)w | isin] 20-+(1-+1) x|
| Cos| 2tm(1-i) Ve i 1 in] 200-+(1+1) @x]))z ’ -

o0 2 )
’ cCoS[le+(1+i)&x}+i(_l+CSin[2M+(l+i)M}) |

u(x,z‘) =

(iv) A=1,B =i iken
4lcw(Cosh[2tw+ 1\/_ \/v_vx}-Smh 2tw+1\/_ \/v_vx )

(i+cCosh[2tw+i\/§x/v7vx]+cSmh[2tW+1\/7\/v7Vx ) (3.141)

v(xr)= 2J2Jw i)
) 1+cCosh [2tw+ iﬁ&x] +cSinh [2tw+ iﬁﬁx] ’ .

u(x,t)

(V)A:i,B:i iken

dow(~iCos| 20+ (1+1)wx |+ Sin| 200+ (1+1) x|

(l+cC0s[2tw+(1+i)\/;x}+icSin[2tw+(l+i)\/;x])2 , (3.142)
(2_2i)\/"_‘) 2

R TN e PR N

u(x,t):

(vi) A=-i, B=—i iken

4cw(1Cos[2tw (l )\/vivx]JrSmth—(l—i)x/vivx])

(1+cCos[22w (1 )\/;/x] 1cSin[2tw—(1—i)\/;x])2 (3.143)
v(x t) = (2+2i)\/7 (i2 :—l)

’ 1+cC0s[2tw—(1— )f J 1cSm[2tw (1 )\/7va ’

olacak sekilde (3.49) denklemi icin bazi ¢ozlimler elde edilmistir.

u(x,t)
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4. BURGERS DENKLEMIi, KDV DENKLEMi VE SIG SU DALGA DENKLEM
SISTEMI iCIN DALGA COZUMLERININ GENELLESTIiRILMESI

Bu boliimde, iigiincii boliimde ele alinan (3.1) esitligi gbz oniine alinarak Burgers
denklemi, KdV denklemi ve sig su dalga denklem sistemi i¢in n sayisina bagli dalga
¢cOziimleri elde edilmistir.

Ik olarak (3.10) esitligi ile verilen Burgers denkleminin (3.1) esitligi yardimiyla
dalga coziimlerini aragtiralim. (3.12) denklemi g6z Oniine alinirsa dengeleme terimi
M = n -1 olarak bulunur. Boylece (3.12) denklemi igin

u=a,+aF+a,F’+.+a, F"", 4.1)
seklinde bir ¢6zlim aranabilir. Bu ¢oziim ile birlikte (3.12) denkleminde bulunan gerekli
tiirevler alinarak yerlerine yazildiginda
I. Durum:

a, =0 oldugunda

2B,/(n-1)w
N

k=F—F——, 4#0,a#0,n2>2.

a=a,=...=a, ,=0, ,a, =%

> n-1

(4.2)

II. Durum:
a, #0 oldugunda 2<m<n, melIN" olmak iizere

21 (n—l)Aw 2iB (n—l)w

a =i = a =¢—
0 -1 ’
a ! VAa

)
o

(4.3)

katsayilar1 elde edilir.

Bu durumda (3.10) denkleminin dalga ¢oziimleri

1. Coziim:

1 n—1

W (%+cCosh[A(n—l)§]+cSinh|:A(n—1)§]j]_n ,

(4.4)
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2. Coziim:

n-1

u(x’t):i%@iwg;)w (§+Ccmh[A(”—1)§]+cSinh[A(n—1)§JjH :

fzi%xﬂw, n>2, if=-1,
n—1)A4

olarak bulunur.

(4.5)

Ikinci olarak (3.49) esitligi ile verilen KAV denkleminin (3.1) esitligi yardimiyla
dalga coziimlerini aragtiralim. (3.12) denklemi g6z Oniine alinirsa dengeleme terimi
M =2n-2 olarak bulunur. Béylece (3.12) denklemi i¢in

u=a,+aF+a,F’+.+a, ,F"7?, (4.6)
seklinde bir ¢ozlim aranabilir. Bu ¢oziim ile birlikte (3.12) denkleminde bulunan gerekli
tiirevler alinarak yerlerine yazildiginda

k#0, w=0, me(O,n—l), le(n—1,2n—2), m,l € IN" olmak tizere,

2 2 2 2
12(1-n)3 Bw? 12(1-n 3 B*w3
a,,= T s Gy =7 1 )
Ala Ala
11
(1)
k= — 4.7)
(n—1)3 4°
a,=a,=a,=0, A#0, a#0, n>2,
katsayilar1 elde edilir.
Bu durumda (3.49) denkleminin dalga ¢6ziimii
2 2 1 n-1
— )3 Bus \1-n
u(x,t)M[(EJFCCOS}Z[A@l)§]+cSinh[A(nl)§}jl J
- A
Ala
2 2 1 \22 48
—n)3 B*u3 1 .
_M (E+cCosh[A(n—1)§]+cSinh[A(n—1)5}}1 , (4-8)
A 4
11
&= (_1)32‘4/32 xX+wt, n>2,
(n=1)s 43

olarak bulunur.

Son olarak (3.72) esitligi ile verilen s1g su dalga denklem sisteminin (3.1) esitligi
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yardimiyla dalga ¢oziimlerini arastiralim. (3.74) denklemi goz oniine alinirsa dengeleme
terimi M, =2n—-2 ve M, = n—1olarak bulunur. Boylece (3.74) denklemi i¢in

u=a,+aF+a,F’+.+a, ,F"?, v=b +bF+bF>+..+b F"',  (4.9)
seklinde bir ¢6zlim aranabilir. Bu ¢ozlimde (3.74) denkleminde bulunan gerekli tiirevler
alinarak yerlerine yazildiginda

k#0, w20, me(0n-1), le(n-12n-2), m,leIN", n>2 olmak iizere,

I. Durum:
_ 2
a,H=(2n—2)Bw, a2n2=_W5 b, =£2 (n_l)AW,
2B -1)4
b, =F (n )W, k=¢i, (4.10)
4 (n-1)4

a,=a,=a,=b,=0, A#0, a=+0.

II. Durum:

_ 2
a, :—(2n—2)Bw, a,, , :M, b, :i2i1/(n—1)Aw,
iN'w

(n-1)4

b =$M’ k=+

n—1 \/Z

a,=a,=a,=b =0, A#0, a0, iP=-1.

: 4.11)

III. Durum:

9\ p2
@t :(2n—2)Bw, ) =_M,

__2Bwl(n—1)w ., Jw
b, L k—_—m, (4.12)

a,=by=a,=a,=b,=0, 4#0, a#0.
IV. Durum:
_ 2
a, :—(2n—2)Bw, a,, » =M,
2iB\/(n—1 i
P ) L LTI “.13)
V4 (n-1)4

a,=by=a,=a,=b =0, A#0, a=#0, it =1,

elde edilir. Bulunan bu sabitler g6z oniine alindig1 zaman (3. 72) denklem sisteminin dalga

¢Oziimleri
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1. Coziim:

I. Durum g6z 6niine alindiginda (3.72) denklem sisteminin ¢éziimd,

u(x,t)(2n—2)Bw{(§+CC0sh[A(n—l)f]-i—c&’nh[A(n—l)g]jm} -

(2n—2)Bzw
A

(§+cCosh[A(n—l)§]+0Sinh[A(n—l)§]jmJ ,

(4.14)

W)=+ (”—1)AWWV{GMCM[A(WD§]+aSinh[A(n—1)§]j”J ,

olacak sekilde elde edilir.
2. Coziim:

II. Durum goz 6niine alindiginda (3.49) denklem sisteminin ¢6ziimii,

u(x,r)(znzww[(%ccmwn1>§]+c5inh[,4<nl)§]j”} .
+WKS+cC0sh[A(n—1)§]+cSinh[A(n—1) ﬂjan , 4.15)

V(1) ﬁiw$@[ﬂg+cC0sh[A(n1)§]+cSinh[A(n1)5]}1’1} ,
iw

=+ X+wr,
¢ (n-1)4

olacak sekilde elde edilir.
3. Coziim:

[I. Durum g6z 6niine alindiginda (3.49) denklem sisteminin ¢6zliimii,

u(x,1)=(2n 2)BW[(§+CCOSh[A(” ~1)&]+cSinh[ A(n 1)§]jl”] -

(2n —2)32w

T[(%+c€osh[A(n —1)& |+cSinh| A(n 1)5])‘"} :
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v(x,t) = ¢Tw[(§+cCosh[A(n —1) §] +cSinh[A(n 1)5])1}1] ,
(4.16)

=y

X+ wt,
(n—l)A

olacak sekilde elde edilir.

4. Coziim:

IV. Durum goz 6niine alindiginda (3.49) denklem sisteminin ¢oziimii,

”("’l)—(Zn—Z)Bw[ §+ccosh[A(n—1)§]+csmh[A(n_1)g]j‘”J N

_,_M (§+cCosh[A(n—l) §:|+cSinh|:A(n—l)§]jan ,
(4.17)

v(x,1)= +W{(§+c€osh[z4(n—1)§]+cSinh[A(n —1)5])1’1} ,

=x X+ wt,

(n—l)A

olacak sekilde elde edilir.
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5. SONUC
Lineer veya lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemlerin analitik

¢ozlimlerini bulmak fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik alanlarinda olduk¢a 6nemli bir
yere sahiptir. Ciinkii bir diferensiyel denklemin analitik ¢6ziimi o denklemin
modellenmesine yol acan olayin karakteri hakkinda arastirmacilara pek ¢ok bilgi verir. Bu
nedenle lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerini veren birgok
etkili metot gelistirilmistir. Bu metotlarin ¢ogu sadece lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlere uygulanabilir. Cilinkii bu metotlarin isleyisi “dengeleme terimi” olarak
adlandirilan ve en yiliksek mertebeden lineer terim ile en yliksek mertebeden lineer
olmayan terimin karsilastirilmasina dayanir.

Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin dalga ¢oziimlerini bulmak igin
kullanilan ve ikinci boliimde analizleri yapilan metotlara bakildiginda temelde hepsi, ele
alman kismi diferensiyel denklemi bir degisken doniisiimii altinda adi bir diferensiyel
denkleme doniistiirme ve yardime1 bir denklem kullanarak ¢6ziime ulasma esasina dayanir.
Bu metotlarin birbirlerinden farki segilen yardimer denkleminin ve dolayisiyla kullanilan
¢oziim fonksiyonunun farkli olmasidir. Ornegin, tanh fonksiyon metotlarina bakildig1
zaman yardimci denklem olarak Riccati diferensiyel denklemi kullanilmistir. Fakat bazi
metotlarda Riccati diferensiyel denklemin yerine farkli denklemler kullanilarak ¢oziime

ulagilmistir. Jacobi eliptik fonksiyon metoduna bakildiginda Riccati diferensiyel denklemi

!

yerine farkli bir lineer olmayan diferensiyel denklem seg¢ilmistir. % acilim metodunda

Riccati diferensiyel denklemi yerine ikinci mertebeden sabit katsayili adi bir diferensiyel
denklem kullanilmistir. Kudryashov metodunda ise yardimci denklem olarak Bernoulli
diferensiyel denklemi kullanilmistir. Yardimeci denklemlerin  bu sekilde farkli
secilebilmesinin yan1 sira bu metotlarin birbirlerinden farkli olan tarafindan bir digeri ise
aranilan ¢6zlim fonksiyonunun farkli se¢ilmesidir.

Biz bu calismamizda Kudryashov metodunda yardimci denklem olarak kullanilan

Bernoulli denkleminin katsayilarin1 genellestirerek ve bagimli fonksiyon olan F (cf) nin

derecesini 2 yerine daha genel olarak n segerek Burgers denklemi, KdV denklemi ve s1g su
dalga denklem sistemi i¢cin dalga ¢dziimleri elde edildi. Ikinci boliimde analizleri yapilan
metotlarda kullanilan yardimci denklemlerin farkli segilmesi ile daha baska metotlarda

turetilebilir.

63



KAYNAKLAR

[1] Serway, R., Jewett, J., 2004. Physics for Scientists and Engineers, 6th Edition,
Thomson, USA.

[2] Russell, J.S., 1844. Report on Waves, 14th meeting of the British Association for
the Advancement of Science, London: BAAS.

[3] Zabusky, N.J., Kruskal, M.D., 1965. Interaction of solitons incollisionless plasma
and the recurrence of initial states, Physical Review Letters, 15, 240-243.

[4] Debtnath L., 1997. Nonlinear Partial Differential Equations for Scientist and
Engineers, Birkhauser, Boston, MA.

[5] Wazwaz, A.M., 2002. Partial Differential Equations: Methods and Applications,
Balkema, Rotterdam.

[6] Hirota, R., 1980. Direct methods in soliton theory, In Solitons (Bullogh, R.K. and
Caudrey, P.J., eds). Springer, Berlin.

[7] Nimmo, J.J.C., Freeman, N.C., 1984. The use of Bicklund transformations in
obtaining N-soliton solutions in wronskian form, Journal of Physics A:
Mathematical and General, 17, 1415-1424.

[8] Feng, Z., Knobel, R., 2006. Traveling waves to a Burgers-Korteweg-de Vries-type
equation with higher-order nonlinearities, Journal of Mathematical
Analysis and Applications. 328, 1435-1450.

[9] Inan, I., Kaya, D., 2006. Some Exact Solutions to the Potentiial Kadomtsev-
Petviashvili Equaition and to a system of shallow water wave equations,
Physics Letters A, 355, 314-318.

[10] Burgers, J.M., 1939. Mathematical examples illustrating relations occurring in the
theory of turbulent fluid motion, Verh. KNAW afd. Natuurkunde XVII 2,
1-53.

[11] Burgers, J.M., 1940. Application of a model system to illustrate some points of
the statistical theory of free turbulence, Proc. Verh. KNAW afd.
Natuurkunde XVII, 1, 2-12.

[12] Bateman, H., 1915. Some recent researchers on the motion of fluids, Montly
Weather Review, 163-170.

[13] Burgers, J.M., 1948. A mathematical model illustrating the theory of turbulence,
Advances in Applied Mechanics, 1, 171-199.

[14] Burgers, J.M., 1974. The Nonlinear Diffusion Equaiton, Dordrecht, Reidel,
Boston, 188.

64



[15] Burgers, J.M., 1950. Correlation problems in a one-dimensional model of
turbulence, Proc. Roy. Neth. Acad. Sci. Amsterdam, 53, 247-260, 393-
406, 718-742.

[16] Lighthill, M.J., 1956. Viscosity effects in sound waves of finite amplitude,
Surweys in Mechanics, 250-351.

[17] Blackstock, D.T., 1966. Convergence of the Keck-Boyer perturbation solution for
plane waves of finite amplitude in a viscous fluid, Journal Acoustical
Society of America, 39, 411-413.

[18] Blackstock, D.T., 1966. Connection between the Fay and Fubini solutions for
plane sound waves of finite amplitude, Journal Acoustical Society of
America, 39, 1019-1026.

[19] Cole J.D., 1951. On a quasilinear parabolic equation occurring in aerodynamics,
Quarterly of Applied Mathematics, 9, 225-236.

[20] Pospelov, L.A., 1966. Propagation of finite-amplitude elastic waves, Soviet
Physics Acoustics, 11, 302-304.

[21] Goldberg, A., 1962. Finite amplitude waves in magnetohydrodynamics, Soviet
Physics, The Journal of Experimental and Theoretical Physics, 15, 179-
181.

[22] Hopf, E., 1950. The partial differential equation u, + uu_=vu_, Communications
on Pure and Applied Mathematics, 3, 201-230.

[23] Rodin, E.Y.A., 1974. Riccati solution for Burgers equation, Quarterly of Applied
Mathematics, 27, 541-545.

[24] Ames, W.F., 1972. Nonlinear Partial Differential Equations in Engineering, 1,
Academic Press, New York, 305.

[25] Chu, C.W., 1965. A class of reducible systems of quasi-linear partial differential
equations, Quarterly of Applied Mathematics, 23, 257-278.

[26] Shvets, M.E. and Meleshko, V.P., 1965. Numerical algorithm of a solution of the
system equations of hydrodynamics of the atmosphere, Izc. Acad. Sc.
USSR Atmosphere Ocean. Physics 1, 519-520.

[27] Varoglu, E. and Finn, W.D.L., 1980. Space-time finite elements incorporating
characteristic for the Burgers equation, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 16, 171-184.

[28] Ames, W.F. and Nucci, M.C., 1986. Analysis of fluid equations by group
methods, Journal of Engineering Mathematics, 20, 181-187.

65



[29] Walsh, R.A., 1969. Initial value problems associated with
u (x,t)=ou_(x,t)—u(x,t)u_(x,t), Journal of Mathematics Analysis and
Applications, 26, 235-247.

[30] Benton, E.R. and Platzman, G.W., 1972. A table of solutions of one dimensional
Burgers equation, Quarterly of Applied Mathematics, 30, 195-212.

[31] Crighton, D.G., 1979. Model equations of nonlinear acoustics, Annual Review of
Fluid Mechanics, 11, 11-23.

[32] Parker, D.F., 1980. The decay of saw-tooth solutions to the Burgers equation,
Proceedings of the Royal Society A, 369, 409-424.

[33] Rodin, E.Y., 1970. On some approximate and exact solutions of boundary value
problems for Burgers equations, Journal of Mathematics Analysis and
Applications 30, 401-414.

[34] Larson, D.A., 1978. Transient bounds and time asymptotic behaviour of solutions,
Society for Industrial and Applied Mathematics, Journal Applied
Mathematics, 34, 93-103.

[35] Lardner, R.W., 1986. Third order solutions of Burgers equation, Quarterly of
Applied Mathematics, 44, 293-302.

[36] Ozis, T. and Ozdes, A., 1996. A direct variational methods to Burgers equation,
Journal of Computational Applied Mathematics, 71, 163-175.

[37] Ames, W.F. and Nucci, M.C., 1986. Analysis of fluid equations by group
methods, Journal of Engineering Mathematics, 20, 181-187.

[38] Sachdev, P.L. and Rao, C.S., 2000. N-Wave solution of modified Burgers
equation, Applied Mathematics Letters, 13, 1-6.

[39] Chester, W., 1977. Continuous transformations and differentialequations, Journal
of the Institute of Math and Its Applications, 19, 343-386.

[40] Abd-el-Malek, M.B. and El-Mansi, S.M.A., 2000. Group theoretic methods
applied to Burgers equation, Journal of Computational Applied
Mathematics, 115, 1-12.

[41] Vaganan, B.M. and Kumaran, M.S., 2004. Similarity solutions of the Burgers
equation with linear damping, Applied Mathematics Letters, 17, 191-196.

[42] Bender, C.M. and Boettcher, S., 1991. A new perturbative approach to nonlinear
partial differential equations, Journal Mathematics Physics, 32, 11, 3031-
3038.

[43] Adomian, G., 1998. Solutions of Nonlinear P. D. E, Applied Mathematics Letters,
11, 121-123.

66



[44] Gorguis, A., 2005. A comparison between Cole-Hopf transformation and the
decomposition method for solving Burgers equation, Applied
Mathematics and Computation, 173, 126-136.

[45] Giilsu, M. and Ozis, T., 2005. Numerical solution of Burgers equation with
restrictive  Taylor  approximation, Applied  Mathematics  and
Computation, 171, 1192-1200.

[46] Hu, X.B. and Ma, W.X., 2002. Application of Hirota's bilinear formalism to the
Toeplitz lattice-some special soliton-like solutions, Physics Letters A,
293, 161-165.

[47] Shang, Y., 2007. Bécklund transformation, Lax pairs and explicit exact solutions
for the shallow water waves equation, Applied Mathematics and
Computation, 187, 1286-1297.

[48] Abourabia, A.M., El Horbaty, M.M., 2006. On solitary wave solutions for the
two-dimensional nonlinear modified Kortweg—de Vries—Burger equation,
Chaos, Solitons & Fractals, 29, 354-364.

[49] Bock, T.L., Kruskal, M.D., 1979. A two-parameter Miura transformation of the
Benjamin-Ono equation, Physics Letters A, 74, 173-176.

[50] Drazin, P.G., Jhonson, R.S., 1989. Solitons: An Introduction, Cambridge
University Press, Cambridge.

[51] Matveev, V.B., Salle, M.A., 1991. Darboux transformations and solitons,
Springer, Berlin.

[52] Cariello, F., Tabor, M., 1989. Painlevé expansions for nonintegrable evolution
equations, Physica D, 39, 77-94.

[53] Fan, E., 2000. Two new applications of the homogeneous balance method, Physics
Letters A, 265, 353-357.

[54] Clarkson, P.A., 1989. New Similarity Solutions for the Modified Boussinesq
Equation, Journal of Physics A: Mathematical and General, 22, 2355-
2367.

[55] Chuntao, Y., 1996. A simple transformation for nonlinear waves, Physics Letters
A, 224, 77-84.

[56] Hereman, W., Korpel, A. and Banerjee, P.P., 1985. A general physical approach
to solitary wave construction from linear solutions, Wave Motion, 7, 283-
289.

[57] Hereman, W., Takaoka, M., 1990. Solitary wave solutions of nonlinear evolution

and wave equations using a direct method and MACSYMA, Journal of
Physics A: Mathematical and General, 23, 4805-4822.

67



[58] Lan, H., Wang, K., 1990. Exact solutions for two nonlinear equations, Journal of
Physics A: Mathematical and General, 23, 3923-3928.

[59] Lou, S., Huang, G. and Ruan, H., 1991. Exact solitary waves in a convicting
fluid, Journal of Physics A: Mathematical and General, 24, 1L.587-1L590.

[60] Malfliet, W., 1992. Solitary wave solutions of nonlinear wave equations, American
Journal of Physics, 60, 650-654.

[61] Fan, E., 2000. Extended tanh-function method and its applications to nonlinear
equations, Physics Letters A, 277, 212-218.

[62] Elwakil, S.A., El-labany, S.K., Zahran, M.A. and Sabry, R., 2002. Modified
extended tanh-function method for solving nonlinear partial differential
equations, Physics Letters A, 299, 179-188.

[63] Zheng, X., Chen, Y. and Zhang, H., 2003. Generalized extended tanh-function
method and its application to (1+1)-dimensional dispersive long wave
equation, Physics Letters A, 311, 145-157.

[64] Chen, H., Zhang, H., 2004. New multiple soliton solutions to the general Burgers-
Fisher equation and the Kuramoto-Sivashinsky equation, Chaos, Solitons
& Fractals, 19, 71-76.

[65] Kudryashov, N.A., 1988, Exact soliton solutions of the generalized evolution
equation of wave dynamics, Journal Applied Mathematic and Mechanic,
52,361-365.

[66] Kudryashov, N.A., 1990, Exact solutions of the generalized Kuramoto—Sivashinsky
equation, Physics Letters A 147, 287-291.

[67] Kudryashov, N.A., 1991, On types of nonlinear nonintegrable equations with
exact solutions, Physics Letters A 155, 269-275.

[68] Kudryashov, N.A., 1993, Singular manifold equations and exact solutions for
some nonlinear partial differential equations, Physics Letters A, 182,
356-362.

[69] Kudryashov,N.A., 2004, Nonlinear differential equations with exact solutions
expressed via the Weierstrass function, Zeitschrififur Naturforschung,

59, 443-454.

[70] Kudryashov, N.A., 2004, Analytical theory of nonlinear differential equations.
Moskow-Igevsk. Institute of computer investigations: [in Russian].

[71] Kudryashov, N.A., 2011, On one of methods for finding exact solutions of
nonlinear differential equations, arXiv:1108.3288v1 [nlin.SI].

[72] Kudryashov, N.A., 2008, Extended simplest equation method for nonlinear
differential equations, Applied Math. and Computation, 205, 396-402.

68



[73] Fu, Z., Liu, S., and Zhao, Q., 2001. New Jacobi elliptic function expansion and
new periodic solutions of nonlinear wave equations, Physics Letters A,
290, 72-76.

[74] Shen S., Pan, Z., 2003. A note on the Jacobi elliptic function expansion method,
Physics Letters A, 308, 143-148.

[75] Chen, H.T., Hong-Qing, Z., 2004. New double periodic and multiple soliton
solutions of the generalized (2 + 1)-dimensional Boussinesq equation,
Chaos, Solitons & Fractals, 20, 765-769.

[76] Chen, Y., Wang, Q. and Li B., 2004. Jacobi elliptic function rational expansion
method with symbolic computation to construct new doubly periodic
solutions of nonlinear evolution equations, Zeitschrift fiir Naturforschung
A, 59, 529-536.

[77] Chen, Y., Yan, Z., 2006. The Weierstrass elliptic function expansion method and
its applications in nonlinear wave equations. Chaos, Solitons & Fractals,
29, 948-964.

!

[78] Wang, M., Li, X. and Zhang, J., 2008. The (%) -expansion method and

travelling wave solutions of nonlinear evolution equations in
mathematical physics, Physics Letters A, 372, 417-423.

!

[79] Guo, S., Zhou, Y., 2010. The extended (%j- expansion method and its

applications to the Whitham—Broer—Kaup—Like equations and coupled
Hirota—Satsuma KdV equations, Applied Mathematics and Computation,
215, 3214-3221.

!/

[80] Lii, H.L., Liu, X.Q. and Niu, L., 2009. A generalized (%) -expansion method

and its applications to nonlinear evolution equations, Applied
Mathematics and Computation, 215, 3811-3816.

69



OZGECMIS

1983 yilinda Malatya’da dogdum. ik ve orta dgrenimimi Malatya’da tamamladim.
2000 yilinda Inonii Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimiine kayit
yaparak lisans Ogrenimime basladim. 2004 yilinda mezun oldum. Aynmi yil Firat
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisiiniin agmis oldugu Matematik Anabilim Dalmin
Uygulamali Matematik programinda tezli yiiksek lisansa bagladim ve 2006 yilinda mezun
oldum. 2006-2007 yillar1 arasinda Firat Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisiinde,
Matematik ortadgretim alaninda tezsiz yiiksek lisans yaptim. 2007 yili bahar doneminde
Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisiiniin agmis oldugu Matematik Anabilim Dalmin
Uygulamali Matematik programinda doktoraya bagladim. 2007 yilindan beri Adiyaman
Universitesi, Egitim Fakiiltesi, lkdgretim Matematik anabilim dalinda arastirma gorevlisi

olarak gorev yapmaktayim.

70



