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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FARKLI TURDEN KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN UYUMLU KESIRLI
INTEGRALLER ICEREN INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Abdiillatif YALCIN

Agr1 ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tezde, esitsizlik teorisiyle yakindan iligkili konveks fonksiyon kavrami ve
konvekslik tiirleri tanitilmigtir. Konveks fonksiyon tanimi ile ortalamalar arasindaki
iliskiden yola ¢ikilarak bazi dzelliklere yer verilmistir. Oncelikle kesirli tiirevler ve
integrallerden bahsedilmis olup ardindan uyumlu kesirli tiirev ve integrallerin tanimi
verilmigtir. Uyumlu kesirli tiirev ve integraller icin temel kavramlar yeniden
hatirlatimigtir. Uyumlu kesirli integraller yardimiyla ispat edilmis ve literatiirde mevcut
olan bazi esitsizlikler sunulmustur. Arastirma bulgularinda ise uyumlu kesirli integraller
iceren iki yeni integral esitligi insa edilmistir. Bu integral esitlikleri ve Holder, Power-
mean gibi ¢esitli integral esitsizlikleri yardimiyla uyumlu kesirli integraller i¢in integral

esitsizlikler elde edilmistir.

2016, 67 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler, Holder esitsizligi, Power-

mean esitsizligi, konveks fonksiyonlar, uyumlu kesirli integraller.



ABSTRACT

Master

INTEGRAL INEQUALITIES FOR DIFFERENT KINDS OF CONVEX
FUNCTIONS VIA CONFORMABLE FRACTIONAL INTEGRALS

Abdiillatif YALCIN
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In this thesis, convex functions that has a close relation to inequality theory and kinds of
convexity have been introduced. Some properties have been placed by starting with the
relationship between definition of convex functions and means. Primarily, the concepts
of fractional derivative and fractional integrals have been mentioned and later the
definition of conformable fractional derivative and integrals have been given. The basic
concepts of conformable fractional derivative and integrals have been recalled. Some
inequalities that have been proved via conformable fractional integrals which have been
presented in the literature. In the findings section, two new integral identity that are
include conformable fractional integrals have been established. Finally, some new
integral inequaliies have been obtained via conformable fractional integrals and some

integral inequalities such as Holder and Power-mean integral inequalities.
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1. GIRIS

L’Hospital tarafindan Leibniz’e, tiirev operatoriiniin kesirli olmasinin anlaminin soruldugu
mektupla (Ross 1977) matematik literatiiriine giren kesirli tiirevler (fractional derivatives),
giinlimiizde pek c¢ok alanda kendini gostermektedir. Kesirli tiirevler lizerine ortaya atilan bu
soru, 300 yildan daha fazla bir zamandir Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Laplace,
Lagrange, Euler, Abel, Lacroix, Griinwald ve Letnikov gibi iinlii birgok matematik¢inin de
iizerinde calistigi bir konu olmustur (Loverro 2004). O giinden bu yana hizla artan bir
bicimde, kesirli diferansiyel denklemler iletim hatlar1 teorisi, sivilarin kimyasal analizi, 1s1
transferi, diflizyon, Schrodinger denklemi, malzeme bilimi, akigkanlar, elektrokimya, fraktal
siiregler ve fazlasmni da icine alan bircok uygulama alani bulmustur (Bayin 2004). Kesirli
hesap tekniginin matematik uygulamalarinin ¢ogu 20.yy bitmeden ortaya koyulmustur fakat
miithendislik ve bilimsel uygulamalarda heyecan verici basarilar elde etmesi ancak gegtigimiz

yiiz yil igerisinde gergeklesebilmistir.

Kesirli diferansiyel hesap teknigi, fiziksel olaylar1 acgiklamak i¢in yapilan matematiksel
yaklagimlara yeni bir boyut kazandirmasinin yani sira, fiziksel olaylarn yorumlarina da
katkida bulunmustur. Fiziksel olaylar1 betimleyen diferansiyel denklemlerin mertebeleri, ele
alman fiziksel olaydaki degisim hizin1 belirlemektedir. Bu noktada kesirli mertebeden
diferansiyel, tamsayr mertebeden diferansiyel denklemlerin baz1 fiziksel olaylar1
aciklamaktaki zayifliklarmi kapatmakla birlikte fiziksel olaymn karakterinin anlagilmasinda da
biiyiik bir rol oynamaktadir.

Literatlirde kesirli tiirevin birgok tanimi mevcuttur. Bu tanimlarin bircogu kesirli tiirev
tanimin1 yaparken integral formundan yararlanmaktadir. Bu sekildeki tanimlardan en meshur
olanlar1 Riemann-Liouville ve Caputo tanimlaridir. Diger bir meshur tanim olan Grunwald-
Letnikov tanimi kesirli tiirevin tanimi i¢in bir limit formundan yararlanir. Bu kesirli tiirev

tanimlartyla alakali literatiirde bir¢ok ¢aligma mevcuttur.

Yukarida adi gegen kesirli tiirev tanimlari da dahil literatiirdeki biitiin kesirli tiirev
tanimlarinin klasik tiirev tanimindan aldiklar: tek ortak 6zellik lineer olma 6zelligidir (Khalil
et al. 2014). Bunun disindaki o6zelliklerle alakali olarak bir uyum genellikle s6z konusu

degildir. Mesela sabitin kesirli tiirevi Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi i¢in sifir



olmamaktadir. Yine klasik tiirevdeki iki fonksiyonun carpimmin ve bdliimiiniin tiirevi
formiilii biitlin kesirli tiirevler i¢in gegerli degildir. Buna benzer olarak yine biitiin kesirli tiirev

tanimlar1 klasik tiirevdeki zincir kuralini saglamaz.

Son zamanlarda klasik tiirevin dogal genisletilmesi olarak goriilen kesirli tiirevin yeni bir
tanimi verildi (Khalil et a/. 2014). Bu yeni tanim klasik tiireve uyumuyla dikkat ¢ekmektedir.
Yukarida sayilan ve diger kesirli tiirevler i¢in saglanmayan, ¢arpim kurali ve boliim kurali bu
yeni kesirli tiirev tanimi i¢in saglanmaktadir. Zincir kurali ise klasik tiirevdeki kurala ¢ok
yakin olarak yazilabilmektedir. Uyumlu kesirli tiirev (conformable fractional derivative)
olarak adlandirilan bu yeni kesirli tiirev tanimi, sagladig1 bu 6zelliklerden dolay: biiyiik bir

ilgiyi lizerine ¢ekmis ve kisa zamanda bu yeni tanimla alakali bir¢ok ¢alisma yapilmistir.

Bazi yazarlar (Ortiguera and Machado 2015) tarafindan uyumlu kesirli tiirevin gercekten
kesirsel bir operator olup olmadig: tartigildi. Bugiin bu soru hala tartismaya agik goriiliiyor.
Belki de bu konu felsefik bir konudur (Batarfi et al. 2015). Ayrica bu yeni tanim bir kesirli
tiirev tanimi olmasa bile kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir
doniisiim olarak diisiiniilebilir (Cenesiz and Kurt 2015). Anlasilacagi iizere bu tartigma, bu
yeni teoriye hangi ismin verilecegi lizerine yapilan bir tartigmadir. Herhaliikkarda bu yeni

kesirli tlirev tanimi iizerinde ¢alisilmay1 hak eden bir konu olarak karsimizda durmaktadir.

Khalil et al. (2014) tarafindan ortaya atilan bu yeni tanim klasik tiirevdekine benzer bir limit
formuna sahiptir. Khalil ve arkadaslar1 yaptiklar1 ¢caligmada bu yeni kesirli tiirev tanimimnin (ya
da doniistimiiniin) ¢arpim kuralin1 ve boliim kuralini sagladigini ispat ettiler. Ayrica onlar
yaptiklar1 ¢calismada uyumlu kesir mertebeden diferansiyellenebilen fonksiyonlar i¢in Rolle
teoremi ve ortalama deger teoremini ifade ettiler. Uyumlu kesirli tiirev analizi, Abdeljawad
(2015) tarafindan gelistirildi. Abdeljawad yapmis oldugu ¢alismada bu yeni tanim igin sol ve
sag uyumlu kesirli tiirev kavramlarini, kesirsel zincir kuralin1 ve Gronwall esitsizligini sundu.
Ayrica uyumlu kesir mertebeden dizisel tiirev kavramimi, 0 <a <1 i¢in iki tiir kesirsel kismi
integrasyon formiillerini, uyumlu kesirsel kuvvet seri agilimini, kesirsel taylor esitsizligini ve

son olarak kesirsel Laplace doniisiimiinii verdi.

Konvekslik kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881’de elde edilen bir sonucun,

1883 yilinda Mathesis adli dergide yaymlanmasiyla ortaya ¢ikmistir. Hadamard’m 1893



yilindaki caliymasinda konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak

calisilmasi 1905-1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baslar.

Konveksligin tanim1 esitsizlikle ifade edildiginden ve matematik bir bakima
karsilagtirma oldugundan Konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin dnemli bir yeri
vardir. Hardy, Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecari¢ ve
Fink gibi matematikciler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni bir arada
inceleyerek cesitli kitaplar ve cok sayida makaleler yaymlamiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu
alan ilk temel caliyma 1934’te Hardy, Littlewood ve Pdlya tarafindan yazilan “Inequalities”
adl kitaptir (Hardy et al. 1952). Ikinci ¢alisma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan
1961°de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini igeren
ve yine “Inequalities” adi verilen kitaptir (Beckenbach and Bellman 1961). Bunu
Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yaymladig1 ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer
verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitabi takip eder (Mitrinovi¢1970).

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iligkili olan Esitsizlik Teorisi C.F. Gauss, A.L. Cauchy
ve P.L. Cebysev ile gelismeye baslamustir. 19.-20. yy’da bulunan esitsizliklerin bir kismi
konveks fonksiyonlarla iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bunlarin en
onemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938
yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard
esitsizligi ile ilgili ¢aligmalarin biiyiik bir kismi S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan
2000 yilinda yazilmis olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalitiesand
Applications” isimli kaynakta bir araya getirilmistir (Dragomir and Pearce 2000). Konveks
fonksiyonlar icin esitsizlikler {izerine yogun c¢alisan diger matematikciler M.E. Ozdemir, U.S.
Kirmaci, R. Agarval, G. Anastassiou, G.V. Milovanovic, A.M. Fink, A.W. Roberts, D.E.
Varberg, N.S. Barnett, H. Yildirim, M.Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S. Varosanec, P.S. Bullen, P.
Cerone, G. Toader, M. Alomari, F. Qi, C.E.M. Pearce, M. Darus, M.K. Bakula, J. Pecari¢, E.
Set, A.O. Akdemir, H. Kavurmaci Onalan, M. Avci Ardig, M. Giirbiiz, A. Ekinci, C. Yildiz

seklinde siralanabilir.

“Inequalities and Applications” basglikli doktora tezinde integral esitsizlikleri {izerine
uygulamalar yazilmig ve ortalamalar iizerine farkli sonuglar elde edilmistir. Bunun yaninda

Cauchy-Schwartz, Bessel ve Jensen esitsizlikleri tizerine ¢aligmalar yapilmistir (Rooin 2003).



“Bazi Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral Esitsizlikleri” baslikli doktora
tezinde E — konveks ve E —m — konveks fonksiyonlar ile birlikte farkl tiirden E — konveks
ve E—m — konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard tipli ve diger bazi farkli tiirden
konveks fonksiyonlar olan m — konveks, (@, m —konveks, [ 0g &konveks, quasi —konveks,
s —konveks, r —konveks ve h —konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri

verilmigtir. Bunlarin yani sira bazi genellestirmeler de elde edilmistir (Set 2010).

“Several Inequalities of Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson Type for s —Convex,
quasi -Convex and r —Convex Mappings and Applications” baslkli doktora tezinde
s —konveks, quasi —konveks ve konveks fonksiyon siniflart kullanilarak Hermite-Hadamard,
Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir ve bu esitsizlikler i¢in

uygulamalar verilmistir (Alomari 2011).

“Quasi Konveks Fonksiyonlar I¢in Esitsizlikler Ve Uygulamalar1” baslhikli yiiksek lisans
tezinde quasi —konveks fonksiyonlar i¢in yapilan genis bir literatiir taramasimnin yanisira,
quasi —konveks fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli
esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen esitsizlikler i¢in sonuglar ve bu sonuglara

bagli 6zel uygulamalar verilmistir (Y1ildiz 2011).

“Bazi Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar igin Ostrowski ve Hermite-Hadamard Tipli
Integral Esitsizlikler” baslikli doktora tezinde farkli tiirden konveks fonksiyon smiflar
kullanilarak yeni baskin konveks fonksiyon kavramlari tanimlanmig, bu yeni fonksiyon
smiflar1 icin Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri edilmistir. Konveks fonksiyonlar
icin Hermite-Hadamard tipli; konveks ve konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli yeni
integral esitsizlikleri elde edilmistir ve elde edilen bazi esitsizlikler i¢in uygulamalar
verilmigtir. (Kavurmaci 2012), “’n. mertebeden tiirevlenebilen konveks fonksiyonlar igin
integral esitsizlikleri’’ baslikli doktora tezinde Fejér esitsizligi kullanilarak yeni teoremler
ispatlanmis, g’nin 6zel degerleri icin yeni sonuglar elde edilmistir. Ayrica n mertebeden
tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Lemmalar yazilmis ve bu Lemmalar kullanilarak yeni

genellestirmeler yapilmistir.(Y1ildiz 2014).



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu calismada kullanilacak bazi temel tanimlar asagida verilmistir.

Tanim 2.1.1. “Konveks Kiime: Lbir lineer uzay A €L ve x, y € Akeyfi olmak iizere
B={z€eL: z=tx+(1-t)y, 0<t <BcA

iseA kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z =tx + (1 —t)y esitligindeki x ve
y’nin katsayilar1 i¢in t +(1 —t) =1 bagmtist her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks
kiime tanimindaki ¢, 1 —t yerine t +k =1sartin1 saglayan ve negatif olmayan t, kreel
sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan bir dogru parcasidir.
Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren

dogru parcgasini ihtiva eden kiimedir” (Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime

Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tanim 2.1.2. “(J —Konveks Fonksiyon) I, R’de bir aralik olmak iizere her x, y € [i¢in

f<x ;—y) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya ]| —konveks

fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.3. “(Kesin ] —Konveks Fonksiyon) Her x, y € Ive x #y i¢in

f<x ;—y) <f(x) erf(y)

oluyorsa ffonksiyonuna / iizerinde kesin /] —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamm 2.1.4. “(Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f: I —»R bir fonksiyon olmak

tizere her x, y € Ive a € [0, 1 igin,

flax+ (1 —a)y) <af (x) + (1 —a)f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.” (Pecari¢ et al. 1992).

Eger a € (0, 1)araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (1 =t)y) <af (x)+ (A —a)f(y)

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir. “—f  konveks (strictly konveks)

ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.



Konveks fonksiyonun geometrik anlami1 asagidaki gibidir:

v

3 /

a ta+(1-t)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta +(1 —t )b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldig1 deger (a, f(a))ve

(b, fb)) noktalarmi birlestiren dogru pargasinin iizerinde aldig1 degerden her zaman daha
kiigtiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru parcasi) her zaman egrinin [ a, b]

araliginda kalan kisminin {izerinde veya iistiindedir.

Sekil 2.3. den de goriildiigii gibi ¢€[0,1] oldugundan ¢t f(a) <f(a) dir. Benzer sekilde
(1 —t)f(b) <f(b) dir. Yani t f(a) f(a)’ nin (1 —t)f(b) de f(b) nin altindadir.

Dolaysiyla t f(a) + (1 —t)f (b), f (a)ile f (b) arasinda olur. Konkav fonksiyon igin kiris f~

nin grafiginin [ a, bjraligmda kalan kismimnin iizerinde veya altindadir.



Teorem 2.1.1. “(Ucgen Esitsizligi): Herhangi bir x, yreel sayilar1 igin

Ix+y | < [x[+lyl,

|lxl = Iyl| < lx =y,

|lx| = Iyl] < lx +y1,
ve tiimevarim metoduyla

le +etXx nI < lel +-t Ixnl

esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovié ef al. 1993).

Teorem 2.1.2. “(Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f[a, B araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

‘ [f(x)dx

esitsizligi gegerlidir” (Mitrinovic€ et al. 1993).

b
Sf |f (x)|dx (a <b)

Ornek 2.1.1. f: I cR—R f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

Coziim: f’nin konveks oldugunu gdstermek icin x, y € Ive a € [ 0, 1i¢in

flax+ (1 —a)y) <af (x)+ (1 —a)f(y)

oldugunu gostermeliyiz. Buna gore

(ax+ (A —a)y) = Igx + (1 —a)yl

| @ —a)y| (liggen esitsizliginden) <a+
lx| + (1 —a)lyl =a
)+ A -a)f(y) =af

elde edilir. {1k ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmis olur



f(x) = |x| fonksiyonu x =0 da tiireve sahip olmamasina ragmen konveks fonksiyondur.

A y

v
x

Sekil 2.4 Aralik iizerinde konveks fonksiyon

Sonug¢ 2.1.1. “x, y € Rve p +q >0 olmak iizere

f(px+qy)<pf(x)+qf(y)
p+tq /—  p+q

esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.3. “(Holder Esitsizligi): a =(a,, ..., @) ve b = (by, .., b) reel veya kompleks

sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

olmak tuzere

(a) p >1 ise,

S

Q

1 1
n L q

kbr < (Zlak|p> (Zlbk|q> ,
k=1 k=1

=
1l

1

(b) p <0 veya q <0 ise,

S

Q

1 1
n P/ q

kbr = (Zlak|p> (Zlbk|q>
k=1 k=1

&
Il
=



esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.4. “(integraller icin Hélder Esitsizligi): p >1 ve %+% =1 olsun. f ve g,

[a, B araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|P ve |g|9, [a, & araliginda

integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

b q
( f |g(x)|qu>

=

b b
[ If(x)g(x)ldxs< [ If(x)lpdx>

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993)

Tanim 2.1.5. “(Siireklilik): f: S SR->R x €S ve € >0 verilmis olsun.
XES ve |x —xo| <& igin |f(x) —f (xo)| <&
olacak sekilde bir § >0 sayis1 varsa f, x,’da siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.6. “(Diizgiin Siireklilik): f: S SR—R fonksiyonu ve € >0 sayis1 verilmis
olsun. |x; —x | <& sartim saglayan her x,, ¥ €S i¢cin |f(x;) —f (x,)| <& olacak sekilde
bir § >0 sayist varsa f, S’ de diizgiin siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamm 2.1.7. “(Lipschitz Sart1): f: S €R—-Rfonksiyonu igin

lfO)—f I <M|x—y]|

olacak sekilde bir M >0 sayisi varsa f, ’deSLipschitz sartin1 sagliyor denir” (Bayraktar
2010).

Sonu¢ 2.1.2. “f, Sde Lipschitz sartin1 sagliyorsa f, Sde diizgiin siireklidir” (Bayraktar
2010).

Teorem 2.1.5. [a, B €I °olsun. Eger f: I »R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz sartini
saglar. Sonug olarak f, [a, B araliginda mutlak siirekli ve [°’de siireklidir (Pecari¢ et al.

1992).

Teorem 2.1.6. “f fonksiyonu [ a, bjraliginda konveks ise
a. f, (a, blaraliginda siireklidir ve
b. f, [ a, bjraliginda smirhdir” (Azpeitia 1994).
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Tamm 2.1.8. “(Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f I araliginda tanimh bir fonksiyon ve x4,

x, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(a)x, >x 4 iken f(x;) > f (xy) ise f fonksiyonu I {izerinde artandir,
(b)x, >x; iken f(x;) <f (x,) ise f fonksiyonu I iizerinde azalandir,
(¢)x, >x 4 iken f(x,) =f (x;) ise f fonksiyonu [ iizerinde azalmayandir,
(d)x, >x, iken f(x;) <f (x,) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir
Denir” (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.7. “J acgik bir aralik ve | €1 olmak iizere f, I lizerinde siirekli ve J iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) Her x €] igin f'(x) >0 ise f fonksiyonu I {izerinde artandur.

(b) Her x € ] i¢in f'(x) <0 ise f fonksiyonu [ {izerinde azalandir.

(c) Her x € ] igin f'(x) =0 ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandir.

(d)Her x €] i¢in f'(x) <0 ise f fonksiyonu [ lizerinde artmayandir.” (Adams and Essex
2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iliskiyi igeren

sonug ve teoremler verilmistir.

Sonu¢ 2.1.3. “f, gkonveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise geo f fonksiyonu

konvekstir” (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.8. “Eger f: I —»R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f](x) ve f!(x) var
ve bu fonksiyonlar [°’ de artandir (kesin artandir)” (Pecari€ et al. 1992).

Teorem 2.1.9. “f fonksiyonu (a, D araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f' nin artan (kesin artan)

olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10. “f fonksiyonunun / ag¢ik aralifinda ikinci tlirevi varsa, f fonksiyonunun bu

aralik lizerinde konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ i¢in

f1'(x) =(>)0

olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992).

11



2.2 Farkh Tiirden Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflan

Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde bu konuda

calisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tanim 2.2.1. “(Quasi-Konveks Fonksiyon): S cR'bostan farkl bir kiime ve f: S —=Rbir
fonksiyon olsun. Vx, y € Sve a € [0, 1igin

fax +(1 —a)y) <max {f(x), f(¥)
ise ’fe quasi —konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).
Eger
flax+ (1 —a)y) <max{f(x), f(v)

ise f’ye strictly quasi konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

f(ax +(1 —a)y) zmax {f(x), f(¥)

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

flax+ (1 —a)y) >max{f(x), f(¥)
ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.2. “f hem quasi —konveks hem de quasi —konkav ise f’ye quasi -monotonik

denir” (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonug 2.2.1. “Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat tersi her

zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan fonksiyonlar vardir.
Ormegin g: [-2, 4 »R,

{1 [ 1]
9 = { t2, t € (-1, 2]

fonksiyonu [—2, 2 araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2, 2 araliginda
quasi —konveks fonksiyondur” (Ion 2007).

12



>

Sekil 2.5. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon

A

Sekil 2.6. Quasi-konveks olmayan fonksiyon
Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon: Fonksiyonun tanim kiimesinde, degerleri kirmizi kesik
cizginin altinda kalan noktalar, iki kirmizi araligin birlesimidir ve fonksiyon bu noktalarin

birlesiminde konveks degildir.

Tamm 2.2.3. “(Wright-Konveks Fonksiyon): f: [ ->Rbir fonksiyon ve y >x, a >0

sartlar1 altinda her bir y +a, x € Iigin

f+a)—f) <fy+a)-f)

esitsizligi saglamiyorsa f’ye I SR’de Wright-konveks fonksiyon denir” (Dragomir and
Pearce 1998).

13



Tamm 2.2.4. “(Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): f: I —-R bir fonksiyon olsun. y >x,
a > Osartlar1 altinda Vx, y, v +a €1 ve Va[& ]igin

S+ =0y) +£((1 ~Ox +1y)] Smax (76, £0)

veya

%[f(y) +f(x +a) ] <max{f(x), f(y +t)

2

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I SR ’de Wright-quasi-konveks fonksiyon denir’
(Dragomir and Pearce 1998).

Tamm 2.2.5. “(J —Quasi-Konveks Fonksiyon): f: I =R fonksiyonu her x, y € [i¢gin

f (g) <max{f(x), f(¥)

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna /] —quasi —konvekstir denir” (Dragomir and Pearce 2000).

Tanim 2.2.6. “(Log-Konveks Fonksiyon):I, Rde bir aralik ve f: I -Rbir fonksiyon olsun.
Herx, y e et €[0, 1igin

flx+@-t)y) <f Of0)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir” (Pecari¢ et al. 1992).

Tanim 2.2.7 “(Godunova-Levin Fonksiyonu): f: I =R negatif olmayan bir fonksiyon,

Vx, y €1, t €, ) olmak lizere

fltx+(1—-t)y) < %x)+%

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q (/) smifina aittir denir.

Bu tanima denk olarak;

f €QU) vex, y, z € Ise bu takdirde
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fOx-y)x=2)+f (W -x)y—2)+f(2)(z—x)(z-y) =20
esitsizligi saglanir” (Godunova and Levin 1985).
Tanim 2.2.8. “(P —Fonksiyonu): f: I =R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
vx, y €1, t B0, 1 olmak lizere;
fx+1-)y) <f () +f()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P —fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir” (Dragomir et

al. 1995).

Tamm 2.2.9. “(m —Konveks Fonksiyon): f: [0, b] »Re b >0 olsun. Her x, y €[0, A,
a €0, 1vem € [0, 1 i¢in

flax+m (1 —a)y) saf (x) +m 1 —a)f(y)

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir” (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica f(0) <0
icin [ 0, bjraligmmda taniml tiim m —konveks fonksiyonlarin smnifi K, (b) ile gosterilir. Eger

m =1 almrsa [0, B lizerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks fonksiyona doniisiir.

Tanim 2.2.10. “(Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, =[0, o) f: R =R ve

0 <s <1 olsun. a® +f° =1 olmak iizere her u, v € R ve her a, f = 0i¢in

flau+pv) <a*fw) +B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir” (Orlicz

1961).

Tamim 2.2.11. “(ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): R, =[0, ) f: R —»R ve

0 <s <1 olsun. a, f =20, a +f =1lolmak iizere her u, v € R i¢in

15



flau+pv) <a*fw) +B°f(v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Ikinci

anlamda s —konveks fonksiyonlarin smifi K2 ile gosterilir” (Breckner 1978).
Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi1 s =1 i¢in bilinen konvekslige doniistir.
Ornek 2.2.1.“s € (0, 1)ve a, b, ¢ € Risun. f: [0, o) —>Ronksiyonu

a, t =0
f@® _{bt5+c, t >0

olarak tanimlansin. Bu takdirde

@) b>0ve0<c<a isef €K2dir.

(ii) b>0 vec <0 isef & K2 dir” (Hudzik and Maligranda 1994).

Tanim 2.2.12. “(h —Konveks Fonksiyon): h: | SR—-R pozitif bir fonksiyon olsun. Her
x, y€Il a€ (0, 1)igin

(ax+ (1 —a)y) <h (Pf(x)+h (1 —a)f(y)

sartin1 saglayan negatif olmayan f: | SR—R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya

SX(h, Dsmifina aittir denir” (VaroSanec 2007).

“(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f: I SR—R fonksiyonuna h —konkav fonksiyon
denir yani f € SV (h, I)dir” (VaroSanec 2007).

“Bu tanimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a) =a ise tiim negatif olmayan konveks

fonksiyonlar SX(h, I) siifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tiim negatif
olmayan konkav fonksiyonlar SV (h, I)sinifina aittir; h(a) = i ise SX(h, J =Q(I) smifina
aittir; h(a) =1 ise SX(h, ) 2P() dir; s €(0, ) olmak tizere h(a) =a® ise SX(h, ) 2
K2°dir” (VaroSanec 2007).

Tanim 2.2.13. “(Starshaped Fonksiyon): b >0 olmak lizere f: [0, b] —Ronksiyonu, her

x€[0, h ve a€[0,1 icgin

16



flax) <af (x)

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984).

Tanim 2.2.14. “(Geometrik Konveks Fonksiyon) f: [ cR, -»R , fonksiyonu verilsin.
Eger f fonksiyonu, her x, y € Ive t €[0, 1i¢in

Oty < [FOIIF I

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et al.

2012).

Tanim 2.2.15. “(s —Geometrik Konveks Fonksiyon) f: I c R, »R , fonksiyonu verilsin.
Eger f fonksiyonu, herx, y €1, s € (0, ¥¢ a € [0, 1i¢in

fley'=®) < [FGI [F (1A

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et al.

2012).

s =1 ic¢in, s —geometrik konveks fonksiyon tanimmin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tanum 2.2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon) Ic R/ {0} bir agik aralik olsun. f: I -»R

bir fonksiyon olmak tizere eger Vx, y €I ve a [& 1igin

f(22) <of O+ —a)f ()

ax+(1-a)y

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir.
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Tamm 2.2.17. “(Ortalama Fonksiyonu) M fonksiyonu M: (0, o) X (0, o) —(0, o)

seklinde verilsin. Eger

(DM(x, y) =M(y, x)

2)M((x, x) =x

BR)x<M(x, y<y , x<y

4 M(ax, ay =aM (x, ), a>0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir” (Anderson et al. 2007).

Ornek 2.2.2

“DM(x, y) =A(x, y) =x+Ty Aritmetik ortalama

2)M(x, y)=G(x, y) ;/x_y Geometrik ortalama
B)M(x, y) =H(x, y) =1/A(1/x, 1/yHarmonik ortalama

DM, y=L(x 9= ﬁ, x #y ic¢inveL(x, x) =bogaritmik ortalama

1
1\ [x*

GYM(x, y=I(x, )= ( —) (_)ﬁ , x #yvel(x, » =x Identrik ortalama” (Anderson et

e/ \yY

al. 2007).

Tanim 2.2.18. “(MN- Konveks (Konkav) fonksiyon): f: [ —(0, o siirekli fonksiyonu
verilsin. I € (0, o) M, Nherhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger Vx, ye &in

f(M(x, ) < RN(F(), £3)

sart1 saglaniyor ise f fonksiyonuna MN —konveks(konkav) fonksiyonu denir” (Anderson
2007).
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Teorem 2.2.1. “/ © (0, coye f: [ —(0, oogiirekli fonksiyonu verilsin. (4)-(9) seg¢enekleri
icin I =(0, b) , 0 <b <oolarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(2) fnin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart [ o0 gf nin konveks (konkav)

olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 / f nin konveks (konkav)

olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be ™) nin (0, oo)izerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(5) fnin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f(be ™) nin (0, oo)iizerinde

konveks (konkav) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmast i¢in gerek ve yeter sart 1/ Fbe~t) nin (0, o0)

iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(l/x) nin (1/b, )

iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart [ o gf(l/ x) nin (1/ pr ®)

iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1 /f (1 / ) nin (1/ b )
X

iizerinde konveks (konkav) olmasidir” (Anderson 2007).

Teorem 2.2.2. “] © (0, ooye f: [ —(0, oodiferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin. (4)-(9)

secenekleriigin I =(0, b) , 0 <b <oolarak verilsin.

(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.
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(2) fnin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(x) nin artan (azalan)
f ()

olmasidir.

(3) f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (x)/ Fx)? nin artan

(azalan) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.
(5) fnin GG —konveks (konkav) olmasi i¢cin gerek ve yeter sart xf (x)/ F(x) nin artan
(azalan) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf (x)/ Fx)? nin artan

(azalan) olmasidir.

(7) f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x2f'(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

21
(8) f nin HG —konveks (konkav) olmas1 icin gerek ve yeter sart x°f (x)/ F(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

21
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢cin gerek ve yeter sart x°f (x)/ Fx)? nin artan

(azalan) olmasidir” (Anderson 2007).
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2.3. Kesirli Tiirevler ve Kesirli Integraller

Kesirli mertebeden tiirevlerin birbirinden farkli ve birbiriyle uyusmayan bir¢cok tanmmi
literatiirde mevcuttur. Fakat literatiir incelediginde, bu tanimlarm aslinda Riemann-Liouville
tiirev taniminin genellestirilmis sekli ve varyantlar1 yada belirli sartlar altinda Riemann-
Liouville tiirev tanimi ile baglantili oldugu goriiliir. Bu tanimlar arasindaki temel fark ele

alinan fonksiyonlarin tanim kiimesi ve se¢ilen yardimci parametrelerdir (Li 2003).

Kesirli tiirev tanimlar1 arasinda en ¢ok kullanilan Riemann-Liouville ve Caputo tiirev

tanimudir.

2.3.1. Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ve kesirli integralleri
Tanim 2.3.1.1. @ >0 olmak ilizere @ mertebeden Riemann-Liouville integral operatorii J

1
I'(a)

2f)(©) = — [1(t —D* 1 f(Ddr, t >a (2.5)

e =f () (2.6)
bigiminde tanimlanir.

f, t =a i¢in siirekli olsun. @, f >0 ve y >—1 olmak iizere, Riemann-Liouville integral

operatOriiniin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir:

a. JYEF)® = (J&sf)® (2.7)
b. J481)(©) = (Jg12f)(©® (2.8)
c. Jat¥ = ng—;)l)t“” (2.9)

Tanim 2.3.1.2. Riemann-Liouville kesirli tiirev operatérl, « >0, a €ER, t >ave m—1 <

a <m igin,
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dm t
(DLF) (D) = [ ! f ( AN

dtm™|[T(m —a) t —x)a—mi1
olarak tanimlanir.

2.3.2. Caputo Kesirli tiirevleri

Caputo tiirev tanimi detayl bir sekilde M. Caputo tarafindan ve bazi kaynaklarda verilmistir

(Caputo 1967; Kilbas et al. 2006).

Tanmm 2.3.2.1. “m—-1<a<m , meN, x >a olmak flizere, f(t) fonksiyonunun «

mertebeden (¢ >0) Caputo tiirev tanimu,

(°DEF)(®) = —— [t =)™ fOV (x)dx (2.10)

r(m-a)
bi¢ciminde tanimlanir.”

“Ayrica m—1<a<m ,me€N, t >ave fEC™', a >—1 olmak iizere Caputo tiirev

tanimina ait,

a. (°DYLf)(®) =£ (t) 2.11)

b (J2 SDEF)(®) =f (&) — By 0 L= 2.12)

Ozellikleri de verilebilir.”
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde uyumlu kesirli tiirevin analiziyle alakali bazi temel kavramlar verilecektir.

(Khalil e al. 2014; Abdeljawad 2015).

Tanmm 3.1. “f:[0, o >R bir fonksiyon olsun. Biitin t >0 ve a € (0, ) i¢in f

fonksiyonunun “uyumlu kesirli tiirev” diye adlandirilan a mertebeli kesirli tiirevi,

ft +et'=*) —f ()

&

Ty (f) (t) = l;r_nﬂ

olarak tanimlanir. Eger f fonksiyonu a >0 olmak iizere bazi (0, ¢ arahginda «

diferansiyellenebilir ve lim,_g + f @ (t) olusursa o zaman,
(@) =1 (@)
F@(0) = lim, @ (r)

olur. f nin @ mertebeden uyumlu kesirli tiirevini gostermek i¢in bazen T,(f)(t) yerine

@ (t) yazilacaktir. Ayrica, a mertebeden uyumlu kesirli tiirev mevcutsa bu durum igin f,
diferansiyellenebilirdir denilecektir. Bu tanimin bir sonucu olarak asagidaki teorem

yazilabilir.”

Teorem 3.1. “Bir f:[0, © >R  fonksiyonu t, >0 da a€(0,) i¢in «a

diferansiyellenebilirse, f fonksiyonu t, noktasinda stireklidir.”

Ispat:

f(to +et5™) —f (to) .

&

fto+etg™) —f (tp) =

tanimindan
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fto +eto™™) —f (&) y
. . lime

lim[f (to +&t™") —f (to)] =lim
yazilir. h =&t ;=% almirsa
lim[f (o +h) =f (t)] =f O (&). 0
olur. Boylece
lim £ (2 +h) = ()
olur. Bu ise f fonksiyonunun t, noktasinda siirekli oldugunu ifade eder.

Teorem 3.2. “a € (0, 1i¢in f ve g, t >0 noktasinda a diferansiyellenebilir olsun. O halde

1. Va, b € Rigin T,(af +bg) =aT,(f) +bT,(g) dir.

2. Vp € R igin T, (tP) =pt P~* dir.

3. Tim f(t) =A bigimindeki sabit fonksiyonlar i¢in T,(A) =0 dur.
4. T(fg) =fTa(g) +9T(f).

3 T(f/g) = gTa(f)g—ZfTa(g)'

6. Ek olarak eger f diferansiyellenebilirse T, (f) =t 17¢ Z—{ (t) dir.”

Ispat: (1), 2) ve (3) iin ispatlar1 direkt tanimdan goriilebilir. Burada (4), (5) ve (6) nin

ispatlar1 verilecektir.

4)t >0icin
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ft +et'™Ng(t +et'~*) —f ()g(t)
&

T.(fg)(®) =lim

iy [ At 4t —f (gt +et’™*) +f gt +et) —f Og(®)

0 &

. gt +et'=*) —g (1)
=lim -

0 &

(f(t +et!™*) —f (t)g(t +gt1—a)> +f () lim

=Tof O limg(t +et'™) +f (O)T,g(t)
yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu i¢in lim,_y g(t +et1™%) =g (¢t) dir.
(5) t >0igin

ft +et'™%)  f(t)
gt +ett=%)  g(t)
&

o (5) 0 =im

_f» (t +et'™)g@) —f ®)g() +f O)g®) —f ()g(t +et'™*)
=l11m
£0 gt +et=%)g(t)e

i [f(t +et™=*) —f (O]g(®) — [g(t +et'™*) —g (OIf(®)
=I11m
£—0 gt +ett=*)g(t)e

Lf (& +et1;“) = O] - L9t +et1;“) —9 O] ¢4

=lim 90 +et-)g(0)

_Taf(0)g(£) —Tog(®)f(t)
~ limg(t +et=*) g()

yazilabilir. g fonksiyonu t de siirekli oldugu i¢in lim,_y g(t +et1~%) =g (¢t) dir.

(6) Bu 6zelligin ispat1 icin Tamim 3.1 de h =&t 17% doniisiimii yapalim. Bu durumda

ft +et'=*) —f (1)

&

Taf(t) :l;%
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SR —f ©)

-0 hte-1

Cotarn S +R)—f(O)
=t lim
h=0 h

— 1—04%
AT (©)

oldugu kolayca gortiliir.

Teorem 3.3. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar icin Rolle Teoremi):

a >0 olmak iizere f:[a, # >R fonksiyonu

i [a, B araliginda siirekli,

il. a € (0, ) i¢in a diferansiyellenebilir,

iii.  f(a) =f(b)

kosullarmni saglasm. Bu taktirde f(®(c) =0 olacak sekilde bir ¢ € (a, h vardir.”

Ispat: f fonksiyonu [a, A arahiginda siirekli ve f(a) =f (b) oldugu i¢in bir ¢ € (a, B yerel
ekstremum noktasina sahiptir. Genelligi bozmaksizin ¢ noktasmin bir yerel minimum nokta

oldugunu kabul edelim. Boylece

1-a)— 1-a)_
f@ () =lim£_0+w =lim£_o_w

yazilabilir. Fakat, ilk limit negatif, ikinci limit ise pozitif degildir. O halde, f(*)(c) =0 dur.

Teorem 3.4. “(Uyumlu Kesirli Diferansiyellenebilen Fonksiyonlar I¢in Ortalama Deger
Teoremi): a >0 olmak tizere f:[a, § >R sirekli ve bazi a€(0,) i¢in «a

diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda
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b —_
f(“)(c):];() fl(a)

—phx — —_ <
a a

olacak sekilde bir ¢ € (a, H vardir.”

Ispat: k bir sabit say1 olmak iizere g:[a, B >R , g(t) =f(t) +k it“ fonksiyonunu
tanimlayalim. Bu fonksiyon da [a, A araliginda siirekli ve her t €(a, H i¢in «

diferansiyellenebilirdir. Simdi k sabiti g(a) =g (b) olacak sekilde segilirse f(a) +k ia“ =

f(b) +k ~b® olup

) -f@
. 1
_ba__aa
(04 (04

yazilabilir. O halde g(t) =f (t) — fb)_i(a) (i t“) olur. Bu fonksiyon Rolle teoreminin biitiin

lpa_lya
sartlarin1 saglar. Dolayisiyla (a, B araliginda &yle bir ¢ sayisi vardir ki g(®(c) =0 dur.

Buradan

f@) - M =0 =F@(c) = M
Tpa 2 qa 1.1,
a 04 a o

elde edilir. Burada T, (i t“) =1 6zelligi kullaniimistir.

Tamm 3.2. “f:[a, o —»R bir fonksiyon olsun. 0 <a <1 ig¢in f fonksiyonunun a mertebeli

sol uyumlu kesirli tiirevi

ft +et —a)'*) —f (@)

&

(T2)@ =lim
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olarak tamimlanir. Eger (a, D araliginda (T2f)(t) mevcutsa (TZf)(a) =lim,_, +(TZf)(t)

olur.”

Tamm 3.3. “f:(—oo, b >R bir fonksiyon olsun. 0 <a <1 i¢in f fonksiyonunun «

mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi

CTF() =—lim LEFEE=DTD ~f @

0 &

olarak tanimlanir. Eger (a, b araliginda ( bT.f ) (t) mevcutsa

(PT,f)(b) =lim .y, -( °T,f)(©) olur.”

Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise (T2f)(t) = (t —a)r~*f'(t) ve (ATf)(t) =
—(b —t)t=*f'(¢t) dir.

Tanim 3.4. “a € (n, n+1 ve B =a —n olsun. f:[a, @ »R fonksiyonunun a mertebeli

sol uyumlu kesirli tiirevi
(TEH@) = (TFF™)(©®)

olarak tanimlanir. Boylece a mertebeli sol uyumlu kesirli tiirevin var olabilmesi i¢in f

fonksiyonunun n kez tiirevlenebilir olmas1 gerekir.”

Benzer olarak a € (n, n+1 ve B =a—n olsun. f:(—o, bl >R fonksiyonunun a

mertebeli sag uyumlu kesirli tiirevi
ETAHE) = )™ (FTF™)(®)
olarak tanimlanir.

Tamm 3.5. “0 <a <1 olmak lizere a mertebeli sol uyumlu kesirli integral
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USF)(8) = f FG)dg(x, 3 = f (x —a)* 1 f (O)dx

olarak tanimlanir. Benzer olarak 0 <a <1 olmak ilizere @ mertebeden sag uyumlu kesirli

integral,

b b
(" O = [ f@da, 3= [ -0 f()dx

olarak tanimlanir.”

Lemma 3.1. “f:[a, © -R siirekli bir fonksiyon ve 0 <a <1 olsun. Bu takdirde biitiin

t >aigin
T laf (@) =f (©)
olur. Sag durumda benzer olarak verilebilir.”

Lemma 3.2. “f: (-0, b] »R siirekli bir fonksiyon ve 0 <a <1 olsun. Bu takdirde biitiin
t <bicin

bTa bIa f(t) :f(t)
olur.”

Tanim 3.6. “a € (n, n +1] olsun. Bu takdirde f:[a, ©d >R fonksiyonunun a mertebeli sol

uyumlu kesirli integrali

1 t
(N =150s(c —F) = [ (¢ =" =) (yax

a
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olarak tanimlanir.”

Egera =n +1 ise butakdirde f =a—n=n+1-n=1 olur. Boylece

1 t
(DO = U N® = [ (¢ =0

a

olur. Bu ise (a, }arahiginda n +1 kez f fonksiyonunun tekrarli integralinin Cauchy formiilii

ile yazilimidir.
a >0 mertebeli sol Riemann-Liouville kesirli integralinin

1

= f (t =0 f(x)dx

Ua (@) =

olarak tanimlandig biliniyor. « =n+1, n =0, 1, 2 .igin

UgH@) = UeH®)
oldugu goriiliir.
Ornek 3.1. @, u >0icin

I'(w)

e

Ja((t —a)* D) =

oldugu bilinmektedir. Simdi (t —a)#~! fonksiyonunun a € (n, n +1] i¢in uyumlu kesirli

integralini bulalim. u, @« +u —n —1 >0 olacak sekilde bir reel say1 olsun. Tanim 3.6 dan

(18t —a)*M)®) = (If1((t —)*** ™ ))(®)

yazilir. Ayrica Riemann-Liouville kesirli integralin 6zelliginden
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(L1 ((t —)** D)) (0) = (Ji1 (€ —a)**72))(D)

esitligi de yazilabilir. Boylelikle

Na+u—n-1)
I'(a+u)

(t _a)a+u—1

(18t —* M)®) = (1 ((t —)** T ))(1) =

olur. Benzer sekilde bu tip fonksiyonlarm sag uyumlu kesirli integrali

Na+u—n-1)
F'(a+u)

("l (@ =) 1) @© =( Yaa (b =)= 172 ) (1) = (b —t)ere-t

olarak bulunur. Buradan da anlasiliyor ki: Riemann-Liouville kesirli integrali ile uyumlu
kesirli integral bir polinom fonksiyonuna uygulandiginda bir sabit farkiyla ayni sonucu

verirler.

Teorem 3.5. “f: [a, o) —»hbir fonksiyon ve 1 <a +u <2 olacak sekilde 0 <a, u <1
olsun. Bu takdirde

U t
(el ) = - (PO + %(wa)(t) = [ xerepeoax

olur.”

Ispat: Tanim 3.6 dan

(I“ﬂlf)(t) = (sza+”_2f(x))(t) = f (t —x)x®*H=24dx

yazilir. Simdi, integral mertebelerinin yer degistirmesi yardimiyla ispat1 tamamlayalim:
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(I Lf)(@®) = f t ( f tlf(x)x“‘ldx> thtdt,

= fotf(x)x"“1 (Lttf_ldq) dx

-

- fo ot [% - 7] dx

= = Uef)(O) + 2| (laru ) (O) =t 3 254472 f () x|

u

Riemann-Liouville sol ve sag kesirli integral i¢in Q-operatoriiniin islevinin f:[a, B R,

Qf(t) =f (a+b—t ) igin
QIaf@®) = T Qf(®
oldugu biliniyor.
Simdi, @ € (n, n +1]i¢in uyumlu kesirli integral i¢in bu durum incelenirse
QIEF®) =QJ 241 ((t —)* ™ f(0) = Tpra (b —£)* " fla+b —t)) = T4 QF (1)
oldugu goriiliir. Yani, Q-operatorii burada da ayni iglevi goriir.

Lemma 3.3. “f: [a, o) —Rbir fonksiyon, f™(t) siirekli ve a € (n, n +1] olsun. Bu

durumda, YVt >a i¢in

TRIGf () =f (t)
olur.”

Ispat: Tanim 2.4 den
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dar dar
TSISF() =T (g Ia‘ff(t)> =T§ (F (G —a)ﬂ-lf(t))>

=1 (1 (€ P ®)) =T4187

elde edilir. Boylece, Lemma 3.1 den sonug goriiliir. Benzer olarak Lemma 3.2 de Lemma 3.4

deki gibi genellestirilebilir.

Lemma 3.4. “f: (-0, b] —Rbir fonksiyon, f™(t) siirekli ve a € (n, n+1] olsun. Bu
durumda Vt <b igin

bTa bIa f(t) :f(t)
olur.”

Lemma 3.5. “f: [ a, o) —R diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 0 <a <1 olsun. Bu

takdirde Vt >a i¢in

BT =f @) —f (a)
olur.”

Ispat: Tanim 3.5 den

19TEf(t) = f (o —a) T (x)dx

yazilir. f diferansiyellenebilir oldugundan

19TEf (1) = f (x —a)* " (x —a)"f (W)dx = f (£) —f (@)
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sonucu elde edilir. Lemma 3.5 daha yiiksek mertebeler i¢in asagidaki gibi genellestirebilir.

Lemma 3.6. “a € (n, n+1] ve f: [a, ©) >R (n+1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde Vt >a i¢in

f(")(a)(t —a)"

IETEFO) =F (© Z

olur.”

Ispat: Tanim 3.4, Tanim 3.6 ve f fonksiyonunun (n+1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olmasindan asagidaki esitlikler yazilabilir:

ITEF(O) =184 (€ =P TEFM©) =18, (€ —)F 1 —) FFOD(0))
=18, (F0 )

Sonra kismi integrasyon uygulanarak ispat tamamlanir. Benzer olarak sag durum asagidaki

gibi verilebilir.

Lemma 3.7. “a € (n, n+1] ve f: (-0, b] >R (n+1) kez diferansiyellenebilen bir
fonksiyon olsun. Bu takdirde YVt <b i¢in

= (1) b)Y (b —t )k
’l, ”Taf(t)=f(t)—z( i ]E!)( v
k=0

olur.”

Teorem 3.6. “(Zincir Kurah): a € (0, 1]ve f, g: [a, ) —»ol) a diferansiyellenebilen
fonksiyonlar olsun. h(t) =f (g(t)) olmak iizere biitiin t #a ve g(t) #0 i¢in h(t), (sol) a

diferansiyellenebilirdir ve

34



(T¢h) (@) = TN (g®)- (TEP@). d)**

seklindedir. Eger t =a ise
(TER© = lim, (T£N(9(0). TER(®. g0
olur.”

Ispat: Tanim 3.2 de u =t +&(t —a)*~* degisken degistirmesi yapilir ve g fonksiyonunun

stirekli oldugu kullanilirsa

flgw) —f (g®)

wop) O

(T h)(t) =lim

flow)-f(g®) .. gw) —g )

:llilr_nt (g(u) o (t)) .ul_ltm o (t —a)t@

o fe) = ()
IO ET0) (g(u) -g (t))

g« Tg(t). do)*
= (TZNH(g®). (TE(©). dO)* !
olur.

Lemma 3.8. “f: [ a, o) —R iki kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 1 <a +u <2
olacak sekilde 0 <a, f <1 olsun. Bu durumda

(TeTEF)®) =T & sf O + 1 =Bt —a)PTEf(©)

olur.”

Ispat: f, fonksiyonu iki kez tiirevlenebildigi i¢in
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(TeTf)® =T (¢t —*FF'(®))

yazilabilir. Elde edilen bu esitlife uyumlu kesirli tiirevler i¢in gegerli olan ¢arpim kurali

uygulanirsa
(TeT£1)®© = A =B =) Pt —a)'f' () + (¢ —)FTE(f' ()

elde edilir. f fonksiyonu iki kez tiirevlenebildigi icin TZ(f'(t)) = (t —a)* Bf"'(t)

yazilabilir. Boylece
(TETEF)(®) = A =)t —a) Pt =)' (t) + (t —a)2~ (@A /(1)
elde edilir. TZf(t) = (¢ —a)*™f'(t) ve T&, 5 f (1) = (¢ —a)?>~ @B f'/(t) oldugundan
(TETEF)(®) =T & pf () + (1 —B)(t —a)PTEf()
ifadesi elde edilir.

Teorem 3.7. “fg, tiirevlenebilir olacak sekilde f, g: [a, b] —»Ri fonksiyon olsun. Bu
takdirde

b b b
| rorg@aae, a=rg P~ [ g@rer@dite, »

olur.”

Ispat: Lemma 3.5 den

b b
f TE(FRO de(t, 2=fg |

36



yazilabilir. Ayrica Teorem 3.2 (4) den

b
[(1er@9© +7 OTE9©®)dute, =1 |°

a

yazilir. Buradan da

b b b
| rorg@aae, a=rg P~ [ g@rer@dite, »

oldugu goriiliir.

Lemma 3.9. “0 <a <1 vef, g: [ a, b] =& fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[ 18G@)90dats, 3= [ 7@ 1 (9)date, ¥

a

olur.”

Ispat: Tanim 3.5 den

b b t
f 19(£(©)g(Odalb, ) = f ( f (x—a)a—lf(x)dx)g(txza—t)“—ldt

elde edilir. Buradan da integrallerin mertebelerini degistirerek

b b
[ 18G@)90dats, 3= [ 70 1 (9)date, &

a
oldugu goriiliir.

Teorem 3.8. “f, g: [ a, b] —tRevlenebilen iki fonksiyon ve 0 <a <1 olsun. Bu durumda

37



b b b
[ 72 r@)g@date, 2= [ 7@ 1 (90)dat, 3+ 1of°

a

olur.”

Ispat: Lemma 3.7 den ve g fonksiyonunun tiirevlenebilir olmasindan,

b
[ 7 r@)gwaa, u

b b
= f T2 (f(0) °l, PT, g(©)d,(t, d+g (b) f Té(F©)da(t, &

a a

yazilir. Simdi, Lemma 3.9 uygulanirsa,

b b
f TE (£ ()g(O)dy(t, d= f 1818 (£ () PT, (g(0))do(t, d+g BISTA(f(D))

elde edilir. Son olarak f tiirevlenebilir oldugu igin ISTE(f(£))=f(t)—f(a) ve g
tiirevlenebilir oldugu icin °I, °T, g(t) =g (t) —g (b) olup bu ifadeler yerlerine yazilarak

ispat tamamlanir.

Tammm 3.7. “0 <a <1 ve n € {1, 2, 3, }..olsun. Bu durumda n. mertebeden sol dizisel

uyumlu kesirli tiirev
MWraf(e) =TATE .TEf(t)

biciminde tanimlanir. Burada T, n kez tekrar etmektedir. Benzer sekilde n. mertebeden sag

dizisel uyumlu kesirli tiirev

bTVE() = Ty BT, o Ty f(D)
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seklindedir.”

Teorem 3.9. “f fonksiyonu bazi1 0 <a <1 i¢in bir t; noktasi civarinda sonsuz bir sekilde a

diferansiyellenebilir olsun. Bu takdirde f fonksiyonu

2"’ (12) ™ (to)(t —to)e*

k! , § <t <to,+R%, R >0

f() =

k=0

k
bigiminde kesirsel kuvvet seri agilimina sahiptir. Burada (T;O f )( )(to) ifadesi k defa art arda

uyumlu kesirli tiirevin uygulanmas1 manasindadir.”

Ispat: t, <t <ty +RY% R >0 olmak iizere f(t)=co+c,(t —ty)* +c,(t —ty)>* +--
olsun. Bu taktirde f(t,)=c, olur. f fonksiyonuna T.° uygulanrsa t, noktas: icin

(T22F)(to)

a

(T;O f)(t0)=a01 olur ve bdylece c¢; = olur. Bu sekilde devam edilerek f

fonksiyonuna n defa TOfO uygulamrsa(TafOf)(n)(tO) =c,a2a) ...(na) =c,a™n! olur ve

(Toiof)(n)(to)

—w— olur. Boylece ispat tamamlanur.

boylece ¢,, =
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3.1. Uyumlu Kesirli Tiirevin Analizi

Bu bolimde, bu yeni kesirli tiirev taniminin analizine katki saglayan bazi toeremler

verilmistir.

Teorem 3.1.1. “(Uyumlu Kesirli Tiirevler i¢cin Genellestirilmis Ortalama Deger

Teoremi):

a >0 olmak iizere f ve g fonksiyonlari [a, A araliginda siirekli ve (a, ) arahginda «

diferansiyellenebilir olsun. Ayrica, her t €(a, b i¢in g (t) #0 olsun. Bu taktirde (a, b

araliginda

19 _ f®) ~f (@)
FRIORTORFIC)

olacak sekilde en az bir ¢ noktasi vardir.”

Ispat: Ispaty, klasik tiirevde verilen ispat gibidir.

Teorem 3.1.2. “a >0 olmak iizere f:[a, =R siirekli monoton artan bir fonksiyon olsun.
Eger a <c <b ve f'(c)#0 ise f~1 ters fonksiyonu d =f(c) noktasinda «

diferansiyellenebilirdir ve

-\ (a — 1-a 1
(IO =)™

dir.”
Ispat: Uyumlu kesirli tiirevin tanimindan,

fld+ed ™) —f U d)
&

(FH@ (@) =
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yazilabilir. f~'(d +ed'~%) =t denirse f(t) =d +ed '™* ve d=f(c) oldugundan
f~1(d) =c olur. Dolayisiyla

t —c
D@ (d) =lim
R N O
dl—«
yazilabilir. Buradan da
1

-1}(a) —J1l-afy;
(D =d = lim ey =7

t —c
(FO@ () =10 s
f'(e)
elde edilir. Son olarak, f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebildigi i¢in

F@(c) =¢7f'(c)

yazilabilir. Buna gore

-1\ (a — 1-a 1
(@) = (@)™ 755

olacaktir.

Ornek 3.1.1. “e’ fonksiyonunun ters fonksiyonu igin 0 <a <1 olmak iizere t =1

noktasindaki @ mertebeli uyumlu kesirli tiirevini bulunuz.”

Coziim: e fonksiyonunun tersinin Int oldugu biliniyor. Once, Int fonksiyonunun a
mertebeli uyumlu kesirli tlirevi bulunup verilen teoremdeki sonugla karsilastirilacaktir.

Uyumlu kesirli tlirev tanimina gore
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It +ett™%) —Int

T,(Inp = l;_rg

€
yazilabilir. Logaritmanin 6zelliginden
ol +et %)
Te(Ind =l ————

olur. et™% =k denirse € -0 iken k —0 olup

"1 +k)

— - 13
T,(Ind =t Il{l_I})l -

—+—a; 1/k —+ —a
t ’Ll_%llr(l+k) t

elde edilir. Bulunan bu sonug, teoremle uyumludur. Ciinkii, ¢ =1 i¢in d =e dir. et

fonksiyonunun ¢ noktasi i¢in a mertebeli uyumlu kesirli tiirevi
f(a) (C) —cl-apc
seklindedir. Dolayisiyla

f@) =e

olur. Biitlin bu yazilanlara gore
1
(FH@(e) =et - =e @

olacaktir.

Teorem 3.1.3. “f:(0, d »R, y =f(t) fonksiyonu bir x >0 parametresi yardimiyla
t =h(x) ve y =k (x) olarak verilsin. h, k{0, o »R fonksiyonlar1 a diferansiyellenebilir

olmak iizere,
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To (k) (x)
To (W) (x)

T.(f)(t) =t~
olur.”

Ispat: t =h(x) ve y =k (x), a diferansiyellenebilir oldugundan

At =h(x +ex 17 %) —h (x)

Ay =k (x +ex17%) —k (x)

olarak yazilabilir. f fonksiyonunun a mertebeli uyumlu kesirli tiirevi

ft +et'=*) —f (1)

&

T, (f) (t) = l;%
oldugundan pay ve payda t1~¢ ile carpilirsa

ft +et'=*) —f (¢

Stl_“

To(f)() =t =% lim
olur. Son esitlik de

Ay
—+ 1= 1
T,((t) =t g})lm

olarak yazilabilir. Ay ve At ifadelerinin degerleri yerine yazilarak devam edilirse,

k(x+ext™%)—k(x)

— s Ay .
Ta () =t 17 lim, at =t lime h(x+ex1~%)—h(x)

k(x +ex %) —k (x)
_+l-an; &
=t E—I})l h(x +ex1-%) —h (x)
€
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To (k) (x)
To (R (x)

—t+1l-a

elde edilir.

Ornek 3.2. y =4x ve t =2x olmak iizere y = f (t) fonksiyonun a mertebeli uyumlu kesirli

tirevini bulunuz.

Coziim: Teorem 4.3 den

1-a T“ (y) (x) s+l 4x'7®

=tla——=2¢1¢
T, (t)(x) 2x1-«

T,(H() =t

olur. Gergekten de eger parametre yok edilecek olursa fonksiyon y =2t olarak bulunur.

Simdji, bu fonksiyon i¢in a mertebeli uyumlu kesirli tlirev alinirsa

T.() =2t
oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.4. “F(t, y=0 bagmtisiyla verilen kapali fonksiyonun a mertebeli uyumlu

kesirli tiirevi

T, (F)(t, ¥
ot«

T, (F)(t, ¥
dy«

T,()() ==y 17

olur.”

Ispat: ki degiskenli fonksiyonlar igin zincir kurali formiilii kullanilarak
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ade+ath_
dy dt = otdt

yazilabilir. Fakat buradaki tiirev uyumlu kesirli tiirev oldugundan, uyumlu kesirli tiirevler i¢in

gegerli olan zincir kurali kullanilmalidir. Uyumlu kesirli tiirev i¢in zincir kurali hatirlanacak

olursa h(t) =f (g (t)) olmak tizere

(T, h)(@®) = (T £)(g®)- (T 9)®). gO)*?

seklindedir. Bu formiilden

dT, (F)
dy?

0T, (F)
otx

T.()y* ' + 0

oldugu goriiliir. Buradan da T, (y) yalniz birakilirsa istenilen sonuca ulasilir.

Ornek 3.1.3. F(t, y=t? +3y 2t —8t +4y —1 kapali fonksiyonu icin T, (y) yi bulunuz.

Coziim:
0T, (F)(t, ¥
— _ay 1— at“
T,(y)(t) = aT,(F)(t, ¥
dy«
oldugundan

2t27% —8t 1@ ¢ 1-a3y2
6y?=at +4yl-a

T,()() =y ¢

yazilabilir. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

45



2t27% —8t 1@ ¢ 1-a3y2
6yt +4

Ta(y)(t) =-

olur. Bulunan bu sonug direkt islem yapilarak da goriilebilir:

t?+3y?%t —8t +4y —1 =0
2627 46y 29T, (). Lt +£7% 3% —8t 1% +4T,(y) =0

T,(y)(6yt +4) =— (2t +¢17%. 3% -8t 17%)

olup,

(2t? @ +t 172 3¢ —8t17%)
(6yt +4)

Ta(y) =-

oldugu goriiliir.

3.2. Uyumlu Kesirli integraller Yardimiyla Elde Edilmis Sonuclar

Teorem 3.2.1. “f, gla, B »R fonksiyonlar1 verilsin ve 0 <a <b olmak iizere f, g, fg €
Lla, B olsun. Eger f fonksiyonu konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu ise
s €0, 1j¢cin s —konveks ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller i¢in
1
(b-a)

SM[B(n+s+2,a—n)+B(n+l,a—n+s+l)]

127 )g®) +" 1 f(a)g(a)]

n!

+N(a,b)[B

' (n+2,a—n+s)+B(s+n+l,a—n+l)]
n!

esitsizligi gegerlidir ve

a€m n+l, Ma, b= fla)gla) +f (b)gb), Na, bf(a)g(b) +f (b)g(a)
seklindedir” (Set vd. 2016).
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Sonugc 3.2.1. “Teoremin sartlar1 altinda f(x) =1 olarak segilirse,

_[1r g )+ 1 f(a)g(a)]

(b-a)

@b,

' (n+s+2,a—n)+B(n+1,a—n+s+l)]
n!

L 8@+gB) g

' (n+2,a—n+s)+B(S+n+l,a—n+l)1
n!

esitsizligi elde edilir” (Set vd. 2016).

Teorem 3.2.2. “f, gla,  »R fonksiyonlar: verilsin ve 0 <a <b olmak iizere f, g, fg €
Lla, B olsun. Eger f fonksiyonu s; —konveks ve g fonksiyonu s, —konveks ise (s;, § €
[0, 1), bu takdirde uyumlu kesirli integraller i¢in

(b_ % 121 b))+ 1, f(@)g()]

1
S—'M(a,b)[B(sl +s,+n+1l,a—n)+Bn+1,s, +s, +a—n)]
n:

1
+—'N(a,b)[B(n+s1 +l,a-n+s,)+B(n+s, +l,a—n+sl)1
n!

Esitsizligi gegerlidir ve « € (n, n +1],

M(a, h = fla)g(a) +f (b)g(b), Na, Bf(a)g(b) +f (b)g(a) seklindedir” (Set vd.
2016).

Teorem 3.2.3. “f, gla, B »R fonksiyonlar: verilsin ve 0 <a <b olmak iizere f, g, fg €
Lla, B olsun. Eger f fonksiyonu konveks ve negatif olmayan bir fonksiyon, g fonksiyonu ise
€ [ 0, 1icin s —konveks ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin

2“B(n+l,a—n)f(a;ng(a;Lb}

F(n+1)

< Sboar 12 fB)g )+ 1, f(@)g(@)]

+%M(a,b)[B(n+2,a—n+s)+B(s+n+l,a—n+l)]

47



+%N(a,b)[B(n+l,a—n+s+l)+B(n+s+2,a—n)]

Esitsizligi gecerlidir ve
a€m n+l,  Ma b= fla)g(a) +f b)gb),  Na, hf(@)g(b) +f (b)g(a)
seklindedir” (Set vd. 2016a).

Teorem 3.2.4. “f:[a, § »R fonksiyonu verilsin ve 0 <a <b olmak iizere f € L[a, A
olsun. Eger f fonksiyonu [ a, bhraliginda konveks fonksiyon ise bu takdirde uyumlu kesirli
integraller i¢in

fla) +f )
2

<a+b> ['(a+1)

a b
2 = 2(b —a)*T(a—n) [I“f(b) + Iaf(a)] <

esitsizligi gegerlidir ve @ € (n, n +1] dir” (Set vd. 2016b).

48



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Farkh Tiirden Konveks Fonksiyonlar i¢cin Elde Edilen Uyumlu Kesirli Integral
Iceren Esitsizlikler

Bu boliimde farkli tiirden konveks fonksiyonlar i¢in uyumlu kesirli integraller yardimiyla
cesitli integral esitsizlikler ispatlanmustir.

Lemma 4.1.1 f{a, # >R a <b olmak iizere (a, H a¢ik araligmnmn alt kiimesi olan I’
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon x € [a, B ve « € (n, n+1olsun. f' € L[ a, b]
olmak lizere

(x —a)*tt UlBt(n +1, a—n)f,<1 +tx+ 1-—t a)

n!'(b—a) 2 2 2
'B.(n+1, a—n) , (1—t 1+t
—fo > f( > X+ > a)dtl
_(b —x)“*lUlBt(n+1, a—n) ,<1 +tx+1—t b)dt
nl(b—a) |J, 2 2 2
'Bi(n+1, a—n) (1t 1+t
+f0 . f<2x+2b)dtl

DI 2 o 2 )

S o =l () + e ()|

esitligi gegerlidir.

Ispat: Verilen sartlar altinda;

lef(ll-}-l, a—n) ,<1+t 1-—t
o 2 2

> x + a) dt

let(n +1, a—n) _/1—t 1+t
’( x+ a)dt
; 2 2 2

ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa
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1+t 1—t \|! 1+t 1—t
f(Fgx+=5a) ! f(Fgx+=5a)
I=B,(n+1, a —n) —f t"(1 —t)e 1t d
0

0

1-—t 14+t \[* 1—t 1+t
f x+ a 1 f x+ a
( 2 ) ) +ftn(1_t)a_n_1 ( 2 2 )d
0

0

—B,(n+1, a—n)

1+t 1-t 1-t 1+t - o .
bulunur. v = - Xt—aveu=—x+t-—-a degisken degistirmesi yapilirsa

[ rn+1)r(a—-n) f(x) i L’J‘ra<2v —x —a )” <2x—2v)"‘_”_1 f)

Ia+1) X —a X —a X —a (x—a)zdv

Tn+1)r(e-n) f(a) 4 fa <2u —x —a )” <2x—2u>"‘_”_1 fw

Ia+1) X —a X —a (a—x)zdu

. X —a
Ir(n+1)r(a—m) f(x) 2 x . o
B I'a+1) x—a (x—a)*tl fxzﬂ(zv —x —a)"(2x —2v) f(w)dv

x+a

rn+1)(a—n) f(a) 2 ol X .
B I'a+1) ¥ —a + (x _a)aﬂf Qu—-x—a)"(2x —2u) f(uw)du

a

B n!'I'(a—n) f(x) 2%n! b x+a
T T(a+1) x—a (x—a)*+t @ ( 2 )

n!'l'(a—n) f(a) 2%n! ae(Xta
 T(a+1) x—a+(x—a)“+1 ¢ ( 2 )

Benzer sekilde;

I let(n+1, a—n) ,<1 +t 1—t
), 2 2

- X+ b) dt

{1Bt(n+1, a—n) ,<1—t +1+tb)dt
; 2 Fig >t

ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa
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1—t 14t A\ 1—t 1+t
1
0 b —x

+B,(n+1, a —n)

0

bulunur. v = %x + %b veu = %x + % b degisken degistirmesi yapilirsa

£ INa+1) b—x

_T(m+Dr(a-n) f(x) i f” <2v —x —b )” <2x—2v)"‘_”_1 f) "
xtb

b—x b—x (x —b )2

du

r(n+1)r(a—n) f(b) ¥ 2u—x-b\"2x =2u\*"""" f(w)
I'a+1) b—x & L+b< b —x ) (b—x ) (x —b )2

x+b
_ rn+1)(a—n) f(x) 2 = . o
T r'a+1) b—x (x _a)a+1fb (2v —x =b )" (2x —2v) f(w)dv

r'n+1)(a—n) f(b) 2
Ia+1) b—x (b—x

Ya+i ﬁ:rb(zu —x —b )"(2x —2u)* " 1f(u)du

a

Tla+1) b—x | (b—x)et @

B n!'I'(a—n) f(x) 2%n! (x +b)

n!'I'(a—n) f(b) 2%n! b
T T@+1) b—x  b—x)e ’“f( 2

esitligin her iki tarafi (r-a)®? ve (-0 arpilirsa lemma elde edilir
Sitlig n!(b—a) nl(b—a) arp ’

Teorem 4.1.1. f{a, >R a <b olmak iizere (a, H agik arahginm alt kiimesi olan I
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. | f| fonksiyonu [ a, bhraliginda konveks

fonksiyon ve | f| <K ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller igin
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rla—n)x—-a)*[f(x)+f (@] 2% [Iaf (x +a> f(x +a)]
5 a

r(a+1) (b—a)  b-al®

IF'a—n)b—-x)*[f(x)+f (b)] 24 x +b ae (XD

T T b—a) 5l () ““f(T)H
I'a—n+1)

[ QC _a)a+1 + (b _x)a+1]

b—-a)(a+1)

esitsizligi @ € (n, n +1]igin gegerlidir. Burada I' (x) Euler gamma fonksiyonudur.

Ispat: Lemma 4.1.1°den ve integraller icin mutlak deger 6zelliginden

rla—n)x-—a)*[f(x)+f (@] 2% [Iaf (x +a> f(x +a)]
5 a

I(a+1) b-a)  b-al®
R Gy s () v (1)
R o L e &
+f B(n+12 a—n) ( tx+1;rta) dtl
S el 2
+f B(n+1 a—n) < tx+1+t )|dl
0 2

elde edilir. |f'| fonksiyonu, [a, B araliginda konveks oldugundan

(x —a)ett U B(n+1, a n)<1+t

< GO+ I (@) dt

2
Bi(n +1, 1—t
P [ B 2w+ @)
(b —x )1 B.(n+1, a—n) /1 +t
o a)U 2 (@l + o)) dt
1, 1-—t
P [ e (@l o)

esitsizligi elde edilir. Burada gerekli integral islemleri yapilirsa,

(x—a)**'Ir(a—n+1) (b—x)*'r(a—n+1)
b-ala+l) T G-ore+n)
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Burada

1

1
f B.(n+1, a —n)dt =f 1B,(n+1, a —n)dt
0

0

1
B(n+1, a—n)t|} — | t"(1 —t)* " 1dt
0
0

=B(n+1, a—n)—Bn+2, a—n)

_F(n+1)F(a—n) I'n+2)'(a —m)
T T(a+1)  T(a+2)

_n!F(a—n) n+1)!I'(a—n)
T T(a+1)  (a+1)r(a+2)

_n!F(a—n+1)
 T(a+2)

Boylece Euler Gamma fonksiyonu formiilinden I'(n +1) =nI" (n) (n >0) olup ispat
tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f{a, >R a <b olmak iizere (a, H agik arahinmn alt kiimesi olan I
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. | f|? fonksiyonu [ a, bjraliginda konveks

fonksiyon ve g =1 ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller i¢in

F'a—-n)x—a)*[f(x)+f (a)] 2% [Ia‘ff (x +a) Lo (x +a)]

INla+1) (b—a) b—a 2 2
IF'a—n)b—-x)*[f(x)+f (b)] 24 x +b ae (XD
F@+1) ®-a) b-a |71 (557) ““f(T)H

< %(L B,(n+1, a —n)pdt>p (( D7+ ( m)

b _ a+1 1 1 1 1
+%(L B.(n+1, a—n)pdt>p (( DT+ ( ;)q)

esitsizligi % + 3 =1, a € [n, n+1igin gegerlidir.

Ispat: Lemma 4.1.1°de integraller i¢cin mutlak deger 6zelligi ve Holder esitsizligi kullanilirsa
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F'a—-n)x—a)*[f(x)+f (a)] 2% [Ia‘ff (x +a) Lo (x +a)]

r(a+1) (b—a)  b-a 2 2
T O Z [u) C2)
< [ (e
N f:Bt(n +12, a—n) |f’ (1 ;t . 1 ;—t a) dtl
N (:! (—bx_)"c‘:)1 U(‘:Bt(n +12, a —n) |f’ (1 ;—t . 1 z—t b)|dt
N f1Bt(n +12, a—n) |f’ <1 z—t . 1 ;—t b)| dtl

L 1

([ (Y ([ (s ) )
o ] (B2 Y Y ([ (e 1)
([ (Pt Y Y ([ (gt 55
o] (Y ) (] (e )

2 2
Her x € [a, B igin,

1

b \a
)

1

T \a
)

' 1 1- 1 11 1 —
1=f0 7 ( o —a) dtsfo%lf'(x)l‘w L If @l dt
3@+ IF @
B 4
NI S et

j= f’(l ;—tx_}_lz—t b)th :3|f'(x)|q;- If" ()]

j= f,<1 z_tx+1;-t b)th zlfl(x)lq :3 If’(b)lq

(x—a)t? (b—x)%*

nl(b—a) ve nl(b—a)

1
ile ¢arpilirsa

Boylece esitsizligin her iki tarafi
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Fa—n)x—-a)*[f(x)+f(@)] 2¢ [Iaf (x +a) Lo (x +a)]
a 5 a

r(a+1) (b—a)  b-a 2
IF'a—n)b—-x)*[f(x)+f (b)] 24 x +b ae (XD
T T -a) b-a |71 (557) ““f(T)H

,

< M (f Bi(n+1, «a —n)pdt>

o (C e+ 07)

=

(C o7+ o)

(b _x)a+1 1
+m([o Bt(n +1, a—n)pdt>

Ispat tamamlanmuis olur.

Teorem 4.1.3. f{a, >R a <b olmak iizere (a, H agik arahinm alt kiimesi olan I
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. | f| fonksiyonu [ a, bhraliginda konveks
fonksiyonve | f| <K, q =1 ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller i¢in

rla—n)x—-a)*[f(x) +f (@] 2% [Igf (x +a> L of (x +a)]

(a+1) (b—a) b-a 2 2
IF'a—n)b—-x)*[f(x)+f (b)] 24 X +b ae (XD
T T b—a) ~5a | e () 1 (5 )”

F(Ol =i +1 ) a+1l a+1
< qw[@—a) + (b —x)**]

Ispat: Lemma 4.1.1°de integraller i¢in mutlak deger 6zelligi ve Power-mean esitsizligi
kullanilirsa

Fa—-n)x—-a)*[f(x)+f(@)] 2¢ [Iaf (x +a) Lo (x +a)]
a 5 a

r(a+1) (b—a)  b-a 2
IF'a—n)b—x)*[f(x)+f (b)] 24 x +b ae (XD
T T ®-a) b-a |71 (557) ““f(T)H

< (nx!(—ba_)a:; U:Bt(n +12, a—n) |f’ (1 ;—t - 1 z—t a)

'B((n+1, a —n) 1-—t 1+t
) r ( )
0

2 7 *t

dtl
n!'(b—a) 2

'B(n+1, a —n) 1—t 1+t
+f |f< x+— b)|dt
0

b—x)1[ 1B, (n+1, a—n 1+t 1—t
o U : )|f'< 2 T2 b)|dt
0

2 2
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1

L/B,(n+1, a —n) 73
([ () «)

1

. <f1<Bt(n +12, a—n)>|f, (1 -zl-t .

1

L/B,(n+1, a —n) 173
o (7))

7 \a
)

1—t
2 a)

1

. (I: (Bt(n +12, a—n)>|f, (1 ;t .

1

L/B,(n+1, a —n) 173
A, () )

1+t
2 a)

7 \a
)

1

. <f1<Bt(n +12, a —n)) |f' (1 ;—t .

1

L/B(n+1, a —n) 73
o[, () )

1—tb)
2

7 \a
)

1

. <f1<Bt(n +12, a —n)) |f' (1 ;—t ».

Boylece |f'|9 konveks ve |f'| <K olmak lizere

fl B.(n+1, a —n) | ,<1+t +1—t
. 2 Pl >t

)

1—tb)
2

4 \7
dt>

q
dt

LB (n+1, a —n)\1 1-
s]( o+l ’”) L IF G017+ If (@)1

qn!F(a—n+1)
2l (a +2)

olup benzer sekilde

f: (Bt(n +12, a —n)) |f’ (1 -zl—t . 1 ;t b)

(x_a)a+1 (b_x)a+1

n!(b—a) n!(b—a)

q

olmak tiizere esitsizligin her iki tarafi
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nl'a—n+1)

dt =11

2l (a +2)

ile carpilirsa



(x —a)ett UlBt(n+1, a—n)f,<1 +t 1—t a)

n(b—a) 2 7 T

'B((n+1, a—n) _/1-t 1+t
—f f’( x+ a)dt
0

2 2 2

(b —x)ett UlBt(n +1, a —n) _ /1+t 1—t
7

" nl(b—a) 2 2 X+ 2 b)dt

+let(n+1, a—n) ,<1—t +1+tb)dt
. 2 Pz >t

I'a—-n+1)

sy KOG =@y L9 —x )]

Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.4. f{a, >R a <b olmak iizere (a, H agik arahinmn alt kiimesi olan I
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. | f|? fonksiyonu [ a, bhraliginda konkav

fonksiyon ve g >1 ise bu takdirde uyumlu kesirli integraller i¢in

e e () 1 (5)
I'(a—n)b-x)*[fx)+f ()] 2 [”Iaf (ﬂ) y (ﬂ)]‘

T(a+1) (b—a)  b-a 2 2

1

L/B,(n+1, a—n)\* \?
([ (=) )
ool (3 r3)]

x —
2|n!'(b—a)
esitsizligi gegerlidir ve burada % + i =1,a €[n, n+1)ve I Euler gamma fonksiyonudur.

q (b _x)a+1
+ n!'(b—a)

Ispat: Lemma 4.1.1°de integraller i¢in mutlak deger 6zelligi ve Holder esitsizligi kullanilirsa

‘F(a —n)(x—a)*[f(x) +f (@)] 2¢ [Iaf (x +a> b f(x +a)]
a 5 a

r(a+1) (b—a)  b-a 2
IF'a—n)b—x)*[f(x)+f (b)] 24 x +b ae (XD
F@+1) b—a) 5 el er (F5) +er (55 )”
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< (nx!(—ba_)a:; U:Bt(n +12, a—n) |f’ (1 ;—t - 1 z—t a)

+let(n+1,a—n)| ,<1—t +1+t )
. 2 g xt—e

|

_}_(b—x)"‘+1 let(n+1, a—n)| ,<1+t +1_tb)|dt
n(b—a) |J, 2 Pl *t3

+let(n+1, a—n)| ,<1 —t +1+tb)|dt
. 2 Fig*t—

(o= af ([ (5t )
o[ () af ([ (e o

+<f01 (Bt(n +12, a —n))p dt>5 (fol . <1 o 1—t b) a dt>5

2 2
1 1

L/B(n+1, a—n)\’ \P/ (! 1+t \(*  \4
[ =) ) (] )

fl f,<1—tx+1+ta)

q

1 X +a
ar <l (=5

2 2
ve
[t st sl ()
olup
F(a;(na)J(rxl;a)“ [f(?(cz J_r/;)(a)] B bZ_“a [Igf (x *2-61) Lo f (x ;—a)]
DI s ) )
([ (e
<oz I (G Sz b (5]

ispat tamamlanmis olur.
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Lemma 4.1.2. f{a, § >R a <b olmak iizere f, (a, H a¢ik araligmin alt kiimesi olan I’
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon her x € [a, m} me€ (0, 1 a €[0, 1 ve s €
[n, n+1plsun. f' € L[ a, bplmak lizere

(x _ma)s+1 1 ,
o-a) J, B,(n+1, s—n)f'(tx +m(1 —t)a)dt
(mb _x)S+1 1 ,
Tl —a) . B/(n+1, s—n)f'(tx +m(1 —t)b)dt
I'(s—m)

[ G —ma)® — (mb —2)°1f(x) = —— [ £(mb) +15f (ma)]

TG+ —-a) (b—a)

Teorem 4.1.5. f{a, # >R a <b olmak iizere f, (a, H acik araliginmn alt kiimesi olan I
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon her x € [a, m} me€ (0, 1 «a €[0, 1 ve s €
[n, n+1plsun. f' € L[ a, bplmak lizere

I'(s—n) . . 1
‘F(s+1)(b _a)[(x—ma) — (x —mb) ]f(x)—(b —D

[I5f(mb) +15f (ma)]

- nl(s—n)(1+am) I'nh+a+2)[(s—n)(m—-1) r'n+2)r(s—n)
S\T@+D) (@+1) ' Ta+s+2) @+ " IG+2) )

(x —ma)$*t  (x —mb)s+!
(n!(b—a) + n!'(b—a) )

Ispat: Lemma 4.1.2.°den ve integraller i¢in mutlak deger ve | f| fonksiyonu (a, m) konveks

ozelliginden

I'(s—n)
I's+1)(b—a)

[ =ma)® = G =mb )71/ () = g [13 (mb) +13f (ma)]

< % :LlBt(n +1, s—n) [t“lf’(x)l +m(1—-t%) |f’ (%)”dt

(x —ma)s*!

= m“; B:(n+1, s —n)t*|f'(x)|dt

a
m

+let(n+1, s—n)m(l—t%) |f’( )|dtl
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(x —mb )s+1

[ B, s —wetp cotae

1
+f B,(n+1, s—n)m(1l —t%)
0

Gl

Esitsizligi elde edilir. Burada gerekli integral islemleri yapilirsa,

T(x —ma)s*t? lB(n +1, s—n) BMn+a+2, s—n) B(a +n+2, s —n)

n!'(b—a) a+1 a+1 tm a+1
aB(n+1, s—n
+m ( )—mB (n+2, s—n)l
a+1
T(x—-mb)**[B(n+1, s—n) Bn+a+2, s—n) B(a+n+2, s—n)
- +m
n!'(b—a) a+1 a+1 a+1
aB(n+1, s—n
+m ( )—mB (n+2, s—n)l
a+1

Olup

T(x —ma)S*[n'I'(s—n)(1+am) TI'(n+a+2)[(s—n)(m-1)
nl(b—a) [r(a+1) @+1) T Ta+s+2) (a+1)
I'n+2)r(s—n)
I's+2)

T(x —mb)*'[n!I'(s—n)(1+am) TI'h+a+2)[(s—-n)(m—-1)
nl(b—a) ll“(a+1) @+1) ° Ta+s+2) (a+1)

'n+2)I'(s —n)l

I's+2)
I" Euler gamma fonksiyonu olup ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.1.6. f:[a, A >R a <b olmak iizere f, (a, H a¢ik arahigmm alt kiimesi olan I
tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon her x € [a, m} me€ (0, 1 a €[0, 1 ve s €
[n, n+1plsun. f' € L[ a, bplmak lizere

[ @ —ma)® — (x —mb)*]f(x) —

‘ T [I5 f(mb) +15f (ma)]

I's+1)(b—a)

1
(b —a)

(x —ma)s*tt (1t %|f'(x)|q a (2]
S—n!(b —a) (L(Bt(n+1, a—n))pdt> l o +ma+1 |f (E)| l
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(x —mb)s*t (1 P % lf' Cl4 a (D
* n!(b—a) (L(Bt(n-}_l’ a =) dt) la+1 TS |f <E)

]
Esitsizliginde % + i =1,a €[ n, n+1)vel Euler gamma fonksiyonudur.
Ispat: Lemma 4.1.2°de integraller i¢in mutlak ve Holder esitsizligi kullanilirsa

I'(s—n)

Fs+1)(b—a) [1; f (mb) +1§f (ma)]

[ @ —ma)® — (x —mb)*]f(x) —

1
(b —a)

)s+1 [

j:Bt(n +1, s —m [t @l +m (1 —t 9 |f" (%)” n

)
s(fl( B,(n+1, s —n))pdt>zl) (flt“|f'(x)|q +m (1 —t%) |f’ (%)r dt)é

1 ) a)

x—nu )S+1 (x_.”b )S+1

Esitsizligi elde edilir. Burada gerekli integral iglemleri yapilip (n' - V¢ o [fadesi

- (x —ma
— nl(b—a)

)S+1 [

(x —mb 1
f B.(n+1, s —n) [t“lf’(x)l tm(1—t®)

+ n'(b—a)

+<f(Bt(n +1, a—n))pdt>p <f t*If )T +m (1 -t %)

ile garpilirsa

(x —ma)s*tt (! % I ()17 a (2]
n!'(b—a) (fO(Bt(n +1 s —n))pdt> l a+1 +m a+1 |f (E)| l
|

Teorem 4.1.7. f:[a, A >R a <b olmak iizere f, (a, H agik arahigmm alt kiimesi olan I

(x—mb)s*1 [ (L P % lf' Cl4 a (P
* n!(b—a) (L(Bt(n-}_l’ ) dt) la+1 TS |f <E)

Olup ispat tamamlanmis olur.

tizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon her x € [a, m} me€ (0, 1 «a €[0, 1 ve s €

[n, n+1plsun. f' € L[ a, bplmak lizere

I'(s—n)
I's+1)(b—a)

[ =ma)® = G =mb )71/ () = g [13 (mb) +13f (ma)]
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(n'F(s—n+1)> 1[71'1“(5 —n)(1+am) TI'n+a+2)[(s—n)(m—-1)

TG +2) Tat+l) @+1) | T@a+s+2) (a+1)

Trn+2)(s—n)]/(x —ma)$tt (x —mb)s*!
r(s+2) ( n'(b—a) + n(b—a) >

Ispat: Lemma 4.1.2.°de integraller icin mutlak deger 6zelligi ve Power-mean esitsizligi

kullanilirsa

I'(s—n) ) 1 .
‘F(s+1)(b—a)[(x —ma)* — (x —mb )*]f (x) — = )[1 »f(mb) +1;f(ma)]

1
q

g(fo B.(n+1, s—n)dt) X( t*f Ol +m (1 =t |f' (%) th>

+<f0 B,(n+1, s—n)dt> x( EaLF ()1 +m (1 —£ @) |f7 (%) th>q

T(x —ma)s* (n'T'(s n+1) B(n+1, s—-n) Bn+a+2, s—n)
n!'(b—a) I's+2) a+1 a+1
B(a +n+2, s—n) aB(n+1, s —n)
+m
a+1 a+1

+m —mB(n+2, s —n)l

Benzer sekilde

1
T(x —mb)s*t (n! I's—-n+1 ))1_5 lB(n +1, s—n) Bn+a+2, s—n)

n!'(b—a) Ir's+2) a+1 a+1
Bla+n+2, s—n aB(n+1, s—n
+m ( )+m ( )—mB(n+2, s—n)
a+1 a+1

G +2) Tat+l) @+1) | T@+s+2) (a+1)

I'n+2)I(s—n)
Ir's+2) l

(n'F(s n+1)> 1ln'l“(s—n)(1+0cm) I'n+a+2)(s—n)(m—-1)

olup ispat tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada, klasik integraller icin gegerli olan yontemler uyumlu kesirli integrallerin analizine
uygun olarak uyumlu kesirli integraller i¢in de yazilmig ve konveks fonksiyon tiirleri i¢in yeni
esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra bazi lemmalar kullanilarak Hermite-Hadamard tipli,
tipli yeni integral esitsizlikler ispat edilmistir. Elde edilen sonu¢lar « =n +1 6zel se¢imi ile
Riemann-Liouville integralleri ihtiva eden ¢esitli sonuglara indirgenir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, {igiincii bolimde Lemma 4.1.1, Lemma 4.1.2, faydalanarak
konveks fonksiyonlarin c¢esitli smiflar1 icin yeni esitsizlikler elde edebilirler. Ayrica elde
edilen integral esitliklerine benzer yeni 6zdeslikler elde edilerek yine farkl tipten integral
esitsizlikler elde edebilirler.
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