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OZET

Bu ¢aligmada, nonlineer daglan dalgalann ¢aliyma alamnda dpemli bir yen
olan Korteweg-de Vries denklemini adi diferensiyel denkleme indirgeyecek olan uygun
benzerlik dénGy0md seilmigtir. Daha sonra, benzerlik déniyimi uygulanarak elde
edilen adi diferensiyel denklemin ¢Oz0mind yapabilmek i¢in uygun sartlar
olugturulmugtur.  Segilen uygun benzerlik dénfighmd altindaki KdV denkiemimn
nonlineer adi diferensiyel denkleme donligmesi ve nonlineer denklemlenn tipine uygun
analitk ¢6zmd olugturmamn zorlugu karmsinda sonlu farklar tckmi@ kullanilarak
nimerik ¢8zim yapilmgtr. Bulupan ¢dzim0n Marchant ve Smyth'in(1991) sonucuyla
uyumlu olduu bulunmugtur.

Anahtar kelimeler: KAV denklemi, sonlu farklar, benzedik dontgtimd



ABSTRACT

In this study, a suitable similanty transformation has been choosen to reduce
the KdV equation being an important place in non-lincar dispersive wawes to an
ordinary differential equation. Afer this, in order to solve the ordinary differential
equation obtained by the similanty transformation, some suitable conditions have been
given. Since the KAV equation under the suitable similanty transformation is
transformed to the non-linear equation it is not casy to find its analyfical solution.
Because of this, the problem has been solved numerically by using the finite difference
tecnique. The result obtained have been compared those given by Marchant and Smyth
(1991). Itis seen that they are close enough to cach other.

Word keys : KdV equation, fimite difference, similarity equation
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GIRis

Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ilk kez 1895 yilinda Korteweg ve de Vries
(Korteweg ve de Vres 1895) tamafindan bulunmugtur. KdV denklemi nonlineer
daflan dalgalann ¢alisma alaminda 6nemli bir yer tutmaktadir ve fizksel olarak s13
sularda olusan bir boyutlu, kiigitk ve sonlu amplititla dalgalann (Korteweg ve de Vries
1895), plazmadaki magnetohidrodinamik dalgalann (Gardner ve Monkawa 1960 ;
Washimi ve Taniuti 1966), anharmonik kmstallerdeka akustik dalgalann (Kruskal
1965, Zabusky 1967) ve hava kabamifn-sivi kansimlanndaki dalgalann (van
Wijngaarden 1966 , 1968) harcketini temsil etmektedir.

KdV denkleminin teonk ¢0z0md zenoe bir ¢ok amgtrmalar yapilmistr,
Ozellikle gesitli baslangig fonksiyonlan kullamlarak elde edilen ¢dziumler igin varhk ve
teklik problemi Sj6berg(1967), Lax(1968) tarafindan incelenmigtir. Hayashi(1991)
KdV denkleminin analitik ¢0z0mlerim inceleyerek, baslangig degeninin komplcks bir
fonksiyon olmasi durumuyla ilgili sonuglar vermigtir. Ik boyutlu genellestirilmiy KdV
denkleminin ¢8z0minin tek oldufuw, clemanter tekmikler kullamlarak Wu wve
Wen(1991) tarafindan gostenilmgtir. Chnst ve Weinstein(1990) genellegtinlmiy KdV
denkleminin kiigitk amplititld ¢0ztimlerinin yayshmm incelemigtir.

KdV denkleminin nimenk ¢0z0mi igin bir cok metot gelistinilmgtir, Bu
metotlardan bini sonlu fark metodudur (Greig ve Moms 1976 , Zabusky ve Kruskal
1965 , Goda 1975). Sonlu fark metotlannda bitin tirevler sonlu fark yaklagimlan
cinsinden yazihp kismi diferensiyel denklem, cebirsel denklem sistemine indirgencrek
¢0ziim elde edilir. KdV denklemiyle tammlanan finksel modellerin ntimerik metotlarla
¢8z0m0 ok zaman almaktadir, Bu scbeple, matematiksel denklemin ndmenk ¢dz0imi
i¢in olugturulan metodun en az yu iki dzelligi bulunmalidir :

1) Zaman ilerledikge damping(yavaglama) Ozellikler gdsteren bir metotla clde
edilen bir ¢dzim pek saghkhi olamayacafindan her bir zaman adimu i¢in nimenk
metot, ¢8z0miin amplithifiing vermehidir,



2) Dalgalann prototipleni (simrdanmn durumu, yeri), dalgal. an amplitdtd kadar
opemli oldufundan nimenk metot mimmal (en digik) hatalk dalga sumranm
belirtmelidir. Bu durumda metodun faz hatasi kigik olmahdir. Aksi takdirde metot,
teonk ¢8z0miin fazzmin disinda ¢Ozbmler olugturabilir.

Genel olarak, KdV denkleminin ndmenk ¢8z0md i¢in olugturulan metotlann
¢ogu ilk dzellifn kolayca saglamaktadir. Fakat, ikinci 0zellik igin bunu séyleyebilmek
o kadar basit degildir, Zabusky ve Kruskal(1965) tarafindan yapilan bir ¢aliymada bu
ozelliklerin ikisini de saglamas amaciyla a leap-frog like(birdir bir) metodu
geligtirilmigtir. Bu metot ard arda uygulanan ¢ farkh formilden olugtugundan her bir
zaman adimnnda hesaplanan deferler saklanmak zorundadir ve ¢0z0ime baglayabilmek
igin #= 0 baslangig degerinden farkh seviyedeka ¢Oziimlere gereksinim vardir. A leap-

frog like metodunun dezavantajlanndan dolayr Gourlay(1970) tarafindan olugturulan

Hopscotch tconsine dayanan bir algonitma KdV deoklem in gcli:stirmistir (Greig v - -

Momis 1976). Hopscoich metodunu kullanarak KAV denkleminin kararhlik ve dagilma
iligkdsi incelemistir, KdV denkleminin en 8nemli dzelliklerinden bin nonlineerlik ve
daglma arasindaki iligkiyl en basit gekilde temsil eden matematiksel model olmasidir,
Alexsander ve Mormis(1979) kitbik spline fonksiyonlanim kullanarak K4V denkleminin
nimenk ¢8ziming Galerkin metoduyla clde etmugtir. Ve bu ¢aligmada degimk adum
uzunluklanyla dagilmamn degigik miktarlan i¢in KdV denkleminin néimerik
¢0ztimindeka hatalar incelenmistir.

Sonlu fark metotlanmn disinda Founer agihmm metoduyla KdV denklemi
nimernk olarak ¢8zlmigtir (Schamel ve Elsasser 1976 , Watanabe, Ohishi ve Tanacca
1977 , Abe ve Inoue 1980). Fourier agihimn metodunda, bilinmeyen fonksiyon Fourier
serisi olarak ifade edilir ve ominal kismi diferensiyel denklem Fourer katsayilan igin
adi diferensiyel denklem sistemine indirgenerck ¢dzOm yapihr. Fourer agilimimn
kullamldifn ¢esith hybnd metotlar da gehigtinlmmgtir (Gazdag 1973 , Tappert 1974 ,
Canosa ve Gazdag 1977). KdV denkleminin Fourier agihom metodu ile ¢8ziimiiniin
sonlu fark metotlanyla elde edilen ¢Oziimlerle karsﬂé,stmlmam Abe ve Imoue(1980)
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tarafindan yapilmigtir. Elde edilen sonuglara gore Founer agitlim metodu sonlu fark
metotlanna gore daha dofiru ve ctkali bir metot olarak bulunmugtur. Daha sonra, Sanz-
Sema ve Chnstic (1981) Petrov-Galerkin yOntemim kullanarak KdV denkleminin
¢Oz0mind araghrmmglardir,

x—+w igin baglangic deger fonksiyonu uygun sckilde segilebilirse KdV
denkleminin ¢6z0mit ters dagilis tekm@iyle (tecmque of inverse scattering)
yapilabilecegini gOstermigtir (Newell 1985). Daha sonra Fokas ve Ablowitz (1989)
yan sonsuz cksen (x—+w0) Ozerinde ters dagihiy teknigini kullanarak ¢6zime ulagymaya
¢ahsmsglardir. Bu durumda KdV denkleminin ¢ozimit dagihiy datasi ig¢in nonlineer
tekil integrodiferensiyel denklemin ¢8z{imine dénisir ve genel olarak bu denklerm
¢ozmek zordwr, Buna dayanarak Camassa ve Wu (1989) x=0 da birinci ve ikanci
mertebeden tiirevlenn degerlerini gercktiren bagka bir yaklagim metodu geligtirmigtir.
Aynca, yan sonsuz eksen dzerinde tammlansn K4V denklemi suurlann sabit deferler
olmas1 ve zamana bagh fonksiyonlar olmas durumlannda amgtirmalar Marchant ve
Smyth(1991) tarafindan yapilmstir, Elde edilen sonuglara gére ¢Ozim seklimn
baglangi¢ ve sumr degierleniyle defishiii ve kararh veya kararsiz ¢dzOmlenn kullamlan
sartlara bagh olarak olugtugu gérilmigtir,

Bu ¢aligmada KdV denklemini adi diferensiyel denkleme indirgeyecek olan
uygun benzerlik doéntghmd seqildi. Daha sonra bu donigim uygulanarak elde edilen
adi diferensiyel denklemin ¢6zimini yapabilmck igin uygun sartlar olugturuldu ve
¢0ziim sonlu farklar teknig kullamlarak clde edildi.



I. BOLOM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Diferensiyel Denklem

Bir veya daha fazla bagimsiz degigkene gore bir veya daha fazla bagimh
degigkenin tOrevlerin igeren denklemler diferensiyel denklemler olarak bilinmektedir.

Diferensiyel denklemler fen ve mihendishik bilimlennmin ¢ogu dallannda
karsilagilan gegith problemlen tammlamaktadir. Bunlardan baalan
1) Mermi, roket, uydu, gezegen gibi cisimlenn harcketi problemi
2) Bir elektnk devresindek akim veya garz etme problemi
3) Bir gubuk veya plakadaki 151 yayihimu problemi
4) Bir tel veya zar (membrane) titregimlen problemi
$) Bir radyocaktif maddemn bozulma oram veya ndfus artig problemi
6) Kimyasal reaksiyonlann olugumu problem
7 Belirli geometrik 6zellikleri olan egrilerin tamm problemi
8) Sikighnlamaz vizkozteli bir akigkamin meydana getirdifi dalga problemi

(Nawvier Stokes denklerm)
9 S1g sularda, plazmada, ion akustiklerinde olusan dalga problemi
(Korteweg-de Vnies denklemi)

olarak verlebilir. Bu problemlerin her birinin yapisinda bulunan niceliklerin birbirine
gore defiisimleninin oranlan, dogrulugu kesin olarak bilinen bilimsel kanunlarla ifade
edilmektedir.  Dolayisiyla  problemlerin  matematiksel formilleri, bu degigim
oranlanmn ¢esith meriebeden tirevienm i¢eren diferensiyel denklemler olark
karsumiza ¢ikmaktadur.

Bir tek bafnmsiz deiigken ile bir veya daha gok bafnmh defigkenin, bafimsiz
degiigkene gdre tirevlerini igeren denklemlere adi diferensiyel denklem denir. Bir tanc
bafimsiz ve bir tane bagumh degiskenli 7. mertebeden adi diferensiyel denklem,
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u bagimh degiigkeninin  x bagumsz defiskenine gore threvlenni gdstermek dzmre
F(x,u,u’,u",...,u(“’ )= 0 (1.1

ile verilebilir. Burada F fonsiyonel baginusi w,u',u”,....u™® degiskenlerine gore
cebirsel olarak lincer ve degiigkenlenin katsayis1 yalmz bafimsiz defagkenin fonksiyonu
is¢ (1.1) ie venlen denkleme lincer ach diferensiyel denklem demir. Aksi taktirde, F
fonksiyonel baginust u,u’ ,u",...,.u™ defigkenlerine gore cebirsel olarak lineer degilse
ve defiskenlerin katsayisi bafuimh ve bagumsiz defiskenlenin fonksiyonlan ise
nonlineer adi diferensiyel denklem denir.

Benzer olarak, iki veya daha ¢ok bafnmsiz degigken ile bir veya daha ¢ok
bagimh degiskenin, bagimsiz defiskenlere gore kasmu tirevienm igeren denklemlere de
kismi thirevli diferensiyel denklemler denmir. n-tane bagimsiz ve bir tane bafumh

degigkem olan kasmi tirevli diferensiyel denklemin genel gekli, x,,x,,....,x, bafamstz —--

defiskenlen ve
4 ou A ou du

ug‘ A ® '£2=_’ X, = Eild
ox dx, " 0x,

u bagiml de@igkeninin kasmi tdrevlerim gdstermek Ozere
F(Jc,,x,,...,x:,,,.u,u,‘l My sl U Uy ,) =0 (1.2)

ile verilebilir. F fonksiyonel bafintisi w i, My S, U U

oty Uy e degigkenlerine
gore cebirsel olarak lincer ve deffiskenlenn katsayist yalmiz bagumsiz defigkenlerin
fonksiyonlan ise (1.2) ile venlen denkleme lineer kasmi tirevli difercnsiyel denklem
denir. Aksi taktirde, nonlineer kasmi tirevli diferensiyel denklem denir.

Bir veya birden fazla bajumhi defiskemi ve onlann bir veya birden fazla
bagimsiz degiskenlerine gore threvlerin igeren denklem takumunpa diferensiyel denklem
sisterni denir.

Simd Korteweg-de Vries (KdV) denklemim verchim.

Sig sularda olugan dalgalar i¢in KdV denklemim

u, +fgh [14—%(:4/}:0)}1:, +-é-\/§{h0’um =0 (1.3)



olarak ifade edebilinz. Bu denklemde s yatay koordinati, £ zamam, u(s,f) lokal dalga
yukseklifini, A, derinlifi, g yergekimi ivmesimi belirtmektedir. Ayrica alt indisler
kasmi tirevleri gostermektedir. a dalgamin amplitidding, X, ise dalgamn uzunlugunu
ifade etmek 0zere (1.3) denklemi a/h, ve (hy/X,)* nin kigik degerlen igin gegerlidir.
e=alh,p= -(l-;-(ho /3y)* ve boyutsuz parametreler

S=s8/k,, t_=t,[gh° Ao, W =—u(ch)

[\ IS

olmak fizere (1.3) denklemimni

u, +u, +euu, +pu,, =0 (14
olarak yazabilinz (boyutsuz degiskenlerdeki ¢izgiyl ihmal ederck). x yeni bagimsiz
degigken olmak izere x=s5-¢ donlstimiyle (1.4) denklemm

u, +eun, +pu,, =0 (1.5
denklemine déndgtirdlir(Vliengenhart 1971). Biz cahymalanmzda KdV? d;cnldcminin
bu formu 1ile ilgilenceegiiz. e

1.2. KdV Denkleminin Analitik Ve Nilmerik Czlimleri

(1.5) denkleminde =6 ve p=1 alinarak clde edilen KdV denklemine asagidaki
niimenk metotlar uygulands :

1.2.1 Sonlu fark metotlan

a) Agik metotlar
1) Zabusky ve Kruskal formila (Zabusky ve Kruskal 1965 , Vliengenhart
1971)
b) Kapali metotlar
1) Hopscotch metodu (Greig ve Morris 1976)
1) Goda'mun formila (Goda 1975)



iii) Taha'mn formolo (Taha 1982)
iv) M Kruskalin formdld (Kruskal 1981)

1.2.2 Sonlu Fourier diniiglimil veya yar-spektral metotlar

a) Tappert tarafindan yapilan aynk adim Fourier metodu (Tappert 1974)
b) Fomberg ve Whitham tarafindan yapilan yan-spektral metot (Fornberg ve
Whitham 1978)
=0 dan =T ye kadar stren hesaplamalar i¢in L, normunu kullanarak
metotlann dogrulufu ve serbest parametrelenin (At, Ax gibi) degisik segimlen igin bu
dofirulua ulagmakta gerckli olan zamam besaplayarak bu metotlar arasmdah
karsilagtirmalar yapilmgtir (Taha ve Ablowuz 1983)r
(1.5) KdV denklemine bu metoflar uygulamrken agagida verilecek olan sartlar
kullamlmigtir ;
a) Baslangi¢ sartlan
i) 1-Soliton ¢8zOmd
(1.5) denkleminin sonsuz aralik Ozerindeki tam ¢8z0mo
w=4k®, Ad=2k*, n,=sabit
olmak {izere
u(x,r) = Asec h’(bx - wt = 1,) (1.6)
denklemuyle venlir. (1.6) denkleminde /~0 almp baglangi¢ sarh olarak kullamlarak ve
n, stfir segilerek A nin farkh degerleri igin gozmler yapilmgtir. a

ii) 2-Solitonun garpigmasi
(1.5 vdenldcminin sonsuz arahk Ozerinde tam ¢8z0mi
u(x,t) =2(log /), (1.7
dir. Burada



S=leeM aeh o ehthtd

N, =kx- ki}t + ’1@

i

: N2
e = ki"‘)
k,+k;

olarak venlir.  (1.7) denkleminde t=0 ahnarak baslangis sarth elde edilir.

Parametrelenin
k=1 k= JE: ﬂ?” =0, 1y = Z'JE

k=1, k=5 n0=0, n®=1073
defierlenn kullamlarak yapilan ¢dzdmlerde solitonlann birbirdenni etkileyerck tekrar
oninal sekillenne déndiklen gdrilmisgtir.
b) Suurgartlan

[-20,20] aralis 8zerinde peryodik siumr gartlan kullamlmgtir.

Nuamerik ¢dzmler tam ¢ézimlerle kargilagtinlarak fu’dx ve f [2113 - (",)Z]d"

degerlenn hesaplanmgtir.

1.3 KdV Denkleminin Niimerik Metotlarla Ifadesi
1.3.1. Sonlu fark metotlan

a) Apk metotlar
i) Zabusky ve Kruskal formili
Zabusky ve Kruskal (1965), u] = u(nAx mAf) n ve m tamsayr olmak trere

K4V denklenu i5in
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urt =g —2—ét—-(u':ﬂ +ul +u;"_,)(u" -u” )
Ax )
hy . (1.8
- 3 (“:rz —2u, +2u; “:z)
(Ax)
agik (explicit) leapfrog sonlu fark formiltnd kullandilar, Bu sonlu fark formila (1.5)
denklemi ile kararli olup kesme hatam (O((AN?) + O((Ax)*)) dir. Aynca bu

formnlan lineer kararkihy u,, u nun alabilecegi maksimum deger olmak tizere

A 1 2 o
el ¥ 7 P = S (1‘9)
Ax] (AT 23

olarak verilebilir ve bu gok kigk zaman adiminda kararhbfin korundugunu ifade
etmektedir. Baglangig adimu igin

u,',=u:—2Ax(u +ul +uH)( w, —u) )

1.10
At . (1.10)
- ‘7(Ar) ( n+2 2”:11»1 + 2“5—1 "“a—z)
+ . merkezi formQla kullamlir,
b) V—Iialr;élilﬁmctotlar
1976 yilinda Greig ve Morris (1.5) ile verilen KAV denklemi igin f = 1* /2
olmak izere
s " N n N At mn '3 m
u, ‘= u, - 3&'(.,;4-1 —j:I)—m(uuz -2un+l +2u:l . “u-z) (1.11a)

uf*‘:u:-ii%( ) zi)( ~20™ 2™ —u™)  (L11b)

geklinde Hopscotch formdldnd olugturdular,  (#+m) nin gift olduguw digim
noktalannda (1.11a) formdld ve (r+m) min fek oldugu dOEtm noktalannda (1.11b)
formdld kullamlir. Her bir zaman adiminda olugan yan Oggensel denklem sistemi
Gauss eleme metodu kullamlarak ¢szoltlr. Hopscotch formala igin lineer kararhlik u,,

u nun alabilecegi maksimum degier olmak Gzere
| 1
(A% u, -2

(1.12)

olarak verilir (Greig ve Moms 1976).
Ayrica bu formiliin kesme hatasi (O((Af)?) + O((Ax)?)) dir.
if) Goda'min formila



(1.5) denklemi i¢in Goda (1975) tarafindan olugturulan kapali formil

+-—{ (s v ) -z i, )}

{uml _ zuml +urn+l _uml} 0

R-—-

(1.13)

2(A?t?)
geklindedir ve kesme hatam (O(Af) +O((Ax)*)) olup lineer analize gore kayitsiz
garts1z kararthdir. Bu form0ltn uygulanmas: sonucunda, katsayr matrisi

x x x x x
X X X X x
X x x x x

X X X X X
x ' X X x x
REIE " x x x]

seklinde olan yan-begli diagonal depklem sisteminin ¢6zfiminiin her bir zaman
adumunda yapilmas: gerekmektedir,

iii) IST(Inverse scattering transform) Qizerine olugturularak dnerlen formil
Tk olarak A = (3/2)(At/(Ax)*) alinarak

mtl

U A;u,”,‘ 2(Alx) [ =30+ 3u —u =3ul, +3u —u ]
_ﬁ[(u:)z-(uf”)z]-ﬁ u,ﬁ*,‘( Ll +um) (1.19)

™! (u:’ Ul +ur, )}
local formulong inceleyelim. Bu formilin kesme hatasw (O((AN?) + O((Ax)?)) dir.

Formld uygulayabilmek i¢in -

k}
a:z—(Ax—)SI
Fa¥s

olmak tizere (1.14) formola

=3l +(3+e)u™ -u™! = B

n-1 ]

(1.15)

n+2

seklinde yazlabilir (Kruskal 1981). Burada B,
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B, =u",—3u" —u", + 3+ " - 3(&)’[(@‘ i P )’]

n

(1.16)
05 5 o) Ut R et e Bl CAR R Y |

olarak venlir. Bu denklem Crank-Nicolson metodunun bir versiyonuyla ¢ézilebilir.
u}"! in hesab igin saga dogru iglem yaparak

A+l
nel

u™ = au™ + b (1.17)

geklindeki denklemin ¢6zomi incelenir. Bu ¢doziimin kararilign ]alSl olmasim
gerektirir. w)), w' ve u)"' degerleri hesaplanarak (1.15) denkleminde yerine
kondugunda

bl +(a=-3)b™ +(a® =3a+3+e)b"!
+(a*-3a’ +3a+ea-Du™' = B,

elde edilir. |a| <1 oldugundan u*!

(1.18)

(a-1)° +ea=0 (1.19)
denkleminin ¢dzitmA olarak verilir ve geri zaman adimunda b, igin ikinei derece fark
denklemi elds edilir. Bu durumda, & sabiti

FPr@a=-Nk+a’*-3a+3+5=0 (1.20)

denklemini saglamak gartiyla (1.18) denkleminin homojen kisrmmn ¢8zimi
b =" (1.21)
olarak verilebilir. a<1 oldufundan bu denklemin [£|> 1 olacak gekilde iki kokinin

oldufu gdsterilebilir.

b, ,=(Ba-a*)b,-ab,, +abB, (1.22)
denkleminden sola dogru iglem yapilarak & besaplanabilir, ((1.22) denklem, (1.18) ve
(1.19) denklemlerinden ¢lde edilir.)

~Ikinci olarak,



T {As» =SB+ SPWAD £C,y)
-, =—-o

- - .
_{Df” Y+ D+ Z(Hk +Q, )}Sfm 7+ - —}W;

= el
1- Sn b 11

Sm-l»l A1 _ el
Q
i DO+ Y —f—{S —{ N, ~-N+M,

+8pt 2, + S Y Nm} +y 0, +(r - I)—Z{WTI“}

1 1 Smtgr

+——F T =
1- 87 =8-S

=S

geklinde yazlabilen global metot incelenir. Burada
E,= ADS™W, -S™ DD +H +G,- 87 Y (H, +G)+SW,_ C, , ~SpDY

1’ =181
k=—m

. A
C,= A%+ > P}

J=—2
I;l = Yﬂan + Sml‘lezn “S;:lNu
M, = S;'W, A - S»DY
n H At o- | Bt

Z, ’(A-m il iQJW/_ lJW;

J=—0

n
N, =D+ Y'F,

Jm—a

" 1-§"
W;=i=1:[‘°71: 7{’(1_5;,“.1]

Hy= (S50, -S0 W, G, =(sp-sp)D®

Fy = A9(smw, - 52w )+ DO(s, - 57)
By = AC(S - S+ DS - 8777

J+1
0, =8y - 87)w, 40 (87,7, - 87) D
Aot 1, poo_Zyo_1,
h 37 2 7 T 3 2

aalgo 1, po L1,
6 4 4

M (A
dm— A0z sablt ve S™ml-e @™
o * keyft "

(1.23)
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olarak verilir. A% =—g—a alinarak aym digince uygulandipinda farkin sadece B,

teriminde oldugu gdriildr. Bu formil de kayntsiz sartsiz yakinsak olup
(O((ADY) + O((Ax)*)) kesme hatasina sahiptir.
iv) M.Kruskalin formila

u +u_, =0 (1.24)
denklem 1gin Kruskal (1981)
™ —u™ W™ - 3um™ 3 -
At 2(Ax)’
m m ( )m m (1‘25)
Uy = 3ug +3ul, —ul; 0
2(Ax)’

nimenk form0lind olugturdu. (1.5) KdV denkleminin nimenk ¢8z3md igin

g + A u™l wm 3w+ 3" —ul, .
Y 2( Ax)’ 2( Ax)s
e GO O G > el R I PR ST

(1.26)
formilond kullandi. O mn gesith degerlenm kullanarak ¢6ziim yapildi ve elde edilen
¢Oztimlere gore en iyl sonucun 9-2/3 1¢1in oldugu gorildd.

Bu formil de lincer kararhiha gire kayitsiz yartsiz kararhdir ve kesme hatas:
(O((AD?) + O((Ax)™)) dir.

1.3.2 Sonlu Fourier dinliglimil ve yanspektral metotlar

i) F. Tappertin Aynk Adim Founer Metodu
(1.5) KdV denklemi uzaysal peryoda uygun olmasi bakimindan [0,27] aralifina
3

u, + t’)-lr'-zm'r + E’;‘",m =0 (1.27)
P



it

seklinde normalize edilerck bu ydntemde kullamldi. Burada p, [0,2x] araligimn
vzunlufunun yansidir ve X=(x-+p)z/p dir.
Gozim metodu birbirni ideyen iki adumdan olugmaktadir. Bu adimlar
1) Nonlineer terime (kapah) sonlu fark yaklagimm kullamlarak ¢8z0m ilerler
2) Lineer terim igin luzh Fourier déntgiimd (FFT) kullamlarak ¢8zm ilerler
fik adim olamak, (1.27) KdV denklemine bu metodu uygulamak igin ilk

yaklagim
U, +6uu, =0 (1.28)
P

denklemidir. Denklemin dogrudan sonlu fark ifadesi

i e @ @ - a

dir. Burada u, (1.27) denkleminin ¢8z0mtdir ve @, (1.28) denkleminin- ¢8z6miidir..
Ikinci adum olarak, F Fourier donidstmind ve ' bu Fom'lérdvt);ﬁq‘fnn—ﬁn‘ﬁ;ters;n;
ifade ctmek Ozere

u(X, 1+ A1) = F(e®77%F(a( x, 1)) (1.30)
formdld kullanihr, Bu formdl zaman ve uzay boyutunda , (1.28) denklemine (1.29)
denklemiyle yaklagildifindan ikinci mertebeden yalansamaya sahipfir ve lineer analiz
yontemleri kullamlarak kararh oldugu gdsterilebili. F(@) ve F' i bulmak igin
FFT(ﬁ.st Founier Transformation) tcknifi kullamlir. Dizeltilmiy discretization ile
(1.28) denkleminin daha iyi galighfi bulunmugtur. (1.28) denkdemi

=g 8 -8 )+ @)
+ [8(:;2 ):ﬂ - S(u2 ):-1 - (u’ ):2 + (u2 ):_z ]}

seklinde ifade edilerek kesme hatam (O((AN?)+O((Ax)?)) derecesinden

(131

(O((AD*) + O((Ax)*)) derecesine indirgenir. Hatta, kesme hatasim her p igin
(O(AD™) + O((Ax)P)) derecesine indirgemek mimkin olmaktadir (Fornberg ve
Whitham 1978).
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ii) Fornberg ve Whitham '1n yan-spektral metodu
Bu metot u(x,f) yi x ¢ gbre Fourier uzayina dénigtiren bir Fourier metodudur.
Uzaysal peryoda uygun olmasi bakimindan [0,2%] arahfina nommalize edilir ve bu
arabk AX=2x%/N olmak lzre cgit vzaklikli ¥ noktaya bdlinerck nimenk olark bu
noktalarda tammlanan u(x.f) fonksiyonu
(k.t) = Fu= Vl.iﬁu( JAX  f)e 29N (1.32)

J=0
k=-Ni2,..,-1,0,1,....(N/i2)-1
seklinde Fourier uzayina dontgtorolor. (1.32) denkleminin tersi
. 1
u(JAX,H)=F ' = ik, e v 1.33
(JAX,1) 77; (k.1 (1.33)

k=-NA2,..-10,1,...(N/2)-1
seklinde ifade edilebilir.
Hizhh Fourier dénigimd algoritmas1 kullamlarak bu déntgbmler yapilabilir
(Cooley, Lewis ve Welch 1969). Bu formnl yzmhmxyhi u;‘, JF {IkFu} olarak ve u. m ,
F ik"Fu} olarak hesaplamr. (1.27) ile birlegtirilerek

u(X.t+ A —u(X,t-A) + Zi%Am(X,t)F“(kF(u))

s (1.34)
— UM PR F () =0
P
seklinde yaklagilabilir. Son terimde diizeltme yapilarak
u(X i+ A =u(X t- A+ ZIEMI(X,I)F—l(kF(H))
p
. (1.35)
3
-2iF™ {six{ n"I: N]F (u)} =0
p
seklinde ifade edilir. (1.34) ve (1.35) denklemlen arasindaki fark
3
u, +-%—3u‘,ﬂimr =0 (1.36)
p

lincer denklemine digindlen yaklagimdan kaynaklamr. (1.35) denkleminin lineer
kismm (1.36) denkleminin herhangi bir ¢dzOmind tam olammk saglar (Formberg ve
Whitham 1978).
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Fomberg ve Whitham formtld agik (explicit) oldufundan

u(X E+ A —u(X, 0+ 3M E{u( Xt + AD
P
F7 (RF (u( X ,t + ADY) + u(X ,0)F 7 (kF (u( X ,t + AD)))} (1.37)

‘2’ ( p) {FA R F (X £+ ADY) + F (R F (u( X, )} =0

seklinde Crank-Nicolson tipt kapah (implicit) versiyonu da incelencbilir. Bu formiil
lineer kararhlifa gore kayitmiz gartsiz kararhdar.

1.3.3 KdV denklemi i¢in modiilasyon teorisi (Modulation theory)

Yavagga dcgzscn dalga dizisinin ortalanm yikscklifini, frekansum ve -dalga

say1sim tammlamak igin modﬂlasyon tmnsx gchstmlmlstu (Whitham 1965, 1974). 8
ortalama yitkseklik, @ amplitiit, K(m) ve £(m) m parametresine bagh sirasiyla birina ve

ikinei ¢esit ehiptik integraller olmak zere KdV denklemi igin modillasyon denklemlen
P: 2ﬂ+4aw-2a—2—“ = sabit
mK(m) m
dx U 4akK(m)
dt K(m)- E(m)
0. 2B+ MM _2a

~ — = sabit
mK(m) m
dx U~ 4a(l-m)K(m)

dt E(m)-(1-mK(m)
. K(m)— E(m)
R: 2p+ 4a-————————-——mK(m)
& U -ta(1-my X
mE (m)

(1.38a)
(=

(1.38b)

—2a = sabit
—(1.380)
fizerinde

olarak tammlamr. U fazhiz ve & dalga sayim

3 - RN £ 3
U=6ﬁ+4a(—2—-1 3E(m)], k =_"_(1J

m  mK(m) )} K(im)\m



14

olarak verlir. (1.38) modilasyon denklemlerinin @ karakferistigi 0zerinde agilan bir
fan olamk basit dalga ¢0z0m0 vardir (Gurevich ve Pitacvskil974 , Fomberg ve
Whitham 1978). Basit dalga Ozllikleri O karakteristifinin faminda defiiyirken, R ve P
Riemann degiigmeer Gizerinde sabit kalir,

1.3.4 Ortalama ylikseklik degisimi (Mean height variation)

KdV denklemindeki dagilma terimi ihmal edilerek O<u, <u, boélgesinde
yaklagik bir ¢6zitm bulunmaya caligldi( Fornberg ve Whitham 1978). Bu durumda

u, +6uu, =0 (1.39)
denkleminin
o L u(x,0) = u, (0<x<w) (1.40)
i ’ w0.0=u,(t) (t>0)
sartlan altindaki ¢8z0m{
Uy, » (0<x/t<6uy)
u=<6x/t, (6u,<x/t<6u) (14D
Y, (x/t>6u)

dir. Bu ¢6zttm a=0 amplitidd igin modilasyon denklemlerinden bulunabilir.

1.3.5 Airy fonksiyon ¢tzlimil

u, >0 ve u, <0 baolgesinde KAV denklemindeki nonlineer terim ihmal

edilerek benzerlik ¢Ozmd yapildi.
u, +u, =0 (1.42)
denklemt igin benzerlik degigkenlen
u=f(z), z=x/30" (1.43)

olarak elde edilir. Bu durumda (1.42) denklemi ve (1.40) sartlan (1.43) benzerlik
defiskenlen altinda



st

5

Uy =~2u, u, u,= u
~ ™ ‘
o [
N~ |
I ;
\\ \ maodilasyon teortst
~
\\\\\
~ o \
~ e /
\\ & \)\K\\K / )
T \/// /
~ T~ \V
\ \
TN \7/ |
S~ Airy fonksiyon
~ ™~
~] >/
~ ™ cosech’
\>7

Sekal 1.1

—_ fln_zfy =0
z—>wiken [ =u, (1.44)

z=0 iken [ =u,
olarak bulunur. Bu denklemin ¢8z0mid, Ai(z) Airy fonksiyon olmak tzere
£(2) =3, ~u,) J' Al (Oydt +u, (1.45)
[¢]

dir.
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1.3.6 Hiperbolik fonksiyon ¢tzlimleri

u, <0 ve u, <u, < -2u, bolgesinde K4V denkleminin ¢azomi

4172 4 /2
u(x)=”:—3",w¢hz[(--;-mJ x+ao} . ao=sech"(%1] (1.46)
.

L
ve u,<u, <0 bolgesinde

) U1 ¢ vz
u(x) = u, +3u, ws'echzli(—%u,J X+ aoj‘ » @y = msmh“(%;u—’] (1.47)

U,

olarak bulunur,
u, ve u, nin durumuna gore KAV denkleminin gozim gekli $ekil 1.1 de
gOstenlmgtir.
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I. BOLOM
MODERN CEBIR UYGULAMALARI

Bu bolimde, nonlineer problemlere uygulanan modem cebir yapilanna kisaca
degimlecekdtir.

Modem cebir tekmikleniyle galisilmaya, 188171 wllarda linear ve nonlinear adi
diferensiyel denklemlerin integrasyon metotlanyla gl dizenlemelenyle Lic(1881)
tarafindan baglanmiy ve stirekli dondstm gruplan olamk bilinen cebirsel yapilar
incelenmigtir (Eischart 1961). Adi diferensiyel denklemlere uygulamalanmin ilk
Omeklen Ames'in(1968) ¢alismalannda mastlanmaktadir. Dickson(1924) cebir
tckniklenn ve diferensiyel denklemler arasindaki stirekhilik iiskasim kullanarak grup

tcorisi yardimnyla baz diferensiye]l denklemlerin nasil integre edilebilecefini

g0stermugtir.

Kismi diferensiyel denklemlerdeld bagimsiz defiigkenlerin sayisum azaltmamn
cebirsel metotlarla yapilabilecefii Birchoff(1950) tarafindan 6ne stiritlmiigtiir. Cebirsel
yapilar, herhangi bir lincer kabul {zenne olugmadifindan bilim ve tekmoloj
konulannda ortaya ¢ikan nonlineer problemlenn ¢dzmek dolayisiyla bir hayli
zorlagmaktadir.

Bunun yamnda, halka (Mikusiuski 1959), yan grup (Feller 1952, Yosidal957),
ve non-associative cebir gibi bagka cebirsel yapilarla da bu tiir problemlenn ¢6ziimiini
incelemek mOmkinddr. Ancak, bu béldimde grup kavranu tzennde durulacaktir,

2.1 Morgan'm Benzerlik Metodu

Kismi diferansiyel denklemlerin benzerlik ¢8ziimlen fizerine olugturulan genel
teorisi Ames'in(1965) Nonlincar Ordinary Differential Equation kitabinda gemig bir
sckilde incelenmigtir,. Uygulamalh matematikde genellikle bir parametrehi sirekli
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don0gdm gruplan kullamlmsaktadir.  Istenirse n-pammetreli strekli  déndgdm
gruplanmn 6z] sekillen de Amesin (1965) yvkanda venlen kitabinda bulunabilir.
Simdi, ging olarak Morgan'mn(1952) temel tamm ve teoremlen venlecekdir.

( S:x“=f'(x'....,x”;a), i=12,....m m=22
G
y,*=f,(y,;a) j=12,...n, n2l

L(xl )m;()}

E =[f w] 2, . 'y, %y,
ot L) o) o) o)
:(!—l.)):jl i yj x['” rm a )
xl — L L] s ?

@n
geklinde olmak Ozere bir parametreli S, G ve E, gruplanm gézdnine alalirn burada f

fonksiyonlan a parametresine gore siireklidirler. Ozdeglik elemam a, olmak tzere
X a fi(x',...,x™a,) olarak ifade edilir. a parametresinin deferi a* ile gosterilmek
azere, y,*=f,(y,;a) ise dindydmin tersi y, = f,(y,%a"*) olamak ifade edilir.
x' = x'* dongtmleri G nin § altgrubuna aittir. (Grup teorisi hakkindaki detaylar
i¢in Eisenhart(1961), Birkhoff ve MacLane(1953) incelencbilir.) Kismi diferensiyel
denklem sisteminde x' ve y, siasiyla bagimsiz ve bafimh defigkenleri gostersin.
¥y, =y}{x’,...,x"'} olmak azere {y,} fonksiyonlan x' ye gdre k.ymer dereceye kadar
diferensiyellenebilir olsunlar ve y, nin x' ye gdre lasmi tirevlerinin dondgtmleri G

nin ddndgdmlerine dahil edilsin. Yani,

7 *(x'% . X" = fj{yj[f‘(xl‘,...,.X?m",a‘),---:fm(xl‘a---:xm‘la')]'ﬁ}
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ile tammlanan {y*} fonksiyonlarimn kimesini g6z ontne alahm. £, , {y} i¢inG
nin kyinc genigletilmigi denen strekli grubudur, burada [ f©(e,..,)| fonksiyonlan

3y, Iy
3(xHh...9(x™)"= (' Mh...a(x" "

olacak yekilde tammlamy. Grup teorisine gore (Eisenhart 1961) G, x', i=1,..m, y,,
Jj=l,..n olmak Ozre m+n tane bafimsiz defiigkcnin fonksiyonu olarak
incelendifinde

nl(x‘,...,x"),....n,,_,(x‘....,x"’);

gj(y,,...,y,;x’,...,x”'), 7=12,..n
ile gdsterilen m+n-1 tane fonksiyonel bafimsiz mutlak defiismeze sahiptir. (Burada
M. x™) = p(x',.,x™%) ise 1 ' ye mutlak degiymez, g().....p,:X,....x")=

gty xe'% X" ise g'ye mutlak deffiymezdir denir) g, jakobiyeni
(Z1rrf)] DW= ¥ Dy, Ms)) D (61, x™) jakobien mateisinin

ranki m-1'e egit olacak yekilde segilmesi durumunda m bagimsiz defiigkenli kyina
mertcbeden bir diferensiyel form genellikle C® simfinda (veya daba bayok)

P W LYW LW F e ) @2.2)
tipinde bir fonksiyon olacakur. E',.. E7 argumanlan x',..,x" degigkenlerine,
x',....x" defigkenlerine bagh y,,...,y, fonksiyonlarina ve kyinci dereceye kadar x*
ye gote y; ninkismi tirevlerine bafh olmak dzere

LS, 2N = F(L, .. &a)0E.... &) @3)
ise @ fonksiyonuna E, altinda konformal defiymez denir, burada £* in fonksiyonu
olan @ ile £ nin fonksiyonu olan @ aym fonksiyondur ve F, & ve a parmametresinin  bir
fonksiyonudur. F fonksiyonn sadece a min fonksiyonu ise @ ye E, altinda sabit
konformal degigmez, Fal duwrumunda, @ ye E, altinda mutlak sabit konformal
defigmez denir. Effer @, ,....¢4, diferansiyel formlanmn her biri £, altinda konformal

¢r[x‘,...,x’”;y,,...,y,,;ﬁy, / 3x’,...,ﬁky,,/ﬁ(x’”)"‘] =0 y=l..N2a (24)

kasmi difcrensiyel denklem sistemine G altinda defigmez denir, Kismi diferensiyel
denklem sistemlerinin "defigmez ¢ozomleri” demek ile  x'* a bagh y*



20

fonksiyonlanyla, x' ye bagh ¥, fonksiyonlanmn tam olamak aym ozellife sahip
¢OzOmlen anlagilir.

Morgan(1952) tarafindan ¢lde edilen sonuglar asafidaki feoremlerle ifade
edilmigtir.
2.1.1 TEOREM: ¢, diferensiyel formu E, altinda konformal degiymez ve {/,}.
y =1 (x',..x™), y*=1,(x'*.. x"% olacak gekilde fonksiyonlarm herhangi bir
kimesi  ise {yl,...,y”;x‘,-..,x”'} den, fonksiyonel olarak  bagmsz
{81028 Mhoees Ty %) kOmesine bir donigim altinda, mutlak depigmezlerin
kimesini ve x' nin kiimesini igeren o, ve 4, diferensiyel formlan

¢r[x‘,...,x"';ll,...,1,,;0"Ix/ﬁx‘,...,&""l/ﬁ(x"’)l]
<[4 T B 0B O 21 )| @.5)

.[exp crr(.f:, Rysees O F, 1 é‘( 7 )k)]
7" olacak yekilde vardir. F, fonksiyonlan ise
E[n,(x‘,....x’“),...,nm_,(x‘,,..,x"‘)]
(2.6)
zgj[ll(x‘,...,x"'),...,l,,(x‘,...,x”')',x‘,...,x”']

olarak tammlamr.
2.1.2 TEOREM: ¢, lerin her birinin (2.4) denkleminin konformal degiymezi olmas

igin gerek ve yeter gart {7, }, fonksiyonlar kimesinin (2.4) denklemiyle verilen sistemin
bir ¢izimi olmasidir. Bu durumda  (2.5) denklemindeki 4, argumanlan

A=0 y=12,. .N<n @.7)
geklindedir.
2.1.3 TEOREM: {F;} fonsiyonlar kimesi (2.7) denklemiyle verilen herhangi bir
sistemin ¢6z0m ise, (2.6) denkleminin ters déndyamayle verilen {/,} fonksiyonlan
kimesi (2.4) denkleminin bir ¢éziimadir. Elde edilen {/,} kimesi, grap parametresi
a mn her bir degeri igin degiymez bir ¢dz0mdir. Tersine, (2.4) denkleminin herhangi
bir {7,} defigmez ¢6ziim0, G nin fonksiyonel olarak bafimuiz depigmezlerinin kiimesi
igin yapilan déniyim degiykenleri Ozerinden (2.7) denkleminin bir {F,} ¢oz0muni

VETIT.
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(2.4) ile venlen kasmi diferensiyel denklem sisteminin ¢8zmd igin, yukanda
verilen teoremlenn etkisi agafidaki gibi 6zetlencbilir ;. (2.4) denklemini , en az bir
bagimsiz degigkeni olan (2.7) denklemine indirgemek igin , (2.3) denklemi (2.1)
denklemi formundaki grup altinda degiymez olmalidir ve defiismez gdziimler meveut
olmahdir. Ancak bu durumda, (2.7) denkleminin ¢8zdmleri (2.4) denkleminin
defiiymez ¢Ozimlerini verir,

(2.7) denklemi (2.4) kismi diferensiyel denklem sisteminin @ benzerlik
gosterimlerini ifade etmektedir. {yl,...,y";x‘,...,x"’} den {g,,.... 8,3 Ms-.-s My } © Olan
dénigime "benzerlik dondgdma " denir ve {g,.....2,7..... M, .} defiykenlerine
"benzerlik defligkenlen” denir.

2.1.2 Teoremi ve 2.1.3 Teoremi yardime jarflara (baglangig sarh ve sumr
jarflan) bakmaksizin sadece kismi diferensiyel denklemlenn igeren sistemleri

' :, incelemektedir, Yarduma gartlan olan sistemlere uygulamak igin denklemler incelenir.
Benzerlik degigkenlerinin kiimesi bulunarak, yardimer jartlann da bu benzerlik
deQiakcnleri cinsinden kararsizik olmaksizin ifade edilip edilemeyecefii kontrol edilir.
Denklemler ve yardime gartlann beraber incelendifi bu degiiskenlere "bilegik sistemler
igin benzerlik defiiskenleri” adi verilir. Benzerlik degigkenleri cinsinden ifade edilen
bilegik sisteme ise "bilegik gdsterimli® benzerlik denir. Sik sik, sadece denklemler igin
bulunan benzerlik defiigkenlerinin kOmesi yardimer sartlar igin uygun olmamasi
durumunda, yapilan islemler tekrar gdzden gegiritmelidir.

Bu yaklagimin ikinei- bir zanf yénid ise m+n-1 tane fonksiyanél bagimsiz
mutlak degigmezer kiimesini bulabilmek igin sistematik bir yonteme ihtiyag
duymasidir. Basit gruplar kullamlmasindan dolay: degigmezler deneme yamilma veya
kontrol yoluyla tammlanabilir. 2.1.2 ve 2.1.3 Teoremlerinin hipotezlerinin saglanmas:
durumunda bulunan gruplardan daha ¢ok, teoremlerin uygulanmasm 8zellikle kabul
edilen gruplara dayanmaktadir. Bu gahymalann bazisi gok baganhdir. Bundan sonraki
kesimde, klasik metod kasaca agiklanarak bir 8mek ve kaynaklar verilecektir,
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2,2 Morgan Metodunun Uygulamas

Bu teorinin temelini, diferensiyel denklem sistemlerinin benzerlik ¢éziimlerinin
tammu igin bir (veya daha gok) parametreli déntigiim gruplan altinda bu denklemlerin
defliymez ¢dzOmlerinin tammna denk olmasi olugturmaktadir, Teorinin elemanter
vygulamalannda, grup kabul edilerck defismezlerin genel sekli tammlamr. Kabul
edilen grup altinda denklemlerin defiiymemesim saglayan degigmezlerin dzel sekli basit
cebirsel denklemlenin ¢ézim kiimesi yardimuyla belirddenir, ( Baz keyfi parametreler
venilebilir ve bunlar denklemin benzerlik degiigkeni cinsinden yardima sartlann ifade
edilip edilemeyecefiine karar vermede kullamlir,)

Morgan teorisi ve benzerlik ¢Ozimlen gelistinlerck Morgan teorisinin n-
parametreli gruplara uygulams 1960'h yillardaki galhigmalar arasinda yer almaktadr,
Laminar siur tabakasm denklemlen (Manobar 1963), nonlineer diftizyon denklemi
r"”‘{r”‘“ ‘c"c,,}’ =¢, (Ames 1965), laminar yan-iki boyutlu simr tabakasi akigimin
power-law Ostwald-de Waele modeli (Na ve Hansen 1967), non-Newtonian
akigkanlann iki boyutlu laminar sikagtinlamaz simir tabakas: denklemleri (Lee ve Ames
1966) bu teonyle galisilan konulara 6mgek olamk verilebilir,. Yontemin baza zaynf
yinlen olmasmna rafmen Hansen(1964), uygulamali matematikgiler ve mthendisler
igin standart bir arag olacafim ne strmigtir.

Smir tabakasi denklemlerinin incelenmesi igin bir parametreli déndgdmlerin
yalmzea iki grubu yeterli olmaktadir. Na ve arkadaslan(1960), sonsuz dondgim
gruplanmn Lie teorisini kullanarak iki boyutlu laminar simr tabakasm denklemler igin
sadecc muhtemel iki grubun lincer ve spiral gruplar oldufunu gosterdi. (2.1)
denkleminin gosteriminde, sirasiyla bu gruplar f(x:a) =a*x ve f(xa)=x+Ina
olarak vermigtir,

Simdi, Morgan teorisinin elemanter uygulamasina bir 6mek olarak, power-law
akigkanlannda kuvvet alunda konvektif 1s1 nakli i¢in Lee ve Ames(1966) tarafindan
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yapilan incelemeden bir balom vereceiz. u, v iz bilegenlerini, U, serbest-ala lnzam
ve B 1s1y1 gdsteren boyutsuz nicelikler olsun. Prandtl sayis1 N, ve power-law bilegeni
n olmak Ozere temel denklemler

u,+v,=0 2.8)

uu, +vu, = U, (dU, /dx)+[|uyr_luy] 2.9)
y

u6, +v8, = (1 N,p)[ 076, ] (2.10)

seklinde ifade edilir. Is1 iletigim katsayisi k, sicakhifan fonksiyonu olarak ahnmaktadir.
Buna gdre, Pmndtl sayis k' ile g6stenlmek tzere k = k'0™ dir. (2.8) denklemini 8zdesy
olarak saflamas: amaciyla y aki fonksiyonu
U=wy,, v=-y,
bagintlanyla tammlamr. (2.9) denklemi ve (2.10) denklemi v ye gdre dtizenlenirse
V¥ - ¥y =UU 120+ (v, ) v, ]’ @11)

w0, - w8, = (/N ,)[670,] @2.12)
elde edilir ve serbest-ala iz U, 6zel olarak alinmaz, kabul edilen benzerlik ¢azimleri
yardimuyla beliflenmeye ¢alijilir. (2.11) denklemi 6 w1 igermedifinden ilk olarak
benzerlik ifadesi incelenir ve daha sonra (2.12) denklemi bulunur.

a>0 reel bir parametre olmak {izere lineer grup

»

G S’:{x’aa“‘x, y =a®y, vy =a™y, U‘*na"'U‘} (2.13)

seklinde segilerck (2.11) denklemine uygulamrsa
gianiaa| J¥*_ Tyt 2y
ay* dx*dy* ox* (,f,'_,,.-k)2

_grrtmyy QUL cnaloria O

e ® L‘rj)yl

az "”‘ a1
(oy*)

bulunur. G, geniglemesi altinda bu denklemin konformal sabit olabilmesi igin

o+, =2, =a, ~a, =(2n+ha, -na, (2.14)
cebirsel denklemleninin saflanmas gereklidir.
Ames(1965) deki tamma gore G, in defigmezleri
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A=y ™ L) =y ™™, k() =Ux™™ (2.15)
dir. Baylece a,/a,, a;/a, ve o,/a, oranlanmn deferi bilinmelidir. (2.14)
denklem sistemi a, e bolondoginde
1+(1=2ma, /o, +(n-2)a,/a, =0 (2.16)
ve
a, /o, ~a,/a +a,/a, =0 @17

seklinde O¢ bilinmeyenhi 1ki denklem bulunur, Dolansiyla ¢dztim tek degildir, sumr
sartlan veya diger kasitlamalar uygun ¢6z(imiin segilmesi i¢in kullamlacaktir.

Omegin, flat-plate akisinda serbest-aka lhia U/,  sabittir, bu durumda
dU, /dc=0 olacagindan (2.15) denkleminden o, =0 bulunur. (2.16) ve (2.17)
denklemlerinden «,/a, =a,/a, =1/(n+1) olarak elde edilir. Bu durumda G,
grubunun degiymezlen

,;;#___.g_;,,,, o nape L) sy B = U, = sabit

seklinde tck olarak tammlanabilir. Acrivos ve arkadaglan(1960) bagka bir ydntem
kullaparak aymt defiymezeni elde etmiglerdir.

{ki boyutlu jet problemleri gibi momentumun korunmas: gerektifii hallerde

0

juzay = T(%yay = sabit (2.18)

yazlabilir. (2.18) denklemine G, uygulandifinda a, - 2at, = 0 olacak yekilde mutlak
degigmez bulunur. (2.16) denkleminde yerine kondugunda a,/a, =2a,/a, =2/3n
sonucu elde edilir ki bu durumnda defaymezler (benzerlik defiigkenlen)
n=p Sy B =U (2.19)
yeklinde elde edilebilir (Guffinger ve Shinner 1964). U, = U, (x) oldugunda, C sabit
olmak tizere U, = Cx™"* ise h, sadece benzerlik defigkeni n niin fonksiyonu olacakur.
Daha sonr, delta (wedge;ggen seklinde ilerleyen) akagin (Falker-Skan) genel
formu olarak bilinen U, = Cx™ incelenirse A, nin sadece n ye bagh olmasi o, /ct, =m

olmasina baghdir. Bu bafintiyr kullaparak (2.16) ve (2.17) denklemlennin ¢8z0mi
e [(n -2)m+ l]/(n +1), & [(Zn ~1)m + 1][(11 +1) (2.20)
& &
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olarak elde edilebilir. Bu durumda benzerlik defigkenlerini n = yx™/™ | f = yo™™
ile vermek mimkinddr. Béylece (2.11) denklemiyle verilen power-law momentum
denkleminin adi diferensiyel denkleme (benzerlik ifadesi) donigmesi mimkin
olmaktadir. m=1/3 olmas durumunda a,/a, =1/3, a;/a, =2/3 ve defigmezler n
den bafamsiz olarak ortaya ¢ikar,

Simdi, (2.12) enerji denklemini inceleyelim. G, geniglemesi altnda bu
denklemlerin konformal sabit olmas i¢in 8* = a™8 alindifinda

o + 0y =0~ =20, — N 221
cebirsel denklemini saflamaw gerekir. o, /@, =m ile belirflenen genel delta alig
kullanarak (2.16), (2.17) ve (2.21) denklemleri

o, /a; =[(n-D(1-3m)]/ (n+1(r-1) (2.22)

olmak tzere (2.20) ile venilen ¢6z0mn saglar. Burada gor0ldogo gibi, r =1 ise (sabit

R iletigim katsayis1 ) im sifir dahil herhangi bir recl say1 olabilir. Bdylece © igin bir tek

sinir garhm salayan ana akay hizmin herhangt bir ¢egidi tammlamr. © degigmez

g =0x"™ oldugundan 8 tzerindeki sinir gartlan, y=0 oldugunda x™/™ gibi bir nstel

fonksiyon olmaliche. » =1 ise, o,/ &, in keyfi oldugu durumda m — 1/3 harig o/,
igin ¢dzim bulunamaz, fakat ana akiy U, = ¥ e kasiflamr.

Aynntih durumlar ve fiziksel tartiyma ¢egithh kaynaklarda bulunabilir.

Oninal problem olarak, (2.11) ve (2.12) denklemlerinin benzerlik ifadesi simr
wﬁlanyla beraber 1 nitn fonksiyonu olarak ifade edilen fve g ye bagh adi diferensiyel
denklemleri igerir. Daha 6nce de belirtildig gibi, orjinal sistemin simr sarflan analiz
edilmez.  Bu npokiada, kararsizik olmadan benzerlik degiskenlerinin  yazhip
yazillamayacag araginlmahdir. Oroek olarak, x20, y20 dozeminde (2.11) ve(2.12)
denklemlenyle tammlanan kuvvet altinda konvektif akisim

u(x>0,y=0)=0, v(x>0,y=0)=0, 0(x>0,y=0=x' (1 >0)
u(x,y=+w)=U,=x", u(x=0,y>0)=0 (2.23)

B(x=0,>0)=0, O(x>0,y—>w)=0
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simr garflanyla inceleyelim. Bu fiziksel sartlar, aki fonksiyonu ve 1s1 fonksiyonu
notasyonunda

W,(x>0,y=0)=0, W (x>0,y=0)=0 B(x>0,y=0)=x

W,(x>0,y2w)=x", y,(x=0,y>0)=0 (2.24)
B(x=0,p>0)=0, B(x>0,y—>w)=0
sartlanna doéniigir.
(2.20) ve (2.22) denklemlerinden, 7 =1 olmak dzere benzerlik defiiskenlen
n=p, fayr™, gabx (2.25)
olark clde edilir Burada ¢ keyfi bir el sayidu.  Bu benzdik degigkenlen

kullamlarak (x»0,~0) igin =0 w (—0,>0), (x>0,y — o) durumlan igin n — «
af

oldugn goraldr. Buna gare, (2.25) denkleminden w, =x" = oldugundan
. i S y |
¥y (x>0.y=0)=0 igin f 'QOy0 olur.  §imdi, y,=Zx ”’f(n)-gnx‘%

oldugundan _(x>0,y =0) =0 igin A0)=0 olmasim gerektirir. O(x >0,y =0) = x'
sartinda =/ alimirsa , g(0)=0(x>0,y=0)x"" = x' .x™' =1 elde edilir. n — co oldugunda
J'=lise dordincnt ve beyinci gartlar sajlanr. 8(x,y) = g(n)x' oldugundan n —»
oldugunda g=01se son ik gart saflanir.

r =1 olmak Ozere tam benzerlik ifadest (2.11) ve (2.12) denklemleninin (2.25)
ile venlen benzerlik degigkenlerini kullaparak

(S =2/ 7" =1+3(d/ (/)]
g""'%NPng" 0 (2.26)

n=0 ise 0, 0, g1
n—oo ise f=1, g0
seklinde diferensiyel denkleme dontgiir.
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2.3 Sonlu Dénligim Gruplarmmn Tammi

Birkhoff-Morgan-Michal teonisinin olugturuldugu dénemde, kismi diferensiyel
denklem sistermnlerindeki bagumsiz degiskenlerin sayisimu azaltmak amaciyla bir gok
¢alisma yapildi. Baganh ¢ahymalar arasinda Strumpf 'n(1964) kararh, sikagtinlamaz
iki boyutlu vizkozteli akigkanlar igin Navier-Stokes denklemlerinden

v, (VW) —w, (Vi) = Wiy (2.27)
denklemiyle ilgili gahymas verilebilir. y aka fonksiyonu igin ¢8z0m simflan 7~ reel bir
say1 olmak zere y=x"y,(2), z=n(x,y) seklindedir Dondgimlerin kimesi,
otjinal denklemin w, bafimh ve n bafimuiz defigkenlerine pore adi diferensiyel
denkleme indirgenmesinden yararlamlarak tammlamir. Bu yOntem Ames(19635) de de
tarijilan "degigkenlenin ayngum” y6ntemi ile benzerlik gdstenr.

Krzywoblocki ve Roth(1964,1966) venilen denklem sistemleni igin dzel

gruplan bulmaya yarayan bir metot gelistirmek amaciyla Morgan-Michal metodunu

aragtirdilar, fakat bu aragtirmada yardume: gartlar incelenmemigtir,
Simdi,
U, +u, = 0 (2.28)
Laplace denklemini kullanarak metodu agiklamaya ¢aligahm. (2.28) gibi 6zl olamak
alinan denklemlerin parametresi @ olan bir parametreli G grubu altinda konformal
defiigmez olmas igin & grubunun nasil bulunacagim gorelim. G nin genel yapisi

JE=Aixy.a). §=/y(x.5:0) 2.29)
T=f,(x,y.a)u
geklinde olsun. Bu doniigiim altinda
@’*m/oxh)+ (@ mioyH) = P(u, fou o, [ [iyse )@ ulox®)
(2.30)

2
+Q, fiu,,.. )@ ul 8y + Y R (u, f,...)
=1

bulunur, burada R, (i=1....,12), P ve Q daha sonra tammlamr. (2.30) denkleminin sag

tarafimn konformal degigmez olmasi igin

S(u,x,u, 0, 00, +u, ] 231
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12
denklemine egit olmahdir. Buise P=Q ve R, = 0 olmasiyla mimkandor.

=]

R=R =.=0 2.32)
12
olarak alimrsa ) R, =0 elde edilir, fakat daha degisik sekillerde de segilebilir. Temel

{=1

denklemler .
af, -c'i‘x (c?x
- X 25 a0 2.33
R o |\ ) WJ (233
R2=,,f’ 4 F}’J (%) =0 (2.33b)
R, = L?_ﬁ_ ox %y ﬁ‘.ﬁ_ =0 (2.33¢)
oxdy| Fx dX Iy &y
a/;[a’x Ix
2.33d
* axl_a—’ " | @33
2
i 8 dﬂ[?gy 3%y ] a2 (2.33¢)
Px oy é&xdy ay — —
. Lxaoy exe¥l.o 233
N f‘ﬁxdy[d‘a-’“awﬁ] @339
c7 X, d t
=0 2.33g]
7y c92 ey
0 2.33
Ry = Agy[ﬁ_z > } (2.33h)
udf, Ox 2
X1l i=0 2.33
%= G o Kd‘] +(ﬂ)‘1” &
B A2 f . 22
u 8f, (ﬂy (c'?y 0 e
L7 A 20 I A I 2.33
=% oy _ﬁ)”ﬁ @33
R =28oN Xy Sxay|_, 2.33K)
éx Gy | dx 6x IV IV
Rug—“-ﬁf‘ Gy x Gyox|_, (2.331)
y dx | X O8IV 7
. ~2 - 22 - 2 2
P=0Q, (ﬁ +(ﬂ] z(f—y- +(é)-’-) =0 (2.33m)
gx) \dv) \Fx} \ 7,

olarak venlebilir, (2.31) denklemindeki & fonksiyonu grup 6zelliklerinden elde edilen
sartlan saglamalidir, aksi taktirde keyfi olur.
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u=0 ise (2.33a-l) denklemlen saglamr fakat, sifirdan farkh ¢oziumler
arandifindan bu durum gbzdniine alinmayacaktir. Grubun tammina gdre her bir
clemamin tersinin olmas gerektifinden G ile ilgili jakobiyen sifir olamaz. Bu durumda

2% 0% 2%
dx 0y Ou
o(x.y.#) 10y 0y 8y, (2.34)
d(x,y,u) |0x Oy Ou
ou 0Ou Om
ax oy Ou

olmahdir. (2.29) denkleminde f,=0 ise d% /dx = /Dy =0u/du =0 olacagindan
jakabiyen sifira egit olur. Bu durumda, f, =0 olmas: gerekir.
Benzer olarak,
G:X = fi(x,y:q). = fi(x.y;q) (2.35)
alt grubunun her bir elemammn da tersi olmasi gcrckugmdcn

9(X.y) _0xady ax dy

6(x.y) O0x 0y 0yaodx

wya
90ny) _0x0y 0x0oy
a(%.5) 0xdy 0yox
denklemi sifirdan farkhi olmahdir,

Aynca, ¥ ve tiirevlerine kasitlamalar getinllmek istenmez. Dolayisiyla, (2.33a-1)
denklemlerinde u veya threvlerinin sifir olmamas: saglanacaktir. Omegin, (2.331)
denkleminde du/8x#0 ve (0x%/8X)*+(0x/0Y)’ »0ise 8 f,/dx =0 olmahdur.

Bu gekilde, J denklemlerim saglayan J' denklemleni olugturulur. Bunlar

2 2
9x.2x.0 (2.36a)

ox° oy

2 2
a__;?’.+§f1iao {2.36b)
¥ oy’ '
oo 9x0y 0xdy (2.360)
0x ox 0yoy '
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94 2o | (2.36d)
ox

%'[):—EO (2.36¢)
AN AN AN A

(af) +(57] (0"57) ‘{af) 0 (23¢9

(2.36) denklemlerinin jartlan tam olarak dzel bir grup veya grup simflan degildir. Bu
is¢ (2.36) denklemlerini saglayan gruplann kolayca bulunmasi demektir. Bu gruplar
arasinda, a recl bir parametre olmak Ozere degfigmezlenyle beraber asagndaki gruplar

venlebilir :
A: T=ax
y=ay, a,p,y sabit
T=au

B: ¥=x+ya- e
Vay+ya,  1.), sabit
u = (cxpa)u
Degigsmezler: n=y,x—y,y, F(1m)=y lnu—x,veya y,lnu—y

C,: X =xcosa-ysina
¥ = xsina + ycosa
H=u
Degiismezier:n=x*+y*, F(n)=u
Vizkozteli gergek bir akigkamin (p=pRT) kararsiz iig boyutlu hareketi, B
grubunun O¢ boyutlu genellegtirilmesi  kullamlarak Krzywoblocki ve Roth(1966)
tarafindan incelenmigtir. _

(2.29) denklemiyle vernilen sonlu doénOgdmdn bir ¢ok modifikasyonu

incelenebilir,
X = fi(x.y.a)
Gy ¥=Lf(x.ya) (2.37)
i = f,(x,y:a)u+ f(a)
bu sonlu déntgdmlerden bindir. Ozel gruplann tamm yéntemini incelemek amaciyla

u,run, =u, (2.38)
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e verilen Burgers denklemi kullamlir. (2.38) denkleminin (2.37) denklemi altinda
konformal defiigmez olmas igin
a—lz-+t—i-a—l_7_-—a—ig-=0 (2.39)
0y O0x 0OXx
olmahdir. 8% /8%, 0’u/dx, OuU/OY degerleri hesaplanarak (2.39) denkleminde

yerine konur. # ve tirevlerine kisitlamalar getinlmek istenmediginden, # ve tilrevleri

2
D 2 L n 22 VAL
ay{f‘ T m m w an (df] é’y} (=40
2
ax 5 x [ox) dfy, ,Ixdydf, :
o2 ox _ LCLN Rl ML EN 2.40b
{'ﬂd)_z f4f; j; (d‘f) ox ox ox é‘y} ( )
5]} oy 5f4 a”x+f a1, ﬁx_'_ﬁﬁ_o”l _ﬂzxo"ﬂ
5y 5‘ ox Iy dx o dJy dx) I% Ox
A R — (2.40c)
_Oof (o5 8 _,oxdv . (av) 2,
af’ dy af 3x’ zﬁ x Ixd \dx) v
A gL ox ‘;f‘ 53’ (2.40d)
ox 0""' dy Ix
A*u (c?y] A
iRk S ain 2.40¢
53}’2{ j;c'?f ¢ )
Zu ~ 1 (?V ” .
iy 2.40f
uﬂy{j cT} ‘ )
u Ay éx .
) P il 2.40
ax@z{ Z é‘i‘éf} (2.408)
| ., 0x
[ 2.40h
"ﬁx{f‘ af} (2400
*u c?x ! ..
7 {‘f~ (EJ } @40

olarak verilebilir. u,, u, wu® s Uy, uu,, ve u, (2.38)ile verilen Burger denkleminin

terimleri arasinda olmadifindan bu terimlerin katsayisi sifim  esitlenmelidir.
Dolayisiyla, (2.40b-g) denklemleri sifira egitlenir. u,, = u, +un, oldugundan (2.40i)
denklemi (u, +uu,,){— Ji(ox! 55:')2} olarak yazlabilir. Bu sebeple », in katsays,
u, ve uu, in katsayilan toplanarak elde edilir ve bu katsay: sifira egitlenir. Buna gore,

tammlanan sonlu déniigiimle asafadaki denklemler bulunur :
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Y 20 2.41

ox ¢ )

o (2.42)

. 2.42

f, o

Sl o 2.43

Fy ( )

dx @ ox )

i —_— =0 2.44

éy é’f’+j;c‘?i‘ (2.44)

N2

dx | Ox )

P g 2.45

j;(?f (ﬁ] ¢ )
SPRY )

—(fi) +Z 0 (2.46)

(2.41)-(2.46) denklemleri f(a) =[f, (@] ve H(a) = f,@)] f @] olmak tzere

y=[r@J'y (2.47)
Xx=fla)x+H(a)y (2.48)
| denklemleriyle saglamr. Bu tammlar ve (2.37) denklemleri yardimiyla
g=[f(@] u+Ha[f@]" (2.49)
bulunur,

(2.47)-(2.49) denklemleriyle verlen donfigim kiimesinin grup yapisim
saglamas gerckir. Yani, sistem grup iglemine gére kapal, tek dzdeglie ve tek ters
elemana sahip olmalidir ve aynica birlesme dzellifini saglamalidu. Bu 6zellikler Aa) ve
H(a) parametre fonksiyonlan izenne kasitlamalar getirecektir.

X, =/f(a)x+H(a)y
Fi=[r@]y
g =[f@)] u+ H@)[f @)
ile donhyimiin elemanlanm tammlayahm. X,y .0, ve X,.,.%, doniyimler ise,
X, (%,7,.05), ¥, (X, 9,.6,). it (&, ,a,) de dénigiim olmahdir. Béylece,
%,(%,.7,.0y) = £, (2. .0) (2.50)
Y (X.3.a,) = Y5 (x,y.ay) 2.5
i, (@, ;) = &, (4, ) 2.52)
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yazlabilir. (2.47)-(2.49) denklemlerini kullanarak bunlan gosterelim.

%, = f (@))%, + H(@,),
= f(@,)[f (@)x+H(a)y]+H@)[f@)]'y
= f(@a)x+H(ay)y

yi=[f@p]'7

[ @] [f @]y

[/ @]

[f@] '@ + Ha)[ £ @]

ij; =
@] {lr @ us Hal @]} + Hapls@)]”
Bu durumda
J(a)=f(a,) ) (@) (2.53)
H(a,) = f(a)H(a) + H(@,)[ f(a)] (2.54)

" ise sistem kapahlik azellifini saglar. (2.53) denkleminde a, ve a, kendi aralarninda yer
defistirdifinde (2.53) denklemi defigmez.  Dolayisiyla, kapalihk 6zellifinin
saflanmasi igin (2.54) denklemi de aym defiigim altinda degiymez olmahidir. O halde,

JlapH(a) + H(@a)[f(@)] = [(@)H(ay) + Ha)[/ (a)]
olmahdir. Bu denklem dizenlenirse,
H(ay) f(ap)[1-f(@)] = H(@ay) f(a)[1- f (a)]
elde edilir ve sonug olarak
H(a) = f(a)1- [ ()] (2.55)
olmalidir. Bu inceleme sonucunda, sonlu dondgim fkeyfi bir fonksiyon (f fonksiyonu

sinir ve baglangig sartlan yardimiyla bulunabilir) olmak tizere

%= flax+ f@l-f @]y
y=[f@fy (2.56)
Z=[f@] u+[f @] 1~ f(@)]
olarak bulunur. Bdylece, kapalilik 6zelligini saglayan sistem olugturuldugu gibi diger
dzellikleri saglayan sistem de olugturulabilir. Ozdeslik dénayuma igin fa,)=1 olacak
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gekilde yalmz ve yalmz bir a, gereklidir. Sistem lineer oldugundan her bir elemamn
bir tek tersimn oldugu birleyme 6zelliginin gdsterildign gibi yapilir. Simir gartlanmn
dahil edilmes‘i ve mutlak defiigmezlerin geligimi son iki kesimde incelenecektir.

Son olarak, Hellums ve Churchill'in(1961,1964) galiymasina deginilebilir.
QOnlann analiz metotlan agagidaki adimlan igermektedir,
a)  Degigkenler, parametreler, sumr sartlan ve baslangie sarh yemi degigkenler
tammlanarak boyutsuz hale getirilir. Her bir keyfi fonksiyon da yeni de@iskenler
cinsinden bir fonksiyon olarak tammlanarak boyutsuz hale getinlir,
b) Her bir boyutsuz parametre bir sabite esitlenerck refarans nicelikleni cinsinden
cebirsel denklem sistemi elde edilir.
¢) Omnal problemin parametrelen cinsinden referans miceliklenm bulmak igin (b)
deki denklem sistemi ¢oziilir. Sistem fazla tamniliysa, referans niceliklerinin segimiyle
biitin parametrelerin elenmesi mimkin degildir, bir parametre her bir cebirsel
denklem igin problemde gdriilecektir,
d) Sistem az tammliysa, yani bagamsiz cebirsel denklemlerin hepsi referans
niceliklerinin hepsini 8zellegtirmeksizin saglayabilirse, bu serbestlik derecesi bagimsiz
degigkenlerin sayisim indirgemek i¢in kullamlabilir. Kalan keyfi referans niceliklerini
elemck igin bu sekilde boyutsuz degiykenler birlegtirilir.
¢) Keyfi fonksiyonlar iceren problemlerde bafnmsiz degiskenlerin sayisim azaltacak
fonksiyon simflanm tammlamak énemlidir. Bu, bir veya daha fazla referans mceligini
keyfi birakan fonksiyonlan bularak ¢dzilebilir,

2.4. Yardimca Sartlar

(2.1) denklemleriyle wenlen olabilecck bitin  déndstm  gruplanndan,

diferensiyel denklem sistemlenini konformal olarak déndgtirmeyen gruplar daha
sonraki incelemelere birakildi. G grubunun f fonksiyonlanna getirdigi kisitlamalar
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grup Ozelliklerimi igeren 2.1.1 Teorem'ininin sartlanm saglayacak sekilde clde edilir,
Bitin kisitlamalan saglayan gok farkli gruplann olmasi miimkin ve bu gruplann her
biri sadece diferensiyel denklemleri igeren problemlerin benzerlik ifadesini belirtebilir.
Genel olarak bunlann hepsi yardime sartlarla beraber problemin benzerlik 1fadesim
olugturamaz.

Sadece denklemlerin benzerlik ifadesinin ¢oz0mi grup altinda de@iymez
oldugundan, bdyle herhangi bir ¢6zim yardima sartlar grupla déndgtirildiginde
defiiymez ¢0z0mi( saghyorsa tam problem (yvardumer sartlarla denklemler) igin
degismez bir ¢dziim verebilir. Béylece, f fonksiyonu fizerindeka kasitlamalar defiymez
¢0zime uygun yardume: gartlara gére tammlanabilir.

Ozet : 2.1.1 Teorem'ini saglayan f nin Ozerinde olusturulan bitin gartlar bulunursa,
denklemler igin benzerlik ifadesi tahmin edilebilir. Bu, defiiymez ¢Ozimlere uygun

yardimer gartlara gdre / nin (zenne konan gartlan saglayan problem igin benzerlik

ifadesini verchilir. Yardumer sartlar ve benzerlik ifadesinin sonuslan  Moman v

Gaggioli(1968,1969) da bulunabilir.

241 TEOREM: Y :{x' =b,(c....0"), 1S m, o e[S2.85;] iginf @2.57)

tizerindeka yardiumer sartlar
ﬁ,{ﬁ'yl 1 x'Y,....0p,/ o”x”’,yl,...,yn,x‘,...,x”'}=ﬂ,(a’,...,a’)

olsun. Her aigin y* =1 (x'¥,...,x™*) degliymez ¢dziim ise

x' = f1[b)(c".....6"....b](s" ... .o" )]
olmak lizere
,B:{a'}', / ﬁcxl)‘s"'!ynsxl:l"':xm;a ‘}
s ﬁ r {[f(g;’iow) ]
x( @'y ! ﬁx’)",...,yﬂ,x‘,...,x”",a"‘),...,L(}’,;a*),...,f"'(x‘,...,x”';a*)}
=B (&,..d) |

(2.58)



olarak clde edilir. (Daha defiisik formlar ve bu sonucun ispat Moran ve
Gaggioli(1968) da bulunabilir.) Buna denk olarak,
¥ *(zl,...,z’") =y}(z’,...,z")= Ij(z’,...,z"f)
olmak (zere
z =f‘[b,‘,...,b,‘;a]
igin

B. [f(f,’oo)]{ﬂ- vl 2 .‘.,z"‘;a*),...,f,,(],,;a*),...,f,,(z‘,...,z"‘;a‘)

Ly
-8(d...d)
venlebilir,
Baylece, (2.57) denkleminin ) azerinde (2.58) denklemiyle B, (...)=8, (...

olarak venlen tek yardimel gart

{32 = f1ti( ), b2 )]}
ailesi fzerinde {B;(...)=B,(...)} yardimer gartlariun ailesini verir. ) dzerindeki
her bir B, (.)=B, (..) yardimei yarti (2.58) denklemini saplamasi yartiyla bundan
sonraki kisitlamalar fmin {izerine olugturulacaktir.

2.6 da bu sonucun uygulamalan tartisilacaktr.
2.5 Mutlak Defiismezlerin Tamimi

(2.1) de ifade edilen fnin denklem de@igmezienyle ve yardimer sartla kararh
olacak gekilde donisdm gruplan tammlamr. $imdi geriye benzerlik ifadesine gore her
bir grup igin fonksiyonel olarak bagimsiz degigkenlerin kitmesini tanimlamak kalir.

Mutlak defiigmezlerin tamom klasik Lie teorisine wygun olamk yapilir
(Eiscnhart 1961, Cohen 1931, Ames 1968). Bundan sonmaki tartigmalarda grub

sembolind kullanmak uygun olacafindan bir parametreli
{Z'= fI(2, 2, .20 a)i = 1,2, p}
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grubunun sembolt 2 olmak (zere
Q= ﬁ&’ . Z’)—— (2.60)

ile verilir, burada
E'(Z,....z20)= (B [,/ Ba)(Z ...,z a,)
ve a, dzdeglik elemammn degeridir.
Sembol cinsinden degigmezler agafndaki sekilde tammlamr :
2.5.1 TEOREM: I(Z',...,z7)fonksiyonu Q sembolityle déniigim grubunun mutlak
defiymezidir yalmz ve yalmz Q/s0 ise. Dolaypsiyla, @7, =0 (=l..p-1) in
fonksiyonel bafamsiz ¢dzimleri /,.....J, | ise QI=0 in herhangi bir ¢ozama, R

diferensiyellenchilir bir fonksiyon olmak tizere

olaraklMccdxlcblhr
Deﬁxqmcdcnﬁ “saptanmas: igin /=0 lincer kasmi diferensiyel denkleminin
¢bziimiinin yapilmas gereklidir. Omnek olarak, (2.56) denklemiyle

x=f@x+[(@-f@]y= /' (x.y:2)
y=lf@]y=r )
Z=[/@] u+[f@] [1-/ @] = S*@a)
olarak verilen grubu inceleyclim. [k mutlak defiismez bulunmahdir. Bunlardan bird,

sembolii
(01 [da)(x,y,a,)( &%) + (O] [da)(x.y;a,)( A )
wya
J'@){(x-y)(dox)+2y(d v}
olmak Uzere

S:{f =fl@x+ f@[1-f@y (2.61)

=[f@)'y
ile tammlanan S alt grubunun mutlak degigmezi olmahidir.  7,(x,y) fonksiyonunun S

alt grubunun mutlak defismez olmas igin
S @o){(x=p)( &1,/ 3x) + 2y( A1, [ 3y)} = 0



38

olmas gerekir. Baylece, f'(a,) =0 oldugunda I,

{-y)ontaxyv2ycar fop)}=0 (2.62)
denklemini safilar. n (2.62) denkleminin herhangi bir agikar olmayan ¢6zdmi ve g
keyfi bir fonksiyon olmak tzere (2.62) denkleminin genel ¢dzomu /7, = g(n) ile

verlir. Buna gdre, (2.62) nin bir ¢6zimi

n(x.p) = (x+ )y (2.63)
olarak Lagrange metoduyla kolayca elde edilebilir (Ames 1965). Bdylece genel ¢8z0m
g keyfi olmak tzere

1 =g[(x+y)y™ (2.64)

geklinde clde odilir. Bu ¢dzimdn mutlak defismez oldugu kolayca gorilebilir,
I(x,y) =1,(x,y) ise I, (x,y) mutlak defiymez oldugundan ve (2.56) denkleminden

- L(E.) = g[Fsp)y ] = g[(xrp)y ]
oldugu bulunur.
Diger mutlak defigmez I,(u,x,y) ise Q (2.56) denklemiyle verilen grubun

semball olmak dzere QI, = 0 1 ¢dziminden bulunabilir. Bu durumda, 7,

E xyia) | 24| P v, y2a) |F2
da dx | da dy )
(2.65)

V2.7 al,
—(x,y,u; —==0
+[aa(xyuao)]&‘

denkleminin ¢8zmidir. Bu denklem (2.56) denklemi i¢in di\zenlenirse
I (@) {(x=y)( 01,/ 0x) +2p( 31, [ Fy) -+ D)( I, [ )} =0 (2.66)
elde edilir. Cozim A keyfi bir fonksiyon, y, ve y, (2.66) denkleminin

-1/2

Y=y D, v, =y (x+y)
seklindeki bafimsiz ¢ozimleri olmak tzere I, = Aly,.y,] olarak verilir. Elde edilen

¢0zimin (2.66) denklemini sagladifn kolayca goritlebilir. Bu durumda,
L =y u+1),y™ (x+ )] 2.67)

diger mutlak degigmezdir,
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Ozl bir 6rek olarak,

Limn=(x+y)y™" vo (u+h=y?s(n)
olacak gekilde (2.64) ve (2.67) denklemlerinin g ve A &6zl fonksiyonlan olsun. Bu
dénbgimile, (2.38) Burger denklemi

1 1
0 'pm = ()
S =1+ > '+ 5 S
benzerlik denklemine ddnigilr veya
(d/dn){f' 2 St nf}=o
buda
f‘—-;-f’+%nf=sabit

Riccati denklemi formunda integre edilir.

r :

B

2.6 Timdengelimli Benzerlik Metoduna Omek

Bu kesimde, sonsuz dizlem tizerinde kararh 1ki boyutlu lamipar sikighnlamaz
sumr tabakas: alapumn klasik bir 8mefi incelenerek konu agiklanmaya galigilacaktir,
Ik olark Gaggioli ve Moran(1968) tarafindan incclenmigtir,. Burada yardimea
sartlann nasil bulunaca@ amaglanmgtir,

u(x, y) dizleme paralel, v(x,y) ise dizleme dik iz bilegenleri olmak zere

wa, +vu, -~UU, —w =0, v sabit 2.68)
u +v, =0
denklemlerini x>0, y20 diizleminde
wx0=0, v(x0)=0, ulxy—>rw)y=Ui) (2.69)
yardiumer gartlanyla beraber diglinelim. U(x), u(x,)), v(x,3) x>0, y>0 tzerinde analitik
olsunlar.

Amag, yardimer sartlara uygun defiigmez ¢dz0mlen Morgan teonsiyle tahmin

ederck benzerik ifadelerini tammlamaktr, Grup déniigimlen tzennde gerekhi sartlan
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tammlamak ic;_in. yardimel sartlann analiza de@igkenlenn defisimi vasitasiyla yapilir,
Yukanda verilen 6rnekte oldugu gibi, yardume sartlarda goritlen 8zl fonksiyonlardan
zaman zaman yararlamhr,
w(x,y)=u(x, )/ U(x)

olarak alindhfinda (2.68) ve (2.69) denklemlen x>0, y20 i¢in

Uww, +vw, = (1= w)U, = vw, =0 270

Uw+Uw, +v, =0
seklinde ifade edilebilir,. Yarduma gartlar ise
w(x,0)=0, v(x,0)=0, wix,y—x)=1 2.7D
geklindedir ve w, U x>0, 20 tizerinde analitiktir,
Degigkenler igin ddntigim grubu genel olarak alinabilir, fakat bu 6mek igin

Gw=f,(wa), U=f,(Ua). v=/f,v;a)
y=f'(na), x=[f(xa)
grubunu alacafiz. Morgan tconisine gdre (2.70) diferensiyel denkleminin konformal

de@ismezlen )
W=Ww
7 =C,(a)U
Giv =[C (@] 'v (2.73)
y=Cay+Cya)
% =[C (@] Cya)e+C, (@)

olarak ahmr, burada fmin stireklhiliffine gore C nin en azandan streklilifi kabul edilir,
Sonra, & alundakd degigmer fonksiyonlar  yardhmyla (2.71) deoklemiyle
venlen yardimel sartlann (2.73) denklemindeki C Gzenope getirdigi kasitlamalar
bulunmalidir. 2.4.1 Teorem'indeka gdstennme uygun olacak sekilde w igin defiigmez
¢dzim I, (z',2%) ile gdsterilsin.
(2.71) denkleminin i1lk yardima sart1 igin
y=0 ve x=0>0 is¢ P(wx,y)=w=0

dir. Boylece, (2.59) denklemiyle

Q72



41

' = fY(oia), ' =[P (0,a) igin f,[[,(z‘,zz');a"‘]=0 (2.74)
bureda a mn botin deferleri igin W =1, (%,9) = 1,[/* (x:a),/” (y;a)| dir. Ters
elemanin yok olmamasi igin herhangi bir a igin C;(a) sifira egit olamadifindan (2.73)
denklemiyle, (2.74) denklemi

2 =[C @] Ci(@o+C,(a) igin I, [z' :C, (a)] =0
olur. C,(a)=0, C,(a,)=1 ve C,(a) strekli oldugundan her a igin C,(a)>0 oldugu
gorilir, Béylece,

vZ' >C,(a) igin 1,[2:C,(@)]=0 2.75)
dir. ,

C,(a)>0 ve o mn bir N komgulugunda sabit olmayacak gekilde a mn o' gibi
bir degeri oldugunu kabul edelim. x>0, y>0 tzerinde analitik olan I, (x,y) ile ¥z' >0
igin I, (z',C,(a")) = 0 oldugu gorilar. C,(a) mn sabit olmadigs N deki her a igin bu
a:gtﬁncnti tekrarlayarak, N nin goérintdsd olan agik arabk fzerindeki Vz' >0 w
vz} >0 igin I, =0 oldugu bulunur. Baylece, Vz' >0 ve Vz* >0 igin 7, =0 elde
edilir, Bu durumu 8nleyebilmek igin

C,(a)=sabit velveya C,(a)<0
olmahdir. Sabitse, grubun dzdesligi
y=Ci(a)y+C,(a,)
oldugundan C, (a) sfir olmahdir.” Bu yozden C,(a)<0 dir. O halde
7=Ci(@yp+C,@) = C,(@)y-|C,(a)

voya
y=[VC@p+[C,@)|/C,@)] (2.76)
dii‘. a =4 igin ters grup
y=C@7+C, (@) = (@7 -|C,@)| @77
olarak ifade edilir. Yukandaki (2.76) ve (2.77) denklemlerinden
-C, @) =|C, @)/ C, (@) (2.78)

bulunur.  Baylece, C,(a)>0 oldugu zaman (2.78) denklemi C,(a)=0 olmasim
gerektirir.  $imdi her a igin C,(@) >0 olsun Herhangi bir a igin C,(a) sifim egit
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olamaz, aksi taktirde (2.76) denkleminden ters cleman bulunamaz. Ouzdeslik
déntyominden C(a,) =1 oldugu gorilar. Bu yorumlar C| in streklilifinden
yaralamlarak yapilir. Sonug olarak, her g iin
C,(a)=0
dir.
Diger suur sartlan v(x,0)=0, w(x)—»0)=1 benzer bir yontemle kolayca apaliz
edilir ve C nin Ozenne kisitlama getimnedif goérildr. Yami,

w=w, T=C(aU, v=[C(a)]'v

: o @79
y=Cfa)y, x= [C, (a)] Cy(@x+C,(a)

seklindeki & sumflan altinda konformal defiymezli diferensiyel denklemler ve yardimer
sartlar de@iymez ¢Oz0mle uyumludur. Bu formu saglayan farkh doéniigim gruplan

bulunabilir. Fakat ¢ogu problemde aym ¢oz0moOnd verir. (2.79) denklemiyle whlcn -

yapiya uygun 8zel bir grup altinda defismeyen ¢dziim, aym yapiyn saflayan difier
gruplar altinda da defngmeyebilir.

(2.79) denklemiyle venlen gruplann mutlak de§iymezlerini tammlamak igin 2.5
de werlen sonuglar kullamlir. (2.79) denklermm saglayan herhangi bir grubun
fonksiyonel olarak bagimsiz dort tane mutlak defismez olmahdir. Bunlardan bin,
dmegin 1,

$:7=Clayy, %=[C(®)] Ci@x+C,(a) (2.80)
alt grubunun defiymezi olmahdir.  2.5.1.Teoremiinden @, § alt grubunun sembold
olmak dzere mn(x)) mn mutlak defigmez olmas: igin gerck ve yeter gart On=0
olmasidir. Boylece,

p=lecce, +clicyic] (2.81)

a=ay

r=(C) /C{]MB (2.82)

olmak tizere
On=(px+r(n/ox)+y(dn/dy)=0 (2.83)
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dir. (2.83) denkleminin genel ¢8z0md, g keyfi ve A(xy))
(px+r)(OX/Ax)+ y(OA/OY) =0 (2.84)
denkleminin sifirdan farkh ¢8z0m0 olmak (zere n=g()\) ie wenlir. p0) ve p~0
durumlanna gdre bafimsiz iki ¢ozm clde edilir.
p#0 igin (2.83) denkleminin genel ¢8z0hmi dediskenlenin aynmyla
A=yl (px+r)'? (2.85)
olmak {izere
h= &y (px+r)") (2.86)
olarsk bulunur. QA=0 oldugundan, A (2.80) denklemini saflayan herhangi bir
grubun mutlak  defiigmezdir. y) isin dénisim mutlak defiymez olarak, yani
Axy)=A(%,7), kesin kisitlamalar C nin tizerinde olugmalidir. (2.80) denklemiyle
Ea=[C@]" C@ =/ p){[él @] - 1} 2.87)
olmak {izere B
i 4 Ci(@)y
(FE+r)'" { p[("',"1 (.t:z)]z("j'3 (@)x+ pC, (a)+ r}

= (2.88)
denklemi y/(px +r)"? ye egittir. Bu noktada, (2.80) denklemini saflayan fonksiyon
kilmesi, grup tammm saflayan kiime olarak kabul edilmez. (2.87) denklemi
saflanmazsa, y/(px+r)"? depigmez olarak dandgmez ve S (G nin alt grubu) grup
degildir. Dolayisiyla, p#0 oldugunda G grubu (2.79) denKlemini ve  (2.87)
denkleminmi sajlamalidir, yani

af7=w T -[G@]”. v=[C@]v

: ) o (2.89)
y=[C@)y. z=[C@]|xc+rip-rip
olmahidir.
p=0 durumu i¢in, (2.84) denkleminin ¢dz0imi £ sabit olmak izcre
}.=y/exp[xlr+k] (2.90)

dir. Bu durumda genel ¢8z0m
B=2(4)
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geklindedir. }.(x: y) mutlak degiymez oldugundan, ﬁ(x, y)= }.(f,}T) dir.

-~ A A 2 .
Cy@y=riC,(@)], [C@] E@y=i 2.91)
olmak tzere (2.80) denklemiyle
y _ Ci@)y

cxp[f Ir+k ] ) exp[(i (a)/ r] exp{[(:‘l (a)]2 (3'3 (a)x/ r}
denklemi y/exp[x/r + k] ye egittir.
Bu durumda, p=0 oldugunda G grubu (2.79) denklemim ve (2.91) denklemini
saglamalidir, yam
4 W=1v, 7=[¢, (a)]_zU,A v=[¢, (a)rv 292
y=C(ay, X¥=x+rinC (a)

olmahidur.
Sonra, (G ve G gruplan igin iig mutlak degiymez tammlanacaktir. C.(a,) grup
dzdesligi olmak tzere, herbangi bir G- grabunun sembold

8 8 @ e
=(p=DU—=v——rt y— —|= 2.93
0=(p-DU— v§v+y§y+p(x+p)ﬁx (2.93)

dir. 08 =0 ise §(w,U,v,x,y) fonsiyonu (2.78) denklemini saglayan herhangi bir
grubun mutlak degismezidir. Dolaywsyla, 1, (=1,2,34), 04, =0 mn bagimsiz
¢ozomleri ise,(F, = 0 1n genel gozima [ keyfi olmak ozere g, = ﬁ(}.l,:lz,:‘is,:’i‘) ile

venlir, Defigkenlenin ayngimmyla
Ao=w, A,=Ulx+r/ p]ww—l
Ay=v[x+r/ p]up vo A,=y[x+ r/p]—"’
g, = 0 1n bagamsiz ¢oziimleri oldugu kolayca garilebilir. Baylece i=1,2,3 igin
WU v x,)=T,(w.U(x+r/ p)¥ vix+rip)? p(x+rip)'")y (2.94)
dir.
Stiphesiz, (2.94) denklemi gok degiyik sekillerde segilebilir, Ozl olarak,
7= &(x,p) = ylxwrl p] "
g (wU,v,x,y)= 11 =w
g (WU, v.x,.y)= 3,2 = v[x+ r/p]w

g=4=U [x+r/ p]@p)-l
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fonksiyonel bafamuiz §.§, .3, ve £, niceliklerini segelim. Morgan teoreminden

G=waF (7 (2.96)
& =fx+r/ p]"” = Fy () @2.97)
g =Ulx+r/ p]""" = F() (2.98)

olarak bulunan bagintlarda (2.71) diferensiyel denklem adi diferensiyel denkleme
dénigr.

U=U(x) oldugundan  Ufx+r/ p]prsadeoe x in fonksiyonudur.
F,= F;[y(x + r/p)'”"] x ve y ye bagh oldugundan U/, gibi bir sabit olmaliir. Sonug
olarak,

U(x)=U(x)=Uy[x+rip] " (2.99)

elde edilir. Bu ise, {(x) in keyfi olarak tammlapamadiim fakat (2.89) ile verilen G
grubu altinda defiiymez problemin ¢dzitmi olacak gekilde (2.99) denklemini saglamasi
anlanundadir. b "

(2.95)-(2.99) denklemleriyle, (2.70) denklemi igin n ye gore adi diferensiyel

denklemler
WwIUNE, +(il pEF, - BF 1U,-N-2/ p[(F)*-1]=0

A (2.100)
-2/ p) B -l pF +F, 1U,=0
olarak bulunur. (2.71) yardune sartlan ise
F(0)=0, F(x)=1, F,0)=0 (2.101)

F,. F, A>0
geklindedir.

(2.70) ve (2.71) denklemlenyle venlen problemin benzerlik ifadesi (2.99)-
(2.101) denklemlenyle verlir. (2.101) denklemindeki sartlar altnda (2.100)
denkleminin ¢8zOmdyle beraber (2.99) denklerm problemin benzerlik ¢8zimt olacaktir,

p=0 ahmarmk G gruplan  Ozerine olugturulan baska benzerlik ifadeleri
bulunabilir. Herhangi bir G grubunun semboliy

A é a é é
O=2U~—-y—+y—tr—
au ov “dy dx

olmak tzere()3, = 0 denkleminin ¢aztmi
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l=w, 1 = Uexp|[2x/r+2k]
A= vexp[x/r+k], i, = yexp[-x/r-kj
olarak elde edilir. Sonug olarak Q:l, =0 (i=1.2,3) genel ¢6zimn f‘, keyfi olmak tzere

gwUyvx = ﬁ[w,Uexp(zx/r +2k). vexp(x/r+k),yexp(-x/r- k)]
dir. &, mutlak degiymez oldugundan dzel olarak

1= g(x,y) = yexp[-x/r—k]
gi=4=w=E(@®

8, = A, =vexp[x/r+k]=F,(3)
8, = A, = Uexp[2x/r+2k] = £,(3)

i

seklinde segilebilir. (%) x ve y ye bagh, U=U(x) oldugundan, U, gibi bir sabit

olmalidir. Baylece,
- U(x) = U(x) = Uyexp|-2x/r - 2k]
T olamsk bulunur. (2.70) denklemleri
[IU)E +[i1 il = By 10, + @1 e =D =0
2+ 3F ~(rIUDE, =0
denklemlerine dontgr ve (2.71) denklemleriyle verilen yardimer sartlar 7, F, #>0
i¢in analitik olmak tzere
=0, £0)=0, F(x)=1
sekline dondygir.
Sonug olarak, (2.72) denkleminden daha genel sistemler kullamldifinda ortaya

¢ikabilecek durumlar incelenir,. Bu amagla Woodard(1971) tarafindan gok sayida

galiyma yapilmistir. Omegin, —
uu, +vu, =u,, u, +v, =0 (2.102)

olarak tammlanan basing efiimi olmayan simr tabakas: denklemlerinin

x=[*(xya), Y=["(x.ya) (2.103)
#=C,(au+C(x,y.u,v;a), v=Cia)yv+C,(x,y.u,v,a) S
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scklindeka déndgim smufiyla incelendigimi kabul edelim. Degigmez gartlar ve grup

8zelliklen
¥ =2C;°C,x, y= Ce.z{ca)/'*' (C; "C4)x} (2.104)
u=Cu, v=Cew+(C;-Cu

grubunu olugturmaktadir. Degiymezlerin genel formundan, m = C."' (a)/ Cs’ (a) olmak

fizere
n= yxll(m—l) + x(nhl)lm—l)
wux™E™ = f(n) (2.105)
W—llm +u(m—l)1m = h(n)
Ozel simfi segildiginde
v=h(nu'™ -u
oldugu gorilar.

En gencl formlar kullamldifinda, grup Ozelliklerinin saflandigina dikkat
edilmelidir. Kapalilk 6zellifinin saglanmasi ve grup altindaki defiiymez, burada
L. Cy(a) ve Cy(a) olarak tammlanan parametre fonksiyonlanm genellikle sifirdan farkh
olacak sekalde kasitlar.

Bu tekniklerin uygulamasi daha genel olarak, reel simr tabakalan ve boyut
anslizinin genellestinlmesi Moran ve Gaggioli'de(1968), diftizyon ve difier donigiim
problemlent Woodard'da(1971) bulupabilir,
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L BOLIM
BIR PARAMETRELI GRUP TEORISINE GORE BENZERLIK
DONUSUMU VE KORTEWEG-DE VRIES DENKLEMI

Kismi diferensiyel denklemlerdeki bagimsiz degiskenlerin say1sim azaltabilmek
amaciyla yapilan déniiyimlere benzerlik dénisimid ve bagunsiz dedikenlen azaltan
dénigim defiskenlerine de benzerlik degiskenleri denir. Benzerlik degiskenlerini
gelistirmenin ¢esitli yontemlenn vardir. Bunlar arasinda serbest parametre ydntemi
(Geis 1955, Hansen 1964), defiigkenlerine ayirma  ydntemi (Abbott ve .Kline) ve grup
teori yontemi (Michal 1952 , Birkhoff 1960 ,Morgan 1952 ,Ames 1965 , Manohar
1963 , Moran ve Gaggioli 1968) venilebilir. Serbest parametre yonteminde, ilk olarak
baglangig garti ve sumr sartlan incelenir. Daha sonra dondydm uygulanacak olan
diferensiyel denklem, baglangi¢ ve sumr sartlanyla beraber doniigtirilmek tzere
bagimsiz degigkenler igin doniiydim fonksiyonu olugturulur, Dolayisiyla ySntem,
aligilmuy bir yontem defildir ve problemin dofal yapisim da anlamayr gerektinr.
Degigkenlerine ayirma tdntemi, klasik bilinen degiskenlerine ayumma y6nteminden
ibarettir. Simr gartlanmn déndgdmd serbest parametre ydnteminde oldugu gibi ilk
olarak incelenir. Grup feorisi yénteminin uygulamas ¢ok kolay ve agiktir. Benzerlik
déntgimi, grup teorisi metodunun kurallanna gére oldukga basit bir gekilde elde
edilebilir. Diferensiyel denklemin simr sarhi ve baslangig sartlan diiginilmeden bu
dénigim altinda incelenir. Bu gekilde bir kag bafomsiz degigkenli kasmi diferensiyel
denklem adi diferensiyel denkleme dénigtirilor. Diger bir deyigle, bu sekilde clde
edilen doniydm altinda baglangig wve smur  jartlanmn  dOndgtirilop
dénbgtirilemeyecedi bilinmez, Dolayisiyla, benzerlik degiskeni gelistinildikien sonra
baglangig ve sumr sartlanmn déndgimd incelenir, Burada benzerlik degiskenlerimn
bulunabilmesi igin bir parametreli grup teonisinmin sonuglan verilmektedir ( Morgan
1952).
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x, (i=1,.,m) bagimsiz degiskenleri, T, (/=1,..n) bagimh defiskenleri
gostermek Ozere
Fi(x.,T)=0, i=l..,m, j=l..n G.D
seklinde kapah formda verilen knsmi diferensiyel denklem sistemim gdz6niine alalim,
Bir parametrehi déniigtm grubu ve ilgili benzerlik degiskenlenimin tamm igin ydntem
asagidaka gabidir ;
Bir parametreli donilgim grubu
=ad"x, 1=1..m (3.2a)
T,=a"T,, j=1,...n (3.2b)
olarak tammlanan yeni ¥, bagamsiz defiigkenlerini ve T, bagimh degiskenlerini igerir.
Burada a sifirdan farkh reel bir parametredir. B, ve 1y, ise (3.1) kismi diferensiyel
denkleminin (3.2) donigimi altindaki mutlak dedigmezlen olammk tammlamr. Yam
Fy(x.T)) = Fy (%, T)) 33)
dir. Builigki B, ve y,yitammlayabilecek cebirsel bafantilan verir.
(3.2) denklemleriyle verildifi gibi bir parametreli donigdm  grubu
tammladiktan sonra benzerlik defiigkenlennin tamm igin sonuglar simdi venlir :
(3.1 kasmi diferensiyel denklem sistemindeki x; bafamuiz defigkenini yok
edelim. Benzerlik de@igkem agafda venldifi gibi ik ekalde tammlamr :
1) P, =0 ise (3.1) sistemindeki x, bafamsz defigkenini yok eden benzerlik

degiiskenlen
b \ )
n, xf”ﬂ‘ . i=23,...m (3.4a)
T (x,.%;.....%,,) ] )
g = (M2 Ngsees M) = / lx,j,ﬁ,‘ » J=L2,...n (3.4b)

olarak verlir (Morgan 1952).
2) B, =0 ise (3.2) denklemleriyle verilen bir parametreli déndgam grubu
X a=x+lna ve X=a"x, (=2, .m (3.5a)

T =aT,, j=12,..n (3.5b)

olarak venlir. Benzerlik defiskenlen 1s¢
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X

n=——m—, i=23...m (3.6a)
" ep(Bix)
T, (x,x,,...,%,)
g = (MpaMseenum,,) = =22 j=1...n (3.6b)
exp(Y ;%)

olarak elde edilir.

(3.4) veya (3.6) denklemlenyle venilen benzerlik degiskenlern (3.1) kasmi
diferensiyel denklem sistemine uygulandiginda ve belirtilen islemler yapildifinda
bagimh degigkenleri g,,g,....,£, olan yeni bir kismi diferensiyel denklem sistemi elde
edilir.  Yeni sistemdeki n,.....1,, bagunsiz degiskenled (m-1) tanedir, yani (3.1)
ofjinal sisteminin bagimsiz degigkenleninin sayisindan bir cksiktir, Bu isleme adi
diferensiyel denklem sistemi ¢lde edilinceye kadar devam edilir.

Basit ve sonucun ek olmasi bu yonteme avantaj saglamaktadir. Baslangic ve
siuur garflan ddgOntlmeden, problem igin benzerlik dontgomlen olusturulur. Daha
sonra bu: benzerlik dondgtmleni altnda baglangie ve smur sartlanmn d6ndgimi
incelenir. Bwa.glﬁgl?;mus;rﬂanna benzerlik dontsimd uygulandiktan sonra clde
edilen yeni sartlann bazlanmn aym olmas durumunda benzerik déndgiimi
uygulanabilir. Genellikle sifirdan sonsuza giden bagimsiz defiskendeki benzerlik
baglangig ve siumr sartlanmn dondgiimil igin daha uygun olmaktadir(Ozasik 1980).

Simdi Korteweg-de Vres (KdV) denklemini bu yontemi kullanarak adi
diferensiyel denkleme indirgeyelim.

3.1 KdV Denklemi Icin Bir Pamametreli Déniigtim Grubu

Korteweg de Vries (KdV) denklemi € ve 1 sabit olmak tizere

u u u
— Ut p——=0, (0<x<w,t>0 3.7
o Ny TH e =y Oer<or>0) G

seklinde ifade edilmektedir, Yeni degiiskenleri

T=avx, T=a%t, @=au

scklinde ifade edelim. Bu defiigkenlere gore
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ot 73
i
x ax
ox? ox?
=8_3.,:‘_ =alb—a _‘z_s_lz
ox’ ax!

trevien elde edilir. Bu tiirevlen (3.7) KdV denkleminde yerine yazilirsa

-7 _ou o'u
adc‘_-’_mb—uu +m3&—c‘ 3___
ox

0
ot ax

denklem bulunur. (3.7) ve (3.8) denklemlerinin benzer olabilmelen igin
d-e=b-2e=3b-¢

(3.8)

3.9

cebirsel denklemim saglayacak sekilde b, d ve e sayilanmn bulunmals1 gerekir. (3.7)

KdV denklemindeki zaman (f) degiiskenini yok etmek istedifimizden dolayr (3.9)

cebirsel denklemlerinin ¢8zimiinden
5y’ 4
d 3 d 3

olarak elde edilir. Bu durumda, n ve g(n) benzerlik degiskenlen

tbld tll3

- ulx,t) u(x,b)
g = (t.m' = :_m.

geklinde venilebilir,

(3.100)

(3.10b)

Benzerlik defiigkenleri bir parametreli grup oldugundan (3.10) ile verilen

benzerlik de@igkenlennden farkl benzerlik de@igkenlen de bulunabilir. Ancak sonugta

elde edilen adi diferensiyel denklemin aym oldugu gérilmekiedir, Fakat baglangig ve

suur sartlanmn getirecefi kasitlamalara bagh olarak en uygun benzerlik defigkeni

segilir.  $imdi KAV denklemu igin (3.10) ile verilen benzerlik de@iskeninden farkh

benzerlik degigkenlen dmeklen verelim:

n=(x+0O1"

(3.11a)
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e(m =(u(x,t) + ‘-l-)t’“ (3.11b)
_ &

benzerlik  defiiskenlenmin KAV denklemine wygulanmasi  sonucunda  (3.14)
denkleminin elde edildigi kolayca gérilebilir. Yine
n=x(t+a)’™”’ (3.12a)
g(m) = u(x,0(t +a)™ (3.12b)
benzerlik defigkenlen de KdV denklemi igin (3.14) denklemimi venir.  Ancak
Rosales(1978) tarafindan incelenen
n=x(307" (3.13a)
g(m) = u(x, 01" (3.13b)
benzerlik defiigkenleni KdV denklemine uygulandifinda

+ (28 - 77 E.20=0
dn’ dn

nonlineer adi diferensiyel denklemi clde cdilir. Bu denklem ie (3.14) denklemm
arasinda yapi olarak ¢ok 8nemli bir fark olmadifa agikea gorilmektedir,

Biz, (3.10) ile venlen benzerlik degiskenleniyle ¢ahiymamn uygun olacagim
diiginerck buna gdre nimerik ¢dzim yéntemini olugturmaya gahighk.

3.2 KdV Denklemine Benzerlik Degiskenlerinin Uygulanmas:

(3.10) benzerhk defiskenlenne gore tiirevler

Gu 1de 2 ot

—— _———17

c?t 3dnp -'.'3-“
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olarak bulunur. Bu tirevler (3.7) KdV denkleminde yerlerine konup gerekli
diizenlemeler yapilirsa

d’g 1 dg 2
| == =_Zo=0 3.14
! 3 +( n+ 58) ] 38 (3.14)

seklinde nonlineer adi difcrcnmycl denklemi elde edilir. Amacimiz bu denklerm uygun
sartlar altinda ndmenk olarak ¢8zmektir.

3.3 Baslangig Ve Smir Sartlarma Benzerlik Degigkenlerinin Uygulanmasi

Benzerlik defiigkenlen altinda herhang: bir kasmu diferensiyel denklerm adi
diferensiyel denkleme indirgeyerck ¢8zcbilmek igin, kasmi diferensiyel denklemin
baglangig ve sir gartlaniun benzerlik degigkenlen altnda, adi diferensiyel denklemin
¢0zimind yapabilecck gekilde uygun sartlara dOnGgmest gerekmektedir,. Bu da

genellikle x-ckseni sonsuza giden sartlar igin uygun olmaktadir. Buna gore

A u . ~
—_— U — —~—=0, (0<x<w, t>0 3.15
o o P O<x<ot>0) G-19)
u(x,0) =u, , (0<x<<0) (3.16a)
(0,0 =u, | (0) (3.16b)

geklinde tamimlanan yan sonsuz cksen dzerindeki KAV denklemi igin baglangig sumr
defier problemini inceleyclim (Fokas ve Ablowitz 1989, Marchant ve Symth 1990).
(3.16) sartlan benzerlik defiigkenlen altinda

n—+w, g(n)=0 (3.17a)

=0, g()=us" (3-17b)
geklim alir,  Dolayisiyla arik (3.15) KdV denkleminin (3.16) gartlan altindaka
¢dz0mi yerine (3.14) nonlincer defisken katsayih adi diferensiyel denklemin (3.17)
sartlan altindaki ¢dzmit aragtinlmahidir,. Problemin adi diferensiyel denklemler igin
sumr deger problemine dondgtiigh agikga goérilmektedir. Nonlineer adi diferensiyel
denklemin ¢dz(umit , nonlineer kasmi diferensiyel denklemin ¢8zimiind yapmaktan
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daha kolay oldugundan yapilan donlgim bu aqidan avantaj saglamaktadir. Bu
yapuun nonlineerlifi dolayimyla analiik ¢8z0minin kolay olmayacaf, fakat ntmerk
¢dzlunlerin daha kolay ve sonuglann daha kapsamhi sekilde ifade edilebilece@
digindlmistir. Aynca, bu tip déndstimler defisken sayisim azaltti@ icin nimenk
tekmiklere de uygulanabilirlifi daha fazla olmaktadir(Jordan ve Smith 1987).

‘ Simdi niimenk ¢6zime gegmeden Once sonlu fark yaklasimlanm kisaca
agiklayalim,

‘3.4 Sonlu Fark Yaklasimlar:

Diferansiyel denklemlenn yaklajik g¢ozimlennnde en  ¢ok  kullamlan
yﬂntcmlcrdcn biri sonlq fa;k yaklanimlandir. ~ Taylor senisi yardimiyla diferansiyel

denklemlerdeka tirev degerlen sonlu fark yaklasimlan olarak ifade edilir, Simdi tirev
degerlerinin sonlu fark yaklagimlanyla nasil ifade edildigini kisaca agiklayalim:

A
J(x)
fG-h)
x-h x x+h ?

Sekil 3.1 Taylor serisi tenimlerinin gdsterilist
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fx) in Taylor serisine agilabilir bir fonksiyon oldugunu kabul edelim. Sekil 3.1
de gosterildigi gibi x noktas: civannda fx+h) ve fix-h) fonksiyonlanmn Taylor serisi
agilim

. . Y LA & _ i
f(_x+h)=f(x)+hj'(x)+—2-'—f"(x)+§f'"(x)+... (3.18a)
hz' n
f(x+h)=f(x)-hf’(x)+—i&—f”(‘x)——éi—f"’(x)+... (3.18b)

olarak verilebilir. Burada tisler (') x ¢ gdre tirevi ifade ctmektedir, (3.18a) ve(3.18b)
e venlen Taylor sensi agihmlan kullanilarak / '(x) ve f "(x) binnet ve ikinci derece

tirevlen igin de@igik sekillerde sonlu fark yaklagunlan bulunabilir.

3.4.1 Birinci tiirevler

S binine dereceden threvinin  sonlu fark yaklasimu, (3.18a) ve (3.18b) denk-

lemlerinden /'(x) in ¢éztmiyle
: o 2
o= LEBZSE 2oy L i ga9)
— — £ 2
j‘v(x) = f(x) f(x h) +_’_’_/‘:y(x)+!£_fm(x)+-” (320)
h 2 6
olarak elde edilir. (3.18a) denkleminden (3.18b) denklemi ¢ikartilarak elde edilen
denklemden /(x) ¢ozillddgiinde
o S+ = f(x=b) K
S (x)= m 5 S (x)-... 3.21)

dir. (3.19), (3.20) ve (3.21) denklemlerinden x noktas: civannda fx) fonksiyonunun

birinci tiirevi igin

=L ('”"; =S oy ileri fark (3.22)
1

ey o LY=L x=h) oy
/= h O geri fark (3.23)




S(x)

fm

V2

-2 i~{ ‘ ‘+{ e2

Sekil 3.2 fx) in sonlu farklarla godstenmi

S(x+R) ~ f(x-h)
2h

yaklagimlan yazlabilir. Burada O(#) gosterimiyle hatamn A derecesinde ve O(h”)

S(x) = +O(h*)  merkezi fark (3.24)

gOsterimiyle hatamn A* derecesinde oldugiu ifade edilmekiedir. Bu ifadelere kesme
hatas1 denir ve A—0 olduZunda hatamin 4 ile orantih oldugunu gdsterir.
Sekil3 deka gastenimler kullamlarak,
x=ih, x+h=0U+Dh, x-h=({(-hh, " ]
Vs, (3.25a)
J=/f, fix+hy=/f, . [x-W)=],. VS. (3.25b)
15¢, x noktasi civarinda f{x) fonksiyonunun binnei tiirevinin sonlu fark ifades: (3.22),

(3.23) ve (3.24) denklemlennden yararlamlarak
f;p= f;nh— .’; + O(h)

ileri fark (3.26)
pr=dizdn *th +Ok)  geni fark (3.27)
fr= Iwz_"h!r_ua(hz) merkezi fark (3.28)
geklinde yazlabilir, Burada
ol
o 1 dA:

i

anlamundadir,
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Dleri ve geni fark »# mertebesinde hassas olmasina karsin, merkez fark A’
mertebesinde hassastir, Binnci derece tiirevin ilen ve gen fark gdsterimi igin daha
hassas ifadeler de bulunabilir (Ozagk 1980, Smith 1985, Mathews 1987).

3.4.2 Ikinci tiirevler

x noktasi civannda bir fx) fonksiyonunun f”(x) ikinci tirevinin sonlu fark

yaklasimim bulmak igin
S(x+2h) = £(x)+2hf"(x) + 2K " (x) + %h’ S (4. (3.2%a)
S(x=2h)y= f(x)=2hf"(x)+ 2K f"(x) - %h’ L (4) ... (3.29b)

Taylor senisi agthmlan kullamhir. (3.18a) ve (3.2%a) denklemlen arasinda f '(x) yok

edilirse T
fn(x) = f(x) —f(x+zgh) — 2f(x+h) -hf’"(x)... (330)

bulunur. Benzer olamk, (3.18b) ve (3.29b) denklemlen arasinda f'(x) yok edilirse

S(x-2R) - f(x)-2f(x+h)
h2

bulunur, (3.2%a) ve (3.29b) denklemleri arasinda f'(x) yok edilirse

Jr(x) = B (). 3.31)

SOx-W+f(x+-2f(x) 1

n 12
bulunur. (3.25a) ve (3.25b) denklemleriyle tammlanan gésterimler kullamlarak, x
noktas: civannda /" (x)ikinci derece tirevinin sonlu fark yaklagimlan (3.30), (3:31) ve

[rx) = R (x)..  (3.32)

(3.32) denklemlerinden
s 4 ‘21;;}1 tJit Loy ileri fark (3.33)
fradea=2finth o) gtk (334)
pradie1m Zh{; ity Oy merkezi fark (3.35)

olarak yazlabilir. Burada
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dir. Merkez fark yaklapum O(A?) mertebesinde, ileri ve gen fark yaklagimlan om
mertebesinde hassastir.

x noktas1 civannda f{x) fonksiyonunun daha ylksek dereceden titrevilen de
benzer olamk bulunabilir (Mathews 1987). Sckil 3.2 de gosterilen bir i digdm
noktasindaki f{x) fonksiyonu igin ¢eyitli dereceden tiirevlenn sonlu fark yaklasimlan
agafndaka yekilde venlebilir:

3.4.3 O(h”) mertebesinde hassas merkezi fark yaklagimlan

f_r= j;+t _fH
! 2h

o —2f +
j;u= /;H h«{; -f;-l

Jo2 =2+ 20— s

l/;”’= 2h3
£ = Jia =4S +6L-4S .+ [,
i h4

3.4.4 O(4') mertebesinde hassas merkezi fark yaklagimlan

fr= —Sug + 80 =8+ S

‘ 12h
j;u§ *f;n + IG-I;H - 30{; + lf’f;—l - f;~?.
12h
j;m?__ _fﬂ + 8-',:"«2 - ls-fii-l t [Sfi—l — 8fl—2 +j;—;'i
Sh

g o s N2 7390 IO 39 ¥ 12y Sy
6k
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3.4.5 O(h*) mertebesinde hassas ileri ve geri fark yaklagimlan

= 4{;‘ +Jia geri fark
fr= 2f, =5/ +24ft+2 —Jus deri fark
h
2f,-5f,+4f_,—- 1. )
j;"= f: -’:Ihzﬁz f;3 genﬁlrk
fme =5, +18/,, - 24/, + 14/, - 3/,
! 20
[ 5018/ ,+24f_,-14f ,+3f_,
! 20
£ 2 3/,-141,,+26/,, —34ﬁ+3 +11f4 =2/,
h
f(:v) = 3./; _ 14f;—1 + 26f;—z — 24f1—3 +1 lf;-4 -2/ -3
i X
3.5 Nimerik Cizim

(3.14) denklemleninin (3.16) gartlan altindaki niimenk ¢8z0mind threvler igin

sonlu farklar yaklagimlanm kullanarak olugturalim.

ég_= g&l "gl—; +O(hz)
2h

dn
d’g = Zis2 -2g,, +28, -8, +O(H)
dn’ 2n’ '

olmak tzere (3.14) denklerm
Ag ,+Bg +Cg+Dg, +Eg, ,=0, i=],. . N=1

olarak sonlu farklar denklemi yeklinde ifade edilir. Burada

(3.36)



0 h 2h th (A-1)h 4

Sekil 3.3

1)1 = —2/J+hz(£g[ —;—‘h]

E =p
: dg
dir. Simrlarda ;‘T\- = 0 oldugundan

=0 lgin g =g,, 8o = Uyt™?

I=N igcin gy =8y, By=ut”

olur, Bu durumda
B A] + C] Dl El -
32 C2 Dz E2
4 B, G b K
A‘ B4 C4 D4 E4

km—x)x(zv—l)

3.37)
XT= [31 82 "‘gﬂ“l]lx(N—\)

BT = ['Blgo -4,2,0..0 - E, gy - DN—lgN]p((N—l)
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olmak fizecre AX =B denklem sisteminin ¢dz0md olarak sonug ¢lde edili. Bu

denklem sisteminin ¢0zOm®n{ tam pivotlama yapan Gauss eleme ydntemiyle ve besgh

bant matrislere uygulanan dirckt bir yontemle ¢8z0lmbgtir. Her iki alt programa gore

elde edilen sonuglar bundan sonraka bdlimde verilecektir.
Tirevler igin sonlu fark yaklagiom olarak

a 8uat 88, —88.,+8, +O(h")

dn 12h
d 3.33 _ g 28t 3231-1 82 oY)
dn 2h
kullamlirsa (3.14) ile verilen benzerlik denklemi
Ag ,+Bg +Cg+Dg, +Eg,, =0, i=1.. . N-1

seklinde sonlu farklar denklem olarak ifade edilir. Burada

- B{ . ih
"‘v’.‘f‘fz(?e:zLﬁﬁ ,m

seklindedir. Simirlarda ise tOrevli sumr gart i¢in
g _ 8ir) ~ 81y
dn 2h
sonlu fark yaklagimm kullamldifinda
i=0 icin g, =g,, &= “btm
i=N lgin gy, =8y, 8v= ”itm

(3.38)

clde edilirr Bu durumda da sonlu fark denkleminden clde edilecek olan cebirsel

denklem sisteminin katsayilar matrisi begli bant matns olup (3.37) formundadar.

Benzer olarak
xr = [«gl g‘) ‘“gN—\]‘x(N_l)
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B’ =[- 8 -4,8,0..0-E, g, —DN-lgN]b((N—l)

formunda olup AX = B denklem sisteminin ¢0z0md sonucu verir. Elde edilen bu
denklem sistemi de uygun bir algontma ile ¢8z0l0r,
Son olarak tiirevler igin sonlu fark yaklasum olarak

fg = —8iv2 +8g1+1 "'ng‘—l +8 2 + O(h‘)

dn 12h
g | 8880~ 138 + 138, "800 v 8s o)
dn Rk
kullamlirsa, (3.14) denklemi
4=y
8H( 1
B ==81+—— ; = —ih
=TT (Eg‘ 3 ]
64k 1
C =13u—-——| sg,-—ih
e H 12 (5& 3 ]
— 16K -

D =-—=

12\ 3
8h*( 1
F =3#~'E(&¥; -;‘h)

olmak (zere
Ag +Bg ,+Cg +Dg+Eg, +Fg,,+Gg,;=0 1. N1 (339
geklinde sonlu farklar denklemi olarak ifade edilir. Simrlarda % =0 oldugundan

i=0 igin g,=g,, & =8, 8 = ”atm

i=Nigin gy.=8yv,. Exva=8y.- & ""”ttm

olur. Bu durumda problem
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[B,+D, A4+E, F G,
4+C D E, £ G
By ¢, 2 £, T G,
A, B, C, D, £, F, G,
A= ; .
Ay Byy Cya Dya Ey, Fya Gy_4
Ay By Cys Dy, Ey Fy_s
Ay, By, Cy, D,_, Ey,+Gy,
L Ay By, Cy,+G,, Dy +F,, ity -n

X' = [gl & ---SN—I]m(N—l)

B’ = ["Clgo -B,8y - 4,8, 0..0-Gy s 8y - Fy_,8y - EN—I.S’N]‘X(N_,)
cl'inakt\zcrc AX = B denklem sisteminin ¢8z0mipe indirgenir. Bu denklem sistemi

de uygun bir algoritma segilerck ¢azitliir.

3.6 Algoritma

Elde edilen sonlu fark denklemlennin ¢6z0m® igin agafida venlen algoritma
uygulanmaktadir :
1) ¢ sifirdan farkh (fakat sifira yﬁkm_) bir deger segilerck orjinal problem igin verilen
baglangig sartindan elde edilen sayisal degerlere benzerlik dénogimi uygulanamk g,
(#=0,...,N) degierleri bulunur. o
2) £, M kadar artinhr.
3) h adim uvzunlugu hesaplamr.
4) Cozimit yapilacak denklem sistemi igin A katsayllar matrisi ve B” matrisi

hesaplamr,
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5) Bulunan denklem sistemi, uygun bir ydntemle (tam pivoflamayla Gauss cleme
yontemi, katsayilar matrisi begli veya yedili bant matrisi olan sistemler igin direkt
¢0z0m yontemler, iterasyon yéntemleni gibi) ¢8z0lor.

6) Istenilen T degierine ulasana kadar algoritma (2) adundan tekrarlamr
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Iv. BOLUM
NOMERIK SONUCLAR

Bu bolimde Korteweg-de Vnes (KdV) denklemine dnceki bélimde verilen
benzerlik dénigimd uygulandiktan sonra (3.14) denklemi olarak verilen nonlineer
defiigken katsayih adi diferansiyel denklemin nimenk ¢dzimid (zenne sonuglar
verilecektir,

(3.14) denklemi nonlineer oldugundan denklemin tipine uygun analitik ¢ézm
olugturmamn zorlugu karsisinda ve benzerlik ddnigtminitn kullamlmamindan dolayi,
nimenk olarak ¢6zimin yapilmas: uygun goriild0Zind tekrar hatidatahm, Nomenk
gdzhmlerin diferansiyel denklemlerin tipinden bafimsiz olmas1 da bir avantaj olarak
‘gorilmektedir. Yaklasik olarak en basit haliyle, tirevler yerine uygun sonlu farklar
yaklajimlan yazlarak ndmerik ¢6z0m olugturulmugtur.  Yontem, ndmerk iglem
alinda " kendi kendine baglayabilen = self starting " bir yontem degildir. KdV
denklemi ig¢in 3.3 Boliminde werilen baglangic garina benzerik déndgimi
uygulandiktan sonma elde edilen jartin da ydntemin ¢dziime baglamasi igin uygun
olmamasi £ nin ¢ok kilgtk bir defer olarak alinmasina neden olmugtur. Aynca, x—»o
durumunu bilgisayarda fam olarmk tespit edebilmek igin, limit problemi olarak
digindldp uygun sonlu say1 araghrmasi yapildi. Bunun igin olugturulan sayr dizisi
klastk limit tammindan faydalamlarak x=40 ve daha biiylik sayilar olarak tespit edildi.

Nonlineer adi diferansiyel denklemlerin nOmerik kararih@im veren herhangi
 bir teori olmamasina ragmen, agafda belirtilen denemeler nmenk kararhhk haklanda
bilgi edinilmesine yardume olabilecekdir.

Bir niimenk ¢dz0miin kararhhf scgilen yénteme, kesikli ortamdaki d(gim
saytsina baglidir. Baa durumlarda kesikli ortamdaki digim sayisi bitydiltilerck
¢0ztm kararh yapilabilir. Bu genel bir durum olmamakla beraber degiyik dighim
sayllan i¢in aym problem ¢dzitlerck karar venlebilir. Bu dgince altinda, ilk olarak
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(3.14) denklemindeki tirevier yerine hata mertebesi A* olan merkez fark yaklasumlan
kullamlarak elde edilen (3.36) sonlu fark denklemi incelendi. N kesikht ortamdaki
digim sayisum gdstermek zere birbirinden farkli & degerlen igin (3.36) denklemine
Béltm3.6 da verilen algoritma uygulandi. Bu durumda, her bir N degen igin (V-1)
bilinmeyenli (V- 1) denklemden olusan cebirsel denklem sisteminin ¢8z0mi igin

1) Tam pivotlama yapan Gauss cleme ydnterm

2) Katsayilar matnisi begli bant matris olan sistemler igin dirckt yontem

alt programlan kullamlarak sonuglar elde edildi. (1) alt programm kullamldifinda N
degieri, bilgisayann getirdigi mmrlama ile ¢n fada 80 olarak alinabildi. 80 den daha
kighk N defiedeni igin bulunan sonuglarla karplagtinldifinda grafiklerden
gorilcbilecefli gibi herhangi bir bozulma olmadify saptanmugtr. (2) alt programm
kullamldiginda ise N degieri, benzer nedenden dolayr en fazla 500 olarak alinabilmigtir,
Bu durumnda ise, 500 den daha kiigdk N degerlen igin clde cdilen sonuglara gére
grafikler ¢izildifinde, dogrultulann aym olmasina ragmen 300 den kilghk N degerlen
i5in ¢éziimin dogrusallagmaya bagladif gorolmigtir..

Her iki alt programin kullamlmasiyla elde edilen sonuglara gore olugturulan
grafiklerin ¢0z0m igin aym dogrutuyu verdigi gbézlendi.

Yontemin kararhh@ igin; (3.14) denklemindeki binnei tiirev yerine hata
mertebesi 4 olan sonlu fark yaklapimum kullapark (3.38) sonlu fark denklemini
olugturalim. (3.38) sonlu fark denklemine de (3.36) sonlu fark denklemine uygulanan
denemeler yapildi. Daha sonra, (3.14) denklemindeki birinei ve {iglined) tiirev yerine
hata mertcbesi A* olan sonlu fark yaklasmmlan kullamlarak (3.39) sonlu farklar
denklemi ¢lde edildi. (3.39) sonlu fark denkleminden elde edilen cebirsel denklem
sisteminin ¢dz0mint elde etmek i¢in sadece Gauss eleme yonterm uygulanda.

Botin durumlar, yani (3.36), (3.38) ve (3.39) sonlu fark formillerinden clde
cdilen sonuglara gore elde edilen grafiklenin aym dogrultuda ¢éziime ulagh@ saptandi.

Yapilan denemelerden sonra ; karmilaghmmada kolaylik saglayabilmek iqin
uygun matns boyutu segilerck clde edilen sonuglar kargilagtinlda,
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Bu yintemde zamamn ortadan kaldinlmasi ydnteme ¢8z0m kolayhih
saglamasina ragmen dontyiunin altindaki problemin simr deger problemi olmasi
kapah olarak ifade edilen zaman igin baslangig degieri olugturulmasim denemelerle
fespite neden olmugtur. Tahmin edilebilecefn gibi, bu nianslar grafiktela kigtk
zamanlar i¢in farkihgin oluymasimn nedenlerinden binidir. Bunun dizeltilmesi ayn
bir ¢aligma olarak ileride yapilacaktir. Digfier agidan da, zaman kapah olamak igleme
girdifinden ndmenk hesaplamalardan elde edilen degerlenn, yalmzca jakobiyenin
sifirdan farkh olmasina dayanarmk matematiksel olarmmk dogru fakat hesaplama
anlannda bir miktar hata ig:e;cbilmﬁi diiginilmektedir. Bu da grafiklerdekd farkhilik
olarak zaten ag18a cikmaktadir.

Aynica, problem 6zdefier problemi olarak goz0lmeye galisildi. Fakat Ablowitz
ve Newellin (1973) bchrttlgl gibi ammptotlk davramgin incelenmesi agisindan
probleme bakildiginda- wr\olanvbaglm kogullanr altinda farkh dzﬁmksnyonlar
bulunamamgtir. Dolayisiyla, problemin kilgik f zamanlan i¢in ydntemin diginda baa
zorluklar igerdigi tespiti gegerlilik kazanmy, benzer zorluklann diger aragtumacilar
tarafindan da giindeme getinldid gdsterilmigtir (Brezin ve Karpman 1967),

Yapilan denemeler sonunda clde ettifimiz sonuglar, zamanin kigtk degerleri
diginda dogrultu(trend) olarak Marchant ve Smyth (1991) ile paralellik gdstermekte ve
bityyikk zamanlar i¢in aym sonucu vermekfedir. Tahmn edildif gibi kiigOk zamanlar
igin elde edilen ¢OzOmin dofrulufu hakkinda kesinlik olmadif i¢in bizm elde
ettifimiz sonuglann da kullamlan ybntem ¢ergevesinde dofru olduunu kabul
goerekecektir,.  Gmafik bir bitin balinde incelendifinde bu diglncemizi daha da
kuvvetlendigi gorblocektir -

Bundan sonrmki ¢ahigmalanmizda yontemin kisa zaman ¢Ozimind verecck
lokal dozeltmeler yapilmaya ¢ahigilacak aynica, jakobiyen déndgiim dzennde galimlarak
baslangi; defierleri daha dikkathi segilmeye gahipilacaktr.
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Tablo 4.1 u, =.05, u, = ~.05 igin (3.36) sontu fark formiiliniin Gauss eleme ile ¢8ziimil

X 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

N

80 | -05 0049 0266 0319 0349 0375 0400 0424 0448 0473 05

40 | 05 -0049 0116 0168 .0209 0250 0294 0340 0389 0441 _ .03
t=2.5

80 | -05 0042 0266 .0319 .0349 .0375 .0400 0424 0448 0473 .05

40 | -05 -0002 0116 0168 .0209 .0250 0294 .0340 0389 0441 .05
=5

80 | -05 0064 0099 0133 0171; 0254 0261 0313 0370 0432 .08

40 | -05 0001 0036 0067 0105 0151 0204 0266 0335 0413 .08
=15

80 | -05 .0084 0124 0157 0194 0235 0280 0329 0381 0438 .05

40 | -05 0004 0042 0075 0113 0159 0212 0272 0340 0415 0%

t=10
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Tablo 4.2 u; =.05, u, = ~.05 igin (3.39) sontu fark formiiliniin Gauss eleme ile ¢6z{imi

X 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

N

80 -05 0487 0713 0744 0732 0704 0668 0628 0584 0538 .05

40 -08 0015 0224 0285 0323 0355 0384 0413 0440 0467 0%
=2.5

80 -05 .0142 0175 0212 .0250 .0289 .0329 0370 .0412 0454 .05

40 -05 0050 0103 0149 0196 0243 0292 .0342  .0392  .0444 .05
t=5

80, | -os, , 0166 0211 0246 0281 0316 0351 0387 0424 0460 05

40 ;Tjﬁmo'“‘;oll7 0162 0207 0253 0300 0247 0396 0446 .05
t=7.5

80 =05 0190 0239 0271 L0302 0334 0366 0398 0431 .0464 05

40 =03 0069 0129 0173 0217 0261 0307 0353 0400 0447 .05
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Tablo 4.3 u, =.05, u, = -.05 igin (3.36) sonlu fark form{lindn begli bant matris ilc ¢8zAmd

N ) 0 4.8 9.6 144 192 240 288 336 384 400
500 -05 0012 0131 0146 .0150 0153 0154 0155 0165 .05
400 -05 -0011 0099 0113 0117 0119 0121 0122 0132 .05
250 -05 0117 -0041 -0034 -0032 -0031 -0130 -0030 -0016 .05
200 =05 =0224 40211 =0212 -0214 -0215 -0218 -0220 ~0204 .05

100 -05 0473 0852 0969 .1041 .1102 1159 .1215 1248 .08

t=2.5
500 -05 -0094 0109 .0156 .0171 .0178 .0182 .0184 .0209 .05
;100 -05 -0103 .0094 .0139 .0153 0159 .0163 0165 0192 .05
250 1. -05 =-0136 .0035 .0072 .0083 .0088. 0091 0093 0125 05

oy

200 | <05 =0168 "=0019 0010 .0019 0023 0025 .0026 .0063 .05

100 | 05 _~1474 -1490 -1472 -1489 -1517 -1550 -1584 -1442 05
=5

500 -05 -0172 0058 0138 0166 0179 0186 0191 0230 0%

400 | -05 -0177 0049 0126 0153 0166 0172 0177 0218 .05

250 -0%5 -0193 0015 0083 0106 0117 0123 0127 0174 0§

200 -0% -0208 -0014 0046 0066 0076 0081 0084 0137 .05

100 -05 -0438 -0413 -0416 -0423 -0429 -0436 -0443 -0330 03

t=7.5

500 =05 -0133 0049 0126 .0160 0172 0183 0190 .0243 .05
400 -05 -0136 .0042 .0117 .0149 0161 0172 .0179 .0234 .08
250 -05 -0150 .0017 0085 0113 .0124 0133 .0139 .0201 .0§

200 -08  -0162 -0004 0038 0084 0093 0102 0108 0174 05

100 -08  -0292 -0220 -0203 -0199 -0199 -0199 -0200 -0085 .05
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Tablo 4.4 u, =.05, u, = -.05 igin (3.38) sonlu fark formitfintin begli bant matris ilegdziimit

N ) 0 48 96 144 192 240 288 336 384 400
500 =05 0223 0436 0472 0485 0491 0495 0497 0499 0%
400 | .08 02200 0433 0469 0482 0489 0493 0496 L0498 05

250 =03 0210 0419 0457 0472 0481 0488 0493 0497 08

200 =05 0201 0408 0447 0464 0474 0483 0450 0495 08

100 =05 0148 0338 0383 .0410 .0432 0452 0472 0485 .05

t=2.5
500 -05  .0020 .0333 0430 .0464 0481 .0490 0495 0499 .05
400 -05 0019 .0331 .0428 0463 .0480 .0489 0495 0499 .05
250 -05 0016 .0326 0423 0458 .0476 .0486 0493 0499 .05

T200| <05 0014 .0231 .0418 .0454 0472 .0484 .0492 .0498 .05

100 -05 -0001 0219 0385 0424 0448 0466 0481 .0495 .05
t=5

500 -05 0033 0287 0397 0446 0464 0481 0492 0499 0%

400 -05 0033 0286 0396 0443 0463 0481 0492 0499 05

250 -08 0031 0284 0393 0442 0461 0479 0490 0498 0%

200 -05 0030 0281 0390 0440 0459 0477 0489 0498 0%

100 -08 0024 0267 0373 0423 0443 0466 0482 0495 0%
=75

500 =05 -0058 0200 0341 0413 0442 0470 0487 0498 05
400 -05 -0058 0200 0340 0413 0442 0469 0487 0498 .08
250 05 -005% 0199 0339 0411 0440 0468 0486 0498 05

200 05 -0059 0198 0337 0410 0439 0467 0485 0498 .03

100 | -05 -0059 0194 0329 0400 0429 0459 0480 0496 05

t=10
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Sekil 4.1 u, =.05, u, = .05 igin (3.36) sonlu fark formiiliintn Gauss cleme il gfzimf,
N=40, =10

-~

-(.35

-0.1Q

0.5

~0.20

Leaatta vy bee v p e e g e dg e eeliean b e s by g il ik

1—0.25 T T T I T T Iy T T T T ey Ty Lo A P P U T iy Ty rrear TTTIV T T[T T TTITITY iy [RERRLREN
! f -

T T A o a0 1480 1960 2480 2960 3460 3940 4460

Sekil 4.2 u, =.05, u, = —.05 igin (3.36) sonh fark formilliintin Gauss eleme ile ¢ozimd,
N=80, <10
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043 480 Q60 1460 1950 3450 3980 4460

Sekil 4.3 u, =.05, «, =05 igin (3.39) sonlu fark formBlinin Gauss cleme ilo g8zim, *
N=4D, 10

3

9053/
~0.10
-0.15

~0.24

—'0.25 (R A R A S A R (R R R SRR RS LR kR NN R AN S N SRR S N Do
~

Z0.48 430 980 1480  19.80 2450 2980 3450 3380 4480

Sekil 44 u, =.05, , = ~.05 igin (3.39) sonh fark formilintin Gauss cleme ile ¢fziimdl,
N=80, =10
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-
n

-O 25 Wmmmrmmn—rrmmwm
0.80 480 . 24 34.80 260 44.60

$okil 4.5 1, =.05, t, = .05 igin (3.26) sonlu fark formitinitn begh bant sati fic gAzimd,
N=500, =10 -

i .
o o
o =
L 3
PRI N S SIS WU W0 N N U0 S0 N 0 W 1000 W00 IO VAR [0 IO 100 WO 00 IO VO T IO 0 SO I W S A 0 0 I I

-
"D.AS AR TR AL A R L LA WA 3 0 L B B O UL O O S S i LR LRRE T\"rI‘TTTl‘rll’jlrlrll—l_lTr

-0.45 4630 9.60 1480 19.80 2480 29)6‘3 34.60 560 4480

Jekil 4.6 u; =.05, u, = -.05 igin (3.36) sonlu fark formiilintin beski bant matris ile ¢8ziimd,
N=400, =10
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ekl 4.7 u, =.05, u, = .05 igin (3.36) sonbis fark formiiiintin begli bant matris ile g8z0md,
N=250, =10
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h
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—D.Zu JAARAMBENERASEERREREEEREREE NS SN A URRMARREREE REN A AN

040 430 960 1460 1980 2%

T P T T T T I T T T T T T T Ty T Ty T

50 2960 3480 3080 4450

Sekil 4.8 4, =.05, u, = ~.05 igin (3.36) sonu fark formiiniin begli bant matris ile Aziimi,
N=200, =10
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'-0.05

~0.18

~-0.15

~0.20

-0.25
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4,80 14.60 19.60 2483 29.80 3460 3960 4460

Sekil 4.9 4, =.05, , = —.05 igin (3.36) sonln fark formiilintin besli bant matria ile azima,
N=100, =10 .
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