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OZET

YUKSEK LISANS TEZI
BAZI REEL KUADRATIK SAYI CISIMLERININ SINIF SAYILARI ve
CEBIRSEL YAPILARI

Dilek GUN

Istanbul Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Doc. Dr. Ayten PEKIN

Bu tez calismasinda, belirli tipteki reel kuadratik sayr cisimlerinin simif sayilariin,
invaryant degerlere gore irdelenmesine bagl olarak cebirsel yapilar1 anlatilmaktadir.

Bu tez calismasi derleme niteliginde olup, bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci
boliimde, tezin icerdigi konulara bir giris yapilmaktadir.

Ikinci boliim, on bir alt boliimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde; cebirsel say1 cisimleri
ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilmektedir. Ikinci alt boliimde; kuadratik say1 cismi
ve bu cisimlerin tamlik halkasi kavramlar: tizerinde durulmaktadir. Ugijncii alt boliimde;
kuadratik say1 cisimlerinin temel birimlerinin genel ifadesi ve Richaut-Degert(R-D)
tipinde olan reel kuadratik sayr cisimlerinin temel birimlerinin bicimi ifade
edilmektedir. Bu boliimde imajiner kuadratik sayi cisimlerinin birimlerinin ve reel
kuadratik say1 cisimlerinin temel birimlerinin nasil belirlendigi de agiklanmaktadir.
Dordiincii alt boliimde kuadratik sayir cisimlerinin diskriminanti tanimlanmaktadir.
Besinci alt boliimde; kuadratik say1 cisimlerindeki "ideal" kavrami ifade edilmekte ve bir
idealin diskriminantinin nasil bulunacagi gosterilmektedir. Altinct alt bdliimde;
"Legendre Sembolii", "Jacobi Sembolii", "Kronecker Sembol" ile "Kronecker Karakter"
kavramlar1 agiklanmakta ve bir p tek asalinin ayrisimu iizerinde durulmaktadir. Yedinci
alt boliimde; kuadratik say1 cisimlerinin simif sayilar1 ele alinmakta ve "dar anlamda
siif sayis1” ile "genis anlamda sinif sayis1" kavramlari tanimlanmaktadir. Sekizinci alt
boliimde; siirekli kesirler incelenmekte, basit siirekli kesirler detayli olarak ele alinip konu
ile ilgili gerekli tanim ve teoremlere yer verilmektedir. Ayrica bu boliimde sonlu siirekli
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kesirler ve rasyonel sayilar arasinda birebir bir esleme oldugu sonucu da verilmektedir.
Dokuzuncu alt boliimde "sonsuz siirekli kesir" tanimi1 yapilmakta ve sonsuz siirekli kesirler
ile irrasyonel sayilar arasinda birebir bir esleme oldugu sonucu verilmektedir. Onuncu alt
boliimde "periyodik siirekli kesir" kavrami tamtilmakta ve kuadratik irrasyonel sayilar ile
periyodik siirekli kesir arasindaki iligki teorem olarak verilmekle birlikte piir-periyodik
stirekli kesirler de tanimlanip bir kuadratik irrasyonel sayisinin piir-periyodik olmasi icin
gerek ve yeter kosul verilmektedir. On birinci alt baglikta Yokoi invaryant degerleri ngy ve
my ile ilgili teoremler verilmektedir. Ayrica yine bu boliimde cesitli periyot uzunluklari
icin siirekli kesir acilimlari, temel birimin sekli, sinif sayisinin h; = 1 olmasi i¢in gerek
ve yeter kosullar ile sinif sayist hy; = 1 veya hy = 2 olan reel kuadratik say1 cisimleri
verilmektedir.

Uciincii boliim, tez calismasi siiresince faydalanilan kaynaklardan ve uygulanan
yontemlerden olugsmaktadir.

Dordiincii boliimde, genellikle (R-D) tipinde olmayan belirli tipteki reel kuadratik say1
cisimleri ele alinarak, w, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre ac¢iliminda periyodun
7 olmasi halinde, temel birimin 7; ve U, katsayilarina bagh olarak tanimlanmis olan
Yokoi invaryant deger n, yardimiyla n; = 0 icin c¢ikarilabilecek sonuglara yer
verilmistir. Bu sonuglar1 saglayan sinif sayisi 1 veya 2 olan kuadratik sayi cisimleri
stirekli kesir acilimlart ile birlikte tablolar halinde verilmistir.

Besinci boliimde ise ¢alismanin genel degerlendirmesi yapilmaktadir.

Aralik 2016, 84 sayfa.

Anahtar kelimeler: Siirekli kesir, temel birim, sinif sayisi, invaryant deger
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SUMMARY

M. Sc. THESIS
THE CLASS NUMBERS AND ALGEBRAIC STRUCTURES OF CERTAIN
REAL QUADRATIC NUMBER FIELDS

Dilek GUN

Istanbul University
Institute of Graduate Studies in Science and Engineering

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ayten PEKIN

In this thesis, certain types of real quadratic number fields of class numbers, depending
on the evaluation according to the invariant value algebraic structures are explained.

This thesis is a compilation work and consists of five main chapters. In the first chapter,
an introduction to the subject in thesis has been given.

The second chapter consists of eleven subsections. In the first subsection, basic
definitions and concepts related to algebraic number fields are given. In the second
subsection, it is focused on the quadratic number fields and concepts of the integral
rings of these fields. In the third subsection, the real quadratic number fields of Richaut-
Degert(R-D) type are defined and the general statement of the fundamental units of such
fields are given. It also explains how the fundamental units of imaginer and real
quadratic number fields are determined. In the fourth subsection, the discriminant of
the quadratic number fields is defined. In the fifth subsection, the concept of "ideal"
in quadratic number fields is expressed and it is shown how to find the discriminant of a
ideal. In the sixth subsection, the concepts of “Legendre Symbol”, “Jacobi
Symbol”, “Kronecker Symbol” and “Kronecker Character” are explained and it
focuses on the decomposition of the odd prime number p. In the seventh subsection,
the class numbers of the quadratic number fields are discussed and "narrow sense of
class number" and "extended sense of class number" concepts are defined. In the eighth
subsection, continued fractions are examined and also simple continued fractions are
handled in detail and fundamental definitions and theorems related to the subject are
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given. Furthermore, the result that there is an one-to-one mapping between "finite
continued fractions" and rational numbers is given. In the nineth subsection, "infinite
continued fraction" is defined and the result that there is an one-to-one mapping
between infinite continued fractions and irrational numbers is given. In the tenth
subsection, the concepts of “periodic continued fraction” and “pure-periodic continued
fraction” are defined. Moreover, the relationship between quadratic irrational numbers and
periodic continued fraction is given and also a necessary and sufficient condition is stated
so that a quadratic irrational number can be pure-periodic. In the eleventh
subsection, the theorems related to the Yokoi invariant values n,; and my are given.
Furthermore, for various period lengths the continued fraction expansions, the form of
fundamental unit, the necessary and sufficient conditions for the class number hy; = 1 and
also real quadratic number fields with class numbers h; = 1 or hy = 2 are given.

The third chapter consist of utilized sources and the methods applied during the thesis.
In the fourth chapter, certain real quadratic number fields which are not the type of R-D
are handled. There are some results that can be extracted for n; = 0 by using of Yokoi
invariant values ng, which is defined by the 7; and U, depending on coefficients of the
fundamental unit, in the case that the period of the continuous fraction expansion of wy
quadratic irrational number is equal to 7. Certain real quadratic number fields providing
these results, class number 1 or 2, are given in the form of tables.

In the fifth section, a general assessment of the study is presented.

December 2016, 84 pages.

Keywords: Continued fraction, fundamental unit, class number, invariant value
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1. GIRIS

Q rasyonel sayilar cisminin ikinci dereceden bir genislemesi olan kuadratik say1 cisimleri
izerine yapilan calismalar arasinda cismin sinif sayisinin hesaplanmasi énemli bir yer

tutmaktadir.

Say1 cisimlerinin "ideal siiflar1 grubunun mertebesi" olarak tanimlanan sinif sayilari
Dirichlet Simif Sayist Formiilii gibi bir takim formiiller yardimiyla dogrudan
hesaplanabilmektedir. Ancak, ideal siniflar1 grubu yardimi ile sinif sayisinin belirlenmesi
kolay olmadigindan bu formiiller disinda ¢ok c¢esitli yontemler gelistirilerek

bir cok kriterler elde edilmistir.

d kare carpansiz bir tam say1 olmak iizere, Q rasyonel sayilar cisminin cebirsel
genislemesi olan @(\/B) kuadratik say1 cismi; d > 0 ise reel kuadratik say: cismi, d < 0

ise imajiner kuadratik sayt cismi olarak adlandirilir.

Imajiner kuadratik say1 cisimleri i¢in siif sayis1 1 problemi 1966 yilinda H. M. Stark
ve A. Baker tarafindan bagimsiz olarak ¢oziilmiistiir. Bu cisimlerin sonlu sayida oldugu
ve bunlarin d = —1, -2, -3, -7, —11, —19, —43, —67, —163 degerlerine karsilik gelen

imajiner kuadratik say1 cisimlerinden ibaret oldugu belirlenmistir.

Siuf sayist 1 olan reel kuadratik say1 cisimlerinin sayisinin sonlu olup olmadig: heniiz
kesinlik kazanmamistir (Gauss Konjektiirii). Bu nedenle sinif sayist 1 problemi reel
kuadratik say1 cisimleri i¢in tamamen ¢oziilememis oldugundan bu say1 cisimleri ile

calismak daha bir 6nem kazanmustir.

Bu cisimlerin simif sayisinin 1 olmasi icin gerek ve yeter kosullar1 veren bir takim



genel kriterler elde edilmesine ragmen bu kriterlerin Richaut-Degert(R-D) tipinde
olmayan cisimlere uygulanmasinin ve bu yolla sinif sayis1 1 olan say1 cisimlerinin
tespit edilmesi son derece zor olmaktadir. Ayni zamanda reel kuadratik sayi
cisimlerinin simf sayisinin belirlenmesinde cismin temel birimi de Onemli rol

oynamaktadir.

Richaut-Degert (R-D) tipinden say1 cismi olarak ifade edilen d = n? +r, (—n < r < n)
kare carpansiz pozitif bir tamsayr olmak iizere r|4n kosulunu saglayan Q(v/d) reel

kuadratik say1 cisimlerinin temel birimleri:

n+d , ] =1lise (N(gq) = —sgnr)

n+\/a
2

£ = , r| =4ise (N(gq) = —sgn )

(2n2 + 1) + 2nV/d
7]

,rl # 1,41ise (N(eq) = 1)

biciminde belirlenmistir. (Burada, sgn r, r nin isaret fonksiyonudur.)

Ancak Richaut-Degert (R-D) tipinde olmayan say1 cisimleri icin, temel birimin
bicimi belli olmadigindan, belli kriterlerin bu cisimlere uygulanabilmesi zor olmaktadir.
Bu sebeple son zamanlarda sinif sayilarinin belirlenmesine yonelik ¢alismalar Richaut-

Degert (R-D) tipinde olmayan reel kuadratik say1 cisimleri iizerinde yogunlagmustir.

Genel olarak Richaut-Degert (R-D) tipinde olmayan reel kuadratik say1 cisimleri i¢in
yapiy1 belirleyen ve sinif sayisinin hesaplanmasinda, sinif sayisi i¢in gerekli olan, Pell
denklemlerinin c¢oziimleri, ¢oziimlerin sagladiklari rekiirans bagintilari, tamlik taban
elemani1 olan w, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre acilimi ve periyod uzunlugu,
temel birim olan ¢4, diskriminant, Yokoi invaryant degerlerinin hesab1 gibi

cebirsel 6zellikleri belirleyen, bir takim yapilarin belirlenmesi de olduk¢a onemlidir.



Azuhata [22], calismasinda siirekli kesir agilimina bagh rekiirans bagintilar1 tanimlayarak
temel birimler; Mollin ve Williams ( [25] - [38]), ise ideal-siirekli kesir ve Rabinowitch

polinomu yardimiyla sinif sayilar ile ilgili bazi kriterler elde etmislerdir.

Yokoi [20], yapmis oldugu calismasinda p # 5, p = 1 (mod 4) bir asal say1 olmak
iizere 2? — py*? = —4 diophant denklemini agikar olmayan bir (z,y) = (7}, U,) tam say1
¢oziimiindeki bagintilardan faydalanarak Q(,/p) asal diskriminantli reel kuadratik say1

T, + Up\/p
2

cisminin temel biriminin €, = (> 1) oldugunu kanitlamgtir.

d kare carpansiz pozitif tam sayisi icin K = Q(\/&) reel kuadratik say1 cisminin tamlik

tabani {1, w,} olmak iizere,

1++d

2 )

d =1 (mod 4) ise;

Wy =

Vi, d = 2,3 (mod 4) ise.

biciminde belirli olan kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agiliminin genel bigimi,
temel birimin katsayilari, Yokoi invaryant degerleri ve sif sayisi lizerine bir
takim ¢aligmalar; periyodun k; = 3 olmasi halinde Tomita [23], periyodun k; = 4 olmasi
halinde Mollin ve Williams ([24] - [37]), Tomita [18] ile Ozer ve Iscan [39], periyodun
ks = 6 olmasi halinde ise Pekin [27] ile Ozer ve Telci [40], periyodun k; = 7 olmasi
halinde Karadeniz Gozeri ve Pekin [30, 28] ile Ozer ve Pekin [29] tarafindan yapilmugtir.

Periyodun k; = 5 olmasi halinde Tomita [18], tarafindan Richaut-Degert (R-D) tipinde
olmayan a,b € Z* olmak iizere d = a> + b = 1 (mod 4) saglayan K = Q(~/d) reel
kuadratik say1 cisimlerinde wy kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre a¢ilimlarinin
genel formlar1 ve temel biriminin katsayilar1 olan 7; ve U, belirlenerek Yokoi invaryant
degerleri olan n; ve my lzerine bir takim kriterler verilmis ve yine ayni

kosullar altinda Mollin [25], tarafindan 6zel olarak tanimlanan Rabinowitch polinomu



yardimiyla K = Q(\/E) reel kuadratik say1 cisimlerinin siif sayis1 ve yapisi ile ilgili

baz1 sonuglar verilmistir.

Bu tez calismasinda, genellikle (R-D) tipinde olmayan bazi reel kuadratik say1 cisimleri
ele alinarak, bu cisimlerin temel birimlerinin sekli ve Yokoi tarafindan tanimlanmis
invaryant deger n, yardimiyla cikarilabilecek bazi sonuclara yer verilmistir. wy
kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre agiliminda periyodun k; = 7 olmasi halinde,
Karadeniz Gozeri ve Pekin [30, 28] ile Ozer ve Pekin [29] tarafindan yapilan ¢calismalarda
elde edilmis olan temel birimin 7; ve U, katsayilarina baglh olarak Yokoi ([34] - [20] -
[33]), tarafindan tanimlanmis olan invaryant deger n, tanimi yardimiyla, ny; = 0 i¢in
cikarilabilecek bazi sonuglar verilmistir. Bu sonuglar; Sonug¢ 4.1, Sonug¢ 4.2 ve Sonug
4.3 olup bu sonuglarin ispatinda bahsi gecen calismalardan faydalanilmistir ve sonuglari
saglayan smif sayis1 1 veya 2 olan kuadratik say1 cisimleri siirekli kesir acilimlar ile

birlikte tablolar halinde verilmistir.



2. GENEL KISIMLAR

2.1. Temel Kavramlar
Bu boliimde cisim geniglemeleri ile ilgili temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.

Tanmim 2.1. [1] L cismini kapsayan K cismine L cisminin bir genislemesi denir ve L < K

olmak iizere bir cisim geniglemesi K’/ L bi¢iminde gosterilir.

Tanim 2.2. [2] K/ L bir cisim geniglemesi ise /£’ nin L cismi {izerinde vektor uzayi olarak
boyutuna K’ nmin L iizerindeki geniglemesinin derecesi denir ve K : L] ile gosterilir. Eger

[K : L] < oo ise K/L ifadesine sonlu bir genisleme denir.

Tamm 2.3. [2] K/L bir cisim geniglemesi ve @ € K olmak iizere p(a) = 0 olacak
sekilde sifir polinomundan farklt bir p(x) € L[z] polinomu mevcutsa « elemanma L
tizerinde cebirsel eleman denir ve aceb/ L ile gosterilir. Aksi durumda, o’ ya L tizerinde

transandart eleman denir ve atrans/ L ile gosterilir.

Tanim 2.4. [2] K, L cisminin bir genislemesi ve K nin her o elemant L iizerinde cebirsel

ise K cismine L cisminin bir cebirsel genislemesi denir.
Onerme 1. [3] Her sonlu genisleme bir cebirsel genislemedir.

Tanmm 2.5. [4] K/L bir cisim genislemesi ve awceb/ L olmak tizere K = L(«) seklinde

yazilabiliyor ise K cismine L cisminin bir basit genislemesidir denir.

Tanmim 2.6. [5] a € C ve a4, ao, ..., a, € Q olmak iizere,
Q"+ a ™ ttaa” 2+ .. +a,=0

denklemini saglhiyorsa o’ ya cebirsel say: denir. Eger her i = 1,2, 3, ..., ni¢in, a; € Z ise

«’ ya cebirsel tam sayt denir.

Not 2.1. [5] Yo € Q(v/d) igin, o eleman katsayilari Q’ da olan ikinci dereceden bir

polinomun bir kokiidiir. O halde Q’ nun cebirsel bir genislemesidir. Ozel olarak «,



2? 4+ bx + ¢ € Z[z] polinomunun bir kokii ise o’ ya Q(v/d)’ nin bir cebirsel tam

sayis1 denir.

Tamm 2.7. [6] Q rasyonel sayilar cisminin sonlu bir genislemesine cebirsel say: cismi

denir.

Onerme 2. [1] Bir rasyonel sayimn, cebirsel tam say1 olmasi icin gerek ve yeter kosul

tam say1 olmasidir.

Ispat: =: o € Q ve « cebirsel tam say1 olsun. Bu durumda Tanim 2.6 geregi
A"+ a0 a4+ .. 4+a,=0 2.1

olacak sekilde a; € 7Z, ¢ = 1,2,...,n bulunabilir. « bir rasyonel sayr oldugundan
(r,s) = 1 olmak iizere o = r seklinde yazilabilir. Denklem (2.1 )’ de o = r yazilip, her
5 s

iki taraf s" ile ¢arpilirsa;

P ar st apst 4+ 4 aps" =0 (2.2)
olarak bulunur. Bu (2.2) esitliginden

s(arr"t + agsr™ P 4 L+ a,stT) = ="

olup s|r™ elde edilir. O halde s = 41 olmalidir. Aksi halde (r, s) = 1 olusu ile ¢elisir. Bu

durumda « € Z oldugu goriiliir.

<: « € Z olsun. Bu durumda o, * — o = 0 denkleminin bir kokiidiir. Boylece « cebirsel

tam sayidir. [

Tanmm 2.8. [1] K/L sonlu bir cisim genislemesi ve [K : L] = n olsun. ay, as, ..., y;

K /L genislemesinin tabani ve o € K olsun. Bu durumda,

aQ; = E ClijCYj
J

olacak bi¢imde a;; € L elemanlar1 vardir. O halde o’ min normu ve o’ nin izi sirasiyla



N(a) = det(ai;) ve fz(a) =ai +ax+ ...+ ayy
seklinde tanimlanir.

Ozel olarak Q(+/d)/Q genislemesini ele alirsak; Q < Q(v/d) = {a + bVd | a,b € Q}
olup bu cisim geniglemesinin taban1 {1, v/d} dir.

Eger bir a € Q(v/d) elemanmin normunu ve izini belirlemek istersek;

Her a € Q(\/E) elemant a, b € Q olmak iizere o« = a + bv/d seklinde yazilabilir.

i) b = 0 olmas1 halinde @ = a € Q olur. Tanim 2.8’ den dolay1;

a.l=a.l+0.d

ad=0.1+a+d olup;

N(a) = —a> ve Iz(a)=2a

olarak bulunur.

ii) b # 0 olmasi durumunda o = a + bv/d € Q(+v/d) olur. Bu durumda Tanim 2.8° den
dolayz;

(a+b0V/d).1=a+bVd=al+b~d

(a4 bV/d)./d = aVd+b.d = (bd).1+ a.\/dolup;

a b :
N(a) = =a’*—0?d ve Iz(a)=2a
b.d a

olarak bulunur.

Dikkat edilecek olursa; o, & = a + bWd € Q(\/ﬁ) elemaninin eglenigini ifade etmek
iizere, o € Q(+/d) igin

N(a)=a?—b*d = (a+bVd).(a—bVd)

!

= .
veE

Iz2(a0) =2a = (a+bVd)+ (a—bVd)

I
= a4+«



olur.

Sonug 2.1. [1] o, 8 € K ve a € L olmak iizere,

i) N(a.fp) = N(a).N(5)

i) [2(a+ ) = I2(a) + 12(B)

iii) N(a.8) = a"N(5)

iv) Iz(aa) = alz(a)

v) Eger a # 0 ise N(a).N(a™!) = N(a.a™') = N(1) = 1 dir. Bdylece eger a # 0 ise
N(a) #0ve N(a™!) = N(a)™! olur.

2.2. Kuadratik Say1 Cisimleri

Bu boliimde Q rasyonel sayilar cisminin ikinci dereceden bir genislemesi olan kuadratik

say1 cisimleri incelenerek temel 6zellikleri iizerinde durulmusgtur.

Tanmm 2.9. [1] K/Q cebirsel bir genisleme ve [K : Q] = 2 ise K cebirsel say1 cismine

kuadratik say: cismi denir.

Tamm 2.10. [6] K = Q(v/d) bir kuadratik say1 cismi olsun. d > 0 ise K cismine reel

kuadratik say: cismi, d < 0 ise K cismine imajiner kuadratik say: cismi denir.

Onerme 3. [1] Eger K bir kuadratik say1 cismi ise en az bir d kare carpansiz tam say1si

icin K = Q(+/d) dir.

Ispat: K kuadratik say1 cismi (yani [K : Q] = 2) ve {1, a}, K’ nin Q iizerindeki bir bazi
olsun. Bu durumda K = Q(«) bigiminde basit bir geniglemedir. Yani «, katsayilart Q
cisminde olan z? + px + ¢ bigimindeki asal bir polinomun kokii oldugundan katsayilari

7’ de olan ax? + bx + c polinomunun da bir kokiidiir. O halde;

0 —bF Vb? — 4dac

2a

ifadesinde b*> — 4ac = D alnirsa, K = Q(a) = Q(+/D) olur. Polinom Q[z]’ te asal
oldugundan D tam sayisinin tam kare olmayan en az bir asal carpani vardir. Bu ¢carpana

d denilirse, K = Q(+/d) olur. O

Sonug 2.2. [6] d kare carpansiz bir tam say1 olmak iizere,

K=QWVd) ={a|3z,yeQ; a=1+yVd}



seklinde ifade edilir.

Tamm 2.11. [7] K = Q(v/d) kuadratik say1 cisminin cebirsel tam elemanlarinin
olusturdugu O = {a € K| atam/Z} kiimesi; toplama ve carpma islemlerine goére

bir halkadir. Ok halkasina K cisminin tamlik halkas: denir.

Onerme 4. [7] K = Q(v/d) kuadratik say1 cismi ise,
a € Ok < N(a), Iz(a) € Z

olmasidir.

Ispat: =: a € Oy ise o cebirsel tam say1 olup Tanim 2.6’ dan dolay: katsayilari tam

say1 olan 22 + px + ¢ polinomunu gercekler.
—p=1Iz2(a)€Z ve =N(a)€Z
olur.

<:a € Kicin N(a), Iz(a) € Z olsun. o, o elemaninin eslenigini ifade etmek iizere o

ve o’ niin gercekledigi polinom;

(z—a)(z—a)=2>—(a+a)z+ad =22 —Iz(a)x+ N(a)
olur. Boylece a, katsayilar1 tam say1 olan monik bir polinomu gerceklediginden cebirsel
tamdir. O halde o € O olur. ]
Teorem 2.1. [5] d kare carpansiz bir tam say1 ve K = Q(\/E)’ nin cebirsel tam sayilar

kiimesi Ox olsun.

\/c_l, eger d = 2,3 (mod 4) ise;
Wi= 1+ Vd
2 ?

eger d = 1 (mod 4) ise.

olmak tizere O’ nin her elemani, z, y € Z i¢in x + yw, biciminde yazilabilir.

ispat: « € Q(v/d) ise z, y € Q olmak iizere @ = z + y+/d seklindedir. Onerme 4’ den

o € Ok, cebirsel tam sayidir < N(a), Iz(a) € Z oldugunu biliyoruz. Ayrica o’ nin
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eslenigi o' = z — y+/d olmak iizere N(a) = 22 — dy? ve Iz(e) = 2z oldugunu da
biliyoruz. 2x = m ve 2y = n diyelim. O halde,

a €O e lzia)=20=mecZA4z> —Ady? =m> —dn* € AL s mecZnecl

olarak bulunur. Ciinkii dn? € Z ise d kare carpansiz bir tam say1 oldugundan n? € Z
olmalidir. Dolayisiyla n € Z olur. Ayrica m? — dn? = 4z? — 4dy* € Z oldugundan
m? — dn? = 0 (mod 4) olur.

d’ yi kare ¢arpansiz bir tam say1 olarak kabul ettigimiz i¢in d # 0 (mod 4) oldugundan,
asagidaki iki hali incelemek yeterlidir.

i) d = 2,3 (mod 4) olsun. d = 2 (mod 4) durumunda m? — dn? = m? + 2n? (mod 4)
ve d = 3 (mod 4) durumunda m? — dn? = m? + n? (mod 4) olacaktr. Bu iki durumda
da m,n € Z i¢cin m? — dn? = 0 (mod 4) < m ve n’ nin ikisinin birden ¢ift tam say1
olmasidir. Buradan m = 2z ve n = 2y cift tam say1 oldugundan z,y € Z olarak elde
edilir. O halde o € O, x, y € Z iken o = z + y+/d seklinde yazilabilir.

ii) d = 1 (mod 4) olsun. Bu durumda; m,n € Z icin m? — dn? = m? — n? = 0 (mod 4)

< m ve n’ nin ikisinin birden c¢ift, ya da ikisinin birden tek tam say1 olmasidir. Aksi

halde (birinin tek digerinin ise ¢ift oldugu durumda) m? — n? = 0 (mod 4) olmaz.
Bu durumda, o = x + y\/a € Ok, 2xr = m ve 2y = n oldugu da hesaba katilirsa,
Ok = {%M | m = n( mod 2)} seklindedir. Diger taraftan
a:x+y\/c_l= m2—n+n'<1+2\/gl>
m—n

olarak yazilabileceginden ve , n tam sayt oldugundan istenilen yazilig

elde edilmis olur. O

Ok’ y1 asagidaki gibi yazmak miimkiindiir.

Teorem 2.2. [1] K = Q(\/g) kuadratik say1 cismi olsun.

i) d = 2,3 (mod 4) ise Ox = Z + Z(+/d)
1++d
5 )

i) d = 1 (mod 4) ise O = Z + Z(

olur.
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Sonuc 2.3. [7] K = Q(+/d) kuadratik say1 cisminin Oy tamlik halkasi sonlu iiretilmis
bir Z-modiildiir ve tiretegleri,
i) d = 2,3 (mod 4) ise {1,/d}

ii) d = 1 (mod 4) ise {1, L +2\/E}

bi¢imindedir.

Tanim 2.12. [7] K = Q(+/d) kuadratik say1 cisminin O tamhk halkas1 sonlu iiretilmis
bir Z-modiildiir ve tiretegleri,

i) d = 2,3 (mod 4) ise wy = Vd

ii)d =1 (mod 4) ise wy = 1+ vd

2
olmak iizere {1, w,} ikilisine Ok halkasinin tamlik taban: denir.

2.3. Kuadratik Say1 Cisimlerinin Temel Birimleri

Bu kisimda kuadratik say1 cisimlerinin birimleri iizerinde durularak bu cisimlerin

birimlerinin nasil belirlenecegi ifade edilmistir.

K = Q(v/d) kuadratik say1 cisminin tamlik halkas: O’ da da, Z tam sayilar halkasinda
oldugu gibi aritmetik yapilabilir [5].

Tanmm 2.13. [5] o, 8 € Ok, a # 0 olsun. § = «.\ olacak sekilde bir A € O varsa «,

[’ y1 boler denir ve « | 3 ile gosterilir.

Tanmm 2.14. [8] K = Q(\/ﬁ) kuadratik say1 cisminin tamlik halkas1 O olsun. € € Oy
1

icin — € Og oluyorsa ¢ degerine birim eleman denir. Bu sekilde tanimlanan biitiin ¢;
€

degerleri bir grup olustururlar. Bu gruba K = Q(\/c_l) kuadratik say1 cisminin birimler

grubu denir ve "U,;" ile gosterilir.

Teorem 2.3. [5] K = Q(+/d) bir kuadratik say1 cisminin tamlik halkas1 O olsun.
a€U; VG eOkigina |

olmasidir.

ispat: =: a € Uy olsun. Bu durumda, .\ = 1 olacak sekilde 3\ € O vardir. Yani; «,

Og tamlik halkasinda terslenebilir bir elemandir. O halde V5 € Oy igin,
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B=18=(a)B=a(\B)

olup « | § olarak bulunur.

«<:Vp € Ok i¢in a | B ise f = 1 olarak alinirsa, o | 1 yani « birim bulunur. O halde

« € Uy olur. U]

Onerme 5. [8] Bir £ cebirsel tam sayisinin birim olmasi igin gerek ve yeter sart N (g) = +1

olmasidir

Ispat: = ¢ birim eleman ise e | 1 saglanir. Bu durumda .\ = 1 olacak sekilde A € Ok
vardir. Ayrica €, A € O oldugundan Onerme 4’ den 6tiirii N (g), N(\) € Z oldugunu

biliyoruz. Bu durumda ,

N(eA) = N(1) = N(e).N(\) = N(1) = 1

olur. Buradan da N (¢), Z’ de birim olur. Z’ de terslenebilir tam sayilar ise =1 oldugundan

N(e) = %1 olarak bulunur.

«<: ¢ ile £’un eslenigini gosterelim. Bu durumda; N(¢) = =1 ise norm tanimindan

£.e = +1 dir. Buradan ¢ | 1 sonucu ¢ikar. O halde ¢ birimdir. ]

Bu Onermeden faydalanarak K = Q(\/E) kuadratik say1 cisminin birimleri asagidaki
sekilde belirlenenir [4].

d < 0 olsun. d = 2,3 (mod 4) ise {1, \/E} K cisminin tamlik tabani olmak iizere,
o € Ok elemam z,y € Z icin o = x + y+/d seklinde ifade edileceginden, o’ = z — y\/d
icin N(a) = (z + yVd)(x — yv/d) = 2*> — dy? olup Onerme 5’ den otiirii o = = + yV/d
birim oldugundan 22> — dy?> = F1 denkleminin sonlu sayidaki ¢oziimleri K imajiner

kuadratik say1 cisminin birimlerini verecektir.

} K cisminin tamlik taban1 olmak iizere, & € O eleman

x+y\/;l :E—y\/;l
PEEEES

olup Onerme 5’ den yararlanarak o birim oldugundan

1 d

d = 1(mod 4) ise {1, +2\/_
d

xr,y € Zigina = %— seklinde ifade edileceginden, N (a) = (

x? — dy?

bulunur. N(a) =
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2% — dy?
4
¢oziimii K = Q(+/d) kuadratik say1 cisminin birimlerini verecektir.

= F1 elde edilir. Bu durumda 2% — dy?> = F4 denkleminin sonlu sayidaki

Bu ifadelere gore d < 0 ise K = Q(\/E) imajiner kuadratik say1 cisimlerinin birimleri

i¢cin asagidaki 6nerme verilebilir.

Onerme 6. [1] K = Q(v/d) imajiner kuadratik say1 cismi olsun. i> = —1 ve

—1++/3i i}
—— olmak iizere,

p =
D) U, ={F1,Fi}
ii) Z/{_g = {:F17 +0, :F/)Q}

iii) d # —1,—3ise Uy = {+1, —1} olur.

Ispat: Onerme 5° den dolay1; z,y € Z olmak iizere o« = = + yvd € Ok’ nm birim
olmast i¢cin N(a) = =1 olmalidir. o’ nm eslenigi o' = z — yv/d olsun. Bu durumda
N(a) = 2* — dy?® ve d < 0 oldugundan N () > 0 olarak bulunur. O halde o € Of’ nin

birim olmasi i¢in N («) = 1 olmalidir.

i)d =—1=3(mod4)ise a € O eleman1 z,y € Z icin o = = + y+/d seklinde ifade
edileceginden, o' = z — yv/d i¢in N(a) = (z + yvd).(x — yv/d) = 2* — dy? olup
Onerme 5° den otiirii @ =  + y+/d birim oldugundan N (o) = 2* — dy? = 1 olmalidur.

d = —1 oldugunu hesaba katarsak,
N)=2*+y*=1 (2.3)

denkleminin sonlu sayidaki ¢oziimleri K imajiner kuadratik say1 cisminin birimlerini
verecektir. (2.3) ile belirtilen denklemin tam say1 ¢ozumleri (z,y) = (£1,0),(0,+£1)

olmak iizere dort tanedir. Ayrica i> = —1 olmak iizere
&:x+y\/3:w+y\/—1:x+yi

olup, coziimlere karsilik gelen @ € O’ lar &1 ve =£:¢ olarak bulunur. O halde
K = Q(+/—1) imajiner kuadratik say1 cismi i¢in /_; = {F1, Fi} olur.

x—iry\/a

ii) d = —3 = 1(mod 4) ise @« € Ok elemant x,y € Z i¢in o = 5

seklinde



14

c+yVd, x—yV/d 22 — dy?

ifade edileceginden, N(«) = ( ) )-( 5 ) bulunur. N(a) = Ty olup
. 2 _ d 2
Onerme 5’ den yararlanarak « birim oldugundan N («) = % = 1 olmalidir. Bu
durumda d = —3 olarak alinirsa,

N(a)=a2*+3y* =4 (2.4)

denkleminin sonlu sayidaki coziimleri K imajiner kuadratik say1 cisminin birimlerini
verecektir. (2.4) ile belirtilen denklemin tam say1 ¢oziimleri alti tane olup bunlar
(r,y) = (£2,0),(1,£1), (=1, £1) dir.
. ryvd _w+yy/=3 _x+yiv3
% 2 2

—1++3i 1—+3i —1—+/3i Ve1+\/§z’
2 72 2 2

olarak alinirsa X' = Q(1/—3) imajiner kuadratik

olup ¢oziimlere karsilik gelen o’ lar F1,

—14+/3i
2

olarak bulunur. Eger p =

say1 cismi i¢in U_3 = {F1, Fp, Fp*} olur.

iii) d # —1, —3 ise d < 0 oldugundan d < —2 ve d # 1 (mod 4) olarak kabul edebiliriz.
O halde d = 2,3 (mod 4) olup a € Ok elemani z,y € Z icin a = z + yv/d seklinde
ifade edileceginden, o’ = = — y\/d icin N(a) = (z 4+ yV/d).(z — yv/d) = 2> — dy? olup

Onerme 5° den 6tiirii o« = 2 + y+/d birim oldugundan
N(a)=2*—dy* =1 (2.5)

denkleminin sonlu sayidaki ¢oziimleri K imajiner kuadratik say1 cisminin birimlerini
verecektir. (2.5) ile belirtilen denklemin tam say1 ¢oziimleri, d < —2 oldugundan,
(x,y) = (£1,0) olmak iizere iki tanedir. Bu durumda d < —2 ve d # 1 (mod 4) ise birim
elemanlar yalmz +1 olup K = Q(+/d) imajiner kuadratik say1 cismi i¢in Uy = {+1, —1}
olur. O

Tanmm 2.15. [9] K = Q(v/d) bir reel kuadratik say1 cismi olsun. K cisminin 1° den

biiyiik birimlerinin en kii¢iigii €, ise, €4 elemanina femel birim denir.

x+y\/3
—2 S

Onerme 7. [9] K = Q(+/d) bir reel kuadratik say1 cismi, z, y € Ziginn = K

ise asagidaki ifadeler gerceklenir.
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i) 7 bir birimdir < 2% — dy? = F4 olmasidir.

Ayrica 7 bir birim ise,

n>1lsx>0vey >0

olur.

i) n; = % (2 =1,2ve z;,y; € Zig¢in) 1’ den biiyiik birimler ise,
m<mnsr<ravey <Y

olur.

Onerme 8. [1] K = Q(+/d) reel kuadratik say1 cismi olsun. K cisminin Z{; birimler
grubu,
Uy ={Fes’ s € Z}

olacak sekilde bir ¢; > 1 birimi bulunabilir.

Ispat: £, > 1 oldugundan

lim g4° = 00
S5—00

olup, u > 1, Ok’ nin bir birim elemant ise
ed’ <u < egft (2.6)

olacak sekilde bir s > 0 tam sayis1 bulunabilir. O halde (2.6) ile verilen esitsizlik €;,7° ile

carpilirsa,

1< uEd_s < &q

esitsizligi elde edilir. Fakat ¢;” nin tanimindan ;" nin 1’ den biiyiik en kiiciik birim

s

oldugunu biliyoruz. O halde us; * = 1 olmahdir. Bu durumda u = £4° olur. Fakat u > 1
oldugunu varsaymistik. Genel olarak u € Uy ise u, =u~" den biri > 1 olacagindan
tim birimler +¢,°, s € Z seklindedir. O halde, tiim birimler temel birimin tam say1

kuvvetlerinden olugsmaktadir. [

Sonu¢ 2.4. [10] d kare carpansiz pozitif bir tam say1 ise K = Q(+/d) reel
kuadratik say1 cisminin U, birimler grubu C' sonsuz devirli ¢arpimsal bir grup olmak

izere, Uy = {—1,+1} x C dir.
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K = Q(\/;Z) reel kuadratik say1 cisimlerinin birimleri asagidaki sekilde belirlenir [11].

Reel kuadratik sayi cisimlerinin belirlenmesini detayli olarak ele alirsak X = Q(+/d)
cisminin sonsuz tane birim eleman igerdigine dikkat etmek gerekir. Ciinkii, {/; birimler
grubu ise, 4 € Uy birim elemandir < N (¢) = +1 ifadesi saglanir.

d = 2,3 (mod 4) olmasi durumunda, o € Oy, elemani z, y € Z olmak iizere o = = + yv/d
seklinde ifade edilir. Bu durumda reel kuadratik sayi cisimlerinde temel birim
N(a) = 2? — dy?> = +1 seklinde ifade edilen diophant denkleminin 1’ den biiyiik en

kiigiik (o, yo) pozitif tamsay1 ¢6ziimii yardimiyla belirlenebilir.

Benzer sekilde, d = 1 (mod 4) olmasi durumunda, o € Oy, eleman1 x, y € Z olmak tizere

d
o= M seklinde ifade edilir. Bu durumda reel kuadratik say1 cisimlerinde temel
birim N(a) = 22 — dy? = +4 seklinde ifade edilen diophant denkleminin 1’ den biiyiik

en kiigiik (g, yo) pozitif tamsay1 ¢6ziimii yardimiyla belirlenebilir.

Tanim 2.16. [12] d = n? + r kare ¢arpansiz pozitif bir tam say1 r|[4n ve —n < r < n ise,

@(\/E) cismine "Richaut-Degert (R-D) tipinden say1 cismi" denir.

r = F1,F4 ise Q(\/a) cismine "dar anlamda", aksi halde ise "genis anlamda

Richaut-Degert (R-D) tipinden reel kuadratik say1 cismi" denir.

Bu cisimlerin temel birimleri;

(

n++d , |r] =1ise (N(eq) = —sgn )

n+\/3
2

£y = , ] =4ise (N(gq) = —sgn )

(2n2 +7) 4 2nV/d

\ |7

) |7" 7& 1,4iS€ (N(gd) = 1)

biciminde belirlenmigtir. Burada, sgn r, r nin isaret fonksiyonudur [12].
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2.4. Kuadratik Say1 Cisimlerinin Diskriminanti

Tanmm 2.17. [1] K = Q(+/d) kuadratik say1 cisminin O tamlik halkasinin tamlik tabani
{w1,ws} = {1, wy} olsun.

A= d€t(j2(wi.wj'))i’j:1?2

degerine Oy tamlik halkasmi veya K = Q(+/d) kuadratik sayi cisminin diskriminanti

denir.

Onerme 9. [1] K = Q(v/d) kuadratik say1 cisminin tamlik tabani {wy,ws} = {1,wy}
olsun.

i) d =2,3 (mod 4)ise A = 4d olur.

ii) d =1 (mod 4) ise A = d olur.

Ispat: i) d = 2,3 (mod 4) ise K = Q(+/d) kuadratik say1 cisminin tamlik taban1 {1, v/d}
oldugundan Tanim 2.17° den
Iz(1)  I2(Vd 2 0
Al |l B | o]
I2(Vd) Iz((Vd)?»)| |0 2d

olur.

1 d
ii) d = 1 (mod 4) ise K = @(\/a) kuadratik say1 cisminin tamlik tabani {1, +2\/_}

oldugundan Tanim 2.17° den

i2(1) Iz(l Zﬂ) 2 1
A= = =d
B B D
olur. ]

2.5. Kuadratik Say1 Cisimlerinin Idealleri

Bu kisimda, oncelikle O tamlik halkasinin ideali tanimi verilmistir. Ardindan kesirsel
ideal tanimi verilerek, Oj tamlik halkasinin idealleri iizerinde durulmus ve

cesitli 6zelliklerinden s6z edilmistir.
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Tanim 2.18. [8] () # A C O kiimesi,
)VapgeAiginatpfe A
i)Vvae AveVy e Okigcinay € A

kosullarini sagliyorsa A’ ya O’ nin ideali denir.

Tamim 2.19. [13] 0 # A, Ok’ nin bir ideali ve ay, ..., o, € A olsun. A idealinin her bir

« elemani i¢in
a=2T101+ ... + 0

olacak bi¢imde tek tiirlii belirli 21, xo, ..., x,, cebirsel tam sayilar1 varsa {a, ..., .} ye A

idealinin tabanmi denir ve
A= (aq,09,....,0p) ={z101 + T20ta + ... + Tpv, | 7, € Ok, i =1,2,....,n}
biciminde yazilir.

K bir say1 cismi ve [K : Q] = n olmak tizere O’ nin her 0 # A idealinin {1, as, ..., @y, }
olacak sekilde bir Z—taban1 vardir. Burada «;’ lere A idealinin iiretecleri denir. Eger
degismeli ve birimli bir halkada A idealinin sonlu sayida iireteci varsa bu A idealine
sonlu iiretilmis ideal denir [14]. O halde eger K = Q(+/d) kuadratik say1 cismi ise
[K : Q] = 2 olacag: igin Ok’ nin idealleri en fazla iki eleman tarafindan iiretilir.
Oyleyse bir A tam ideali a1, oo gibi iki cebirsel tam eleman ile iiretilebilmektedir. Boyle

{a1, as}, A idealinin tabani olup A ideali bu tabana bagh olarak
A= (aq,a0) = {acy + bas : a,b € Z}

seklinde ifade edilir [6].

Ok, tamlik halkast {1,w} ile iiretilmig bir Z—modiil oldugundan O tamlik halkasinin

her tam ideali de sonlu iiretilmis bir Z—modiildiir [6].

Tamim 2.20. [13] Eger O’ nin herhangi bir ideali bir tek eleman tarafindan iiretiliyorsa

bu ideale esas ideal denir.
a € O olmak uizere Ok’ daki esas idealler,

() ={a.A| X € Ok}
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seklinde tanimlanir.[13]
Tanim 2.21. [1] Her ideali esas ideal olan bolgeye esas ideal bolgesi(PID) denir.

Tamim 2.22. [8] O tamlik halkasi ve 77, O’ nin herhangi bir birimi ise Oy = (1) = (1)

seklinde bir idealdir ve O’ ya birim ideal denir.

Tamim 2.23. [8] A ve B iki ideal olsun. Bu durumda bu iki idealin toplami;

A+B={a+p|ac A pe B}
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.24. [8] A ve B iki ideal olsun. Bu durumda bu iki idealin ¢carpimi;

A.B = {Zalﬁz | Q5 GA,ﬂi EB,T?,Z 1}

i=1
seklinde tanimlanir.

Iki idealin toplaminin ve carpiminin da yine bir ideal oldugunu not etmek gerekir [8].

Ayrica iki idealin toplami aslinda bu ideallerin elemanlarinin toplamidir. Yani,
A = (aq,..,a5) ve B = (f,...,0,) iki ideal olsun. Bu iki idealin toplamu,
A+ B = (ay,...,an, 1, ...3s) seklinde bir ideal olur. Ozel olarak A = (a) ve B = (f3)
iki esas ideal ise A + B = («a) + (8) = («, 8) olur. A = (a, ..., ) ve B = (B4, ..., On)
ikiidealise 1 <7 < sve 1 < j < n olmak lizere A.B ideali, o;3; ¢arpimlar1 tarafindan
tiretilen A.B = (o151, ..., ;. 34, ..., as3,) seklinde bir idealdir. Ozel olarak A = (a) ve
B = (B) iki esas ideal ise A.B = («).(f) = («./3) olur. Yani iki esas idealin ¢arpimi da

esas idealdir [8].

Teorem 2.4. [8] A ve B iki ideal olsun. (A) = (B) gegerlidir < A/B bir birimdir veya
A=B=0dm

Tamm 2.25. [4] A, K = @(\/E) cisminin bir alt kiimesi olsun. Eger A # () kiimesi,
)Vabe Aicina—be A

ii)Vac Avece Ok icina.ce A

iii) 30 # a € Ok igin A C Ok

kosullarini sagliyorsa, A’ ya K cisminin bir kesirsel ideali denir.
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Ozel olarak, Oy tamlik halkasinin biitiin idealleri birer kesirsel ideal olup bu ideallere
tam idealler denir [6].
Tanim 2.26. [14] A bir kesirsel ideal olmak iizere;

At ={a e K|aAC Ok}
idealine ters kesirsel ideal denir.
Her A kesirsel idealinin A.A~! = O olacak sekilde bir A~! tersi vardir [14].
Teorem 2.5. [1] A bir tam ideal ise A N Z # 0 olur.

Ispat: « € Ave a # 0olsun. A C Ok oldugundan o € O olur. Bu durumda
Tanim 2.6’ dan dolay1 " + a;0™ ! + asa™ 2 + ... + a, = 0 olacak sekilde a; € Z
vardir ve en az bir 1 < j < ni¢in a; # 0 dir. a,, # 0 oldugunu varsayabiliriz. Ciinkii aksi

takdirde, a,, = 0 olursa, 1.adimda;
A"+ a4 Lt a, .o =a(a" a0 2+ 4 a, ) =0

olur ve o # 0 oldugundan o™ ! + a2+ ...+ a,—1 = 0 olmahdir. a,_; = 0 ise

2.adimda;
a" Pt a4 4 apsa=a. ("t +a 0"+ .+ a, ) =0

olur ve o # 0 oldugundan o™ 2 + a,;a" 3 + ... + a,_o = 0 olmahdir. a,,_, = 0 ise ayn1
isleme devam edilirse (n — 2). adimda o® + ;& + a» = 0 olarak bulunur. Bu adimda da

eger a; = 0 olursa,
& +aa=a(a+a)=0

olur ve o # 0 oldugundan (n — 1). adunda, o + a; = 0 olmaldir. Eger bu adimda da
a; = 0 olursa o = 0 ¢eliskisi meydana gelir. O halde a,, # 0 oldugunu varsayabiliriz. Bu

durumda, 0 # a,, € AN Z olur. O

Tanim 2.27. [8] A ve B, Ok’ nin iki ideali olsun. Eger B = A.C' olacak sekilde C' € Og

ideali varsa A ideal B’ yi boler denir ve A | B seklinde gosterilir.
Teorem 2.6. [14] A ve B, Ok’ nin iki ideali olsun. A | B < A O B olur.

Onerme 10. [1] Eger A, B ve C ii¢ ideal ve A.B = A.C'ise B = C olur.
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Onerme 11. [1] Eger A ve B ikiideal ve A C B ise A = B.C olacak sekilde C' ideali

vardir.
Yardimci Teorem 2.1. [1] A ve B, Og’ min iki ideali ve A = A.B ise B = O olur.

Tanmim 2.28. [13] P, kuadratik cismin (1) = O’ dan farkli bir tam ideali olsun. P’ nin

(1) = Ok ve P’ den bagka boleni yoksa P’ ye asal ideal denir.

Tanim 2.29. [14] P, kuadratik cismin bir tam ideali olsun. Eger P ile O arasinda bagka

bir ideal yoksa P’ ye maksimal ideal denir.
Her maksimal ideal asaldir [14].

Teorem 2.7. [10] K = Q(\/a) kuadratik say1 cismi olsun. Bu durumda;

i) Ok halkasinin (0) dan farkli her asal ideali maksimaldir.

ii) (0) dan farkli her tam ideal, asal ideallerin ¢carpimi biciminde tek tiirlii yazilabilir.

iii) (0) dan farkli kesirsel idealler, ideallerin carpma islemi altinda bir ¢arpimsal grup

olusturur.

Eger P bir maksimal ideal ise P.P~ = O olur [14].

Tanmm 2.30. [4] A = (o, 05), K = Q(\/E) cisminin bir tam ideali olsun. a;’ ve ay’
sirasiyla a; ve ap’ nin esleniklerini gostermek iizere A" = (o', ay') idealine A idealinin
eslenigi denir.

Tanmm 2.31. [6] K = Q(+/d) cisminin bir tam ideali A = (ay, a3) olsun.

5A = (041062/ - 041,042)2

degerine A idealinin diskriminanti denir.

Tanim 2.32. [14] A, K = Q(v/d) cisminin bir tam ideali olsun. Og /A boliim halkasinin

eleman sayisina A idealinin normu denir ve N(A) = |Ok /A| seklinde gosterilir.
Onerme 12. [1] N(A) daima sonludur.

Teorem 2.8. [14] K kuadratik say1 cismi ise [/ : Q] = 2 oldugundan 0 # A idealinin

Z—tabam {1, as} olup
RUNE
A

olur. Burada A\, K kuadratik say1 cisminin diskriminantidir.

N(A)

Onerme 13. [10] Eger A ve B, O’ min iki ideali ise N(A.B) = N(A).N(B) dir.
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2.6. Kuadratik Say1 Cisimlerinde Ideallerin Ayrisimi

Tamim 2.33. [15] p bir tek asal say1 ve a # 0 bir tam say1 olsun.

1, 2% = a(mod p) ¢oziimlii ve (a,p) = 1 ise

a
(—) =4 —1, 2?=a(mod p) ¢dziimsiiz ise

0, plaise
seklinde tanimlanan ( Z) semboliine Legendre Sembolii denir.

Teorem 2.9. [15] p bir tek asal say1 ve a, b ## 0 birer tam say1 olsun. Bu durumda
i) <ﬂ) — a5 (mod p)
p
9(;) () - (5)
i) — h— | —3
p p p
a b
iii) a = b (mod p) = (—) = (—)
p p
2 2
iv) (a,p) =1= (a_) =1, (a_b) — <9>
p p p
1 —1 p—1
V) - = 1, _ =(-1) =
G) - (5)-=
2 p271
vi){ - ) =(—-1) =
()=

Teorem 2.10. [15] Eger p ve ¢ birbirinden farkl: tek asal sayilar ise,

())-coe

Tanim 2.34. [15] <i> Legendre sembolii olsun. a pozitif bir tam say1 , b pozitif bir tek
*

saglanir.

tam say1 ve b = pipops...p, (p; ler asal) biciminde olmak iizere;

0)-G) GGG

ise (Z) semboliine Jacobi Sembolii denir.
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Tamm 2.35. [15] (f) Jacobi sembolii olsun. Eger
k

1, a = 1(mod 8) ise
<a> -1, a = 5(mod 8) ise
2 0, a = 0(mod 8) ise

| tammsiz, diger hallerde

ozelligi ile genisletilmis bi¢imde tanimlaniyor ise (Z) semboliine Kronecker Sembolii

denir.

Tanim 2.36. [15] A, K = Q(\/E) cisminin diskriminanti ve p bir asal say1 olmak iizere,

(é), p#2,(A,p)=1ise

p

Xk (p) = (_1)A2§17 p=2,(A,2)=1ise
0, p|A ise

biciminde tanimlanan y x fonksiyonuna K cisminin Kronecker karakteri denir.

Sonug 2.5. [16] K = Q(\/c_l) cisminin tamlik halkas1 O olmak iizere O halkasinda, p
tek asal degerinin ayrigimi;

i) (%) = 1 & p aynsir (decomposed)

ii) (%) = —1 & p asal kalir (inert)

i) (%) — 0 & p dallanir (ramifed)

biciminde ifade edilir.

Sonuc 2.6. [16] K = @(\/E) cisminin tamlik halkas1 Og olmak iizere p = 2 asalinin O
halkasindaki ayrisimi asagidaki bicimde ifade edilir.

i) (%) = 1 & 2 aynisir (decomposed)

ii) (%) = —1 < 2 asal kalir (inert)

iii) (5) = 0 < 2 dallanir (ramifed)

Teorem 2.11. [17] p bir asal sayi, P C Og, p’ yi kapsayan bir asal ideal ve
P = {p : p € P} # P olsun. Diskriminanti A olan bir X = Q(+/d) kuadratik say1
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cisminde bir p asalinin ayrigimu;
i) p|A < (p) =p*ve N(p) =p
ii) p > 2 olsun.

(p) =pp' (p#p)ve N(p) = N(p') = p, (%) = lise

(%)‘ (p) = o, AN
p) =pve N(p) =p", (p)_ 11se

P (p#£p)veN(p)=N(p)=2, d=1(mod38)ise
ve N(p) =4, d = 1 (mod 8) ise

/N
>
N———
I

—

N\

N~—
Il
D

bicimindedir.

2.7. Kuadratik Say1 Cisimlerinin Sinif Sayilari

Tanmm 2.37. [7] K = Q(\/a) kuadratik say1 cisminin biitiin kesirsel idealleri ideallerin
carpma islemine gore carpimsal bir grup olustururlar. Bu grubu G ile, G nin esas
ideallerinin olusturdugu grubu da E ile gosterelim. G/ E boliim grubu sonlu bir gruptur.
G/ E boliim grubuna K cisminin sinif grubu, bu grubun eleman sayisina K cisminin sinif

sayist denir ve h ile gosterilir.

Bu nedenle cismin kesirsel idealleri grubu siniflara ayrilmig olur. Bir sinifin herhangi iki

idealine denk idealler denir. A ve B denk iki ideal ideal ise A ~ B seklinde gosterilir [6].

Iki kesirsel idealin denkligi asagida sekilde ifade edilebilir.

Tanim 2.38. [4] A ve B iki kesirsel ideal olmak iizere A = (a)B olacak sekilde bir
o € Q(v/d) elemani varsa, A ile B denk kesirsel ideallerdir denir ve bu denklik A ~ B

seklinde gosterilir.

Kesirsel ideallerin bir siifinda tam idealler de vardir. Bu durumda bir A kesirsel ideali
verildiginde 30 # « € Og i¢in A C Ok oldugundan; ideal siniflarinin 6zellikleri ve
siif sayisi ile ilgili sonuglar elde etmek icin sadece tam idealleri goz Oniine almak yeterli

olacaktir [6].
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Dolayisi ile tam idealler ele alinarak denklik tanimi ve siif sayist asagidaki sekilde

verilebilir.

Tanmim 2.39. [1]Eger («)A = ()B olacak sekilde sifirdan farkli o, 5 € Op varsa
A, B C Ok ideallerine denktir denir ve A ~ B seklinde gosterilir. Bu bir denklik
bagintisidir. Denklik simiflarina ideal smiflar1 denir. Ideal simflarinin sayisina K nin sinif

say1st denir ve hy ile gosterilir.

Ayrica bu yaziligta;

i) Eger N(«a.f) > 0 ise elde edilen siniflara dar anlamda sinif denir ve bu siniftaki
idellerin denkligi A ~ B ile gosterilir. Dar anlamda simif sayis1 da hy " ile gosterilir.

ii) Eger N(«.3) > 0 kosulu gerekli degilse elde edilen siniflara genis anlamda sinif denir
ve bu siniftaki ideallerin denkligi A ~ B ile gosterilir. Genis anlamda sinif sayisi da hyg

ile gosterilir. [6]

Teorem 2.12. [13] K = Q(\/E) kuadratik say1 cisminin diskriminanti A ve temel birimi
€4 olsun. Bu durumda,

i)A<0:>hK+:hK

h,K+ = hK, N(Ed) =-—1 1911’1
hK+ = QhK, N(gd) =1 1(;1n

ii)A>0=

kosullar1 gerceklenir.

Ispat: i) A < 0 durumunda V z = € Ok igin N(z) = ——— > 0

4
oldugundan, ¥ a, f € Ok i¢in N(«./3) > 0 saglanir. Bu durumda dar anlamda siniflar ile

a+bvd a® — bd
9

genis anlamda siniflar aymidir. Oyleyse hx ™ = hy olur.

ii) A > 0 olsun. N(¢4q) = —1 durumunda, (o)A = (B)B = (g4.5)B bigiminde
yazildiginda N(«.f), N(«.5.e4) den biri pozitif olacaktir. Bu durumda dar anlamda

siniflar ile genis anlamda smiflar aym olacaktir. Bu nedenle hx ™ = hy olur.

N(g4) = 1 durumunda, V o, 5 € Og igin N(a.) > 0 kosulu her zaman gerceklenemez.
Bu durumda A =~ B veya A =~ B v/d den biri gerceklenir [8]. Bu durumda hxt = 2hx

dir. Yani, dar anlamda her denklik sinifi genis anlamda iki denklik sinifin birlesimidir. [
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Teorem 2.13. [8] K = @(\/a) bir kuadratik say1 cismi, My Minkowski sinirt ve A, K

cisminin diskriminanti olmak iizere, K cisminin her ideal sinifi,

A
g, d > 0ise

N(P) < My =

, d<0ise

2vVA
s
olacak bicimde bir P tam ideali vardir.

Teorem 2.14. [10] Bir cebirsel say1 cisminin ideal siniflar1 sayis1 sonludur.

Teorem 2.13 den faydalanarak Minkowski sinir1 yardimiyla bazi say1 cisimlerinin sinif
sayilar belirlenmistir. Ancak M sinirt biiytidiikge bu yontemle sinif sayisin1 hesaplamak

da zorlasmaktadir [4].

Teorem 2.15. [8] Bir say1 cisminin diskriminanti tek bir asal ¢arpan iceriyorsa, sinif sayisi

tektir.

Onerme 14. [1] A, Of tamhk halkasinin bir ideali ve hg, K cisminin sinif sayisl ise

1 < k < h olacak sekilde k tam sayis1 vardir dyle ki A* esas idealdir.

Onerme 15. [14] Eger A, Ok tamlik halkasinin bir ideali ve hy, K cisminin sinif sayisi
ise
i) A" esas idealdir.

ii) Eger q ve hy aralarinda asal ve A7 esas ideal ise A esas idealdir.

Teorem 2.16. [14] K = @(\/E) kuadratik say1 cisminin sif sayisinin 1 olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul K cisminin Oy tamlik halkasinin bir esas ideal bolgesi olmasidir.

ispat: =:hg =1ise VA C O ideali icin A ~ Ok dir. Bu durumda 30 # «, 5 € Ok
icin (a)A = (8)Ox = () olur. Buise 3 = € A i¢in ax = [ oldugunu yani; z = p €A
a

oldugunu belirtir ki A = (é) esas idealdir.
o

<«: Ok tamlik halkasi bir esas ideal bolgesi ise 0 # «, 8 € Ok olmak tlizere V A = («),
B = (p) idealleri i¢in (8)A = (a)B yazilabileceginden A ~ B oldugu elde edilir ve
boylece hx = 1 dir. [
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Tamm 2.40. [18] K = Q(\/c_i) kuadratik say1 cismi , A, diskriminant, y4 Kronecker

karakter ve ¢4 temel birim olmak iizere

VA4.L(1,Xa)

hy = Y4t o Xd)

2log€d

seklinde tanimlanan sinif sayisi formiiliine Dirichlet Sinif Sayisi Formiilii denir.

(Burada L(1, x4); s = 1 i¢in L—fonksiyondur ve L(s, x4) = g Xa(n) dir. )
/’/LS
n=1

2.8. Basit Siirekli Kesirler

Tanim 2.41. [19] qo, q1, ..., g, reel sayilar 1 < ¢ < nigin ¢; > 0 olsun. Bu sayilar ile elde

edilen

[q0aq1a 7Q’n] = qo +

a1+

qo +

kesrine pozitif sonlu siirekli kesir denir.

[90, G1, ---, Gn] pozitif sonlu siirekli bir kesir olmak iizere, gy € Zve 1 <i < niging; € Z*

ise bu kesre basit sonlu siirekli kesir denir [19].

Bu boliimde sadece basit siirekli kesirlere yer verileceginden, siirekli kesir denildiginde

sadece pozitif ve basit olan siirekli kesirler kastedilecektir.

Sonlu bir siirekli kesir asagidaki sekillerde gosterilebilir [19].

| | aos g 0]). F ] g0+ —
q0, 41, ---,49n)> (490, (415 ---54n]]> |90, 91, --+5 n—1 —1 Qo T 7
dn [q1>"'7Qn]

Teorem 2.17. [15] (a,b) = 1, a,b € Z ve b > 0 olmak iizere % seklinde bir rasyonel say1

sonlu bir siirekli kesre esittir. Tersine her sonlu siirekli kesir bir rasyonel say1 gosterir.

Ispat: (a,b) = 1, a,b € Z ve b > 0 olmak iizere r = % olsun. a ile b ye Euclid
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Algoritmast uygulandiginda,

a = qob + 1o, 0<ro<b
b:qlro—i-?"l, 0<ry <rg
ro = @21 + T2, O0<ryg <

Tn—3 = Qn-1"n—2 + Tn—1, 0< Th—2 < Th—1
T'n—2 = qnT'n-1

esitlikleri elde edilir. Bu denklemlerde g, q1, .., ¢, pozitif tam sayilar olup buradan,

a A ro 4 1
To
b i 1
—=q@t—=q+
To To "
Tn—3 n—1 1
= (Qpn-1+ =(qn-1+ Trm_2
T'n—2 'n—2 Tn_—l
'n—2
= dn
Tn—1

b
bulunur. Birinci denklemde — yerine ikinci denklemden degeri yazilir ve bu sekilde
To

devam edilirse 7 rasyonel sayisinin

r= [CIO7(117 cey qn]

siirekli kesirlere acilimi elde edilmis olur. Buradaki ¢;’ lere kismi boliimler de denir.
Boylece, bir rasyonel sayimin sonlu bir siirekli kesre esit oldugunun ispati tamamlanmis

olur.

Tersine qo, q1, ..., ¢, € Z ve 1 < i < nig¢ing; > 0 olmak tizere [qo, q1, ..., ¢, sonlu siirekli
kesri alindiginda, her sonlu siirekli kesrin bir rasyonel say1 gosterdiginin ispati n’ ye gore

indiiksiyonla yapilir.
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1 1
[0, 1] =g+ — = Dht 2 rasyonel say1 oldugundan n = 1 i¢in iddia dogrudur.

n = kicin iddiaq ziogru olZiln. Yani, g haric hepsi pozitif olan qq, q1, ..., qx tam sayilar1 ve k
pozitif tam sayis1 i¢in, [qo, g1, .-, gx| sonlu siirekli kesrinin bir rasyonel say1 oldugu kabul
edilsin. qo, q1, ..., qx tam sayilar1 qq, ..., qx+1 olarak yeniden adlandirildiginda, varsayim
gere8i [qi, ..., qx+1] basit siirekli kesri bir rasyonel sayidir. O halde, s > 0 olmak iizere,
[G1y ey Qa1 = g olacak sekilde r ve s tam sayilar1 vardir. Buradan, gy herhangi bir tam
say1 olmak iizere,

1 _qor+s

[QO7Q17"'7q1€+1] :q0+ - e@
[Q17'--7Qk+1] r

elde edilir. O halde, iddia n = k + 1 icin de dogrudur. Boylece, her sonlu siirekli kesrin

bir rasyonel say1 gosterdiginin ispat1 tamamlanmis olur.

Sonucg 2.7. [5]r = % rasyonel sayisi,
[7’]:[7’—1,1], r €z
[q07 qi, -+ QH]:[q07 q1y -y 4n — 17 1]7 r ¢ Z
bicimindedir.

Bir rasyonel sayinin sonlu siirekli kesir biciminde gosterilmesine sayinin siirekli bir kesre

acilimi denir [5].

.. 37
Ornek 2.1. [5] — nin siirekli kesirlere agilimini, Euclid algoritmas1 yardimi ile bulalim.

37T= H5.7+2
7= 3241
2= 21

37
oldugundan, kismi boliimler 5, 3, 2 dir. Su halde = = [5,3,2] =[5,3,1,1] olarak

bulunur.

Sonuc 2.8. [6] Sonlu siirekli kesirler ve rasyonel sayilar arasinda birebir esleme vardir.
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. .1 .
VreQiginr = [q,q,....,q,] ver > Lise — = [0, qo, ..., qn| dir [6].
r

Verilen sonlu bir siirekli kesrin rasyonel say1 degerini bulmak basamak sayisi arttik¢a
zorlagir. Bu nedenle ilk birka¢ basamak degeri i¢cin dogrudan hesaplama yapilarak

asagidaki rekiirans degerleri elde edilir.

[QO] = qo,
1 qoqi +1
(90, 1] = qo + — = )
q1 q1
40, 91, 2] = o + 1L qoiq2 + qo + ¢
0, 41,42 — 40 -
@+ = q1g2 + 1

q2

oldugu goz oniine alinirve P_o =0, Py = 1,Q_5 = 1, Q_1; = 0 6zel degerleri segilirse,

Ph=q=qP1+Ps P=qqt+l=ql+ P,
Qo=1=q¢Q-1+Q-2 O=qg=qQi+Q_

esitlikleri elde edilir ve £ > 0 igin,

P, = qpPy—1 + Pr—s
Qr = GQr—1 + Qr—2 2.7

seklinde { P} ve {Q} tam say1 dizileri elde edilir [6].

Sonug 2.9. [19] {Qy} tam say1 dizisi asagida verilen ifadeleri saglamaktadur.
i) VEk > 0igin @ > 0 dir.

i)k >0icinQ >0ise 0 <1 =Qp < Q1 < ...

iii) Q. > k dir.

Teorem 2.18. [19] g0, ¢1, ..., qr € Z ve 1 < i < kig¢in ¢; > 0 olmak iizere, { P} ve {Qx}
tam say1 dizileri (2.7) rekiirans bagintilari ile tanimlanan diziler olsun. Bu takdirde, her x

pozitif reel sayisi ve her £ > 0 igin,

[90: 1y -y Q—1, ) = i1+ P
0’ 17 AR ] _17 - - . AN
TQr—1 + Qr—2
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olur.

Ispat: Ispat: indiiksiyonla yapalim. k = 0 ve k = 1 icin esitligin dogrulugu kolaylikla

goriiliir. Tlk & terim icin esitlik dogru olsun.

1
[QO7Q17 "'7Qkax} = [q07Ql> cey qk—1, 4k + 5]

(@ + 2Pt + Py

gk + 2)Qr—1 + Qu—a
TPy + Pry

- 2Qk + Qrr
elde edildigine gore esitligin k£ + 1 i¢in de dogru oldugu goriiliir.

Teorem 2.19. [15] Her k£ > 0 tam sayis1 i¢in r, = [qo, ¢1, --., gx] Olarak alinirsa,

Qk

Tk
olur.

Ispat: Teorem 2.18” de  pozitif reel sayis1 yerine g;(> 1) tam sayis1 alinirsa,

QG Pr—1 + Pr—s
@ Qr—1 + Qr—2

[q()a qiy .- qk] =

P
elde edilir ve burdan da (2.7) bagintilar1 kullanilarak, r;, = Q—k elde edilir.
k

Teorem 2.20. [19] Vk > —1 i¢in

PeQr—1 — Pe1Qp = (1) (2.8)

Ispat: Ispati indiiksiyonla yapalm. &k = —1, k = 0 ve k = 1 icin esitligin dogrulugu
kolaylikla goriiliir.

Esitlik £ i¢in dogru olsun. Bu kabul ve (2.7) bagintilar1 kullanilarak
Pri1Qr — PLQrir = (qes1 P + Pro1)Qk — Pe(qr1Qr + Qr—1)

= —(PeQi—1 — Pr1Qx)
_ _(_1)]671

- (-1

bulunur. Bu ise (2.8)” in k£ + 1 i¢in de dogru oldugunu gosterir.
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Sonug 2.10. [15] VE > 0igin (P, Q) = 1 dir.

Ispat: (P, Q;.) = d > 1 olsun. Onerme 2.20 kullamlarak, P,Qy_1 — Pp_1Qr = (—1)%!
yazilabilir. (P, Q) = d oldugundan, d| Py ve d|Qy, dir. Dolayisiyla d| P,Qx—1 ve d|Qy Pr—1
olup d| PyQy_1 — Py_1Qy ve boylece d|1 elde edilir ki bu d > 1 kabulii ile ¢eligir. Boylece

(P, Qr) = 1 olusunun ispati tamamlanmisg olur.

Teorem 2.21. [19] V& > 0 i¢in

PiQio — Py 2Qr = (—1)Fqy (2.9)

olur.

Ispat: Teorem 220’ den P,Qy_1 — Pr1Qr = (—1)F! olusu ve (2.7) bagmtilar:
kullanilarak ispat sdyle yapilir;
PrQr—2 — PraQy = (Qkpkq + Pk72>Qk72 - Pka(Qkafl + Qk72)

(Pk 1Qk 2_Pk QQk 1)
= (-1
(—1)q

olur.

2.9. Sonsuz Siirekli Kesirler

Tamm 2.42. [6] Basit sonlu siirekli kesir tanimindaki n de8eri sonsuz ise elde edilen

siirekli kesre sonsuz siirekli kesir denir ve [qo, g1, ...] seklinde ifade edilir.
Tanmim 2.43. [6] Sonsuz siirekli bir kesrin ilk £ teriminden olusan sonlu siirekli kesir,

Cr = [QO7Q17'-'7QI<:]

seklinde olup buna sonsuz siirekli kesrin k-inct yaklasimi denir.

P
Eger k cift ise ci "cift yaklasim", k tek ise cj "tek yaklasim" olarak adlandirilir. ¢, = Q—k

k
dir.

Teorem 2.22. [6] i) Cift yaklagimlar dizisi diizgiin artar.
ii) Tek yaklagimlar dizisi diizgiin azalir.

iii) Tek yaklagimlar, Cift yaklasimlardan biiyiiktiir.
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Ispat: i) (2.9) esitligi ve Sonug 2.9 sirasiyla goz Sniine almir ise; Vi > 2 ¢ift tam sayisi
i¢in P,Qp_o — Py_2Qy = (—1)*q, = q; bulunacagindan

_ ﬂ _ P i qk
Qr Qi  QrQr—2

=Cr2+ > Cg—2

dk
QrQr—2

olur.

ii) Benzer sekilde (2.9) esitligi ve Sonug 2.9 sirasiyla géz Oniine alinir ise; Vk > 3 tek tam
sayistigin PyQp_o — Pp_2Qp = (—1)*qr = —¢;, bulunacagindan

B B .
Qv Qs QrQra "7 QuQrs

< Ck—2

olur.

iii) £ = 2t+1 (t > 0) tek tamsay1si i¢in (2.8) esitligi kullanilarak Po; 1 Qo — Py Qo1 = 1
bulunur ve boylece co; < coi41 0ldugu goriiliir.  ve s keyfi pozitif tam sayilar olmak iizere

Cos < cory1 seklinde genellestirilebilir.
Not 2.2. [6] Teorem 2.22 ¢y < ¢4 < ... < c3 < c; seklinde 6zetlenebilir.

Teorem 2.23. [6] [q0, ¢1, G2, --.] sonsuz siirekli kesri igin,

i) lim ¢, mevcuttur ve r, s herhangi iki pozitif tam say1 olmak iizere co,. < lim ¢ < cos11
k—oo k—o0

saglanir.

i) lim ¢ = [0, ¢1, 2, ...| olur.
k—o0

: 1 .
iii) @ = [0, q1, @2, ...] ise | = qo ve v = qp + ——— dir.
[QI7QQ7"']

(Burada, |z ] : x elemaninin tam degerini ifade etmektedir.)

Ispat: i) Teorem 2.22° den {cy} artan ve herhangi bir tek yaklasimla iistten sinirl
oldugundan, l}g& cor mevcuttur. Benzer sekilde {co,y1} azalan ve herhangi bir cift
yaklagimla alttan sinirlt oldugundan, klgg@ co+1 de mevcuttur. Teorem 2.22° den
fr e = e 0
bulunur. () artan bir dizi ve (), > 0 oldugundan son limit sifir olur buradan
lim Cokt+1 = lim cor elde edilir. Bu da tek yaklasimlar ve cift yaklasimlar dizilerinin

hmltlermln ayni oldugunu gosterir. Buradan khm L = hm Cok+1 = hm Cok Saglanir ve
—00
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cor < lim ¢ < c9541 oOlacagn aciktir.
k—o0

1
ii), iii) o, < klim cr < Cos41 esitsizliginden r = s = 0 alinir ise gy < o < qp + — elde
—00 Ch
edilir. ¢; > 1 oldugundan ¢y < a < g + 1 ve buradan da || = ¢o bulunur.

Ayrica ¢ = [qo, ¢1, G2, ---, qx) 0ldugundan,
. . 1
a=limce¢=¢g+ lim ——=q¢g+ ———
k—o0 k—o0 [917612,'-'7%] [q17q2a"']
olarak elde edilir. O

Sonug 2.11. [5] & = [qo, ¢1, 2, --.| sonsuz siirekli kesri bir tam say1 olamaz.

Ispat: Teorem 2.23 iii) g6z Gniine alinirsa o] = goolur. gp < @ < gp + 1 oldugundan,

a & Z olur. O
Yardimer Teorem 2.2. [5] o = [qo, ¢1, G2, ---] = [P0, P1, P2, ---] ise Yk > 0 i¢in, g = pg
olur.

Teorem 2.24. [15] Her sonsuz siirekli kesir, bir irrasyonel say1 belirler.

ispat: a = [qo,q1,q2,...] sonsuz siirekli kesrinin bir rasyonel say1 belirledigini
varsayalim. O halde Teorem 2.17° e gore, bu rasyonel saymnin sonlu bir siirekli kesre
acilimi mevcuttur. Bu agilimi n sonlu bir say1 olmak iizere; o = [pg, p1, P2, ..., D] ile

gosterelim. Bu durumda

o = [q07q17Q2a ] - [P07p17p27 apn]

ve |a] = go = po olur. Bu ise Yardime1 Teorem 2.2° den dolay1 ancak ilk n terimin esit
olmasi ile miimkiindiir. Bu durumda; [¢,,, ¢ni1, Gni2, ---] = [Pn] = pn € ZT bulunur. Fakat
sonsuz siirekli kesir bir tam say1 olamayacagindan bu bir ¢eligkidir. O halde varsayimimiz

hatali olup « sonsuz siirekli kesri bir irrasyonel say1 belirler. [
Teorem 2.25. [15] Her « irrasyonel sayis1 bir tek siirekli kesre esittir.

Ispat: o = qy ile gosterelim. |ay| = ¢o € Z olsun. Bu durumda 0 < oy — qp < 1
olacaktir.
lao) = qo = qo < g < qo+ 1

=0<ay—q <1

=0<1<

= oy dersek,
Qo — qo
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1 .
O zaman oy = qy + — dir.
g

Benzer sekilde devam edilirse, |y | = g olmak iizere

1
ap=qo+—, |ao] =qo

aq
1
a=qg+—, |lo|l=q
(&%)
1
Qg1 = Q-1+ —,  |og—1] = qr—1
677

elde edilir.

Burada aj_; bir irrasyonel say1 oldugundan o, da irrasyoneldir. Ayrica, ¢y € Z disinda

qr’ lar pozitif tam sayilardir. Boylece, k£ + 1 adim sonra

@ =[qo, q1, s Qo1 O] (2.10)

suirekli kesri elde edilir. Teorem 2.18” den

o= o — Py 1+ Py
Qi1 + Qr—2
P, (—l)kil 1
bulunur. ¢y, = — oldugundan o — ¢ = ve |a — cp—1| <
TR S (e Qi) S T S g
elde edilir. Burada limit alinirsa o = klim cr = klim [90, @1, -, @k) = [q0, q1, --.] bulunur.
— 00 — 00
Son olarak elde edilen bu siirekli kesrin tekligini gosterelim. [qo, q1,...] Ve [po,p1,-..]

sonsuz siirekli kesirleri ayn1 irrasyonel sayiy1 temsil etsin. o = [qo, ¢1, ...] = [po,p1, -]

ise Vk > 0 i¢in g = py oldugu Teorem 2.23 iii) goz Oniine alinirsa,

1
Go+ T =po+ ——————
[q17q27"‘7q1€] [p17p27"'7pk]

oldugundan, istenilen k {izerinden tiimevarimla kolayca elde edilir.
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Sonug 2.12. [6] Irrasyonel sayilar ile sonsuz siirekli kesirler arasinda birebir bir esleme

vardir.

Ornek 2.2. [5] /3 irrasyonel sayisinin siirekli kesre agilimimi1 bulalim.

4o :L\/gJ =1

1 1 V3+1
a0 =|V3=1+— =a = =
0 =[v3] o ' V3-1 2

V3+1
q=| 5 ]=1

LI 2 V3+1
o = — Qg = —— = ,
1 o 2 \/5—1
@ =|V3+1] =2

1
= :O{,
Qa3 \/5—1 !

oldugundan bundan sonraki kismi boliimler tekrar eder. Boylece

V3=1[1,1,2,1,2,1,2,.. ] = [1,1,2]
olarak bulunur. O halde /3 irrasyonel sayisinin siirekli kesre aciliminin sonsuz oldugu

goriiliir.

Ornek 2.3. [5] @ = [1,1,1,...] sonsuz siirekli kesrine karsilik gelen irrasyonel say1y1

bulalim.

Teorem 2.23 iii1) gdz Oniine alinirsa,

1 2
a=14+—-—=a"—a—-1=0,
o

olarak bulunur.

|ar] = 1 oldugundan, o bu polinomun pozitif kokii olup o =

Ornek 2.4. [5] o = [3,2,1,1,...] sonsuz siirekli kesrine karsilik gelen irrasyonel say1y1

bulalim;

1 1 .
Teorem 2.23 iii) goz Oniine alinirsa, « = 3 + —, a; = 2 + — ve Ornek 2.3’ den

(03] [6%)
1+V5
2

ar =[1,1,1,.. ] oldugundan, yerine konarak
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1 4+2V5

1+5
= 1++5

1+v6  13+7V6 9-5
442v5 4425 2

olarak elde edilir.

a =3+

Tanmm 2.44. [6] « = |[qo,q1,...] bir sonsuz siirekli kesir olsun. oy, = [k, @rt1, -]

seklindeki sonsuz siirekli kesre o kesrinin k-inct tamlayani denir.

G €Z,q1,q2, -, Q—1 € ZT ve B = [po, p1,-...] > 1 bir irrasyonel say1 ise,

[Q(th ‘“7q1€—176] = [QOqu -+, 4k—1, Po, P1, ]

saglanir [6].

2.10. Kuadratik Irrasyonel Sayilarin Siirekli Kesre Acilimi

Tanmim 2.45. [5] z,y € Q, y # 0 ve d kare ¢arpansiz pozitif bir tam say1 olmak iizere
a=x+ y\/c_l
formundaki sayilara kuadratik irrasyonel sayt denir.

Not 2.3. [6] Q(v/d) kuadratik say1 cisminin biitiin irrasyonel elemanlarinin kuadratik

irrasyonel say1 oldugu goriilmektedir.

Onerme 16. [6] Her o kuadratik irrasyonel sayis1 d > 0 kare carpansiz bir tam say1 ve

s|(d—r?) (s%O,r,sEZ)olmakiizerer

formunda yazilabilir.

a+ by/dy

Ispat: o = x + y+/d, seklinde olsun. 0 # b, ¢ € 7 olmak iizere « = ——— seklinde
C

yazilabilir. Karekokiin isareti pozitif olacak sekilde

o =

atb%dy a ++/d; _de]+Verdy  a +/dy
c

c cle| ¢
yazilir. Burada d; ve ds tam kare degillerdir.

2 = Ady — d*c = (dy — a’*)® oldugundan +¢; = ¢ | (dy — a1?) elde
Vd

Ayrica dy — ay

. T ) )
edilir. Bu durumda, » = a;, s = ¢; alinirsa o« = istenilen yazilistir.
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Tanmm 2.46. [15] « = [qo, q1,...] bir irrasyonel say1 olsun. Sonlu bir adimdan sonra
qr’ lar periyodik olarak esit degerler aliyor ise bu kesre periyodik siirekli kesir denir. Bir

periyodik siirekli kesir,

[QO7 q1, -5 4k—1,9k, ---, q1€+m—1]

seklinde gosterilir ve buradaki m sayisina bu kesrin periyod uzunlugu denir.

Teorem 2.26. [15] Her periyodik siirekli kesir bir kuadratik irrasyonel sayiya karsilik

gelir, tersine her kuadratik irrasyonel sayinin siirekli kesre ac¢ilimi periyodiktir.

Ornek 2.5. [5] @ = [5,1,10] periyodik siirekli kesrine karsilik gelen kuadratik

irrasyonel say1y1 bulalim;

B = [1,10] olsun. O halde o = [5, /5] olur. 5 = [1, 10, 3] oldugundan,

1 11841

=1 T 7 P = 0551

1

B
= 105> -108—-1=0

54 +/35
10

ve 8 > 0 oldugundan, 5 = olarak bulunur. O halde

1
a=[56=5+——==35
10

kuadratik irrasyonel sayis1 bulunur.

Teorem 2.27. [15] o = [qo, 1, ---] bir kuadratik irrasyonel say1, d > 0 kare ¢arpansiz bir

To+\/a

tam say1 ve sq | (d — r0?) (ro, S0 € Z; 5o # 0) olmak iizere o = ag = ise,
S0
Tk+1 = 4kSk — Tk
d— r,% 1
Sppg = Tkl 2.11)
Sk

rekiirans degerleri ve £ > 0 tam sayis1 i¢in,
i) 7 ve s, # 0 birer tam say1dir.

ii) s; | (d — ry,2) dir.
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T 4 Vd
Sk
ozellikleri gerceklenir.

iii) a, =

Ispat: Ispat1 indiiksiyon ile yapalim. k& = 0 igin her ii¢ halin de dogru oldugu agiktir.

her ti¢ durumun £ i¢in dogru oldugunu kabul edip & + 1 icin dogru olduklarini gosterelim.

i) r.1" in tam say1 oldugu agiktir. s, 1 # 0 olacakur. (Aksi halde d = r?} 41 Olur ki bu da

bir celigkidir.)

d— kak_rk2 d_TkQ
Skt+1 = (Sk >: St — @281 + 2q57

oldugundan s’ in de bir tam say1 oldugu goriiliir.

ii) 535411 = d — r341° oldugundan sy | d — 72, olur.

iii) Teorem 2.25’ deki gosterim kullanilir ise;

N 1 Sk Sk si Vd+ren
k+1 pu— pu— pr— p— .
= Qe A+ — Sk \/E—rkﬂ \/E—T‘]H_l \/EJrrkH
_ Vd + i
(d = 7ri1)/sn
- \/E+Tk+1
Sk+1
elde edilir.

7“0—1—\/3

So
kuadratik irrasyonel sayinin sonsuz siirekli kesre ag¢ilimin1 bulmak miimkiindiir.

V241
3

Sonu¢ 2.13. [6] (2.11) rekiirans degerleri ile o = ag =

seklinde verilen bir

Ornek 2.6. [5]

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre ac¢ilimini bulalim ;

d = 2,71y =1ve sy = 3’ den baglayamay1z. Ciinkii so { (d — r2) dir. Bu nedenle

V241 3v2+3  ViI8+3
3 9 9
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sekline getirmemiz gerekir. Bu durumda d = 18, ry = 3 ve 5o = 9 olup s | (d — r2) dir.
Asagidaki Tablo 2.1’ i yapalim.

V2+1

Tablo 2.1:
ablo 3

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre agiliminda kullanilan

rekiirans degerlerinin tablosu

L0l 1 [2[3[4]5
rh | 3| -3 | 4444
si 9] 1 [2]1]2]1
0] 1 [4]8/4]8

V2+1
3

ve = [0, 1, 4, 8] olarak elde edilir.

7“()"‘\/a

S0
! e ) ’ .
a , a elemaninin eslenigi olsun. Eger n > 1 tam sayist a1 < 0 ise,

Yardimc1 Teorem 2.3. [15] Bir o = o =

kuadratik irrasyonel sayis1 verilsin.

)—l<a, <0
ii) 0 <r, <Vd
iii) 0 < s, < 2v/d

kosullar1 gerceklenir.

Tanimm 2.47. [6] Bir siirekli kesrin periyod disinda kalan elemani yoksa bu kesre

piir-periyodik (tamamen periyodik) siirekli kesir denir.

Tamim 2.48. [5] «, bir kuadratik irrasyonel say1 ve o', a’mn eslenigi olsun. Eger o > 1

ve —1 < o < Oise o ya indirgenmis kuadratik irrasyonel say: denir.

Teorem 2.28. [15] Bir « kuadratik irrasyonel sayisinin sonsuz siirekli kesrinin piir-periyodik

olmasi icin gerek ve yeter kosul &’ nin indirgenmis olmasidir.

Teorem 2.29. [16] d kare carpansiz pozitif bir tam say1 olsun. v/d * nin siirekli kesre
aciliminda yalnizca g periyod disinda kalir. v/d = [90, G1, -, Gm) biciminde ise ¢, = 2qo

olur.

+Vd

!
Sonug 2.14. [16] d > 7 icin —

nin siirekli kesre acilimi

- [q07q17 LK) Qm]

s

bicimindedir ve ¢, = 2qo — 1 olur.
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2.11. Periyodu 7 Olan Siirekli Kesirler ve Cesitli Tipteki Reel Kuadratik Say:

Cisimlerinin Temel Birimleri ile Simf Sayilari

Teorem 2.30. [20] p # 5, p = 1 (mod 4) bir asal say1 olsun. Eger, 22 — py?> = —4
diophantine denkleminin asikar olmayan (z,y) = (7,,U,) (I, > 0,U, > 0) seklindeki
tam say1 ¢Oziimii;

)1,/ Ug > %
i) 7, <2p

iii) U7 < 4p

kosullarindan herhangi birini sagliyorsa, Q(,/p) reel kuadratik say1 cisminin temel birimi

T+ Up/p
2

Teorem 2.31. [20] K = Q(,/p) olsun. p = 1 (mod 4) ve p > 4.1 x 10° asal1 i¢in p’ nin

S olur.

T,
uygun bir degeri harig n,, = LU_p?J # Oise h, > 1 olur.
p

Teorem 2.32. [21] d > 13 kare carpansiz pozitif bir tam say1 olsun. K = Q(v/d) reel
kuadratik say1 cisimlerinin m, invaryant degeri ve £, temel birimi
om= |5 = 3] - 2] - | 2]

m =] E— — _— g _— — .

S 7 B T R N R WV

i) eg < d.(mg+1)
bicimindedir.
Teorem 2.33. [21] Richaut-Degert(R-D) tipinden olan K = Q(\/E) reel kuadratik say1

cisimleri i¢in d > 5 olmas1 durumunda asagidaki ifadeler saglanir.

2, r=-2;
mg=9 1, r=243;
0, |rl#2,3.

Tablo 2.2: Genis anlamda R-D tipinden say1 cisimleri icin temel birimin katsayilari ve
Yokoi invaryant degerleri

d=n*>+r| r Ty Us | my
d>6 2 2n? + 2 2n 1
d>"T -2 2n? — 2 2n 1
d>39 312(2n2+3)/3|4n/3 | 1
d> 33 3 12(2n%-3)/3 | 4n/3 | 1
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Tablo 2.3: Dar anlamda R-D tipinden sayi1 cisimleri i¢in temel birimin katsayilar1 ve
Yokoi invaryant degerleri

d=n*+r| r| Ty | Uy Ny
d>17 1|2n| 2 k/2
d>10 l|2n| 2 | (k—1)/2
d>15 -1 2n| 2 k/2
d>29 4|1 n| 1 k
d>21 -4 n| 1 k

Onerme 17. [21] Richaut-Degert(R-D) tipinden olan K = Q(+/d) reel kuadratik say1
cisimleri i¢in asagidakiler gegerlidir.

Drl=1eU;=2

i) |rj=deUs=1

Teorem 2.34. [22] d kare carpansiz pozitif tam sayis1 i¢in K = Q(+/d) reel kuadratik say1
cisminin diskriminanti Ay ile verilmig olsun. R(d), A, diskriminantli tiim indirgenmis
kuadratik irrasyonel sayilarin kiimesi olmak {iizere, periyodu k£, ile ifade edilen herhangi
bir « € R(d) elemant i¢in,

1 1 1 ra+ s
oa=a +— — — = + ,(ag,rys,t,u € Zya; > 1)
g4 40k, @ tat+u

agihminda ta + u, K = Q(+/d) cisminin temel birimi olarak elde edilir ve bu temel

birimin normu (—1)4 ile belirlenir.

Teorem 2.35. [22] d kare ¢arpansiz pozitif tam sayisi, 0 < b < 2a esitsizligini saglayan
a,b € Zigin d = a? + b bigiminde tammlansm. K = Q(+/d) reel kuadratik say1 cisminin

temel birimi £4 olsun. Bu durumda;

a=4k*r +k+r
D b=4k+1; k,r >0,k # r(mod 2) = eq = (4k* + Dwq + 2k

N(gg)=—1 ve wg=a++d
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a=31(kr+1)(ek—r)+r

b= (ek—r)r+e; e k,riek—r >0
1)

a’+ b # 1(mod 4)

N(eg)=1 ve wy=a+Vd

a=Fkr+k+r a=1(mod2)

o) p=4(kr+1); k> 1,7>0

N(eg)=—1 ve wd:%(a+\/8) )

a=kd—+r,
b=4d, d= (ek—r)r+e

IV)
(k>1,e r, ek—r>0)

N(gg)=1 ve wd:%(a—k\/a) )

a=ck+2e—1
V)

N(eqg)=1 ve wd:%(\/a—l—a—l)

a=k(ek—1)+2e(k+1)—2

b=2k(ek—1)+1); e,k >0k=0
VI)

veyae =k = 1(mod 2),e(k +1) > 3

N(ea)

ifadeleri gerceklenir.

b=2ek—1;e>1k>0e=k=1(mod2)

1
—1 ve wdzi(\/EjLa—l) )

= eq = (K*(ek—r)+2k)wys+k(ek—r)+1

=eq= (k4 Dwq+ k

b = cq = (K*(ek —r) + 2k)wq + k(ek —r) + 1

=ecq=(k+2uws+k+1

=eq=(k+2k+2duwi+k +k+1

Teorem 2.36. [22] d pozitif kare ¢arpansiz tam sayis;, 0 < b < 2a esitsizligini

saglayan a,b € Z i¢in d = a* + b bi¢iminde tanimli olsun. w = wy € R(d)’ nin

siirekli kesir agihmi ¢ > 0 i¢in |w; | = ¢; olmak iizere, w; = ¢; +

olsun. Bu durumda,
Wi+1
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a—r;+ \/C_Z
C;
bagintilarindan elde edilir.

w; = (ci,ri € Z) olup, ¢;, ¢; ve r; tam sayilart agagidaki rekiirans

a—?“o—i-\/a

Co

Wy =
20 —r; =cil; +1ip1

Cit1 = Cim1 + (1ig1 — 1), (i >0)

b+ 2ary — 2 ,
Burada 0 < 7,41 < ¢ ve c.; = —  dir. Ayrica wy irrasyonel sayisinin
Co

periyodu k; > 1 olmak iizere
bi="lg,—iy, 1<i<kg—1)
T = Thy—it1, (1 <0 < kg)
¢ = Chyi, (1 <0< ky)

esitlikleri gerceklenir.

Teorem 2.37. [23] d = 1 (mod 4), (d > 5) porzitif kare ¢arpansiz bir tam sayisi,

144
2
wr € R(d) dir. k4, wg’ nin periyodu olmak tizere,

Wy , go = |wq] ve wg = qo — 1 + wy olsun. Bu durumda, wy ¢ R(d) ve

WRr = [2(]0 - 17Q17 "'7q]€d*1]7 Wy = [Q(th vy Qlg—1, 2(]0 - 1]

bicimindedir. Ayrica

_ Pyy—1wpr + Py
Qry—1wr + Qry—2

Ty + UgVd

2
i > ligin Qi1 = qi11Q; + Qi1 olmak lizere,

WR =29 —1,q1, -, Qy—1, W)

ise bu durumda Q(v/d)’ nin g4 = > 1 temel birimi Q_; = 0, Qy = 1 ve

Ty = (290 — 1)Qry—1 + 2Qr,—2, Ug = Qiy—1
ile belirlenir.

Teorem 2.38. [23] d = 1 (mod 4), (d > 5) pozitif kare ¢arpansiz bir tam say1, 0 < b < 2a

esitsizligini saglayan a,b € Z i¢in d = a® + b bigiminde tamimli olsun. d = a® + b
1+d
2
Teorem 2.36 da w = wpg, olarak alinirsa,

seklinde tanimlansin. wy = , go = |wa] ve wg = qo — 1 + wy olsun. Bu durumda
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ro=r=a—{ly=a—2q +1

b+ 2arg — 12

Co

Co=2, c1=c_1=

bo=2q—1, li=¢q; (1<i<kg—1)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 2.39. [23] d = 2,3 (mod 4), (d > 5) pozitif kare carpansiz bir tam say1, wy = V/d,

qo = |wa] ve wg = qo + wy olsun. Bu durumda, wy ¢ R(d) ve wy € R(d) dir.

WR = [QQO7QI7 "'7de—1]’ Wq = [QO7QIa vy Qy—1, 2QO]

bicimindedir. Ayrica kg4, wr’ nin periyodu olmak iizere,

B, awr+ Pryo

WR = = 1290, 91, -, Qk,—1, W
R de,le—l—de,Q [ do, g1 Qkg—1 R]
Ta+ UgVd
ise bu durumda Q(v/d)’ nin g4 = %d\/_ > 1 temel birimi )1 = 0, Qy = 1 ve

i > licin Qi1 = qi+1Q; + Q;_1 olmak tizere,
Ty = 2q0Qr,—1 +2Qk,—2, Us=2Qp,—1
ile belirlenir.

Teorem 2.40. [22] d = 2,3 (mod 4), (d > 5) pozitif kare ¢arpansiz bir tam sayisi,
0 < b < 2a esitsizligini saglayan a,b € Z i¢in d = a? + b biciminde tanimli olsun.
d = a® + b seklinde tamimlansin. wy = Vd, ¢ = |wa] ve wgp = qo + wy olsun. Bu

durumda Teorem 2.36’ da w = wp olarak alinirsa,

7“0:7"120
00:1, 01:b

lby=2q, li=q (1<i<k;—1)

esitlikleri elde edilir.

Teorem 2.41. [23] d = 1 (mod 4) pozitif kare carpansiz tam sayis;, 0 < b < 2a
1 d
esitsizligini saglayan a,b € Z igin d = a? + b bigiminde tanimlansin. wy; = +2\/_

kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre ac¢iliminda periyod k; = 3 olsun. Burada;

a tek say1 ise,
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a-+1 —]

wd:[ Al a

T, +Ugvd
bi¢imindedir. Ayrica ¢4 = # olmak lizere, a = (¢* + 1)r + £ yi saglayan /,r

pozitif tam sayisi icin,
(Ta,Ua) = (8 + 1% + 0 +3), (2 + 1))
ve
d=(C+ 122+ 202+ 3)r+ > +4
dir. a cift say1 ise,
Wy = [9, m] (T, Ug) = (2a,2)

2

ve d = a® + 1 saglanr.
Sonuc 2.15. [23] d = 1 (mod 4) kare ¢arpansiz bir tam say1 ve k; = 3 ise,
ng = L%J #0
daima gerceklenir ve bu durumda sinif sayisi hy; = 1 olan
d=17,37,61,101,197,317,461, 557,667,773, 1877
degerlerine karsilik gelen 11 tane Q(\/E) reel kuadratik say1 cismi vardir.

Teorem 2.42. [24] d = 1 (mod 4) saglayan kare carpansiz bir tam sayir ve wy
kuadratik irrasyonel sayis1 wy = [a,b,c,b,2a — 1] biciminde siirekli kesir agilimina
sahip olsun. (w, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre agiliminda periyod k; = 4 )
d=(2a — 1> +4(c(fo—c) + f) ve 2a — 1 = b*cf — bc* + ¢ — 2bf (Ja,b,c, f € ZT)
icin,

d—1
fulw) = =a* — 5+ =

polinomu verilsin. Bu durumda, h; = 1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul asagidaki

kosullarin tiimiiniin saglanmasidir.

1) b(fb — c¢) + 1 asaldur.



47
2) ¢(fb—c) + f asaldr.

3) fa(@)
b(fo—c)+1
tiim « tam sayilari i¢in asal ya da 1 olur.

polinomu 0 <z <a—1vex=—2""(mod b(fb—c)+1) isaglayan

4t a()
c(fb—c)+f
saglayan tiim = tam sayilari i¢in bir asal sayidir.

polinomu0 <z <a—1vex = —27(fb—c+1) (mod c(fb—c)+ f) i

5) 1 fa(x) polinomuOS:cga—lve:cEQ_l(fb—C_l) (mod(fb—c)+ f)"i

fo—c)+f

saglayan tiim = tam sayilari i¢in asal ya da 1 olur.

6) fi(z) polinomu, 0 < z < a—1vex Z —27(fb—c+ 1) mod( ¢ (fb —¢) + f)
rZ£27(fo—c—1) (mod ¢ (fo—c)+ f), x £ —27 (mod b(fb — ¢) + 1)’ i saglayan

tiim « tam sayilari i¢in bir asaldir.

Sonug 2.16. [24] Eger d = 1 (mod 8) ve wy kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre
aciliminda periyod k; = 4 ise hy’ nin 1 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul d = 33

olmasidir.

Teorem 2.43. [24] d # 1 (mod 4) kare ¢arpansiz tam sayisi icin periyod kg = 4 ve
a, b, c, f pozitif tam sayilar olmak iizere wy = [a, b, c, b, 2a] ve d = a® — ¢ + f(bc + 1),
2a = b?cf + 2fb — bc®> — cise K = (@(\/3) cisminin snif sayisi h; nin 1 olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul d = (¢ + 2)? — 2 olmasidir.

Sonug¢ 2.17. [24] d # 1 (mod 4) ve wy kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre
aciliminda periyod k; = 4 olsun. Sinif sayis1 1 olan cisimler, d’ nin uygun bir degeri

harig
d="7,14,23,47,62,167, 398
degerlerine karsilik gelen Q(\/E) reel kuadratik sayi1 cisimleridir.

Teorem 2.44. [18] d = a®>+b = 1 (mod 4) kare carpansiz tam sayis1 icin Q(+/d) cisminin
wq kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre ac¢iliminda periyod k; = 4 olsun.

i) a cift say1 ise, ¢ > 1 tek tam sayisi i¢in,
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Wy = g,l,ﬁ,l,a—l
2

(Td, Ud) = <A2T’ + B, A)
ve
d= A*?+2Br+C

ifadeleri gergeklenir. Burada, A = ( + 2, B = A*> - 2,C = (A + 2)(A — 2) olup r,
a = Ar + A — 1 esitligi ile tek tiirlii belirli olan ¢ift bir pozitif sayidir.
ii) a tek say1 ise, £, v > 1 olacak sekilde /, v tam sayilari igin,

a+1
2 )

Wd:[ v la

(Tu, Ua) = (£(A + 1)(Ar + st + 24), 6(A + 1))
d=(A+2)(A—=2)r* +2sl(A+2)r + s(sl*> + 4)

ifadeleri gerceklenir. Burada, A = v¢ 4 1 olup r ve s tam sayilari, v = —r + /s ve

a = Ar + (s esitlikleri ile tek tiirlii belirlidir.

Sonuc 2.18. [18] d = a®> + b = 1 (mod 4) kare carpansiz tam sayisi i¢in Q(v/d) cisminin
wy kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre ]Jagiliminda periyod k; = 4 ve a cift say1

olsun. Sinif sayis1 1 olan cisimler,
d=213,717,69,413,1077
degerlerine karsilik gelen Q(v/d) reel kuadratik say1 cisimleridir.

Not 2.4. [18] d = a® + b = 1 (mod 4) kare carpansiz tam sayis1 icin Q(+/d) cisminin wy
kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre ac¢iliminda periyod k; = 4 ve a tek sayi ise, d
nin uygun bir degeri hari¢ hari¢ d < 50.000 saglayan sinif sayis1 1 olan yedi tane cisim

vardir. Bunlar,
d=133,141,573,1293,1397,1757, 3053

degerlerine karsilik gelen @(\/Zl) reel kuadratik say1 cisimleridir.
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Teorem 2.45. [25] d = 1 (mod 4) olmak iizere Q(\/El) icin k; = 5 olsun. b, ¢ uygun

pozitif tam sayilar ve f sifir olmayan bir tam say1 olmak iizere;
r=(c*+1)% = (bc®> + c+0b)f iken

20 —1=b(2+ 1) +c(c*+1) — f((bc+ 1)* + b*) ve

d = (2a — 1)* + 4r olmak iizere

wq = [a,b,c,c,b,2a — 1]

bi¢imindedir. s = ¢(c? + 1) — f(bc + 1) olsun. Bu durumda
)(d=1(mod8) = hy=1) e d =41

ii) (d = 5 (mod 8) = hy = 1) & Asagidaki (1)- (6) kosullarinin tiimiiniin saglanmasidir.

1.

2.

r asal veyar = (bs + 1)? olur.

bs + 1 asaldur.

.Egerr = (bs+1)*ise 0 <z <a—1, z = 27 (£s — 1) (mod bs + 1) ve

x # 27 (+s—1) (mod (bs+1)?)igin fy(x)/(bs+ 1) asaldir. Ayrica0 < z < a—1
ver = 271 (£s — 1) (mod (bs + 1)?) iken fy(x)/(bs + 1)? asal veya 1 olur.

. Egerr # (bs+1)?ise0 <z <a—1vex=2""(£(br —s)— 1) (mod bs + 1)

i¢in f4(x)/(bs + 1) asal veya r* veya (bs + 1)? olur.

. Egerr # (bs+1)?ise 0 <x <a—1vexr=2""'(ts— 1) (mod r)iken fy(z)/r

degeri 1 veya asal veya r* veya 7(bs + 1) olur.

0 <z < a-—1vex degeri (3)-(5) deki denkliklerin hicbirini saglamiyorsa f;(z)

asaldir.

Teorem 2.46. [18] d = a® + b = 1 (mod 4) kare carpansiz pozitif bir tam say1 ve Q(\/E)

reel kuadratik say1 cisminin wy kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre aciliminda

periyod k; = 5 olsun. Bu durumda,

Wy =

[g, 1,0,0,1,a — 1], ¢ > 0 tam sayisi i¢in, a ¢ift ise

1 —
[%,E, v, v, L, a} , > 2,v > 0 tam sayist icin, a tek ise.



50

olup Q(\/&) cisminin temel biriminin katsayilar1 olan 7};, U, ve d i¢in,

(A*r + B, A), a gift ise
(Ta, Ug) =
(a(A? + 2) + 2(vA + 0), A2+ (?), atekise.
ve
d = A%r? + 2Br + C esitlikleri gerceklenir. Burada A, B, C' ve r asagidaki bicimde tek
sekilde belirlidir.

i) a cift say1 ise,
A=0P+20+2, B=(+0A+0 ve C=(+3)*+2((*—1)¢+1olur

r,a = Ar + (% + ( esitligi ile tek sekilde belirlenmis negatif olmayan bir tam say1dir.

ii) a tek sayi ise,
A = vl +1dir. r ve s asagidaki esitlikler ile tek sekilde belirli olan pozitif tam sayilardir.
Ar+ls=a, lr—As=-v>—1 ve B=slA+2v,C =s(sl*+4)olur

Sonug 2.19. [18] d = a®> + b = 1 (mod 4) kare carpansiz bir tam say1 ve Q(/d) reel
kuadratik say1 cisminin w, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre aciliminda periyod

kq = b ve a cift say1 ise, sinif sayis1 1 olan cisimler, d’ nin uygun bir degeri harig,
d = 41,941,149, 157,269
degerlerine karsilik gelen Q(+/d) cisimleridir.

Not 2.5. [18] d = a>+b = 1 (mod 4) kare ¢arpansiz bir tam say1 ve Q(+/d) reel kuadratik
say1 cisminin wy kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesre aciliminda periyod k; = 5
ve a tek sayi ise, sinif sayisi 1 ve d < 50, 000 saglayan cisimler , d’ nin uygun bir degeri

harig,
d = 181,397,1013, 2477,2693, 3533, 4253
degerlerine karsilik gelen Q(+/d) cisimleridir.

Teorem 2.47. [26] d = a®> + b = 2 (mod 4),(a,b € Z, 0 < b < 2a ) kare carpansiz

pozitif tam say1 ve Q(\/E) reel kuadratik say1 cisminin wy kuadratik irrasyonel sayisi i¢in
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kq = (wq) = 5 olsun. Bu durumda wy = [a, {1, {s, {2, 1, 2a] ,

la, 0,2k + 1,2k 4+ 1,¢,2a], {5 > 1 tek tam say1, a cift ise;

Wy =
[a, 20,20, 20,20, 2a], 01,05 > 2 cift tam sayi, a tek ise.
((Ar +t01)(A? + 03) + (Aly + (1), A + £1>, a ¢ift ise;
(Ta,Ua) =
l
((Ar + 551(142 + 03) + (Aly + £1), A? + €1>, a tek ise.
ve

d = A%r?4-2r B+ C ifadeleri saglanir. Burada A, B, C ve r ifadeleri tek sekilde belirlidir.

i) a ¢ift say1 ise;
A=10lly+ 1, B= Atly + by, C =t(2+ t3),

r, a = Ar + t{; ile tek sekilde belirlenmis negatif olmayan bir tam sayidir.

i) a tek say1 ise;
A:€1€2+1,B:AS£+€2,C:S(1+3£),

r, a = Ar + sl ile tek sekilde belirlenmis negatif olmayan bir tam sayidir.

Teorem 2.48. [7]1d = a® + b, (a,b € Z*,0 < b < 2a) kare carpansiz pozitif bir tam
say1 olmak iizere, d = 1 (mod 4), d < 4,75.10° yada d = 2,3 (mod 4) d < 1,5.10°
saglansin. Sinf sayist hy = 2 ve wy kuadratiksay1 cisminin siirekli kesre ac¢iliminda

periyod uzunlugu kg = ¢(wy) = 5 olan tiim Q(+/d) reel kuadratik say1 cisimleri igin

74,218,493, 565, 1037, 1565, 1781, 2138, 2165, 2173,
3869, 5165, 5213, 5837, 6485, 8021, 10397, 14213

de

dir.

Teorem 2.49. [26] d = 2 (mod 4) kare carpansiz pozitif tam sayi1ve a,b € Z*,0 < b < 2a

olmak iizere d = a® + b degerine kargilik gelen Q(v/d) reel kuadratik say1 cisminin wy
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kuadratik irrasyonel sayisi i¢in kg =5 ve ¢4 = (Ty + UJd > 1) olsun. Bu durumda,
Teorem 2.47° de elde edilen T}, U, degerleri asagidaki kosullar1 saglar.
Da<U;eng=0

i) wg=Vd=[a,1,1,1,1,2a) © Uy =5 ve ng = GT_B(yanimd:O)

_5
iii) wy = Vd = [0,2,1,1,2,2a] < Uy = 13 ve ng = a1—3(yanimd:0)

Sonuc 2.20. [26]d = a®> +b = 2 (mod 4), (a,b € Z*, 0 < b < 2a) kare ¢arpansiz bir tam
say1 ve kg = 5 olsun. Bu durumda a bir ¢ift tam sayi ise sinif sayis1 hy = 2 olan Q(v/d)

cisimleri Tablo 2.4 ile verilen d degerleri ile belirlenen reel kuadratik say1 cisimleridir.

a bir tek tam say1 ise simif sayisi ig = 2 olan herhangi bir Q(+/d) reel kuadratik say1 cismi

bulunmamaktadir.

Tablo 2.4: Periyodu k; = 5 iken sinif sayist hy = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d a |m|ng| ha| wi=[q0,q1,.-2q)
74 8| 1|12 8,1,1,1,1, 16]
218 |14 20| 2| [14,1,1,3,3,1,28]

2138 |46 | 2 | O | 2 | [44,46,4,5,5,4,92]

Teorem 2.50. [27] d = 1 (mod 4) kare carpansiz, a tek ve b; 0 < b < 2a saglayan tam
sayilar olmak iizere, d = a® + b degerine karsilik gelen Q(+/d) cismine ait wy kuadratik
irrasyonel sayisi i¢in k; = 6 ise r ve s pozitif tam sayilar ¢; > l, ve A = (1l5 + 1,

a = Ar + t¢; olmak tizere,

a+1 ', 2Ar — l1s + 44y
Wy = | ——
d 92 s X1, %2, AS—2£22

752751761]

Td = CL(A2£3 + 2A€1) + 262(1463 + 61) + 2A,
Uy = A2y + 2A0,

d=(Ar+tl)* +4rly + 2s

biciminde ifade edilir.
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Teorem 2.51. [27] d = a® + b = 1 (mod 4) kare ¢arpansiz bir tam say1, a bir tek say1 ve

kd:6ise
T.

Dng= |5 =0=1<24
Uq

i)t < A= ny— LUE}J —0

kosullar1 saglanir.

Sonug 2.21. [27] d = o> + b = 1 (mod 4)(a; tek, 0 < b < 2a) kare carpansiz bir
tam say1 ve k; = 6 olsun. Bu durumda, ny; = 0 saglayan ve hy = 1 veya hy = 2 olan
Q(\/a) cisimleri asagidaki Tablo 2.5 ile verilen d degerleri ile belirlenen reel kuadratik
say1 cisimleridir.

Tablo 2.5: Periyodu k; = 6 ve a tek tam say1 iken ny = 0 esitligini saglayan ve
siif sayis1 hy = 1 veya hy = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d a | m| hg| ws=Iq,q, 2q — 1]
57 | 7 (21| 43,LLL3,7
300 | 17|51 93252317
381 | 19| 5| 1| [103.1,51,319
545 | 23 | 4| 2| [12,5.1,3,1,5,23]
749 | 27 | 1| 2| [14.5.2,3,2,5,27)
1005 | 31 | 11| 2| [16,2,1,5,1,2,31]
1893 | 43 |11 ] 1 [22,3,1,13,1,3,43]
245 | 47 | 9| 2| [24,5,4,9,4,5, 47
2453 | 49 |13 | 1 | [25,3,1,3,1,3,49]
2845 | 53 | 9 | 2 | [27,5,1,9,1,5,53]
3737 | 61 | 4 | 2 [31,15,3,1,3,15,61]
4301 | 65 | 19| 2 | [33,3,2,3,2,3,065]
4605 | 67 |29 2 | [34,2,3,13,3,2,67]
10237 | 101 | 9 | 2 | [51,11,4,3,4, 11,101
10317 | 101 [ 29 | 2 | [51,3,2,33,2,3, 101]
10653 | 103 | 11 | 2 [52,9,2,1,2,9,103]
12845 | 113 | 19| 2 | [57,5,1,21,1,5,113]
13253 | 115 | 7 | 2 | [58,16,2,3,2, 16, 115|
13277 | 115 | 13 | 2 | [58,8,1,5,1,8, 115]
15197 | 123 [ 17| 2 | [62.7.4,9,4,7,123]
19445 | 139 | 31| 2 | [70,%,2,27,2,4,139]
21677 | 147 | 17| 2 | [74,8,1,1,1,8, 147]
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Teorem 2.52. [27] d = 1 (mod 4) kare carpansiz, a ¢ift ve b; 0 < b < 2a saglayan tam
sayilar olmak iizere, d = a? + b degerine kargilik gelen Q(v/d) cismine ait wy kuadratik
irrasyonel sayist i¢in ky = 6ise, A=Vly+ 1, B=2s —r (r > 1,01,l3,s € Z") olmak

lizere,

Alr+1)—-B

l,a—1
AB — 1 7627 @

a
Wyqg = |:§7 17£27

Ty = (A(r +1) +2B)(A%3 + 2A) + 2(A — 1)(Al3 + 1) + 2A,
Uy = A%25 + 24,

d=(A(r+ 1)+ B—-1?+((A=3)(r+1)+4s)+1

biciminde ifade edilir.

Teorem 2.53. [27] d = a* + b = 1 (mod 4) kare carpansiz bir tam say1, a bir ¢ift tam say1

ve kg = 6 ise
T

i)y = L;‘;J —0=Atr>2—2
Ua

T,
i) A7 =25 = ng = 5| =0
Ua

kosullar1 saglanir.
Sonug 2.22. [27] d = a® + b = 1 (mod 4)(a; ¢ift, 0 < b < 2a) kare ¢arpansiz bir tam
say1 ve k4 = 6 olsun. Bu durumda, n, = 0 esitligini saglayan ve hy = 1 veya hy = 2 olan

Q(\/&) cisimleri agsagidaki Tablo 2.6 ile verilen d degerleri ile belirlenen reel kuadratik

say1 cisimleridir.
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Tablo 2.6: Periyodu k; = 6 ve a cift tam say1 iken ngy = 0 esitligini saglayan ve
siif sayis1 hy = 1 veya hy = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d a | m | hq|ws=[q,q,- 2q — 1]
805 | 28 | 5| 2| [141,2,5,2,1,27]
3405 | 58 |10 | 2 | [20,1,2,11,2,1,57]
7805 | 88 | 15| 2 | [44,1,2,17,2,1,87]
14573 | 120 |43 | 2 | [60,1,6,9,6,1,119]

Not 2.6. Asagidaki tablo ile verilen degerler Teorem 2.52’ yi gercekleyen ny # 0 olan

hq = 1 veya hy = 2 saglayan reel kuadratik say1 cisimlerine karsilik gelen degerlerdir.

Tablo 2.7: Periyodu k; = 6 ve a ¢ift tam say1 iken ny # 0 esitsizligini saglayan ve
smif sayist hy = 1 veya hy = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d a | m| hg| ws=lq,q, 29 — 1]
341 | 18 | 4 | 1| [91,21,2,117
1653 | 40 | 13| 2 | [20,1,4,1,4,1,39]
3893 | 62 | 12| 2 | [31,1,2,3,2,1,61]
11837 | 108 | 43 | 2 [54,1,8,1,8,1,107]

Teorem 2.54. [27]d = a®> + b = a® + 4m + 2, d = 2,3 (mod 4) kare carpansiz bir tam
saytve kg =6ise A = (1l + 1, (ba, 01, m,r,t # 0 ({; > r,r # 1) € Z1), olmak iizere;

Ar — 2t€1 + 262
2At — (2

2
wq = |a,l,ly, 75271;261]

Td = (A?" + tgl)(AQE;g -+ 2A€1) -+ (Agggg -+ 2A — 1),
Uy = A2 + 24,

d= (Ar+tl)* +2rly + 2t

bicimindedir.

Teorem 2.55. [27] d = a®>+b = 2, 3 (mod 4) kare carpansiz bir tam say1 iken b = 2 (mod 4)

ve kg = 6 ise;
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i2t<A=n,=0

kosullar1 saglanir.

Sonuc 2.23. [27]d = a®> +b=a? +4m +2,d = 2,3 (mod 4) olsun. k; = 6 ise, ng = 0
olan ve hy = 1 veya hy = 2 saglayan cisimler Tablo 2.8 ile verilen d degerlerine karsilik

gelen reel kuadratik say1 cisimleridir.

Tablo 2.8: Periyodu k£; = 6 iken ny = 0 esitligini saglayan ve smnif sayisi
hq = 1 veya hg = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d a |m | hg| wqg=[q,q,--2q)]
2 |41 1] [41,2421%
59 | 721 1,272,114
70 | 8| 1|2 [821,21,216]
114 [ 10| 3 | 2 | [10,1,2,10,2,1,20]
183 |13 ] 3 | 2 | [13,1,1,8,1,1, 26]
187 13| 4 | 2 | 13.1,2,13.1,1,206]
278 | 16| 5 | 1 | [16,1,2,16,2,1,32]
303 |17] 3 | 2| [34,2,2,5,2,2,34]
371 |19 2 | 2 | [19.3,1,4,1,3.39
418 (20| 4 | 2 | [20,2,4,2,4,2,40]
518 | 22| 8 | 2 | [22,1,3,6,3,1,44]
590 |24 | 3 | 2 [24,M]
602 | 24| 6 | 2 | [24,1,1,6,1,1,49]
618 |24 | 10| 2 | [24,1,6,8,6,1,48|
822 |28 |9 | 2 | [28,1,2,28,2,1,50]
1007 [ 31| 11| 2 | [31,1,2,1,2,1,62]
1034 | 32| 2 | 2 [32,m]
1202 | 34 | 11| 2 | [34,1,2,34,2, 1,68
1707 | 41| 6 | 2 | [41,3,6,41,6,3,82|
1790 | 42 | 6 | 2 | [42,3,4,8,4,3,84]
2103 |45 | 19| 2 | [45,1,6,15,6,1,90]
3638 | 60| 9 | 2 | [60,3,6,60,6,3,120]
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Burada Karadeniz Gozeri [28]" den faydalamilarak Bulgular boliimiinde yer verilen
sonuglarda sik¢a kullanilan teorem ve bilgilere yer verilmistir.

Herhangi bir pozitif kare carpansiz d tam sayisini a ve b, 0 < b < 2a esitsizligini
gergekleyen tam sayilar olmak lizere, d = a? + b seklinde yazabiliriz. Burada
Vd —1 < a < V/d esitsizligini gerceklediginden bu yazihistaki a ve b tek tiirliidiir.
d’ nin bu formdaki yazilist @(\/c_l) kuadratik say1 cisminin O tamlik tabanindaki w,
kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir acilimimin belirlenmesinde kolaylik

saglamaktadir.

D ile tiim pozitif kare garpansiz tam sayilarin kiimesini, DF ile de b = ¢ (mod 8) ve
d = k (mod 8) olan tiim pozitif kare carpansiz tam sayilarin kiimesini ifade edelim. Bu

durumda,
DF={d € D|d=k(mod8),b=t(mod 8)}
seklinde yazariz.

Not 2.7. d =1 (mod 4) ise d = 1 (mod 8) yada d = 5 (mod 8) oldugu agiktir.

d =1 (mod 8) durumunda, b = 0 (mod 8), b = 1 (mod 8) yada b = 5 (mod 8) durumlari
s0z konusudur. d = 1 (mod 8) olacak sekildeki tiim pozitif kare carpansiz tam sayilarin
kiimesi D} U D} U D} olur,

d = 5 (mod 8) durumunda, b = 1 (mod 8), b = 4 (mod 8) yada b = 5 (mod 8) durumlari
s0z konusudur. d = 5 (mod 8) olacak sekildeki tiim pozitif kare ¢arpansiz tam sayilarin

kiimesi D} U D3 U D2 olur.

d = a® + b durumunda @ tam sayismn cift ve tek olmasi durumunda d’ nin ait oldugu

kiimeleri belirleyebiliriz.

Not 2.8. d kare carpansiz bir tam say1 olsun.

Eger a cift bir tam say1 ise b = 1 (mod 4) oldugundan, b = 1 (mod 8) ya da b = 5(mod 8)
olur. Bu nedenle @’ min cift bir tam say1 olmasi durumunda, d’ nin ait oldugu kiime
D} U D? U D} U D; olur,

Eger a tek bir tam say1 ise b = 0 (mod 4) oldugundan, b = 0 (mod 8) yada b = 4 (mod 8)
olur. Bu nedenle @’ min tek bir tam say1 olmasi durumunda, d’ nin ait oldugu kiime DjUD}

olur.
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Not 2.9. d = 1 (mod 4) durumunda d’ nin ait oldugu kiimeler D}, Di, D}, D} D3, D?
olup bu kiimeler asagidaki sekilde ifade edilir.

Di{={deD|d=a*+8m,a=1(mod 2),0 < 4m < a}
Di={deD|d=a*+8m+1,a=0(mod 4),0 <4m < a}
D}={deD|d=a*+8m+5,a=2(mod 4),0 <4m < a—2}
D}={deD|d=a*+8n+1,a=2(mod 4),0 <4m < a}
D}={deD|d=a*+8m+4,a=1(mod 4),0 < 4m < a— 2}
Di={deD|d=a*>+8m,a=0(mod 4),0 < 4m < a}

Teorem 2.56. [28,29] d = a®> +b =1 (mod 4) (a,b € Z;0 < b < 2a), kare ¢arpansiz bir

tam say1 ve d’ nin belirledigi @(\/c_l) kuadratik say1 cisminin tamlik taban eleman1 olan
1+ vd

Wy kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu k; = 7 olsun. Eger a ¢ift ise;

Wq = |:%7 17£27£37£37€27 17CL —1 7]- S EZ S a, (Z = 273)
olup temel birimin katsayilar1 olan 7};, U, degerleri ve d tam sayisi,
(Ty, Uy) = (A(Ao + D)+ BX(C + E), A2 + B2>,

d=C*+2rF +G

olarak ifade edilir. Burada A, B, C, D, E, I’ ve G degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=lylz+l3+1, B=1Ul+1, C=Ar+s, D= (A+2)ll:3+0+1, E=/I3+1,
F=D- AE, G=2CE+ (A—103)?+(B—2)*+(B-1)%

Ayrica, r ve s pozitif tam sayilart agsagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a=A(r+1)+s—"{s;, ly(l3—B)+1=rB*—sA.

Teorem 2.57. [28]d = a®> + b = 1 (mod 4) (a,b € Z;0 < b < 2a), kare ¢arpansiz bir

tam say1 ve d’ nin belirledigi Q(v/d) kuadratik say cisminin tamlik taban elemani olan
1+ Vd

Wy kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu k; = 7 olsun. Eger a tek ise;

1
Wa = [%751,52,53753,52,51& 1<l <a,(i=1,2,3)
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olup temel birimin katsayilar1 olan 7}, U, degerleri ve d tam sayist,
(T, Uy) = (a(A2 + B?) 4+ 2(Aly + BC), A% + B2>,

d=Ar*+2rD+E

olarak ifade edilir. Burada A, B,C, D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=Ully+1, B=/(+Aly, C=1Ul3+1, D=Als+2l, FE=~03s+4s.
Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar1 asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a=Ar+ (s, —l3—C?= Br— (Bl3+ A)s.

Teorem 2.58. [29,30]d = a® +b =2 (mod 4) (a,b € Z;0 < b < 2a), kare ¢arpansiz bir
tam say1 ve d’ nin belirledigi Q(v/d) kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemani olan

wg = V/d kuadratik irrasyonel sayisinin periyodu k; = 7 olsun. Eger b = 1 (mod 4)ise;

Wqg = |:a’7‘€17‘€27£37£37£27£172a 71 S gl S a, (7‘ = 17273>

olup (@(\/c_l) kuadratik say1 cisminin ¢4 temel biriminin katsayilar1 olan 7y, U; degerleri

ve d tam sayist,
(T, Uy) = (2[a(A2 + B%) + BC + Aly), 2(A% + B?)),

d=A**+2rD+E

olarak ifade edilir. Burada A, B,C, D ve FE degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=Ully+1, B=1{l+Al;, C=/lls+1, D=Als+/l;, FE=1/07s>+2s+1.
Ayrica, v ve s pozitif tam sayilart agagidaki esitliklerle tek tiirli belirlidir:

a=Ar+1ls, A*+ B*—C?—13=2rB—2s(A+ B(3).

Teorem 2.59. [30] d = a® + b = 2,3 (mod 4), kare carpansiz bir tam say1 ve d’ nin
belirledigi Q(+v/d) kuadratik sayi cisminin tamlik taban elemani olan wy = v/d kuadratik
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irrasyonel sayisinin periyodu k4 = 7 olsun. Eger b = 2 (mod 4) ise;

wy = [a,el,@,eg,eg,eg,gl,2a 1<l<a(i=1,23)

olup Q(\/a) kuadratik say1 cisminin €4 temel biriminin katsayilari1 olan 7y, U; degerleri

ve d tam say1sl,
(T, Uy) = (2[a(A2 + B%) + BO + Aly), 2(A% + B?)),

d=A**+2rD+E

olarak ifade edilir. Burada A, B,C, D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=1Uly+1, B=/Ul+Al;, C=1{l3+1, D= Als+2l,, FE =[5+ 2s.
Ayrica, 7 ve s pozitif tam sayilart agagidaki esitliklerle tek tiirli belirlidir:

a= Ar + 815, —62[62 + 63(0 + 1)] —1= 27”(@2 + Agg) — 28<A + ng)

Teorem 2.60. [30] d = a*>+b = 3 (mod 4), kare ¢arpansiz bir tam say1 ve d’ nin belirledigi
Q(+/d) kuadratik say1 cisminin tamlik taban elemani olan w, = \/d kuadratik irrasyonel

sayisinin periyodu k; = 7 olsun. Eger b = 3 (mod 4) ise;

Wq = [a,£1,£2,£3,€3,€2,€1,2a ,1 < & < a, (l = 1,2,3)

olup @(\/E) kuadratik say1 cisminin ¢, temel biriminin katsayilart olan 7, U, degerleri

ve d tam sayist,
(Ty, Uy) = (z[a(A2 + B?) + BC + Aly], 2(A% + B2)>,

d=A**+2rD+ E

olarak ifade edilir. Burada A, B,C, D ve E degerleri de asagidaki sekilde tek tiirlii
belirlidir:

A=Ully+1, B=/{l+Alz, C=1Ull3+1, D=Als+20,, E=103s*+2s+3.
Ayrica, r ve s pozitif tam sayilar1 asagidaki esitliklerle tek tiirlii belirlidir:

a = AT’ + 613, —62[62 —|— 63(0 —f- 1)] — ]_ = 27”(62 —|— Agg) — 28<A —|— ng)
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3. MALZEME VE YONTEM

Bu tez caligsmasi hazirlanirken oncelikle cebir ve sayilar teorisindeki cisim genislemeleri
ile ilgili bilinen temel kavramlar verilmistir. Calismanin temel inceleme
konusunuve amacim olusturan reel kuadratik sayi cisimlerinin temel birimleri, simif
sayilart ve Yokoi tarafindan tanimlanmis olan invaryant degerler c¢esitli kaynaklardan
derlenmistir. Bu ama¢ dogrultusunda ele alinan bu konularla ilgili daha 6nce yapilmis
olan ¢aligmalar, kronolojik olarak verilmistir. Kullanilan kaynaklar ise kitaplar, aragtirma

makaleleri ve bu konu ile ilgili yapilmis olan doktora tezleridir.

Bu tez calismasinin olusturulma siirecinde kullanilmis olan tiim bu bilimsel calismalar
kaynaklar boliimiinde verilmis olup faydalanilan bu kaynaklar iiniversitemizin
kiitiiphanesi, diger iiniversitelerin kiitiiphaneleri ve "web of science" araciligi ile elde

edilmistir.

Tezin dokiiman haline getirilmesinde Latex programi kullanilmistir.
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4. BULGULAR

Bu boliimde, ikinci boliimde detayli olarak ele alinan siirekli kesirler, temel birimler
ve Yokoi invaryant degerleri ile ilgili teoremlerden cikarilabilecek bazi sonuglara yer

verilecektir. Sonuglar tablolar ile desteklenmistir.

Sonu¢4.1. d =a?> +b=1(mod 4)(a,b € Z : 0 < b < 2a) kare ¢arpansiz bir tam say1,
a ¢ift bir tam say1 ve kg = 7 ise;

Dng=0=U;+0ll3+1>a

iU;>a+/l0;3+2vels > ly=nys=0

kosullar1 saglanir.

Ispat: d = a®> + b = 1 (mod 4) kare carpansiz bir tam say1, a ¢ift bir tam say1 ve k; = 7
ise Teorem 2.56” da elde edilmis olan Q(+/d) reel kuadratik say1 cisminin temel birimi

g4’ nin Ty ve U, katsayilar ile asagidaki (4.1) ifadesi kullanilarak ispat tamamlanir.

T T
nd:LU—dQJ:O(:»U—CZ<1<:>Ud2—Td>O 4.1)
d d

i) ng = 0 olsun. Eger ny = 0 ise U2 — Ty > 0 dir. Teorem 2.56° daki T ve Uy degerleri

kullanilirsa;

Ul —Ty>0 = (A2 +B?)?~[A(AC+ D)+ B*C+E)>0
A?+ B*? > [(A* + B*)C + AD + B*E]

A? + B*)? > (A% + B*)C
)

(
(
( (
(A*+B*)>C

L

U; > C.

Boylece

Ul =T, >0 = U;>C (4.2)



63

elde edilir. Teorem 2.56’ daki C' = Ar + s ve a = A(r + 1) + s — {3 ifadeleri kullanilirsa
C = a—/{lyl3—1 esitligi elde edilir. Eger elde ettigimiz bu esitligi (4.2)” de yerine yazarsak

Ul =Ty >0 = U;>a—~/lols—1

= Usj+/lals+1>a

olarak elde ederiz.

ii) Uy > a + {3 + 2 ve {3 > {5 olsun. Bu durumda n; = 0 oldugunu gosterelim.

T,
ng = {U_gj —0e U2—T;>0 olmahdr. 4.3)
d

Eger Teorem 2.56’ da daha 6nce elde edilmis temel birimin katsayilar1 7;; ve U, ifadeleri
kullanilir ve Teorem 2.56° daki C' = Ar+s ve a = A(r+1)+s— {5 esitlikleri kullanilarak
elde edilen C' = a — ¢5¢3 — 1 ifadesi (4.5)’ de yerine yazilirsa;

Ul —T; = (A>+ B*?—[(A’ + B*C + AD — B’E) (4.4)
= UyU;—C]—AD — B’E (4.5)
= UylUg— (a — lyls — 1)] — AD — B*E (4.6)
= UglUs—a+lls+1] — AD — B’E. 4.7)
K

K =U;—a+ {3034 1olsun. U; > a+ {3+ 2 varsayimindan U, > a elde edilir. Buradan
K =U;—a+/{lyl3+1 > Uy;— a > 0 bulunur. O halde K > 0 oldugu gosterilmis
olur. Simdi UyK — AD — B%E > 0 oldugunu gostermeliyiz. U; = A? + B? oldugunu
biliyoruz. U;* — T; = (A% + B>)K — AD — B?E > 0 oldugunu gostermeliyiz.

Ul —T; = (A*+ B)K — AD — B’E

= A(AK - D)+B*(K - E). (4.8)
11 I

I: K—FE > 0olusu: Daha 6nce elde edilen Uy;—a > 0 bilgisi ile birlikte Teorem 2.56° daki

E = ¢35+ 1 degeri ve {5 > 1 olusu kullanilirsa;

K—E:Ud+€2€3+1—a—€3—12Ud+€3—a—€3:Ud—a>O.
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Boylece
K—-E>0 (4.9)

olarak bulunur.

II: AK — D > 0 olusu: Teorem 2.56” daki A = lyls+l5+1ve D = (A+2)lols+ 05> +1
degerleri kullanilir ve (4.12) ifadesinde (4.9)° da elde edilen ifadeden Otiirii
K > FE = /5 + 1 alinirsa;

AK —D = (lols+ 03+ 1)K — (A4 2)lyls — (2 — 1 (4.10)

= lolsK + (I3 + 1)K — (A+2)lols — 03 — 1 =205+ 20, (4.11)
N’

= ll[K — (A+2)]+ (3 + 1)K — (b +1)* + 20, (4.12)

> lol3[K — (A+2)]+ (b3 +1)* = (b +1)? (4.13)

olarak elde edilir. K — (A+2) =Uy+lols+1—a—lols—l3—1—-2=Us—a—{3—2
olup Uy > a + l3 + 2 varsayimi geregi K — (A + 2) > 0 olarak bulunur. Ayrica {3 > {
varsayimi kullanilirsa (¢3 + 1)? — (5 + 1)*> > 0 olarak elde edilir. Buradan da (4.13)
ifadesinin pozitif oldugu goriiliir. Yani AKX — D > 0 olarak bulunur. K — F > 0 ve
AK — D > 0 olusu kullanilirsa (4.8) ifadesi U;?> — T; > 0 olarak bulunur. Ayrica
ng = LUL}J =0« U2 — T, > 0 ifadesi dikkate alinirsa; U;> — T; > 0 olarak elde

edildiginden n, = 0 oldugu goriiliir. O halde ispatimiz tamamlanmisg olur. 0

d=a?>+b=1(mod4)a,beZ:0<b< 2a)kare carpansiz bir tam say1, a ¢ift bir
tam say1 ve k4 = 7 olsun. Bu durumda n, = 0 esitligini saglayan ve hy = 1 veya hy = 2
olan Q(\/E) cisimleri Tablo 4.1 ile verilen d degerleri ile belirlenen reel kuadratik say1
cisimleridir.

Tablo 4.1° de; * ile Sonug 4.1 deki yalnizca i) kosulunu saglayan d degerleri,

** ile ise Sonug 4.1 deki 1) ve ii) kosullarini saglayan d degerleri ifade edilir.
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7 ve a cift tam say1 iken ng4
siif sayist hy = 1 veya hy = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

0 esitligini saglayan ve

d Td Ud hd a Wq = %, 62,63,63,62, , a4 — 1
*109 261 25 | 1] 10 5,1,2,1,1,2,1,9]
*113 1552 146 1] 10 [5,1,4,2,2,4,1,9
509 925 39 [ 1] 22 [11,1,3,1,1,3,1,21]
#1493 | 2357 61 | 1| 38 [19,1,4,1,1,4, 1,37
#1997 | 9161 205 | 1| 44 22,1,5,2,2,5, 1,43

#£2309 | 17539 | 365 | 1 | 48 [24,1,1,9,9,1,1,47]
#£ 4973 | 45203 | 641 | 1 | 70 35,1,3,6,6,3, 1,69
* 685 759 29 | 2|26 [13,1,1,2,2,1,1, 25
*949 32685 1061 | 2 | 30 [15,1,9,3,3,9,1,29]
%1165 1809 53 2| 34 17,1,1,3,3,1,1,33]
#%12557 | 32833 | 293 | 2 | 112 [56,1,1,8,8, 1,1, 111]
* 17141 | 2335285 | 17837 | 2 | 130 65,1,25,5,5,25, 1,129

Sonu¢4.2. d = a?>+b=1(mod 4)(a,b € Z : 0 < b < 2a) kare ¢arpansiz bir tam say1,
a tek bir tam say1 ve kg = 7 ise;

Dng=0=U;>a

iU;>avel; #1=n,=0

kosullar1 saglanir.

Ispat: d = a>+b = 1 (mod 4) kare ¢arpansiz bir tam say1, a tek bir tam say1 ve kg, = 7 ise
Teorem 2.57° de elde edilmis olan temel birim ¢, nin 7}; ve U, katsayilar ile agagidaki

(4.14) ifadesi kullanilarak ispat tamamlanir.

=

= 0ise Uy? — Ty > 0 dir. Teorem 2.57 deki T}; ve U, degerleri

Ty

02 (4.14)

T,
J —O@U—}<1<:>Ud2—Td>O
i) ng = 0 olsun. Eger ny
kullanilirsa;
a(A* 4+ B?) —

U?—T;>0 = (A4 B?*)?— 2(Aly + BC) > 0

=

=

=

(A% + B%)? >
(A2 + B2)? >

Uj;>a

a(A® + B?)

a(A* + B?) +

2(Aly + BC)
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olarak elde edilir. Yani ny; = 0 ise Uy > a dir.

ii) Uy > a ve /1 # 1 olsun. ngy = 0 oldugunu gostermeliyiz.
T,
ng = LU—dZJ — 0 UL —Ty>0 (4.15)
d

olmalidir. Eger Teorem 2.57° de daha 6nce elde edilmis 7, ve U, ifadeleri kullanilirsa;

Uf?—T; = (A*+ B*? —a(A* + B?) — 2Al, — 2BC
= (A% + B*)(A%*+ B* —a) — 2A(, — BC
= (A% + B*)(Uy —a) — 2Al, — 2BC. (4.16)

Uq > a varsayimi geregi U; — a > 0 oldugunu biliyoruz. Eger (4.16)’ da U; —a =1
olarak alir ve en kiiciik pozitif tam say1 icin (4.16)’ daki ifadenin pozitif oldugunu
gosterirsek Uy — a > 1 olan her tam say1 icin de U;> — T; > 0 olur ve ispat

tamamlanmig olur. Bu durumda

U’ —Ty = (A*+ B*)(Uy— a) — 246, — 2BC
= (A*+ B*).1 —2Al, — 2BC
= A(A—20) + B(B—2C) (4.17)

olarak elde edilir. Teorem 2.57" deki A, B ve C degerleri ile birlikte ¢; # 1 varsayimi

kullanilirsa;

A—20y = lila+1—20

= 62(61—2)+1>0
ve

B - 20 - 61 -+ (6162 + 1)63 - 26263 - 2

= 6263(€1—2>+€1+£3—2>0

olarak bulunur. (4.17)’ de A — 2¢5 > 0 ve B — 2C > 0 olusu kullanilirsa U2 —T;>0

olur. (4.15) de U2 — T; > 0 oldugundan ny; = 0 olarak bulunur. O halde ispatimiz
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tamamlanmus olur. O

d=a*>+b=1(mod4)(a,b€Z:0<b< 2a) kare ¢arpansiz bir tam say1, a tek bir tam
say1 ve kg = 7 olsun. Bu durumda ny = 0 saglayan ve hy = 1 veya hy = 2 olan Q(v/d)

cisimleri Tablo 4.2 ile verilen d degerleri ile belirlenen reel kuadratik say1 cisimleridir.

Tablo 4.2: Periyodu k; = 7 ve a tek tam say1 iken ny = 0 esitligini saglayan ve
siif sayist hy = 1 veya hy = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d Td Ud hd a Wq = a+1 fl,fg,fg,fg,fg,gl,
89 1000 106 | 1] 9 [5 4 1,11, 4 0]
137 3488 208 | 1| 11 6,21, ,5, 2,11]
373 2564 130 | 1] 19 [10,2,1,3,3, 1, 2, 19]
653 1661 65 1] 25 [13,3,1,1,1, 1, 3,25
853 13503 461 1|29 [15,9,1,2,2,1,9,29]
997 | 169812 | 5378 | 1 | 31 [16,3, 2,10, 10, 2, 3, 31]
2621 | 219220 | 4282 | 1 | 251 26,10, 4,1, 1,4, 10, 51]
3797 | 62236 1010 | 1 | 61 31,3,4,2,2,4,3,61]
1261 | 79011 2225 | 2| 35 [18,3,1,11, 11,1, 3, 35]
2885 | 11011 205 | 2| 53 27,2,1,4,4,1,2, 53
3133 | 2885139 | 51545 | 2 | 55 [28,2,18,6,6, 18, 2, 55|
3277 | 2519757 | 44017 | 2 | 57 29,8,6,4,4,6,8,57]
5429 | 143311 | 1945 | 2 | 73 37,2,1,14,14, 1,2, 73]
5765 | 72359 953 | 2| 75 38,2,6,2,2.,6,2, 75|
7373 81487 949 2 | 85 [43,2,3,4,4,3,2,85]
9197 | 19372 202 | 2| 95 [48,2,4,1,1,4, 2,95
9509 | 121015 | 1241 | 2 | 97 [49,3,1,8,8,1, 3,97
16757 | 321292 | 2482 | 2 | 129 (65,4,2,5,5,2,4,129]
17261 | 39945380 | 304042 | 2 | 131 66,5, 4,26, 26,4, 5, 131]
18317 | 303839 2245 | 2 | 135 [68,5,1,7,7,1,5,135]
22301 | 4790225 | 32077 | 2 | 149 [75,5,1,29,29,1,5,149]

Sonu¢ 4.3. d = a®* + b = 2,3 (mod 4)(a,b € Z : 0 < b < 2a) kare garpansiz bir tam
say,b=1,2,3(mod4) ve kg = Tise; ng =0 < Uy > a dir.

Ispat: d = a®> + b = 2,3 (mod 4) kare carpansiz bir tam say1 olmak iizere k; = 7 iken
b = 1 (mod 4) durumunda Teorem 2.58, b = 2 (mod 4) durumunda Teorem 2.59 ve
b = 3 (mod 4) durumunda Teorem 2.60° da Ty, Uy, A, B, ve a degerleri ayn1 oldugundan
b=1,2,3 (mod 4) i¢in ispat ayn1 olacaktir.



68
=:ny = 0 olsun.
T, T,
n=| =5 =06 S <1 UL -Ti>0 4.18)
U2 Uy

ng = 0 oldugundan (4.18)’ den dolay1 U;* — T;; > 0 dur.

Ul —Ty>0 = 4(A*+ B*? - 2a(A? + B*) — 2BC — 240, > 0
= 4(A*+ B*)? > 2a(A® + B?) + 2BC + 2A/,
= 4(A%+ B*)? > 2a(A* + B?)
= 2(A’+B*?>a
= U >a.

<: Uy > aolsun. i) deki T} ve U, degerleri kullanilirsa;

Ul —T; = 4(A?+ B*? - 2a(A* + B?) — 2BC — 2A(,
= 2(A%+ B?)[2(4% + B?) —a] — 2BC — 2AY,
= 2(A%+ B*)(Uy — a) — (2BC + 2A0,). (4.19)

Ug > a varsayimi geregi U; — a > 0 dir. Eger U; — a = 1 olarak alir ve en kiiciik pozitif
tam say1 i¢in (4.19)’ daki ifadenin pozitif olusunu gosterirsek U; — @ > 1 olan her tam

say1 i¢in de U2 — T,; > 0 olur.

Ul —Ty = 2(A*+ B*)(Uy —a) — (2BC + 2Aly)
= 2(A% 4+ BY).1 — (2BC + 2Al,)
= 2(A%+ B?) — (2BC + 2Al,)
= 24(A-106)+2B(B-0). (4.20)

A= 6162 +1 oldugundan A > 82 oldugu aglktlr. B = 61 + Agg = 61 -+ 516263 -+ 83 ve
C' = lyl3 + 1 oldugundan B — C' = lol3(¢1 — 1) + ¢1 + 3 — 1 > 0 olup (4.20) ifadesi
pozitiftir. U;*> — T; > 0 oldugunu gosterdik. O halde (4.18)’ den otiirii ny = 0 olarak

bulunur. []
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d=a*+b=223(@mod4)(a,b € Z : 0 < b < 2a) kare ¢arpansiz bir tam say1,
b=1,2,3 (mod4) ve kg = 7ise ng = 0 olan ve hy = 2 olan @(\/E) cisimleri Tablo 4.3

ile verilen d degerlerine karsilik gelen reel kuadratik say1 cisimleridir.

Tablo 4.3: Periyodu k; = 7 iken ny; = 0 esitligini saglayan ve smf sayisi
hq = 2 olan cisimler ve yapisal degerleri

d Ty Ui | ha| a | wag=|a,ly,ls, 03,03, 0s,01,2a
58 | 198 | 26 | 2 | 7 ARNNRRNEY
202 6282 442 2 |14 [147 4,1,2,2,1,4, 28]
314 886 | 50 | 2 |17 17,1,2,1,1,2,1, 34
538 | 138102 | 5954 | 2 | 23 23,5,7,1,1,7,5,40]
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez caligmasinda genellikle Richaut-Degert(R-D) tipinde olmayan reel kuadratik say1
cisimlerinin temel birimlerinin genel bicimleri kullanilarak bunlar yardimiyla tanimlanan

invaryant deger n,y’ ye bagh olarak c¢ikarilabilecek bazi sonuglara yer verildi.

Genellikle Richaut-Degert(R-D) tipinde olmayan K = Q(+/d) reel kuadratik sayi
cisimlerinde w, kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir aciliminda periyodun ky; = 7
olmas1 durumunda, Karadeniz Gézeri ve Pekin [30, 28] calismalar ile Ozer ve Pekin [29]
calismalarindan faydalanilarak ¢; = W (> 1) biciminde ifade edilen cismin
temel biriminin 7, ve U, katsayilar1 kullanilarak, bunlar yardimiyla Yokoi ([34] - [20]
- [33]), tarafindan tanimlanmis olan invaryant deger n,; tanimi yardimiyla, ny = 0 i¢in
cikarilabilecek bazi sonuclara yer verildi. Bu sonuglar; Sonu¢ 4.1, Sonu¢ 4.2 ve

Sonug 4.3 olup bu sonug¢larin ispatinda bahsi gecen calismalardan faydalanildi ve sonuglar

tablolar (Tablo 4.1, Tablo 4.2 ve Tablo 4.3) ile desteklendi.



71

KAYNAKLAR

[1].

[13].

[14].

[15].

[16].

Ireland, K. and Rosen, M. 1982, A Classical Introduction to Modern Number
Theory, Springer-Verlag, Berlin-Heilderberg, New York.

. McCarthy, P. J., 1966, Algebraic Extensions of Fields, Blaisdell Publishing

Company ("A Division of Ginn and Company"), Waltham, Massachusetts, Toronto,
London.

. Calhalp, E., 1986, Soyut Cebir ve Sayilarin Teorisi, Ondokuz Mayis Univ. Yay., 12,

Samsun.

. Pekin, A., 2003, Reel Kuadratik Say: Cisimleri ve Sinif Sayilari, Thesis(PhD),

Trakya Universitesi.

. Calhalp, F., 2009, Sayilarin Teorisi, Birsen Yayinevi, Istanbul, ISBN:

978 — 975 — 511 — 518 — 4.

. Develi, M. H., 1990, R-D Tipinden Reel Kuadratik Sayi Cisimlerinde Sinif

Sayisinin 1 Olmasi I¢in Bazi Kriterler, Thesis(PhD), Ondokuz Mayis Universitesi.

. Molin, R.A., 1996, Quadratics, 416P, CRC Press, Boca Raton, New York.
. Cohn, H., 1980, Advanced Number Theory, Dover Publications, New York.

. Weiss, E., 1963, Algebraic Number Theory, McGraw-Hill Book Company, Inc.,

New York-San Francisco-Totonto-London.

. Ribenboim, P., 1972, Algebraic Numbers, Wiley-Interscience, New York.

. Ozer, O., 2014, Bazi Reel Kuadratik Say: Cisimlerinin Yapilarimin Incelenmesi,

Thesis(PhD), Siileyman Demirel Universitesi.

. Degert, G., 1958, Uber die Bestimmung der Grundeinheit gewisser reell

quadratischer Zahlkorper, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg, 22, 92-97.

Hecke, E., 1981, Lectures on the Theory of Algebraic Numbers, Springer-Verlag
New York Heidelberg Berlin.

Stewart, N.I and Tall, O.D, 1987, Algebraic Number Theory, Academic Press, New
York-London.

Niven, I. and Zuckerman, H.S.-Montgomery, 1991, H.L, An Introduction to the
Theory of Numbers, John Wiley Sons Inc., New York.

Hasse, H., 1980, Number Theory, Springer-Verlag, Berlin-Heilderberg, Nerw York.



[17].

[18].

[19].

[20].

[21].

[22].

[23].

[24].

[25].

[27].

[28].

[29].

[30].

72

Borevich, Z.1. and Safarevich, I.R., 1966, Number Theory, Academic Press, New
York.

Tomita, K., 1997, Explicit Representation of Fundamental Units of Some Quadratic
Fields, II, Journal of Number Theory, 63, 275-285.

Hardy, G.H and Wright, E-M, 1975, An Introduction to the Theory of Numbers,
Oxford at the Clarendon Press, Oxford.

Yokoi, H., 1990, The Fundamental Unit and Class Number One Problem of Real
Qudratic Fields with Prime Discriminant, Nagoya Math. J, 120, 51-59.

Yokoi, H., 1993, New Invariant and Class Number Problem in Quadratic Fields,
Nagoya Math. J Vol. 132, 175-197.

Azuhata, T., 1984, On the Fundamental Unit and the Class Numbers of Real
Quadratic Fields, Nagoya Math. J., 95, 125-135.

Tomita, K., 1995, Explicit Representation of Fundamental Units of Some Quadratic
Fields, I, Proc. Japan Acad. Ser. A Math. Sci., 71, 41-43.

Molin, R.A. and Williams, H.C., 1989, Period Four and Real Quadratic Fields of
Class Number One, Proc. Japan Acad. 65 Ser.A, 90-93.

Molin, R.A. and Williams, H.C., 1990, Continued Fractions of Period Five and Real
Quadratic Fields of Class Number One, Acta. Arithmetica, 56-63.

. Ozer, O., 2012, On Continued Fractions of Period Five and Real Quadratic Fields

of Class Number Even, International Journal of Mathematical Archive, 3(4), 1524-
1532.

Pekin, A. and Iscan, H., 2005, Continued Fractions of Period Six and Explicit
Representations of Fundamental Units of Some Real Quadratic Fields, Journal of
the Indian Mathematical Society, 184-194.

Karadeniz Gozeri, G., 2011, Bazi Kuvvet Serilerinin Aritmetik Ozellikleri
ve Belirli Reel Kuadratik Sayt Cisimlerinin Temel Birimleri, Thesis(PhD),
Istanbul Universitesi.

Ozer, O. and Pekin, A., 2016, An Algorithm for Explicit Form of Fundamental Units
of Certain Real Quadratic Fields, Journal of Analysis & Number Theory, 4(1), 23-
27.

Karadeniz Gozeri, G. and Pekin, A.,2014, Explicit Form Of Fundamental Units Of
Certain Real Quadratic Fields, European Journal of Pure and Applied Mathematics,
7(1), 55-64.



[31].

[32].

[33].

[34].

[35].

[36].

[37].

[38].

[39].

[40].

[41].

73

Jacobson, M.J., 1995, Computational Techniques in Quadratic Fields, Msc Thesis
University Manitoba, Manitoba.

Kutsuna, M., 1980, On a criterion for the Class number of a quadratic number field
to be one, Nagoya Math. J., 79, 123-129.

Yokoi, H., 1991, The Fundamental Unit and Bounds for Class Numbers of Real
Qudratic Fields, Nagoya Math. J, 124, 181-197.

Yokoi, H., 1970, On the Fundamental Unit of Real Quadratic Fields with Norm 1 ,
Journal of Number Theory 2, 106-115.

Molin, R.A. and Williams, H.C., 1990, Solution of the Class Number One
Problem for Real Quadratic Fields of Extended Richaud Degert Type , Number
Theory(Richard A. Mollin,ed), Walter de Gruyter-Berlin-New york, 417-425.

Molin, R.A. and Williams, H.C., 1990, Solution of a Problem of Yokoi, Proc. Japan
Acad. 66 SerA, 141-145.

Molin, R.A. and Williams, H.C., 1991, On a Determination of Real Quadratic Fields
of Class Number One and Related Continued Fraction Period Length Less than 25,
Proc. Japan Acad. 67 Ser.A, 20-25.

Molin, R.A., 1998, Funtamental Number Theory with Applications, CRC Press,
Boca Raton, New York.

Ozer, O. and 1§can, H., 2009, On Some Real Quadratic Fields with Period 4,
International Journal of Contemporary Mathematical Sciences , 1389-1396.

Ozer, O. and Telci, F., 2011, On Continued Fractions of Real Quadratic Fields
with Period Six ,International Journal of Contemporary Mathematical Sciences ,

833-840.

Yokoi, H., 1988, Class Number One Problem for Real Quadratic Fields (The
conjecture of Gauss), Proc. Japan Acad. 64 Ser. A, 53-55.



74

OZGECMIS
Kisisel Bilgiler
Ad1 Soyadi Dilek GUN
Dogum Yeri Tarsus
Dogum Tarihi 11.09.1989
Uyrugu MT.C. O Diger:
Telefon 0537 742 61 84
E-Posta Adresi | d.dilekgun@ gmail.com
Web Adresi
Egitim Bilgileri

Lisans
Universite Cukurova Universitesi
Fakdite Fen Edebiyat Fakultesi
Bolum Matematik Bolumi
Mezuniyet Yih 31.05.2013

Yuksek Lisans

Universite Istanbul Universitesi
Enstitii Adi Fen Bilimleri Enstitts{
Anabilim Dah Matematik Anabilim Dah
Programu Matematik Programu

Mezuniyet Tarihi

27.12.2016




	tezkapak1
	tutanak2
	etikbeyan3.
	önsziçn4
	teztablolist5.
	simgekaynakca6
	ÖZGEÇMİŞ7

