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ÖZET

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ DEFERRED ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Bu çal¬̧sma alt¬ bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde tezin giri̧si yap¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde temel kavramlar verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ve baz¬ içerme teoremleri incelen-

mi̧stir.

Dördüncü bölümde Fark dizileri incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde  dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ incelenmi̧stir.

Alt¬nc¬ bölümde  dereceden ¢¡ deferred istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ince-

lenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Deferred istatistiksel yak¬nsakl¬k,  dereceden istatistiksel yak¬n-

sakl¬k, Fark dizisi.
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SUMMARY

GENERALIZED DEFERRED STATISTICAL CONVERGENCE

This study consists of six chapters.

In the …rst chapter, we introduce the thesis.

In the second chapter, we give some fundamental concepts.

In the third chapter of this thesis, we give the concepts of statistical convergence.

In the fourth chapter, we give some properties of generalized di¤erence sequnce

spaces.

In the …fth chapter, statistical convergence of order  is studied.

In the last chapter, ¢¡deferred statistical convergence of order  is studied.

Keywords: Deferred statistical convergence, Statistical convergence of order , Di¤er-

ence sequnce.
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S·IMGELER L·ISTES·I

 : Tüm dizilerin uzay¬

1 : Kompleks terimli s¬n¬rl¬ diziler uzay¬

 : Kompleks terimli yak¬nsak diziler uzay¬

0 : Kompleks terimli s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬

 ( ) :  ’nin do¼gal yo¼gunlu¼gu

¢ () : ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬
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1. G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ Fast [1] ve Steinhaus [2] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s

ve o tarihten bu yana bir çok matematikçinin ilgilendi¼gi bir konu haline gelmi̧stir. ·Is-

tatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n Cesàro matrisiyle olan ili̧skisi bu kavram¬n regüler

matrisler yard¬m¬yla genelleştirilmesine olanak sa¼glam¬̧st¬r.

1932 y¬l¬nda Agnew [3] Cesàro alt metodunun bir genellemesi olan deferred Cesàro

metodunu aşa¼g¬daki biçimde tan¬mlam¬̧st¬r.

 = f ()g2N ve  = f ()g2N pozitif tamsay¬lar¬n

 ()   () ve lim
!1

 () =1

koşulunu sa¼glayan dizileri olmak üzere  = () dizisinin deferred Cesàro ortalamas¬

() =
1

 ()¡  ()

()X

=()+1

  = 1 2 3 

şeklinde tan¬mlan¬r.  metodunun regüler olmas¬n¬n yan¬ s¬ra başka önemli özellik-

leri de sa¼glad¬¼g¬ Agnew [3] taraf¬ndan ifade edilmi̧stir. Bu çal¬̧smada,  = f ()g ve

 = f ()g yukar¬daki şartlar¬ sa¼glayan iki dizi olmak üzere

lim
!1

1

 ()¡  ()
jf :  ()   ·  () : j ¡ j ¸ gj = 0

olarak tan¬mlanan deferred istatistiksel yak¬nsakl¬k ve deferred Cesàro yak¬nsakl¬k aras¬n-

daki ili̧ski incelenmi̧stir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1  6= ; ve  bir cisim olsun.

+ :  £ ¡!  ve ¢ :  £ ¡! 

dönüşümleri aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa,  kümesi  üzerinde bir vektör uzay

tan¬ml¬yor denir [4].

L1) +  =  + 

L2) (+ ) +  = + ( + )

L3) +  =  olacak şekilde  2  vard¬r

L4) + (¡) = 

L5) 1 ¢  = 

L6) (+ ) = + 

L7) () = ()

L8) (+ ) = + 

Tan¬m 2.2 Norm fonksiyonu   2  ve  2  olmak üzere a̧sa¼g¬daki özellikleri

sa¼glayan k¢k :  ¡! R şeklinde tan¬ml¬ bir dönüşümdür [5].

1) kk ¸ 0

2) kk = 0,  = 

3) kk = jj kk 

4) k+ k · kk+ kk 

Tan¬m 2.3 (k¢k) bir normlu uzay, () ½  olsun ve   0 verilsin.    0

oldu¼gunda k ¡ k   eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde ’ a ba¼gl¬ bir 0 say¬s¬ varsa 

dizisine bir Cauchy dizisi denir [5].

Tan¬m 2.4  normlu uzay¬nda her Cauchy dizisi yak¬nsak ise bu uzaya Banach uzay¬

denir [5].

Tan¬m 2.5 () ½  olsun,   0 verilsin. 8  0 için

k ¡ k  

olacak şekilde 0 = 0() 2 N varsa  = () dizisi yak¬nsakt¬r denir.



Kompleks terimli tüm  = () ( = 1 2 3 ) dizilerinin cümlesini  ile gösterelim.

 toplama ve skaler ile çarma i̧slemlerine göre kapal¬ olup bir lineer uzayd¬r. Bundan

dolay¬  n¬n her alt uzay¬ da bir lineer uzayd¬r. 1  ve 0 ile s¬ras¬yla s¬n¬rl¬, yak¬nsak

ve s¬f¬ra yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬ gösterece¼giz. Buna göre

1 = f = () : jj · g

s¬n¬rl¬,

 =
n
 = () : lim


 = 

o

yak¬nsak ve

0 =
n
 = () : lim


 = 0

o

s¬f¬r dizi uzaylar¬

kk = sup

jj

normuna göre tam uzaylard¬r [5].

Tan¬m 2.6  tam ve

  :  ¡! C  () =  ( = 1 2 )

dönüşümü sürekli ise  ’e bir ¡uzay¬ denir [6].

Tan¬m 2.7 ( k¢k) ile ( k¢k) birer normlu uzay ve  :  ¡!  lineer bir dönüşüm

olsun.  dönüşümü normu koruyorsa, yani her  2  için kk = kk oluyorsa 

dönüşümüne lineer izometri denir. Böyle bir dönüşümün birebir olaca¼g¬ aç¬kt¬r. E¼ger

bu dönüşüm örten ise  ye lineer izomor…zm denir. Bu durumda  ile  normlu

uzaylar¬ izomor…k uzaylar ad¬n¬ al¬rlar [4].

Tan¬m 2.8 E¼ger  ve  uzaylar¬ izometrik olarak izomorf ise  ve  uzaylar¬na denk

uzaylar denir. Bu durumda  den  ye bir lineer izometri vard¬r [4].

Tan¬m 2.9  ve  topolojik uzaylar olsunlar.  :  ¡!  dönüşümü birebir, örten,

 sürekli ve ¡1 de sürekli ise  ye bir homeomor…zm denir.  :  ¡!  dönüşümü

bir homeomor…zm ise  ve ¡1 aç¬k cümleleri korudu¼gundan  ve  uzaylar¬ topolojik

olarak denktir [4].
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3. ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k Fast [1] ve Steinhaus [2] taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s ve o

tarihten bu yana bir çok matematikçinin ilgilendi¼gi bir konu haline gelmi̧stir.

Schoenberg [7] bu kavram¬ öncekilerden farkl¬ olarak incelemi̧s ve istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬n baz¬ özelliklerini vermi̧stir. Daha sonra istatistiksel yak¬nsakl¬k Fridy [8], Salat

[9], Connor [10] gibi matematikçiler taraf¬ndan incelenmi̧stir.

3.1. Do¼gal Yo¼gunluk ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bir  ½ N kümesindeki  ye eşit olan yada  yi geçmeyen pozitif tamsay¬lar¬n

say¬s¬n¬  ile gösterelim.

 = f :  2   · g

kümesinin eleman say¬s¬ jj olsun. Örne¼gin  = f2 4 6 g ise 1 = 0 2 = 1 6 = 3

7 = 3  15
2
= 3 d¬r. Gerçekten  ¸ 0 ise  =

£¯̄

2

¯̄¤
dir.

Tan¬m 3.1.1  kümesinin asimptotik yo¼gunlu¼gu

1 ( ) = lim
!1

inf
jj


dir.
³
 ()


´
dizisi bir limite sahipse  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu

 ( ) = lim
!1

1


j j

dir. E¼ger ( ) = 0 ise  kümesine s¬f¬r yo¼gunluklu küme denir. Do¼gal say¬lar¬n sonlu

her alt kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu 0 d¬r. Bunun tersi do¼gru de¼gildir. Ayr¬ca,  ½ N

kümesi do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip ise,

 (N¡  ) = 1¡  ( ) ve 0 ·  ( ) · 1

olacakt¬r [11].

Tan¬m 3.1.2  µ N olmak üzere  kümesinin alt ve üst yo¼gunlu¼gu s¬ras¬yla

1 ( ) = lim
!1

inf
1


jj  2 ( ) = lim

!1
sup

1


j j (3.1.1)

şeklinde tan¬mlan¬r [13].



E¼ger alt ve üst yo¼gunluk eşit ise do¼gal yo¼gunluk vard¬r ve 1 ( ) = 2 ( ) =  ( )

d¬r [13]. Her küme do¼gal yo¼gunlu¼ga sahip olmak zorunda de¼gildir. Bunun için a̧sa¼g¬daki

örne¼gi göz önüne alal¬m.

Örnek 3.1.1  = f1 4 5 6 13 14  24 49 50  96 193 194 g şeklinde verilsin. 

indeks kümesi için jj


ifadesini oluştural¬m.

i) jj


ifadesinin üst limitini oluşturan alt dizi,

1

1

4

6

16

24

64

96
 ! 2

3

ii) jj


ifadesinin alt limitini oluşturan üst dizi,

1

3

4

12

16

48

64

192
 ! 1

3

şeklindedir. Dolas¬yla

1 ( ) = lim
!1

inf


jj


=
1

3
 2 ( ) = lim

!1
sup
jj


=
2

3

oldu¼gundan 1 ( ) 6= 2 ( ) d¬r.

Bu nedenle  kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu yoktur. Bu örnekten de anla̧s¬ld¬¼g¬ gibi

do¼gal yo¼gunlu¼gu olmayan kümelerde vard¬r. Ama her bir küme için alt ve üst yo¼gunluk

mevcuttur. Şimdi,  yo¼gunluk fonksiyonunun baz¬ özelliklerini verelim.  µ N olmak

üzere

i)  ( ) mevcut ise 1 ( ) = 2 ( ) 

ii)  ( ) 6= 0, 1 ( )  0

iii)  µ  ise 2 () · 2 ( ) ’dir.

Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z olarak veriyoruz.

Teorem 3.1.1  = () sonsuz bir dizi olsun bu takdirde;

1 ( ) = lim
!1

inf




d¬r. E¼ger  ( ) mevcut ise,  ( ) = lim





d¬r [11].

Tan¬m 3.1.3 Bir  özelli¼gi s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme d¬̧s¬nda sa¼glan¬yorsa bu özellik

hemen hemen her  için  özelli¼gini sa¼gl¬yor denir ve "" şeklinde gösterilir [8].

Tan¬m 3.1.4  = () kompleks terimli bir dizisi olsun. 8  0 için

lim


1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj = 0 (3.1.2)

5



ise  = () dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

 ¡ lim =  veya  !  ()

şeklinde yaz¬l¬r [8]. ·Istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi  ile gösterilir.  = 0 olmas¬

halinde 0 yazar¬z.

Yak¬nsak bir dizi istatistiksel yak¬nsak, fakat tersi do¼gru de¼gildir. Gerçekten  = ()

dizisini

 =

8
<
:

1  = 2 ( = 1 2 3 )

0  6= 2

olarak tan¬mlayal¬m. Bu takdirde

lim


1


jf ·  :  6= 0gj · lim



p



= 0

bulunur. Bu ¡ lim = 0 demektir. 1 ve  uzaylar¬n¬n ortak elemanlar¬ vard¬r, fakat

birbirlerini kapsamazlar. Bunun için  dizisini

 =

8
<
:

p
  = 2 ( = 1 2 3 )

1  6= 2

şeklinde tan¬mlanan  = () dizisi için  ¡ lim = 1 dir, ancak  2 1 dur.

 = (1¡1 1¡1 ) dizisi s¬n¬rl¬d¬r ancak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 3.1.2  ¡ lim = 1  ¡ lim  = 2 ve  2 R olsun.

1)  ¡ lim = 1 ise  ¡ lim () = 1

2)  ¡ lim = 1 ve  ¡ lim  = 2 ise  ¡ lim (+ ) = 1 + 2

d¬r [7].

Tan¬m 3.1.5   0 olsun.

lim


1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj = 0

olacak şekilde ’ a ba¼gl¬ bir 0 say¬s¬ varsa  = () dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir [8].

Teorem 3.1.3 ·Istatistiksel yak¬nsak her dizi istatistiksel Cauchy dizisidir [8].

6



Teorem 3.1.4 Aşa¼g¬daki ifadeler denktir:

)  dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r,

)  istatistiksel Cauchy dizisidir,

)  = () dizisi için  f :  6= g = 0 olacak şekilde bir yak¬nsak  dizisi vard¬r

[8].

Sonuç 3.1.1  = () dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise  = () dizisinin 

say¬s¬na klasik anlamda yak¬nsayan bir alt dizisi vard¬r.

3.2 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli Cesàro Yak¬nsakl¬k

Bu bölümde kuvvetli Cesàro yak¬nsakl¬k ile istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬ndaki ili̧ski

incelenecektir.

Tan¬m 3.2.1  = () dizisi verilsin.

1



X

=1

( ¡ )! 0

ise  dizisi Cesàro yak¬nsakt¬r denir ve

1 =

(
 = () :

1



X

=1

( ¡ )! 0  2 R
)

ile gösterilir [14].

Teorem 3.2.1  dizisi yak¬nsak ise 1¡yak¬nsakt¬r [14].

Teorem 3.2.1 in kaŗs¬t¬ do¼gru de¼gildir. Gerçekten  =
³
1 + (¡1)

´
dizisi 1¡yak¬nsakt¬r

fakat yak¬nsak de¼gildir.

Teorem 3.2.2  ¡ lim =  ve her  2 N için jj   ise 1 ¡ lim =  d¬r [7].

·Ispat.  = 0 olsun. 1 ¡ lim = 0 oldu¼gunu gösterelim. Bu takdirde
¯̄
¯̄
¯
1



X

=1



¯̄
¯̄
¯ ·

1



X

=1

jj

=
1



8
>><
>>:

X

1··
jj

jj+
X

1··
jj¸

jj

9
>>=
>>;

· 1


+

1


 jf ·  : jj ¸ gj

7



d¬r. (3.1.1) den

lim


1



X

=1

 = 0

elde edilir. Bu da ispat¬ tamamlar. Teoremin kaŗs¬t¬ do¼gru de¼gildir.  = (1 0 1 0 )

dizinin aritmetik ortalamas¬ 1
2
ye yak¬nsakt¬r, ancak istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Tan¬m 3.2.2  = () dizi verilsin ve  2 R+ olsun.

1



X

=1

j ¡ j ! 0

eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  dizisi kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r denir.

Bu tür dizilerin kümesi  ile gösterilecektir [10].

Teorem 3.2.3 0   1 olsun. Bu takdirde;

)  dizisi  ye kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsak ise istatistiksel yak¬nsakt¬r,

)  dizisi s¬n¬rl¬ olsun.  dizisi  ye istatistiksel yak¬nsak ise kuvvetli ¡Cesàro

yak¬nsakt¬r [10].

·Ispat. )  2  ve   0 olsun. Bu takdirde;
X

=1

j ¡ j =
X

1··
j¡j

j ¡ j +
X

1··
j¡j¸

j ¡ j

¸  jf ·  : j ¡ j ¸ gj

elde edilir. Buradan  ¡ lim =  elde edilir.

)  dizisi  say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun.  s¬n¬rl¬ oldu¼gundan  = kk1+

yazabiliriz.  ¸ 0 verilsin, her    için  say¬s¬n¬

1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ j ¸

³
2

´ 1


¾¯̄
¯̄  

2

olacak şekilde seçelim ve  =
n
 ·  : j ¡ j ¸

¡

2

¢ 1


o
diyelim. Bu taktirde   

için

1



X

=1

j ¡ j =
1



0
B@
X

·
2

j ¡ j +
X

·
2

j ¡ j

1
CA


1



³

2
 +



2

´

· 

2
+



2
= 

elde edilir. Böylece  dizisi kuvvetli ¡Cesàro yak¬nsakt¬r.
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3.3. Deferred ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli Deferred Cesàro

Yak¬nsakl¬k

Tan¬m 3.3.1  = f ()g2N ve  = f ()g2N pozitif tamsay¬lar¬n

 ()   () ve lim
!1

 () =1 (3.3.1)

koşulunu sa¼glayan dizileri olmak üzere,

() =
1

 ()¡  ()

()X

=()+1

  = 1 2 3  (3.3.2)

biçiminde tan¬mlanan dönüşüme  = () dizisinin deferred Cesàro ortalamas¬ denir

[3].

Tan¬m 3.3.2  = () dizisi ve  say¬s¬ verilsin. E¼ger,

lim
!1

1

 ()¡  ()

()X

=()+1

( ¡ ) = 0

ise  = () dizisine  say¬s¬na ¡ yak¬nsakt¬r denir.  yak¬nsak dizilerin kümesi

 [ ] sembolü ile gösterilir [3].

Tan¬m 3.3.3  bir dizi ve 0   1 olsun. E¼ger,

lim
!1

1

 ()¡  ()

()X

=()+1

j ¡ j = 0

ise  = () dizisine  say¬s¬na ¡kuvvetli deferred Cesàro yak¬nsakt¬r denir ve

lim
!1

 =  ( ¡ [ ]) sembolü ile gösterilir [15].

Tan¬m 3.3.4 (Deferred ·Istatistiksel yo¼gunluk)  = () reel yada karmaş¬k terimli

bir dizi, f ()g2N ve f ()g2N (3.3.1) deki koşullar¬ sa¼glayan diziler olsun.  µ N

olmak üzere

 () = lim
!1

1

 ()¡  ()
jf ()   ·  () :  2 gj

limiti var ve sonlu ise bu say¬ya  n¬n deferred istatistiksel yo¼gunlu¼gu denir [15].

Tan¬m 3.3.5 (Deferred ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k)  = () reel yada karma̧s¬k

terimli bir dizi f ()g2N ve f ()g2N (3.3.1) koşulunu sa¼glayan pozitif tamsay¬lar¬n

dizileri olmak üzere

lim
!1

1

 ()¡  ()
jf ()   ·  () : j ¡ j ¸ gj = 0

9



ise  = () dizisi deferred istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

lim
!1

 =  ( [ ])

biçiminde gösterilir [15].
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4. FARK D·IZ·I UZAYLARI

4.1. ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) Uzaylar¬n¬n Baz¬ Özellikleri

Bu bölümde ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) dizi uzaylar¬ tan¬mlanacak, bu uzaylar¬n

baz¬ özellikleri araşt¬r¬lacak ve ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) uzaylar¬n¬n sürekli

dualleri verilecektir.

Tan¬m 4.1.1  2 N,  = () reel veya kompleks terimli herhangi bir dizi,  bir

pozitif tam say¬, ¢0 = , ¢ = ¡+1, ¢ = ¢(¢¡1), ¢ = (¢)

ve ¢ =
P
=0

(¡1)
¡



¢
+ olmak üzere

i) ¢ (1) = f = () : ¢
 = (¢) 2 1g 

ii) ¢ () = f = () : ¢
 = (¢) 2 g 

iii) ¢ (0) = f = () : ¢
 = (¢) 2 0g 

uzaylar¬n¬ tan¬mlayal¬m.

¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) dizi uzaylar¬ aşikar olarak birer lineer uzayd¬r [16].

Teorem 4.1.1 ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) dizi uzaylar¬

kk¢ =
X

=1

jj+ k¢k1 (4.1.1)

normu ile birer normlu uzayd¬r [16].

·Ispat. ; ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) uzaylar¬ndan birini göstermek üzere   2  ve

 bir skaler olsun.

N1) kk¢ =
P
=1

jj+ k¢k1 ¸ 0 oldu¼gu aşikard¬r.

N2) kk¢ =
P
=1

jj+ k¢k1 = 0 olsun. Bu takdirde

1 = 2 =  =  = 0 ve her  2 N için
¯̄
¯̄
µ


0

¶
 ¡

µ


1

¶
+1 + + (¡1)

µ




¶
+

¯̄
¯̄ = 0

oldu¼gundan her  2 N için  = 0 elde edilir ki buradan  = 0 bulunur. Tersine  = 0

olmas¬ halinde kk¢ = 0 oldu¼gu a̧sikard¬r.



N3)

kk
¢

=

X

=1

jj+ sup


¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶
+

¯̄
¯̄
¯

= jj
Ã

X

=1

jj+ sup


¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶
+

¯̄
¯̄
¯

!

= jj kk
¢

N4)

k+ k¢ =
X

=1

j +  j+ sup


¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
¡



¢
(+ + +)

¯̄
¯̄
¯

·
X

=1

j j+ sup


¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
¡



¢
+

¯̄
¯̄
¯+

X

=1

j j+ sup


¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
¡



¢
+

¯̄
¯̄
¯

= kk¢ + kk¢

Teorem 4.1.2 (¢ (1)  kk¢) bir Banach uzay¬d¬r [16].

·Ispat.  = (1 

2 ) 2 ¢ (1) olmak üzere (), ¢ (1) da bir Cauchy

dizisidir. Bu durumda  !1 için

°° ¡ 
°°
¢
=

X

=1

¯̄
 ¡ 

¯̄
+ sup



¯̄
¢

¡
 ¡ 

¢¯̄
! 0

olur. O halde  ·  ve  !1 için

¯̄
 ¡ 

¯̄
! 0

ve her  2 N ve  !1 için
¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯! 0

dir. Di¼ger taraftan

¯̄
+ ¡ +

¯̄

·
¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯+

¯̄
¯̄
µ


0

¶¡
 ¡ 

¢¯̄¯̄+ 

+

¯̄
¯̄
µ



¡ 1

¶¡
+¡1 ¡ +¡1

¢¯̄¯̄

olmas¬ nedeni ile her  2 N ve  !1 için

¯̄
 ¡ 

¯̄
! 0
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elde edilir. Buna göre () = (1 
2
 ) her sabit  = 1 2  için C de bir Cauchy

dizisidir. C tam oldu¼gundan (), C de yak¬nsakt¬r. lim

 = , ( = 1 2 ) diye-

lim. (), ¢ (1) da bir Cauchy dizisi oldu¼gundan her   0 için   ¸  oldukça

k ¡ k¢ ·  olacak şekilde bir  =  () do¼gal say¬s¬ vard¬r. O halde her   ¸ 

için
X

=1

¯̄
 ¡ 

¯̄
·  ve

¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯ · 

dur. Bu son iki ifade de !1 için limit al¬n¬rsa  ¸  için

lim


X

=1

¯̄
 ¡ 

¯̄
=

X

=1

j ¡ j · 

ve

lim


¯̄
¢

¡
+ ¡ +

¢¯̄
= lim



¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯

=

¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯

=
¯̄
¢

¡
+ ¡ +

¢¯̄
· 

bulunur. Buradan  ¸  için

k ¡ k¢ =
X

=1

j ¡ j+ sup


¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯ · 2

dur. Bu ise lim

 =  demektir. Şimdi de  = () 2 ¢ (1) oldu¼gunu gösterelim.

j¢j =

¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶
+

¯̄
¯̄
¯

=

¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ + + +

¢
¯̄
¯̄
¯

·
¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯+

¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+

¢
¯̄
¯̄
¯

·
°° ¡ 

°°
¢
+
¯̄
¢

¯̄
= 0 (1)

olmas¬ nedeniyle  = () 2 ¢ (1) elde edilir. O halde (¢ (1) kk¢) bir Banach

uzay¬d¬r.

Lemma 4.1.1 ¢ (), ¢ (1) uzay¬n¬n kapal¬ bir alt uzay¬d¬r [16].

·Ispat.  2 ¢ () olsun. Bu takdirde (¢) 2  ½ 1 dur. Buradan¢ () ½ ¢ (1)

elde edilir. ¢ () = ¢ () oldu¼gunu gösterelim. ¢ () ½ ¢ () olmas¬ nedeniyle

¢ () ½ ¢ () oldu¼gunu göstermek yeterlidir.  = (1 2 ) 2 ¢ () olsun. Bu
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takdirde  = (1  

2  ) olmak üzere  !  olacak şekilde ¢ () de bir () dizisi

vard¬r. Bu takdirde her   0 say¬s¬na karş¬l¬k  ¸  olacak şekilde bir  do¼gal say¬s¬

vard¬r. Buradan  ¸  ve her  2 N için

j¢ ( ¡ )j ·  (4.1.2)

elde edilir.  = (1  

2  ) 2 ¢ () oldu¼gundan her  2 N için

(¢ ) = (¢1 ¢
2  ) 2  ve dolay¬s¬yla C de bir Cauchy dizisidir. Bu nedenle

  ¸ için
¯̄
¢ ¡¢

¯̄
·  (4.1.3)

olacak şekilde en az bir  do¼gal say¬s¬ vard¬r. Böylece her   ¸ için için (4.1.2) ve

(4.1.3) gere¼gince

j¢ ¡¢ j

=
¯̄
¢ ¡¢ +¢ ¡¢ +¢ ¡¢

¯̄

·
¯̄
¢ ¡¢

¯̄
+
¯̄
¢ ¡¢

¯̄
+
¯̄
¢ ¡¢

¯̄

· 3

elde edilir. Buna göre (¢), C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldu¼gundan bu dizi

yak¬nsakt¬r. Demek ki (¢) 2 , yani  2 ¢ () dir. O halde ¢ () kapal¬d¬r.

Teorem 4.1.3 (¢ ()  k¢k¢) bir Banach uzay¬d¬r [16].

·Ispat. ¢ (), ¢ (1) uzay¬n¬n kapal¬ bir altuzay¬ oldu¼gundan ¢ () bir Banach

uzay¬d¬r.

Lemma 4.1.2 ¢ (0), ¢ (1) uzay¬n¬n kapal¬ bir altuzay¬d¬r [16].

·Ispat.  2 ¢ (0) olsun. Bu takdirde (¢) 2 0 ½ 1 olup ¢ (0) ½ ¢ (1) dur.

Şimdi ¢ (0) = ¢ (0) oldu¼gunu gösterelim. Bunun için ¢ (0) ½ ¢ (0) oldu¼gunu

göstermek yeterlidir.  = (1 2 ) 2 ¢ (0) olsun. Bu takdirde  = (1  

2  )

olmak üzere  !  olacak şekilde ¢ (0) da bir () dizisi vard¬r. O halde her   0

için  ¸  oldukça

k ¡ k¢ =
X

=1

j ¡ j+ sup


¯̄
¢

¡
+ ¡ +

¢¯̄
· 

olacak şekilde bir  do¼gal say¬s¬ vard¬r. Buradan  ¸  ve her  2 N için

j¢ ( ¡ )j ·  (4.1.4)
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elde edilir. () dizisi ¢ (0) da yak¬nsak oldu¼gundan

(¢ ) = (¢1 ¢
2  ) 2 0

ve dolay¬s¬yla her   0 için  ¸ oldukça

j¢ j ·  (4.1.5)

olacak şekilde bir  0 do¼gal say¬s¬ vard¬r. Böylece (4.1.4) ve (4.1.5) gere¼gince  ¸

için

j¢j =
¯̄
¢ +¢ ¡¢

¯̄

·
¯̄
¢ ¡¢

¯̄
+
¯̄
¢

¯̄
· 2

bulunur. Bu ise  = () 2 ¢ (0) demektir. O halde ¢ (0) kapal¬d¬r.

Teorem 4.1.4. (¢ (0)  k¢k¢) bir Banach uzay¬d¬r [16].

·Ispat. ¢ (0) uzay¬ ¢ (1)uzay¬n¬n kapal¬ bir altuzay¬ oldu¼gundan bir Banach

uzay¬d¬r.

Teorem 4.1.5 ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) uzaylar¬ (4.1.1) deki norm ile birer

¡ uzay¬d¬r [16].

·Ispat. k ¡ k¢ ! 0, (!1) olsun. Bu takdirde  ·  ve !1 için

j ¡ j ! 0

ve her  2 N ve !1 için
¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯! 0

d¬r. Di¼ger taraftan

¯̄¡
+ ¡ +

¢¯̄
·

¯̄
¯̄
¯
X

=0

(¡1)
µ




¶¡
+ ¡ +

¢
¯̄
¯̄
¯+

¯̄
¯̄
µ


0

¶
( ¡ )

¯̄
¯̄+

+

¯̄
¯̄
µ



¡ 1

¶¡
+¡1 ¡ +¡1

¢¯̄¯̄

yaz¬labilir. Bu eşitsizlik göz önüne al¬n¬rsa her  2 N ve !1 için j ¡ j ! 0 elde

edilir. Bu ise ispat¬ tamamlar.

Şimdi de bu uzaylar aras¬ndaki kapsama ba¼g¬nt¬lar¬n¬ verelim.
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1) ¢ (0) ½ ¢+1 (0) ve ¢ (0) 6= ¢+1 (0) d¬r.  2 ¢ (0) olsun. Bu takdirde

 !1 için (¢)! 0 d¬r.

¯̄
¢+1

¯̄
= j¢ ¡¢+1j

· j¢j+ j¢+1j ! 0 ( !1)

oldu¼gundan  2 ¢+1 (0) d¬r. ¢ (0) 6= ¢+1 (0) oldu¼gunu bir örnekle gösterelim.

 = () seçelim. Bu durumda ¢+1 () = 0 ve ¢ () = (¡1)! dir. ·Ispat¬

tümevar¬m metodu ile yapal¬m.

a)  = () için ¢+1 () = 0 d¬r.

 = 1 için  = () ve ¢2 =  ¡ 2 ( + 1) +  + 2 = 0 olur.

 =  ¡ 1 için  = (¡1) ve her  2 N için ¢ = 0 olsun.

 =  için ¢+1 () = 0 oldu¼gunu gösterece¼giz.

¢+1 = ¢ ¡¢+1 = 0 d¬r.

b)  = () için ¢ = (¡1)! dir.

 = 1 için  = () ve ¢ =  ¡ ( + 1) = ¡1 = (¡1) 1!

 =  ¡ 1 için  = (¡1) ve her  2 N için ¢¡1 = (¡1)¡1 (¡ 1)! olsun.

 =  için  = () ve ¢ = (¡1) ! oldu¼gunu gösterece¼giz.

¢ = ¢¡1 (¢ ())

= ¢¡1 ( ¡ ( + 1))

= ¡
·µ



1

¶
¢¡1 ¡¡1

¢
+

µ


2

¶
¢¡1 ¡¡2

¢
+ +

µ




¶
¢¡1 (1)

¸

= ¡¢¡1 ¡¡1
¢

= ¡
£
(¡1)¡1 (¡ 1)!

¤

= (¡1) !

O halde  = () 2 ¢+1 (0)¡¢ (0) d¬r.

2) ¢¡1 () ½ ¢ () ve ¢¡1 () 6= ¢ () dir.  2 ¢¡1 () olsun. Bu takdirde

en az bir  için (¢¡1)!  ( !1) dur.

j¢j =
¯̄
¢¡1 ¡¢¡1+1

¯̄
·
¯̄
¢¡1 ¡ 

¯̄
+
¯̄
¢¡1+1 ¡ 

¯̄
! 0

olur ki bu (¢) 2 0 ½  demektir. O halde  2 ¢ () dir. ¢¡1 () 6= ¢ () dir.

Gerçekten  = () seçilirse her  2 N için ¢ = (¡1)! ve

¢¡1 = (¡1)+1!
¡
 + ¡1

2

¢
olup  2 ¢ ()¡¢¡1 () dir.
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a)  = () olsun. 1) (b) den ¢ = (¡1)! dir.

b)  = () için ¢¡1 = (¡1)+1!
¡
 + ¡1

2

¢
oldu¼gunu gösterelim.

 = 1 için  = () ve ¢0 = (¡1)2 1!
³
 + (1¡1)

2

´
olur.

 =  için  = () ve her  2 N için ¢¡1 = (¡1)+1 ()!
¡
 + ¡1

2

¢
olsun.

 = +1 için  = (+1) ve ¢ = (¡1)+2 ( + 1!)
¡
 + 

2

¢
oldu¼gunu gösterelim.

¢ = ¢¡1 ¡¢
¡
+1

¢¢

= ¢¡1 ¡+1 ¡ ( + 1)+1¢

= ¡
·µ

+ 1

1

¶
¢¡1 () +

µ
+ 1

2

¶
¢¡1 ¡¡1

¢
+

µ
 + 1

3

¶
¢¡1 ¡¡2

¢
+

+

µ
+ 1

+ 1

¶
¢¡1 (1)

¸

= ¡
·
(+ 1)

µ
(¡1)+1 !

µ
 +

¡ 1

2

¶¶
+

(+ 1!)

(¡ 1!) 2!
(¡1)¡1 (¡ 1)!

¸

= (¡1)+2 ( + 1)!
³
 +



2

´

3) ¢¡1 (1) ½ ¢ (1) ve ¢¡1 (1) 6= ¢ (1) dur.  2 ¢¡1 (1) oldu¼gunu

kabul edelim. Bu takdirde her  2 N için j¢¡1 ()j ·  eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde

pozitif bir  say¬s¬ bulabiliriz. Böylece her  2 N için

¢ =
¯̄
¢¡1 ¡¢¡1+1

¯̄
·
¯̄
¢¡1

¯̄
+
¯̄
¢¡1+1

¯̄
· 2

ve buradan  2 ¢ (1) elde edilir.

¢¡1 (1) 6= ¢ (1) dur. Gerçekten  = () için ve ¢ = (¡1)! ve

¢¡1 = (¡1)+1!
¡
 + ¡1

2

¢
olup  2 ¢ (1)¡¢¡1 (1) dur.

Teorem 4.1.6  ; 1,  veya 0 uzaylar¬ndan birini göstersin. Bu takdirde  2 N

olmak üzere    ise ¢ () ½ ¢ () dir [16].

Teorem 4.1.7

i) ¢ (0) ½ ¢ () ve ¢ (0) 6= ¢ () 

ii) ¢ () ½ ¢ (1) ve ¢ () 6= ¢ (1) dur [16].

·Ispat. i)  2 ¢ (0) olsun. Bu takdirde (¢) 2 0 ½  olup  2 ¢ () dir.

 = () seçersek¢ = (¡1)! dir. (¢) 2 ¡0 oldu¼gundan¢ (0) 6= ¢ ()

dir.

ii) Lemma 4.1.1 den¢ () ½ ¢ (1) dur. ¢ () 6= ¢ (1) oldu¼gunu gösterelim.

 = (1 0 1 0 ) seçersek ¢ = (¡1)+1 2¡1 olup  2 ¢ (1) ¡ ¢ () dir.

Gerçekten ¢ = (¡1)+1 2¡1 oldu¼gunu gösterelim.
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 = 1 için ¢ = (¡1)+1 olur.

 =  için ¢ = (¡1)+1 2¡1 olsun.

 =  + 1 için ¢+1 = (¡1)+1 2 oldu¼gunu gösterece¼giz.

¢+1 = ¢ ¡¢+1

= (¡1)+1 2¡1 ¡ (¡1)+2 2¡1

= (¡1)+1 2¡1 [1¡ (¡1)]

= (¡1)+1 2

bulunur.

Uyar¬: 1  ve 0 uzaylar¬ birer dizi cebiri olduklar¬ halde ¢ (1)  ¢
 () ve ¢ (0)

uzaylar¬ birer dizi cebiri de¼gildir. 1,  ve 0 ¬n birer dizi cebiri oldu¼gu bilinmekte-

dir. ¢ (1), ¢ () ve ¢ (0) ¬n dizi cebiri olmad¬klar¬n¬ karş¬t birer örnek vererek

gösterelim.  = () ve  = (¡1) seçelim.   2 ¢ (0) oldu¼gu halde ¢ () 2 0

yani  2 ¢ (0) d¬r.  = () ve  = () seçelim.   2 ¢ () ve   2 ¢ (1)

oldu¼gu halde ¢ (+1) 2  ve ¢ (+1) 2 1 yani  2 ¢ () ve  2 ¢ (1)

dur. Şimdi yukar¬daki fark dizi uzaylar¬ndan daha genel bir dizi uzay¬ tan¬mlayaca¼g¬z.

4.2. ¢ () UZAYININ BAZI ÖZELL·IKLER·I

 herhangi bir dizi uzay¬ ve  2 N olsun. ¢ () dizi uzay¬

¢ () = f = () : (¢
) 2 g

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Kolayca gösterilebilirki  bir lineer uzay ise ¢ () de bir lineer

uzayd¬r.

Tan¬m 4.2.1 , kk normu ile bir Banach uzay¬ olsun. Bu takdirde ¢ () de

kk¢ =
X

=1

jj+ k¢k (4.2.1)

normu ile bir Banach uzay¬d¬r [17].

-

Lemma 4.2.1  ½  ise ¢ () ½ ¢ ( ) dir [17].

Teorem 4.2.1  bir Banach uzay¬ ve  uzay¬  in kapal¬ bir altuzay¬ olsun. Bu

takdirde ¢ ()uzay¬ da ¢ () uzay¬n¬n kapal¬ bir altuzay¬d¬r [17].
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·Ispat.  ½  oldu¼gundan ¢ () ½ ¢ () dir. Şimdi ¢ () = ¢
¡

¢
oldu¼gunu

gösterelim.  2 ¢ () olsun. Bu takdirde ¢ () da öyle bir () dizisi mevcuttur ki

k ¡ k¢ ! 0 !1

dir. Bu nedenle ¢ () da

k( )¡ ()k¢ ! 0 !1

dir. Böylece  da

X

=1

j ¡ j+ k¢ ( )¡¢ ()k ! 0 !1

dir. Bu nedenle ¢ 2  d¬r. Buda  2 ¢
¡

¢
olmas¬n¬ gösterir. Tersine  2 ¢

¡

¢

ise bu takdirde  2 ¢ () dir. Çünkü  kapal¬ oldu¼gundan ¢ () = ¢ () d¬r. Bu

nedenle ¢ () uzay¬, ¢ () uzay¬n¬n kapal¬ bir altuzay¬d¬r.

Sonuç 4.2.1 Teorem 4.2.1 in bir sonucu olarak şu sonucu verebiliriz:  ayr¬labilir uzay

ise ¢ () de ayr¬labilir uzayd¬r.

Teorem 4.2.2 E¼ger  kk normu ile bir ¡uzay¬ ise bu takdirde ¢ () uzay¬ da

(4.2.1) de tan¬ml¬ olan norma göre bir ¡uzay¬d¬r [17].

Uyar¬:  2 ¢ () ise 1¡ = 2¡ =  = 0 = 0 olmak üzere

 =

¡X

=1

(¡1)
µ
 ¡ ¡ 1

 ¡ 1

¶
 =

X

=1

(¡1)
µ
 +  ¡ ¡ 1

 ¡ 1

¶
¡

olacak şekilde birtek  = () 2  vard¬r.
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5.  DERECEDEN ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

5.1  Dereceden yo¼gunluk

Tan¬m 5.1.1  2 (0 1] olsun. Do¼gal say¬lar¬n bir  altkümesinin ¡yo¼gunlu¼gunu

 ( ) = lim
!1

1


jf ·  :  2 gj

şeklinde tan¬mlayabiliriz [18].

Bir  özelli¼gi  ’ya göre s¬f¬r yo¼gunluklu bir küme d¬̧s¬nda sa¼glan¬yorsa bu özellik 

’ya göre hemen hemen her  için sa¼glan¬yor denir ve  () şeklinde gösterilir.

Do¼gal say¬lar¬n herhangi bir sonlu altkümesinin ¡yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r.

 (
) = 1 ¡  ( ) ifadesi  2 (0 1] için sa¼glanmaz.  = 1 al¬n¬rsa ¡yo¼gunluk,

do¼gal yo¼gunlu¼ga indirgenir.

Teorem 5.1.1  do¼gal say¬lar¬n herhangi bir altkümesi ve   2 (0 1] ( · ) olsun.

Bu takdirde  ( ) ·  ( ) dir [18].

·Ispat.   2 (0 1] ( · ) olsun,  ·  oldu¼gundan her  2 N için
1


· 1



yazabiliriz. Böylece

1


jf ·  :  2 gj · 1


jf ·  :  2 gj ! 0

oldu¼gundan  ( ) ·  ( ) elde edilir.

Tan¬m 5.1.2  2  ve  2 (0 1] verilsin. E¼ger

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj ! 0

ise  dizisi  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda

 ¡ lim = 

yazar¬z.  dereceden istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini  ile gösterece¼giz [18].

 = 0 olmas¬ halinde  dizisi s¬f¬ra  dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r diyece¼giz ve 
0

ile gösterece¼giz.  = 1 olmas¬ durumunda  dereceden istatiksel yak¬nsakl¬k, istatistik-

sel yak¬nsakl¬k ile çak¬̧s¬r.



 dereceden istatistiksel yak¬nsakl¬k  2 (0 1] için iyi tan¬ml¬, ancak  2 (11)

için iyi tan¬ml¬ de¼gildir. Bunun için  = () dizisini

 =

8
<
:

1  = 2

¡1  6= 2
 = 1 2 3 

olarak tan¬mlayal¬m. Buna göre  2 (11) için

1


jf ·  : j ¡ 1j ¸ gj · 

2
! 0

1


jf ·  : j ¡ (¡1)j ¸ gj · 

2
! 0

olur. Bu  dizisinin iki farkl¬ say¬ya  dereceden istatistksel yak¬nsak olmas¬ demektir.

Bu mümkün de¼gildir.

Teorem 5.1.2  2 (0 1] ve   2  olsun.

)  ¡ lim = 1 ise 
 ¡ lim  = 1 ( 2 C) 

)  ¡ lim = 1 ve 
 ¡ lim = 2 ise 

 ¡ lim( + ) = 1 + 2

’d¬r [18].

·Ispat.

)  nin s¬f¬r olmas¬ halinde ispat aç¬kt¬r.  s¬f¬rdan farkl¬ bir reeel say¬ olsun. i) ve

ii) nin ispat¬n¬

1


jf ·  : j ¡ 1j ¸ gj = 1



¯̄
¯̄
½
 ·  : j ¡ 1j ¸



jj

¾¯̄
¯̄

ve

1


jf ·  : j( + )¡ (1 + 2)j ¸ gj

· 1



¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ 1j ¸



2

o¯̄
¯+ 1



¯̄
¯
n
 ·  : j ¡ 2j ¸



2

o¯̄
¯

eşitsizliklerden elde ederiz.  2 (0 1] için  ½  kapsamas¬ kesindir.  ½  kapsamas¬

do¼gal say¬lar¬n sonlu bir altkümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olmas¬ gerçe¼ginden elde

edilir. Kapsaman¬n kesin oldu¼gunu göstermek için  = () dizisini

 =

8
<
:

1  = 2

0  6= 2
(5.1.1)
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda

1


jf ·  : j ¡ 0j ¸ gj · 1



³
2
p
 + 1

´

olup  2 (0 1] için  ¡ lim = 0 ancak  = () dizisi yak¬nsak de¼gildir [18].

Tan¬m 5.1.3  2 (0 1] ve  2 (01) olsun.

1



X

=1

j ¡ j ! 0

ise  dizisi  dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilirdir denir.  = 1 al¬n¬rsa

 dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilme, kuvvetli -Cesàro toplanabilirli¼ge in-

dirgenir. . dereceden kuvvetli ¡Cesàro toplanabilir dizilerin uzay¬ 
 ile gösterilir

[18].

5.2 Temel Sonuçlar

Teorem 5.2.1   2 (0 1] ve  ·  olsun.  µ  kapsamas¬ kesindir [18].

·Ispat.   2 (0 1] say¬lar¬n¬  ·  olacak şekilde seçelim ve  2  olsun. Bu takdirde

1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj · 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj

d¬r, bu  µ  olmas¬ demektir. Di¼ger taraftan

 =

8
<
:

1  = 2

0  6= 2
(5.2.1)

şeklinde tan¬mlanan diziyi gözönüne alal¬m.  2 (1
2
 1] için olup  ¡ lim = 0 yani

 2  ancak,  2 (0 1
2
] için  2  dir [18].

Son teoremden aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 5.2.2  2 (0 1] olsun. Bir dizi  dereceden istatistiksel yak¬nsak ise istatistiksel

yak¬nsakt¬r [18].

Sonuç 5.2.3

)  =  ,  = 

)  =  ,  = 1
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Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z olarak veriyoruz.

Teorem 5.2.4  2 (0 1] olsun. Bir dizi  dereceden istatistiksel yak¬nsak ise lim  = 

olacak şekilde  = () dizisinin bir  = () alt dizisi vard¬r [18].

Teorem 5.2.5  bir pozitif reel say¬ ve   2 (0 1] ( · ) olsun. 
 µ 

 kapsamas¬

kesindir [18].

·Ispat.  2 
    2 (0 1] ( · ) olsun. Bu takdirde

1



X

=1

j ¡ j · 1



X

=1

j ¡ j

yazabiliriz. Buradan
 µ

 elde ederiz. ·Içermenin kesin oldu¼gunu göstermek için (5.2.1)

eşitli¼gi ile verilen diziyi gözönüne alal¬m. Bu durumda  2 (1
2
 1] için

1



X

=1

j ¡ 0j ·
p



=

1

¡
1
2

! 0

olup  2 
 d¬r, ancak  2 (0 1

2
] için

p
 ¡ 1


· 1



X

=1

j ¡ 0j

olup  !1 iken
p
¡1

!1 oldu¼gundan  2 

 elde edilir.

Teorem 5.2.5 den aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 5.2.6  2 (0 1] ve  2 (01) olsun. Bu takdirde

) 
 = 

 ,  = 

) 
 µ   2 (0 1] [18].

Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z olarak veriyoruz.

Teorem 5.2.7  2 (0 1] ve   2 (01) (  ) olsun. Bu durumda 
 µ 

 dir [18].

Teorem 5.2.8  2 (0 1] ve  2 (01) olsun. Bir dizi . dereceden kuvvetli -Cesàro

toplanabilir ise . dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r [18].

·Ispat.  = () dizisi verilsin ve   0 olsun, bu takdirde

X

=1

j ¡ j ¸ jf ·  : j ¡ j ¸ gj 
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yazabiliriz, böylece

1



X

=1

j ¡ j ¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

¸ 1


jf ·  : j ¡ j ¸ gj 

olup ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.2.8 den aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilir.

Sonuç 5.2.9

)  2 (0 1] ve  2 (01) olsun. Bir dizi . dereceden kuvvetli -Cesàro toplanabilir

ise . dereceden istatistiksel yak¬nsakt¬r.

) Bir dizi kuvvetli -Cesàro toplanabilir ise istatistiksel yak¬nsakt¬r [18].
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6.  DERECEDEN ¢¡DEFERRED ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

Tan¬m 6.1  = f ()g2N ve  = f ()g2N pozitif tamsay¬lar¬n

 ()   () ve lim
!1

 () =1 (6.1)

koşulunu sa¼glayan dizileri olmak üzere  2 N ve  2 (0 1] olsun. 8  0 için

lim
!1

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj = 0

ise  = () dizisi  say¬s¬na  dereceden ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

E¼ger  = () dizisi  say¬s¬na  dereceden ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak ise

¢
¡




¢
¡lim =  şeklinde gösterilir. Bu tan¬mda = 0 ve  = 1 ise  dereceden

¢¡deferred istatistiksel yak¬nsakl¬k, deferred istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir.  =

1,  () =  ve  () = 0 ise  dereceden ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsakl¬k, Et ve

Nuray[17] taraf¬ndan verilen ¢¡istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir.  dereceden

¢¡deferred istatistiksel yak¬nsakl¬k  2 (0 1] için iyi tan¬ml¬ fakat   1 için iyi

tan¬ml¬ de¼gildir. Gerçekten  = 2 ve  = () dizisini

 =

8
>>><
>>>:

0 1 ·  · 3

¡1 +
¡2
2
  = 2  ¸ 2

¡1 +
¡3
2

 = 2+ 1  ¸ 2

olarak ve  = () dizisini de

 =

8
<
:

1  = 2

0  6= 2
 2 N

şeklinde seçelim. ¢2 =  d¬r. Bu takdirde  () = 42  () = 2 ve   1 olmak

üzere ¢2
¡




¢
¡ lim = 0 ve ¢2

¡




¢
¡ lim = 1 dir. Bu da mümkün de¼gildir.

 2 (0 1] için

¢ () ½ ¢
¡




¢
oldu¼gu aç¬kt¬r. Fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir. Gerçekten

 =

8
<
:

2  = 2

0  6= 2

seçilirse

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j ¡ 0j ¸ gj ·

p
 ()¡

p
 () + 1

( ()¡  ())



dir. Bu nedenle   1
2
için  = () dizisi ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsakt¬r, fakat

¢¡yak¬nsak de¼gildir [19].

Tan¬m 6.2  = f ()g2N ve  = f ()g2N pozitif tamsay¬lar¬n (6.1) deki koşulu

sa¼glayan dizileri olmak üzere  2 N ve  2 (0 1] olsun ve   0 verilsin.

lim
!1

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡¢j ¸ gj = 0

olacak şekilde  =  () say¬s¬ varsa  = () dizisine  dereceden ¢¡deferred ista-

tistiksel Cauchy dizisi denir. Bu tan¬mda  () =   () = 0 ve  = 1 al¬n¬rsa al¬̧s¬lm¬̧s

¢¡istatistiksel Cauchy dizisi elde edilir [19].

Tan¬m 6.3  = f ()g2N ve  = f ()g2N pozitif tamsay¬lar¬n (6.1) deki koşulu

sa¼glayan dizileri olmak üzere  2 N  2 R+ve  2 (0 1] olsun.

lim
!1

1

( ()¡  ())

()X

=()+1

j¢ ¡ j = 0

olacak şekilde bir  say¬s¬ varsa  = () dizisine  dereceden kuvvetli ¢
 ¡deferred

Cesàro yak¬nsakt¬r denir ve ¢ ¡
 [ ]¡ lim =  ile gösterilir [19].

Teorem 6.1 0   · 1 bir reel say¬, = () ve  = () herhangi bir dizi olsun. Bu

takdirde

() ¢
¡




¢
¡ lim =  ve  2 R ise bu takdirde ¢

¡




¢
¡ lim  = 

dir.

() ¢
¡




¢
¡ lim = 1 ve ¢

¡




¢
¡ lim  = 2 ise bu takdirde

¢
¡




¢
¡ lim ( + ) = 1 + 2 dir.

() ¢ ¡ 
 [ ] ¡ lim =  ve  2 R ise bu takdirde

¢ ¡
 [ ]¡ lim  =  dir.

() ¢ ¡
 [ ]¡ lim = 1 ve ¢

 ¡
 [ ]¡ lim  = 2 ise bu takdirde

¢ ¡
 [ ]¡ lim ( + ) = 1 + 2 dir [19].

Teorem 6.2  2 N olsun. Bu takdirde ¢
¡




¢
½ ¢+1

¡




¢
ve bu kapsama

kesindir [19].

·Ispat.  = () 2 ¢
¡




¢
ise

lim
!1

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj = 0 (6.2)
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olacak şekilde yani  ()  için j¢ ¡ j   eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir 

say¬s¬ vard¬r. Çünkü ¢+1 = ¢ ¡¢+1 oldu¼gundan  ()  için

¯̄
¢+1

¯̄
· j¢ ¡ j+ j¢+1 ¡ j  

2
+



2
= 

olur. Bu ¢+1
¡




¢
¡ lim = 0 demektir. Kapsam¬n kesin oldu¼gunu göstermek

için  = (+2)   () =   () = 0 ve  = 1 seçilsin. Bu takdirde  2 ¢+1
¡




¢

d¬r. Fakat  2 ¢
¡




¢
d¬r. Teorem 6.2 den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.1 12 2 N ve 1  2 olsun. Bu takdirde ¢1
¡




¢
½ ¢2

¡




¢

ve bu kapsama kesindir [19].

Teorem 6.3  = () dizisi  dereceden ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak ise bu

takdirde  dereceden ¢¡deferred istatistiksel Cauchy dizisidir [19].

·Ispat. ¢
¡




¢
¡ lim =  ve   0 verilsin. Bu takdirde  ()  için

j¢ ¡ j  
2
eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. E¼ger  say¬s¬  ()  için j¢ ¡ j  

2
olacak

şekilde seçilirse

j¢ ¡¢j · j¢ ¡ j+ j¢ ¡ j  

2
+



2
= 

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Bu  dizisinin  dereceden ¢¡deferred istatistiksel Cauchy dizisi

olmas¬ demektir.

Teorem 6.4  = () dizisi  ()  için ¢ = ¢ eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde

 dereceden ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak bir dizi olsun. Bu takdirde  diziside

 dereceden ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak bir dizidir [19].

·Ispat.  ()  için ¢ = ¢ ve ¢
¡




¢
¡ lim  =  olsun. Bu takdirde

her  için

f ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ g µ f ()   ·  () : ¢ 6= ¢g

[ f ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ g

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Buradan
1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj ·

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : ¢ 6= ¢gj+

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj
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eşitsizli¼gnde  ! 1 için limit al¬n¬rsa  = () dizisinin  say¬s¬na  dereceden

¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu görülür.

Teorem 6.5 0   ·  · 1 olsun. Bu takdirde ¢
¡




¢
µ ¢

¡




¢
ve bu

kapsama kesindir [19].

·Ispat. Kapsama k¬sm¬n¬ göstermek kolayd¬r. Şimdi  = () dizisini

 =

8
<
:

1  = 2

0  6= 2

olacak şekilde seçelim.  diziside ¢ =  eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde bir dizi olsun.

Ayr¬ca  () = 42 ve  () = 2 alal¬m. Bu takdirde 1
2
  · 1 için  2 ¢

¡




¢

d¬r. Fakat 0   · 1
2
için  2 ¢

¡




¢
d¬r.

Teorem 6.6 lim
!1

(()¡())


 0 ise bu takdirde ¢ () ½ ¢
¡




¢
d¬r. Burada

¢ () bütün ¢¡istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesidir [19].

·Ispat. ¢ ()¡ lim =  ve lim
!1

(()¡())


 0 olsun. 8  0 için

f ·  : j¢ ¡ j ¸ g ¶ f ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ g

oldu¼gundan
1


jf ·  : j¢ ¡ j ¸ gj ¸ 1


jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj

=
( ()¡  ())



1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj

yaz¬labilir. Son eşitsizlikte  ! 1 için limit al¬n¬rsa ve lim


(()¡())


 0 oldu¼gu

düşünülürse ¢
¡




¢
¡ lim =  elde edilir. Aşa¼g¬daki iki teoremi ispats¬z olarak

veriyoruz.

Teorem 6.7  ·   2 R+ ve  2 N olmak üzere   2 (0 1] olsun. Bu takdirde

¢ (
 [ ]) µ ¢ (

 [ ]) ve bu kapsama kesindir [19].

Teorem 6.8  2 (0 1] ve 0      1 olsun. Bu takdirde

¢ (
 [ ]) µ ¢ (

 [ ]) dir [19].

Teorem 6.9  ·   2 R+ ve  2 N olmak üzere   2 (0 1] olsun. E¼ger  = ()

dizisi  ye  dereceden kuvvetli ¢
 ¡deferred Cesàro yak¬nsak ise bu takdirde

 dereceden kuvvetli ¢¡deferred istatistiksel yak¬nsakt¬r [19].
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·Ispat.  = () dizisi  ye kuvvetli ¢
 ¡deferred Cesàro yak¬nsak olsun.  = ()

dizisi ¢ =  eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde bir dizi olsun ve   0 verilsin. Bu takdirde

()X

=()+1

j ¡ j =

()X

=()+1
j¡j¸

j ¡ j +
()X

=()+1
j¡j

j ¡ j

¸
()X

=()+1
j¡j¸

j ¡ j

¸ jf ()   ·  () : j ¡ j ¸ gj 

elde edilir. Buradan
1

(()¡())
()P

=()+1

j ¡ j ¸ 1
(()¡()) jf ()   ·  () : j ¡ j ¸ gj 

¸ 1
(()¡()) jf ()   ·  () : j ¡ j ¸ gj 

yaz¬labilir. Bu son eşitsizlikte !1 için limit al¬n¬rsa  = () dizisi  ye  dereceden

¢¡deferred istatistiksel yak¬nsak oldu¼gu görülür.  = () dizisi ¢ =  eşitli¼gini

sa¼glayan s¬n¬rl¬ ve  dereceden deferred istatistiksel yak¬nsak bir dizi olsa bile yukar¬-

daki Teorem 6.9 un tersi sa¼glanmaz. Bunu göstermek için  dereceden ¢¡deferred

istatistiksel yak¬nsak ve ¢¡s¬n¬rl¬ (yani  2 ¢ (1)) fakat  dereceden kuvvetli

¢
 ¡deferred Cesàro yak¬nsak olmayan bir dizi bulmam¬z gerekir.  () = 0 ve  () = 

ve  = () dizisini

 =

8
<
:

1p

  6= 3

1  = 3

olacak şekilde seçelim.  = () dizisi s¬n¬rl¬d¬r.  2
¡
1
3
 1
¤

için

 2 ¢ (1) \ ¢
¡




¢
fakat  2

¡
0 1

2

¢
için  2 ¢ (

 [ ]) dir. Böylece

 2 ¢
¡




¢
¡¢ (

 [ ]) dir. Aşa¼g¬daki teoremi ispats¬z olarak veriyoruz.

Teorem 6.10  2 (0 1] ve  2 R+ olsun. Bu takdirde 8 2 N için

¢ (
 [ ]) µ ¢+1 (

 [ ]) dir [19].

Teorem 6.11 f ()g  f ()g  f0 ()g ve f0 ()g dizileri her  2 N için

 () · 0 ()  0 () ·  () eşitsizli¼gini sa¼glayan diziler,  2 (0 1] ve  2 N olsun.

E¼ger

lim
!1

µ
0 ()¡ 0 ()

 ()¡  ()

¶

 0

ise  = () dizisi  dereceden ¢
¡




¢
yak¬nsak ise  dereceden

¢
¡


00

¢
¡yak¬nsakt¬r [19].
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·Ispat.

f ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ g ¶ f0 ()   · 0 () : j¢ ¡ j ¸ g

gerçe¼ginden hareketle aşa¼g¬daki eşitsizlik yaz¬labilir.

1

( ()¡  ())
jf ()   ·  () : j¢ ¡ j ¸ gj ¸

1

( ()¡  ())
jf0 ()   · 0 () : j¢ ¡ j ¸ gj =

µ
0 ()¡ 0 ()

 ()¡  ()

¶ 1

(0 ()¡ 0 ())
jf0 ()   · 0 () : j¢ ¡ j ¸ gj

son eşitsizlikten !1 için limit al¬n¬rsa

lim
!1

1

(0 ()¡ 0 ())
jf0 ()   · 0 () : j¢ ¡ j ¸ gj = 0

oldu¼gu görülür. Bu da  2 ¢
¡


00

¢
olmas¬ demektir.
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