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OZET

GENELLESTIRILMIiS DEFERRED ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu caligma alt1 boltimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde tezin girigi yapilmistir.

Ikinci boliimde temel kavramlar verilmistir.

Uciincii boliimde istatistiksel yakimsaklik kavrami ve bazi icerme teoremleri incelen-
migstir.

Dordiincii boliimde Fark dizileri incelenmistir.

Besinci boliimde . dereceden istatistiksel yakimsaklik kavrami incelenmistir.

Altina boliimde 7. dereceden A™— deferred istatistiksel yakimsaklik kavrami ince-
lenmistir.
Anahtar Kelimeler: Deferred istatistiksel yakinsaklik, v. dereceden istatistiksel yakin-
saklik, Fark dizisi.
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SUMMARY

GENERALIZED DEFERRED STATISTICAL CONVERGENCE

This study consists of six chapters.

In the first chapter, we introduce the thesis.

In the second chapter, we give some fundamental concepts.

In the third chapter of this thesis, we give the concepts of statistical convergence.

In the fourth chapter, we give some properties of generalized difference sequnce
spaces.

In the fifth chapter, statistical convergence of order + is studied.

In the last chapter, A™—deferred statistical convergence of order + is studied.
Keywords: Deferred statistical convergence, Statistical convergence of order v, Differ-

ence sequnce.
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SIMGELER LiSTESI

Tiim dizilerin uzay1

Kompleks terimli sinirh diziler uzay:
Kompleks terimli yakinsak diziler uzayi
Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzayi
F' ’nin dogal yogunlugu

A" —deferred istatistiksel yakinsak diziler uzay1



1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan tammlanmig
ve o tarihten bu yana bir cok matematikcinin ilgilendigi bir konu haline gelmistir. Is-
tatistiksel yakinsaklik kavraminin Cesaro matrisiyle olan iligkisi bu kavramim regiiler

matrisler yardimiyla genellestirilmesine olanak saglamigtir.

1932 yilinda Agnew [3] Cesaro alt metodunun bir genellemesi olan deferred Cesaro

metodunu asagidaki bicimde tanimlamigtir.
p=1{p(i)};cn ve ¢ = {q (i) },oy pozitif tamsayilarin

p(1) < q(i) ve lim q (i) = 00

1—00
kosulunu saglayan dizileri olmak iizere © = () dizisinin deferred Cesaro ortalamasi

1 q(#)
i TN A T, 1=1,2,3, ...
q (i) —p (i) k%ﬂ

(Dyp,g)

seklinde tanimlamr. D, , metodunun regiiler olmasinin yani sira bagka ¢nemli 6zellik-
leri de sagladigi Agnew [3] tarafindan ifade edilmistir. Bu ¢alismada, p = {p (i)} ve
q = {q ()} yukandaki sartlar1 saglayan iki dizi olmak iizere

li —————{kp () < k< a ()l — €] 2 }| =0

i=oo g (i) = p (i)
olarak tanimlanan deferred istatistiksel yakinsaklik ve deferred Cesaro yakinsaklik arasin-

daki iligki incelenmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1 X # () ve K bir cisim olsun.
+: XXX —Xve :KxX—X

dontigtimleri agagidaki ozellikleri saghiyorsa, X kiimesi K tizerinde bir vektor uzay
tanimliyor denir [4].

Ll) z+y=y+u,

L2) (z+y)+z=a2+ (y + 2),

L3) z + 6 = x olacak sekilde 0 € X vardir,

L4) z 4+ (—x) =0,

L5) 1 -z =ux,

L6) Az +y) = Az + Ay,

L7) Apx) = (Aw)z,

L8) (A + p)x = Az + p.

Tanim 2.2 Norm fonksiyonu z,y € X ve y € K olmak iizere asagidaki ozellikleri

saglayan [|-|| : X — R seklinde taniml bir déniigiimdiir [5].

1) flzll =0
2) [|z]| =0 2z=10

3) lpll = lul Il
4) [lz +yll < llzll + vl -

Tanim 2.3 (X, |-||) bir normlu uzay, (z;) C X olsun ve ¢ > 0 verilsin. k,¢ > ny
oldugunda ||z — x| < € esitsizligi saglanacak sekilde £’ a bagh bir ng sayis1 varsa z

dizisine bir Cauchy dizisi denir [5].

Tanim 2.4 X normlu uzayimmda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu uzaya Banach uzay1

denir [5].
Tanim 2.5 (z;) C X olsun, € > 0 verilsin. Vi > ng igin
lz; — €]l <&

olacak sekilde ng = no(e) € N varsa x = (x;) dizisi yakinsaktir denir.



Kompleks terimli tiim « = (z), (k = 1,2, 3, ...) dizilerinin climlesini w ile gosterelim.
w, toplama ve skaler ile carma iglemlerine gore kapali olup bir lineer uzaydir. Bundan
dolay1 w nin her alt uzay1 da bir lineer uzaydir. /.., ¢ ve ¢g ile sirasiyla sinirli, yakinsak

ve sifira yakinsak dizilerin uzayin gosterecegiz. Buna gore
loo ={x=(2;) : |zs| <M}

sinirli,

c= {x = (x;) : limx; = f}
yakinsak ve

co = {x = (z;) : limz; = O}
sifir dizi uzaylar

||| = sup |z
KA

normuna gore tam uzaylardir [5].
Tanim 2.6 X tam ve

Tk X — C, mp(x) =24, (k=1,2,...)
dontigtimii siirekli ise X ’e bir BK —uzay1 denir [6].

Tanim 2.7 (X, ||-]|) ile (Y, ||-||) birer normlu uzay ve 7 : X — Y lineer bir doniigtim
olsun. 7' doéniigiimii normu koruyorsa, yani her x € X igin ||Tz| = ||z|| oluyorsa T'
doniigiimiine lineer izometri denir. Boyle bir doniistimiin birebir olacagi agiktir. Eger
bu doniigiim orten ise T' ye lineer izomorfizm denir. Bu durumda X ile Y normlu

uzaylar1 izomorfik uzaylar adin alirlar [4].

Tanim 2.8 Eger X ve Y uzaylar izometrik olarak izomorf ise X ve Y uzaylarina denk

uzaylar denir. Bu durumda X den Y ye bir lineer izometri vardir [4].

Tanim 2.9 X ve Y topolojik uzaylar olsunlar. f : X — Y doniigiimii birebir, ¢rten,
f stirekli ve f~! de siirekli ise f ye bir homeomorfizm denir. f : X — Y doniisiimii
bir homeomorfizm ise f ve f~! acik ciimleleri korudugundan X ve Y uzaylar topolojik

olarak denktir [4].



3. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakimnsaklik Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan tammlanmig ve o
tarihten bu yana bir cok matematik¢inin ilgilendigi bir konu haline gelmistir.
Schoenberg [7] bu kavrami ¢ncekilerden farkl olarak incelemis ve istatistiksel yakim-
sakligin baz1 6zelliklerini vermigtir. Daha sonra istatistiksel yakinsaklik Fridy [8], Salat

[9], Connor [10] gibi matematikg¢iler tarafindan incelenmistir.
3.1. Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bir F C N kiimesindeki j ye esit olan yada j yi gecmeyen pozitif tamsayilarin
sayisin F) ile gosterelim.
F,={i:ieF, i <j}
kiimesinin eleman sayist |Fj| olsun. Ornegin F' = {2,4,6, ...} ise [} =0, [y, = 1, F; = 3,
=3, F% = 3 dir. Gercekten j > 0 ise Fj = H%H dir.

Tanim 3.1.1 F' kiimesinin asimptotik yogunlugu

91 (F) = lim inf|£,j|

j—o0 J

dir. (#) dizisi bir limite sahipse F' kiimesinin dogal yogunlugu

1
5(F) = lim ~ ||

=y
dir. Eger §(F') = 0 ise F' kiimesine sifir yogunluklu kiime denir. Dogal sayilarin sonlu
her alt kiimesinin dogal yogunlugu 0 dir. Bunun tersi dogru degildir. Ayrica, F' C N

kiimesi dogal yogunluga sahip ise,
SIN=F)=1-6(F) ve 0<6(F) <1
olacaktir [11].
Tanim 3.1.2 F' C N olmak iizere F' kiimesinin alt ve {ist yogunlugu sirasiyla
| . 1
01 (F) = lim inf — |F}|, 02 (F) = lim sup — | F}| (3.1.1)
j—oo ] j—00 J

seklinde tammlanir [13].



Eger alt ve iist yogunluk egit ise dogal yogunluk vardir ve 6, (F') = §3 (F) = § (F)
dir [13]. Her kiime dogal yogunluga sahip olmak zorunda degildir. Bunun i¢in asagidaki

ornegi goz oniine alalim.

Ornek 3.1.1 F = {1,4,5,6,13,14, ..., 24,49, 50, ..., 96, 193,194, ...} seklinde verilsin. F

Inl

indeks kiimesi icin ifadesini olugturalim.
i) % ifadesinin tist limitini olusturan alt dizi,
14 16 64 2
Ty e
17672496’ 3
ii) % ifadesinin alt limitini olusturan {ist dizi,
141664 1
37127487192 3
seklindedir. Dolasiyla

F, 1 F 9

n—oo n n n—o0 n 3

oldugundan §; (F) # 0 (F) dur.

Bu nedenle F' kiimesinin dogal yogunlugu yoktur. Bu 6rnekten de anlagildig1 gibi
dogal yogunlugu olmayan kiimelerde vardir. Ama her bir kiime i¢in alt ve iist yogunluk
mevcuttur. Simdi, 6 yogunluk fonksiyonunun bazi 6zelliklerini verelim. F, F' C N olmak
uzere

i) 0 (F) mevcut ise 01 (F') = 02 (F),
i) 6 (F) # 0« 61 (F) >0,
iii) £ C F ise 02 (E) < dy (F') ’dir.

Agagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

Teorem 3.1.1 F' = (e;) sonsuz bir dizi olsun bu takdirde;

0 (F)= jliglo inf%
J

dir. Eger 6 (F') mevcut ise, 6 (F) = limi dir [11].
J €5
Tanim 3.1.3 Bir P ozelligi sifir yogunluklu bir kiime diginda saglaniyorsa bu ¢zellik

hemen hemen her k i¢in P 6zelligini saghyor denir ve "h.h.k." seklinde gosterilir [8].

Tanim 3.1.4 x = (x;) kompleks terimli bir dizisi olsun. Ve > 0 i¢in

1
lima|{i§m:|xi—§|25}|20 (3.1.2)



ise © = (z;) dizisi istatistiksel yakinsaktir denir ve
S —limz = & veya x; — £ ()

seklinde yazilir [8]. Istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S ile gosterilir. ¢ = 0 olmast

halinde Sy yazariz.

Yakinsak bir dizi istatistiksel yakinsak, fakat tersi dogru degildir. Gergekten x = (z;)
dizisini
1, i=j2, (1=1,2,3,...)
0, i#j°

olarak tamimlayalim. Bu takdirde

T; =

1 \/
lim— [{i <m:2; £0}| < lim X" =0
m M m M

bulunur. Bu S —lim z = 0 demektir. [, ve S uzaylarinin ortak elemanlar1 vardir, fakat

birbirlerini kapsamazlar. Bunun i¢in x dizisini

Vi, i=3% (j=1,2,3,..)
1, i#j°

T; =

seklinde tammlanan 1z = (z;) dizisi i¢in S — limz = 1 dir, ancak = ¢ [, dur.

x=(1,—-1,1,—1,...) dizisi stuirhdir ancak istatistiksel yakimsak degildir.

Teorem 3.1.2 S —limx =¢,, S —limy =&, ve u € R olsun.
1) S —limz =& ise S — lim (ux) = ué;
2) S—limzx=¢§ veS—limy=~¢ ise S —lim(x+y) =&, + &

dur [7].
Tanim 3.1.5 € > 0 olsun.
.1
lim — {k <m:|zpy — x| >} =0
m m

olacak sekilde €’ a bagh bir ko sayisi varsa x = (z;) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi

denir [8].

Teorem 3.1.3 Istatistiksel yakinsak her dizi istatistiksel Cauchy dizisidir [8].



Teorem 3.1.4 Asagidaki ifadeler denktir:

i) x dizisi istatistiksel yakinsaktr,
i1) x istatistiksel Cauchy dizisidir,

iii) x = (x;) dizisi igin 6 {i : x; # y;} = 0 olacak gekilde bir yakinsak y dizisi vardir
8]-

Sonug 3.1.1 x = (z;) dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsak ise x = (z;) dizisinin ¢

sayisina klasik anlamda yakinsayan bir alt dizisi vardir.
3.2 Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Yakinsaklik

Bu boliimde kuvvetli Cesaro yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki iligki

incelenecektir.

Tanim 3.2.1 z = (z;) dizisi verilsin.

ise = dizisi Cesaro yakinsaktir denir ve

01—{x—(xi):%§:(xi—§)—>0, §ER}

ile gosterilir [14].

Teorem 3.2.1 x dizisi yakinsak ise o7 —yakinsaktir [14].

Teorem 3.2.1 in kargiti1 dogru degildir. Gergekten x; = (1 + (—1)i) dizisi o1 —yakinsaktir
fakat yakinsak degildir.

Teorem 3.2.2 S — limx = £ ve her ¢ € N igin |z;| < M ise 0y —limz = £ dir [7].

Ispat. £ = 0 olsun. o; — limz = 0 oldugunu gosterelim. Bu takdirde

1 & 1 &

= S e+ Y

1<i<m 1<i<m
|z |<e |zi|>e

1 1
—me + —M[{i <m:|x;| > e}
m m

IN

7



dir. (3.1.1) den

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. Teoremin kargit1 dogru degildir. z = (1,0, 1,0, ...)

dizinin aritmetik ortalamas: 2 5 ye yakinsaktir, ancak istatistiksel yakinsak degildir.

Tanim 3.2.2 = = (z;) dizi verilsin ve p € RT olsun.

1 m
—> |m =& =0
mai3
esitligi saglanacak gekilde bir ¢ sayisi varsa x dizisi kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir denir.

Bu tiir dizilerin kiimesi w, ile gosterilecektir [10].
Teorem 3.2.3 0 < p < oo olsun. Bu takdirde;

i) x dizisi £ ye kuvvetli p—Cesaro yakisak ise istatistiksel yakinsaktur,

i1) x dizisi sirh olsun. x dizisi £ ye istatistiksel yakinsak ise kuvvetli p—Cesaro

yakinsaktir [10].

Ispat. i) 2 € w, ve ¢ > 0 olsun. Bu takdirde;

m

Slri—ef = Y -+ > Jm—gf

i=1 1<i<m 1<i<m
|zi—€l<e |zi—&|>e

> e"l{i<m:fz; =& = e}
elde edilir. Buradan S — lim x;, = ¢ elde edilir.

it) = dizisi £ say1sia istatistiksel yakinsak olsun. x smirh oldugundan L = ||z|| +¢
yazabiliriz. € > 0 verilsin, her m > NV, icin NV, sayisini

- {igm:|xi—§|2 (%)%}'%_;

m

olacak sekilde segelim ve L,, = {z <m:lz; =& > (%)%} diyelim. Bu taktirde m > N,

icin

1 & 1
il P - = P P
POl PO D DL

i<m i<m
1€Lm i¢Lm
< 1( L +m
m \2LP
PR
- 2 2

elde edilir. Boylece x dizisi kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir.



3.3. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Deferred Cesaro
Yakinsaklik

Tanim 3.3.1 p = {p (4) },cn Ve ¢ = {q (4) },cy Pozitif tamsayilarin

p(i) < q(i) ve lim ¢ (i) = 0o (3.3.1)

kosulunu saglayan dizileri olmak {izere,

(i)

1 q

(Dpgt), = ——— > @k i =123 (3.3.2)
¢(@)) —p(), 4=,

bi¢iminde tamimlanan doniisiime © = (z) dizisinin deferred Cesaro ortalamasi denir

3]-

Tanim 3.3.2 © = (z;,) dizisi ve £ sayist verilsin. Eger,
a(é)

lim ————— > (2,-&) =0

1
S g - p ), 2
ise x = (x,) dizisine ¢ sayisma D, ,— yakimsaktir denir. D, , yakinsak dizilerin kiimesi

D [p, q] sembolii ile gosterilir [3].

Tanim 3.3.3 z bir dizi ve 0 < r < oo olsun. Eger,
1 q(i)
lim —————— |z, = €|" =0,
=, 2=,

ise © = (z},) dizisine & sayisina r—kuvvetli deferred Cesaro yakimsaktir denir ve

lim z, = £ (r — D [p, q]) sembolii ile gosterilir [15].

n—0o0

Tanim 3.3.4 (Deferred Istatistiksel yogunluk) x = (z,) reel yada karmagik terimli
bir dizi, {p (i)},cn ve {q(i)},on (3.3.1) deki kosullar saglayan diziler olsun. K C N
olmak tizere

1 : :
Y E {p (i) <k <q(i): ke K}

limiti var ve sonlu ise bu sayiya K nin deferred istatistiksel yogunlugu denir [15].

Tanim 3.3.5 (Deferred Istatistiksel yakimsaklik) z = (2;) reel yada karmagik
terimli bir dizi {p(i)},oy ve {q(9)},cn (3-3.1) kosulunu saglayan pozitif tamsayilarin
dizileri olmak tizere

lim -

1 : N g — -
zﬁooq(z)—p(z)|{p(2)<k§q(2)| k €|2 }| 07



ise © = (xy,) dizisi deferred istatistiksel yakinsaktir denir.

lim z = £ (DS [p, q])

k—oo

bi¢iminde gosterilir [15].

10



4. FARK DIiZi UZAYLARI
4.1. A" (L), A™ (c) ve A™ (cy) Uzaylarmin Baz Ozellikleri

Bu boliimde A™ ({4,), A™ (¢) ve A™ (¢q) dizi uzaylar1 tanimlanacak, bu uzaylarin
baz1 dzellikleri aragtirilacak ve DA™ ({«), DA™ (¢) ve DA™ (¢g) uzaylarmin siirekli

dualleri verilecektir.

Tanim 4.1.1 m € N, z = () reel veya kompleks terimli herhangi bir dizi, m bir

pozitif tam say1, A%z), = zp, Axp = 2p —Tpy1, A™ap = A (A™ ), Amz = (A1)

ve A"z = > (—1)" () Th+o olmak iizere
v=0

i) A" (ly) = {x=(xp): ATz = (A™xy) € o},
ii) A" (c) = {z=(vg): A"z = (A"zy) € ¢},
iii) A" (¢g) = {z = (zx) : A"z = (A"xy) € o},

uzaylarini tanmimlayalim.

A" (Us), A™ (¢) ve A™ (cg) dizi uzaylar1 agikar olarak birer lineer uzaydir [16].

Teorem 4.1.1 A™ ({,), A™ (c) ve A™ (¢p) dizi uzaylar
lolly =D lwal + A"l (4.1.1)
i=1

normu ile birer normlu uzaydir [16].
Ispat. X; A™ ((s), A™ (c) ve A™ (cy) uzaylarindan birini gostermek tizere z,y € X ve
v bir skaler olsun.

N1) [|z]|, = D || + |A™z|| > 0 oldugu asikardr.
i=1

N2) [|z]|, = D |zi| + |A™z||, = 0 olsun. Bu takdirde
i=1

r1 =229 =..=2T, =0veher k£ € Nigin

()= (7w ot (2 ()

oldugundan her £ € N i¢in x; = 0 elde edilir ki buradan x = 0 bulunur. Tersine x =0

=0

olmasi halinde ||z||, = 0 oldugu asikardir.



N3)

>0 (7w

lpall, = > |pasl+ S

v=0
m m . m
=l [ D el +sup > (-1) Thto
J=1 k v=0 v
= |ullle]
N4)

Z xk‘-‘r'l} + yk-‘rv)

=0

lz+yll, = Z 7+ ;| + sup
J=1

m

E xk—&-v

=0

m

Z yk+v

=0

+Z|yj|+8up

7j=1

< Z |z;| 4+ sup
j=1 F
= [zl +[lylla

Teorem 4.1.2 (A™ ({w), ||.|l5) bir Banach uzayidir [16].
Ispat. 2° = (2%,15,..) € A™({y) olmak iizere (2°), A" ({s) da bir Cauchy

dizisidir. Bu durumda s, — oo icin

Jo* —a'||, = Z}x — @] +sup [A™ (a} — a3) [ — 0
i=1
olur. O halde k£ < m ve s,t — o0 igin

}xi—x};} — 0

ve her k € N ve 5,1 — 00 igin

dir. Diger taraftan

}5’72+m - xllff-‘rm }

olmast nedeni ile her £ € N ve s, — o0 i¢in
|z — 2| — 0
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elde edilir. Buna gore (z5) = (z},%,...) her sabit £k = 1,2,... igin C de bir Cauchy
dizisidir. C tam oldugundan (z}), C de yakmsaktir. 1i£n xy =z, (k=1,2,...) diye-
lim. (z°), A™ ({s) da bir Cauchy dizisi oldugundan her ¢ > 0 i¢in s, > N oldukga
|25 — a'|| , < € olacak sekilde bir N = N (¢) dogal sayis1 vardir. O halde her s,t > N
icin

m

i — a2t <eve <e
Z}z 7
i=1

dur. Bu son iki ifade de t — oo i¢in limit alinirsa s > N igin

m m
: S t] S )
h%nE |25 — af| = E |2} —a;) <e
i=1 i=1

>0 (1) (= sho)

v=0

ve

bulunur. Buradan s > NN icin

m
lo* —zlly =) |25 — @] + sup
i=1 k

S0 () (=) <

dur. Bu ise limz® = x demektir. Simdi de z = (z;) € A™ ({) oldugunu gosterelim.

N zm:(—l)” (?)m
= 10 (1) Gl o)
>0 () et

+

I
[
0

—
=

VR

= 3

) (x]kv-&-v - xk""”)

|2 =y +[Amar] = 0(1)

IN

olmasi nedeniyle z = (x;) € A™ ({) elde edilir. O halde (A™ ({), ||.||5) bir Banach

uzayidir.

Lemma 4.1.1 A™ (¢), A™ ({,) uzaymin kapal bir alt uzayidir [16].
Ispat. z € A™ (c) olsun. Bu takdirde (A™z},) € ¢ C £y dur. Buradan A™ (¢) ¢ A™ ((y)

elde edilir. A™ (¢) = A™ (¢) oldugunu gosterelim. A™ (¢) C A™ (¢) olmasi nedeniyle

A™ (¢) C A™(c) oldugunu gostermek yeterlidir. x = (21, x9,...) € A™ (¢) olsun. Bu
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takdirde 2" = (a7, 2%, ...) olmak tizere 2" — x olacak sekilde A™ (¢) de bir (z") dizisi
vardir. Bu takdirde her € > 0 sayisina kargilik n > N olacak sekilde bir NV dogal sayisi

vardir. Buradan n > N ve her k£ € N igin
|A™ (x)p —x)| < e (4.1.2)

elde edilir. 2" = (2}, 2%,...) € A™ (¢) oldugundan her n € N i¢in
(A™zl) = (A™x, A™zh, ...) € ¢ ve dolayisiyla C de bir Cauchy dizisidir. Bu nedenle
1,7 > M icin

|A™ — A | < e (4.1.3)

J

olacak gekilde en az bir M dogal sayis1 vardir. Boylece her i, j > M icin i¢in (4.1.2) ve
(4.1.3) geregince
|AmZL'Z‘ — Am.fll'j|

= |A™z; — ATz + AT — ATV 4 A™gN — AN
J 7 4 J J

IN

}Amxfy — Amxi} + }Amx;v — Am:cj} + }Amsz — Amxﬂ

< 3¢

elde edilir. Buna gore (A™z;), C de bir Cauchy dizisidir. C tam oldugundan bu dizi
yakinsaktir. Demek ki (A™z;) € ¢, yani x € A™ (¢) dir. O halde A™ (¢) kapaldir.

Teorem 4.1.3 (A™ (c), ||-|| o) bir Banach uzayidir [16].
Ispat. A™ (¢), A™ ({4,) uzaymin kapal bir altuzay1 oldugundan A™ (c) bir Banach

uzayidir.

Lemma 4.1.2 A™ (¢g), A™ ({) uzaymin kapali bir altuzayidir [16].

Ispat. © € A™ (c) olsun. Bu takdirde (A™x;) € ¢y C oo olup A™ (c) C A™ (Ls) dur.
Simdi A™ (co) = A™ (cq) oldugunu gosterelim. Bunun i¢in A™ (¢;) € A™ (¢,) oldugunu
gostermek yeterlidir. = (21,2,,...) € A™ (¢) olsun. Bu takdirde 2" = (27,27, ...)

olmak iizere " — x olacak gekilde A™ (¢y) da bir (2") dizisi vardir. O halde her € > 0

icin n > N oldukga
o —alls = D lat =il +sup |A™ (af, = usa)| < ¢
i=1
olacak gekilde bir NV dogal sayisi vardir. Buradan n > N ve her k € N icin

|A™ (2} —xy)| < e (4.1.4)
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elde edilir. (z") dizisi A™ (¢g) da yakinsak oldugundan
(A™zl) = (A™z], Ay, ...) € ¢
ve dolayisiyla her € > 0 i¢in ¢ > M oldukca
A"zl < e (4.1.5)

olacak gekilde bir M > 0 dogal sayis1 vardir. Boylece (4.1.4) ve (4.1.5) geregince ¢ > M
icin

< }AmeN — Amxi} + }Amxf\f} < 2¢
bulunur. Bu ise = (x;) € A™ (¢p) demektir. O halde A™ (¢o) kapalidir.

Teorem 4.1.4. (A™ (¢), ||-|]| o) bir Banach uzayidir [16].
Ispat. A™ (cp) uzayr A™ (s )uzaymm kapali bir altuzay1 oldugundan bir Banach

uzayidir.

Teorem 4.1.5 A™ ({), A™(c) ve A™(co) uzaylar1 (4.1.1) deki norm ile birer
BK — uzayidir [16].

Ispat. ||2" — 2|, — 0, (n — o) olsun. Bu takdirde k& < m ve n — oo igin
|zp — x| — 0
ve her k € N ve n — o0 i¢in

> () (ot =)

— 0

dir. Diger taraftan

| (@hm = Taem)| < +

Uzm; (—1)° (7:) (231 — Thgo) | + '(73) (zf — 1)
.+ ' (mri 1) (Thm1 = Thim-1)

yazilabilir. Bu esitsizlik goz oniine alimirsa her k € N ve n — oo i¢in |2} — x| — 0 elde

edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi de bu uzaylar arasindaki kapsama bagintilarimi verelim.
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1) A™ (cp) C A™ 1 (¢g) ve A™ (cg) # A™H (¢p) dir. € A™ (¢p) olsun. Bu takdirde

k — oo igin (A™xy) — 0 dur.

}Am+1l‘k} = |Am$k—Aml’k+1|

< |A"z] 4+ |A" x| — 0, (k — o0)

oldugundan z € A™ (¢y) dir. A™ (¢y) # A™ ! (¢y) oldugunu bir érnekle gosterelim.
= (k™) secelim. Bu durumda A™F! (k™) = 0 ve A™ (k™) = (=1)" m! dir. Ispati
tiimevarim metodu ile yapalim.

a) z = (k™) igin A" (k™) =0 dur.

m=1igin z = (k) ve A%z, =k —2(k+1)+k+2=0 olur.

m =n—1ic¢in x = (k") ve her k € N igin A"x;, = 0 olsun.

m = n igin A" (k") = 0 oldugunu gosterecegiz.

A"y = A"z — A"z = 0 dir.
b) x = (k™) igin A™x, = (—1)" m! dir.
m=1i¢ginzx = (k) ve Ay =k—(k+1)=—-1=(-1)1!

m=n—1igin z = (k") ve her k € N icin A" 'z, = (=1)""" (n — 1)! olsun.

m =n i¢in z = (k") ve A"z, = (—1)" n! oldugunu gosterecegiz.
Atz = A"(A (")
= A" = (k+1)")
= - K?) A" (R 4 (Z) AR 4 (Z) A"t (1)}
= —nA"™ (B
= —n[(-=1)"" (n—1)]

= (=1)"n!

O halde x = (k™) € A™ (¢g) — A™ (¢p) dr.
2) A™L(¢) € A™ (c) ve A1 (c) #£ A™ (c) dir. x € A™ ! (c) olsun. Bu takdirde

en az bir [ igin (A™z;) — 1 (k — oo) dur.
|Am$k| = }Am_lxk — Am_ll'k_;,_l} < }Am_lxk - l} + }Am_ll']ﬁ_l — l} — 0

olur ki bu (A™x},) € ¢y C ¢ demektir. O halde z € A™ (¢) dir. A™ ! (c) # A™ (¢) dir.
Gergekten x = (k™) secilirse her k € N igin A™z, = (—1)" m! ve
A gy = (=1)" ! (k+21) olup z € A™ (¢) — A™ ! (¢) dir.
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a) == (k™) olsun. 1) (b) den A™x; = (—1)"" m! dir.

b) = = (k™) icin A™ 'z;, = (=1)" " m! (k + 21) oldugunu gosterelim.

m =1icin z = (k) ve Az = (—1)*1! (k + (1—;1)) olur.

m =n i¢in x = (k") ve her k € N igin A" 'z, = (=1)""! (n)! (k + %) olsun.

m =n+1icin z = (k") ve A"z, = (—=1)"" (n + 1) (k +2) oldugunu gosterelim.

Az, = AML(A (K7
= A" (R = (k4 1))
_ K” ’ 1) AT (k) + (n ) 1) AT (1) + (n N 1) AT (k772) 4
i (Z i 1) A (1)}
= 3 [(n +1) ((-1)”*1 n! (k + ”T_l)) - 7(72”_+1!1)!)2! (=" (n — 1)!}
= (" 1) (k+3)

3) A (0y) € A™ (L) ve A™ 7 (Uy) # A™ (Uy) dur. z € A™ ! ({,,) oldugunu
kabul edelim. Bu takdirde her & € N igin [A™! (z;)| < K esitsizligi saglanacak sekilde
pozitif bir K sayisi bulabiliriz. Boylece her k£ € N igin

Aml'k = }Am_lxk — Am_ll']ﬁ_l} S }Am_lxk} + }Am_lxkﬂ} S 2K

ve buradan x € A™ ({,) elde edilir.
A™ L (0) # A™ (L) dur. Gergekten z = (k™) igin ve A™x;, = (—1)" m! ve
A g = (=1)" ! (k+221) olup z € A™ (o) — A™ 7! ({s) dur.

Teorem 4.1.6 X; /,, c veya ¢y uzaylarindan birini gostersin. Bu takdirde n,m € N

olmak tizere n < m ise A" (X) C A™ (X) dir [16].

Teorem 4.1.7

i) A" (co) C A™(c) ve A™ (co) # A™ (¢),

ii) A™ (¢) C A™ ({y) ve A™ (¢) # A™ ({y) dur [16].

Ispat. i) © € A™ (¢y) olsun. Bu takdirde (A™x;) € ¢o C c olup = € A™ (¢) dir.
x = (k™) segersek A"z = (—1™)m! dir. (A™zy) € c—cp oldugundan A™ (¢g) # A™ (c)
dir.

ii) Lemma4.1.1 den A™ (¢) C A™ ({y,) dur. A™ (¢) # A™ ({ ) oldugunu gosterelim.
= (1,0,1,0,...) secersek A™z, = (=1)""2m1 olup 2 € A™ (ly) — A™ (¢) dir.

Gercekten A™xy = (—1)"1 271 oldugunu gosterelim.
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m =1 icin Azy, = (—1)*"" olur.
m = n i¢in A"z;, = (—1)F" 271 olsun.

k1 on

m=mn+1ic¢in A" gy = (=1) oldugunu gosterecegiz.

An+1$k = Anl'k — Anl'k_H
— (_1)k‘+1 2n—1 - (_1)k+2 2n—1
= ()" 21— (=)

= (Dt
bulunur.

Uyar:: /o, ¢ ve ¢y uzaylari birer dizi cebiri olduklar: halde A™ ({,) , A™ (¢) ve A™ (co)
uzaylar1 birer dizi cebiri degildir. /., ¢ ve ¢y 1n birer dizi cebiri oldugu bilinmekte-
dir. A™ (l), A™ (¢) ve A™ (¢p) m dizi cebiri olmadiklarim kargit birer 6rnek vererek
gosterelim. = = (k) ve y = (k™™1) segelim. x,y € A™ (¢) oldugu halde A™ (k™) ¢ ¢,
yani .y ¢ A™ (¢p) dir. z = (k) ve y = (k™) segelim. z,y € A™ (¢) ve z,y € A™ ({s)
oldugu halde A™ (k™) ¢ ¢ ve A™ (k™) ¢ (, yani x.y ¢ A™(c) ve z.y ¢ A™ ({s)

dur. Simdi yukaridaki fark dizi uzaylarindan daha genel bir dizi uzay1 tanimlayacagiz.
4.2. A" (X) UZAYININ BAZI OZELLIKLERI
X herhangi bir dizi uzay1 ve m € N olsun. A™ (X)) dizi uzay:
A" (X) = {z = (zx) : (A1) € X}

seklinde tammmhdir. Kolayca gosterilebilirki X bir lineer uzay ise A™ (X) de bir lineer

uzaydir.

Tanim 4.2.1 X, ||.|| normu ile bir Banach uzay1 olsun. Bu takdirde A™ (X') de

lzlla = ol + | A"z (4.2.1)
i=1
normu ile bir Banach uzayidir [17].

Lemma 4.2.1 X C Y ise A™(X) C A™(Y) dir [17].

Teorem 4.2.1 X bir Banach uzay1 ve A uzayr X in kapal bir altuzay: olsun. Bu

takdirde A™ (A)uzay1 da A™ (X) uzaymnin kapali bir altuzayidir [17].
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Ispat. A C X oldugundan A™ (A) C A™ (X) dir. Simdi A™ (A) = A™ (A) oldugunu
gosterelim. x € A™ (A) olsun. Bu takdirde A™ (A) da 6yle bir (2") dizisi mevcuttur ki

2" — x|, = 0, n — o0
dir. Bu nedenle A™ (A) da
|(z3) — (xK) ||, — 0, n — o0
dir. Boylece A da

D laf =i+ AT (27) = A" (2)]| = 0, n — o0
i=1

dir. Bu nedenle A™x € A dir. Budaz € A™ (Z) olmasim gosterir. Tersine x € A™ (Z)

ise bu takdirde € A™ (A) dir. Ciinkii A kapal oldugundan A™ (A) = A™ (A) dir. Bu
nedenle A™ (A) uzay1, A™ (X) uzaymmn kapal bir altuzayidir.

Sonug 4.2.1 Teorem 4.2.1 in bir sonucu olarak su sonucu verebiliriz: X ayrilabilir uzay

ise A™ (X)) de ayrilabilir uzaydir.

Teorem 4.2.2 Eger X, ||.|| normu ile bir BK —uzay1 ise bu takdirde A™ (X') uzay: da

(4.2.1) de tamimh olan norma gore bir BK —uzayidir [17].

Uyart: z € A" (X) ise y1— = Ya—r = ... = yo = 0 olmak iizere
I j—p—1 ! jAr—p—1
CE SIC I (R PR DIV (A P
p=1 p=1

olacak sekilde birtek y = (y;) € X vardir.
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5. v. DERECEDEN ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
5.1 7. Dereceden yogunluk
Tanim 5.1.1 v € (0, 1] olsun. Dogal sayilarin bir F' altkiimesinin y—yogunlugunu

1
Oy (F)= lim — |{i<m:ie F}

m—oo MY

seklinde tanimlayabiliriz [18].

Bir P ozelligi v 'ya gore sifir yogunluklu bir kiime diginda saglaniyorsa bu 6zellik

'ya gore hemen hemen her k igin saglaniyor denir ve h.h.k () seklinde gosterilir.

Dogal sayilarm  herhangi bir sonlu altkiimesinin ~y—yogunlugu sifirdir.
dy (F°) = 1 =4, (F) ifadesi v € (0,1] igin saglanmaz. v = 1 alinirsa y—yogunluk,

dogal yogunluga indirgenir.

Teorem 5.1.1 F' dogal sayilarin herhangi bir altkiimesi ve «, p € (0, 1], (v < ) olsun.
Bu takdirde 0, (F) <6, (F) dir [18].

. 1 1
Ispat. v, € (0,1], (v < p) olsun, m” < m* oldugundan her m € N i¢in — < —
m m

yazabiliriz. Boylece

1 < e FH < 1 < 1 EeF 0

m|{2_m.z€ }|_%|{2_m.z€ H—
oldugundan 0, (F') <6, (F) elde edilir.
Tanim 5.1.2 z € w ve vy € (0,1] verilsin. Eger
L <m: > 0
S Hismejni =g = e} —
ise x dizisi 7. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda
ST —limz; =&

yazariz. . dereceden istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S7 ile gosterecegiz [18].
¢ = 0 olmas: halinde x dizisi sifira . dereceden istatistiksel yakinsaktir diyecegiz ve S
ile gosterecegiz. 7 = 1 olmasi durumunda . dereceden istatiksel yakinsaklik, istatistik-

sel yakinsaklik ile ¢akigir.



7. dereceden istatistiksel yakinsaklik v € (0,1] i¢in iyi tamuml, ancak v € (1, 00)

i¢in iyi tamimh degildir. Bunun i¢in = = (x;) dizisini
1, i=2j
@ = o123,
1, i #£2)

olarak tanimlayalim. Buna gore v € (1, 00) igin

| J
Sli<isln-1zel < 550

1 J

S <isl-0lzel < 5o

olur. Bu z dizisinin iki farkl sayiya 7. dereceden istatistksel yakinsak olmas1 demektir.

Bu miimkiin degildir.

Teorem 5.1.2 v € (0,1] ve 2,y € w olsun.
i) ST —limzy =& ise ST — limkzy, = k&, (k€ C),
1) ST —limaxy, = &, ve S7 —limay, = &, ise S — lim(xy + y) = & + &,

"dir [18].

ispat.
i) ¢ nin sifir olmasi halinde ispat agiktir. ¢ sifirdan farkl bir reeel say1 olsun. i) ve
ii) nin ispatini

3

1 1
< o= ke 2 2} = o Lk <o - 612 5

ve
% H{k <m:|(zr+ur) — (6 + &) > e}

(I !

1
< ol

esitsizliklerden elde ederiz. v € (0, 1] igin ¢ C S” kapsamasi kesindir. ¢ C S7 kapsamasi
dogal sayilarin sonlu bir altkiimesinin dogal yogunlugu sifir olmasi1 gerceginden elde

edilir. Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin « = (z;) dizisini

1, i = j2
;= (5.1.1)
0, i # j°
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seklinde tanimlayalim. Bu durumda
1, . 1 -
<im0z el <= (27 +1)
olup v € (0,1] igin S” — limz; = 0, ancak = = (z;) dizisi yakimsak degildir [18].

Tanim 5.1.3 v € (0,1] ve p € (0,00) olsun.

1 J
j—A,ZIxi—€|p—>0
i=1

ise x dizisi 7. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir. ~+ = 1 alimirsa
v. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilme, kuvvetli p-Cesaro toplanabilirlige in-
dirgenir. 7. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizilerin uzay1 wj ile gosterilir

[18].
5.2 Temel Sonuclar

Teorem 5.2.1 v, u € (0,1] ve v < p olsun. S7 C S* kapsamasi kesindir [18].

Ispat. 7, ;1 € (0,1] sayilarini v < p olacak sekilde secelim ve 2 € S7 olsun. Bu takdirde
Lii<i. Sel<Liri<y >
j_ﬂHZ Sjilw =&z} < j_“/|{2 <jlw =&l = el

dir, bu S7 C S* olmas1 demektir. Diger taraftan

1, i=j?
z; = (5.2.1)
0, i#j?

seklinde tanimlanan diziyi gozoniine alalim. u € (%, 1] i¢in olup S* — limz; = 0, yani

x € S* ancak, v € (0,] igin = ¢ S7 dir [18].
Son teoremden agagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.2.2 v € (0,1] olsun. Bir dizi 7. dereceden istatistiksel yakinsak ise istatistiksel
yakinsaktir [18].

Sonug 5.2.3

i) ST =Sty =yp,
i) =8 y=1
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Agagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

Teorem 5.2.4 « € (0, 1] olsun. Bir dizi 7. dereceden istatistiksel yakinsak ise lim ¢, = &
olacak sekilde = = (z;) dizisinin bir y = (y;) alt dizisi vardir [18].

Teorem 5.2.5 p bir pozitif reel say1 ve v, u € (0,1], (v < p) olsun. w) C w} kapsamasi
kesindir [18].

Ispat. = € w) v, 1 € (0,1], (v < p) olsun. Bu takdirde

1 1
j72|$i—€|p§j—72|xz‘—f|p
i=1 i=1

yazabiliriz. Buradan w) CI' elde ederiz. Igermenin kesin oldugunu gostermek igin (5.2.1)

esitligi ile verilen diziyi gozoniine alalim. Bu durumda p € (%, 1] igin

1 J - 1
23 fa-or < Y- L
jh = J

ot

olup z € w dir, ancak v € (0, 1] i¢in

j"/

4 1 4V )
Sﬁz;|$i—0|

olup j — oo iken ‘/j;_ ! 50 oldugundan ¢ w) elde edilir.

Teorem 5.2.5 den asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.2.6 v € (0,1] ve p € (0,00) olsun. Bu takdirde
i) w) = wh &y = p,

it) w] C w,, v € (0,1] [18].
Agagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.
Teorem 5.2.7 v € (0,1] ve p,q € (0,00), (p < ¢) olsun. Bu durumda w; C w) dir [18].

Teorem 5.2.8 7 € (0,1] ve p € (0,00) olsun. Bir dizi v. dereceden kuvvetli p-Cesaro

toplanabilir ise p. dereceden istatistiksel yakinsaktir [18].

Ispat. = = (z;) dizisi verilsin ve € > 0 olsun, bu takdirde
J
Dol P2 i< o~ 2 Y€
i=1
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yazabiliriz, boylece
1< ) NN , )
j—71§1ﬁlxi—€| > SHi<islm =gl = e
> i< =P > e
jM

olup ispat tamamlanir.

Teorem 5.2.8 den asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.2.9

i)y € (0,1] ve p € (0,00) olsun. Bir dizi v. dereceden kuvvetli p-Cesaro toplanabilir

ise 7. dereceden istatistiksel yakinsaktir.

i7) Bir dizi kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise istatistiksel yakinsaktir [18].
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6. v. DERECEDEN A”—-DEFERRED ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
Tanim 6.1 p = {p (i)},.y ve ¢ = {q (i) },oy pozitif tamsayilarin

p(i) < q(i) ve lim ¢ (i) = oo (6.1)

kosulunu saglayan dizileri olmak iizere m € N ve v € (0, 1] olsun. Ve > 0 i¢in

lim ——  [{p (i) < k < q(i): |A"a— €] = e} = 0

i=oo (¢ (1) —p (1))
ise © = (zy) dizisi £ sayisina 7. dereceden A™—deferred istatistiksel yakinsaktir denir.
Eger © = (z,) dizisi £ sayisina . dereceden A™—deferred istatistiksel yakinsak ise
A™ (DS;’,q) —lim z;, = ¢ seklinde gosterilir. Bu tanimda m = 0 ve 7 = 1 ise . dereceden
A™—deferred istatistiksel yakinsaklik, deferred istatistiksel yakinsaklhiga indirgenir. v =
1, q(i) =i ve p(i) = 0 ise 7. dereceden A™—deferred istatistiksel yakinsaklik, Et ve
Nuray[17] tarafindan verilen A™—istatistiksel yakinsakliga indirgenir. -~y. dereceden
A" —deferred istatistiksel yakinsaklik v € (0,1] igin iyi tammh fakat v > 1 icin iyi

tamimh degildir. Gergekten m = 2 ve x = (z},) dizisini

0, 1<k<3
T = l'k_1+k;22, k=2n, n>2

xk_l—i-% k=2n+1 n>2

olarak ve y = (y;) dizisini de

1, k=2n
Yk = n € N.
0, k+#2n

seklinde segelim. A%z, = y;, dir. Bu takdirde ¢ (n) = 4n?, p(n) = 2n ve v > 1 olmak
tizere A2 (DS;q) —limxy, = 0 ve A? (DS;q) —limz = 1 dir. Bu da miimkiin degildir.
v € (0,1] igin

A" (c) C A™ (DS;’vq) oldugu agiktir. Fakat bunun tersi dogru degildir. Gergekten
2, k=n?
Yk =
0, k#n?

secilirse

1 q(n)—+/pn)+1




dir. Bu nedenle v > 1 i¢in = = (1) dizisi A™—deferred istatistiksel yakisaktir, fakat
A™—yakinsak degildir [19].

Tanim 6.2 p = {p(i)},.y ve ¢ = {q(i)},oy pozitif tamsayilarm (6.1) deki kogulu

saglayan dizileri olmak tizere m € N ve v € (0, 1] olsun ve € > 0 verilsin.

1
lim ———————= {p(i) <k <q(i): |A™z) — A"z > €} =0

im0 (¢ (1) = p (7))
olacak sekilde s = s (¢) sayis1 varsa ¢ = () dizisine 7. dereceden A™—deferred ista-
tistiksel Cauchy dizisi denir. Bu tamimda ¢ (i) = 4, p (i) = 0 ve v = 1 alimirsa aligilmig
A" —istatistiksel Cauchy dizisi elde edilir [19].

Tanim 6.3 p = {p(i)},cy Ve ¢ = {q(9)},oy pozitif tamsayilarm (6.1) deki kogulu
saglayan dizileri olmak {izere m € N, r € R*ve € (0, 1] olsun.

1 q(4)

lim —————— Y A"z — ¢ =0
oo F_ vy
i—oo (q (i) pODkme

olacak sekilde bir £ sayisi varsa © = (zy) dizisine 7. dereceden kuvvetli A" —deferred

Cesaro yakinsaktir denir ve A™ — Dw [p, q] — lim z, = £ ile gosterilir [19].

Teorem 6.1 0 < v < 1 bir reel say1,z = (2x) ve y = (yx) herhangi bir dizi olsun. Bu
takdirde

(i) A™(DS},) —limz, = ¢ ve ¢ € R ise bu takdirde A™ (DS) ) — lim cay, = ¢£
dir.

(i) A™(DSY)) — limay = & ve A™(DS},) — limy, = &, ise bu takdirde
A™ (DS;q) —lim (zg + yp) = &, + &, dir.

(tii) A™ — Dw][p,q] — limzy, = ¢ ve ¢ € R ise bu takdirde
A™ — Dw) [p, q] — lim cxy, = € dir.

(iv) A™ — Dw) [p,q] —limzy = & ve A™ — Dw) [p, q] — limy, = &, ise bu takdirde
A" — Dw) [p, q) — lim (z), + y) = & + &, dir [19].

Teorem 6.2 m € N olsun. Bu takdirde A™ (DS;’Vq) c At (DS;’vq) ve bu kapsama
kesindir [19].
Ispat. = (z,) € A™ (DS],) ise

| 1 | AT el
i{@ow|{P(l)<kSQ(l)-|A k=&l >et[=0 (6.2)
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olacak sekilde yani h.h. (D,) .k igin |[A™x, — | < ¢ esitsizligi saglanacak sekilde bir &
sayist vardir. Ciinkit A™ My, = A™xy, — A™axy 4 oldugundan h.h. (D,) .k igin

e €
| A Ly | < JA™y — €] + [AM g — €] < 5T =€

olur. Bu A™*+! (DS;’vq) — limz, = 0 demektir. Kapsamin kesin oldugunu gostermek
igin @ = (k™*2), q(i) = i, p(i) = 0 ve v = 1 segilsin. Bu takdirde z € A™* (DS )
dir. Fakat x ¢ A™ (DS;’Vq) dir. Teorem 6.2 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.1 mq,my € N ve m; < my olsun. Bu takdirde A™: (DS;’vq) C Am2 (DS;q)

ve bu kapsama kesindir [19].

Teorem 6.3 © = (x;) dizisi 7. dereceden A™—deferred istatistiksel yakinsak ise bu
takdirde v. dereceden A™—deferred istatistiksel Cauchy dizisidir [19].

Ispat. A™ (DS7,) —limay, = € ve e > 0 verilsin. Bu takdirde h.h.(D,) .k i¢in
|A™ ), — €| < 5 esitsizligi saglanir. Eger s sayis1 h.h. (D) .k igin [A™z, — §] < £ olacak
sekilde secilirse

€

2~ °

g
A"y = AT| < ATy, — €+ [ATz, — €] < 5+

esitsizligi saglanir. Bu x dizisinin 7. dereceden A™—deferred istatistiksel Cauchy dizisi

olmasi demektir.

Teorem 6.4 y = (y;,) dizisi h.h. (D,) .k igin A™x), = A"y, esitligi saglanacak sekilde
7. dereceden A™ —deferred istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Bu takdirde x diziside
7. dereceden A™—deferred istatistiksel yakinsak bir dizidir [19].

Ispat. h.h.(D,).k icin A"z = Ay, ve A™ (DS;q) — lim y;, = £ olsun. Bu takdirde

her 7 icin
{p(i) <k <q@):[A"z, &[>} C {p(i) <k <q(i): A"xp # A"y}
U{p () <k <q(@):[A™y =& > e}

esitsizligi saglanir. Buradan

) <k <q () 1A €] 2 e} <

(¢ () —p (i)
T 0 <h ) AT A A+
o O <k<a(): 1A =gl = )
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esitsizlignde ¢ — oo igin limit alimrsa = = (zj) dizisinin § sayisina . dereceden

A" —deferred istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir.

Teorem 6.5 0 < v < u < 1 olsun. Bu takdirde A™ (DS;q) c A™ (DSI’iq) ve bu
kapsama kesindir [19].

Ispat. Kapsama kismin gostermek kolaydir. Simdi y = (y,) dizisini

1, k=n?
0, k#n?

Yk

olacak gekilde segelim. x diziside A"z = y, esitligi saglanacak sekilde bir dizi olsun.
Ayrica q(n) = 4n* ve p(n) = n? alahm. Bu takdirde § < p < 1 i¢in x € A™ (DS* )
dir. Fakat 0 < <1 icinz ¢ A™ (DS;q) dir.

Teorem 6.6 lim M > 0 ise bu takdirde A™(S) € A™(DS},) dir. Burada

i—00

A™ (S) biitiin A™ —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesidir [19].
Ispat. A™(S) —limz;, = £ ve lim M > 0 olsun. Ve > 0 igin

1— 00

{k<i:|Ama,— €2 e} 2 {p() <k <q(i): |A"a, € > e}

oldugundan
1 . 1 : :
Sk < AT — €2 el 2 < 1P () <k < () [Am — €] > e}

_L@=p@)' 1 ; )¢ A, — €] >z
= P () < k< (i) |Ama, — €] 2 <)

yazilabilir. Son esitsizlikte i — oo ig¢in limit alinirsa ve limm%m > 0 oldugu

(]

diigiiniiliirse A™ (DS;’Vq) — limx = £ elde edilir. Agagidaki iki teoremi ispatsiz olarak

veriyoruz.

Teorem 6.7 v < pu, r € Rt ve m € N olmak {izere v, u € (0,1] olsun. Bu takdirde
A™ (Dw? [p,q]) € A™ (Dw" [p, q]) ve bu kapsama kesindir [19].

Teorem 6.8 v € (0,1] ve 0 < r < s < oo olsun. Bu takdirde
A™ (Dwy [p,q]) € A™ (Dwy [p, q]) dir [19].

Teorem 6.9 v < u, r € R ve m € N olmak {izere 7, u € (0, 1] olsun. Eger x = ()
dizisi £ ye . dereceden kuvvetli A" —deferred Cesaro yakinsak ise bu takdirde

. dereceden kuvvetli A™—deferred istatistiksel yakinsaktir [19].
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Ispat. 2 = (z;) dizisi ¢ ye kuvvetli A™—deferred Cesaro yakmsak olsun. y = (y)

dizisi A™xy = y; esitligi saglanacak gekilde bir dizi olsun ve € > 0 verilsin. Bu takdirde

q() q(4) q(4)

Sl —=¢" = D> =+ D> ¢l

k=p(i)+1 k=p(i)+1 k=p(i)+1
lyn—€|>e lyp—E€l<e
q(i)
> > -
k=p(i)+1
lyp—¢&|>e
> Hp() <k <q(@): |y —¢&" > e}

elde edilir. Buradan
q(3)

mk% v —&" > sy 1P () <k <q@@): |y =& 2 e} e
=p(i)+1

> aisar P ) <k <a(): |y — € 2 e}

yazilabilir. Bu son e§1t51zhkte i — 00 igin limit alinwrsa x = (zy) dizisi £ ye p. dereceden
A™—deferred istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir. y = (yx) dizisi A™xy, = y;, esitligini
saglayan sinirli ve p. dereceden deferred istatistiksel yakinsak bir dizi olsa bile yukari-
daki Teorem 6.9 un tersi saglanmaz. Bunu gostermek i¢in p. dereceden A™ —deferred
istatistiksel yakinsak ve A”—smirh (yani x € A™ ({y,)) fakat 7. dereceden kuvvetli
A" —deferred Cesaro yakinsak olmayan bir dizi bulmamiz gerekir. p (i) = 0 ve ¢ (i) =

ve y = (yx) dizisini

Y = \/LE’ i m
1, k=m3
olacak gekilde secelim. y = (yg) dizisi smurhdir. v € (%,1} icin

z € A" (lo) N A™(DS] ) fakat v € (0,3) i¢in ¢ A™(Dw] [p,q]) dir. Boylece
€A™ (DS],) — A™ (Dw} [p, q]) dir. Asagidaki teoremi ispatsiz olarak veriyoruz.

72

Teorem 6.10 v € (0,1] ve » € R" olsun. Bu takdirde Vm € N igin
A™(Dw] [p.q]) € A" (Dw [p, q]) dir [19].

Teorem 6.11 {p(i)}, {q¢()}, {p (1)} ve {¢ (i)} dizileri her ¢ € N igin
p(i) < p' (i) < ¢ (i) < q(i) esitsizligini saglayan diziler, v € (0,1] ve m € N olsun.

i (S22

ise © = (xp) dizisi 7. dereceden A™ (D q) yakinsak ise . dereceden

A™ (DS}, ) —yakmsaktir [19].

Eger
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ispat.
() <k <q@@):[A™z, =&l >} 2{p' (1) <k < q (1) : [AMzy — &] > €}
gerceginden hareketle asagidaki esitsizlik yazilabilir.

L p(@) <k <q(): 1A m ] > 2} >

(q(i) —p (i)

—

son esitsizlikten ¢ — oo icin limit alinirsa

. 1 . . ay S8
i o [ () < B < (0) A", — €] 2 )| = 0

oldugu goriiliir. Bu da x € A™ (DS;’/Vq/) olmas1 demektir.

30



KAYNAKLAR

1]
2]

[10]

[11]

[13]

[14]

Fast, H.,1951. Sur la convergence statistique, Colloquium Math., 2, 241-244.

Steinhaus, H., 1951. Sur la convergence ordinaire et la convergence asympto-

tique, Colloquium Math., 2, 73-74.
Agnew, R. P., 1932. On Deferred Cesaro means, Ann. of Math., 33, 413-421.

Maddox ,I. J., 1970. Elements of Functional Analysis, Cambridge University

Press. London.

Kreyszig, E., 1978. Introductory Functional Analysis with Applications, John
Wiley & Sons, New York.

Goes, G., ve Goes, S., 1970. Sequence of Variation and Sequence of Fourier

Coefficients 1, Math.Z., 118, 93-102.

Schoenberg, 1. J., 1959. The integrability of certain functions and related to
summability methods, Amer. Math. Montly, 66, 361-375.

Fridy, J.A., 1985. On statistical convergence, Analysis, 5, 301-313.

Salat, T., 1980. On statistically convergent sequences of real numbers, Math.

Slovaca., 30, 139-150.

Connor, J. S., 1988. The statistical and strong p-Cesaro convergence of se-

quences, Analysis, 8, 47-63.

Niven, I. and Zuckerman, H.S., 1960. An Introduction to the Theory of
Numbers, John Wiley & Sons, Inc., New York-London.

Connor, J. S., 1990. Two valued measures and summability, Analysis, 10,

373-385.

Hardy, G. H., 1949. Divergent Series. Oxford, at the Clarendon Press. xvi+396

bp.

Powell, R. E and Shah, S.M., 1972. Summability Theory and its Appications,
V.N.R. Company, London.



[15] Yilmaztiirk, M., 2013. Deferred Istatistiksel Yakinsaklik, Yiiksek Lisans Tezi,

Mersin Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin.

[16] Et, M., 1992. Genellegtirilmis Fark Dizi Uzaylar1 ve Matris Déniigtimleri, Dok-

tora Tezi, Firat Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Elazig.

[17] M. Et, F. Nuray, 2001. A™—Statistical Convergence, Indian J. Pure Appl.
Math.,32, 961-969.

[18] Colak, R. 2010. Statistical Convergence of order v, Modern Methods in Analysis
and its Applications, New Delhi, India, Anamaya Pub. 121-129

[19] Temizsu, F., Et, M., Cmar, M., 2016. A" —Deferred Statistical Convergence
of order ., Filomat 30, 667—673.

32



OZGECMIS

1983 yilinda Elazig’da dogdum. Ilk, Orta ve Lise 6grenimimi Elazig’da tamam-
ladim. 2009 yilinda F. U. Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimiine girdim ve 2012 yilinda
bu boliimden mezun oldum. 2012 yilinda F. U. Fen Bilimleri Enstitiisti Matematik
Boliimii Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Anabilim dalinda tezli yiiksek lisansa bagladim.
Elazig Kovancilar Anadolu Imam Hatip Lisesinde Matematik ¢gretmeni olarak gérev

yapmaktayim.



