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OZET

GENELLESTIRILMIS TUREVLIi ASAL HALKALARDA IDEALLER

Murat CELIK
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigman : Prof. Dr. Neset AYDIN
27/06/2016, 71

Bu tez, asal ve yari-asal halkalar tizerinde tiirev, genellestirilmis tiirev ve ¢arpimsal
(genellestirilmis)-tiirev arasindaki iligkilerin detayli incelenmesi amaciyla hazirlanmistir.

Yukaridakilere ek olarak, yari-asal halka {izerinde ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev
kullanilarak elde edilen bazi sonuclar, yari-asal halkanin sol yarigrup ideali iizerinde

genellestirilmistir.

Anahtar sozciikler: Asal halka, Yari-asal Halka, Genellestirilmis Tiirev,
Carpimsal (Genellestirilmis)- Tiirev, Carpimsal a- (Genellestirilmis) Tiirev, Carpimsal -

(Genellestirilmis) Tiirev.
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ABSTRACT

IDEALS OF PRIME RINGS WITH GENERALIZED DERIVATIONS

Murat CELIK
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematical Science
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
27/06/2016, 71

This thesis is prepared to examine in detail the relations between the derivation,
generalized derivation and multiplicative (generalized)-derivation on prime and semiprime
rings.

In addition, some results which is obtained by using multiplicative (generalized)-

derivation on a semiprime ring are generalized on a semigroup ideal of a semiprime ring.
Keywords: Prime Ring, Semiprime Ring, Generalized Derivation, Multiplicative

(Generalized)-Derivation, Multiplicative a- (Generalized) Derivation, Multiplicative S-
(Generalized) Derivation.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde tez konusu hakkinda
aciklamalar ve konuyla ilgili daha oOnce yapilmig ¢aligmalar hakkinda bilgiler
bulunmaktadir.

Ikinci boliimde ise bu tezi okumakta yardime1 olacak genel bilgiler verilmistir.

Ucgiincii béliimde Posner (1967), Herstein (1979), Bresar (1993) tarafindan asal
halkalarda tiirev ve Aydin (2011) tarafindan genellestirilmis tiirev ile ilgili yapilmis
caligmalar incelenmistir.

Dordiincii boliimde Dhara ve Ali (2013) tarafindan yari-asal halkalarin idealleri igin
carpimsal (genellestirilmis)-tiirevler lizerine yaptiklar1 calismadaki sonuglar incelenmistir.

Besinci boliimde ise dordiincii boliimde halkalar igin ele alinan bazi problemler

carpimsal (genellestirilmis)-tiirevli halkalarin sol yarigrup idealleri i¢in genellestirilmistir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Tanmm 2.1. G bos olmayan bir kiime ve *:G X G —» G , (a,b) » ax*b islemi

tanimlansim. O halde

[G1]Hera,b,c € Gigina* (b*c) =(a*xb) *c

[G2] Her a € G i¢in a * e = e * a = a olacak sekilde bir e € G vardir

[G3] Hera € G ig¢ina * x = x * a = e olacak sekilde bir x € G vardir
kosullar1 saglaniyorsa G kiimesine * igslemine gore bir grup denir ve (G,*) ile gosterilir.
Ustelik her a,b € G igin a * b = b * a kosulu da saglaniyorsa G grubuna degismeli grup
denir.

Tamim 2.2. G bir grup ve H, G kiimesinin bostan farkli bir altkiimesi olsun. Eger H
kiimesi G iizerindeki isleme gore tek basina bir grup oluyorsa H kiimesine G grubunun bir
altgrubu denir.

Tammm 2.3. G bir grup olsun. G grubunun G ve {e} disindaki bir altgrubuna oz
altgrup denir.

Teorem 2.4. (Brauer Trick) Bir grup iki 06z altgrubunun birlesimi seklinde
yazilamaz.

Ispat : (G,*) bir grup, A ve B iki 6z altgrubu olmak iizere G = A U B olsun. Farz
edelim ki A ¢ B ve B ¢ A olsun. Bu durumda a € A — B ve b € B — A olacak sekilde,
grubun a ve b gibi iki elemani vardir. Dolayisiyla a * b € AU B olur. Bu ise (a * b) € A
veya (a * b) € B demektir. (a * b) € A olmasi durumunda a,a™! € A olmasi kullanilarak
b =a"'+ (ax*b) € A olarak yazilir. Yani b € A demektir. Bu ise b € B — A olmasiyla
celisir. Dolayisiyla (a * b) € B olur. Bu durumda da a € B bulunur. Bu ise a € A —B
olmastyla gelisir. Boylece A € B veya B < A oldugu bulunur. A € B olmasi durumunda
G = B olur. Benzer olarak B c A olmasi durumunda da G = A olur. O halde bir G grubu A
ve B gibi iki altgrubunun birlesimi olarak yaziliyorsa ya G = A yada G = B dir.

Tamm 2.5. R bos olmayan bir kiime

+:RXR - R, (x,y) >x+yve-:RXR >R, (x,y) > x-y
islemleri tanimlansin. O halde
[R1] (R, +) degismeli grup
[R2] Herx,y,z€ Riginx-(y-z) = (x-y) -z
[R3]Herx,y,z€e Riginx-(y+z)=x-y+x-zve(x+y) z=x2z+y-z



kosullar1 saglaniyor ise R kiimesine bu islemlere gore bir halka denir ve (R,+,)ile
gosterilir. R halkasi

[R4] Her x,y €R igin x -y = y-x kosulunu saglhiyorsa R halkasina degismeli
halka,

[R5] Her x €R igin x-1z = 13- x = x olacak bi¢cimde bir 1 € R varsa R
halkasina birimli halka denir.

Tamim 2.6. R bir halka olmak {izere A, R halkasmnin bos olmayan altkiimesi R
halkasi tizerinde tanimli islemlere gére tek basina halka olma kosullarini sagliyorsa A
kiimesine R halkasinin bir althalkas: denir.

Tanmmm 2.7. (R,+,") ve (P, m,A) iki halka olmak iizere f: R — P fonksiyonu her
x,YER i¢cin f(x+y)=fx)mf(y) ve f(x-y) = f(x)Af(y) kosullarim1 sagliyorsa f
fonksiyonuna bir halka homomorfizmas: denir

Tamim 2.8. R, P iki halka ve f: R — P bir halka homomorfizmasi olmak tizere

kerf ={x€R|f(x)=0p}
kiimesine f homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir.

Tanmm 2.9. R ve P iki halka olmak iizere f: R — P bir halka homomorfizmasi
olsun.

Imf = f(R) = {f(x)|x € R}
kiimesine f homomorfizmasinin gériintii kiimesi denir.

Tamim 2.10. R bir halka olmak tizere A, R halkasinin bos olmayan bir altkiimesi
olsun

P(A) ={x€E€R|xa=0gVa€eA}
kiimesine A kiimesinin sol sifirlayan kiimesi,

7(A) ={x ER|ax = 0g,Va € A}
kiimesine de A kiimesinin sag stfirlayan kiimesi denir.

Tanmm 2.11. R bir halka ve a, R halkasinin sifirdan farkli bir elemani olsun. Bu
durumda ab = 0 olacak sekilde halkanin sifirdan farkli bir b eleman1 varsa a € R bir sol
stfir bolen, eger, ca = 0 olacak bigimde halkanin sifirdan farkli bir ¢ eleman1 varsa a € R
bir sag sifir bélen olarak adlandirilir. Eger a elemani hem sag sifir bolen hem de sol sifir
bolen ise sifir bolen adini alir.

Uyari 2.12. Sifir bélen bulundurmayan halkaya sifir bolensiz halka denir.

Tamim 2.13. R bir halka ve X, R halkasinin bos olmayan bir altkiimesi olsun.

Cr(X)={a€R|ra=ar,Vvr €X}



kiimesine A kiimesinin R halkasindaki merkezlestiricisi denir.
Tanim 2.14. R bir halka olmak {izere
Z(R) ={a €R|ar =ra,Vr € R}
kiimesine R halkasiin merkezi ad1 verilir.
Not 2.15. Bir halkanin merkezi kendisinin bir althalkasidir.
Tamm 2.16. R bir halka ve L, R halkasinin bos olmayan bir altkiimesi olmak {izere
i. HerreRvea € Liginra € L ise L kiimesine R halkasinin sol yarigrup ideali,
ii. Herr €Rvea € Liginar € L ise L kiimesine R halkasinin sag yarigrup ideali,
denir.
Uyari 2.17. Her halka kendisinin bir yarigrup idealidir
Tamm 2.18. R bir halka ve A, R halkasinin bir althalkas1 olmak {izere
i. Herx €Rvea € Aicin xa € Aise A althalkasina R halkasinin sol ideali,
ii. Herx € Rvea € Aigin ax € Aise A althalkasina R halkasinin sag ideali,
denir. A, R halkasinin hem sag ideali hem sol ideali ise A althalkasina R halkasinin iKi
yanly ideali veya ideali denir.
Uyan 2.19. Her halka kendisinin bir idealidir.
Uyan 2.20. R bir halka, A ve B, R halkasinin iki ideali olsun. O halde A N B kiimesi
R halkasinin idealidir.
Ispat A ve B, R halkasinn idealleri oldugu igin 0z € A ve 0 € B dir. Boylece, 0 €
A N B olur. Bu ise A N B bos kiimeden farkli demektir. Bu durumda her x,y € A N B igin
x—y€Avex—y€Bolur. Yanix —y € An B dir. Ustelik A ve B, R halkasinin birer
ideali oldugundan her r € R i¢in xr,rx € A ve xr,rx € B olur. Yaniherr ERR xr ve x €
AN B iginrx € AN B dir. Béylece A N B, R halkasinin bir ideali olur.
Uyarni 2.21. R bir halka, A ve B, R halkasinin idealleri olmak tizere
AB = {¥sonu ai- b la; € A,b; € B}
kiimesi R halkasinin bir idealidir.
Ispat : A ve B, R halkasinin idealleri olsun. 0 € A oldugundan b; € B olmak iizere
Og = Ogby + Ogb, + --- 4+ Ogxb,, olarak yazilabildiginden 0 € AB dir. O halde AB + @

dir. x,y € AB i¢in a;, ¢; € A Ve b;, d; € B olmak {izere X = Ysonp, A;ib; V€ Y = Ysoniy Cjd;

X—y= Z al-bl-— Z C]dj

sonlu sonlu

bi¢iminde oldugundan

elemanindaki toplam yeniden diizenlenerek m;, € A ve n, € B olmak {izere



X—y= Z a;b; — Z cid; = Z mny

sonlu sonlu sonlu

olarak yazilabilir. Bdylece x — y € AB dir. Ote yandan r € R olmak iizere

rX =71 (Z aibi> = Z(rai)bi € AB

L

dir. Benzer sekilde

l

Xr = (Z aibi> r= 2 a;(b;r) € AB
i
dir. O halde AB kiimesi R halkasinin iki yanli idealidir.

Tanmm 2.22. R bir halka olsun. a € R olmak tizere a™ = 0 olacak sekilde bir n
pozitif tamsayisi varsa a elemanina R halkasiin bir nilpotent eleman: denir. Bu kosulu
saglayan n pozitif tamsayilarinin en kiigligline a elemaninin nilpotentlik indeksi denir.

Tamm 2.23. R bir halka ve I sifirdan farkli bir ideali olmak tizere I™ = (0) olacak
sekilde bir pozitif n tam sayis1 varsa I idealine R halkasinin nilpotent ideali denir.

Tamim 2.24. R halka ve I bir ideali olmak tizere I idealinin her eleman1 nilpotentse /
idealine R halkasinin nil ideali denir.

Tanim 2.25. R bir halka, 4, B ve P, R halkasiin idealleri ve P # R olsun.

ABcP=>AcPvBcCcP
kosulu saglaniyorsa P idealine R halkasinin asal ideali denir.

Tamim 2.26. (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Not 2.27. R halkas1 bir asal halka olsun. a, b € R i¢in

aRb = (0)isea=0yadab =0

dir.
Tamim 2.28. Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal halka denir.
Not 2.29. R bir yari-asal halka olsun. a € R i¢in
aRa =(0)isea=0
dir.

Sonug 2.30. Her asal halka bir yari-asal halkadir.

Lemma 2.31. (Bresar, 1993, p. 386) R bir asal halka ve 0 # a € Z(R) ise a sifir
bolen degildir. Bagka bir deyisle asal halkanin merkezinde sifir bolen yoktur.

Lemma 2.32. (Bresar, 1993, p. 386) R bir asal halka, d, R halkas iizerinde tanimli

stfirdan farkli bir tiirev ve I, R halkasinin bir sol ideali olmak tizere d(I) # 0 dur.



Lemma 2.33. (Bresar, 1993, p. 386) R bir asal halka olsun. R halkasinin degismeli
bir sol ideali varsa R halkasi degismelidir.

Lemma 2.34. (Bresar, 1993, p. 386) R bir asal halka ve a, b € R olmak {izere ab €
Z(R)vea e Z(R)isea =0veyab € Z(R) dir.

Lemma 2.35. (Herstein, 1969, p. 1) R bir asal halka ise sifirdan farkli sonlu indeksli
bir sol nil ideali yoktur.

Tamm 2.36. R bir halka olsun. Her r € R i¢in nr = 0 olacak bi¢imde bir pozitif n
tamsayist varsa, bu sekildeki en kiiciik pozitif n tam sayisina R halkasinin karakteristigi
denir ve CharR = n ile gosterilir.

Tamim 2.37. R bir halka ve n pozitif bir tamsay olsun. r € R olmak iizere nr = 0
iken r = 0 ise R halkasina bir n —torsion free halka denir.

Uyar 2.38. R bir halka olmak tizere R halkasi n — torsion free ise CharR # n dir.

Uyan 2.39. R, CharR # 2 olan bir asal halka ise R, 2 —torsion free bir halkadir.

Ispat : CharR # 2 olsun. Kabul edelim ki x € R igin 2x = 0 olsun. O halde her
a,b € R i¢in 0 = 2xab = xa(2b) olur. Yani her b € R i¢in xR(2b) = (0) dir. R bir asal
halka oldugundan x = 0 ya da her b € R igin 2b = 0 dir. CharR # 2 oldugundan x = 0
olur. O halde R, 2 —torsion free halkadir.

Tanim 2.40. R bir halka olsun.

[,:RXR - R,[r,s] =rs—sr
olacak bi¢cimde tanimlanan doniisiime Lie komiitator denir. Lie komiitator asagidaki
ozellikleri saglar.

Herr,s,t € R icin

i. [rr]=0

ii. [r+st]=]rt]+]st]
i. [r,s+t]=][rs]+][rt]

[r, [s, t]] + [S, [t, r]] + [t, [r, s]] = 0 ( Jakobi 6zdesligi )
Tamim 2.41. R bir halka ve U bostan farkli bir altkiimesi

.E.

i. U bir toplamsal degismeli grup
ii. Heru,veUveicin[uv]=uv—vueu
kosullarini sagliyorsa U kiimesine R halkasinin Lie althalkas: denir.
Sonug 2.42. Her halka kendisinin bir Lie althalkasidir.
Sonug 2.43. R halkasmin her ideali kendisinin bir Lie althalkasidir.
Tanim 2.44. R bir halka ve U, R halkasinin bostan farkli altkiimesi



i. U toplamsal degismeli grup
ii. HerueUveherr e Rigin[u,r]=ur—-ru€lu
kosullarini sagliyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie ideali denir.
Sonug 2.45. Her halka kendisinin bir Lie idealidir.
Sonug 2.46. Bir halkanin her ideali halkanin bir Lie idealidir.
Uyanr 2.47. Halkanin bir Lie ideali, ideal olmayabilir.
Tanim 2.48. R bir halka olmak {izere
(,):RXR->R,(r,s) =rs+sr
olacak bi¢cimde tamimlanan doniisime Jordan komiitator denir. Jordan komiitator
asagidaki 6zellikleri saglar
Herr,s,t € R icin
. (+st)=(@1t)+(st)
ii. (r,s+t)y=(,s)+(r1t)
iii.  (r,s) =(s,1)
Tanim 2.49. R bir halka ve U, R halkasinin bostan farkl altkiimesi
i. U toplamsal degismeli grup
ii. Heru,veUveigin(u,v) =uv+vu€elU
kosullarini saglhiyorsa U kiimesine R halkasinin bir Jordan althalkas: denir.
Sonug 2.50. Her halka kendisinin bir Jordan althalkasidir.
Sonug¢ 2.51. R halkasinin her ideali kendisinin bir Jordan althalkasidir.
Tanim 2.52. R bir halka ve U, R halkasinin bostan farkl altkiimesi
i. U toplamsal degismeli grup
ii. HerueUveherr eRicin (u,r) =ur+rueu’
kosullarini sagliyorsa U kiimesine R halkasinin bir Jordan ideali denir.
Sonug 2.53. Her halka kendisinin bir Jordan idealidir.
Sonug¢ 2.54 R halkasinin her ideali kendisinin bir Jordan idealidir.
Tamim 2.55. R bir halka ve d, R halkasi iizerinde tanimli bir toplamsal doniisiim
olmak tizere her r, s € R igin
d(rs) =d(r)s +rd(s)

kosulunu saglayan d doniisiimiine R halkasi iizerinde bir tiirev denir.

Ornek : R bir halka olmak {izere S = {( a b >
0r O

a,beRrR } kiimesi matrisler kiimesi

tizerinde taniml1 olan toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halkadir.



&S Sd(ab> (Oa)
'S > =
"“\0 0 00

ile taniml1 doniigiim S halkasi iizerinde bir tiirevdir.

Not 2.56. R bir halka ve a € R olsun.

I,:R - R, 1,(x) =[a,x] =ax —xa
doniistimii bir tiirevdir.

Tanim 2.57. R bir halka ve a € R olsun.

Io(x) = [a, x]
ile tanimlanan tiireve @ ile belirli i¢ tiirev ad1 verilir.

Tanim 2.58. R bir halka olsun. F, R halkasi iizerinde bir doniisiim ve A, R halkasinin
bos olmayan bir altkiimesi olmak {izere her a € A i¢in [a, F(a)] € Z(R) ise F doniisiimiine
A kiimesi tizerinde merkezilestirici déniisiim denir.

Tanim 2.59. R bir halka, F, R halkasi tizerinde bir doniisiim ve A, R halkasinin bos
kiimeden farkli bir altkiimesi olmak iizere her a € A i¢in [a, F(a)] = 0 ise F doniisiimiine
A kiimesi iizerinde degismeli déniigiim denir.

Tamim 2.60. R bir halka ve M bir toplamsal degismeli grup olsun.

“:RXM->M, (r,a)=r-a
ile tanimlanan dis islem her ry,7,,7 € Rvemy,m,,m € M igin
ir-(my+my)=r-my+r-m,
i(n+nrn) - m=r-m+r,-m
jii.(ry.mp) m=r; - (ry-m)
kosullarini sagliyor ise M kiimesine bir sol R — modiil denir.
Tamm 2.61. R bir halka ve M toplamsal degismeli bir grup olsun
M XR-> M, ‘(a,r)=a-r
ile tanimlanan dis islem her ry, 75,7 € Rve my,m,,m € M igin
i(miy+my) - r=my-r+my-r
im-(m+nrn)=m-rn+m-n
liim-(r.rpy)=m- 1) n,
kosullarini sagliyor ise M kiimesine bir sag R — modiil denir.

Tanmmm 2.62. R bir halka, M ve N iki R — modil olsun. f:M — N toplamsal
fonksiyonu her a € M ve her x € R i¢in f(ax) = f(a)x kosulunu sagliyor ise f
fonksiyonuna bir sag R —modiil homomorfizmasi denir.

Tamim 2.63. R bir halka, M ve N iki R — modil olsun. f:M — N toplamsal

fonksiyonu her a € M ve her x € R i¢in f(ax) = xf(a) kosulunu sagliyor ise f



fonksiyonuna bir sol R —modiil homomorfizmasi denir.

Not 2.64. R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali, f: U — R bir sag
R —modiil homomorfizmasi olmak iizere

M ={U;f)|f:U— Rsag R — modill homomorfizmasi}
kiimesi ve M kiimesi iizerinde ‘(U; f)~(V; g) < sifirdan farkli M € U NV olacak sekildeki
M ideali lizerinde f = g dir’ bagintisi M kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir ve bu
kiimeyi denklik siniflarina ayirir. (f,U) elemaninin denklik sinifi (?TU) olmak {izere
(?TU) = f ile gosterilsin. Bu denklik smiflarmin kiimesi
e={fIf= .1}
olarak tanimlanir. Q kiimesi
+QxQ:>Q f+d=UNV,f+g)ve=QxQ~>Q,f g=Ufg)

islemleriyle birlikte birimli bir halkadir.

Tanmm 2.65. Yukaridaki nottaki Q halkasina R halkasinin Martindale Kesirler
Halkast denir.

Uyar 2.66. Q halkasi bir asal halkadir.

Tamim 2.67. Q halkasinin merkezine genellestirilmis merkez (extended centroid)
denir ve C ile gosterilir.

Uyan 2.68. Genellestirilmis merkez olan C bir cisimdir.

Teorem 2.69. (Herstein, 1976, p. 22) 0 # a;, 0 # b; € R olmak iizere her x € R igin
Y a;xb; = 0 ise a; ler ve b; ler C bagimlidir.

Sonug 2.70. (Herstein, 1976, p. 23) R bir asal halka ve a,b € R olmak {izere her
X € R i¢in axb = bxa olsun. O halde a # 0 ise b = A - a olacak bigimde en az bir A €
C vardur.

Lemma 2.71. (Herstein, 1976, p. 7) R bir halka ve u€R olsun. V =
{a € R|a[u,x] = 0, V x € R} kiimesi R halkasinin bir idealidir.

Sonug 2.72. (Herstein , 1976, p. 9) R, 2 —torsion free olan bir yari-asal halka ve d, R
halkas1 iizerinde taniml1 bir tiirev olsun. d? = 0 ise d = 0 dir.

Lemma 2.73. (Bell ve ark., 1987, p. 93) R bir yari-asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli bir sol ideali ve d, R halkas1 tuzerinde tanimli bir tiirev olmak tzere d, U

ideali lizerinde bir merkezilestirici doniisiim ise d, U {izerinde bir degismeli doniistimdyir.



BOLUM 3
ASAL HALKALARDA TUREVLER VE GENELLESTIRILMIiS TUREVLER

3.1. Asal Halkalarda Tiirevler ve Degismelilik
Bu boliimde asal halkalarda tiirevler ve degismelilik lizerine yapilan bazi ¢aligmalar

Ozetlenmistir.

3.1.1. Asal Halkalarda Tiirevler

Bu kisimda Posner (1957) tarafindan yapilmis olan “Derivations in Prime Rings”
adl1 ¢alisma incelenmistir.

Lemma 3.1.1.1. R bir asal halka, d, R halkasi Uizerinde tanimli bir tirev ve a € R
olsun. Her x € Riginad(x) = 0isea=0yadad = 0 dir.

Ispat : Her x € R icin ad(x) = 0 dir. x yerine y € R olmak iizere xy yazilip elde
edilen ifade tiirev 6zellikleri ve hipotez kullanilarak diizenlenirse her x,y € R igin

0 =ad(xy) = a(d(x)y + xd(y)) =ad(x)y + axd(y) = axd(y)
elde edilir. Yani her y € R i¢in
aRd(y) = (0)
dir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak a = 0 ya da her y € R i¢in d(y) = 0 bulunur. O
halde a = 0 yada d(R) = (0) dir. Bu ise
a=0yadad=0

demektir.

Lemma 3.1.1.2. R bir asal halka olmak iizere p,q,r € R olsun. Her a € R igin
paqar = 0 ise p, q, r elemanlarindan en az biri sifirdir.

Ispat : Her a € R igin pagar = 0 dir. Burada a yerine b € R olmak iizere a + b
yazilirsa

0 =p(a+ b)q(a+ b)r = paqar + paqbr + pbqar + pbgbr
bulunur. Bu esitlik hipotez uygulanarak diizenlendiginde her a, b € R igin
paqbr + pbgar =0

olur.

Kabul edelim ki a € R i¢in pa =0 olsun. Yukaridaki esitlik pa =0 olmasi
kullanilarak diizenlenirse her b € R i¢in pbgar = 0 elde edilir. Bu ise

pRqgar = (0)

demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak p = 0 ya da gar = 0 bulunur. Yani
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pa=0ikenp =0yadagar =0
dir. Boylece pa = 0 oldugundan keyfi bir t € R i¢in pat = 0 olur. O halde p = 0 ya da
her t € R i¢in qatr = 0 dir. Yani p = 0 ya da gaRr = (0) dir. R halkasimin asal olmasi
kullanilarak p = 0 veya qa = 0 veya r = 0 oldugu bulunur. Boylece
pa=0ikenp=0veyaqa =0veyar =0
dir. Hipotezden her a € R icin paqar = 0 dir. Son bulunan ifadede a yerine aqar
disiintiliirse her a € R igin paqar = 0 iken p = 0 veya r = 0 veya gaqar = 0 elde edilir.
Kabul edelim ki p # 0, r # 0 olsun. Bu durumda her a € R i¢in gagar = 0 dur.
Elde edilen bu esitlikte b € R olmak iizere a yerine a + b yazilirsa her a,b € R i¢in
q(a + b)q(a + b)r = 0 bulunur. Bu esitlik her a € R igin gagar = 0 olmasi kullanilarak
diizenlenirse
0 = gaqar + qaqbr + gbqar + gbgbr = qaqbr + gbqgar

bulunur. Yani her a € R igin

qaqbr + gbqar = 0
dir.

Simdi de kabul edelim ki ar =0 olsun. Yukaridaki esitlik ar =0 olmasi
kullanilarak diizenlenirse her b € R i¢in qagbr = 0 elde edilir. Bu ise
qaqRr = (0)

demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak qaq = 0 veya r =0 bulunur. r # 0
oldugundan gaq = 0 olur. Yani

ar = 0ikenqgaq =0
dir. Boylece ar = 0 oldugundan keyfi bir t € R i¢in tar = 0 olur. O halde her t € R i¢in
qtaq = 0 bulunur. Yani

qRaq = (0)

dir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak g =0 veya aq =0 elde edilir. g #0
oldugundan aq = 0 elde edilir. Yani

ar =0ikenaq =0
dir. Burada a yerine gaqga diisiiniiliirse her a € R i¢in gagar = 0 iken qaqaq = 0 elde
edilir. Elde edilen esitlikte a yerine b € R olmak {izere a + b yazilirsa

0 = qaqaq + qaqbq + qbqaq + qbqb

olur. Bu esitlikte her a € R igin gaqar = 0 olmasi kullanilirsa her a, b € R igin

qaqbq + qbgqaq =0
bulunur. Son ifadede b yerine aqb yazilirsa 0 = qaqaqbq + qaqbqaq elde edilir. Elde

11



edilen bu ifade qaqaq = 0 olmas: kullanilarak diizenlendiginde her b € R igin
qaqbgaq = 0 olur. Yani
qaqRqaq = (0)
dir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak her a € R i¢in gaq = 0 oldugu goriiliir. Bu ise
qRq = (0)
demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa ¢ = 0 bulunur. Boylece p # 0, r # 0 iken
q = 0 dur.
Teorem 3.1.1.3. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d;,d,, R halkasi
tizerinde tanimli tiirevler olsun. d;d, bir tiirev ise d; veya d, den en az biri sifirdir.
Ispat : d,d,, R iizerinde bir tiirev oldugundan her a, b € R icin
d.d,(ab) = did,(a)b + ad,d,(b)
esitligi saglanir. Ayn1 zamanda d; ve d, doniistimleri de tiirev oldugundan
did,(ab) = dy(d;(ab)) = dy(d,(a)b + ad, (b))
= dy(d;(a)b) + dy(ad, (b))
= d,dy(a)b + dy(@)dy(b) + dy(a)d; (D) + adyd;(b)
bulunur. Yani her a, b € R igin
d,d,(ab) = did,(a)b + dy(a)d,(b) + di(a)d,(b) + ad,d,(b)
dir. Boylece her a, b € R igin
did;(@)b + adyd,(b) = d;d;(a)b + d;(a)dy(b) + di(a)d; (D) + adid,(D)

olur. Halka tizerindeki toplama isleminin kisaltma 6zelligi kullanilarak her a, b € R igin
d,(@)d;(b) + di(a)d,(b) =0 (3.1

esitligi elde edilir. (3.1) ifadesinde a yerine ¢ € R olmak iizere ad,(c) yazilir ve elde
edilen ifade tiirev 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
0 =d,(ad;(c))d,(b) + dq(adyi(c))d,(b)
= dy(a)dy(c)d,(b) + ad,d,(c)d;(b) + di(a)d,(c)d,(b) + ad d;(c)d,(b)
= dy(a)d;(c)d1(b) + d1(a)d;(c)dz (D) + a(dz(d1(c))dy1(b) + di(d1(c))d2 (D))
elde edilir. Bu ifade (3.1)  esitligi kullanilarak yeniden diizenlendiginde
a(d,(d,(c))d,(b) + d,(d;(c))d, (b)) = 0 oldugu goriiliir. Boylece her a, b, ¢ € R igin

dz(a)d,(c)d,(b) + d1(a)d;(c)d,(b) =0 (3.2)
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bulunur. Yeniden (3.1) esitliginde a yerine ¢ yazilirsa her b,c € R i¢in d,(c)d,(b) +
d,(c)d,(b) =0 elde edilir. Yani d,(c)d,(b) = —d,(c)d;(b) olur. Bu ifade (3.2)
numarali denklemde yerine yazilirsa her a,b,c € R igin d,(a)d;(c)d,(b) —
d,(a)d,(c)d,(b) = 0 esitligi elde edilir. Bu esitlikte gerekli diizeltmeler yapilarak her
a,b,c € R igin
(d(@)d;(c) — di(a)d,(c))d,(b) =0
bulunur. Lemma 3.1.1.1. uygulanarak d,(a)d;(c) — d;(a)d,(c) = 0 yada her b € R igin
d,(b) = 0 elde edilir. Bu da
d;(a)d,(c) —d;(a)d,(c) =0yadad, =0
dir. (3.1) esitliginde b yerine c yazilirsa her a, ¢ € R i¢in
dy(a)dy(c) + dy(a)d,(c) =0
bulunur. d,(a)d,(c) — d,(a)d,(c) = 0 ve d,(a)d,(c) + d,(a)d,(c) = 0 esitlikleri taraf
tarafa toplanarak 2d,(a)d,(c) = 0 elde edilir. Halkanin karakteristigi ikiden farkli oldugu
i¢in her a, ¢ € R igin
dy(a)d(c) =0

olur. Burada Lemma 3.1.1.1. kullanilarak her a € R i¢in d,(a) = 0 ya da d; = 0 bulunur.
Yanid, = 0yadad,; = 0 dir.

Lemma 3.1.1.4. R bir asal halka ve d, R halkasi tizerinde taniml1 bir tiirev olsun. Her
a € R i¢in ad(a) — d(a)a = 0 ise R halkas1 degismelidir ya da d = 0 dur.

ispat : Her a € R icin ad(a) — d(a)a = 0 dir. Bu esitlikte a yerine b € R olmak
tizere a + b yazilirsa

0=(a+b)d(a+b)—d(a+b)(a+b)
= ad(a) + ad(b) + bd(a) + bd(b) — d(a)a — d(a)b — d(b)a — d(b)b
olur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her a,b € R igin ad(b) + bd(a) —
d(a)b — d(b)a = 0 bulunur. Budaher a,b € R i¢in
ad(b) —d(a)b =d(b)a — bd(a)
demektir. Bu esitligin her iki tarafina d(ab) € R eklenerek ad(b) — d(a)b + d(ab) =
d(b)a — bd(a) + d(ab) elde edilir. Buradan
ad(b) —d(a)b + d(a)b + ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab)

olur. Gerekli diizenlemeler yapilarak her a, b € R igin

2ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab) (3.3)
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esitligi elde edilir. Bu esitlikte b yerine x € R olmak ilizere ax yazilir ve tiirev dzellikleri
kullanilirsa
2ad(a)x + 2a%d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a) + 2ad(a)x + a*d(x)

bulunur. Bu ifade tekrar diizenlenerek her a, x € R igin

a’d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a) (3.4)

esitligi elde edilir. (3.3) esitliginde b yerine xa yazilarak
2ad(xa) = d(xa)a — xad(a) + d(axa)
ifadesi elde edilir. Bu esitlik tiirev 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
2ad(x)a + 2axd(a) = d(x)a? + xd(a)a — xad(a) + d(a)xa + ad(x)a + axd(a)
bulunur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse
2ad(x)a + 2axd(a) = d(x)a? + d(a)xa + ad(x)a + axd(a)
elde edilir. Bu esitlik tiirev ozellikleri kullanilarak diizenlenirse ad(x)a + axd(a) =

d(x)a? + d(a)xa olur. Bu da her a, x € R igin

d(x)a? = ad(x)a + axd(a) — d(a)xa (3.5)
demektir. (3.4) ve (3.5) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa d(x)a? + a?d(x) = ad(x)a +
axd(a) — d(a)xa + d(a)xa + ad(x)a — axd(a) elde edilir. Bu esitlikten de her a,x €
R i¢in

a’d(x) + d(x)a? = 2ad(x)a (3.6)

bulunur. Son ifade diizenlenerek ad(x)a — a?d(x) = d(x)a? — ad(x)a olur. Buradan da

her a, x € R i¢in

a(d(x)a — ad(x)) = (d(x)a — ad(x))a (3.7)
elde edilir. (3.7) esitliginde a yerine a + d(x) yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
ad(x)a — a?d(x) + d(x)?a — d(x)ad(x) = d(x)a? — ad(x)a + d(x)ad(x) — ad(x)?

bulunur. Bu ise
d(x)?a — d(x)ad(x) = a?d(x) + d(x)a? — 2ad(x)a + d(x)ad(x) — ad(x)?
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demektir. Bu ifade (3.6) esitligi kullanilarak diizenlenirse d(x)%a — d(x)ad(x) =
d(x)ad(x) — ad(x)? elde edilir. Bu ise her a, x € R i¢in

d(x)(d(x)a — ad(x)) = (d(x)a — ad(x))d(x)
demektir. Yani her a,x € R i¢in d(x) elemam d(x)a —ad(x) ile degismelidir. Bu

sonugtan yola cikarak keyfi bir x € R igin Izy:R = R, Iy(a) = d(x)a — ad(x) i¢
tiirev fonksiyonu olmak iizere son esitlik her a € R i¢in Iy (Id(x)(a)) = 0 olarak

yazilabilir. Bu da her a € R igin I,y*(a) = 0 demektir. O halde
Ii> =0
dir.

Kabul edelim ki R karakteristigi ikiden farkli bir halka olsun. Sifir fonksiyonu bir
tirev oldugundan Id(x)z de bir tiirevdir. O halde Teorem 3.1.1.3. uygulanirsa I,y =0
olur. Yani a € R i¢in I;(,y(a) = 0 oldugundan d(x)a — ad(x) = 0 dir. Bu ise her a € R
i¢in

d(x)a = ad(x)
demektir. O halde d(x) € Z(R) dir. Bu her x € R i¢in yapilabilir. Boylece her x € R igin
d(x) € Z(R)
olur.

Keyfi bir a € R igin I;:R - R, I,(x) = ax — xa seklinde tamimlanan i¢ tiirev
fonksiyonu alinirsa d(x) € Z(R) oldugu kullanilarak /,d(x) = 0 = [,(d(x)) = ad(x) —
d(x)a =0 bulunur. O halde her x € R igin I,d(x) =0 dir. Yani I,d =0 dir. Sifir
fonksiyonu bir tiirev oldugundan I,d bileske fonksiyonuda bir tiirevdir. Boylece Teorem
3.1.1.3. uygulanarak I, =0 ya da d =0 bulunur. Bu her a € R igin yapilabilir.
Dolayisiyla her a € R igin

I, =0yadad =0
dir. Yani her a € R igin

a€Z(R)yadad =0
olur. O halde R halkasi degismelidir ya da d = 0 dur.

Kabul edelim ki R karakteristigi iki olan bir halka olsun. Buna gore her a € R igin
a = —a oldugundan (3.6) esitligi a, x € R i¢in a’d(x) — d(x)a? = 0 seklinde yazilir. O
halde her a, x € R i¢in

a’d(x) = d(x)a?
dir.
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Kabul edelim ki e € R her elemanin Karesi ile degismeli olan bir eleman olsun. Yani

her a € R i¢in

ea’ = a’e (3.8)

dir. Bu esitlikte a yerine b € R olmak lizere a + b yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

her a,b € R i¢in

e(ab + ba) = (ab + ba)e (3.9
elde edilir. (3.9) esitliginde b yerine ae yazilirsa e(a’e + ae a) = (a’e + aea)e olur.
Bu ifade (3.8) esitligi kullanilarak diizenlenirse her a € R i¢in

eaea = aeae (3.10)

elde edilir. (3.9) esitliginde b yerine e yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa her a € R

icin e2a = ae? bulunur. Yani
e? € Z(R) (3.11)
dir. (ae + ea)? elemani incelenecek olursa (ae + ea)? = eaea + ae’a + ea’e + aeae
oldugundan bu esitlikte (3.10) ve (3.11) esitlikleri kullanilarak
(ae + ea)? = eaea + e%a? + eaea + e?a”* = 2eaea + 2e%a?
elde edilir. R karakteristigi iki olan bir halka oldugundan dolay1 her a € R i¢in

(ae +ea)> =0 (3.12)

bulunur. Kabul edelim ki x,y € R i¢in xy = 0 olsun. (3.9) esitliginde a yerine x, b yerine

y diistiniiliirse e(xy + yx) = (xy + yx)e olur. xy = 0 kabuliinden

yxe = eyx (3.13)

elde edilir. Bu sefer (3.9) esitliginde a yerine x2, b yerine y diisiiniiliirse

e(x?y + yx?) = (x*y + yx*)e
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olur. Bu esitlik xy = 0 iken x?y = 0 oldugundan eyx? = yx?2e olarak diizenlenir. Burada
(3.8) esitligi kullanilirsa eyx? = yex? elde edilir. Bu da 0 = (ey — ye)x? demektir. R

karakteristigi iki olan bir halka oldugundan

(ey +ye)x?> =10 (3.14)

olarak yazilabilir. Yani
xy = 0 iken (ey + ye)x? =0
dir. Her a € R igin (ax)y = 0 olacagindan her a € R i¢in (ey + ye)axax = 0 olur.
Lemma 3.1.1.2. uygulanirsa x = 0 ya da ey + ye = 0 elde edilir. Yani
xy =0ikenx =0yadaey+ye=0
dir. Kabul edelim ki x # 0 olsun. O halde ey + ye = 0 olur. Yani ey = ye dir. Her u € R
icin x(yu) = 0 olacagindan her u € R igin eyu + yue = 0 bulunur. Bu ifade ey = ye
olmasi kullanilarak diizenlenirse
y(eu —ue) =0
elde edilir. e €R igin I,:R - R, I,(x) = ex — xe i¢ tirevi tanimlanirsa son ifade
yl.(u) = 0 olur. Burada Lemma 3.1.1.1. uygulandiginda y = 0 ya da I, = 0 bulunur. Yani
y =0yadae € Z(R) dir. O halde
xy =0ikenx =0veyay =0veyae € Z(R)
olur. Bu sonuca gore x = ae + ea ve y = ae + ea olarak alinirsa (3.12) esitliginden
(ae + ea)> = 0ise ae + ea = 0 yadae € Z(R)

olur. Bununla birlikte a?d(x) = d(x)a? oldugundan dolay1 her x € R igin d(x) € Z(R)
dir.

Kabul edelim ki b € R icin d(b) = 0 olsun. O halde her a € R i¢in d(ab) =
d(a)b + ad(b) = d(a)b olur. Yani d(ab) € Z(R) oldugundan

d(b) = 0ikend(a)b € Z(R)
dir. Kabul edelim ki d # 0 olsun. O halde en az bir a € R i¢in d(a) # 0 dir. d(b) =0
iken d(a)b € Z(R) oldugundan her x € R i¢in d(a)bx = xd(a)b olur. d(a) € Z(R)
olmasi kullanilirsa d(a)bx = d(a)xb olarak diizenlenir. Bu ise
d(a)(bx —xb) =0

demektir. Bu esitlik b € R i¢in I,: R —» R, I,,(x) = bx — xb i¢ tiirevi tanimlanirsa her x €
R i¢in d(a)I,(x) = 0 olur. Lemma 3.1.1.1 uygulanarak d(a) = 0 ya da I, = 0 elde edilir.
Bu da d(a) =0 ya da b € Z(R) demektir. d(a) # 0 oldugundan b € Z(R) oldugu
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goriiliir. Yani
d(b) = 0ikenb € Z(R)
dir. ¢ € R i¢in
d(c?) = d(c)c+ cd(c) = cd(c) + cd(c) = 2¢d(c) = 0
olur. Yani
d(c?®) =0
dir. Dolayisiyla ¢ € Z(R) dir. O halde ¢ € R i¢in ¢? € Z(R) dir. Bu yiizden her elemanin
karesi halkanin merkezindedir. Buradan her x € R i¢in c?x = xc? yazilir. Her elemanimn
karesi ile degismeli olan elemanlar halkanin merkezinde oldugu i¢in her x € R x € Z(R)
dir. Yani d # 0 iken R halkasi degismelidir. O halde R halkasi degismelidir yada d = 0
dir.

Lemma 3.1.1.5. A, R halkasinin bir Lie halkasi, I, A Lie halkasmin bir Lie ideali ve
d € Aolsun. Her x € [ igindx - x = 0 ise her a,x € R igin (da - x)x = 0 dir.

Teorem 3.1.1.6. R bir asal halka ve d, R halkasi lizerinde taniml1 bir tiirev olmak
tizere her a € R i¢in ad(a) —d(a)a € Z(R) olsun. O halde d # 0 ise R halkasi
degismelidir.

Ispat : A, R halkasi iizerinde taniml tiirevlerden olusan bir Lie halka ve I, A Lie
halkasinin ig tiirevlerinden olusan bir Lie ideali olsun. a € Ri¢in I;: R - R, I,(x) = ax —
xa i¢ tiirevi ve d € A olmak lizere y € R i¢in

[d,1,]¥) = (Al — I, ) = dI,(y) — L, dY) = d(1,(1)) — 1.(d(1))
= d(ay — ya) — ad(y) + d(y)a = d(ay) — d(ya) — ad(y) + d(y)a
= d(a)y +ad(y) —d(y)a - yd(a) — ad(y) + d(y)a = d(a)y — yd(a)
= [d(a),y] = la@) ()
olur. Yani her a € R i¢in
[d, la] = law
dir. Keyfi x,y € R i¢in
[, 1y ] (@) = (Iely, = I ) (@) = Ly (@) = Iy1(a) = L(Iy(@)) — I, (Ix(a))
= Iy(ya — ay) — I,,(xa — ax)
= xya — xay — yax + ayx — yxa + yax + xay — axy
= (xa— ax)y — y(xa — ax) = [[x,y],a] = Ijr,)(@)

saglanir. Yani her x,y € R i¢in

[Ix' Iy] = Iixy)
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dir. O halde [[d, 1], 1] = [T Io] = Itq(a),a) 0ldugundan hipotez kullanilarak her a € R

icin [[d, Ia],Ia] = 0 elde edilir. Bu esitlige Lemma 3.1.1.5 uygulanirsa her a,x € R i¢in

[[[d, L], Ia],Ia] = 0 bulunur. Bu ifade diizenlenecek olursa

0 = |[[d, L) fa) Ta| = [[Laco o) fa] = Maeap Ta) = ae.ata)
elde edilir. Yani her x,a € R igin
[[d(x),al,a] € Z(R)
dir. Bu ise
[[d(x), al, a] = (d(x)a - ad(x))a - a(d(x)a — ad(x))
=d(x)a? —ad(x)a — ad(x)a + a*d(x)
=d(x)a? + a?d(x) — 2ad(x)a
demektir. Yani her x,a € R igin

d(x)a? + a*d(x) — 2ad(x)a € Z(R) (3.15)

dir. (3.15) ifadesinden her a, x € R igin
0 = [d(x)a? + a?d(x) — 2ad(x)a, a]
=dx)a® + a’d(x)a — 2ad(x)a? — ad(x)a? — a®d(x) + 2a*d(x)a
=d(x)a3 + 3a%d(x)a — 3ad(x)a? — a3d(x)

bulunur. Yani her a, x € R igin
d(x)a® + 3a?d(x)a = 3ad(x)a*+a3d(x) (3.16)

dir.

Kabul edelim ki CharR =3 olsun. O zaman (3.16) esitligi her a,x €R
icin d(x)a® = a3d(x) olur. Bu ise her x € R i¢in

0 =a3d(x) —d(x)a® = [a® d(x)] = I,3(d(x)) = I,3d(x)
demektir. Yani
I,3d =0

dir. Sifir fonksiyonu bir tiirev oldugundan I,3d fonksiyonu da bir tiirevdir. Buradan [ ;3d
ifadesine Teorem 3.1.1.3. uygulanirsa I3 = 0 ya da d = 0 olur. d # 0 oldugundan her
a € R igin I,z = 0 olur. Béylece her a € R igin a® € Z(R) dir. b € R igin (a + b)3 =
a® + aba + ba? + b*a + a’b + ab? + bab + b? oldugundan
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(a + b)® —a® — b® = aba + ba® + b?a + a®b + ab? + bab
bulunur. Bu ifade her a € R i¢in a® € Z(R) olmasi ve Z(R) kiimesinin R halkasmin bir
althalkas1 olmasi kullanilarak diizenlenirse
aba + ba? + b*a + a’b + ab?* + bab € Z(R)
elde edilir. Elde edilen bu ifadede a yerine —a elemani yazilirsa
aba + ba* — b%*a + a?b — ab®* — bab € Z(R)
bulunur. Son iki ifade taraf tarafa toplanirsa 2(aba + ba? + a?b) € Z(R) olur. R
karakteristigi ii¢ Olan bir halka oldugundan her x € R i¢in 2x = —x dir. O halde
2(aba + ba® + a®b) € Z(R) iken - (aba + ba?® + a?b) € Z(R)
dir. Z(R) kiimesi, R halkasmin bir althalkasi oldugundan aba + ba? + a*b € Z(R) olur.
Burada b yerine ab yazilip diizenlenirse a(aba + ba? + a?b) € Z(R) elde edilir. Elde
edilen bu ifadede Lemma 2.34. uygulanirsa aba + ba? + a?b € Z(R) oldugundan a €
Z(R) veya aba + ba? + a?b = 0 olur. R karakteristigi ii¢ olan bir halka oldugundan a €
Z(R) veya ba* — 2aba + a?b = 0 dir. O halde her b € R igin
0 = ba? — 2aba + a?b = a(ab — ba) — (ab — ba)a = 1,1,(b)
bulunur. Bu ise I,®> = 0 demektir. Sifir fonksiyonu bir tiirev oldugundan I,> fonksiyonu da
bir tiirevdir. Buradan I,ifadesine Teorem 3.1.1.3. uygulanirsa I, = 0 olur. Yani her a € R
i¢in
a€Z(R)yadal, =0

dir. O halde her a € R i¢in a € Z(R) dir. Boylece R halkasi degismelidir.

Kabul edelim ki CharR # 3 olsun. (3.16) esitliginde x yerine a yazilip hipotez

kullanilarak diizenlenirse her a € R igin

d(a)a® — a®d(a) = 3(ad(a) — d(a)a)a? (3.17)

elde edilir. (ad(a) —d(a)a)a € Z(R) ifadesi diizenlenirse (ad(a)—d(a)a)a =
a(ad(a) — d(a)a) = a?d(a) — ad(a)a bulunur. Yani

(ad(a) —d(a)a)a = a*d(a) — ad(a)a
dir. Ote yandan

(ad(a) —d(a)a)a = ad(a)a — d(a)a?

olur. Son iki esitlik taraf tarafa toplanarak her a € R igin

2(ad(a) — d(a)a) = a*d(a) — d(a)a? (3.18)
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elde edilir. Simdi ise (3.16) esitliginde x yerine ad(x) yazilip tiirev Ozellikleri

kullanilarak diizenlenirse her a, x € R i¢in

3ad(a)d(x)a? + a®d(a)d(x) — 3a?d(a)d(x)a — d(a)d(x)a® = 0 (3.19)

bulunur. (3.19) esitligi soldan d(a) ile garpilirsa her a, x € R i¢in

3d(a)ad(x)a? + d(a)a®d(x) — 3d(a)a?*d(x)a + d(a)d(x)a® = 0 (3.20)

olur. (3.20) esitliginden (3.19) esitligi ¢ikarilirsa her a, x € R igin
3(ad(a) — d(a)a)d(x)a? + (a®d(a) — d(a)a®)d(x) — 3(a?d(a) — d(a)a?)d(x)a =0
elde edilir. Bu ifade (3.17) ve (3.18) esitlikleri ve CharR # 3 olmast kullanilarak
diizenlenirse her a, x € R igin

(ad(a) — d(a)a)(d(x)a? + a?d(x) —ad(x)a) =0
bulunur. Son ifade t € R ile soldan garpilip hipotez kullanilarak diizenlenirse her t € R
icin (ad(a) — d(a)a)t(d(x)a? + a?d(x) — ad(x)a) = 0 olur. O halde

(ad(a) — d(a)a)R(d(x)a? + a*d(x) — ad(x)a) = (0)
dir. R halkasinin asal olmas1 kullanilarak her a € R igin
ad(a) —d(a)a = 0yadad(x)a? + a?d(x) —ad(x)a =0

bulunur.

Kabul edelim ki ad(a) — d(a)a # 0 olsun. Buradan her x € R igin

d(x)a? + a*d(x) —ad(x)a=0 (3.21)

bulunur. (3.21) ifadesinde x yerine ax yazilip tekrardan (3.21) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her x € R icin
d(a)xa? + a*d(a)x — 2ad(a)xa = 0 (3.22)
elde edilir. Ote yandan (3.21) esitliginde x yerine a yazilip sagdan x ile ¢arpilirsa her x €

R ic¢in
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d(a)a*x + a*d(a)x — 2ad(a)ax = 0 (3.23)
olur. (3.22) ve (3.23) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarilarak her x € R igin
d(a)(xa? — a*x) — 2ad(a)(xa—ax) =0 (3.24)

bulunur. (3.24) ifadesinde x yerine ax yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa her x € R

i¢in

d(a)a(xa? — a®*x) — 2ad(a)a(xa —ax) =0 (3.25)
elde edilir. (3.24) esitligi soldan a ile carpilirsa her x € R igin

ad(a)(xa? — a’x) — 2a*d(a)(xa — ax) = 0 (3.26)

olur. (3.26) esitliginden (3.25) esitligi ¢ikarilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa her x €
R i¢in
(ad(a) — d(a)a)(xa? — a®>x — 2a(xa — ax)) = 0
elde edilir. Bu esitlik t € R i¢in soldan garpilir ve hipotez kullanilarak diizenlenirse her t €
R icin (ad(a) — d(a)a)t(xa? — a’x — 2a(xa — ax)) = 0 olur. Yani
(ad(a) — d(a)a)R(xa? — a’x — 2a(xa — ax)) = (0)
dir. R halkasmin asal olmas: kullanilarak ad(a) —d(a)a=0 ya da xa? — a’x —

2a(xa — ax) = 0 bulunur. ad(a) — d(a)a # 0 oldugundan her x € R i¢in
xa’ —a’*x — 2a(xa —ax) =0 (3.27)

elde edilir. Bu esitlik yeniden diizenlenirse
0 = xa? — a’x — 2a(xa — ax)
= xa? + a’x — axa — axa
= a(ax — xa) — (ax — xa)a
= [a, [a, x]] =1,%(x)
olur. O halde her x € R i¢in I,%(x) = 0 olur. Yani [,> = 0 dur.

Kabul edelim ki CharR # 2 olsun. Son ifadeye Teorem 3.1.1.3. uygulanarak I, = 0
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elde edilir. Yani ad(a) — d(a)a # 0 iken a € Z(R) dir. O halde her a € R i¢in

ad(a) —d(a)a=0yadaa € Z(R)
dir. ad(a) — d(a)a = 0 olsun. Bu ifadeye Lemma 3.1.1.4. uygulanirsa d # 0 oldugundan
R halkas1 degismelidir. Yani her a € R ig¢in a € Z(R) ya da R degismelidir. Boylece R
halkasinin degismeli oldugu sonucuna varilir.

Kabul edelim ki CharR = 2 olsun. (3.27) esitligi CharR = 2 olmas1 kullanilarak
diizenlenirse ad(a) — d(a)a # 0 iken her x € R i¢in xa? — a?x = 0 olur. O halde a? €
Z(R) dir. Kabul edelim ki a? = 0 olsun. Buradan

0 =d(a?®) =d(a)a + ad(a)
olur. Yani d(a)a + ad(a) = 0 dir. CharR = 2 oldugundan d(a)a — ad(a) = 0 olur. Bu
ise ad(a) — d(a)a # 0 olmasiyla geligir. O halde
ad(a) — d(a)a # 0 iken 0 # a? € Z(R)
dir. Kabul edelim ki keyfi bir y € R i¢in ya = 0 olsun. Bu ifade sagdan t € R olmak iizere
at ile carpilirsa ya?t = 0 olur. Bu esitlik a? € Z(R) olmasi kullanilarak her ¢t € R i¢in
yta? = 0 olarak diizenlenir. Yani yRa? = (0) dir. R halkasmin asal olmas1 kullanilarak
y = 0 yadaa? = 0 bulunur. a® # 0 oldugundan y = 0 dir. Bdylece
ya=0ikeny =0
dir. O halde a sag sifir bolen degildir.

Benzer sekilde a sol sifir bolen de degildir. ad(a) — d(a)a # 0 iken 0 # a? € Z(R)
oldugundan a vyerine axa disiniilirse (axa)d(axa)— d(axa)(axa) # 0 iken 0 #
(axa)? € Z(R) olur. (axa)? = (axa)(axa) = axa’xa = (ax?a)a?®  oldugundan
(ax?a)a? € Z(R) dir. Bu son ifadeye Lemma 2.34. uygulanirsa a® # 0 oldugundan
ax?a € Z(R) olur. Ustelik

(axa)? = (axa)(axa) = axa’xa = (ax?a)a? = a(ax?a)a = (a*x?)a? € Z(R)
bulunur. Yani (a?x?)a? € Z(R) dir. Bu ifadeye Lemma 2.34. uygulanirsa a? # 0
oldugundan a?x? € Z(R) olur. Bu ifadeye yeniden Lemma 2.34. uygulanarak x2 € Z(R)
bulunur. Yani

x? & Z(R) ise xd(x) — d(x)x = 0 ve (axa)d(axa) — d(axa)(axa) = 0
dir. (axa)d(axa) — d(axa)(axa) = 0 ifadesi tiirev ozellikleri ve a? € Z(R), xd(x) —
d(x)x = 0 ifadeleri kullanilarak diizenlenirse
((ad(a) + d(a)a)ax? + (ax?d(a) + d(a)x*a)a)a = 0
elde edilir. Bu ifade a sol sifir bélen olmadigindan
(ad(a) + d(a)a)ax? + (ax?d(a) + d(a)x*a)a =0
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olarak diizenlenir. Bu esitlik ad(a) + d(a)a € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse
0 = ax?(ad(a) + d(a)a) + (ax?*d(a) + d(a)x*a)a
= ax?ad(a) + ax?*d(a)a + ax?*d(a)a + d(a)x?*a?
= ax%ad(a) + 2ax?*d(a)a + d(a)x?a?
olur. Yani
ax?ad(a) + 2ax?*d(a)a + d(a)x*a®* =0
elde edilir. Bu esitlikte CharR = 2 olmas1 kullanilarak ax?ad(a) + d(a)x?a? =0
bulunur. Bu ifade a? € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse
a(x?ad(a) + ad(a)x®) =0

oldugu goriiliir. a sag sifir bolen olmadigindan dolayr x2ad(a) + ad(a)x? = 0 dir. Yani

x% ¢ Z(R) iken [x2,ad(a)] = 0
olur. Bu ise her x € R igin x? € Z(R) ya da [x?, ad(a)] = 0 demektir.

Kabul edelim ki keyfi bir x € R igin x? € Z(R) olsun. O halde
[x?, ad(a)] = x?ad(a) — ad(a)x? = x%ad(a) — x*ad(a) = 0
olur. Bu her x € R i¢in yapilabilir. Dolayisiyla her x € R i¢in
[x2%,ad(a)] =0
dir. Lemma 3.1.1.4. te gosterildigi gibi her elemanin karesiyle degismeli olan elemanlar
halkanin merkezinde oldugundan ad(a) € Z(R) dir. Bundan dolay1
0 =[a,ad(a)] = aad(a) — ad(a)a = a(ad(a) — d(a)a)

olur. Yani a(ad(a) —d(a)a) =0 dir. a sag sifir bolen olmadigindan her a € R i¢in
ad(a) — d(a)a = 0 dir. Bu ifadede Lemma 3.1.1.4. uygulanirsa d # 0 oldugundan dolay1

R halkasinin degismeli oldugu goriiliir.

3.1.2. Herstein’in Tiirevler Uzerine Bir Notu

Bu kisimda Herstein (1979) tarafindan yapilan “A Note on Derivations II” adli
calisma ele alinmustir.

Teorem 3.1.2.1. R bir asal halka, d, R halkas1 tizerinde tanimli sifirdan farkli bir
tiirev olmak tlizere a € R ve her x € R i¢in ad(x) = d(x)a olsun. O zaman;

i. R halkasi karakteristigi ikiden farkli bir halka ise a € Z(R) dir.

ii. R halkas karakteristigi iki olan bir halka ise a® € Z(R) dir. Ayrica a & Z(R) ise
A € C olmak tizere d tiirevi, d(x) = [Aa, x] seklinde olan bir ig tirevdir.

Ispat : Kabul edelim ki a € R olmak iizere a ¢ Z(R) olsun. Hipotezden her x,y € R

icin [a,d(xy)] =0 dir. Bu esitlik Lie komiitatér 6zellikleri ve hipotez kullanilarak
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diizenlenirse
0 = [a,d(xy)] = [a,d(x)y + xd(y)]
= [a,d()]y + d()[a, y] + [a,x]d(y) + x[a, d ()]
=d(®[a,y] + [a,x]d(y)
olur. Yani her x,y € R igin

0=dx)[a,y]+[a,x]d(y) (3.28)

esitligi elde edilir.

Kabul edelim ki [a, y] = 0 olsun. Bu durumda (3.28) esitligi diizenlenirse her x € R
icin [a, x]d(y) = 0 olur. Lemma 3.1.1.1. kullanilirsa a € Z(R) oldugundan d(y) = 0 dur.
Yani

[a,y] =0ikend(y) =0
dir. Cr(a) ={y € R|[a,y] = 0} kiimesi tanimlansin. Hipotezden her x € R i¢in d(x) €
Cr(a) dir. Yani [a,d(x)] = 0 dir. O halde her x € R i¢in 0 = d(d(x)) = d?(x) dir. Yani
d? =0 dir.

Kabul edelim ki CharR # 2 olsun. d* = 0 ifadesi Lemma 2.72. kullanilarak d = 0
olur. Bu ise d # 0 olmasiyla ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlistir. Yani a € Z(R) iken
CharR = 2 dir. Buise CharR # 2 ise a € Z(R) demektir.

(3.28) esitligine doniiliirse a € Z(R) iken charR = 2 oldugundan her x,y € R igin

d()[a,y] = [a,x]d(y) (3.29)

esitligi elde edilir. Kabul edelim ki d(y) =0 olsun. (3.29) esitligi her x € R igin
d(x)[a,y] = 0 olur. Bu ifadeye Lemma 3.1.1.1. uygulanirsa d =0 ya da [a,y] =0
bulunur. d # 0 oldugundan [a, y] = 0 dir. Yani

d(y) =0iken[a,y] =0
dir. O halde Cr(a) = {y € R|d(y) = 0} olarak diizenlenebilir. (3.29) esitliginde x yerine
w € R olmak tizere xw yazilirsa her x,y,w € R i¢in d(xw)[a, y] = [a, xw]d(y) olur. Bu

esitlik (3.29) esitligi kullanilarak diizenlenirse her x, y,w € R i¢in

[a, x]wd(y) = d(x)w[a, y] (3.30)
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elde edilir. (3.30) esitliginde y yerine x yazilirsa her x, w € R igin
[a, x]wd(x) = d(x)w[a, x]
bulunur. a € Z(R) oldugundan [a, x] # 0 olacak sekilde an az bir x € R vardir. Bu sabit
X € R i¢in son esitlige Sonug¢ 2.70. uygulanirsa
d(x) = A(x)][a, x]

olacak sekilde A(x) € C vardir. A(x) = 0 ise d(x) = 0 dir. O zaman [a, x] = 0 olur. Yani
A(x) = 0 iken [a,x] = 0 dir. Boylelikle [a, x] # 0 oldugundan A(x) # 0 dir. Ote yandan
[a,x] = 0 olsaydi d(x) = A(x)[a, x] esitliginden d(x) = 0 olurdu. O zaman 0 € C olmak
tizere 0 = d(x) = 0[a, x] olarak yazilabilir. Dolayisiyla her x € R i¢in d(x) = A(x)[a, x]
olarak yazilir.

Eger [a,x] = 0 ise [a,[a, x]] = 0 dir. Kabul edelim ki [a,x] # 0 olsun. O halde
d(x) = A(x)[a, x] olacak sekilde 0 # A(x) € C vardir. Hipotezden

0 =[a,d®)] = [a,A()[a x]| = [a,2(X)][a x] + 2(X)[a, [a,x]]
olur. Bu esitlik A(x) € C olmasi kullanilarak yeniden diizenlenirse A(x) [a, [a, x]] = 0 elde
edilir. A(x) # 0 ve C bir cisim oldugundan A(x)~! € C dir. A(x)[a, [a, x]] = 0 ifadesi
soldan A(x) ™! elemaniyla carpilirsa 0 = [a, [a, x]] bulunur. Yani her x € R igin

[a, [a, x]] =0
oldugu goriiliir. O halde
0 = [a,[a,x]] = ala,x] — [a,x]a = a’x — 2axa — xa® = a®x — xa?
oldugundan her x € R igin a?x = xa? dir. Dolayisiyla a? € Z(R) dir. d(x) = A(x)[a, x]
ifadesinde x yerine xy yazilirsa d(xy) = A(xy)[a, xy] elde edilir. Bu esitlik tirev ve Lie
komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
d(x)y + xd(y) = Axy)[a,x]y + A(xy)x[a, y]
elde edilir. Bu ifade d(x) = A(x)[a,x] ve d(y) = A(y)[a,y] esitlikleri kullanilip
A(x),A(y) € C olmasi kullanilarak diizenlenirse
(2() + 2(xy))[a, xly = (A(xy) + A))x[a, y]
elde edilir. 4 = A(x) + A(xy) ve v = A(xy) + A(y) olsun. O halde her x,y € R i¢in
pula, xly = vx[a, y]

olur. CharR = 2 oldugundan u[a,x]y + vx[a,y] = 0 olarak yazilir. Yani a € R i¢in
[a,u[a, x|y + vx|a, y]] = 0 dir. Bu esitlik [a, [a, x]] =0, ula,x]y = vx[a,y] ve u,v € C
olmasi kullanilarak diizenlenirse her x,y € R i¢in (u + v)[a, x][a, y] = 0 elde edilir. Bu

ifade g € Q elemamyla soldan garpilirsa q(u + v)[a,x][a,y] =0 olur. u+vecC

26



oldugundan her q € Q i¢in (u+v)qla,x][a,y] =0 bulunur. O halde (u+
v)Qla, x][a,y] = (0) dir. Burada Q halkasinin asal olmasi kullanilarak her x,y € R igin
u+v=0yadaa, x][a,y] = 0 elde edilir.

Kabul edelim ki u + v # 0 olsun. O halde her x,y € R igin [a, x][a,y] = 0 dir. Bu
ifadede x yerine r € R olmak tizere xr yazilip [a, x][a, y] = 0 olmas1 ve Lie komiitator
ozellikleri kullanilarak diizenlenirse her r € R i¢in 0 = [a, x]r[a, y] bulunur. Bu ise

[a, x]R[a, y] = (0)
demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her x,y € R i¢in [a,x] = 0yada [a,y] = 0
olur. O halde a € Z(R) dir. a € Z(R) oldugundan [a,x][a,y] # 0 dir. O halde kabul
yanligtir. Yani
u+v=20
dir. u=A(x)+ A(xy) ve v =A(xy) + A(y) oldugundan 0 = A(x) + A(xy) + A(xy) +
A(y) dir. CharR = 2 oldugundan A(x) = A(y) bulunur. Yani
[a, x][a,y] # 0ise A(x) = A(y)
dir.

Kabul edelim ki [a,x] # 0 olsun. Eger her w € R i¢in [a,x][a,w] =0 ise bu
esitlikte w yerine r € R olmak iizere rw yazilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlenirse 0 = [a, x]r[a, w] elde edilir. Yani her x,w € R igin [a, x]R[a, w] = (0) dur.
R halkasinin asal olmasi kullanilirsa her w € R i¢in [a,x] = 0 ya da [a,w] = 0 olur.
[a, x] # 0 oldugundan her w € R i¢in [a,w] = 0 dir. O halde a € Z(R) olur. a € Z(R)
oldugundan [a, x][a, w] # 0 dir. Dolayisiyla A(x) = A(w) dir.

Benzer sekilde [a, y] # 0 iken [a, w][a, y] # 0 oldugundan A(w) = A(y) bulunur. O
halde 4, a ile degismeli olmayan elemanlardan bagimsizdir. Bundan dolay1 d(x) = A[a, x]
olarak yazilabilir. Her x,y,z € R i¢in [a, x][a, z][a, y] = 0 olsun.

0 = [a,x](az — za)[a,y] = [a, x]az[a, y] + [a, x]zala, y]
olur. Son ifadeye Lemma 2.70. uygulanirsa her x € R i¢in

[a, x]a = pla, x]
olacak sekilde en az bir u € C vardir. Bu esitlik 4 € C olmasi kullanilarak diizenlenirse her
x €R igin [a,x](a —u) = 0 olur. Burada x yerine r € R olmak iizere xr yazilip Lie
komiitator ozellikleri ve [a, x](a — u) = 0 esitligi kullanilarak diizenlenirse
0=[a,xr](a—p) =[a,x]r(a—p) +rlax](a—p =[ax]r(a—p

olur. Yani her r € R i¢in [a,x]r(a —u) = 0 dir. O halde [a,x]R(a — ) = (0) dir. R

halkasinin asal olmasi kullanilirsa her x € R igin [a,x] =0yadaa —u = 0 dir. Yani a €
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Z(R) ya da a = pu dir. u € Z(R) oldugundan a € Z(R) dir. Bu ise a € Z(R) olmasiyla
celisir. O halde her x,y,z € R i¢in [a, x][a, z][a, y] # O dur.

3.1.3. Asal Halkalarda Merkezilestirici Doniisiimler ve Tiirevler

Bu kisimda Bresar (1993) tarafindan yapilmis olan “Centralizing Mapping and
Derivations in Prime Rings ” adli ¢alisma incelenmistir.

Lemma 3.1.3.1. R bir asal halka d ve g, R halkasi {izerinde taniml1 tiirevler olmak
tizere her x,y € R i¢in d(x)g(y) = g(x)d(y) olsun. d sifirdan farkli bir tirev ise her x €
R icin g(x) = Ad(x) olacak sekilde en az bir A € C vardir.

Ispat : Kabulden her x,y € R igin

d(x)g(¥) =gx)d(y) (3.31)

dir. (3.31) esitliginde y yerine z € R olmak lizere yz yazilip tiirev 6zellikleri ve hipotez

kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € R igin

d(x)yg(z) = g(x)yd(z) (3.32)

elde edilir.

Kabul edelim ki keyfi x € R i¢in bir d(x) = 0 olsun. O halde her y,z € R igin

g(x)yd(z) = 0 olur. Yani her z € R i¢in

g(x)Rd(z) = (0)
olur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa g(x) =0ya da her z€R igin d(z) =0
bulunur. Bu da g(x) = 0 yada d = 0 demektir. d # 0 oldugundan g(x) = 0 dir. Boylece
A(x) € C olmak iizere g(x) = 0 = A(x)0 = A(x)d(x) dir. Yani

g(x) = A(x)d(x)
seklinde yazilir. Bu sefer (3.32) esitliginde z yerine x yazilirsa her y € R igin
d(x)yg(x) = g(x)yd(x) elde edilir.

Eger d(x) # 0 ise bu son ifadeye Sonug¢ 2.70. uygulanirsa g(x) = A(x)d(x) olacak
sekilde en az bir A(x) € C vardir. O halde x elemaninin her durumu igin g(x) = A(x)d(x)
olacak sekilde en az bir A(x) € C vardir. Benzer sekilde (3.32) esitliginde x yerine z
yazilirsa her z € R i¢in g(z) = A(z)d(z) olacak sekilde A(z) € C olur. g(x) = A(x)d(x)
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ve g(z) = A(2)d(z) ifadeleri (3.32) esitliginde yerlerine yazilip A(z) € C olmasi
kullanilirsa

A(z)d(x)yd(z) = A(x)d(x)yd(z)
olur. Bu ise her x,z € R i¢in

(/1(2) — A(x))d(x)yd(z) =0

demektir. Bu esitlik g € Q ile soldan carpilip A(z) — A(x) € C olmasi kullanilirsa her g €
Q icin (A(2) — A(x))qd(x)yd(z) = 0 elde edilir. O halde

(A(2) - A())Qd()yd(2) = (0)
olur. Béylece Q halkasinin asal olmasi kullanilarak her x,y,z € R i¢in

A(z) —A(x) =0yadad(x)yd(z) =0
bulunur. Her x,y,z € R i¢in d(x)yd(z) = 0 olsun. Yani her x,z € R i¢in
d(x)Rd(z) = (0)
dir. R halkasinin asal olmasindan dolay1 her x € R i¢in d(x) = 0 oldugu goriiliir. Bu ise
d = 0 demektir. d # 0 oldugundan A(z) — A(x) = 0 dir. Yani A(z) = A(x) dir. O halde
her x € R igin g(x) = Ad(x) olacak sekilde en az bir A € C vardr.
Lemma 3.1.3.2. R bir asal halka d, f, g ve h, R halkasi iizerinde tanimli tiirevler ve

her x,y € R i¢in d(x)g(y) = h(x)f(y) olsun. d # 0 ve f # 0 ise her x € R i¢in g(x) =
Af (x) ve h(x) = Ad(x) olacak sekilde en az bir A € C vardir.

Ispat : Kabuliimiizden her x,y € R i¢in

d(x)g(y) = h(x)f (y) (3.33)

dir. (3.33) y yerine z € R olmak iizere yz yazilip tiirev 6zellikleri ve hipotez kullanilarak

diizenlenirse her x,y,z € R i¢in

d(x)zg(y) = h(x)zf (y) (3.34)

elde edilir. (3.34) esitliginde z yerine w € R olmak lizere zf(w) yazilarak elde edilen
ifade (3.34) esitligi kullanilarak diizenlenirse her x,y,z,w € R igin d(x)z(f w)gly) —
gw)f(»)) = 0 bulunur. Yani

dR(fFW)g(y) — gw)f () = (0)
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dir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak her x € R i¢in d(x) = 0 ya da her y,w € R i¢in
fw)g(y) —gw)f(y) =0 bulunur. Her x €R igin d(x) =0 ise d =0 dir. d #0
oldugundan her y,w € R i¢in f(w)g(y) — gw)f(y) = 0 elde edilir. Bu ifadede Lemma
3.1.3.1. uygulanirsa her w € R i¢in g(w) = Af (w) olacak sekilde en az bir A € C vardr.
(3.34) ifadesi g(w) = Af(w) esitligi kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € R i¢in
(2d(x) — h(x))zf (y) = 0 elde edilir. Yani
(Ad(x) = h())RF(¥) = (0)

dir. R halkasimin asal olmasi kullanilarak her x € R igin h(x) = Ad(x) ya da her y € R
icin f(y) =0 bulunur. Her y €R icin f(y) =0 olmast f # 0 olmasiyla g¢elisir.
Dolayisiyla her x € R igin h(x) = Ad(x) olacak sekilde en az bir A € C vardr.

Teorem 3.1.3.3. R bir asal halka d, h ve f, R halkas1 iizerinde tanimli tiirevler ve
a,b € R olmak tizere her x € R igin d(x) = ag(x) + h(x)b olsun. a,b & Z(R) ise her
X € R igin d(x) = [Aab, x], g(x) = [Ab, x] ve h(x) = [Aa, x] olacak sekilde en az bir A €
C vardir.

Ispat : Kabuliimiizden her x € R i¢in
d(x) = ag(x) + h(x)b (3.35)

dir. (3.35) esitliginde x yerine xy yazilarak elde edilen ifade tiirev 6zellikleri ve (3.35)
ifadesi kullanilarak diizenlenirse her x,y € R i¢in [a,x]g(y) = h(x)[b,y] elde edilir.
I,:R =R, I,(x) =[a,x] ve I,:R = R, I,(x) = [b,x] olarak tanimlanan birer i¢ tiirev
fonksiyonlar1 olmak iizere son esitlik bu i¢ tiirev fonksiyonlar1 kullanilarak diizenlenirse
Io(x)g(y) = h(x)1, ()
olur. a,b & Z(R) oldugundan I, # 0 ve I, # 0 dir. O halde son esitlige Lemma 3.1.3.2.
uygulanirsa her x € R igin
g(x) = Alb, x] = [Ab, x] ve h(x) = A[a, x] = [Aa, x]

olacak sekilde en az bir A € C var oldugu goriiliir. (3.35) ifadesi bu esitlikler kullanilarak
diizenlenirse her x € R igin d(x) = a[Ab, x] + [Aa, x]|b = [Aab, x] olacak sekilde en az bir
A € C oldugu bulunur.

Sonu¢ 3.1.3.4. R bir asal halka g ve h, R halkasi iizerinde taniml tiirevler ve a, b €
R olmak iizere her x € R i¢in

ag(x) + h(x)b=0
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olsun. Eger a,b € Z(R) ise her x € R i¢in g(x) = [Ab,x] ve h(x) = [Aa,x] olacak
sekilde en az bir A € C vardir. Ustelik g # 0 ise ab € Z(R) dir.

Ispat : Sifir doniisiimii R halkasi iizerinde tamimli bir tiirev oldugundan ag(x) +
h(x)b = 0 ifadesi 0(x) = ag(x) + h(x)b olarak yazilir. Bu ifadeye Teorem 3.1.3.3.
uygulanirsa her x € R igin [Aab,x] = 0, g(x) = [Ab,x] ve h(x) = [Aa, x] olacak sekilde
en az bir A € C var oldugu goriiliir.

Kabul edelim ki g = 0 olsun. Yani her x € R i¢in [Ab,x] = 0 dir. Bu ifade 1 € C
olmasi kullanilarak diizenlenirse

0 = [Ab,x] = A[b, x]
elde edilir. Bu esitlik g € Q olmak iizere soldan g ile ¢arpilip A € C olmasi kullanilarak
diizenlenirse her g € Q i¢in Aq[b, x] = 0 bulunur. Yani

AQ[b,x] = (0)
dir. Q halkasinin asal olmasi kullanilarak A = 0 ya da her x € R igin [b,x] = 0 bulunur.
Boylece b € Z(R) oldugundan A = 0 dir. Dolayisiyla
g#0iken1+#0

dir. C bir cisim oldugundan 0 # A € C i¢in A~ € C dir. [Aab, x] = 0 esitligi soldan A7 ile
carpilip gerekli diizenlemeler yapilirsa her x € R i¢in [ab,x] = 0 bulunur. Bu ise ab €
Z(R) demektir.

Onerme 3.1.3.5. R bir 2 —torsion free yari-asal halka ve U, R halkasinin bir Jordan
althalkas1 olsun. F: R = R toplamsal doniisiimii U tizerinde merkezilestirici doniisiim ise
F, U tlizerinde degismeli doniisiimdiir.

Ispat : Her x € U icin [F(x),x] € Z(R) olur. U, R halkasimin bir Jordan althalkas:
oldugu i¢in x,y € U igin x + y € U dir. O halde hipotezde x yerine x + y yazilirsa

[F(x+y),x+y] € Z(R)
elde edilir. Bu ifade Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
[F(x+y),x+y] = [F(),x] + [F(x),y] + [F(¥), x] + [F(¥),¥]
bulunur. Z(R) kiimesinin, R halkasinin bir althalkasi olmasi ve [F(x +y),x+
yl, [F(x),x], [F(¥),y] € Z(R) ifadeleri kullanilarak diizenlenirse her x,y € U i¢in
[F(x),y] + [F(»),x] € Z(R)
elde edilir. Bu ifadede x € U i¢gin (x,x) = 2x? € U oldugundan x yerine 2x? yazilir ve
Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
2(IF (), x?] + [F(x?), x]) € Z(R)
bulunur. R halkas1 2 —torsion free bir halka oldugundan her x € U igin
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[F(x),x*] + [F (x*),x] € Z(R)
olur. Bu esitlikte [F (x), x] € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse [F(x),x?] =
2[F(x), x]x elde edilir. O halde her x € U igin

2[F(x),x]x + [F(x?),x] € Z(R) (3.36)

dir. x € U i¢in 2x% € U oldugundan hipotezde x yerine 2x? yazilirsa [F(2x?%),2x?] €
Z(R) elde edilir. Bu ifade Lie komiitator 6zellikleri ve halkanin 2 —torsion free olmasi
kullanilarak diizenlenirse [F(x2),x?] € Z(R) bulunur. Bu ifade Lie komiitatdr dzellikleri

kullanilarak diizenlenirse her x € U igin

x[F(x?),x] + [F(x?),x]x € Z(R) (3.37)

olur. u=[F(x?),x] ve z=[F(x),x] olsun. (3.36) esitligi u = [F(x?),x] ve z=
[F (x), x] kullanilarak diizenlenirse
2zx +u € Z(R)
bulunur. O halde [F(x),2zx + u] = 0 dir. Bu ifade Lie komitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlenirse
0 = [F(x),2zx + u] = 2[F(x),z]x + 2z[F (x), x] + [F(x), u]
olur. z € Z(R) ve [F(x), x] = z oldugundan son esitlikten

[F(x),u] = —2z2 (3.38)
elde edilir. (3.37) esitligini xu + ux € Z(R) ifadesi kullanilarak diizenlenirse
0 = [F(x),xu+ux] = [F(x),x]u+ x[F(x),u] + [F(x),u]x + u[F(x), x]
olur. Bu esitlikte u = [F(x?),x] ve z = [F(x), x] € Z(R) olmas1 kullamilarak diizenlenirse
2zu = 4z%x
elde edilir. 2zu = 4z2x ifadesinde halkanin 2 —torsion free olmas1 kullanilirsa
zu = 2z%x

bulunur. 2zx +u € Z(R) ve z € Z(R) oldugundan 2z%x + zu € Z(R) dir. Son ifade

2z2%x = zu olmasi kullanilarak diizenlenirse 2zu € Z(R) elde edilir. Halka 2 —torsion free
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oldugundan
zu € Z(R)
dir. z € Z(R) oldugundan zu € Z(R) ifadesine Lemma 2.34. uygulanirsa u € Z ya da z =
0 bulunur. Kabul edelim ki u € Z(R) olsun. (3.38) esitligi u € Z(R) olmasi kullanilarak
diizenlenirse
—2z2=0
olur. R bir yari-asal halka oldugundan merkezinde sifirdan farkli nilpotent eleman yoktur.
Boylece z = 0 dir. O halde her x € U igin [F(x),x] = 0 dur.
Teorem 3.1.3.6. R bir asal halka, F, R halkas1 lizerinde degismeli doniisiim ise
&:R - C toplamsal doniisiim olmak iizere her x € R igin
F(x) = Ax + &(x)
olacak sekilde en az bir A € C vardir.
Ispat : Her x € R icin [F(x),x] = 0 dir. Bu esitlikte x yerinde y € R olmak iizere
x + y yazilip hipotez kullanilarak diizenlenirse her x,y € R i¢in
[F(x),¥] =[x, F(y)]
elde edilir. Elde edilen esitlikte y yerine z € R olmak ilizere yz yazilir ve Lie komiitator

ozellikleri kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € R i¢in

[F(y),x]z + y[F (2),x] = [F(yx),x] (3.39)

elde edilir.

Kabul edelim ki y € Z(R) olsun. (3.39) ifadesinde z yerine y yazilirsa her x € R
i¢cin

[F), xly + y[F), x] = [F(y?),x]
olur. Iryy: R = R, Ippy(x) = [F(¥),x] Ve Iry2y:R = R, Ipy2(x) = [F(y?),x] olarak
tanimlanan birer i¢ tiirev olmak iizere son esitlik bu i¢ tiirevler kullanilarak her x € R i¢in
ey (Y + YIpp) () = Ip2)(x)
olarak yazilir. y & Z iken Ip(yy, Ig(2) # 0 oldugundan son esitlikte Teorem 3.1.3.3.
uygulanirsa Iry) (x) = [A(y)y, z] bulunur. Bu ise her x € R i¢in
[x, F()] = [A(y)y, x]

demektir.

Kabul edelim ki y € Z(R) olsun. [F(x),y] =[x, F(y)] ifadesi y € Z(R) olmasi
kullanilarak diizenlenirse [x, F(y)] = 0 olur. Bu esitlik 0(y) € C olmak {izere
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[x, F(¥)] = 0 = [0(y)y, x]
olarak yazilabilir. Yani y € Z(R) iken her x € R i¢in [x, F(y)] = [0(y)y, x] dir. Boylece
her x,y € R i¢in [x, F(y)] = [A(¥)y, x] olacak sekilde en az bir A(y) € C vardir. (3.39)
ifadesi [x, F(y)] = [A(y)y, x] esitligi kullanilarak diizenlenirse
[A(y2)yz, x] = [A(y)y, x]z + y[A(2)z, x]
olur. Bu esitlikte A(y),A(z),A(yz) € C olmasi kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € R

icin
[(A2) = 20))y, x|z + y[(A(y2) = A(2))z,x] = 0 (3.40)

elde edilir. y,z € R igin
la6-100)y' R = R laan-200)y () = [(202) = A3))y, 4]
ve
lagn-1)z' R = R (ay0)-22): () = [(A2) = A(2))z, x]
olarak tanimlanan birer i¢ tiirev olmak iizere (3.40) esitligi bu i¢ tiirevler kullanilarak
diizenlenirse her x € R igin
T(ag2-207)y )2 + Y1 (ayz)-2(2))z(¥) = 0
olur. y,z € Z(R) olmasi durumunda bu ifadeye Sonu¢ 3.1.3.4. uygulanarak her x € R i¢in
u(y, z) € C olmak tizere
|(Av2) = 4(@D)z, x| = [u(, 2)z,x] ve [(A(y2) — A1)y, x| = 1, 2)y, x]
elde edilir. [(A(yz) - A(z))z, x] = [u(y,z)z,x] ifadesi Lie komiitator ozellikleri
kullanilarak diizenlenirse her x € R icin
(Ay2) = A(2) = u(,2))[z,x] = 0
olur. Bu ifade g € Q ile soldan garpilip A(yz) — A(z) — u(y, z) € C olmasi kullanilarak
diizenlenirse her g € Q igin (/l(yz) —A(2) — u(y, Z))q[z, x] = 0 elde edilir. Bu ise
(Ay2) = A(2) — u(,2))Qlz,x] = (0)
demektir. Q halkasinin asal olmasi kullanilarak A(yz) — A(z) — u(y,z) = 0 ya da her x €
R i¢in [z, x] = 0 bulunur. Yani
Alyz) —A(z) —u(y,z) =0yadaz € Z(R)
dir. z ¢ Z(R) oldugundan A(yz) — A(z) — u(y,z) = 0 olur. Dolayisiyla
u(y,z) = A(yz) — A(z)
dir.
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Benzer sekilde [(A(yz) - A(y))y, x] = [u(y, z)y, x] ifadesi diizenlenirse
n(y,z) = Ayz) — Ay)
oldugu bulunur. Boylece u(y,z) = A(yz) — A(z) ve u(y,z) = A(yz) — A(y) esitlikleri
taraf tarafa ¢ikarilarak
A(y) = A(2)
elde edilir. O halde her x,y € R i¢cin
[F(¥),x] = [Ay, x]
dir. Bu ifade Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse her x,y € R i¢in [F(y) —
Ay, x] = 0 olur. Yani her y € R i¢in
F(y)-AyecC
dir.
&R—-C, &) =F(@)—Ay olarak tanmimlanirsa F doniisiimii iyi tanmiml
oldugundan ¢ doniisiimii de iyi tanimlidir. x,y € R igin
§x+y)=Fx+y)—Ax+y)=F)+F(y) —Ax = Ay
=FX)—Ax+F(y) -y =§(x) +¢O)
saglanir. Bundan dolay1 ¢ bir toplamsal doniisiimdiir.

Lemma 3.1.3.7. R degismeli olmayan bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli
bir sol ideali ve d, R halkasi iizerinde tanimli bir tiirev olmak tlizere d(U) € Z(R) ise d =
0 dir.

Ispat : Hipotez kullanilarak u, v € U i¢in d(uv) € Z(R) olur. Béylece

[d(uv),u] =0
dir. Bu ifade Lie komiitator Ozellikleri ve d(u),d(v) € Z(R) olmast kullanilarak
diizenlenirse her u, v € U i¢in d(u)[v,u] = 0 elde edilir. Elde edilen esitlik soldan r € R
ile carpilip d(u) € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse her r € R i¢in d(w)r[v,u] =0
bulunur. Yani
d(w)R[v,u] = (0)
dir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak d(u) = 0 ya da her v € U i¢in [u, v] = 0 olur. O
halde
d(u) = 0yada[u, U] = (0)

dir. 6 ={u € Uld(u) =0} ve H={u € Ul[u, U] = (0)} kiimeleri tanimlansin. G ve H
kiimeleri U idealinin altgruplaridir ve U = G U H olarak yazilir. Teorem 2.4. uygulanirsa
U =G yada U = H olur. Kabul edelim ki U = H olsun. O zaman [U, U] = (0) dir. Yani

U, R halkasmin degismeli bir sol idealidir. Lemma 2.33. uygulanirsa R halkasinin
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degismeli oldugu goriiliir. R degismeli olmayan bir halka olarak se¢ildiginden U = G dir.
O halde d(U) = (0) dir. Lemma 2.32. uygulanarak d = 0 bulunur.

Teorem 3.1.3.8. R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali, d ve g,
R halkasi iizerinde tanimli iki tiirev olmak {izere her u € U i¢in d(uw)u —ug(u) € Z(R)
olsun. d # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Ispat : Kabul edelim ki R halkas1 degismeli olmayan bir halka olsun. u,v € U igin
dlu+v)(u+v)— (u+v)glu+v) € Z(R) dir. Bu ifade Z(R) kiimesinin R halkasinin

bir althalkas1 olmas1 ve hipotez kullanilarak diizenlenirse
dw)v+dw)u —ug(w) —vg(u) € Z(R) (3.41)

elde edilir.
Kabul edelim ki Z(R) n U # (0) olsun. O halde en az bir 0 # ¢ € Z(R) N U vardir.
(3.41) esitliginde v yerine c yazilir ve ¢, g(c) € Z(R) olmasi kullanilarak diizenlenirse her

u € U i¢in

c(d(w) = gw)) + (d(c) = g(c))u € Z(R) (3.42)

elde edilir. Ote yandan (3.41) esitliginde v yerinde c? yazilip ¢ € Z(R) olmasi ve (3.42)
esitligi kullanilarak diizenlenirse her u € U ig¢in

c(d(c) —g(c)u € Z(R)
elde edilir. c(d(c) — g(c)) € Z(R) oldugundan Lemma 2.34. uygulanirsa

c(d(c) — g(c)) =0yadaheru e Uiginu € Z(R)

oldugu bulunur. Her u € U igin u € Z(R) ise U, R halkasinin degismeli bir sol ideali
oldugundan Lemma 2.33. uygulanarak R halkasinin degismeli oldugu goriliir. Bu ise
kabuliimiiz ile gelisir. O halde c(d(c) - g(c)) = 0 dir. Bu ifade soldan r € R ile ¢arpilip
¢ € Z(R) olmasi kullanilirsa her r € R igin cr(d(c) - g(c)) = 0 elde edilir. Yani

cR(d(0) — 9(0)) = (0)
dir. R halkasinin asal olmas1 kullanilirsa

¢ =0yadad(c) = g(c)
olur. ¢ # 0 oldugundan d(c) = g(c) dir. O halde (3.42) esitligi d(c) = g(c) olmasi
kullanilarak diizenlenirse her u € U igin

c(d(u) —gw) € Z(R)
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olur. Bu ifadede Lemma 2.34 uygulanirsa ¢ # 0 oldugundan her u € U igin
d(w) —g(u) € Z(R)

bulunur. h:U - Z, h(u) = d(u) — g(u) olarak tanmimlansin. d ve g doniisiimleri birer
tirev oldugundan h dontsimi de bir tirevdir ve d(u) — g(u) € Z(R) oldugundan
h(U) c Z(R) olur. Bu ifadeye Lemma 3.1.3.7. uygulanirsa h = 0 bulunur. Yani her u € U
i¢in

d(w) = g(u)
olur. Hipotez bu sonug kullanilarak diizenlenirse her u € U i¢in d(u)u — ud(u) € Z(R)
elde edilir. Bu ifadeye Lemma 2.73. uygulanarak her u € U igin

dwu—ud(u) =0
oldugu bulunur.
Kabul edelim ki Z(R) n U = (0) olsun. Hipotezden v € U i¢in
[dw)u —ug(u),v] =0
dir. Bu esitlik U kiimesinin R halkasmin bir sol ideali olmas1 ve Lie komiitator 6zellikleri
kullanilarak diizenlenirse her u,v € U i¢in vug(u) € U elde edilir. Elde edilen bu ifadede
u yerine w € U olmak lizere u + w yazilir ve U kiimesinin R halkasinin bir sol ideali
olmasi kullanilarak diizenlenirse her u, v,w € U i¢in
vug(w) + vwg(u) € U

bulunur. Son ifadede w yerine vu yazilip U kiimesinin R halkasinin bir sol ideali olmasi
kullanilarak diizenlenirse her u, v € U igin

vug(vu) € U
elde edilir.

u € U olmak tizere (0) # W = Uu olsun. Buradan W c U dir ve U, R halkasimn bir
sol ideali oldugundan W kiimesi de R halkasinin bir sol idealidir. O halde hipotezden her
w € W igin

dw)w —wg(w) € Z(R)
oldugu goriiliir. Ustelik U kiimesi R halkasinin bir sol ideali oldugundan her w € W igin
dw)w —wg(w) €U
dur. Yani her w € W i¢in
dw)w—-wgw) € Z(R)nU
olur. Z(R) n U = (0) oldugundan her w € W i¢in d(w)w — wg(w) = 0 dir. O halde her
w € W i¢in

dw)w = wg(w)
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oldugu bulunur. Bu esitlikte w yerine u € W olmak tizere w + u yazilip tiirev ozellikleri

kullanilarak diizenlenirse her u,w € W i¢in

dww + dw)u = ug(w) + wg(u) (3.43)

elde edilir. (3.43) ifadesinde w yerine wu yazilarak elde edilen ifade (3.43) esitligi

kullanilarak diizenlenirse her u,w € W igin

wg(u = uwg(u) (3.44)

olur. (3.44) ifadesinde w yerine v € W olmak lizere vw yazilarak elde edilen ifade (3.44)
esitligi kullanilarak diizenlenirse her [W,u]Wg(u) = (0) bulunur. Bu esitlik RW c W
olmasi kullanilarak diizenlenirse
W, ulRWg(w) = (0)
elde edilir. R halkasinin asal olmas1 kullanilirsa
[W,u] = (0) yada Wg(w) = (0)
olur. A ={ueW|[W,u] = (0)} ve B={u€ W|Wg(u) = (0)} kiimeleri tanimlansin. A
ve B kiimeleri W idealinin altgruplaridir ve W = AU B olarak yazilir. Teorem 2.4.
uygulanirsa W = A ya da W = B olur. Kabul edelim ki W = A olsun. Yani her u € W
icin [W,u] = (0) dir. O halde W, R halkasinin degismeli bir sol idealidir. Lemma 2.33.
uygulanirsa R halkas1 degismeli olur. R halkasi degismeli olmayan bir halka olarak
se¢ildiginden W = B dir. Yani her u € W i¢in
ug(u) =0
dir. d(w)u = ug(u) oldugundan her u € W igin

dwu=0 (3.45)

bulunur. (3.45) esitliginde u yerine u + v yazilarak elde edilen ifade (3.45) esitligi

kullanilarak diizenlenirse her u, v € U igin

dlwv+dw)u=0 (3.46)
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olur. (3.46) ifadesinde v yerine d(u)v yazilarak elde edilen ifade tekrardan (3.46) esitligi
kullanilarak diizenlenirse her u € W igin d?(u)Wu = (0) olur. W, R halkasinin bir sol
ideali oldugundan RW c W dir. d?(u)Wu = (0) olmas1 kullanilarak her u € Wigin
d?(u)RWu = (0)
bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa
d?(u) = 0 yada Wu = (0)
elde edilir. € = {u € W|d?*(u) = 0} ve D = {u € W|Wu = (0)} kiimeleri tanimlansimn. C
ve D kiimeleri W idealinin altgruplaridir ve W = C U D olarak yazilir. Teorem 2.4.
uygulanarak W = C ya da W = D oldugu goriiliir. Kabul edelim ki W = D olsun. Bu
durumda
w? = (0)
olur. W, R halkasinm bir sol ideali oldugundan RW c W dir. O halde W? = (0) ifadesi
kullanilarak
WRW = (0)
bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa W = (0) olur. W # (0) oldugundan W = C
dir. Boylece her u € W igin d?(u) =0 olur. Bu durumda d(u)u € W oldugundan
d?(d(w)u) = 0 dir. Bu ifade d?(u) = 0 olmas1 kullanilarak diizenlenirse her u € W i¢in
d(u)d(u) =0
olur. Son esitlikte u yerine v € W olmak ilizere u + v yazilip d(u)d(u) = 0 olmasi ve
tirev Ozellikleri kullanilarak diizenlenirse her u, v € W igin
d(v)d(u) + d(u)d(v) =0

elde edilir. Elde edilen ifade soldan d(u) ile ¢arpilir ve d(u)d(u) = 0 olmasi kullanilarak
diizenlenirse

duw)dw)d(u) =0
olur. d(v)d(u) + d(u)d(v) = 0 esitligi t € W olmak lizere d(t)v ile sagdan carpilirsa
her u, v,t € W i¢in

dw)dw)d(t)v +dw)d(v)d(t)v =0

olur. Son ifade d(u)d(u) = 0 olmasi ve (3.46) esitligi kullanilarak diizenlenirse her
u,v,t €W igin

dv)dw)d(t)v =20
elde edilir. d(uw)d(v)d(u) = 0 esitliginde v yerine w € W olmak lizere wv yazilip tiirev
ozellikleri ve d(v)d(u)d(t)v = 0 olmasi kullanilarak diizenlenirse u,w € W i¢in

dw)dw)ud(u) =0
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bulunur. Bu esitlik d(w)v ile sagdan ¢arpilirsa her u, v,w € W igin
(ddw)v)* =0
olur. k € W olmak iizere (kd(u)d(w))® elemanm ele alahm. Her w,v,w € W igin
(d(w)d(w)v)? = 0 oldugundan her k € W igin (kd(u)d(w))3® = 0 dir. O halde
Wdwdw))® = (0)
olur. Uyar 2.35. uygulanarak
wd(u)d(w) = (0)
bulunur. Bu ifadede u yerine v € W olmak {izere uv yazilip tiirev Ozellikleri ve
Wd(u)d(w) = (0) ifadesi kullanilarak diizenlenirse
Wd(W)RWd(W) = (0)

elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa

wda(Ww) = (0)
olur. (3.46) esitliginde v yerine uv yazilip (3.45) ifadesi ve son esitlik kullanilarak
diizenlenirse her u,v € W i¢in d(u)vu = 0 bulunur. Bu ise d(u)Wu = (0) demektir.
RW c R oldugundan bu ifade d(u)RWwu = (0) olur. R halkasinin asal olmas1 kullanilirsa

d(u) = 0yada Wu = (0)
oldugu gorilir. E={u€eWl|du) =0} ve F={ueW|Wu=(0)} kimeleri
tanimlansin. E ve F kiimeleri W idealinin altgruplaridir ve W = E U F olarak yazilr.
Teorem 2.4. uygulanarak W = E ya da W = F oldugu bulunur. Kabul edelim ki W = F
olsun. Bu durumda W? = (0) olur. W, R halkasinin bir sol ideali oldugundan RW < W
dir. O halde W2 = (0) ifadesi kullanilarak
WRW = (0)

bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa W = (0) olur. W # (0) oldugundan W = E
dir. Boylece her u € W igin d(u) = 0 dir. Lemma 2.32.uygulanirsa d = 0 oldugu goriiliir.
Bu ise d # 0 olmasiyla ¢elisir. O halde baslangi¢ kabulii yanlistir. Yani R halkasi
degismelidir.

Sonug 3.1.3.9. R bir asal halka, U, R halkasinn sifirdan farkli bir sol ideali ve d, R
halkasi tizerinde tanimli sifirdan farkli bir tiirev olmak iizere her u € U i¢in [d(u),u] €
Z(R) veya (d(u),u) € Z(R) ise R halkas1 degismelidir.

Ispat : Her u € U i¢in

[d(uw),u] € Z(R)
olsun. Bu durumda her u € U igin
d(w)u —ud(u) € Z(R)
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dir. d # 0 oldugundan Teorem 3.1.3.8. uygulanarak R halkas1 degismeli olur.
Simdi de kabul edelim ki her u € U igin
(d(u),u) € Z(R)
olsun. Bu durumda her u € U i¢in
dw)u+ud(u) € Z(R)
dir. d # 0 oldugundan Teorem 3.1.3.8. uygulanirsa R halkas1 degismeli olur.

Sonu¢ 3.1.3.10. R degismeli olmayan bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkl
bir sol ideali ve d, R halkasi {lizerinde tanimli bir tiirev olmak tlizere a,b € R i¢in F(x) =
d(x) + ax + xb olsun. F, U tizerinde merkezilestirici dontisiim ise d(x) = [a, x] dir.

Ispat : F, U iizerinde merkezilestirici doniisiim olsun. Yani her u € U igin

[d(u) + au + ub,u] € Z(R)
dir. Bu ifade Z(R) kiimesinin R halkasmin bir althalkasi olmasi ve Lie komiitator
ozellikleri kullanilarak diizenlenirse
(d@) — [a,ul)u — w(d@) — [b,ul) € Z(R)
elde edilir.

do(uw) = d(u) — [a,u] ve dy(u) = d(u) — [b,u] olarak tamimlansin. d bir tiirev

oldugundan d,, ve d; fonksiyonlar1 da birer tiirevdir. O halde her u € U i¢in

do(Wu —ud;(u) € Z(R)
dir. Teorem 3.1.3.8.uygulanirsa R degismeli olmayan bir halka oldugundan d, = 0 elde
edilir. Yani her x € R igin d(x) = [a, x] dir.

Sonug¢ 3.1.3.11. R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali ve
a,b € Rolsun. F:R = R, F(x) = ax + xb bir toplamsal doniisiim olmak iizere her u € U
icin [F(u),u] = 0ise a € Z(R) dir.

Ispat : R halkasi degismeli ise a € Z(R) dir. R halkas1 degismeli degilse Sonuc
3.1.3.10. uygulanarak d = 0 oldugu goriiliir. Yani her u € U i¢in [u,a] =0 dir. Bu
ifadede u yerine x € R olmak iizere xu yazilip [u, a] = 0 olmasi kullanilarak diizenlenirse
her x € R i¢in [x,a]U = (0) bulunur. U kiimesi R halkasinin bir sol ideali oldugundan
RU c U dir. Boylece

[x,a]RU = (0)
elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa U = (0) ya da her x € R i¢in [x,a] = 0
olur. U # (0) oldugundan a € Z(R) dir.
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3.2. Asal Halkalarda Genellestirilmis Tiirevler

Bu bolimde Aydin (2011) tarafindan yapilmis olan “A Note on Generalized
Derivations of Prime Rings ” adl1 ¢alisma incelenmistir.

Tamm 3.2.1. (Bresar, 1991, p. 89) R bir halka, F, R halkasi iizerinde bir toplamsal
doniisiim olsun. Her x,y € R igin

F(xy) = F(x)y + xd(y)

olacak sekilde d: R — R tiirevi varsa F doniisiimiine bir genellestirilmis tiirev denir.

Lemma 3.2.2. R degismeli olmayan bir asal halka, /, R halkasimin bir ideali, d, R
halkasi tizerinde tanimli bir tiirev olmak tizere F, d ile belirli bir genellestirilmis tiirev ve
a € Rolsun.a ¢ Z(R) ve her x € I igin [F(x),a] = 0 ise her x € I i¢in F([x,a]) = 0 dur.

Ispat : Kabuliimiizden a € Z(R) olmak iizere her x € I i¢in

[F(x),a] =0 (3.47)

dir. Bu ifadede x yerine r € R olmak iizere xr yazilip (3.47) esitligi kullanilarak

diizenlenirse her r € R ve x € [ igin

F(x)[r,a] + [x,ald(r) + x[d(r),a] =0 (3.48)

elde edilir. (3.48) esitliginde x yerine y € I olmak iizere xy yazilip (3.48) esitligi

kullanilarak diizenlenirse her x,y € I ve r € R i¢in

(F)y +xd(y) —xF(y)[r,a] + [x,a]yd(r) =0 (3.49)

bulunur. (3.49) esitliginde r yerine a yazilirsa her x,y € I igin [x, a]yd(a) = 0 olur. Yani
[x,a]Rd(a) = (0)
dir. R halkasmin asal olmasi kullanilirsa her x € I i¢in [x,a] = 0 ya da d(a) = 0 elde
edilir. Buise a € Z(R) yada d(a) = 0 demektir. a € Z(R) oldugundan
d(a) =0
dir. (3.49) esitliginde x yerine s € R olmak iizere xs yazilip F doniisiimiiniin tanimi ve

Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse her r,s € R ve x,y € I igin

(F(s)x + sd(x) — sF(x))y[r,a] + [s,a]xyd(r) =0 (3.50)
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bulunur. (3.50) esitliginde s yerine a yazilirsa her x,y € I ve her r € R igin
(F(a)x + ad(x) — aF(x))y[r, al]=0 (3.51)

elde edilir. R halkasinin asal olmasi1 kullanilarak

F(a)x + ad(x) — aF(x) =0, Vx € lyada[r,a] =0, Vr €R
olur. a € Z(R) oldugundan her x € R igin

F(a)x + ad(x) — aF(x) =0
dir. x € I olmak tizere F(ax) ifadesi F(a)x + ad(x) — aF(x) = 0 olmasi kullanilarak
diizenlenirse
F(ax) = F(a)x + ad(x)
= aF(x) —ad(x) + ad(x) = aF (x)

olur. Yani her x € I igin
F(ax) = aF(x) (3.52)

dir. Ote yandan F (xa) ifadesi incelenirse
F(xa) = F(x)a + xd(a)

bulunur. d(a) = 0 olmasi kullanilirsa her x € I i¢in
F(xa) = F(x)a (3.53)

dir. (3.52) ve (3.53) esitlikleri birlikte diistiniildigiinde
F([x,a]) = F(xa) — F(ax) = F(x)a — aF (x) = [F(x),a]
bulunur. Yani her x € I i¢in
F([x,a]) = [F(x),a] =0
olur.

Lemma 3.2.3. R degismeli olmayan bir asal halka, I, R halkasinin bir ideali, d, R
halkasi iizerinde tanimli bir tiirev olmak tizere F, d ile belirli bir genellestirilmis tiirev ve
a € Rolsun. a ¢ Z(R) ve her x € I igin F([x,a]) = 0 ise her x € I igin [F(x),a] = 0 dir.

Ispat : Kabulden x vyerine xa yazilip F doniisimiiniin tanimi kullanilarak
diizenlenirse F([x,a])a + [x,ald(a) =0 olur. Bu esitlikte F([x,a]) =0 olmasi
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kullanilarak diizenlenirse her x € [ i¢in
[x,ald(a) =0 (3.54)

bulunur. (3.54) ifadesinde x yerine y € I olmak {izere yx yazilip hipotez ve (3.54) esitligi

kullanilarak diizenlenirse her x,y € I i¢in
[x,alyd(a) =0 (3.55)

elde edilir. Yani

[x,a]Rd(a) = (0)
dir. R halkasinin asal olmas1 kullanilirsa her x € [ igin

[x,a] =0yadad(a) =0
olur. a € Z(R) oldugundan
d(a) =0

dir. Hipotezde x yerine y € I olmak tizere xy yazihip F doniisiimiiniin tanimi ve Lie
komiitator ozellikleri kullanilarak diizenlenirse her x,y € I i¢in

[x,ald(y) + F(x)[y,a] + x([d(¥), a] + [y, d(a)])
olur. Son ifade d(a) = 0 olmas1 kullanilarak diizenlenirse her x,y € I i¢in

[x,ald(¥) + F(x)[y,a] + x[d(y),a] =0 (3.56)

bulunur. (3.56) esitliginde y yerine z € I olmak {izere yz yazilip tiirev ve Lie komiitator

Ozellikleri kullanilarak diizenlenirse her x,y, z € I igin

(F()y +xd(y) —xF(y))[z a] + [x,alyd(z) =0 (3.57)

elde edilir. (3.57) ifadesinde x yerine xa yazilip Lie komitator ozellikleri kullanilarak
diizenlenirse

(F(ax)y + axd(y) — axF (y))[z,a] + [ax,a]yd(z) = 0
olur. Bu ifade (3.57) esitligi kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € [ i¢in

(F(ax) — aF(x))y[z, al=0 (3.58)
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bulunur. R halkasmin asal olmasi kullanilirsa
F(ax) = aF(x), Vx €lyada(z,a] =0, VZER
dir. a € Z(R) oldugundan her x € I igin

F(ax) = aF(x) (3.59)

bulunur. (3.59) ifadesi F doniisiminin tanimi ve d(a) =0 olmast kullanilarak

diizenlenirse her x € I igin

F(xa) = F(x)a (3.60)

elde edilir. [F(x), a] ifadesi (3.59) ve (3.60) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse
[F(x),a] = F(x)a — aF(x) = F(xa) — F(ax) = F(xa — ax) = F([x,a])
olur. Yani [F(x),a] = F([x, a]) dir. Hipotezden her x € I igin [F(x),a] = 0 bulunur.
Teorem 3.2.4. R degismeli olmayan bir asal halka, I, R halkasinin bir ideali, d, R
halkasi tizerinde tanimli bir tiirev olmak tizere F, d ile belirli bir genellestirilmis tiirev ve
a € R olsun. a € Z(R) olmak tizere her x € I igin F([x,a]) = 0 ya da [F(x),a] = 0 ise
her x € I i¢in d(x) = A[x, a] olacak sekilde en az bir A € C vardur.
Ispat : a ¢ Z(R) olmak iizere her x € I icin [F(x),a] = 0 olsun. Lemma 3.2.2.
uygulanirsa her x € I i¢in
F([x,a]) =0yadad(a) =0
bulunur. (3.49) esitliginde y yerine [a, y] yazilarak elde edilen ifade (3.49) esitligi ve Lie
komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
—(F)ly, a]l + x[d(y),aDlr,a] + [x,alla, y]d(r) = 0
elde edilir. Elde edilen ifade (3.56) esitligi kullanilarak diizenlenirse
[a,x](dW)[r,a] = [y,ald(r)) =0
bulunur. h:R = R, h(x) = [a, x] olarak tanimlanan bir i¢ tiirev fonksiyonu olmak tizere
[a,x](d(¥)[r,a]l — [y,a]ld(r)) =0 ifadesi bu i¢ tirev fonksiyonu kullanilarak
diizenlenirse
h(x)(d(W)[r,a] = [a,y]ld(r)) =0
olur. Bu ifadeye Lemma 3.1.1.1. uygulanirsa a € Z(R) oldugundan her y € I ve r € R igin
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d)lr,a] = [y,ald(r) (3.61)

elde edilir. (3.61) r yerine s € R olmak iizere sr yazilarak elde edilen ifade (3.61)
esitligi, tiirev ve Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse her r,s E R ve y € |

icin

d(y)rls,a] = [y, a]rd(s) (3.62)

elde edilir. (3.62) ifadesinde y yerine z € R olmak lizere yz yazilarak elde edilen ifade

(3.62) esitligi, tiirev ve Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse

d(z)r[s,a] = [z, a]rd(s) (3.63)

bulunur. g:R — R, g(x) = [x, a] olarak tanimlanan bir i¢ tiirev olmak tizere (3.63) ifadesi
g ic tlirev fonksiyonu kullanilarak diizenlenirse 7, s € R i¢in
d(z)rg(s) = g(2)rd(s)
elde edilir. g =0 ise a € Z(R) dir. a € Z(R) oldugundan g # 0 dir. g # 0 oldugundan
r,s € Rigin d(z)rg(s) = g(z)rd(s) ifadesine Sonu¢ 2.70. uygulanarak
d(x) = A[x, a]
olacak sekilde en az bir 4 € C oldugu goriiliir.
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BOLUM 4
YARI-ASAL HALKALARDA CARPIMSAL (GENELLESTIRILMIS)-TUREVLER

Bu bolimde Dhara ve Ali (2013) tarafindan yapilan “On Multiplicative
(generalized)-derivations in Prime and Semiprime Rings” adli ¢alisma incelenmistir.

Tamim 4.1. (Dhara ve Ali, 2013, p. 66) R bir halka, F, R halkas lizerinde taniml1 bir
doniisiim olsun. Her a, b € R igin

F(ab) = F(a)b + ag(b)
olacak sekilde d: R — R doniislimii varsa F doniistimiine carpimsal (genellestirilmis)-tiirev
denir.

Bu béliim boyunca R bir yari-asal halka, T, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali
ve g, R halkasi iizerinde tanimli bir doniisiim olmak tizere F, R halkasi lizerinde g ile
belirli bir ¢arpimsal (genellestirilmis)-tiirev olarak alinmistir.

Teorem 4.2. Her a,b € T igin F(ab) + ab = 0 ise Tg(T) = (0) dir. Ustelik her
a,b € T i¢in F(ab) = F(a)b ve her a € T i¢in [F(a),a] = 0 dir.

Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T i¢in

F(ab) —ab =0 (4.1)

olsun. (4.1) esitliginde b yerine ¢ € T olmak {izere bc yazilirsa her a, b, c € T igin
F(abc) —abc =0
olur. Bu esitlik F doniisiimiiniin tanimi1 kullanilarak diizenlenirse her a, b, ¢ € T igin
(F(ab) —ab)c +abg(c) =0
bulunur. Son esitlik (4.1) ifadesi kullanilarak diizenlenirse her a, b, c € T igin
abg(c) =0
elde edilir. Elde edilen ifadede b yerine r € R olmak {izere g(c)ra yazilirsa her r € R igin
ag(c)rag(c) = 0 elde edilir. Yani
ag(c)Rag(c) = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmas1 kullanilirsa her a, ¢ € T i¢in ag(c) = 0 olur. Bu ise
Tg(T) = (0)
demektir. Buna gore, F donlisiimiiniin tanimi1 diizenlenirse her a, b € T igin
F(ab) = F(a)b

elde edilir. (4.1) esitligi son ifade kullanilarak diizenlenirse her a, b € T i¢in
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F(a)b—ab =0
olur. Yani hera,b € T i¢in
(F(a)—a)b=0
olur. Bu esitlikte b yerine r € R olmak lizere rb yazilirsa (F(a) — a)rb = 0 elde edilir.
Elde edilen bu ifade soldan b, sagdan F(a) — a ile ¢arpilirsa her r € R ve a,b € T igin
b(F(a) —a)rb(F(a) —a) =0 bulunur. Bu ise b(F(a)—a)Rb(F(a)—a) = (0)
demektir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilarak her a, b € R i¢in
b(F(a)—a)=0
bulunur. Son iki esitlik taraf tarafa c¢ikarilir ve Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlenirse her a,b € T i¢in [F(a),b] — [a,b] = 0 elde edilir. Bu esitlikte b yerine a
yazilirsa her a € T i¢in [F(a),a] = 0 olur.
Benzer olarak her a,b € T i¢in F(ab) + ab = 0 durumunda da ayni sonuglara
ulasilir.
Sonug¢ 4.3. Her a,b € R i¢in F(ab) t ab =0 ise g = 0 ve her a € R i¢in F(a) =
+a dir.
Teorem 4.4. Her a,b € T igin F(ab) + ba =0 ise T[T, T] = (0) ve Tg(T) = (0)
dir. Ustelik her a, b € T igin F(ab) = F(a)b ve her a € T igin [F(a),a] = 0 dur.
Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T igin

F(ab) —ba =0 (4.2)

olsun. (4.2) ifadesinde b yerine ¢ € T olmak iizere bc yazilirsa her a, b, c € T igin
F(abc) —bca =0
olur. Bu ifade F doniisiimiiniin tanimi kullanilarak diizenlenirse her a, b, c € T igin
(F(ab) — ba)c + b[a,c] +abg(c) =0
bulunur. Yukaridaki esitlik (4.2) esitligi kullanilarak diizenlenirse her a, b,c € T igin

bla,c]+ abg(c) =0 (4.3)
elde edilir. (4.3) esitliginde c yerine a yazilirsa
abg(a) =0

olur. Bu ifadede b yerine r € R olmak fiizere g(a)ra yazilirsa her a €T igin

ag(a)rag(a) = 0 bulunur. Bu ise
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ag(a)Rg(a)a = (0)
demektir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a € T igin

ag(a) =0
bulunur. (4.3) esitliginde ¢ yerine b yazilip son esitlik kullanilarak diizenlenirse
bla,b] =0

elde edilir. Bu esitlik a yerine ca yazilip b[a, b] = 0 esitligi ve Lie komiitator 6zellikleri
kullanilarak tekrar diizenlenirse her a,b,c € T igin bc[a, b] = 0 olur. Son esitlik soldan a

ile ¢arpilirsa

abc[a,b] =0
bulunur. be[a, b] = 0 esitliginde ¢ yerine ac yazilirsa
bac[a,b] =0

olur. abc[a,b] =0 ve bacla,b] =0 ifadeleri taraf tarafa c¢ikarilip Lie komiitator
ozellikleri kullanilarak diizenlenirse
[a, b]c[a,b] =0
elde edilir. Bu esitlikte ¢ yerine r € R olmak iizere rc yazilir ve elde edilen esitlik soldan ¢
ile garpilirsa her a,b,c € T ve r € R igin c[a, b]rc[a, b] = 0 bulunur. Yani
c[a,b]Rc[a, b] = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a, b, ¢ € T igin c[a, b] = 0 elde edilir. Bu
ise
T[T, T] = (0)
demektir. (4.3) ifadesi bu sonug kullanilarak diizenlenirse her a,b,c € T igin abg(c) = 0
olur. Bu esitlikte b yerine r € R olmak iizere g(c)ra yazilirsa her a,c € T ve r € R igin
ag(c)rag(c) = 0 bulunur. Yani
ag(c)Rag(c) = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a,c € T i¢in ag(c) = 0 elde edilir. Bu
ise
Tg(T) = (0)
demektir. F doniigiimiiniin tanim1 Tg(T) = (0) olmasi kullanilarak diizenlenirse her a, b €
T i¢in
F(ab) = F(a)b
bulunur. (4.2) esitligi her a,b € T i¢in F(ab) = F(a)b olmasi kullanilarak diizenlenirse
hera,b € T i¢in
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F(a)b —ba =0 (4.4)

olur. (4.4) ifadesinde b yerine ab yazilirsa her a, b € T igin

F(a)ab — aba =0 (4.5)

elde edilir. (4.4) esitligi soldan a ile ¢arpilirsa her a, b € T igin

aF(a)b —aba =0
olur. Bu esitlik ve (4.5) ifadesi taraf tarafa ¢ikarilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak
tekrar diizenlenirse her a,b € T i¢in [F(a),a]b = 0 bulunur. Son ifadede b yerine r € R

olmak tizere ra yazilirsa [F(a),a]ra = 0 olur. Bu ise her a, b € T igin

[F(a),a]Ra = (0) (4.6)

demektir. (4.6) esittigi sagdan F(a) € R ile garpilirsa

[F(a),a]RaF(a) = (0) (4.7)

olur. (4.6) esitligi RF(a) € R olmasi kullanilarak diizenlendiginde
[F(a),a]RF(a)a = (0)
olur. Son esitlik ve (4.7) ifadesi taraf tarafa ¢ikarilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlenirse her a € T igin
[F (@), a]R[F(a),a] = (0)

elde edilir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a € T i¢in [F(a), a] = 0 bulunur.

Benzer olarak her a,b € T i¢in F(ab) + ba = 0 durumunda da aynmi sonuglar elde
edilir.

Sonug¢ 4.5. Her a,b € R icin F(ab) £+ ba =0 ise g =0 dir. Ustelik R halkasi
degismelidir ve her a € R i¢in F(a) = ta dir.

Teorem 4.6. Her a, b € T igin F(a)F(b) + ab = 0 ise Tg(T) = (0) dur. Ustelik her
a,b € T icin F(ab) = F(a)b ve hera € T i¢in T[F(a), a] = (0) dir.

Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T icin

F(a)F(b) —ab =0 (4.8)
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olsun. (4.8) esitliginde b yerine ¢ € T olmak tlizere bc yazilirsa her a, b, c € T igin
0 = F(a)F(bc) — abc
= F(a)(F(b)c + bg(c)) — abc
= (F(a)F(b) —ab)c + F(a)bg(c)
olur. Yani her a,b,c € T igin
(F(a)F(b) —ab)c + F(a)bg(c) =0
dir. Son ifade (4.8) esitligi kullanilarak yeniden diizenlenirse her a, b, ¢ € T i¢in
F(a)bg(c) =0
elde edilir. Elde edilen bu esitlikte a yerine d € T olmak iizere da yazilir ve F
doniisiimiiniin tanimi kullanilarak diizenlenirse
0 = F(da)bg(c) = (F(d)a + dg(a))bg(c) = F(d)abg(c) + dg(a)bg(c)
bulunur. Yani her a, b, c € T igin
F(d)abg(c) +dg(a)bg(c) =0
dir. Bu ifade, T kiimesinin R halkasinin bir sol ideali olmasi ve her a,b,c € T igin
F(a)bg(c) = 0 olmasi kullanilarak diizenlenirse her a,b,c,d € T i¢in dg(a)bg(c) =0
elde edilir. Son esitlikte b yerine r € R olmak iizere rb yazilirsa her a,b,c,d € T igin
dg(a)rbg(c) = 0 bulunur. Yani her r € R igin
Tg(T)RTg(T) = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa
Tg(T) = (0)
olur. F déniistimiiniin tanimi1 bu sonug kullanilarak tekrar diizenlenirse her a, b € T igin
F(ab) = F(a)b
elde edilir. (4.8) esitliginde a yerine ab yazilir ve F(ab) = F(a)b esitligi kullanilarak

diizenlenirse her a, b € T igin
F(a)bF(b) —ab? =0 (4.9)

bulunur. Ote yandan (4.8) esitligi sagdan b ile ¢arpilirsa her a, b € T igin

F(a)F(b)b —ab? =0
olur. Yukaridaki ifade ve (4.9) esitligi taraf tarafa cikarilip Lie komiitator ozellikleri
kullanilarak diizenlenirse her a,b € T i¢in F(a)[F(b),b] = 0 elde edilir. Elde edilen bu

esitlikte a yerine ¢ € T olmak iizere ac yazilir ve F(ab) = F(a)b sonucu kullanilarak
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diizenlenirse F (a)c[F (b), b] = 0 bulunur. Bu esitlikte ¢ yerine ac yazilirsa
F(a)ac|F(b),b] =0
olur. Ote yandan F(a)c[F(b), b] = 0 esitligi soldan a ile carpilirsa
aF(a)c[F(b),b] =0
oldugu goriiliir. F(a)ac[F(b),b] =0 ve aF(a)c[F(b),b] =0 esitlikleri taraf tarafa
cikarilip Lie komiitatdr oOzellikleri kullanilarak diizenlenirse [F(a),a]c[F(b),b] =0
bulunur. T, R halkasinin bir sol ideali oldugundan r € R i¢in [F(a), a]rc[F(b),b] = 0 dur.
Bu esitlik soldan c¢ ile carpihp b yerine a yazilirsa her r€R ve a,c €T i¢in
c[F(a),a]rc[F(a),a] = 0 elde edilir. Yani a,c € T igin
c[F(a),a]Rc[F(a),a] = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a, ¢ € T igin c[F(a),a] = 0 olur. Bu ise
her a € T i¢in
T[F(a),a] = (0)

demektir.

Benzer olarak her a,b € T i¢in F(a)F(b) + ab = 0 durumunda da ayni sonuglar
bulunur.

Sonug 4.7. Her a, b € R igin F(a)F(b) + ab = 0 ise g = 0 dir. Ustelik her a,b € R
icin F(ab) = F(a)b ve her a € R i¢in [F(a),a] = 0 dur.

Teorem 4.8. Her a,b € T i¢in F(a)F(b) + ba =0 ise Tg(T) = (0) ve T[T, T] =
(0) dir. Ustelik her a, b € T icin F(ab) = F(a)b ve her a € T igin T[F (a), a] = (0) dur.

Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T igin

F(a)F(b) —ba =0 (4.10)

olsun. (4.10) esitliginde b yerine ba yazilip F doéniisimiinin tanimi kullanilarak
diizenlenirse her a, b, c € T i¢in
0 = F(a)F(ba) — ba? = F(a)(F(b)a + bg(a)) — ba?

= (F(a)F(b) — ba)a + F(a)bg(a)
elde edilir. Yani her a,b,c € T igin

(F(a)F(b) — ba)a + F(a)bg(a) =0
dir. Bu ifade (4.10) esitligi kullanilarak diizenlenirse her a,b € T i¢in F(a)bg(a)=0 elde
edilir. Elde edilen bu esitlik ¢ € T olmak {izere soldan F(c) € R ile carpilip (4.10) ifadesi

kullanilarak diizenlenirse her a, b, ¢ € T i¢in acbg(c) = 0 bulunur. Bu ise
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aTRTg(a) = (0)
demektir.

P = {P;|i € I} kiimesi R halkasmin asal ideallerinin bir ailesi olsun. R bir yari-asal

(ri=©

aTRTg(a) = (0) = ﬂ p;

yazilir. Boylece i € I olmak tlizere aTRTg(a) c P; olacak sekilde en az bir P; € P vardir.

halka oldugundan

dir. O halde

P; kiimesinin R halkasinin bir asal ideali olmasi1 kullanilirsa
aT c P, yadaTg(a) C P;
olur. Bu iki ifade birlikte diisiiniiliirse her i € I i¢in aTg(a) c P; elde edilir. O halde
aTg(a) c N P; dir. N P; = (0) oldugundan
aTg(a) = (0)
dir. T, R halkasimin bir sol ideali oldugundan aRTg(a) = (0) olur. NP; = (0) ve
aRTg(a) = (0) olmasi kullanilarak i € I olmak {izere
aRTg(a) Cc P;
kosulu saglanir. P; kiimesinin R halkasinin bir asal ideali olmas1 kullanilirsa
a€P; yadaTg(a) cP;
olur. Bu iki ifade birlikte diisiiniiliirse a € T oldugu i¢in her i € I i¢cin ag(a) € P;
bulunur. Boylece ag(a) € N P; dir. N P; = (0) olmasi kullanilarak her a € T i¢in
ag(a) =0
olur. (4.10) ifadesinde b yerine ¢ € T olmak tlizere bc yazilir ve F doniistimiiniin tanimi1
kullanilarak diizenlenirse
0 =F(a)F(bc) — bca = F(a)(F(b)c + bg(c)) — bca
= F(a)F(b)c + F(a)bg(c) — bca
= (F(a)F(b) — ba)c + b[a,c] + F(a)bg(c)
elde edilir. Yani
(F(a)F(b) — ba)c + bla,c] + F(a)bg(c) =0
dir. Bu esitlik (4.10) ifadesi kullanilarak diizenlenirse her a, b,c € T i¢in

bla,c]+ F(a)bg(c) =0 (4.11)
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bulunur. (4.11) esitliginde c yerine b yazilip her a € T igin ag(a) = 0 olmasi1 kullanilarak
diizenlenirse her a,b € T i¢in b[a, b] = 0 elde edilir. Son esitlikte a yerine ¢ € T olmak
lizere ca yazilip F doniigiiminiin tanimi ve Lie komiitator oOzellikleri kullanilarak

diizenlenirse her a, b, c € T igin

bcl[a,b] =0
bulunur. Bu ifade soldan a ile ¢arpilirsa

abcl[a,b] =0
elde edilir. bc[a, b] = 0 esitliginde ¢ yerine ac yazilirsa

bac[a,b] =0

olur. abcla,b] =0 ve bac[a,b] =0 esitliklerinden [a,b]c[a,b] =0 bulunur. Son
esitlikte ¢ yerine r € R olmak {izere rc yazilip soldan c ile ¢arpilirsa her a,b,c € T ver €
R i¢in c[a, b]rc[a, b] = 0 elde edilir. Yani her a, b, c € T igin
cla, b]Rc[a, b] = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a, b,c € T igin c[a, b] = 0 bulunur. Bu
ise
T[T, T] = (0)
demektir. Bu sonu¢ kullanilarak (4.11) ifadesi diizenlenirse her a,b,c €T igin
F(a)bg(c) = 0 elde edilir. Elde edilen bu esitlikte a yerine ac yazilip F doniisiimiiniin
tanimi kullanilarak diizenlenirse
0 = F(ac)bg(c) = (F(a)c +ag(c))bg(c) = F(a)cbg(c) + ag(c)bg(c)
bulunur. Bu ifade her a, b, c € T i¢in F(a)bg(c) = 0 olmasi ve T kiimesinin, R halkasinin
bir sol ideali olmasi kullanilarak diizenlenirse her a,b,c €T i¢in ag(c)bg(c) =0
bulunur. Son ifadede b yerine r € R olmak iizere ra yazilirsa ag(c)rag(c) = 0 elde
edilir. Bu ise
ag(c)Rag(c) = (0)
demektir. R halkasinin yari-asal halka olmasi kullanilirsa her a, ¢ € T i¢in ag(c) = 0 olur.
Yani
Tg(T) = (0)
dir. F doniisiimiiniin tanim1 bu sonug kullanilarak diizenlenirse her a, b € T igin
F(ab) = F(a)b
oldugu bulunur.
(4.10) esitliginde a yerine ab yazilip F(ab) = F(a)b ifadesi kullanilarak diizenlenirse her
a,b €T igin
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F(a)bF(b) — bab = 0 (4.12)

elde edilir. (4.10) ifadesi sagdan b ile ¢arpilirsa her a, b € T igin
F(a)F(b)b — bab =0
olur. Bu ifade (4.12) ifadesi kullanilip diizenlenirse her a, b € T igin
F(a)[F(b),b] =0
elde edilir. Elde edilen ifadede a yerine ¢ € T olmak iizere ac yazilip F(ab) = F(a)b
ifadesi kullanilarak diizenlenirse her a,b € T icin
F(a)c[F(b),b] =0
olur. Son esitlikte ¢ yerine ac yazilip F doniistimiiniin tanimi kullanilarak diizenlenirse
F(a)ac|F(b),b] =0
elde edilir. Ote yandan F(a)c[F (b), b] = 0 esitligi soldan a ile ¢arpilirsa
aF(a)c[F(b),b] =0
bulunur. F(a)ac[F(b),b] =0 ve aF(a)c[F(b),b] =0 esitlikleri birlikte kullanilip
diizenlenirse [F(a),a]c[F(b),b] = 0 elde edilir. T kiimesi, R halkasinin bir sol ideali
oldugundan r € R icin [F(a),a]rc[F(b),b] = 0 olur. Bu esitlik soldan ¢ ile ¢arpilip b
yerine a yazilirsa her r € R ve her a,c € T i¢in c[F(a), a]rc[F(a),a] = 0 bulunur. Yani
her a,c € T i¢in
c[F(a),a]Rc[F(a),a] = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilarak her a,c € T i¢in c[F(a),a] = 0 bulunur.
Yani her a € T i¢in
T[F(a),a] = (0)
dir.
Benzer sekilde her a,b € T i¢cin F(a)F(b) + ba = 0 olmast durumunda da ayni
sonuclar elde edilir.
Sonu¢ 4.9. Her a,b€R ig¢in F(a)F(b)thba=0 ise g=0 ve R halkasi
degismelidir. Ustelik her a, b € R i¢in F (ab) = F(a)b ve her a € T igin [F (a), a]=0 dur.
Teorem 4.10. Hera,b €T igin F(ab)+ab € Z(R) ise her a,b€T igin
T[g(a),a] = (0) dir.
Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T icin

F(ab) —ab € Z(R) (4.13)
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olsun. (4.13) ifadesinde b yerine ¢ € T olmak tizere bc yazilirsa

F(abc) — abc = F(ab)c + abg(c) — abc = (F(ab) — ab)c + abg(c) € Z(R)
elde edilir. Yani her a,b,c € T igin

(F(ab) — ab)c + abg(c) € Z(R)
dir. Son ifade ve (4.13) esitligi birlikte disiiniiliirse her a, b, c € T igin

[abg(c),c] =0 (4.14)

bulunur. (4.14) ifadesinde a yerine r € R olmak iizere ra yazilir ve Lie komiitator
ozellikleri kullanilarak diizenlenirse
0 = [rabg(c),c] =r[abg(c),c] + [r,clabg(c)
elde edilir. Son esitlik (4.14) ifadesi kullanilarak diizenlenirse her a,b,c € T
[r,clabg(c) =0

olur. Bu ifadede a yerine s € R olmak iizere g(c)sa yazilirsa her a,b,c € T ve s € R igin
[r,clg(c)sabg(c) =0 (4.15)
elde edilir. (4.15) esitliginde a ve b elemanlar yer degistirilse her a,b,c € T ve her s €
R i¢in
[r,clg(c)sbag(c) =0
elde edilir. Son esitlik ve (4.15) ifadesi birlikte diizenlenirse her a,b,c € T ve r € R igin

[r,c]lg(c)R[a, b]g(c) = (0) bulunur. Bu esitlikte r yerine a, b yerine c yazilirsa
[a,clg(c)R[a, c]lg(c) = (0)

olur. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilarak her a,c € T igin

[a,c]g(c) =0 (4.16)

elde edilir. (4.16) ifadesi sagdan c ile ¢arpilirsa her a, b, c € T igin

[a,clg(c)c =0 (4.17)

dir. (4.16) ifadesinde a yerine ac yazilip [a,c]g(c)c =0 ifadesi ve Lie komiitator
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ozellikleri kullanilarak diizenlenirse
0 = [ac, g(c)] = [a,c]cg(c)
bulunur. Yani her a,c € T i¢in
[a,c]cg(c) =0
dir. Bu ifade ve (4.17) esitligi birlikte kullanilip diizenlenirse her a,c € T igin

[a, c]lg(c),c] =0 (4.18)

elde edilir. Bu esitlikte a yerine g(c)a yazilip [a, c][g(c), c] = 0 ifadesi ve Lie komiitator
ozellikleri kullanilarak diizenlenirse
0=1[g(c)a,cllg(c) c] = [g(c) clalg(c), c] + g(c)[a c]lg(c), c]
bulunur. Son esitlik (4.18) ifadesi kullanilarak diizenlenirse [g(c),c]a[g(c),c] = 0 elde
edilir. Bu ifade soldan b € T ile carpilir ve a yerine r € R olmak iizere ra yazilip
diizenlenirse her a,b,c € T ve r € R igin b[g(c), c]ral[g(c),c] = 0 elde edilir. Bu ise her
c €T igin
T[g(c), c]RL[g(c),c] = (0)
demektir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her ¢ € T igin
Tlg(c),c] = (0)

elde edilir.

Benzer sekilde her a,b € T i¢in F(ab) + ab € Z(R) olmasi1 durumunda da aym
sonuclar bulunur.

Sonug 4.11. Her a,b € R i¢in F(ab) + ab € Z(R) ise her a € R i¢in [g(a),a] =0
dir.

Teorem 4.12. Her a,b € T i¢in F(ab) + ba € Z(R) ise her a € T i¢in ala,T] S
Z(R)vehera €T icinT[g(a),a] = (0) dir.

Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T igin

F(ab) —ba € Z(R) (4.19)
olsun. (4.19) ifadesinde a yerine ab yazilirsa her a, b, c € T igin
F(ab?®) — bab € Z(R)

elde edilir. Ote yandan (4.19) ifadesinde b yerine b? yazilirsa
F(ab?) —b%?a € Z(R)
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bulunur. Z(R) kiimesinin R halkasmin bir althalkas1 olmasi kullanilarak F(ab?) — bab €
Z(R) ve F(ab?) — b? a € Z(R) ifadeleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

F(ab?) — bab — (F(ab?) — b%a) € Z(R) (4.20)

olur. (4.20) ifadesi Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse her a,b € T igin
b[b,a] € Z(R) elde edilir. Bu ise her a € T igin
ala,T] € Z(R)
demektir. (4.20) ifadesinde b yerine ¢ € T olmak iizere bc yazilip F donilisiimiiniin tanimi1
ve Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
F(abc) — bca = F(ab)c + bag(c) — bca = (F(ab) — ba)c + b[a,c] + abg(c)

elde edilir. Elde edilen ifade Lie komiitator oOzellikleri kullanilarak diizenlenirse her
a,b,c €T igin

(F(ab) — ba)c + bla,c] + abg(c) € Z(R)
olur. Boylece her ¢ € T i¢in

[(F(ab) — ba)c + b[a,c] + abg(c),c] =0

elde edilir. Bu ifade (4.19) ifadesi kullanilarak diizenlenirse her a, b, ¢ € T igin

[bla,c],c] + [abg(c),c] =0 (4.21)

bulunur. (4.21) ifadesinde a yerine ac yazilip Lie komiitator o6zellikleri kullanilarak

diizenlenirse her a, b, c € T i¢in

[bla,c],c]c + [abcg(c),c] =0 (4.22)

elde edilir. Ote yandan (4.21) esitligi sagdan c ile carpilip (4.22) ifadesi kullanilarak
diizenlenirse her a, b, c € T i¢in

[a[bg(c),cl,c] =0
bulunur. Bu ifadede a yerine r € R olmak flizere ra yazilip (4.22) esitligi kullanilarak
diizenlenirse

[r,cla[bg(a),c] =0
elde edilir. Ozel olarak r = bg(c) almirsa her a, b, ¢ € T igin

[bg(c), cla[bg(a),c] =0
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bulunur. Bu esitlikte a yerine r € R olmak tlizere ra yazilir ve soldan a elemaniyla
carpilirsa her a,b,c € T ve r € R igin a[bg(c),c]ra[bg(a),c] = 0 elde edilir. Yani her
a,b,c €T igin

albg(c),c]Ra[bg(a), c] = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her a, b,c € T i¢in a[bg(c),c] = 0 bulunur.

Bu esitlikte b yerine g(c)b yazilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse

a[g(c)bg(c),c] =0 (4.23)

elde edilir. Bu ise

a(g(e)bg(c)c —cg(c)bg(c)) =0 (4.24)

demektir. (4.24) ifadesinde b yerine d € T olmak tizere bg(c)d yazilirsa
a(g(c)bg(c)dg(c)c —cg(c)bg(c)dg(c)) =0

bulunur. Bu ifade (4.24) esitligi kullanilarak diizenlenirse
a(g(c)beg(c)dg(c) — g(c)bg(c)cdg(c)) = 0

olur. Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse her a, b, c,d € T i¢in

ag(c)b[g(c),cldg(c) =0 (4.25)

elde edilir. (4.25) esitliginde b yerine cb, d yerine dc yazilirsa
ag(c)eb[g(c),cldecg(c) =0
olur. Ote yandan (4.25) ifadesinde a yerine ac yazilip sagdan c ile garpilirsa
acg(c)blg(c),cldg(c)c =0
bulunur. ag(c)cb[g(c),cldcg(c) = 0 ve ag(c)cb[g(c),c]dcg(c) = 0 esitlikleri birlikte
kullanilarak her a, b, c,d € T igin a[g(c), c]b[g(c),c]d[g(c),c] = 0 elde edilir. Bu ise
Tlg(c),c]T[g(c),c]T[g(c),c] = (0)
demektir. Yani (T[g(c),c])® = (0) olur. R halkasinmn yari-asal olmasi kullanilarak her ¢ €
L i¢in
T[g(c),c] = (0)
bulunur.

Benzer olarak her a,b € T i¢in F(ab) + ba € Z(R) olmasi durumunda da ayni
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sonuclara ulasilir.

Sonu¢ 4.13. Her a,b € R icin F(ab) + ba € Z(R) ise her a € R i¢in ala,R] S
Z(R) vehera €R igin [g(a),a] = 0 dir.

Teorem 4.14. Her a,b €T igin F(a)F(b)+ab € Z(R) ise her a€T igin
T[g(a),a] = (0) dir.

Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T igin

F(a)F(b) —ab € Z(R)
olsun. b yerine ¢ € T olmak tizere bc yazilirsa her a, b, c € T i¢in

F(a)F(bc) —abc € Z(R)

olur. F doniisimiiniin tanimi kullanilarak diizenlenirse

F(a)(F(b)c + bg(c)) —abc € Z(R) (4.26)

bulunur. Boylece [F(a)(F(b)c + bg(c)) — abc, c] = 0 saglanir. Bu esitlik (4.26) ifadesi

kullanilarak diizenlenirse

[F(a)bg(c),c] =0 (4.27)
elde edilir. (4.46) esitliginde b yerine cb yazilirsa her a, b, c € T i¢in

[F(a)cbg(c),c] =0 (4.28)
olur. Ote yandan (4.27) esitliginde a yerine ac yazilirsa

0 = [F(ac)bg(c),c] = [(F(a)c + ag(c))bg(c), c]
bulunur. Buise her a, b,c € T igin

[(F(a)c + ag(c))bg(c),c] =0
demektir. (4.28) esitligi kullanilarak diizenlenirse her a, b, c € T igin

[ag(c)bg(c),c] =0 (4.29)
elde edilir. (4.29) ifadesinde a yerine g(c)a yazilirsa

0 =[g(c)ag(c)bg(c),c] = g(c)[ag(c)bg(c),c] + [g(c), clag(c)bg(c)
olur. Son ifade (4.29) esitligi kullanilarak diizenlenirse her a, b, ¢ € T igin
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[9(c), clag(c)bg(c) =0
bulunur. Bu esitlikte a yerine ac, b yerine bc yazilirsa
[9(c), clacg(c)bcg(c) =0
elde edilir. [g(c),c]lag(c)bg(c) = 0 esitliginde b yerine cb yazilir ve elde edilen ifade
sagdan c ile ¢arpilirsa
[9(c), clag(c)chg(c)c = 0O
bulunur. [g(c),clacg(c)bcg(c) = 0 ve [g(c),clag(c)cbg(c)c = 0 esitlikleri taraf tarafa
cikarilir ve Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak diizenlenirse
[9(c),clalg(c),c]blg(c),c] =0
elde edilirr Bu ifade soldan d €T ile c¢arpilirsa her a,b,c,d €T igin
d[g(c),clal[g(c),c]b[g(c),c] = 0olur. Buise her c € T i¢in
Tlg(c),c]T[g(c),c]T[g(c), c] = (0)
demektir. Dolayisiyla (T[g(c), c])® = (0) dir. R halkasinimn yari-asal olmasi kullanilarak
Tlg(c),c] = (0)

elde edilir.

Benzer olarak her a,b € T i¢in F(a)F(b) + ab € Z(R) olmasi durumunda da ayni
sonuclar bulunur.

Sonug¢ 4.15. Her a, b € R igin F(a)F(b) + ab € Z(R) ise her a € R i¢in [g(a),a] =
0 dir.

Teorem 4.16. Her a,b €T igin F(a)F(b) +ba € Z(R) ise her a€T igin
Tlg(a),a] = (0)

Ispat : Kabul edelim ki her a, b € T igin

F(a)F(b) — ba € Z(R) (4.30)

olsun. (4.30) ifadesinde b yerine ¢ € T olmak {izere bc yazilirsa her a, b, ¢ € T igin
F(a)(F(b)c + bg(c)) — bca € Z(R)
olur. Elde edilen ifade diizenlenirse
F(a)(F(b)c+ bg(c)) — abc = F(a)F(b)c + F(a)bg(c) — bca
= (F(a)F(b) — ba)c + b[a,c] + F(a)bg(c)

olur. Yani her a,b,c € T igin

(F(a)F(b) — ba)c + bla,c] + F(a)bg(c) € Z(R) (4.31)
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dir. O halde c € T igin [(F(a)F(b) — ba)c + b[a,c] + F(a)bg(c),c] = 0 dir. Bu esitlik
(4.30) ve (4.31) ifadeleri kullanilarak diizenlenirse her a, b, c € T igin

[b[a,c],c] +[F(a)bg(c),c] =0 (4.32)

bulunur. (4.32) esitliginde a yerine ac yazilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak

[b[a,c],c]c + [(F(a)c +ag(c))bg(c),c] =0 (4.33)

elde edilir. (4.32) ifadesinde b yerine cb yazilip Lie komiitator 6zellikleri uygulanirsa her
a,b,c €T igin

c[bla,c],c] + [F(a)cbg(c),c] =0
olur. Son ifade (4.33) esitligi ile birlikte diisiintildiigiinde her a, b, ¢ € T igin

[[bla, c], c], c] + [ag(c)bg(c),c] = 0 (4.34)

elde edilir. (4.34) esitliginde a yerine ac yazilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlenirse her a, b, c € T igin

[[bla,c],c],c]c+ [acg(c)bg(c),c] =0
bulunur. (4.34) ifadesi sagdan c ile garpilip son esitlik kullanilarak diizenlenirse her

a,b,c €T igin

[alg(c)bg(c),c],c] =0 (4.35)

elde edilir. Son esitlikte a yerine g(c)bg(c)a yazilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilirsa
0 =[g(c)bg(c)alg(c)bg(c),c],c]
= g(c)bg(c)[alg(c)bg(c),c].c] + [g(c)bg(c),clalg(c)bg(c),c]
bulunur. Yani
g(c)bg(c)lalg(c)bg(c),cl,c] + [g(c)bg(c),clalg(c)bg(c),c] = 0
olur. Bu ifade (4.35) esitligi ile birlikte diistiniildiigiinde her a, b, ¢ € T igin
[9(c)bg(c), clalg(c)bg(c),c] =0
bulunur. a yerine r € R olmak iizere ra yazilip elde edilen ifade soldan a ile garpilirsa her
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a,b,c e Tver € R i¢in
a[g(c)bg(c),c]ralg(c)bg(c),c] =0
bulunur. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilarak her a, b, ¢ € T igin
alg(c)bg(c),c] =0

olur. Devaminda (4.23) esitliginden sonraki adimlar takip edilerek ayni sonuglar elde
edilir.

Benzer olarak her a,b €T i¢in F(a)F(b)+ ba € Z(R) durumunda da ayn
sonugclara ulaslir.

Sonuc 4.17. Her a,b € R i¢in F(a)F(b) + ba € Z(R) ise her a € R i¢in [g(a), a] =
0 dir.
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BOLUM 5
YARI-ASAL HALKALARDA CARPIMSAL (GENELLESTIRILMIS)-
TUREVLERIN BiR GENELLESTIRMESI

Bu boliimde, dordiincii bolimde ele aliman bazi problemler c¢arpimsal a-
(genellestirilmig)-tiirevli ve c¢arpimsal f- (genellestirilmis)-tiirevli yari-asal halkalarin
sifirdan farkli bir sol yarigrup ideali tizerinde incelenerek genellestirmeler yapilmustir.

Tamm 5.1. R bir halka, F: R - R olsun. Her x, y € R i¢in

F(xy) = F()a(y) + xd(y)
olacak sekilde a,d:R — R donlstimleri varsa F donilisimine c¢arpimsal «-
(genellestirilmig) tiirev denir. Benzer sekilde G: R — R olmak tizere her x,y € R i¢in
G(xy) = G(x)y + B()h()
olacak sekilde pB,h:R —» R doOniisiimleri varsa G doniisimiine ¢arpimsal f3-
(genellestirilmig) tiirev denir.

Bu bolim boyunca R bir yari-asal halka, L, R halkasinin sifirdan farkli bir sol
yarigrup ideali, &« ve B, R halkasi lizerinde Orten bir halka homomorfizmasi, F, d
doniistimii ile belirli bir garpimsal a- (genellestirilmis) tiirev, G, h doniisiimii ile belirli bir
carpimsal - (genellestirilmis) tiirevdir.

Lemma 5.2. R bir yari-asal halka, L, R halkasiin sifirdan farkli bir sol yarigrup
ideali ve a € R olmak iizere aL = (0) ise La = (0) dir.

Ispat : L, R halkasmin sol yarigrup ideali oldugu i¢in a(RL) = (0) dir. Buradan
(La)R(La) = (0) elde edilir. Bdylece R bir yari-asal halka oldugundan La = (0) dir.

Teorem 5.3. Her x,y € L i¢in F(xy) + a(x)a(y) = 0 ise Ld(L) = (0) dir. Ustelik
her x,y € L igin F(xy) = F(x)a(y) ve her x € L i¢in [F(x), a(x)] = 0 dir.

Ispat : Her x,y € L icin

F(xy) —a(x)a(y) =0
olsun. Bu esitlikte y yerine z € L olmak lizere yz yazilirsa her x,y,z € L i¢in F(xyz) —
a(x)a(yz) = 0 olur. Burada F doniigiimiiniin tanim1 ve a doniislimiiniin homomorfizma
olmasi kullanilirsa her x, y, z € L i¢in
(F(xy) —a(x)a(y))a(z) + xyd(z) =0
bulunur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € L i¢in

xyd(z) =0
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elde edilir. Son esitlikte y yerine r € R olmak {izere d(z)rx yazilirsa her r € R igin
xd(z)rxd(z) = 0 olur. Bu ise xd(z)Rxd(z) = (0) demektir. Boylelikle R bir yari-asal
halka oldugundan her x, z € L i¢in xd(z) = 0 olur. Yani
Ld(L) = (0)
dir. F(xy) = F(x)a(y) + xd(y) ifadesi Ld(L) = (0) olmas1 kullanilarak diizenlenirse her
X,y € L igin
F(xy) = F(x)a(y)
elde edilir. Hipotez bu sonug kullanilarak diizenlenirse her x,y € L i¢in
Fx)a(y) —a(x)a(y) =0
olur. Yani her x,y € L i¢in (F(x) — a(x))a(y) = 0 dir. Buise x € L i¢in
(F(x) — a(x))a(L) = (0)
demektir. Ustelik a rten bir halka homomorfizmast oldugundan L kiimesi R halkasinin bir
sol yarigrup ideali iken a(L) kiimesi de R halkasinin bir sol yarigrup idealidir. Boylece
Lemma 5.2. uygulanarak her x € L i¢in a(L)(F(x) — a(x)) = (0) elde edilir. Dolayisiyla
her x,y € L igin
a()(F(x) —a(x)) =0
dr. (Fx)—a@)a@®) =0 ve a@)(F(x)—a(x))=0 esitlikleri birlikte
diisiiniildiiglinde her x,y € L i¢in
[F(x), a(¥)] — [a(x), a(y)] = 0

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte y yerine x yazilirsa her x € L i¢in [F(x),a(x)] =0
olur.

Her x,y € L i¢cin F(xy)+ a(x)a(y) =0 olmast durumunda da ayni sonuglara
ulagilir.

Teorem 5.4. Her x,y € L i¢in F(x)F(y) £ a(x)a(y) =0 ise Ld(L) = (0) dir.
Ustelik her x, y € L i¢in F(xy) = F(x)a(y) ve her x € L i¢cin a(L)[F (x), a(x)] = (0) dur.

Ispat : Kabul edelim ki her x,y € L igin

F()F(@y) —a(x)a(y) =0 (5.1)

olsun. (5.1) ifadesinde y yerine z € L olmak iizere yz yazilirsa her x,y, z € L igin
0=Fx)F(yz) — a(xyz)

= F(x)(F(»a(2) +yd(2)) — a(x)a(y)a(2)

= (FFW) —a)a®))a(z) + F(x)yd(2)
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olur. Elde edilen ifade (5.1) esitligi kullanilarak diizenlendiginde her x,y,z € L igin
F(x)yd(z) = 0 bulunur. Bu esitlikte x yerine u € L olmak {lizere ux yazilirsa
0 = Fux)yg(z) = (Fwa(x) + ud(x))yd(2)
= Fwa(x)yd(z) + ud(x)yd(z)

oldugu goriiliir. Son esitlikte a(x)y € L oldugundan her x,y,z € L i¢in F(x)yd(z) =0
olmas1 kullanilirsa her u, x,y,z € L i¢in ud(x)yd(z) = 0 elde edilir. Bu ifadede y yerine
r € R olmak iizere ry yazilirsa her u, x,y,z € L i¢in ud(x)ryd(z) = 0 olur. Yani her r €
R i¢in

Ld(L)RLdA(L) = (0)
dir. R bir yari-asal halka oldugundan

Ld(L) = (0)

elde edilir. Her x,y € L i¢in F(xy) = F(x)a(y) + xd(y) ifadesi Ld(L) = (0) olmas1
kullanilarak diizenlenirse her x,y € L igin

F(xy) = F(x)a(y)
olur. (5.1) ifadesinde x yerine xy yazilir ve elde edilen ifade F(xy) = F(x)a(y) olmasi

kullanilarak diizenlenirse her x,y € L igin

F@)a)Fy) —a@x)ay)? =0 (5-2)

bulunur. Ote yandan (5.1) ifadesi sagdan a(y) ile carpilirsa her x,y € L igin

FOFy)ay) —a@@)a)? =0 (5-3)

olur. (5.2) ve (5.3) ifadeleri taraf tarafa gikartilip Lie komiitator ozellikleri kullanilarak
diizenlendiginde her x,y € L i¢in
FIF), a)] = 0
bulunur. Son esitlikte x yerine z € L olmak iizere xz yazilir ve elde edilen ifade F(xy) =
F(x)a(y) olmas1 kullanilarak diizenlenirse F(x)a(z)[F(y), a(y)] = 0 esitligine ulasilir.
Bu esitlikte z yerine xz yazilirsa
F)ax)a(z)[F»),a()] =0
bulunur. Ote yandan F (x)a(z)[F(y), a(y)] = 0 ifadesi soldan a(x) ile carpildiginda

a()F(x)a(2)[F(y),a(y)] =0
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olur. Boylece F(x)a(x)a(2)[F(y),a(¥)]=0 ve ax)Fx)a2)[F(),a(y)]=0
esitlikleri birlikte diisiiniildiigiinde
[F(x), a(0)]a(2)[F (y), a(y)] = 0
elde edilir. Bu esitlikte z yerine r € R olmak iizere rz yazilir ve a doniisiimiiniin halka
homomorfizmasi olmasi kullanilarak diizenlenirse
[F (), a()]a(@a(2)[F(y), a(y)] =0
bulunur. Bu esitlik soldan a(z) ile carpilir ve y yerine x yazilirsa her x, z € L i¢in
a(2)[F (x), a(x)]a(R)a(z)[F(x), a(x)] = (0)
elde edilir. a 6rten oldugundan a(R) = R dir. Son esitlikte «(R) = R olmasi kullanilirsa
a(2)[F (x), a(x)]Ra(2)[F (x), a(x)] = (0)
olur. Boylece R bir yari-asal halka oldugundan her x,z € L i¢in a(z)[F(x),x] = 0 dir.
Yani her x € L i¢in a(L)[F(x), x] = (0) olur.
Her x,y € L i¢in F(x)F(y) + a(x)a(y) = 0 olmasi1 durumunda da ayni1 sonuglara
ulagilir.
Teorem 5.5. Her x,y € L igin G(xy) + xy = 0 ise B(L)h(L) = (0) dir. Ustelik her
x,y € Ligin G(xy) = G(x)y ve her x € L i¢in [G(x),x] = 0 dir.
Ispat : Kabul edelim ki her x, y € L igin
G(xy) —xy =0
olsun. Bu esitlikte y yerine z € L olmak iizere yz yazilirsa her x,y,z € L i¢in G(xyz) —
xyz = 0 olur. Burada G doniisiimiiniin tanim1 ve § doniisiimiiniin homomorfizma olmasi
kullanilirsa her x,y,z € L igin
(G(xy) —xy)z+ Bx)B(Y)h(z) =0
bulunur. Bu ifade hipotez kullanilarak diizenlenirse her x,y,z € L igin
Bx)B(y)h(z) =0
elde edilir. Son esitlikte y yerine r € R olmak lizere ry yazilir ve [ doniigiimiiniin
homomorfizma olmasi kullanilirsa her r € R i¢in S(x)B(r)B(y)h(z) = 0 olur. Bu ise
BX)BR)B(y)h(z) = (0) demektir. B orten oldugu i¢in S(R) = R dir. Dolayisiyla son
esitlikte S(R) = R olmasi kullanilarak
B(xX)RB(Y)h(z) = (0)
oldugu bulunur. Buradan da her s € R i¢in S(x)sf(y)h(z) = 0 olur. Bu esitlikte s yerine
h(z)s, y yerine x yazilirsa her s € R igin
B(x)h(z)sB(x)h(z) =0

elde edilir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her x,z € L icin S(x)h(z) = 0 olur.

67



Yani
B(L)h(L) = (0)
dir. G(xy)=Gx)y+ L(x)h(y) ifadesi L(L)h(L) =(0) olmasi kullanilarak
diizenlendiginde her x,y € L i¢in
G(xy) = G(x)y
elde edilir. Hipotez bu sonug kullanilarak diizenlenirse her x,y € L i¢in G(x)y —xy =0
olur. Yani her x,y € L i¢in
(Gx)—x)y=0
dir. Buise (G(x) — x)L = (0) demektir. L, R halkasinin bir sol yarigrup ideali oldugundan
son esitlige Lemma 5.2. uygulanarak her x € L igin L(G(x) — x) = (0) elde edilir. Boylece
her x,y € L igin
y(GE(x)—x)=0
dir. (G(x) —x)y =0 ve y(G(x) — x) = 0 esitlikleri birlikte kullanildiginda her x,y € L
icin [G(x),y] — [x,y¥] = O elde edilir. Elde edilen bu esitlikte y yerine x yazilirsa her x €
L i¢in [G(x), x] = 0 olur.
Her x,y € L i¢in G(xy) + xy = 0 olmasi durumunda da ayn1 sonuglara ulagilir.
Teorem 5.6. Her x,y € L i¢in G(x)G(y) + xy = 0 ise B(L)h(L) = (0) dur. Ustelik
her x,y € L i¢in G(xy) = G(x)y ve her x € L i¢in L[G (x), x] = (0) dir.
Ispat : Kabul edelim ki her x, y € L i¢in

GxX)G(y)—xy =0 (5.4)

olsun. (5.4) ifadesinde y yerine z € L olmak iizere yz yazilirsa her x,y, z € L igin
0=G6(x)G(yz) —xyz

= GGz + BWh(2)) — xyz

= (GG —xy)z+ G(x)B(Y)h(2)
olur. Elde edilen ifade (5.4) esitligi kullanilarak diizenlendiginde her x,y,z € L igin
G(x)B(y)h(z) = 0 bulunur. Bu esitlikte x yerine u € L olmak iizere ux yazilirsa

0 =GWxBY)Ih(z) + BWh(x)B(H)h(2)

oldugu goriilir. Son esitlikte xf(y) € S(L) oldugundan her x,y,z€ L i¢in
G(x)B(y)h(z) = 0 olmas1 kullanilirsa her u,x,y,z € L i¢in f(u)h(x)B(y)h(z) = 0 elde

edilir. Bu ifadede y yerine r € R olmak {izere ry yazilirsa her u,x,y,z € L i¢in

BWR()BT)B()R(2) = 0 olur. Yani
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BLYRL)BR)B(LIA(L) = (0)
dir. § orten oldugundan
BLYR(LIRB(L)A(L) = (0)

elde edilir. Boylece R bir yari-asal halka oldugundan

B(L)h(L) = (0)
olur. Her x,y €L i¢cin G(xy) = G(x)y + f(x)h(y) ifadesi S(L)h(L) = (0) olmas1
kullanilarak diizenlenirse her x,y € L i¢in

G(xy) = G(x)y
oldugu goriiliir. (5.4) ifadesinde x yerine xy yazilir ve elde edilen ifade G(xy) = G(x)y

olmasi kullanilarak diizenlenirse

G(x)yG(y) —xy?>=0,Vx,y €L (5.5)

elde edilir. Ote yandan (5.4) esitligi sagdan y ile garpilirsa her x,y € L igin

G(xX)G(y)y —xy?>=0,Vx,y €L (5.6)

olur. (5.5) ve (5.6) ifadeleri taraf tarafa ¢ikartilip Lie komiitator 6zellikleri kullanilarak
diizenlendiginde her x,y € L i¢in G(x)[G(y),y] = 0 bulunur. Son esitlikte x yerine z € L
olmak tizere xz yazilir ve elde edilen ifade G(xy) = G(x)y olmast kullanilarak
diizenlenirse G (x)z[G(y),y] = 0 esitligine ulasilir. Bu esitlikte z yerine xz yazilirsa
G(x)xz[G(y),y] = 0 bulunur. Ote yandan G(x)z[G(y),y] =0 ifadesi soldan x ile
carpilirsa xG (x)z[G (y),y] = 0 olur. Boylece G (x)xz[G(y),y] = 0 ve xG(x)z[G(y),y] =
0 esitliklerinden

[G(x), x]z[G(y),y] = O
bulunur. Son esitlikte z yerine r € R olmak lizere rz yazilirsa

[G(x0), x]rz[G(y), y] = O
olur. Bu esitlik soldan z ile carpiip y yerine x yaziirsa x,z€ L igin
z[G(x), x]rz[G(y),y] = 0 elde edilir. Yani

z[G(x), x]Rz[G (), ¥] = (0)
dir. R halkasinin yari-asal olmasi kullanilirsa her x, z € L i¢in z[G (x), x] = 0 olur. Yani her
x € Ligin L[G(x),x] = (0) dir.
Her x,y €L i¢in G(x)G(y) +xy = 0 olmast durumunda da ayni sonuglar elde
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edilir.

70



KAYNAKLAR

Aydin N., Kandamar H., 2015a. Soyut Cebir (3. Baski1). Paradigma Akademi. Canakkale.

Aydin N., Kandamar H., Kaya K., 2015b. Soyut Cebir Problemleri ve Coztimleri.
Paradigma Akademi. Canakkale.

Aydin N., 2011. A Note on Generalized Derivations of Prime Rings. International Journal
of Algebra. 5: 17-23.

Bell H.E., Martindale W.S., 1987. Centralizing Mappings of Semiprime Rings. Canad.
Math. Bull. 30: 92-101.

Bresar M., 1991. On the distance of the composition of two derivations to the generalized
derivations. Glasgow Math. J. 33: 89-93.

Bresar M., 1993. Centralizing Mapping and Derivations in Prime Rings. Journal of
Algebra. 156: 385-394.

Dhara B., Ali S., 2013. On Multiplicative (generalized)-derivations in prime and
semiprime rings. Aequat. Math. 86: 65-79.

Herstein I. N., 1979. A Note on Derivations Il. Canad. Math. Bull. 22: 509-511.
Herstein I. N., 1976. Ring With Involution. Univ. Of Chicago Press. Chicago.
Herstein I. N., 1969. Topics in Ring Theory. Univ. Of Chicago Press. Chicago.

Posner E.C., 1957. Derivations in Prime Rings. Proc. Amer. Math. Soc. 8: 1093-1100.

71



OZGECMIS

KIiSISEL BILGILER
Ad1 Soyadi : Murat CELIK

Dogum Yeri : Istanbul
Dogum Tarihi : 05/06/1990

EGITIM DURUMU

Lisans Ogrenimi : Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Bildigi Yabanci Diller : Ingilizce

BILIMSEL FAALIYETLERI

Trakyalar Universiteler Birligi Lisansiistii Ogrenci Kongresi 29-30 Nisan 2016
Poster Sunumu

Bildiri Bashigi: Carpimsal (Genellestirilmis)-Tiirevlerin Bir Genellestirmesi
ILETISIM

E-posta Adresi : murath.celikl7@gmail.com



