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OZET

YARI LINEER ELIiPTiK DENKLEMLER iCIN LOKAL OLMAYAN SINIR
DEGER PROBLEMI

Esra DEMIREL
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman : Yrd. Dog. Dr. Elif OZTURK BEIGMOHAMMADI
01/06/2016, 57

Bu tezde, Hilbert uzayinda, kendisine eslenik pozitif tanimli A operatorlii lokal
olmayan Bitsadze-Samarskii tipi yari-lineer eliptik denklemler igin sinir deger problemi
calisilmigtir. Problemin ¢dziimiiniin varlig1 ve tekligi incelenerek sabit nokta teoremiyle
ispatlanmigtir. Bu problemin yaklagik ¢oziimii i¢in birinci mertebeden fark semasi
kurulmustur. Kurulan fark semasi modifiye edilmis Gauss eliminasyon metodu ve
iterasyon metodu kullanilarak matrislerden olusan bir sisteme doniistiiriilmiistiir. Sayisal

analizde kullanilan paket programiyla sistem ¢oziilmiistiir. Hata analizi verilmistir.

Anahtar sozciikler: Yari-lineer Eliptik Denklem, Fark Semasi, Bitsadze-Samarskii

Tipi Problem.
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ABSTRACT

NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE SEMI-LINEAR
ELLIPTIC EQUATION

Esra DEMIREL
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor : Yrd. Dog. Dr. Elif OZTURK BEIGMOHAMMADI
01/06/2016, 57

In this thesis, we study Bitsadze- Samarskii type nonlocal boundary value problem
for the semi-linear elliptic equation in a Hilbert space H with the self-adjoint positive
definite operator A. The existence and uniqueness of the solution of this problem is
searched and proved by fixed point theorem. We present the first order of accuracy
difference scheme for approximate solution of this problem. Founded difference scheme
Is transformed into a system of equations with matrix coefficients and modified Gauss
elimination method and iteration method are used for solution of this difference scheme.
The system is solved by package program for using numerical analysis. Error analysis are

given.

Keywords: Semi-linear Elliptic Equation, Difference Scheme, Bitsadze-Samarskii
Type Problem.
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BOLUM 1
GIRIS

Yari-lineer denklemler iizerinde yiizyildan daha fazla siiredir arastirmalar
yapilmaktadir. Bunun temel sebebi plazma fizigi, kuantum alan teorisi, lineer olmayan dalga
yayilimi, lineer olmayan fiber optik gibi miihendislik ve fizik problemlerinde bu tip
denklemler bilim insanlarinin karsisina ¢ok ¢ikmaktadir. Diger yandan eliptik tipteki
diferansiyel denklemlerle akiskanlar mekaniginde, dinamik, elastikiyet ve diger
miihendislik alanlarinda, fizikte, biyolojik sistemlerin birgok probleminde karsilasilir.

Eliptik denklemler igin basit lokal olmayan sinir deger problemi ilk kez Bitsadze ve
Samarskii tarafindan kesfedilmistir (1969). Bu problemi diger problemlerden ayiran nokita,
sinir degerlerinden birinin biliniyor olmasidir. Diger sinir deger sart1 ise herhangi bir deger

ile arasindaki bagintiyi igerir.

J
UQOED QU U=

jE

sarti Bitsadze-Samarskii sarti olarak adlandirilir. Bitsadze ve Samarskii (1969)
calismasindan sonra bir¢cok denkleme Bitsadze-Samarskii tipinde problem yerlestirilmistir.

Eliptik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii tipinde problem igin; Gordeziani (1970),
Skubachevskii (1984), Skubachevskii (1985), Kapanadze (1987), Soldatov (2006),
Ashyralyev (2008), Ashyralyev (2010), Ashyralyev ve Ozturk (2012), Ashyralyev ve
Ozturk (2013), Ashyralyev ve Ozesenli Tetikoglu (2013), Jangveladze ve ark. (2010),
Orlovsky ve Piskarev (2013), Ashyralyev ve Ozturk (2014a), Ashyralyev ve Ozturk (2014b)
yayinlarma ulagilmistir. Diger taraftan lineer eliptik denklemlerin fark semalarinin
kararlihgi ve diferansiyel problemin kararli koersif kestirimleri {iizerine Onemli
aragtirmacilar ve arastirmalar vardir: Ashyralyev ve Altay (2006), Ashyralyev (1999),
Ashyralyev ve ark. (2008), Sapagovas (2008).

Eliptik denklemler tizerine yapilmis ¢alismalardan bazilar sunlardir:

Agmon (1965), eliptik simr deger problemleri iizerinde c¢aligmistir. Eliptik
operatdrleri, eliptik sistemlerde ¢oziimiin lokal diizgiinligiinti, giiglii eliptik denklemlerde
¢Oziimiin global diizgiinliiginii ve eliptik denklemler icin 6zdeger problemlerini

incelemistir.



Sapagovas ve Chegis (1987), ¢alismalarinda lokal olmayan problemleri incelemis;
stirekli ve stirekli olmayan problemlerde ¢oziimiin varligi ve tekligi icin gerek ve yeter
kosulu kanitlamistir.

Soldatov (2003), diizlemde eliptik sistemler i¢in birinci ve ikinci mertebeden sinir
deger problemini arastirmistir.

Eliptik denklemler i¢in karmasik problemler analitik olarak Fourier serileri, Laplace
doniisimii ve Fourier donlisiimii yontemleriyle ¢oziilebilir. Simdi bu ii¢ farkli analitik
yontem Orneklerle gosterilecektir.

Ornek 1.1. Eliptik denklemler icin

—‘Z%?—‘Z%HU=4(t2—1)sinx,0<t<1,0<x<7z,

u(0,x)=0, u(, x)=u(%,x)+2sinx, 0 < x < 7,

u(t,0)=u(t,7)=0,0<t<1

lokal olmayan sinir deger probleminin ¢oziimiinde Fourier seri yontemi kullanir. Bu

problemi ¢dzmek igin u(t, x) , iki kisma ayrilr.
u(t, x)=b(t, x)+1(t, x) (1.1)
Burada b(t, x)

—%—272?+b:0, O<t<l 0<x<mr,

b(0,x) =0, b(L,x) =b(,x) +3sinx, 0< x < 7, (1.2)

b(t,0) =b(t,7) =0, 0<t <1

homojen denklemin ve I(t, x)



— - ZL 4l = 4(t* -D)sinx, 0<t <1, 0<x<7,

1(0,X) =0, 1L x) =1(2,X), 0< x< 7, (1.3)

I(t,0) = I(t,z) =0, 0 <t <1

homojen olmayan kismin ¢dziimiidiir. Ilk olarak, (1.2) probleminin ¢ziimii degiskenlerine

ayirma yontemiyle bulunur. Bu yontem uygulanarak

b, x OE DM R O*0,
kabul edilir. Kismi tiirevler alinip (1.2) probleminde yerine koyularak

@DWEID%ZZ’”QOHO
DGO Q0 7

ya da

DHMU-DAV_ Z* R0 (L.4)
D®O Z60 " °

bulunur. (1.2) probleminde Z(0)=Z(x) =0 sartlar1 verilmistir. (1.4) denklemi

Z*Q O ZAOZOORAZVOHO (1.5)

seklinde adi diferansiyel denklemdir. >0 ise (1.5) sinir deger problemi sadece Z(x) =0

agikar ¢6ziime sahiptir. 4 <0 ise (1.5) sinir deger probleminin agikar olmayan ¢dztiimii
Z,(x)=sinkx, k =1,2,3,..., 4, =k

dir. (1.4) denklemindeki diger adi diferansiyel denklem



DU =-DOOHE DAY 7 Hk2 k H1,2, ¢,

dir. Bu adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii

D @OHA eI Ft B 1%t |k {123 @,

seklindedir.

b(t, x) = kibk (t,x) = ki(Ake BB e R ) sinky,
yazilir.

be®, x OFO, bQ,xoﬂb(%,x) =3 sinx,

lokal olmayan sinir deger sartlar1 kullanilarak

A =B, =0 k=23,...

bulunur. Boylece (1.2) probleminin ¢éziimii

b(ﬁ,xUﬂ( ﬁ3eﬁt —

202 wDer #2e?? (e 2
= geﬁt = )sinx,

2652 (2o &2eV? e

4



olarak hesaplanir.

Ikinci olarak (1.3) probleminin ¢dziimii hesaplanir.

I(t, x)=">"C,(t)sinkx,

k=1
seklinde bir ¢oziim aranir. (1.6), (1.3) yerine yazilirsa

1y -1 +1= S0 )+ k2o, (©)fsinks = 4(t? — 1)sinx

k=1

ve k=1 i¢in
~C, (t)+[+k?)C, (t)=0

elde edilir. Bu denklem ¢oziildiiglinde
C,(t)=ce™ +c,e "

elde edilir. Bu denklemi ¢dzmek i¢in lokal olmayan sinir deger sartlar

c,(0)=0, ck(1)=ck(lj

2

kullanilarak, ¢, =c, =0 ve C,(t)=0 bulunur.

k=1 ise
~C, (t)+2C,(t)=4(t* -1)

dir.

Lokal olmayan sinir deger sartlari

(1.6)



kullanilarak
2 £\ 4
C1 Hz%(eﬁ e eed? EﬂaT) ,
2 7\ 4
Cy Bz%(eﬁﬁ =87 eef? zse7> ,

hesaplanir ve 6zel ¢oziimden

C,(t)=2t"
bulunur. (1.3) probleminin ¢6ziimii

39 Jat

It,x)=| - P
22 207 —2e¥% +2e
2t
3e ) .
- — — sinx + 2t%sinx
2e V2 4 2e7 _2eV2 _ e

dir. Sonug olarak (1.1) formiiliinden

u(t, x) =b(t, x)+1(t, x) = 2t? sinx
e ulasilr.
Ornek 1.2. Eliptik denklemler icin

2 2 2
—f -2 +u=2t"cosx,0<t<10<x<7,

u(0,x) = cosx, u(l,x)=u(,x)+3cosx, 0< x< Z,

u (t,0)=u(t,z)=0, 0<t<1



lokal olmayan sinir deger probleminin ¢oziimiinde Fourier seri yontemi kullanilir. Bu

problemi ¢ézmek i¢in u(t,x) degiskenlerine ayrilr.

u@ x O b x A =1 x Q) (1.7)
Burada b(t, x)

b _ 0% -
—2-2+b=0,0<t<L 0<x<%,

b(0,x) = cosx, b(L x) =b(3,x)+3cosx, 0<x < Z, (1.8)

b, (t,0) =b(t,z) =0, 0 <t <1
ve

2 2 2
— -2 +1=2t"cosx, 0<t<1 0<x<4%,

1|(01X)=0, |(1,X)=I(%,X),O<X<£’ (19)

| (t,0)=I(t,Z2)=0, O<t<1

problemlerinin ¢dziimiidiir. ilk olarak, (1.8) probleminin ¢oziimii degiskenlerine ayirma

yontemiyle bulunur. Bunun i¢in

b, x OEDMI R O%0,

kabul edilir. Kismi tiirevler alinip (1.8) probleminde yerine koyularak

EDWED(DU%Z‘“GUEO
D®O ZQ0

ya da



- ) (1.10)

bulunur. (1.8) de Z (0) = Z(g) =0 sartlar1 verilmistir. (1.10) denklemi

Z"(x)=4z(x), 2(0)=z(7)=0 (1.11)
seklinde adi diferansiyel denklemdir. A >0 ise (1.11) simr deger problemi sadece

Z(x)=0 asikar ¢oziime sahiptir. 4 <0 ise (1.11) sinir deger probleminin agikar

olmayan ¢oziimi
Z, (x)=coskx, k=12,3,..., k= J-1
dir. (1.10) denklemindeki diger adi diferansiyel denklem
D" (t)+D(t) =AD(t), k=-4,, k=12,...
dir. Bu adi diferansiyel denklemin ¢6ziimii
D OOHEA,e ¥t B e k H1,2,3, ¢

seklindedir.

yazilir.

b(0,x)=cosx, b(l, x)= b(% x) + %cos X,



lokal olmayan sinir deger sartlar1 kullanilarak

bulunur. Boylece (1.8) probleminin ¢6ziimii

7

72 N2
3—4e"° +4e°
b(t, X) = e
G 2 12 2
de™° —4e? —4e" +4e?
V2
3+ V2
4e? —4e"" +3 3
e’ |cosx

V2 12
4672 +aer —4eV? — e

olarak hesaplanir.

Ikinci olarak (1.9) probleminin ¢6ziimii hesaplanr.

0

I(t,x)=">_C,(t)coskx

k=1

seklinde bir ¢dziim aranir.
R R Iy i[— C, (t)+{+ kz)Ck(t)]coskx = 2t% cos X
k=1
dir. k=1 ise

£C, ®U=0 k2@, DOHO,

ve



1112 [, 12
Ck (t) — Cle 1+k“t +C2e 1+k“t

olur. Lokal olmayan sinir deger sartlari

C(0)=0, C, (l) = Ck(%j

kullanilarak ¢, =c, =0 ve C,(t)=0 bulunur.

k=1 ise

~C, (t)+2c,(t) = 2t?

dir.
Lokal olmayan sinir deger sartlari
1
C,(0)=0, Cl(l) = C1(Ej
kullanilarak

- 2
. 4672 —ge7 -3
1 1z . ¥’
48V — e — 46 1 4e”
Q
4eV? — 467 -3
C, =

2 , ki
—4e"? 4467 +4e77 — e
ve 0zel ¢oziimden
C,(t)=t>+1

bulunur. (1.9) probleminin ¢6ziimii

10



2
2

V2 _
|(t,X)= 4 4e 3 — e«/Et
4% — e 7 —4e? 1407
Vgt
- de” —de’ -3 —eM2 cosx +(t? +1)cosx
46" yheT 1407 _4e?

diir. Sonug olarak (1.7) formiiliinden

u(t, x) = b(t, x)+1(t, x) = (t* +1)cosx
¢Oziimiine ulasilir.
Ayni yol izlenerek ¢ok boyutlu eliptik denklemler igin asagidaki lokal olmayan sinir

deger probleminin ¢6ziimii de bulunabilir.

_ou(tx)+za 6u(tx) h(t X)
X=(X,....X,) €Q, 0<t<T,

u(0,x) =n(x), xe Q,

j _
u(T,x) =2 a,u(4,,X)+&(x), xeQ.
k=1
Burada h(t,x) (te[0,T] xeQ), n(x), &(x) (xeQ) diizgiin fonksiyon olarak
verilmistir &, <0. Q, S smirli n -boyutlu Oklit uzayinda R" ( 0<x, <1, 1<k<n )

birim agik kiiptir Q=0QUS, 0< 2, <4, <...<4, <T.

Ornek 1.3. Lokal olmayan sinir deger probleminin ¢dziimii

_2u _ 2 — _2a~%
oo tu 267, 0<t<],0<x<

u(0,x)=0, u@,x)=u(Z,x)+2e™, 0<x <o (1.12)

u, (t,0)=-t*,u(t,0)=t* 0<t<1

¢Oziimii i¢in Laplace doniisiim yontemi kullanilir.

11



£ND xSV HvdsQ
doniistimii yapilir. Laplace doniisiim 6zelligi kullanilarak

—v, (t,s)+ (-5 v(t,s) = (1—s)t? __2

1+s
elde edilir. Bu denklem ¢oziildiigiinde
2
v(t,s)=c,e N £ e ety —1t
+5s

bulunur. (1.12) lokal olmayan sinir deger sartlari

v(0,5)=0,v(1,8)= v(% , s] L8

41+s

N—"

kullanilarak

2

v(t,s)= t

1+s

olarak hesaplanir. Bu denkleme ters Laplace doniisiimii uygulanarak, ¢oziim

u(t, x) = £1{v(t,s)}:£1{ t’ }:t%{i}:tzex

1+s 1+s
dir.

Ayni yol izlenerek ¢ok boyutlu eliptik denklemler igin asagidaki lokal olmayan sinir

deger probleminin ¢6zliimii de bulunabilir.

12



82u(t X)+20( au(t X) h(t X)
X=(X,....X,)eQ ,0<t<T,

u(0,x) =7(x), xeQ,

u(T,x) = iaku(lk,x)+§(x), X e Q+,
k=1

u(t, x) |, o=a(t), 252, = B(),

+

1<k<n, xeQ ,0<t<T.

.

Burada h(t,x) (te[0,T] xeQ ), n(x), &(x) (xeQ ) diizgin fonksiyon olarak

verilmistir &, <0.Q", S*siurl n -boyutlu Oklit uzaymda R" (0<x, <o, 1<k<n)

i

agik kiilmedir Q =Q"US",0< <A, <..<4,<T.

Ornek 1.4. Bu 6rnekte lokal olmayan eliptik problemin ¢dziimii igin

~d iy =f2-@-t2@xt -3l

(7[2

O<t<l —0o<X<® (1.13)

u(0,x) =™, u@x) =u@,x)—te™, —w<x<ow
Fourier doniisiim yontemi uygulanir.
v(t,s)=F{u(t, x)}

dontigimii yapilir.

(1.13) diferansiyel denkleminin iki tarafinin Fourier transformu alinirsa

vy (ts)+(s? +2v(t,s) = Ff-2 - - t?)(ax? —3)fe~" |

13



bulunur. Bu denklem ¢oziiliirse
Ve, sOFic,eV™ T [St,ef2 E’ﬁ@/lGF{e@‘z},

elde edilir. (1.13) diferansiyel denklemindeki lokal olmayan sinir deger sartlarina Fourier

doniigiimii yapihrsa
V(O, S) = F{E_XZ }, V(l, S) = V(l ' Sj _ % F{e—xz }

dir ve bu sartlar kullanilirsa

v(t,s)=(t-1)° F{e*XZ }

ulasilir. Son olarak, ters Fourier doniisiimii yapilirsa (1.13) probleminin sonucu
ut,x)=(t-1)e™

bulunur.

Ayni yol izlenerek

2y Yy o, 2% = h(t,x),

at? \r\:Zm r é’xl'l.“ax;“

0<t<T, X, reR" |rl=r+...+r

n?

+

X=(X,....X,)eQ ,0<t<T,

u(0,x) =n(x), xeR",

u(T,x) = iaku(ﬂk,x)+e§(x), xeR"

cok boyutlu eliptik denklemler i¢in asagidaki lokal olmayan sinir deger probleminin ¢oziimi
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de bulunabilir. Burada @, <0 ve h(t,x) (te[0,T] xeR"), n(x), &(x) (xeR") diizgiin
fonksiyon olarak verilmistir. 0< 4, <4, <...<4,; <T.

Degiskenlerine ayirma yontemi, Laplace donilisiim yontemi ve Fourier doniisiim
yontemi sabit katsayil1 lineer denklemlerin analitik ¢6ziimlerini bulmak i¢in kullanilabilir. t
veya X degiskenlerine bagl katsayilar iceren kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde
bu yontemler c¢alismaz. Bu tiir denklemleri ¢6zmek ic¢in uygulanan en kullanish
yontemlerden biri fark semas1 yontemidir.

Lineer diferansiyel denklemlerin aksine lineer olmayan diferansiyel denklemler i¢in
analitik ¢oziimili elde etmede kullanilan genel bir yontem yoktur. Fakat varyasyonlar
prensibi gibi yontemler lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir.
Doniistim yontemleri bazen lineer olmayan diferansiyel denklemlerin adi diferansiyel
denklemlere doniistiirme ya da adi diferansiyel denklem sistemine doniistiirme gorevini
yapar. Pertiirbasyon teknigi ve ayristirma metodu da bazi denklem gesitleri i¢in kullanilir;
fakat bu yoOntemler ¢ok fazla hesap yiikii olusturur. Lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir diger yontem Adomian ayrigtirmadir. Bu metot
hesap yiikiinii azaltmasindan ve yakinsak seri i¢inde ¢6ziimii saglamasindan dolayr ¢ok

etkilidir. Simdi kisaca bu yontem anlatilacaktir.

1.1. Adomian Ayristirma Yontemi

L ikinci mertebeden operator olmak tizere

seklinde tanimlanirken ters operator

ts
LAy @B U gygs,
dy?

00

olarak tanimlanir.

u, (X, t) —u, (x,t) +au(x,t) + F(u(x,t)) = h(xt)

15



denkleminin baslangi¢ sartlari

u(x,0)= f(x) u(x,0)=g(x)

dir. Bu denklemden

uf, tOEfQU=TgQU=1L 2 A, tAI=1 2 @, N, t O=au, t W

(1.14)
“A AT, W
yazilir.
u(x,t)= iun (x,1)
n=0
doniistimii yapilir. Burada
Uy (x,t) = F(x)+1tg(x)+ L*(h(x,t))

(1.15)

Uk+1(x't) = I-t_l(ukXX (X' t)_ Uy (X’ t))_ Lt_l(Ak)

dir. A, Adomian polinomu olarak adlandirilir. Adomian polinomunu hesaplamak i¢in

kullanilan genel algoritma

A, = (%j(;;n j FUM))!, (1.16)

d n
dA"

u(ﬂ') |/1:0: ntu,

dir. Bu formiil agilarak
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( Ab =F(Uo)
Ai :ulF’(UO)
< A, =U,F (Uy)+3ulF (uy) (L.17)

As = u3F'(u0)+u1u2F” (uo)+%u13|:m (uo)

LA =UF () (U2 +uu, )P (o) +FUluF (ug)+4uf ()

yazilir. Benzer sekilde diger polinomlar hesaplanir. (1.15) ve (1.16) formiillerinin

birlesiminden tim u,(x,t) hesaplanabilir. u, ve u, arasindaki giriltii terim yok
sayildiginda u, da geriye kalan terim tam ¢oziimii verir. Eger giiriiltii terim bulunamazsa
ya da giiriiltii terim ¢ikarildiginda u, tam ¢dziimii vermiyorsa iterasyona devam edilerek
diger u, lerbulunur. u, ve u, inbilesenlerinde zit isaretli ayn1 terimlere giiriiltii terim

denir. Zit isaretli ayn1 terimler sadece homojen olmayan diferansiyel denklemlerde ortaya
cikar (Wazwaz, 2009).
Ornek 1.5. Eliptik denklemler icin

—U, —U, +U=xt

XX

(1.18)
u(x,0)=0, u,(x,0) = x

probleminin ¢dzliimii i¢in Adomian ayristirma yontemi kullanilir.

(1.18) problemi operatér tanimiyla ve

®
U, tOFESY U, @, tO

nid

doniisiimiinden

17



bulunur. (1.15) formiiliinden

3
up Eixt ,

ukgﬁ,t()ﬂztfimkxxﬂ,tw@]_fiﬂk()k =0,

21 ELfimoxxﬁ,twﬁLfiﬂou

seklindedir. (1.17) Adomian polinomu kullanildiginda

A, Hixt Exé—g

xt3 —axt® ; Xt®
=u; HS- [5os, U =720

hesaplanir. u, ve u, arasindaki giiriiltii terim

u(t,x) =xt tam ¢éziimi verir.

1.2. Onceki Cahsmalar

Yari-lineer eliptik sinir deger problemleri

fu Bf@Qu & %,
u =0,

18
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seklindedir. Burada f, U nun tiirevini icermeyen lineer olmayan operatordiir.

Son yillarda lineer olmayan eliptik denklemler iizerine yapilan ¢alismalardan bazilar
sunlardir:

Keller (1975), lineer olmayan problemlerin ¢6ziimlerinin kararligi ve izolasyonu
arasindaki iliskiyi arastirmigtir. Lineer olmayan problem izole ¢6ziime ve kararli Lipschitz
stirekli dogrusallastirmaya sahipse, problemin kararli bir ¢dziime sahip oldugunu bulmustur.

Sapagovas (1984),

%ﬂilﬂ,u,pwzgkofi,u,p()ﬂfﬁ, #0a Hx Fb,

UQOH %, UDOH %,

adi lineer olmayan diferansiyel denklemi igin sinir problemini ¢alismistir. Burada

b
FoQwdx @Y

a

integral sartiyla p=3% dir.

Chabrowski (1992), yari-lineer eliptik denklemler i¢in lokal olmayan bir sinif problem
tizerinde birden fazla ¢éziimiin varligini ispatlamistir.

Pao (1995), ¢alismasinda lokal olmayan eliptik denklemlerin sayisal ¢6ziimleri blok
monoton iteratif yontemi ile aragtirmigtir.

Lui (1998), tarafindan yapilan ¢alismada monoton yontemle ¢6ziimii bulunan lineer
olmayan eliptik problemler i¢in Schwarz alternatif metodu ile yakinsakligi incelenmistir.
Schwarz alternatif metodu ile eliptik denklemlerin sinir deger problemleri ¢oziilmiistiir.

Moiseev (2001), yaptigi c¢alismada lokal olmayan sinir deger problemlerinin

¢Ozlimleri tizerinde ¢aligsmustir.

Ferrero ve Gazzola (2001), *"

sinirli bolgesinde yari lineer eliptik denklemde
teklik ve kritik bliylime {iizerine c¢alisarak varlik sonuglarina varyasyon yontemiyle

ulasmustir.

Bae (2002),
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Au+u® + f(x)=0

yari-lineer eliptik denkleminin pozitif ¢oziimlerin asimptotik davraniglarini incelemistir.
n

Burada n>3, A=YZ;  Laplace operatrii, p>1 olmak iizere * "MON da siirekli
i=1

fonksiyondur.

Bayrak (2003), doktora ¢alismasinda lineer olmayan eliptik denklem i¢in

_&(kQVUF)gX—“l)—a%(kqvur)%): F(Xl’ Xz)
(xl, Xz)e Q

U(X1’X2)=07 (X, %) eI}

2
k(|VU| )Z_ﬁ = (X, X;), (X, %) €T,
karisik sinir deger problemini inceleyerek, zayif ¢6ziimiin varligi ve tekligini arastirmistir.
Sonlu farklar yontemi ve sonlu elemanlar yontemi ile fark semalar1 olusturularak, bu iki
metot lineer olmayan eliptik denklemin sayisal ¢6ziimii igin uygulanmistir. Cikan sonuglar
karsilastirildiginda sonlu elemanlar yonteminin, sonlu farklar yontemine gore yaklasim

hatasinin daha kiigiik oldugu bulunmustur.
Zhou ve Hu (2004),

Ju =1, uOE0 , u B 1%,
u =0,

yari-lineer eliptik denklemi tizerine ¢alismistir. Burada Y "2 simirh digbiikey ¢okgen

alamdir. W2 de hata kestirimleri verilmistir ve L° diizeyli dogrusallastirma metodu
normudur.
Li ve Guo (2005), Q\{0} da Au=f(u) vyan lineer eliptik denkleminde tek

pozitif kopma ¢cozimiiniin varhigin calismustir. ll‘irrgu(x) =0 iken
Q=B, ={xeR",|x|<R}n>3) vyuvarlaktir ve f eC*(R*\{0}) lineer olmayan
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fonksiyon su sart1 saglar: q>1, A>0 olmak tizere (q—1)F(u)<uf(u), O<u<A ve
F(A)>0, F(u)=]f(s)ds dir.

Wang (2007)

A(k(X)Au) = f(x,u,Au), xe Q

B[u] = g, (x), BIKAU] = g, (X), X< 0Q

dordiincii mertebeden yari-lineer sinir deger problemi iizerine ¢alismigtir. Burada A,
Laplace operatorii ve B, B[w]=w olarak verilen lineer sinir operatorii ya da 0Q2 da
Bw]=2+ B()w, B(x) =0 ve g e C(6Q)dir. Bu ¢calismada bazi kosullar formiile edilerek

yakinsakligin geometrik orani garanti edilmistir. Arastirmadaki ana fikir ve teknik diger
sinir deger problemlerine uygulanabilir.

Korkmaz (2008), tez ¢alismasinda

Lu +g(x,u)=h(x) XeQ

(24 a(x')u)m =p(x') X eoQ

yari dogrusal eliptik denklem igin {igiincti sinif sinir deger probleminin ¢dziimiiniin varlig
ve tekligi lizerine calismistir. Bu problemin model durumunda ¢6ziimiin tek olmasi igin
gerekli kosullar tespit edilerek, ¢oziimiin tekligi ispatlanmistir.

Bu calismalardan yola ¢ikarak, yari lineer eliptik tipteki kismi tiirevli diferansiyel

denklemli Bitsadze Samarskii (1969) lokal olmayan

-0 L Ay(t) = f (), 0<t <1

u@=e¢ (1.19)

J J
u@) =Y aud)+y, 0< A <..<4, <1 ) |a; k1
j=1 i=1

21



sinir deger problemi incelenmistir. Tezin amaci, (1.19) yari-lineer eliptik denklemler igin
sinir deger problemlerinin ¢oziimiiniin varliginin ve tekliginin arastirilmasi, problemin
yaklasik ¢Oziimleri i¢in ¢6ziim metotlar1 elde etmektir.

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Simdi kisaca bu boliimlerde yapilanlar
anlatilacaktir.

Birinci béliim giristir. Bu bolimde problemle ilgili yapilan ¢alismalar agikland:.
Tezin amaci ve bu tezde yapilacaklar verildi. Eliptik denklemler igin analitik yontemlerle
lineer 6rnekler ve lineer olmayan 6rnek Adomian ayristirma yontemiyle ¢ozildii.

fkinci béliim iki alt boliim icerir. Birinci kisimda Bitsadze-Samarskii tipinde lokal
olmayan yari-lineer eliptik denklemin ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi Hilbert uzayinda
incelendi. Sabit nokta teoremi kullanilarak ispatlandi. ikinci kistmda birinci mertebeden
dogruluk fark semasi kuruldu. Bu kisim fark semasinin ¢6ziimii i¢in yakinsaklik teoremini
ve ispatin1 kapsar.

Uciincii boliim sayisal analizi igerir. Calisilan problemin lineer eliptik denklemler ve
yar1 lineer eliptik denklemlerin yaklasik ¢oziimleri i¢in birinci mertebeden dogruluk fark
semasinin sayisal uygulamalart ele alindi. Bu fark semasi modifiye edilmis Gauss
eliminasyon metodu ve iterasyon metodu kullanilarak matrislerden olusan bir sisteme
doniistiiriildii. Bu sistemin ¢oziimi paket program kullanilarak yapildi. Grafikleri ve hata
analizlerini igeren tablolar verildi.

Dérdiincii boliim sonug boliimiidiir. Bulunan sonuglar burada 6zetlenmistir.
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BOLUM 2
YARI LINEER ELIiPTiK DENKLEM ICiN BITSADZE-SAMARSKII TIPINDE
LOKAL OLMAYAN SINIR DEGER PROBLEMI

2.1. Problemin Coziimiiniin Varhgi ve Tekligi

Bu béliimde, yari-lineer eliptik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii tipi

— 20 1 Au(t) = F(tu(t), 0<t<l
u(© = 9. @D

J J
U =X au(4))+¥, 0< 4 <4, <.. <4, <L, ) |a; k1
j-1 =1

i

lokal olmayan sinir deger problemi H Hilbert uzayinda, kendisine eslenik pozitif

tanimlanmis A >6 | (5 >0, > O) operatori ve

J
@ |G| <1 2.2)

jE

varsayimi ile ele alinir. Burada B= A dir.

Asagidaki sartlar saglaniyorsa u(t) fonksiyonu (2.1) probleminin ¢dziimiidiir.

i) u(t),[0,1] araliginda ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir. [0,1] araligmm
baslangi¢ ve bitim noktalarinda tiirevler, uygun tek yonlii tiirev olarak anlasilir.

i) u(t), tim te[0,1] igin D(A)’ ya aittir ve Au(t) fonksiyonu [0,1] araliginda
stireklidir.

iii) u(t), denklemi ve (2.1) probleminin lokal olmayan sinir deger sartlarim saglar.
(2.1) probleminin ¢oziimii C([0,1H) uzayinda [0,1] araliginda ¢(t) tim siirekli

fonksiyonlarin normu

|2l 0.0y = T,

0<t<1

seklinde tanimlanacaktir.

Asagida ilerleyen kisimlarda gerekli olacak bazi lemmalar verildi.
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Lemma 2.1.

J
| _o28 —205-(87(1%")8 _e—(1+ﬂj)B)
j
=1

operatoriniin

A

J
P | et QRIE B Q)
jE

ters operatorii vardir. Asagidaki kestirim saglanir.
IPllHen <-MG2O

Ispat. B operatoriiniin spektral temsilini kullanarak

®
P N — 1 dE »
21 G 227 @AY o AHPY

jE

elde edilir. Sonra iicgen esitsizligini kullanarak

J
H(I _ Zlaj (1— e—ZB)—l(e*(lf/lj)B _ e—(l+lj)B))71
j=

H—-H
<su L
S ’UZ(E) 3 (e—(l—/‘fj)‘u _e—(l+/1j)ﬂ)|
1_ Z al —2u
=1 (L-e™) ‘
bulunur.

|(€_(H")” —e_(1+ij)ﬂ)| <o A (1—e_2ﬂ'j”)
| a-e?) | (1-e2)

24
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oldugundan

1 &sup — L+

sup p
¢ J A RO o RO . J
" @I TG e L g
g 2+
a Q =<0 ja
dir. Boylece
] A
H | ) QRQHB 0B 2B <>—J1 HK
jd wew 128 (G
ja

elde edilir. (2.3) kestirimi saglanmistir. Lemma 2.1. ispatlanmistir.

Lemma 2.2.

2By 1
(=67 o 5 24)
B exp(—tB)”H LSt 0<axl (2.5)

esitsizlikleri gegerlidir (Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004).

Teorem 2.1. Kabul edelim ki f e C([0,1],H) ve L 13 <1

2(1— ji_l\aj\)(l—e”)(\/g)

kabulu altinda tim te[0,1J,u,veH i¢in L >0 wvardir ve Lipschitz sartini

[F®uOADVY, <L &v|n (2.6)

saglar. Bu taktirde, (2.1) Bitsadze-Samarskii tipi lokal olmayan yari-lineer eliptik
denklemler i¢in sinir deger problemi C([0,1], H) uzayinda tek ¢6ziime sahiptir.

Ispat. Bu teoremin ispati sabit nokta teoremine dayanir. Bu yiizden (2.1) problemi
esdeger integral u(t): Fu(t) esitligini yazmamiz gerekir. F operatori C([0,1], H)

uzayinda
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Fu (t) _ (1_ o28 )—1 {(e—tB _e (218 )(/) + (e—(l—t)B _ B )u(l)

_(p—(@t)B _ A-(1+1)B -1 i -(1-s)B _ 5-(1+s)B
(e e )(2 B) I(e e ) f(s,u(s))ds
0

1
+(2B)* [[e 9% —e %) f(s,u(s))ds,0 < t <1
0

seklinde tanimlanir. Burada,

J

a1
u1)= (I —e?*-Ya, (e‘(H")B _g Wh)B )j

j=1

x [i (Zj{(e_ﬂJB _ e‘(z‘lj)B )¢ _ (e—(l—lj)B _ e—(l+/1J)B )
j=1

X% B~ Jl'(e‘(l—S)B —e_(l+s)8)f(S,U(S))dS+(| _e—ZB )% B—l)

0

x (? g il (s,u(s))ds + } e tlB ¢ (s,u(s))ds - }e‘u" )8 g (s, u(s))ds]}

0 ]

+(1-e?)w]
dir. Fu(t), C([0,1 H) uzaym: C([0,1 H) uzaymm igine

Fu(t) = (I _e—ZB)—l{(e—tB g 0By 4 (p700B _g-i0B)
3 K}
| 1—e 5 g (e WHIE _ ot
( le ) )
)
-1
1
><%B—l J‘(ef(l—s)B _e—(1+s)B) f (S,U(S))dS}
0
+(1-e%)1B%)

N [} e £ (s u(s))ds+ [ e P F (s u(s))ds - [e T £ s, u(s))dsﬂ

0 2 0

1
(e e ) LB (e 9 e ) (5 u(s))d)
0

+1 Blﬁe“”B f(s,u(s))ds+ }e’(“’s f(s,u(s))ds— }e"”s)B f(s, u(s))dsj

0 t 0

dontistiriir. F "in C([0,1], H) 'de kisalma esleyen operator oldugunu ispatlayabiliriz.
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Fu@OQ=Fv @O B =e 28 (5 @248 018 ()

A
J
<<I 2B GAOHE o THSB 0>

jE

J

4(@ QRO p-0-TB

i
1

4% FHQ@-=E o -056 3-1{Q uQU=FA, v QUS

0
[=qQ=24B o 2IB ()

A
J
<<I e 2B GA-TB o 0HB 0)

jE

%
4%<>I<emﬁwdsmdf@, UQU=FA, v AU

0
1

[P Q=H B (5B {Q, uURUIFQ, VAW

7

1
5 e “MEB s BL{Q, uQUI=FO, v@(ll))

0
=) =28 (5 @ 4B 0B )

1

4% M@ Q5B 0056 (s BQ, UAUFQ, v AU

0

t
E% ( Mo <058 (s (B {@, AU, v AU

0
1

=948 [(sBL{Q, uRUIFQ, v AU

t

1
5 e V28 (B {Q, uURUIFA, v@(ll))

0

her te[0,T] igin bulunur. Burada,
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Jl — (I _e—ZB)—l(e—(l—t)B _e—(1+I)B)
-1
x(l _ ZOK (e (1-2;)B _e(lmj)a)j
J
X(Z a, (e—(1+z B -(1 11-)3)
j=1
1 1-s)B 1+s)B 1
x 18 —e BB (f (s,u(s)) - f(s,v(s))ds),
0
‘]2 — (e—(l—t)B _ e—(l+t)B)
J -1
x(l _g%B _ Sa. (e—(l—/lj)B _e—(1+/1j)B)j
. j
j=1

“ %(E e “%ds(B(f (s,u(s)) - f(s,v(9))))

+ } e B ds(BL(f (s,u(s)) - f (s,V(s))))

4

- ie‘“J*S’Bds(Bl(f (s,u(s)) - f (s,v(s))»],

J3 — (I _e—ZB)—l(e—(l—t)B _e—(1+t)B)

%i 08— B9R)ds(B(F (s,u(s)) - F(s,v(9))))

J, = %Ue‘(t‘S)Bds(B‘l(f(s,u(s))— f(s,v(s))))
+ }e"s’t)Bds(B’l(f (s,u(s)) - f(s,v(s))))

- ie_(HS)BdS(B_l( f(s,u(s)) - f (s,v(s)))))
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dir. J;, J,, J; ve J, {inayr ayn kestirimleri hesaplanur.
(2.3), (2.4) ve (2.5) kestirimleri kullanilarak ve (2.2) kabuliinden

], <o —e2)?,  Je s —eeom)

H->H ||P||H—)H

H—-H
o S TN 5
xfi-2e®-e?®|  [B(f(s.u(s)- f(s.v(s)] ).

34, <[ —e2*)7)

J
y Z‘Olj ‘H(ef(lfzj)s (1- efzsz)
j=t

H—->H H(e_(l_I)B (1_ e_ZtB )HH—>H ||P||H—>H

B
HoH 2 HoH

x| 2e® —e*ZBHHHH [B(f(s,u(s) - f(s.v(s))]

8L
< Ju—vi

(1- ji_l‘aj‘)(l—e_wg)(\/g)

c([0,1],H)

ve

92l <[e e a=ee] 1Pl

1— efljB

\B‘l(f (s,u(s)) - f (S1V(3)))HH

H*)H‘

<481
H->H

B et B v feve,
T e N A
< * "u _V”C([O,l],H)’

_— J
2‘/5(1_2‘0‘1 ‘)
i1

her te[O,l] elde edilir. J; ve J, iin kestirimlerini hesaplamalarinda (2.4) ve (2.5)

kestirimlerinden faydalanilarak
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)< e —e )7

He—(l—t)B (1 . e—ZtB )H

H—H H—H

1,_ _ -
B l-2e® e,

xHB*l(f (s,u(s))—f (S’V(S)))HH

L
< (1—872‘/3 )(\/g)”u _V”C([O,l],H)’
ve
Pl <3 (-e], B, B (s usn =T v,

+¢P—e_a4mHH%HHB4”H%HHB4(f(SJKS»——f(SAKS»»L

+leta-e®) 87 . [B(fGuE)-fEvE)),)

H—-H H—-H

< lu=vlegoa

her te[0,1] igin bulunur,
Buldugumuz sonuglar birlestirerek

IFuct) - Fv(t)|| <a,lu- v||

c([0,1],H) c([0.1]H)

ulagilir. Burada o, =L 13 dir. Sabit nokta teoreminden; F

y 2(1-%\05]0(142”)(\/3)

(2.1) probleminin tek bir ¢6zlimii olan tek bir sabit noktay1 saglar.

2.2. Birinci Mertebeden Dogruluk Fark Semasi ve Yakinsakhgi
(2.1) lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin yaklasik ¢dziimii i¢in

birinci mertebeden dogruluk fark semasi

30



-

— 77 (Upy — 2U, + Uy ) + Auy = T (5, U, )

t, =kz,1<k<N-1, Nz=1L u,=¢ 2.7)

J
\UN = J_Zzllcxju[%jJ + ¥

dir.

N-1

Bu tezde, F([O,l]r, H), Q= {gok }1 Hilbert uzayinda degerleriyle ag (mesh)

fonksiyonlarinin olusturdugu lineer uzayidir.

T

®»

c(o.1],.H) - Krpsellv)g1||¢k ” H

N-1
1

normlu bitin ¢’ = {(ok} ag (mesh) fonksiyonlarinin uzaylar1 da C([O,l]r, H)

Banach uzaylaridir. Ispatlarda gerekecek bazi lemmalar asagida verilmistir.

Lemma 2.3.
IR, ., <M@)+5.7)" ke[BRY]| <M (6), k=1 5>0, (5g
" (re)”
HBﬁ(Rk r Ran%H < M(5) ke 1<k<k+r<N,0<a, B<1, (2.9)
ja=r*M)F < M) (2.10)
(Ashyralyev ve Sobolevskii, 2004).
Lemma 2.4.
I _iaj (' — RN )_l(RN_[ij] — RN+FI]J
j=1
operatorinin

T, = {l —éai (1-R™ )‘{RNM - RN{A’J]HI

tersi vardir ve

1
J

L . 5[1—2‘“1‘) <uu> (2.11)
J:

kestirimi saglanir.
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Ispat.
z @ﬂzRZN(fi{(RNE[%] gRNEE_??]>}

olsun. B nin spektral temsili ve Cauchy esitsizligi kullanilarak

(1-r2M)? RV R0
(e==r o)

(1-Rr> T{RND} - RN{ﬂju

1 N
I—[I +T§(TA+\/4A+T2A2) J

IA

IA

x[(l + z‘%(TA+ m)j—m—[ﬂ)

el D,

- |+r1(rA+\/m>_ 1)
( L j(NH

=ik

< sup

51/2§/.l<oo

x£[1+%(r,u + m)j—m_[ﬂ)

[1—[1+%(w + \/m)jm j

July

_[1+%(Tﬂ+m)j(m[ﬂ)J
<{| +T%{75§+mﬂm[ﬂ)
({1 ]

_(u H%(TWWD JZ[?} (u,u)

. i
<{I+r%{r52+ 452+725JJ (u,u) <(u,u)
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bulunur. Uggen esitsizligi kullanilmasiyla

X =z, u <X U <&, uK

J
X U<k |GEu<

jE

H 1459 |mu<

je

oldugunu gosterir. Boylece Lemma 2.4. iin ispat1 tamamlanir.

Asagidaki teorem normu
D'dtkm,l%oﬂmx 9,
1K<

olan  C([0,1] ,H) grid fonksiyon uzayinda (2.7) fark semasmin  u’ ={u,
¢Oziimiiniin tekligiyle ilgilidir.

Teorem 2.2. Kabul edelim ki f, C([O,l]r, H) uzayinda (2.6) Lipschitz sartini
saglasin. (2.7) fark semasinin C([O,l]r, H) wuzaymda tek ¢oziimii vardir.

Ispat. Bu teoremin ispati C([O,l]r, H)uzayinda F operatorii kullanilarak Teorem 2.1

e dayanir. F operatdrii
Fu, = (1 -R™) H{R* =R™“)p+ (R =R"*)u,

_(RN—k _ RN+k)S NZ_:lB_l(RN_l_i _ RN—l+i) .I: (t U-)T}

irHi
i=1

N-1 _ _
+S Y (RM R B2 (t,u,)7, k=01,...,N -1

i=1

dir. Burada
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S=(21+B)",B= %(TA+\/4A+72A2)R =(1+8)"

ve
U, :T{iaj(l - Rz“)‘l{(Rm - RZN_[?]}/J
{RNM - RN+[?}JS§(RN1i RN £ (ti,ui)f}
+S Nzl(R [irj}i‘il — R[irj}riil) f(t,u)r+ lP:|

dir. Burada

T, = {I —gaj (1R )1{RN_[“:} ) RN+MH1

seklinde tanimlanir. (2.6) Lipschitz sart1 ve (2.8), (2.10) kestirimleri kullanilarak

”Fuk - I:vk”H < H(I -R™ )_1HH~>H mRN_k (- RZK)HH»H ”uN ~Vi ”H

N-1 ) .
+HRN—k(I _ RZK)HH%H ”S”H%H ;HRN—H(' _ RZI)HH%H
XTHB_l(f (ti’ui)_ f(ti 'Vi))HH +||S||H—>H

IR R, A6 - fe),

H->H

+[8],,_., _NZlHR‘-k-l(l -R™)|.,, 7[BH(ftu)- f(ti,vi))HH}

e

1-3 Jaj]
=

H
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bulunur. Burada

4LM (o6
Juy v, < 2Oy
1- z\a\

dir. Bu (2.8), (2.10), (2.11) kestirimleri (2.6) Lipschitz sartindan ve (2.2) sartindan

H[I _RZ[?}]

x[8] ;HR”‘H(I R B u) - f ),
sl

8 2 R B ) - Ftv)),

=1 HoH

H—>H

Ju = v, <IT, ||H9H(z\a =R

H—H

+[8] Z R B tu) = f v,

A
i:[—'} H-H
T

LN

sl SR - tom,
= H—H
< ALME) u
gl

bulunur. Béylece Teorem 2.2. nin ispati tamamlanir.

Teorem 2.3. Kabul edelim ki (2.7) deki fark semasmin ¢oziimii t da u, ve uft,) ,

(2.1) probleminin tam ¢dziimii olsun. Eger u’(t) siirekli fonksiyon ve f (2.6) Lipschitz

sartin1 saglarsa yakinsaklik kestirimi

(i 2sud ), < 947 (2.12)

M, T dan bagimsiz oldugunda saglanir.

Ispat. (2.1) problemini (2.7) birinci mertebeden fark semasina yerlestirerek
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t2(2,,,-22, +7,,)+ Az, = A, 1<k<N-1

=R (2.13)

Zy :iaiz[ﬁ}"'AN =y

1l
LN

elde edilir. Burada z, = u(tk )—uk (2.13) fark semasinin yakinsaklik hatasini gosterir. A,

formila

dt? 7?

A = f(t,u)- f(tk,u(tk))+£d2u(tk)— u(tk+1)_2u(tk)+u(tk—l)}

A, —u(t, )-u, =Z“[“ﬂﬂ uDJ

—u(t)- Za (u[[ﬁ T]—u(t )|+ Saulz,)

-t [1]e|

seklinde tanimlanir.

(2.13) birinci mertebeden fark semasinin ¢6ziimii

Z, = —(I _R2N )—1[(Rk _ RN )Zo (RN—k _ RN+ )ZN +<RN—k _RN+k)

x(1+B)(21 +B) ’1Z(RN' R™)A }L('”B)(ZIHB)_l (2.14)

( _1ZRK'AIT+ZRIKAIT ZRKHAITJ1<|(<N -1

i=k+1

dir. z, =0 oldugunda
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Zn @{ngmGiKRNZ{%] m”ﬁ%UzN

je

E‘(RNE{%] /z;RN[%Dﬂ(m Bt

N
|2 &) @A gRNEﬂuiJzJ Bt
1= §

4]

8- @R[W]ﬁAi@; Riz{_??]AioQ R[%]EAWQ Ay

i iq%]gﬂ i

vardir. Sonra

Zn H{I @ﬂzsRZNtfi(RNﬂ{g?] ZRNE%])}d

jE

«[é; ol st (1) 4] Jorgum o
ji

N
B84 ) @A szNE(Ai% B = E
id

2] v o wa
&4 @ rlPla g @ R17)apm Rl

i iq%]@ i

PES

]EinoQ Ay

dir.1<k <N -1 igin, liggen esitsizligi ve (2.6) Lipschitz sart1 kullanilarak

0, <30, u, O=A0,, ud D,

E( dzufmugum@u&um@mdu
dt? P
L1 2ud, &), (=92

H

Aol =0, A, < piz
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elde edilir. (214) denklemi kullanilarak ve [R],, , <1 ve [(1-R™)"

esitsizlikleri kullanilarak

N-1 N-1 N-1
2]l < Mz AL <My 3 afu —ult )], +M, D pr?
i=1 i=1 i=1

N-1
<My Y u —u(tj}‘H +M,7?
j=1

elde edilir.

5

) 2(1—2\05]\]\/3(14-25)

|\/Il

ve 1-M,d <1

oldugundan

o@,0, +M° P

dir. Sinir sart1 incelenirse

J
UQOES QU V=K

jE

UN@J[ ]E@

1
)
]a

ZN@

ja - L

oldugundan
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J
Z, :Zajz[ﬁ} +y
j=1 :
bulunur. Kestirimi alinirsa

2]l < u@-uy],

< le‘aj‘ u(/lj )—u[ﬂ

H

1]

H

J
< Zl:‘aj‘ Z[ﬂ]

H

elde edilir. Burada

e-golord[2})

dir. Boylece (2.13) birinci mertebeden dogruluk fark semasinin ¢oziimii igin (2.12)

yakinsaklik kestirimi saglanir. Ispat tamamlanmis olur.
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BOLUM 3
SAYISAL SONUCLAR

Lineer eliptik denklemler i¢in Bitsadze-Samarskii tipi lokal olmayan sinir deger

problemi olarak

_du(t,x)  d%u(tx)

- Sao U= e ' cosX,

O<t<l O<x<m,
u(0,x) =cosx+1, (3.2)

u@ x)=u@,x)+ (™ —e?)(cosx+1), 0< x <7,

u,(t,0)=u(t,7)=0,0<t<1
ele alalim. Bu problemin tam ¢oziimii
u(t,x) =e™* (cosx +1)

dir.

Bu béliimde; (3.1) lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin yaklasik
¢6zUiimii i¢in birinci mertebeden dogruluk fark semasi kullanilir. n ye bagli matris katsayili
ikinci mertebeden fark denklemleri olusur. Bu fark denklemlerini ¢6zmek i¢in modifiye

edilmis Gauss eliminasyon metodu uygulanir.

3.1. Lineer Eliptik Denklemler icin Birinci Mertebeden Dogruluk Fark
Semasinin Sayisal Sonuclari
[k olarak (3.1) lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger probleminin yaklasik

¢Ozumil 1¢1n,

[0,1] x[0, 7], = {(t,, x,): t, =kz, 1<k <N -1, Nz =1,
x, =nh,1<n<M -1, Mh = 7}
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seklinde tanimlanan 7 ve h kiigiik parametrelerine bagh grid noktalar ailesi [O,l]T X
[0,z], kiimesidir.

Yaklasim formiili

ve (2.7) fark semasindan faydalanilarak, (3.1) lokal olmayan Bitsadze-Samarskii sinir deger

probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in birinci mertebeden dogruluk fark semasi

uktuk ekt gk —2uk4u

k
. - h2 n71+urI: = f(tk’xn)l

2

1<k<N-1,1<n<M -1

ul=p(x.),0<n<M,

u) = Un% + [el —e‘ékcosxn +1),0<n< M, (3.2)

us =u, uy =0, 0<k <N,

f(t.,x,)=e"cosx,,

@o(x,) =cosx, +1

dir. Burada (N +1)x(M +1) lineer denklem sistemi olusur. Bu denklem sistemi
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(=g + (5 + 5+ DUy + (= )Upy + (- 2)Uy ™ + (=B = F (G, x,),
1<k<N-11<n<M-1

u’=p(x,),0<n<M,

N . (3.3)
ud =uz +(e*—-e2)(cosx, +1),0<n< M,
us =uf, uy =0, 0<k <N,
o(x,) =cosx, +1
olup matris formunda
AU ,+BU, +CU,_, (3.4)

I
cC o
S
[
IA
5
IA
<
|
H

U,

olarak yazilir. Burada,

cosx, +1, k=0

pf =1 ft,x,), 1<k<N-1

(e™ —e’%)(cosxn +1), k=N

K u;
? ug
o, = - , U= - ,$=n-1nn+1,
o ug™
L (,0:‘ J(N+1pa L USN J(N+1)x1

42



0 00O

0
0
0
0

0 00O
0 a 0O

0 0 a0

0 00O

0 00O

0 00O

0 0 0 a

a 0 0@o0
0 a 0@®O

0 0 ao

0
0
0
0

0 00O
0 00O
0 00O
0 00O

000 0_(N+1)><(N+1)

0 00O

0
0
0
0

1 000
c b c O

0 00O

0 00O
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0 00O

0 0ch

0 b c 00
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0

0
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0 00O

0 00O

0 c b c

0 00O
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0 00O

0 00O
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0
0
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0100
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0 00O
0 00O

000 1_(N+l)x(N+l)

A dir. A ,B,C ve D matrislerindeki elemanlar

ve C

olarak tanimlanur.

Boylece n ye bagli matris katsayili ikinci mertebeden fark denklemine ulasilir. Bu fark
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denklemini ¢6zmek i¢in modifiye edilmis Gauss eliminasyon metodu uygulanir.

Un a@quungj ﬂ,n HM @/.L,...,Z,l (3.5)

seklinde bir ¢dziim aranmir. Burada «, (nzl,..., M) (N +1)><(N +1) kare matris ve g,

(n=1..M) (N+1)x (1) siitun matristir. (3.4) ve (3.5) formiilleri kullanilarak

a,, =—(B+Ca,) A n=12..M-1

Bry=(B+Ca,) (Dp, -CB,), n=12..,M -1 (36)

elde edilir. U, =U, sinir deger sartindan

1 0 O
1 0 0

o, =

0 0 10

_O 0 - 1_(N+1)><(N+l)
ve

o

0
131:

0

_O_(N+l)><1

yazilir. (3.6) formiiliinii kullanarak tim ¢,, ve f .,  ler hesaplanir. Sonra, (3.5)

formiilliive uf, =0 sartiile M -1<n<1 arahfindatim U, ler bulunur.
(3.1) Bitsadze-Samarskii tipi lokal olmayan sinir deger probleminin ¢6ziimii igin paket

program kullanilir.  u(t,,x,) tam ¢dziim ve u¥, fark semasindaki (t,,x,) deki

k1 n n?

yaklasik sayisal ¢oziimdir. M ve N nin farkli degerleri i¢in tam ¢6ziim ve yaklasik
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¢oziim farkindan olusan hata

N =

M.
EN Emax | @ ué,x,Q=uk|2h
1<K<NA a
n

formiiliiyle hesaplanir. Sonuglar Cizelge 3.1. de gosterilmistir.

Cizelge 3.1. Lineer eliptik denklemler i¢in birinci mertebeden fark semasinin hatasi

EN
N=M=40 0,0065
N=M=80 0,0030

Sekil 3.1. tam ¢6ziimii, Sekil 3.2. birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik

¢Ozlim grafigini gosterir.
Tam cozum

Sekil 3.1. (3.1) probleminin tam ¢dziim grafigi
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Birinci Mertebeden Fark Semasi

Sekil 3.2. (3.1) probleminin birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim

grafigi

3.2. Yan-Lineer Eliptik Denklemler i¢in Birinci Mertebeden Dogruluk Fark

Semasinin Sayisal Sonuclari

d’u(t, dAu(t,
-8 - 280 pu = f (XUt X)),

f(t,x,u(t,x)) =€~ cosx +Lsin(z(u(t, x))) — L sin(z (e~ (cosx +1))),
O<t<l O<x<m,
(3.7)

u(0,x) =cosx+1,

u@x)=u,x)+ ™ —e 1) (cosx +1), 0< x < 7,

u,(t,0)=u(t,7)=0,0<t<1.

Bu kisimda, (2.7) birinci mertebeden fark semasi kullanilarak (3.7) lokal olmayan

Bitsadze-Samarskii tipi sinir deger probleminin sayisal sonuglari incelenecektir. Bu
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problemin tam ¢ézimii
u(t,x) =e* (cos(x)+1)

: . 1
dir.  f(t,x,u(t,x)) fonksiyonu L:E i¢in Lipschitz sartini saglar.

Lokal olmayan (3.7) Bitsadze-Samarskii tipi sinir deger probleminin yaklagik ¢oziimii

i¢in (2.3) dogruluk fark semasi kullanilarak

k+1, m k,m k-1, m k,m k,m k,m
up M =2uy Ui Upig —2Up 7 +Up "y k,m _ k,m-1
- % - % +u, " = (XU ")

f(t,, X, u™™") = e cosx, +&sin(z(u(t, x))) — & sin(z(e ™ (cosx, +1))),

urm =p(x,),1<n<M -1, m=1..,

N, m m

u =u

n

Sz

+(* - e’%)(cosxn +1)
(3.8)

1<n<M -1 m=1..,

u® =1 ulm=u " usm=0,0<k<N-11<n<M -1 m=1,..,

o(x,) = (cosx, +1)

birinci mertebeden dogruluk fark semasi elde edilir. (3.8) fark semast (N +1)x(M +1)

denklem sistemine sahiptir. Bu denklem sistemi

AU

n+1

+BUM+CU™, =D oM 1<n<M -1

U(;T] =Ulm,U3 :O (39)

matris formunda yazilir. Burada
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0 00O

[I](N+1)X(N+1) dir. A ve B matrisleri i¢in

A ve D=

C=

dir.

cosx, +1, k=0

1

)1<k<N

k,m-1
n

f(tk,xn,u

=N

1

(e —e ?)(cosx, +1), k

k,m _
n =
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ur= . .S=n-1nn+1

L Ys N+

dir.
(3.9) matrisini ¢ozmek i¢in modifiye edilmis Gauss eliminasyon ve iterasyon metodu

uygulanir.
ur @g@,Un, E@,,n BM «1,...,2,1 (3.10)

seklinde bir ¢oziim aranir. Burada «,' (n=1,..,M) (N+1)x(N+1) kare matris ve S,
(n=1,...M) (N +1)x1 siitun matristir. (3.9) ve (3.10) formiilleri kullanilarak

~(B, +C,a™™*A,,n=12...,M-1

n+1

(3.11)
By = (B, +Coal) (Dl ~Co ), =12, M -1

elde edilir. U =U" sinir deger sartindan o = I ](N+1)X(N+1), Bl = [0](N+l)x1 seklindedir.
(3.11) formiilii kullamlarak tim ¢, ve A&, hesaplanir. (3.10) ve uS™ = 0 sartlari
kullanilarak n=M-1,...,2,1 i¢in U ler hesaplanir.
(3.7) probleminin yaklasik ¢6ziimii paket programi kullanilarak bulunur. Iterasyonlar
arasindaki farkin 107 den kiiciik olmas1 beklenir.
u“™ ., m. iterasyon adimindaki (t., x, ) de fark semalarmin yaklagik sayisal

¢Oziimiinili vermek tizere; ardisik iterasyonlar arasindaki hata

1

2 2
k,m k,m-1
n —Up ‘ h

0<k<N

HY (mm-1) = max(i

ile hesaplanr.
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ut,, x,) (t,, X,) de tam ¢dziim ile m. iterasyondaki fark semalarinin yaklasik

sayisal ¢oziimleri arasindaki hata

1

M 2
Ey (M) = max(Zur'j"“ —u(t,, x,) zhj
n=1

0<k<N

formiilii kullanilarak hesaplanir.
Birinci mertebeden dogruluk fark semasi i¢in, doérdiincii ve besinci iterasyondaki hata

kiyaslamalar: Cizelge 3.2. de gosterilmistir.

Cizelge 3.2. Yari-lineer eliptik denklemler igin birinci mertebeden dogruluk fark semast igin

hatalar

H (4) EM@¢ HY (5) EM@¢
N EM =40 2,782x107 0,0045 7,041x10°° 0,0045
N @M HE80 1,382x107 0,0021 3507x10 0,0021

Sekil 3.3. tam ¢6ziimii, Sekil 3.4. birinci mertebeden dogruluk fark semasinin

yaklasik ¢6ziimiinii gostermektedir.

Tam Cdzim

Sekil 3.3. (3.7) probleminin tam ¢dziim grafigi
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Birinci mertebeden fark semasi

N

S
R e, e
AT A Y
ST
(S

Sekil 3.4. (3.7) probleminin birinci mertebeden dogruluk fark semasinin yaklasik ¢6ziim

grafigi

H\ birinci mertebeden dogruluk fark semasindaki yaklasik ¢oziimler igin ardisik

iterasyonlar arasindaki hatay1 EN  tam ¢ozlim ve birinci mertebeden dogruluk fark semasi
icin yaklasik ¢Oziimii arasindaki hatayr gostermek tizere farkli L  degerleri icin hata
analizi Cizelge 3.3. te verilir.L degeri 1 e ve 0 a yaklastik¢a hata oranmi yiikselir. En
kiiciik hata L =0,5 i¢in elde edilir.

Cizelge 3.3. Yari-lineer eliptik denklemler igin birinci mertebeden dogruluk fark semasi

hatalarinin karsilastiriimasi

L N=M Birinci Mertebeden H} (5) ve EJ\ (5)
0,9 40-40 7,583x10°° 0,0052
80-80 3,765%10°° 0,0026
0,5 40-40 5,792x10° 0,0044
80-80 2,875x10° 0,0020
0,01 40-40 6,584 %107 0,0046
80-80 3,272x107% 0,0021
0,001 40-40 6,600x107 0,0046
80-80 3,200x107 0,0021
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu tezde; yari-lineer eliptik denklemler igin Bitsadze Samarskii tipi

— WO 4 Au(t)= f(tu(t)), O<t<l

dt?

u@) =9,
(4.1)

J
U@ = YUl )+y, 0< 2 << 4y <1,
j=1

lokal olmayan sinir deger probleminin

@) |gE1

jE

varsayimi altinda H Hilbert uzayinda incelendi. Burada A kendisine eslenik pozitif
operatordiir. Yari-lineer (4.1) probleminin yaklasik ¢6ziimii igin birinci mertebeden

dogruluk fark semasi

_T_z(uku —2U, +uk—l)+Auk = f(twuk)

t, =kz, 1<k <N-1, Nt =1lu,=¢

J
uy = J_Z:lozju[%} +¥

kuruldu. Birinci mertebeden dogruluk fark semasi i¢in ¢oziimiin varligi ve tekligi ispat
edildi. Lineer eliptik denklemin sayisal 6rnegi icin bilgisayar programi yazildi ve sayisal
analiz yapildi. Bu program (4.1) Bitsadze-Samarskii tipi yari-lineer lokal olmayan sinir
deger probleminin sayisal Ornegine uyarlanarak sayisal analiz sonuglar1 elde edildi.
Modifiye edilmis Gauss eliminasyon ve iterasyon metotlar1 kullanildi. Hata analizleri

yapildi. Sayisal hesaplamalarin dordiincii ve besinci iterasyon adimindaki sonuglari
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cizelgelerde verildi. Sayisal hesaplamalarin sonuglarina gore; 8. iterasyon adiminda hatanin

stfira ¢ok yakin bir deger oldugu goriilmiistir.
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