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Bu tez c¢alismasinda, yiiksek mertebeden dogrusal veya dogrusal
olmayan adi diferansiyel denklemlerin(ODE’S) ¢6ziimii i¢cin Pade Yaklagimlari
ile Diferansiyal Doniisiim yOnteminin birlikte kullanilmasi Onerilmektedir.
Onerilen yaklagim klasik Diferansiyel Déniisiim Metoduna gére ¢ok daha hizli
¢Oziime yakinsamaktadir. Yontemin etkinligi bazi sayisal 6rnekler yardimiyla

incelenmistir.

Anahtar Kkelimeler: Lineer Diferansiyel Denklemler, Lineer Olmayan

Diferansiyel Denklemler, Diferansiyel Doniistim, Pade Yaklasimlar
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In this study, Pade Embedded Differential Transformation Method is
proposed for the solution of higher order nonlinear or linear ordinary
differential equations (ODE’s). The proposed approach provides a better
iterative procedure to find the spectrum of the analytic solutions compared to
the classical differential transformation. Illustrative examples are presented to

show the preciseness and effectiveness of the proposed method.
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ONSOZ

Son zamanlarda oldukg¢a kullanim alani bulan ve bir¢ok ¢alismaya konu
olan diferansiyal doniisim yontemi diferansiyel denklemleri cebirsel
denklemlere doniistiirerek ¢oziim kolaylig1 saglamaktadir. Diger taraftan Pade
yaklagimlart da seri formda verilen ¢6ziim fonksiyonlarinin, ger¢ek c¢oziime
daha hizli yaklagmasini saglayan etkin bir yontemdir. Bu calisma ile bu iki
yontem Dbirlikte kullanilarak denklemlerin ¢6ziimlerinde c¢ok daha 1yi

sonuglarin elde edilebilecegi ortaya konulmaya ¢alisiimistir

Tez konusunun se¢imi ve yiiriitiilmesinde yardimlarindan, anlayisindan
ve sabrindan dolay1 hocam Yard. Dog¢. Dr. Aydin KURNAZ’a tesekkiir etmek
isterim. Hayatimin her safhasinda yanimda olup, bana daima destek olan

haklarin1 6deyemeyecegim aileme tesekkiir etmeyi kendime bir borg bilirim.

Eyliil - 2009 Bengiil CITIL
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1. GIRIS

Bu kisimda, tezin sonraki bdliimlerinde gerekli olan Diferansiyel
Doniisim Metodu ve Pade Yaklasimlaryla ilgili c¢alismalardan kisaca

bahsedilecektir.

1.1. Literatiir Ozeti

Jang ve arkadaglar1 2000 ‘de parametre tanimlama problemleri icin
maximum  olabilirlik  tahmininde diferansiyel doniisim  metodunu
kullanmiglardir. Boylece, parametre tanimlama kriter fonksiyonu igin
diferansiyel doniisim kullanilmis olup avantaj ve dezavantajlarindan

bahsedilmistir.

Kuo’un 2004 yilindaki makaledesinde yari-sonsuz diiz levha tizerindeki
termal siir tabakada hiz ve 1s1 bolgesi arastirilmistir. Diferansiyel Doniisiim
Metodu bu hiz ve 1s1l smir tabaka problemlerinin ¢oziimiiniin bulunmasinda
kullanilmigtir. Boyutsuz 1s1 profilleri i¢in niimerik sonuglar farkli Prandtl
sayilart icin grafiksel olarak gosterilmistir. Bu sonuclar diger niimerik

yontemlerle karsilagtirilmistir.

Darania ve Ebadian, 2007 ‘de birinci dereceden lineer Fredholm
integro-diferansiyel denklemleri ¢6zmek amaciyla diferansiyel doniistimii
uygulamislardir. Integro-diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in bir ve iki
boyutlu diferansiyel doniisiimler arasinda uygulanabilecek bir baginti
vermislerdir. Ayn1 zamanda metodu, yiiksek dereceli Fredholm integro-
diferansiyel  denklemlerin  niimerik  ¢Ozlimlerini  aramak amaciyla
genigletmiglerdir. Sunulan metodun kesinligini ve etkinligini gdstermek

amaciyla sayisal 6rnekler kullanmislardir.

1998 yilindaki ¢alismada ise Yu ve arkadaslari, Blasius denkleminin
¢Oziimiinde diferansiyel doniisiim metodunu kullanmislar ve diger niimerik

¢Ozlim yontemleriyle karsilastirmiglardir.
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2004 yilinda Abdel-Halim Hassan, yiiksek dereceli baslangic deger
problemlerini (HOIVP) c¢6zmek amaciyla diferansiyel doniisiim metodunu
kullanmistir. Sunulan metod, komsu grid noktalar1 arasinda Taylor serilerinin
bulunmasint saglar. Metodun giivenirligi ve etkinligini gostermek icin bazi

sayisal ornekler verilmistir.

Yu ve Chen 1998°‘de Blasius denklemini Diferansiyel Doniisiim
Metodunu kullanarak ¢ozmiiglerdir. Coziim, sadece niimerik degerlere bagl
degil ayn1 zamanda kuvvet serilerinin kapali formunda da verilebilmektedir.
Sonuglar diferansiyel doniisiim metodunun lineer olmayan problemler i¢in en

giiclii tekniklerden biri oldugunu gostermektedir.

Chen ve arkadast 1999 yilindaki calismalarinda kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in iki boyutlu diferansiyel doniisiimii 6nermislerdir.
Oncelikle, iki boyutlu diferansiyel doniisiim teorisi, sonrasinda bir PDE
probleminin iki boyutlu diferansiyel doniisiimiiniin bulunmasi gosterilmis ve
sonucta PDE problemi, sabit ve degisken katsayili tii¢ farkli sekilde
¢Oziilmiistiir. Hesaplanan sonuglarin diger yoOntemlerle karsilagtirmasi

yapilmistir.

2005 ‘deki Kurnaz ve Oturang tarafindan ¢ok boyutlu denklemlerin
¢Oziimii i¢cin nm boyutlu diferansiyel doniisim metodunun genellemesi

gosterilmistir.

2008 ‘de Oturang ve arkadaslar1 c¢aligmalarinda, kesirli mertebeli
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii amaciyla yeni bir analitik yaklasim metodu
onermislerdir. Sembolik hesaplama gerektirmeyen bu yontem yardimiyla hem
dogrusal hem de dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemler i¢in ¢oziim

seri formda verilmektedir.

Kurnaz ve arkadaslarinin 2005 yilindaki ¢alismasinda ise, dogrusal ve

dogrusal olmayan diferansiyel denklem sistemleri ¢6zmek amaciyla
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diferansiyel doniistim kullanilmistir. Bu calismada ayrica bu metod ile hata

kontroliiniin nasil saglanabilecegi belirtilmistir.

Khodier, bir ¢alismasinda yakinsak bir kuvvet serisine sahip bir f(x)
fonksiyonunun pertiirbe Pade yaklagimini tanitmistir. Bu yaklagim perturbe
parametresine baglhdir. Ayrica, fonksiyonun tiirevlerinin perturbe Pade

yaklagimlar1 da perturbe parametresini degistirmeksizin dogrudan bulunmustur.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, dncelikle Diferansiyel Doniisiim Yonteminin temel tanim
ve teoremleri verilerek genel 6zelliklerinden bahsedilecektir. Daha sonra Pade
Yaklasimlar1 ve ozellikleri hakkinda bilgiler sunulacak ve Pade Yaklasimlari

kullanilarak yapilan ¢aligmalardan bazilari kisaca anlatilacaktir.

2.1. Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Ozellikle lineer olmayan adi tiirevli denklemlerin ¢dziimiinde, tek
boyutlu  Diferansiyel = Doniisim  Metodu  basarili  bir  sekilde
uygulanabilmektedir.

Bir boyutlu Diferansiyel Doniisiim Metodu, akigkanlar teorisi, titresim
ve bunun gibi bircok miihendislik alaninda karsilasilan adi diferansiyel
denklemlerin ¢6zliimiinde kolayca uygulanabilmektedir. Metodun avantaji,
lineer olmayan adi diferansiyel denklemlere uygulanabilmesi, sonuca hizli bir
sekilde hesaplama islemlerini biiylik oranda azaltarak dogruca ulasabilmesidir.
Uslii sayilar gibi lineer olmayan diger déniistiiriilmiis fonksiyonlarmn
hesaplanmasi i¢in Zhou tarafindan tanitilan standart yol, lineer olmayan
fonksiyonlarin sonsuz kuvvet serisini genisletmek i¢in verilmistir.

Bir boyutlu diferansiyel doniisiimiin temel tanim ve 6zellikleri soyle
verilebilir.

Y(k) T-fonksiyonu olarak da adlandirilan, y(x)’in donistiirilmiis
fonksiyonu olmak iizere y(x) fonksiyonunun diferansiyel doniisiimii

d"y(X)} @2.1.1)

1
Yiky= F{ dx* ’

=0

seklindedir. (Bu c¢aligmada biiyiikk ve kiigclik harfler sirasiyla orijinal ve

dontstiiriilmiis fonksiyonlar1 ifade eder). Boylece

. k
ye=, Y (k)yx* 2.1.2)
k=0
yazildiginda ters doniisiim fonksiyonu bulunur. Diger ifadeyle
. Z” d"y(x) x" (2.1.3)
=0 dx * o k! ’
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elde edilir. “c” sabit “n” negatif olmayan tam sayilar olmak {izere bir
boyutlu diferansiyel doniigiimiin temel teoremleri asagida verilmistir.

Teoremlerde [13] ve [14] referansli makalelerden yararlanilmistir.

Teorem2.1.1:Eger w(x)=y(x) £ z(x),ise W(k)=Y (k) + Z(k),

Teorem2.1.2: Eger w(x)=cy(x) ise W(k)=cY (k)

Teorem2.1.3: Eger w(x)= % ise W(k)=(k+1)Y(k+1)
X

(k +n)!

Teorem2.1.4: Eger w(x)=M 1se W(k)=
dx" k!

Y (k+n)

Teorem2.1.5: :Eger w(x)=y(x). z(x),ise W(k)= 21;:0 Y(m) Z(k-m),

Lk=n

Teorem?2.1.6: :Eger w(x)=x" ,ise W(k)=0(k —n)=
0,k #n

2
Teorem?2.1.7:w(x)=u(x) % v(x)ise,
X

W(k)= Zk:(k —r+ )k —r + DU W (k-7 +2)

r=0

Teorem?2.1.8:w(x)= iu(x)iv(x) ise,
ox ox

W(k)= i r+ D)k —r+ DU+ (k—r+1)

Teorem2.1.9:w(x)=u(x)v(x)s(x) ise,
WE)=UK)®V(k)®S(k) = i iU(r)V(t)S(k —r—t)

2
Teorem2.1.10:w(x)=u(x)v(x) o s(x)ise,
X

k k-r
Wh)= D> (k—r—t+2)(k—r—t+ 22UV (O)S(k—r—t+2)
r=0 r=
k k
Teorem2.1.11: A € R olmak iizere w(x)=a™ ise, W(k):ﬂ“(l%a)
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k
Teorem2.1.12: A € R olmak iizere w(x)=e ™ ise, W(k)="- l

k

Teorem2.1.13: 1 € R olmak iizere w(x)=e "’ ise, W(k)=% e’

k
. /1— Lk, tek
Teorem2.1.14: w(x)=sh( A x) ise, W(k)=1 !
0.k, ¢ift
/Ik
Teorem2.1.15: w(x)=ch( A x) ise, W(k)=1 k!’ k.cift
0,k,tek

k

Teorem2.1.16: w(x)=sin(axtb) ise, W(k)= —s1n(—k+b)

k

Teorem?2.1.17: w(x)=cos(ax+b) ise, W(k)= —cos(—k +b)

Teorem2.1.18:ke N w(x)= j u()d(t) ise, W(k)=

Xo

Uk —1)
k

Teorem2.1.19: w(x)=v(x) jﬁ w(t)d(0) ise, WK)=V (k) ® U(k-1)

Xo

Uk-D)®V(k-1)
k

Teorem2.1.20: w(x)= jf u(t)v(t)d(t) ise, W(k)=

0

fy)=, a,»',

i=0

(2.1.4)

ile verilen denklemin diferansiyel déniisiimiinii elde etmek i¢in W, (k), y' ‘nin

diferansiyel dontisiimii olmak {izere
N 2.15
Fao= D a W, (k), @1.3)
i=0

elde edilir. Buradan
[Y(0)]", k=0

i%y(m)m(k—m),k >1

m=1

Y(O)W (k) = (2.1.6)
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olur. Bu yaklagimla ilgili problem; sonsuz serilerle c¢alisirken lineer olmayan
diferansiyel doniistimlerde hesaplama zorluklar1 ¢ikacak olmasidir. Bu yiizden
lineer olmayan fonksiyonlarin diferansiyel doniisiimiinii hesaplamak ve kolay
bir yolla ¢dzmek ic¢in alternatif bir teknik bulunmasi 6nemlidir. Bazi lineer
olmayan ODE’ler bu algoritmay:r kullanarak ¢ozlilmistiir. Hesaplanan
sonuclar, diger analitik ve yaklagik metotlarla edilen sonuglarla tam olarak

aymidir ve teknigin giivenilirligi ile yeterliligini gosterir.

2.2. Lineer Olmayan Fonksiyonlarin Doniisiimii

Bu bolimde lineer olmayan fonksiyonlarin diferansiyel
doniigiimlerini hesaplamak i¢in bazi kurallar verilecektir. Bu kurallar sadece
tirev ve 2.1.1.-2.1.5 temel teoremlerine dayanarak bulunabilir. Sonra
dontlistimii alinan fonksiyon sadece sonlu serileri i¢eren rekiirans bagintilar
yoluyla kolayca kararlagtirilir. Burada “a” ve “b” ‘nin sabit oldugu kabul

edilmektedir.

Durum?2.2.1. Ustel dogrusalsizlik : [14]

ay(X)] ay(0) _ an(O) (2.2.1)
9

Fo)-[e” ] =€

F(y)=e" fonksiyonunun “x e gore tlirevi alinirsa

af (y) _ oo W (X) _ of () dy (x) (2.2.2)

dx dx dx ’

elde edilir. Diferansiyel doniisiim kurallar1 uygulanirsa:

(k+1)F(k+l)=aZk: (m+1D)Y(m+1)F(k—m) (2.2.3)

m=0

bulunur. k+1 yerine k yazildiginda denklem

k-1

Fk=a)_

m=0

m+1

Y(m+1)F(k-1-m),k >1 (2.2.3)

seklinde olur.(2.2.1) ve (2.2.4)’dan elde edilen sonuglarda ortak ¢oziim

yapilirsa T-fonksiyonunun genel olarak
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m Yy im+1\Fk—1—-m), k=1.

Lam=0

eatll) k=10
4 ’ ’ 2.2.5
F [}U = { ﬂ'T‘k 1 ( )

seklinde bulunur.

Durum 2.2.2. Logaritmik Dogrusalsizlik [14]

f(y)=In(a+by) , a+by>0
F(0)=[ In(atby(x))] ,-o = In(at+by(0))= In(a+b¥(0)) , (2.2.6)

olmak iizere f(y)=In(atby )fonksiyonunda x’e gore tiirev alinirsa,

dfy(x) _ b dy(x) (2.2.7)
dx a+by dx

bulunur. Denklem diizenlenirse,

ZTO™) _ B dy(x) _y ar(y) ) ) (2.2.8)
dx dx dx

elde edilir. Diferansiyel donilisiim uygulanirsa
k
aF(k+1)=b {Y(k +1)— Z%F(m +DY (k- m)} ; (2.2.9)
m=0 +
denklemindeki k+1 degerleri k ile degistirilerek sonug

m+1
k

aF(k)=b{Y(k)—kZ£‘ F(m+1)Y(k—l—m)} , k>1 (2.2.10)

seklinde genellenebilir. Genel haldeki denklemde k=1 yazilirsa,

b
F(l)——a+bY(O) Y(1) (2.2.11)

olur. k > 2 i¢in genel denklem

b ZLm+l
F(k)= m {Y(k)_r;) 2 F(m+1)Y(k—1—m)} ; (2.2.12)

seklinde elde edilir. Buradan f(y)=(atby) i¢inde T-fonksiyonunu hesaplamak

i¢in tekrarlanan baginti
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In{a +bY(0)), k=0,

Fk) = { a1 k=1 (2.13)
alhhfliﬂ] };H::I - Eir_zﬂm lr““ _1 YH:— 1 —m) ﬁ = 2

seklinde bulunmus olur.

Durum 2.2.3.Trigonometrik dogrusalsizlik: [14]

f (y) = sin (ay) ve g(y) =cos (ay) olmak {izere
F(0)=[sin(ay(x)] y=, =sinay(0)=sin(aY(0))

G(0)=[cos(ay(x)] y=, =cosay(0)=cos(aY(0))
doniisiim fonksiyonlarinit bulmak i¢in, f(y) = sin (ay) ve g(y)= cos (ay)’ nin

(2.2.14)

tlirevi alinirsa,

df(y) acos(ay) 2 y( ) ag(y)dydch)
(2.2.15)
dg(y) _ _asin(ay) y(x) —af (y )dy(x)
dx dx

elde edilir. Diferansiyel doniisiim uygulanirsa,

(k+1)F(k+1)= azk:(k+1—m)G(m)Y(k+1—m) (2.2.16)

m=0

(k+1)G(k+1)= -ai (k +1—m)F(m)Y (k +1—m)

m=0

olur. Benzer sekilde “k+17, “k” ile degistirildiginde

F(k)= aZ—G(m)Y(k m) k=1 (2.2.17)

G(k)—-aZ—F(m)Y(k m) ,k>1

elde edilir. Tekrarlanan baginttyr bulmak icin (2.2.14) ve (2.2.17)

denklemlerinde ortak ¢ézliim yapilarak:

\ sm(al{0)), k=10, (2.2.18)
Fi) =1{
ay . g ”*F[H:J]‘[ﬁ—ﬂ:) k=1,

bulunur. Buradan genel denklem
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6 =4 N e (22.19)
a'}_‘ir lﬂ*k”*ﬂmj}"[k —m), k=1

seklindedir.
Durum?2.2.4. Abartili Dogrusalsizlik: [14]
f(y)= sin h(ay) ve g(y)= cosh(ay)

F(0)=[sinh(ay(x)] x=, =sinhay(0)=sinh(aY(0))

(2.2.20)
G(0)=[cosh(ay(x)] x=, =coshay(0)=cosh(aY(0)),
tiirev alinirsa
4 (xy ) _ 4cosh(ay) y (x) = ag(y) dyd(xx) , (2.2.15)
480 _ 4 sinh(ay) <x) ) dy(x) (2:2.21)
elde edilir. Diferansiyel donilisiim uygulanirsa
(k+1)F(k+1)= ai (k+1-m)G(m)Y(k+1-m)
f (2.2.22)
(k+1)G(k+1)= az (k+1-m)F(m)Y(k+1-m)
bulunur. Buradan 51ras’1n3;1a
k)= —_— k- k>1
F(k)=a ZO LGm)Y(k-m) k=1 (2.2.23)
G(k)=a ikTmF(m)Y(k m) ,k>1

b

elde edilir. (2.2.20) ve (2.2.23) denklemlerinin ortak ¢éziimiinden

sinh(a¥(0)),
Flk) =

k=0, (2.2.24)
SELERGm)Y(k—m), k=1
ve
cosh{al{0)). k=0, 2295
G =4 g o (2223
apy . o' FimY(k—m), k=1.

sonucuna varilir.
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Durum 2.2.5.Uslii Dogrusalsizlik [14]
fly)=e", z(x)=y" (z)= "

Durum 1 ile benzerdir. Oyleyse bu fonksiyonun diferansiyel déniisiimii (2.2.5)

referansl denklem yardimiyla verilen

e k=0
F(k) = £ ' (2.2.26)
ay . o "W Z(m+1)Flk—1-—m), k=1

esitliginden
Y(0)Z(k) = { |Fim|llh’ =0
S PEEEY () Z(k —m), k= 1. (2227)
elde edilir. Bu ornek; diger daha karmasik dogrusal olmayan fonksiyonlarin
diferansiyel doniisiimii aymi yolla yapilabilir oldugunu gostermistir. Konuyla
ilgili ¢oziilmiis 6rnekler i¢in [14] referansli makaleye bakilabilir.

Lineer olmayan fonksiyonlarin bir boyutlu diferansiyel doniigiimlerini
hesaplamak icin sadece diferansiyel doniisiimiin ve hesabin temel islem
Ozelliklerine dayanan basit ve glivenilir bir algoritma gelistirilmistir. Bu yeni
teknik genellikle standart metottan kaynaklanan zorluklar1 ve sayisal ¢alismay1
onler. Onerilen algoritma, Troesch ve Bratu-tipi problemleri de kapsayan
cesitli lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziim 6rnekleri ile agiklanir.
Hesaplanan sonuglar, diger analitik ya da yaklasik metotlardan elde edilenlerle
tamamen aynidir ve teknigin giivenilirlik ve verimliligini kanitlar. Ayrica
Onerilen teknik her dogrusalsizlik seklinde doniistiiriilmiis fonksiyonu
hesaplamak i¢in, hesaplama agisindan daha kolay bir yaklasim sunar. Bu da

algoritmaya daha yaygin uygulanabilirlik kazandirir.

2.3. Pade Yaklasimi

Pade serileri birgok alanda kullamlmaktadir. Ornegin miihendislik
uygulamalarinda; lineer olmayan sensorlerin algilanmasi problemlerinde,
diferansiyel  denklemlerin  ¢Oziimlerinde[9,10],  pertiirbe  sistemlerin
0zdegerlerinin analizlerinin yapilmasinda kullanilabilmektedir [11]. Simdi Pade

yaklasimi hakkinda bilgi verilecektir.
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Yaklagimlar, iki kuvvet serisinin bir oranmin, bir fonksiyonun
genislemesi ve pay ile payda katsayilarinin belirlenmesi seklinde tiiretilir. Pade
yaklasimlar1 farkli kutuplar i¢erdiginden genellikle Taylor ac¢ilimina yakindir.
Ciinkii rasyonel fonksiyonun kullanilmas: iyi belirtilmesine olanak tanir. R, ,,
Pade yaklasimi McLauren serisine karsilik gelir. Pade serisi ,

Ax)= ia_/xj ’ (2.3.1)

J=0)

seklinde olan kuvvet serileri i¢in tektir. Eger A(x) transandantan bir fonksiyon

ise terimleri x°” 1 bir Taylor serisi olarak verilebilir. Bu seri,

I

I . 232
an:;!A( )(XO) ( )

seklindedir ve buradaki katsayilar, denklemin katsayilarina esitlenerek bulunur.

A (2.3.3)

A

de Q,, (x) diger katsayilar etkileyebilecek bir keyfi sabitle ¢arpilabileceginden
ilave bir sinirlama yapilabilinir. Siradan bir normallestirme ile Q ,, (0)=1 elde

edilir.(2.3.3) genisletilirse ,

P,(x)=py+p(x)+...+ p,x*

(2.3.4)
Q,(¥)=q, +¢q,(x)+...+q,x"
elde edilir. n<0 i¢in a,=0ve j>M i¢inq ;=0 olmak iizere
@ = Mo
#tdnd1 =M
@+ a g1+ d§r =Py
dr tedro1 §1+ .+ fr =2y (2.3.5)

Arat + &z §1+ .+ Azoagn Far =0
Arent + Azeng-1 1+ .+ Az far =0,

denklem sistemi bulunur. Alt indisler {ist indislerden biiyiik oldugu zaman

toplamlar O olarak yerlerine yazilirsa
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AL -m+l AL -+l - 2.8

Tz 24l s ALand
L . L . L .
E ';zj—M wd . E ';zj—M+1 R E ,;gj. »wld
J=ad J=ad-1 Jj=n
[LiM]=

i -Ad+l  REL-Ader vt AL

AL AL+l e GRAd
et -1 L, 1

elde edilir. O0=#2=M jse

LM

_ j L-M+lyprT -

[WMI= > a,x’ +x"" W] W W,

=0
L+n

_ j Lentlyp,T -1

=2,a;x +Xx VV(L+M)/MWL/MVV(L+;1)/M

Jj=0

biciminde veya
L=nd

[L/M] = 2 i ol 4 LB WL,"MT WE.}-’M WL
=0

L+
] L+l -1
= E oy %)+ 25 W e Wi Wt amm
Jj=0

seklindedir.e” i¢in ilk birka¢ Pade yaklagima,

EXPyyp (%) = 1
1
EXPg,y (%] = 1_=x
2
eXPyy (%) = 2-2x+x"
6
©XPyss (%) = 6-6x+3x%-x°
EXPy g (%) = 1+x
2+x
E"Xp]__ln']_ [x:] = 2 - X
6+2x%
ePyyp (%) = 6-4x+xt

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)
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E*Xpug [x:] =

E"sz_lﬂj [x:] =

Expzjq () =

E"XPZJQ [x:] =

E*szjrg [x:] =

EXPyyp (%) =

ExPan () =

EXPyp (%) =

ExPa (=]

2d+éx

24 —18x + 622 — 27

24+2x 4+t

2

B+4x+xt

a-2x

12 + 6 x + %2

12 — 5 x + x2

A0 +24 x +3 %2

80 — 36 x + 9 x% — 27

E+6x+3x5+ x5

&

24+ 18x+ 16 %% + 55

24 -—éx

G0+36x+9x8+ x5

el —24 x + 3 x2

120+ 80 % + 12 %% + %%

120 —60x + 12 %2 — 23

bicimindedir. C, determinant olmak {izere iki degisken i¢eren 6zdeslikler

Frale) £ x)
QM+1 (%) Qi‘ui’ (%)

Fra ) Fp )
Cag (%) Dy (%)

Pol) P
Oaz ) Qe )

Frlxl F o %)
et (%) £ hs

Fra Fr_y (x)

Cag () Qhe ()

Fr (x) Fr ()

Ozt 8 Gy ()

C[L+1];’[M+1]2 il

= © et (01 Qe ()

Ciratyng Clzensaesy x5

+ikf+1

= U ) Py (%)

Criaety Clzensiagsy %5

+ikf+1

= U ) Py (%)

C[L+1];'[M+1]2 XL+M+2

= D aget Dhe

Crinty Clzanying 25 4 Crpng Cloanyiae *

L+fd+1

= Daz () Dy (%)

Cr pinget) Crzatyiag wh M Crpar Crratyagey ¥

L+dd+l

= et ) Qg (%)
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seklinde olup, ii¢ bilinmeyenli 6zdeslikler Frobenius Uggen Ozdesligi

kullanilarak tiiretilebilinir. Bes bilinmeyenli bir 6zdeslik olan

2
SZAL) M S [L-1)BE — SLAMEH) SLAM-1) = SLidd
de islem yapilarak

Rz e — Rrjiaeen) Rizanar — Rizaine)

(Bzine — Fizenme) Ezpae) — Rizapae)

(e — Rizaypaesy) Rizenine — Erpase)

Crjiaaet) Clzan a1y

(Brine — Frpaee) Eizagmae — Rizapae)

(e — Rizaypaesy) Rizenine — Erpase)

C[L+1]J"M C[L+1]_."[M+2]

2
'f[L+1] FAd+)

(Bzine — Fizenme) Ezpae) — Rizapae)

(Frpag — Rizagiad-1) Bz s — Bizaag)

Cr ity Clzazpiads1)

2
'f[L+1] FAd+)

Rz o — K paaet) Eizan e — Kz ae)

Rz e — Biz-nyaeey) Wizeyae — Bopaeey)

Crzatyzne Clzen s

Ciratag Clzeiagey

(Brine — Fizenme) Eiz-gaey — Bopaag)

elde edilir.

2.4 Pade Yaklagimu ile Tlgili Ornekler

CL}[MH] C[L+2],l’M

Crpinart) Clreningey

C[L+1]J"M CL_."[M+2]

Bu boliimde pade yaklasimi ile ilgili 6rnekler [9] ve [10] referansh

makaleler yardimiyla agiklanmistir.

Ornek 2.4.1

Diferansiyel cebirsel denklemini

[VI(O)}_H v, (0) _{—1}
v,(0)] [0V, |1

(2.4.1.1)

(2.4.12)

baslangi¢ kosullar1 altinda g6z 6niine alalim. Bu denklemin kesin ¢oziimii
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vi(x) | |exp(—x)+xsinx
v, (x) o sin x

seklindedir. Baglangi¢ degerlerini kullanarak (2.4.1.1) denkleminin

¢Oziimiiniin

2 2
Vl(x):yo,l Ty Xxtex 2:1—x+€12x ’ (2.4.1.3)
Vy(X) = Yo, Ty Xt ex” =x+e,x

oldugunu kabul edelim. Buradan degerler yerine yazilip yliksek dereceli

terimler ihmal edilirse:

(-3+2¢, )x+Q(x2)= 0,

(2.4.1.4)
e,x+ Q(x3 ): 0
elde edilir. (2.4.1.4)’deki lineer denklem
Ae=B,
seklinde ifade edilebilir. Buradaki
2 0 3 e
A= , B=| |,e=
1 1 0 e,
degerleri denklemde yazilirsa:
20(|e| |3
11]]e,| |0
olur ki bu lineer denklem ¢oziiliirse asagidaki sonug elde edilir.
1.5 v(x)=1-x+1,5x" +¢,x° (2.4.1.5)
e= ve
0 v,(x)=x
(3.1.5) ten ( 3.1.1) in ¢Ozlimii
v (x)=1-x+1,5x" +ex’ (2.4.1.6)

v,(x)=x+e,x’

bulunur. (2.4.1.6) denkleminde bulunan sonu¢ (2.4.1.1) de yazilip yiiksek

dereceli terimler ihmal edilirse:

(0.5+3¢, x> +0(x*)=0,

e (2.4.1.7)
(0.1666667+¢, )x* + O(x*)=0,
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elde edilir. Burada bulunan

30 -0,5
A= ,B=
{o 1} {— 0,1 666667}

degerleri (3.1.7) de yerine yazilirsa:

3 0] [ -05
0 1e,| |-0,1666667

lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklem ¢oziildiigiinde

[-0,1666667
| -0,1666667

\~

v, (x)=1-x+1,5x? —0.1666667x",

(2.4.1.8)
v, (x)=x—-0.1666667x*
dir. Yukaridaki kural tekrar edilerek

v, (x)=1-x+1,5x" = 0.1666667x° —0.125x* —0.0083333x"
+0.0013888x° —0.0001984x” —0.0000128x* —0.2755731x10°,
v,(x)=x—0.1666667x +0.083x> — 0.001984x" +0.2755731x10 7 x’.

degerleri bulunur. v, (x) ifadesi uygun Pade serilerine doniistiiriilebileceginden

P=[5/4]
 1-0.6633044x +1.2576713x% +0.2561786x° — 0.04712930 — 0.5249978x — 1

1+0.3366955x +0.0943669x” +0.0121689x° +0.0046050x"

elde edilir. v, (x) kuvvet serilerinin uygun Pade serisi ise

q=[5/4]
_ x+10.1338383¢* —0.0033128’
1+0.0328282¢ +0.0004509%*

seklindedir. h adm araligm v, ve v, de yerine yazilirsa

v, (x),v,(x),v, ()vev, (h) degerleri bulunur. v, vev, kuvvet serileri gok hizli
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yakinstyorsa Pade Serilerinde ihmal edilebilir. v,(x) ve v,(x) ¢oziimlerinin
grafikleri asagida verilmistir.

—_ V2(x)
Approx, v2(x)
05F

05F

Sekil 1. [-4,4] araliginda v, (x) in [5/ 4] Pade yaklagiminin grafigi

20F

— v1(x)

........ Approx, v1 (x)
15

Sekil 2. [-3,3] araliginda v, (x) n [5/4] ade yaklasiminin grafigi

Pade serilerinde kullanilan yaklagim; denklem sistemlerinin tam
sonucunun bulunmasinda yardimci olur.
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Ornek2.4.2:

1 —x x° 1 —(x+1) x* +2x 0
0 1 —x|v+|0 -1 x—1 |v= 0 (2.4.2.1)
0 0 0 0 0 1 Sin(x)

baslangi¢ kosullari altinda g6z 6niine alalim. Denklemin ¢oziimleri,
v (x)=e"+xe,
v, (x)=¢"+xsin(x),
L, (x) = xsin(x).
olarak bulunup baslangic kosullar1 bu ¢éztimlerde yerine yazilirsa,
v, (x) =Y tex =0y, (x) =1+ex,
0, (X)=yy, +ex =0, (x) =1+eyx, (2.4.2.2)
L, (x) = Yoz T &X = s (x) =e,X.

elde edilir. (2.4.2.2)’de bulunan degerler (2.4.2.1) denkleminde yerine yazilip

yiiksek dereceli terimlere gore diizenleme yapilirsa,
e +0 (x) =0,

—1+62+Q(X):0, (2423)

(—l+e3)x+Q(x2)=O.
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sonucu elde edilir.

1 00 0 e
A=|0 1 0|, B=|1 e=|e,
0 0 1 1 e,
degerleri

Ae=B,

denkleminde yerine yazilirsa:

Ve

(2.4.2.4)

(2.4.2.5)

degerleri bulunur. Bulunan degerler (2.4.2.1)’in ¢dziimlerinde yerine yazilirsa:,

L, (x) =l+ex’,
L, (x) =l+x+ex’,

v, (x)= x+ex’.

(2.4.2.6)
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sonucu elde edilir. (2.4.2.6)’da bulunan degerler (2.4.2.1)’de yerine yazilip

yiiksek dereceli terimlere diizenleme yapilirsa

(—3+2el)x+Q(x2) =0,
(2.4.2.7)
(—3+2€2)x+Q(x2) =0,
e3x2 + Q(x3 ) =0,
olur. Buradan
2 00 3 e
A=|0 2 0|, B=|3 e=|e
0 0 1 0 e
dir. (2.4.2.7) den
2 0 0)fe 3
0 2 Ofe |=|3
0 0 1)(e 0
lineer denklemi elde edilir. Bu lineer denklem ¢oziildiigiinde
1.5
e=|15].
0
olur. Buradan elde edilen
v (x)=1+1.5x%
L, (x):1+x+1.5x2, (2.4.2.3)

vy (x)="x.

degerleri (2.4.2.1) in ¢oziimlerinde yerlerine yazilirsa
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L, (x) =1+1.5x" +ex°,
L, ()c):l+x+1.5x2 +e,x’, (2.4.2.9)
1)3()6) =x+ex’.

elde edilir ve (2.4.2.9)denklemi (2.4.2.1)’de yazilip yiiksek dereceli terimlere

gore diizenleme yapilirsa

(—1+3¢ ) x’ +Q(x3) =0,
2.4.2.10
(-0,5+3¢,)x* +Q(x*) =0, ( )

(0.1666667 +¢;)x* +O(x*) =0,

olur. Bu denklemden

300 1 e
A=10 3 0|, B= 0.5 , e=|e, |
0 01 —0.1666667 e,

degerleri elde edilir. (2.4.2.10) *dan

30 0)e 1
03 0fle|=| 05
00 1)le) \—0.1666667

lineer denklemi bulunur. Bu denklemin ¢6ziimiinden

0.3
e=| 0.1666667
—0.1666667

dir. Buradan
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L, (x) =1+1.5x" +0.3x°,
L, (x) =1+x+1.5x" +0.1666667x°,
L, (x) =x-0.1666667x".

olur. Bu kural tekrarlanirsa,

v (x)=1+1.5x +0.3x° +0.125x" + 0.2083x’ + 0.00972x°

+0.0011904x” +0.0002232x* +0.0000220x°,

L, (x) =1+x+1.5x +0.1666667x’ —0.125x" +0.0083x” +0.00972x°

+0.0011984x” —0.0001736x" +0.2755731x107%x°,

L, (x) =x-0.1666667x" +0.0083x" —0.0001984x +0.2755731x 107> x’.

v, (x), v,(x) ve v;(x) kuvvet serileri pade serilerine gevrilirse
p=[5/4]

_ 1+0.2788184x +1.3965364x +0.7439892x’ +0.1494526x" +0.0455749x’
1+0.2788184x —0.1034635x —0.0075718x" +0.0033752x"

q=[5/4]

~ 140.6633044x +1.2576713x” —0.2561786x" —0.0471293x"* +0.0524997x’
1-0.3366955x +0.0943669x* —0.0121689x’ +0.0046050x*

r=[5/4]

_ x—0.1338383x” +0.0033128x°
1+0.0328282x” +0.0004509x *
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olup h adim araligi segilip v,,v,,v,’de yerine yazilirsa v,(x), v,(x) ve
v;(x) elde edilir. Buradan da v',(h),v',(h),v"(h) bulunabilir. v,,v,,v,
kuvvet serileri ile pade serilerine ¢evrilen v ,v,,v; degerlerinin sonuglari

birbirini saglamaktadir.

200
—vi(x)
----- Approx. vi(x)
150 -
100 -
2
=
50
0
1 1 — 1 1 1 1
3 2 1 0 1 2 3 4

X Sekil
1. [-2,4] araliginda v, (x) in [5/ 4] Pade yaklasiminin grafigi

20' v2(%)
------ Approx. v2(x)
15
= 10-
¥
»~
5l
0 -
1 L 1 1 | 1 1
3 2 -1 0 1 2 3
X

Sekil 2. [-3,3] araliginda v, (x) in [5/ 4] Pade yaklagiminin grafigi

Created using

easyPDF Printe

licenze ta remave this image



http://www.pdfonline.com/easypdf/?gad=CLjUiqcCEgjbNejkqKEugRjG27j-AyCw_-AP

v3(x)
1,00 | == - Approx. v3(x)
0,5F
= 0,0
L]
-
-0,5
-1,0F
1 1 1 | I
-4 2 0 2 4
X

Sekil 3. [-4,4] araliginda v, (x) in [5/ 4] Pade yaklagiminin grafigi

Pade yaklagimimin diferansiyel cebirsel denklemlerin ¢oziimiinde
oldukea basit ve etkin bir yontem oldugu goriilmektedir Pade Serilerinin bagka

alanlara da uygulanabilmesi miimkiindiir.
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3. PADE ILAVELI DIFERANSIYEL DONUSUM YONTEMI

Bu boliimde bizim calismamizin asil amaci olan Pade Yaklasiml
Diferansiyel Doniisiim Yontemi anlatilarak orneklerle yontemin etkinligi
gosterilecektir.

Diferansiyel Dontlisim Metodu seri ¢oziimleri sagladigindan, genelde
belli bir dogruluk i¢in gerekli terim sayisimi belirlemek zordur. Bu nedenle,
belirli zaman araligi, 6rnegin ¢ € (0,H] bir¢ok alt araliklara boliinmiistiir. Bu
boliimde, yiiksek mertebeli lineer olmayan problemlere daha iyi yaklagim elde
etmek i¢in Diferansiyel Doniisim Metodu (DT) metodu ve Pade
Yaklagimlarim1 (P-DT) birlikte kullanacagiz. Genel olarak n. Mertebeden

difarensiyel denklem

YO = [y, Ky, a<i<b (3.1)
ve baslangi¢ kosullar1
v@=a, y(@=a,,y"(@)=e,.K,y" (@)=, (3.2)

seklinde tanimlanir. (3.1) denklemi (0,T] aralifinda ¢oziilebilir olsun. t,=0 ve
hy, = [ts+1 — t,] seklinde ayrik araliklar tanimlandiginda U 'h, =(0,T]
yazilabilir. N sayis1 (0,T] ‘nin ayrik alt araliklarmin sayisidir. (3.1)°e
diferansiyel doniisiim uyguladigimizda , f(¢, v,y K ,»"™") ve fonksiyonlarin

dontisiim fonksiyonlari sirasiyla F ve Y (k) olmak {izere

@Y(lﬁn) = F(Y(k),Y(k+1).K ,Y(k+n—1) (3.3)

bulunur. Baslangi¢ kosullar1 (3.2 ) denkleminden
Y(0)=¢,
Y(1) = %
M ' (3.4)

al’l

Y(n-1)= (D!

bulunur. {lk alt aralik olan (t,, t,] © da ilk yaklasim fonksiyonu y,(#) olmak
tizere (3.3) ve (3.4)

Yo(H)= 2Zm:Yo(k)(t—a)k =%, (0)+ L, (Dt —a)+K +Y,2m)(t —a)™ (3.5)

k=0

Created using

easyPDF Printer


http://www.pdfonline.com/easypdf/?gad=CLjUiqcCEgjbNejkqKEugRjG27j-AyCw_-AP

elde edilir. Bu fonksiyon i¢in Y‘; [m/m] Pade diagonal yaklasimi uygulanirsa

¥,(1) ¥,(2) K Ym)  Ym)

%(2) E) K Ym+)  Ym+2)

M M L M M

¥,(m) Lm+l) O L@m-)  Y,2m)
SHOG-a" SHOG-a"" K K Skoe-a| (36

W) =X%0)=Y) [%I ] _I=

L 4@ K Xm Xm+)
%@ %G K Ym+) Ym+d)
M M L M M
Ym)  Ym+l) O Y@m-1) Y,2m)
-a" (t,-a"" K (-a) 1

bulunur. Daha sonra, ikinci alt aralik i¢in baslangi¢ kosullari (3.4) Taylor serisi
i¢in
2m
Y(0) = kY, (k)(t )"
k=1
2m
V(1) =D k(k=1)Y(k)(t-a)
k=2

2m
Y(n-1)= Z k(k-DK (k—n)Y(k)(t—a)"™"
k=1
seklinde degistirilerek yazilir. Burada bulunan denklemler [t1 , tz] de (3.3)

denkleminin yeni baglangi¢ kosullaridir. Benzer bir sekilde ikinci araliktaki

diferansiyel doniisiimiin yaklagimu,

2m

yl(t) = Zyl(k)(tz _tl)k :Yl(o) + Yl(l)(tz _tl) +K + Yl(2m)(t2 _tl)zm

dir. y(t)’ nin t, sinir noktasinda degeri Ylp [m/m] pade yaklagimin verir.

(1) %(2) K Tm) L)
%,(2) %.0) K T+l Km+2)
M M L M M
Y, (m) Y(m+1) O Y(@2m-1) Y,(2m)
YN - Y ROG- )" KK Y6 )

J’(f;):Yz(O):Ypl[mm}: =

R %@ K Km)  Lm+))
Y@ K3 K Ymel) Y(m+2)
M M L M M
Y(m)  Y(m+1l) O YQm-1) %(2m)
(t, - tl)m (tz - tl)”H1 K (t, -1) 1

Ayni kural en son yaklagim bulunana kadar her bir alt araliga uygulanirsa.,

elde edilir.

Created using

easyPDF Printer


http://www.pdfonline.com/easypdf/?gad=CLjUiqcCEgjbNejkqKEugRjG27j-AyCw_-AP

4. UYYGULAMALAR

Bu bolimde bu metodun etkinliginin anlasilabilmesi icin

aciklayici ornekler verilecektir. [15]

Ornek 4.1. Oncelikle
@ _
dx
lineer denklemini y(0)=1 baslangi¢ kosulu altinda ele alalim. DT uygulanirsa,

3y 4.1.1)

(k+1)Y(k+1)=3Y(k) (4.1.2)
bulunur. Y ,(0)=1 olmak tizere adim araligt h=0,2 secilerek 0 <t < 0.2 i¢in
yaklagim denklemi

Y, (x)=143x+4,5x*+4,5x +3.375x+2,025x°+1,0125x° (4.1.3)
olarak bulunur. Bu denklemin Pade yaklasimi da,

_1+1,5x+09x% +0,225x°
- 2 3
1-1,5x+0,9x" —0,225x (4.1.4)

Y°[33]

dir. Denklemden bulunan degeri t, noktasinda kullanarak ikinci aralik i¢in

baslangi¢ kosulu olan

_yor3 _
(&) =1 1341) = X,0) 4.1.5)

bulunur. Daha sonra ikinci araliktaki tekrarlama bagintis1 bulunabilir.

Baslangig kosulunu kullanarak Y | [3/3] yaklagimini buluruz Aymi kural her bir

alt aralikta uygulanarak problemin kesin ¢6ziimii olan y=e ¥ ile uyum saglayan
¢oziimli bulunur. Asagidaki grafiklerde klasik DT ve P-DT yontemlerinin

hatalar1 gosterilmektedir.
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Hata

Hata

Hata

1.2e-07 A

Te-07

Se-05 1

Be-05

4e-05

2e-08 1

DT

Ee-10

Se-10

A4e-10

Se-10

Ze-10-

1e-104

(2)

padedt

1.2e-07

1e-07

Se-03

Ee-03

A e-05

Ze-03

o o o o o o oOT
e — FPadedt

(©)

Sekil 1:0rnek 4.1 igin

(a)Klasik DT ¢ozlimiiniin [0,1Jaraligindaki x degerleri i¢in hata grafigi
(b)P-DT ¢6ziimiiniin [0,1]araligindaki x degerleri igin hata grafigi
(c)DT ve P-DT yontemlerinin hatalarinin ayni grafikte gosterimi
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Ornek 4. 2. Lineer olmayan

d

?);:-(y+l)(y+3) (4.2.1)
denklemini y(0)=-2 baslangi¢ sart1 altinda inceleyelim [15] .Bu probleme DT
metodu uygulandiginda rekiirans bagintisi

k
Y(k+1)= (z Y(r)Y.(k—r)+4Y (k)+ 35(k)j/(k +1) (4.2.2)
r=0

olur ve denklem ve Y ;(0)=-2 baslangi¢ sartin1 verir. Yukarida belirtilen kurali

kullanarak 0 <7< 0.1 i¢in 8. mertebeden diferansiyel doniisiim yaklasima,

1, 25 17 ,
HN=-24t-—t +—t - —X 423
Yo (®) 3 15 315 ( )
bulunur. Ayrica [4,4] Pade Yaklagimi kullanilarak,
o lp 2 p 2
YO[4/4]= 721 105 (4.2.4)
b 3, 1 4
I+—t"+ -t
7 105

dir. Ayni1 kurali her bir alt aralikta uygulanarak problemin kesin ¢ézlimiiyle tam

bir uyum saglayan ¢oziimii buluruz. Problemin kesin ¢6ziimii ise

(1) = =3+ 2(1+ &) . dir. Asagidaki Sekil 2 de klasik DT metodu ile Pade
ilaveli P-DT nin hatalarin1 gostermektedir.

OT
de-111

Fe-11

2e-11 1

HATA

1e-111

SULELE LN LN BN SN IR L B B B |
U 02040808 1 1.21.4161.8 2
X

(a)
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HATA

HATA

A4a-144
Fe-14
Z2e-144

Te-14+

FDT

4e-114

Je-114

Ze-11

1e-11-

02 04 0B 08 1 12 1.4 16 1.8 2
s

(b)

oT
FPadeDT

(c)

Sekil 2:0rnek4.2 icin icin
(a)Klasik DT ¢dziimiiniin [0,2]araligindaki x degerleri igin hata grafigi
(b)P-DT ¢o6ziimiiniin [0,2]araligindaki x degerleri i¢in hata grafigi
(c)DT ve P-DT yontemlerinin hatalarinin aym grafikte gdsterimi
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Ornek 4.3. Denklemi

2
C;tg}+y+8y3:0 (4.3.1)
olan Duffing denklemine y(0)=1, y' (0)=0 baslangi¢ sart1 altinda inceleyelim.
DT metodu uygulayarak,
k k-r
Y(k+2)= (—gZZYi(r)K(m)K(k —r—m)— x.(k)j/(m D(k +2) (4.3.2)
r=0 m=0

olur ve Y ,(0)=1, Y ,(1)=0 baslangi¢ sartin1 elde ederiz. Yukarida belirtilen
kural1 kullanarak h=0,3 seg¢ilerek 0 < ¢ < 0,3 i¢in yaklagim fonksiyonu

y,(t) =1-0.55¢* +0.05958¢* -0.00560¢° +0.00077¢* (4.3.3)
olan alt1 terimli yaklagim denklemini buluruz ve Pade[4,4] Pade yaklagimi da

1-0.75161¢* +0.13843¢*
INAE : :
1-0.20161¢° -0.03203¢

(4.3.4)

dir. Ayni kural1 her bir alt aralikta uygulanarak problemin kesin ¢éziimiiyle tam

bir uyum saglayan ¢oziimii buluruz. Problemin kesin ¢6ziimii

() = 0.997306 cos(1.03712¢) +0.00269412 cos(3.18188¢) “dir.

WYY

oooooo

valug

]

F'DT

Sekil 4 klasik DT ve P-DT nin hatalarint géstermektedir.
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5. SONUC

Bu c¢alismada P-DT metodu lineer ve lineer olmayan adi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in uygulandi. Verilen 6rneklerde, klasik DT metodu ile
P-DT metodunun karsilastirilmasi yapilmistir. P-DT metodunun etkinligi ve
kesinligi acikca goriilmektedir. Sinir noktalarini vererek ¢6ziim yapmak biitiin
asamalarda 1raksak serilerin ¢oziimiinii elde etme avantajin1 vermektedir. Pade
Yaklagimlarini bu sinir noktalarinda kullanmak daha 1yi yaklagim fonksiyonlari
bulmamizda bize yardimci olur. Bdylece kesin sonuglar elde eden yakin
sonuclar bulabiliriz ve smir noktalarinda P-DT ¢oziimiiniin klasik DT

coziimlerinden daha iyi yaklasimlar verdigini syleyebiliriz.
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