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BRAİDED REGÜLER 2-GRUPOİDLER 

Veysel Zeybek 

Matematik, Yüksek Lisans Tezi, 2009 

Tez Danışmanı: Doç.Dr.Erdal Ulualan  

ÖZET 

 Bu tez 5 bölümden oluşmaktadır.  Birinci bölümde, tezde kullanılacak olan kategori, 

çaprazlanmış modüller, funktorlar, grupların yarı-direkt çarpımı gibi temel kavramlar 

açıklanmıştır.  Ayrıca ön çaprazlanmış modüller kategorisinden çaprazlanmış modüller 

kategorisine bir funktorun nasıl tanımlandığı verilmiştir.  Grupoid kavramı ile gruplar üzerinde 

çaprazlanmış modüllerin ilişkileri incelenmiştir. 

 İkinci bölümde, [11] den yararlanılarak, grupoidler üzerinde çaprazlanmış modül 

kavramı incelenmiştir.  İçen [26] tarafından yapılan 2-grupoidler  ve çaprazlanmış modüller 

arasındaki denklik benzer bir yol kullanılarak kategoriksel grupoidlere uyarlanmıştır.  Ayrıca bu 

bölümde monoidal kategori üzerindeki braiding dönüşümü kavramı [27] den verilmiştir.  Bu 

bölümde ayrıca Brown ve Gilbert [11] tarafından verilen braided regüler çaprazlanmış modüller 

ile 2-çaprazlanmış modüller arasındaki denklik, kısaca ileriki bölümlerde kullanılacak 

olduğundan dolayı yeniden verilmiştir. 

 4. bölümde Ulualan [37] , tarafından tanımlanmış olan braided regüler 2-grupoidler 

kavramına yer verilmiştir.  Bu bölümde ayrıca [37] den braided regüler 2-grupoidler ve braided 

regüler çaprazlanmış modüller kategorisi arasındaki denklik verilmiştir. 

 Son olarak 5. Bölümde ise, 3. ve 4. bölümlerdeki sonuçlardan yararlanılarak; 2-

çaprazlanmış modüller kategorisi ile braided regüler 2-grupoidler kategorisi arasındaki denklik 

kurulmuştur. 

Anahtar Kelimeler : 2-grupoidler, braiding dönüşümü, çaprazlanmış modüller, grupoidler, 

monoidal kategori. 
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BRAIDED REGULAR 2-GROUPOIDS 

Veysel Zeybek 

Mathematics, M.S.Thesis, 2009 

Thesis Supervisor: Assoc.Prof.Erdal Uualan 

SUMMARY 

This thesis consits of  5 chapters.  In the first chapter, we give some basic informations 

to use they in this thesis such as category, crossed modules, functors, semi-direct product of 

groups, Furthermore, we define a functor from the category of pre-crossed modules to that of 

crossed modules of groups.  We investigate the relations between the concepts of groupoids and 

crossed modules of groups. 

 In the second chapter, from [11] , we investigate the notion of crossed modules over 

groupoids.  By using a similar construction to İçen [26], we have constructed an equivalence 

between categorical groupoids and crossed modules of groupoids.  Moreover, in this chapter, 

we gave the equivalence between braided regular crossed modules and 2-crossed modules from 

[11], to use it in the next sections. 

 In chapter 4, we give the notion of braided regular 2-groupoids from Ulualan [37], and 

again, from [37] we gave the construction of the equivalence between braided regular 2-

groupoids and braided regular crossed modules. 

 Consequently, in the last chapter, by using these  results given in the chapter 3 and 4, 

we gave an equivalence between the category of  2-crossed modules of groups and the category 

of braided  regular 2-groupoids. 

Keywords: 2-groupoids, braiding map, crossed modules, groupoids, monoidal categories. 
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1. GİRİŞ 

 Bu bölümde tezde kullanılacak bazı ön bilgiler [9] verilecektir.  

Tanım 1.1: 𝓒 ile göstereceğimiz bir kategori aşağıdaki özellikleri sağlayan bir sistemdir. 

 A. Verilenler: 

  a. 𝓒 nin 𝑂𝑏(𝓒) ile gösterilecek olan bir objeler sınıfı var olmalıdır.  𝑂𝑏(𝓒) nin 

elemanlarına 𝓒 nin objeleri denir ve 𝐴, 𝐵, 𝐶,…  gibi büyük harflerle temsil edilirler. 

  b. 𝑀𝑜𝑟𝓒 ile gösterilen 𝓒 nin morfizmler sınıfı var olmalıdır.  𝑓 ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝐴, 𝐵) ile 

𝑓, 𝐴 dan 𝐵 ye bir morfizmdir denir ve 𝑓: 𝐴 → 𝐵 notasyonu ile gösterilir.   

  c.  ∘ : 𝑀𝑜𝑟(𝐴, 𝐵) × 𝑀𝑜𝑟(𝐵, 𝐶)  →  𝑀𝑜𝑟(𝐴, 𝐶) 

 (𝑓, 𝑔)  ↦  𝑔 ∘ 𝑓 

ile tanımlı morfizmler sınıfı üzerinde bir "∘" işlemi var olmalıdır. Bu işleme 𝓒 nin kompozisyon 

işlemi denir. 

 B. İstenilenler: 

  a.  Birimlik özelliği:  Her 𝑓 ∈  𝑀𝑜𝑟(𝐴, 𝐵) için 𝐼𝐵: 𝐵 → 𝐵 ve 𝐼𝐴: 𝐴 → 𝐴 birim 

morfizmleri vardır ve 𝐼𝐵 ∘ f = f = f ∘ 𝐼𝐴 dır. 

  b.  Asosyatiflik özelliği: ∀ 𝑓, 𝑔, 𝑕 ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝓒) için  𝑓 ∘ (𝑔 ∘ 𝑕) = (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ 𝑕  dir. 

1.1. Kategori Örnekleri 

Örnek 1.1.1:  Gruplar kategorisini oluşturalım.  Bu kategoriyi 𝑮𝒓𝒑 ile gösterelim.  Objeler 

olarak tüm grupları alalım.  Morfizmler olarak da grup homomorfizmlerini alırsak birimlik ve 

asosyatiflik özelliğinin sağlandığını göstermek kolaydır.  Burada kompozisyon işlemi bilinen 

fonksiyonların bileşke işlemi olarak alınabilir. 

Örnek 1.1.2:  Benzer şekilde halkalar kategorisi Halka, R-modüller kategorisi R-mod, 

topolojik uzaylar kategorisi Top kategorileri de tanımlanabilir. 
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1.2. Çaprazlanmış Modüller 

 Çaprazlanmış modüller, homotopi tipi 2-tip olan topolojik yapılara cebirsel bir karşılık 

bulma amacıyla 1949’da Whitehead [38] tarafından tanımlanmıştır.  Çaprazlanmış modül 

tanımını vermeden önce bazı ön bilgiler verilmelidir. 

Tanım 1.2.1: 𝐺1 ve 𝐺0 iki grup olsun.  Eğer, 

  𝐺0 × 𝐺1 → 𝐺1  

      (𝑔, 𝑕) ↦ 𝑕𝑔 

notasyonu ile verilen fonksiyon için 𝑔, 𝑔′ ∈ G0  ve 𝑕, 𝑕′ ∈ G1  olduğunda 

1. 𝑕(𝑔𝑔′ ) = (𝑕𝑔)𝑔′
 

2. (𝑕𝑕′)𝑔 = 𝑕𝑔(𝑕′)𝑔  

3. 𝑕𝑒 = 𝑕 

4. 𝑒𝑔 = 𝑒 

özellikleri sağlanıyorsa; G0 a G1 grubu üzerine sağdan etki ediyor denir veya G1 e bir G0 – 𝑔𝑟𝑢𝑝 

adı verilir. 

Tanım 1.2.2:  𝜕: 𝐺1  → 𝐺0 bir grup homomorfizmi olsun.  𝐺1 grubu  bir  G0 – 𝑔𝑟𝑢𝑝  olmak 

üzere her 𝑔 ∈ 𝐺0 ve 𝑕 ∈ 𝐺1 için; 

  CM1)  𝜕(𝑕𝑔) = 𝑔−1𝜕(𝑕)𝑔 

özelliği sağlanıyorsa 𝜕 ya bir ö𝑛 ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı verilir. 

Tanım 1.2.3:  𝜕: 𝐺1  → 𝐺0 bir ön çaprazlanmış modül olsun 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺1 için 

  〈𝑥 , 𝑦 〉 =  𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦𝜕(𝑥) 

şeklindeki bir elemana 𝑥 ve 𝑦  nin bir 𝑃𝑒𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟 𝑘𝑜𝑚ü𝑡𝑎𝑡ö𝑟ü adı verilir.  Eğer bir ön 

çaprazlanmış modülde her  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺1 için 

  〈𝑥 , 𝑦 〉 = 1 

oluyorsa 𝜕: 𝐺1  → 𝐺0 ön çaprazlanmış modülüne ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı verilir. 
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 Şimdi çaprazlanmış modül tanımını tam olarak aşağıdaki şekilde verebiliriz. 

Tanım 1.2.4:  𝜕: 𝑀 →  𝑁  bir grup homomorfizmi ve 𝑀 de bir 𝑁 − 𝑔𝑟𝑢𝑝 olsun.  Eğer her 

𝑚, 𝑚′ ∈ 𝑀 ve 𝑛 ∈  𝑁 için 

  CM1)  𝜕(𝑚𝑛  )  =  𝑛−1𝜕(𝑚) 𝑛  

  CM2)  𝑚𝜕𝑚 ′
= (𝑚′)−1𝑚𝑚′  

özellikleri sağlanıyorsa 𝜕 ya bir çaprazlanmış modül adı verilir.  Buradaki CM2) aksiyomuna 

𝑃𝑖𝑒𝑓𝑓𝑒𝑟 ö𝑧𝑑𝑒ş𝑙𝑖ğ𝑖 denir. 

1.3. Çaprazlanmış Modül Örnekleri 

Örnek 1.3.1: 𝐺  bir grup ve 𝑁 ⊴ 𝐺  olsun.  Bu durumda 

  𝐺 × 𝑁 →  𝑁 

  (𝑔, 𝑛)   ↦ 𝑔−1𝑛𝑔  

eşlenik etkisi 𝑁 ⊴ 𝐺 olduğundan iyi tanımlı bir grup etkisi olup 𝑁 bir 𝐺 − 𝑔𝑟𝑢𝑝  tur. 

   i :   𝑁 →  𝐺 

                               𝑥 ↦  𝑥       

ile tanımlı içine dönüşümü bir çaprazlanmış modül olur. 

Örnek 1.3.2:  𝐺 bir grup ve İç(𝐺) de  𝐺 nin iç otomorfizmler grubu olsun.  𝑓𝑔 ∈  İç(𝐺) ve 

𝑥 ∈ 𝐺 için; 

  𝑓𝑔(𝑥)  =  𝑔 𝑥𝑔−1  

ile  

   İç(𝐺) × 𝐺 →   𝐺 

     ( 𝑓𝑔  , 𝑥)    ↦  𝑔 𝑥 𝑔−1 

etkisini tanımlayalım.  Bu durumda 𝐺 bir İç(𝐺) − 𝑔𝑟𝑢𝑝 tur. 

  𝜕:  𝐺 →   İç(𝐺)   

       𝑔 ↦  𝑓𝑔  
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temsil homomorfizması bu etkiyle birlikte bir çaprazlanmış modül olur. 

Örnek 1.3.3:   ∂ : 𝑀 →  𝑁  bir ön çaprazlanmış modül olsun.  Eğer 𝜕  bir izomorfizm ise aynı 

zamanda bir çaprazlanmış modül olur.  Gerçektende her 𝑛 ∈  𝑁 için 𝜕(𝑚) =  𝑛 olacak şekilde 

bir tek 𝑚 ∈  𝑀 var olup her 𝑚, 𝑚′ ∈  𝑀 için CM1) aksiyomundan 

  𝜕(𝑚𝑛) = 𝑛−1 (𝜕𝑚)𝑛    

olup 

  𝑛 =   𝜕𝑚′ 

olduğu kullanılırsa 

  𝜕(𝑚𝜕𝑚 ′)   =  (𝜕𝑚 ′)−1 𝜕(𝑚) 𝜕(𝑚′) 

        = 𝜕(𝑚′ −1
𝑚 𝑚 ′) 

olup  𝜕   1:1 olduğundan her 𝑚, 𝑚′ ∈  𝑀 için 

  𝑚𝜕𝑚 ′
 = 𝑚′ −1

𝑚 𝑚 ′ 

bulunur.  Bu da CM2) aksiyomudur. 

Tanım 1.3.1:  𝐶 =  (𝜕: 𝑀 →  𝑁)  ve 𝐶 ′ =  (𝜕′: 𝑀′ → 𝑁′) iki çaprazlanmış modül olsun.  

𝐶 den 𝐶 ′ ne giden bir morfizm 

  (𝜐, 𝓂) ∶  𝐶 → 𝐶 ′ 

şeklinde bir homomorfizm çiftidir ki burada 𝜐 ∶ 𝑀 → 𝑀′  , 𝓂 ∶ 𝑁 →  𝑁′ ve aşağıdaki özellikler 

sağlanır. 

1.            

  𝑀   𝑀′    

                                                    

   𝑁                                 𝑁′                             

  diyagramı komütatiftir.  Yani 𝜕′𝑣 = 𝑚𝜕 dır. 

𝑚 

𝜕′  𝜕 

𝑣 
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2. Her  𝑚 ∈ 𝑀  ve  𝑛 ∈ 𝑁 için; 

   𝜐(𝑚𝑛   )   =  𝑣(𝑚)𝑚(𝑛)   

dir.  Böylece çaprazlanmış modüllerin kategorisini oluşturmuş oluruz.  Bu kategoriyi  𝑿𝑴𝒐𝒅 ile 

göstereceğiz. 

1.4. Funktorlar 

Matematiğin hemen hemen her dalında en önemli yapılan çalışmalardan biri iki yapıyı 

karşılaştırmak ve bir uzayda yapılamayan veya çözümü zor olan bazı problemleri o yapı ile aynı 

özellikleri taşıyan başka bir yapı üzerinde yaparak kolaylıkla çözüme ulaşabilmektedir. Bu 

anlamda iki cebirsel yapı arasındaki yapı koruyan dönüşümler homomorfizmler, veya iki 

topolojik yapı arasındaki yapı koruyan dönüşümler sürekli dönüşümler olduğu gibi, iki kategori 

arasındaki yapı koruyan yani kategori yapısını koruyan dönüşümler funktorlardır.  Bir funktorun 

açık tanımını [9] dan bakınız.   

Tanım 1.4.1: 𝓒 ve 𝓓 herhangi iki kategori olsun.  𝐹 ∶  𝓒 → 𝓓 ile gösterilen 𝓒 den 𝓓 ye tanımlı 

bir funktor aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 1.  ∀ 𝐴 ∈ 𝑂𝑏(𝑪) için 𝐹(𝐴) ∈  𝑂𝑏(𝑫) 

 2.  𝑓 ∈  𝑀𝑜𝑟𝓒(𝐴, 𝐵) ise  𝐹 (𝑓) ∈  𝑀𝑜𝑟𝓓(𝐹(𝐴), 𝐹(𝐵))  

 3.  𝐹 (𝑓 ∘ 𝑔)  =  𝐹 (𝑓) ∘ 𝐹 (𝑔) 

 4.  𝐹 (IA)  =  IF(A) 

dır.  Bu özellikleri sağlayan  𝐹 ∶  𝓒 → 𝓓 ye  𝓒 den 𝓓 ye bir funktor denir. 

Örnek 1.4.1:  ℤ −  𝑀𝑜𝑑, ℤ − modüller kategori ve 𝑨𝒃 de Abelian gruplar kategorisi olsun. 

   𝑈 ∶  ℤ −  𝑀𝑜𝑑 →  𝑨𝒃  

funktorunu tanımlayalım.  Her abelyen grup bir  ℤ −  𝑚𝑜𝑑ü𝑙 olduğundan  𝐴 bir  ℤ −  𝑚𝑜𝑑ü𝑙 

olduğunda;  (𝐴, +)  bir Abelyen grup olacağından 

  𝑈(𝐴)  =  (𝐴, +) 

ile tanımlayabiliriz. 
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Örnek 1.4.2:  𝑮𝒓𝒑, gruplar kategorisi olsun.  𝑨𝒃, Abelyen gruplar kategorisi olmak üzere; 

  𝐹 ∶  𝑮𝒓𝒑 →  𝑨𝒃 

funktorunu   𝐹 (𝐺)  = 𝐺 ⁄ [𝐺, 𝐺 ]   şeklinde 𝐺 grubunun Abelyenleştirilmesini göz önüne 

alabiliriz.  Bu funktora 𝐴𝑏𝑒𝑙𝑦𝑒𝑛𝑙𝑒ş𝑡𝑖𝑟𝑚𝑒 𝑓𝑢𝑛𝑘𝑡𝑜𝑟𝑢  denir. 

1.4.1. Ön çaprazlanmış modüllerden çaprazlanmış modüllere 

 Burada ön çaprazlanmış modüller kategori 𝓟𝓻𝓮𝓧 − 𝓜𝓸𝓭 dan çaprazlanmış modüller 

kategorisi olan  𝑿𝑴𝒐𝒅 a bir funktor tanımlayacağız. 

  𝜕: 𝑀 →  𝑁  

bir ön çaprazlanmış modül olsun.  Her  𝑚, 𝑚′ ∈  𝑀 için 

  〈 𝑚, 𝑚′  〉  = 𝑚−1 𝑚′ −1
𝑚  𝑚′ 𝜕𝑚  

𝑃𝑒𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟 elemanları tarafından üretilen 𝑃2(𝜕) alt grubu 𝑀 nin bir normal alt grubudur.  Böylece; 

  𝑀𝑐𝑟    =   𝑀 𝑃2(𝜕)  

bir bölüm grubu tanımlayabiliriz.  

  𝑞 ∶  𝑀 →  M
P2(𝜕)  

          𝑚 ↦  𝑚𝑃2 (𝜕) 

doğal projeksiyon dönüşümü olsun.   𝜕 bir ön çaprazlanmış modül olduğundan  

  𝜕(〈𝑚, 𝑚 ′ 〉 )   = 𝜕( 𝑚−1 𝑚′ −1
 𝑚 𝑚′ 𝜕𝑚 )  

    = 𝜕( 𝑚−1)𝜕( 𝑚′ −1
)𝜕(𝑚)𝜕(𝑚′ 𝜕𝑚 )   

     = 𝜕( 𝑚−1)𝜕( 𝑚′ −1
)𝜕(𝑚) 𝜕( 𝑚−1)𝜕(𝑚′  )𝜕(𝑚) 

    =   1   

olup; 

  𝜕(𝑃2(𝜕)) = 1  

bulunur.  O halde 
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  𝜕𝑐𝑟 ∶   𝑀𝑐𝑟 → 𝑁     

            m𝑃2(𝜕) ↦ 𝜕(𝑚)  

ile tanımlı 𝜕𝑐𝑟  iyi tanımlıdır.  Gerçektende  𝑚, 𝑚′ ∈ M  için; 

  𝑚𝑃2(𝜕)  =  𝑚′𝑃2(𝜕)   ⟹  𝑚−1𝑚′ ∈ 𝑃2(𝜕)    

olup; 

  𝜕(𝑚−1𝑚′) = 𝜕(𝑚−1)𝜕(𝑚′) =  (𝜕(𝑚))−1(𝜕(𝑚′)) ∈ 𝜕(𝑃2(𝜕)) = 1  

den 

  𝜕(𝑚 )   =  𝜕(𝑚′)   

yani   

  𝜕𝑐𝑟 (𝑚𝑃2(𝜕))  =  𝜕𝑐𝑟 (𝑚′𝑃2(𝜕)) 

bulunur.  Böylece aşağıdaki komütatif diyagramı elde ederiz. 

 

    𝑀                    𝑁  

 

 

 

O halde 𝜕: 𝑀 →  𝑁 şeklinde verilen bir ön çaprazlanmış modülüne 𝜕𝑐𝑟  şeklinde bir yapı 

karşılık getirmiş oluruz.  Bu 𝜕𝑐𝑟  bir çaprazlanmış modüldür.  Çünkü  

  〈 𝑚𝑃2(𝜕), 𝑚′𝑃2(𝜕)〉  = 〈m, 𝑚′  〉 𝑃2(𝜕) 

             = 𝑃2(𝜕)  ∵   〈m, 𝑚′ 〉 ∈ 𝑃2(𝜕)   

dır.  Böylece 

  (−)𝑐𝑟 :  𝓟𝓻𝓮𝓧 − 𝓜𝓸𝓭 →  𝑿𝑴𝒐𝒅  

şeklinde ön çaprazlanmış modüllerden çaprazlanmış modüllere bir funktor tanımlanmış olur. 

𝜕 

𝑞 𝜕cr 

𝑀𝑐𝑟    



8 
 

1.5. Grupoidler 

 Aşağıdaki tanımı Tonks [34] den bulabilirsiniz. 

 𝓒 aşağıdaki özellikleri sağlayan bir sistem ise 𝓒 ye bir küçük kategori denir. 

1. 𝑂𝑏(𝓒) ile gösterilen bir objeler kümesi vardır. 

2. 𝑀𝑜𝑟(𝓒) ile gösterilen morfizmler kümesi vardır. 

3. 𝑀𝑜𝑟(𝓒) den 𝑂𝑏(𝓒) ye giden kaynak ve hedef dönüşümleri olarak adlandırılan 

sırasıyla s ve t ile gösterilen dönüşümler vardır. 

4. Her bir obje içinde objeler kümesinden morfizmler kümesine giden e ile gösterilen 

birim morfizm vardır. 

5. 𝑚: 𝑀𝑜𝑟(𝓒)  × 𝑀𝑜𝑟(𝓒)   →  𝑀𝑜𝑟(𝓒)   tanımlı kompozisyon işlemi vardır. 𝑚(𝑏, 𝑎) 

yerine 𝑎 ∙ 𝑏 veya 𝑎 ∘ 𝑏 yazacağız.  𝑥 ∈  𝑂𝑏(𝓒)  olduğunda 𝑒(𝑥)  ∈  𝑀𝑜𝑟(𝓒) 

morfizmi 𝑥 den 𝑥 e giden birim morfizmdir 1𝑥  veya 𝑒𝑥  ile gösterilir. 

Bu verilerin aşağıdaki özellikleri sağlaması gerekir.   

1. 𝑎 ∘ 𝑏 şeklinde iki morfizmin kompozisyonunu tanımlı olabilmesi için gerek ve yeter 

şart 𝑡(𝑎) =  𝑠(𝑏) olmasıdır.  Bu durumda 𝑠(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝑠(𝑎) ve 𝑡(𝑎 ∘ 𝑏)  =  𝑡(𝑏)   

olur. 

2. Her 𝑥 ∈  𝑂𝑏(𝓒) için  𝑠 (𝑒𝑥)  =  𝑡 (𝑒𝑥  )  =  𝑥 ve her  𝑎 ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝓒) için  

   

  𝑎 ∘ 𝑒𝑡(𝑎) = 𝑒𝑠(𝑎) ∘ 𝑎 = 𝑎   

       dır. 

3. Her (𝑎 ∘ 𝑏) ∘ 𝑐  ve  𝑎 ∘ (𝑏 ∘ 𝑐) kompozisyonları tanımlanabilir ise bunlar eşit 

olmalıdır. 

𝑂𝑏(𝓒) = 𝐶0 ve 𝑀𝑜𝑟(𝓒) = 𝐶1 ile gösterirsek bir 𝓒 küçük kategorisini 𝐶0 bir küme olmak üzere  

 

  𝓒 =  (C1                     C0 ,∘)   

 

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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diyagramı ile kısaca temsil edebiliriz.            

 Bir 𝓒 küçük kategorisi ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑂𝑏(𝓒) olsun.  𝑠(𝑎) = 𝑥 ve 𝑡(𝑎) = 𝑦 olan 𝑎 

morfizmlerinin kümesini 𝐶1(𝑥, 𝑦)  ile göstereceğiz.  Eğer 𝑥 ≠  𝑦 olduğunda 𝐶1(𝑥, 𝑦) kümeleri 

boş ise 𝓒 küçük kategorisine total bağlantısız kategori adı verilir. 

 Bir grupoid 

 𝓒 =  (C1                     C0 ,∘)   

 

şeklinde bir küçük kategori olup her morfizmi bir izomorfizmdir.  Yani her 𝑎 ∈ 𝑀𝑜𝑟(𝓒) veya  

𝑎 ∈ C1(𝑥, 𝑦) için 𝑎 ∶ 𝑥 → 𝑦 olduğunda 𝑎−1  ∶ 𝑦 →  𝑥  ,  𝑎 ∘ 𝑎−1 = 𝑒𝑠(𝑎) ve 𝑎−1 ∘ 𝑎 = 𝑒𝑡(𝑎)  

olacak şekilde 𝑎−1 ∈  𝐶1(𝑦, 𝑥)  morfizmi vardır. 

 Obje kümesi bir tek noktadan oluşan bir grupoide monoid denir.  Bu durumda 𝓒 

kategorisine ise monoidal kategori adı verilir. 

 Şimdi çaprazlanmış modüller ve grupoidler arasındaki ilişkiyi verelim: 

 Bunun için önce yarı-direkt çarpım grubunu tanımlamalıyız. 

Tanım 1.5.1:  𝐺 ve 𝐻 iki grup 𝑜𝑡𝑜(𝐺) de 𝐺 grubunun otomorfizmler grubu olsun.   

𝜃: 𝐻 → 𝑜𝑡𝑜(𝐺) bir homomorfizm olmak üzere 𝐺 × 𝐻 kümesi üzerinde aşağıdaki işlemi 

tanımlayalım: 

  (𝑔, 𝑕). (𝑔′ , 𝑕′)  =  (𝑔 𝜃(𝑕)𝑔′ , 𝑕𝑕′) 

her 𝑔, 𝑔′ ∈  𝐺 ve 𝑕 , 𝑕′ ∈ 𝐻 için bu işleme göre 𝐺 × 𝐻 kümesi bir gruptur.  Bu gruba 𝐺 ve 

𝐻 gruplarının yarı-direkt çarpım grubu denir ve kısaca 𝐺 ⋉ 𝐻 ile gösterilir.  Burada (𝒆𝐺 , 𝒆𝐻   ) 

grubun birimidir ve (𝑔, 𝑕) nin tersi (𝑔, 𝑕)−1 = (𝜃(𝑕−1) 𝑔−1  , 𝑕−1)  şeklindedir. 

1.6. Çaprazlanmış Modüllerden Grupoidlere 

Bu bölümde çaprazlanmış modüller kategorisi ile groupoidler kategorisi arasındaki ilişkiyi 

inceleyerek çaprazlanmış modüller kategorisinden groupoidler kategorisine bir funktor 

𝑡

   𝑒

   

𝑠

   



10 
 

oluşturacağız. Benzer oluşturma kategoriksel gruplar için Brown ve Spencer [14] tarafından 

yapılmıştır. 

𝜕: 𝑀 → 𝑁  bir çaprazlanmış modül olsun.  Bu durumda 𝑀 nin bir 𝑁 − 𝑔𝑟𝑢𝑝 olduğu açıktır.  

Yani  

  𝑓𝑛 ∶  𝑁 × 𝑀   →  𝑀  

           ( 𝑛, 𝑚 ) ↦ 𝑚𝑛  

şeklinde tanımlı bir homomorfizm vardır. 

   𝜃: 𝑁 → 𝑜𝑡𝑜(𝑀)  

        𝑛 ↦ 𝑓𝑛         

ile tanımlanırsa 

              𝜃(𝑛)(𝑚) = 𝑓𝑛(𝑚) = 𝑚𝑛       

şeklindedir.  Buna göre 𝑀 ⋉ 𝑁 yarı-direk  çarpım  grubu  

  (𝑚, 𝑛) (𝑚′ , 𝑛′) = (𝑚𝜃(𝑛′) 𝑚′ , 𝑛𝑛′  ) 

                = (𝑚𝑚′𝑛
′

, 𝑛𝑛′) 

şeklinde tanımlanır.  (𝑚, 𝑛)  nin tersi (𝑚−1𝑛−1

, 𝑛−1) şeklinde olur.  Bu işleme göre 𝑀 ⋉ 𝑁 

kümesi bir grup olur.  Oluşturacağımız olan 

 𝓒 =  (C1                     C0 ,∘)  

grupoidinin objeler kümesi 𝐶0 = 𝑁 ve morfizmler kümesi 𝐶1 = 𝑀 ⋉ 𝑁 olsun. ( 𝑚, 𝑛 ) ∈ 𝑀 ⋉ 𝑁 

olmak üzere 𝑡, 𝑠: 𝑀 ⋉ 𝑁 → 𝑁, 𝑠(𝑚, 𝑛) = (𝜕𝑚)𝑛 ve  𝑡(𝑚, 𝑛) =  𝑛 ile tanımlayalım. Şimdi 

geriye  " ∘ " kompozisyon işlemini tanımlamak kalır. 

  (𝑚, 𝑛): (𝜕𝑚)𝑛 → 𝑛  

ve  

  (𝑚′, 𝑛′): (𝜕𝑚′)𝑛 ′ → 𝑛′ ∈  𝑀 ⋉ 𝑁  
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olmak üzere; 

  𝑡(𝑚, 𝑛) = 𝑛 = 𝜕𝑚′𝑛′ = 𝑠(𝑚′, 𝑛′)   

olduğunda 

  (𝑚, 𝑛) ∘ (𝑚′, 𝑛′) = (𝑚 𝑚 ′, 𝑛′) 

şeklinde tanımlayalım.  Bu durumda 

  𝑠((𝑚, 𝑛)  ∘ ( 𝑚′, 𝑛′ ))   = 𝑠(𝑚 𝑚′, 𝑛′) 

         = 𝜕(𝑚𝑚′)𝑛′ 

         = 𝜕(𝑚)𝜕(𝑚′)𝑛′ 

          = 𝜕(𝑚)𝑛       (∵  𝑛 = 𝜕(𝑚′) 𝑛′ ) 

      =  𝑠( 𝑚, 𝑛)       

ve 

  𝑡((𝑚, 𝑛) ∘ ( 𝑚′ , 𝑛′ ))  =  𝑡(𝑚𝑚′, 𝑛′) 

      = 𝑛′ 

      = 𝑡(𝑚′, 𝑛′)    

bulunur. 

 ( 𝑚, 𝑛 ): 𝑥 →  𝑦 ∈ 𝐶1( 𝑥, 𝑦 )  olduğunda  𝑥 =  𝜕(𝑚)  𝑛   𝑣𝑒   𝑦 = 𝑛  şeklindedir.  Buna 

göre; 

       (𝑚, 𝑛)−1 = ((𝑚−1)𝑛−1
, 𝑛−1)   için; 

  𝑠((𝑚, 𝑛)−1)    = 𝑠((𝑚−1)𝑛−1
, 𝑛−1 )  

     = 𝜕((𝑚−1)𝑛−1
)𝑛−1   

     = 𝑛−1𝜕(𝑚−1) 𝑛𝑛−1   

     = (𝜕(𝑚)𝑛)−1 

     = 𝑠(𝑚, 𝑛)−1     

ve 

  𝑡((𝑚, 𝑛)−1)     = 𝑡(𝑚−1)𝑛−1
, 𝑛−1) 
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    = 𝑛−1 

    = 𝑡(𝑚, 𝑛)−1  (∵  𝑛 = 𝑡(𝑚, 𝑛) )    

 bulunur. 

  𝑒 ∶  𝐶0 → 𝐶1; 𝑒(𝑛) = (1, 𝑛)  

olarak tanımlanırsa; 

 𝑠(𝑒(𝑛)) = (𝜕 (1) 𝑛) = 𝑛 = 𝑡(𝑒(𝑛)) = 𝑛    

olup; 𝜕: 𝑀 →  𝑁  bir çaprazlanmış modülü verildiğinde 

 

  (( 𝑀 ⋉ 𝑁                      𝑁),∘)  

 

şeklinde bir grupoid yapısı elde edilir.  Bu elde edilen grupoid aslında tanımlanmış olan grupoid 

yapısından daha kuvvetli bir yapıdır.  Çünkü burada elde edilen 𝑁 ve 𝑀 ⋉ 𝑁 yapıları ek olarak 

birer grup yapısıdırlar. 

 Aslında elde edilen 

 

  (( 𝑀 ⋉ 𝑁                      𝑁),∘)  

 

yapısı bir kategoriksel grup olur.  Böylece her kategoriksel grup bir grupoiddir diyebiliriz.  Bu 

yapılandırmanın değişmeli cebirler versiyonu Arvasi [6] dan bulunabilir. 

   

 

 

 

𝑠

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑠

   

𝑒

   

𝑡
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𝑒′ 

𝑖𝑑

   

𝑡′ 

2. GRUPOİDLER ÜZERİNDE ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

 Bu bölümde grupoidler üzerinde çaprazlanmış modül kavramını vereceğiz.  Detaylı 

bilgi için [10], [11], [14] ve [26] 'ya  bakınız.  Grupoidler  üzerinde çaprazlanmış modüller ilk 

olarak Brown ve Gilbert [11] tarafından tanımlanmış olup Tonks [34] bu yapının kategoriksel 

özelliklerini incelemiştir. 

Tanım 2.1:  𝓒 ve 𝓓 iki grupoid ve obje kümeleri aynı olsun.  𝓒 total bağlantısız bir grupoid 

olsun.  Yani; 

  𝓒   𝓓 

  𝐶1     𝐷1   

 

     

       

diyagramını düşünebiliriz.  𝓓 grupoidinin 𝓒 grupoidi üzerindeki etkisi morfizmleri üzerinde 

tanımlı  

 𝑀𝑜𝑟(𝓓 )  ×  𝑀𝑜𝑟(𝓒)   →  𝑀𝑜𝑟(𝓒) 

                        (𝑑, 𝑐)  ↦ 𝑐𝑑  

şeklinde bir fonksiyon olup aşağıdaki özellikler sağlanır: 

1. 𝑐𝑑  nin tanımlı olması için gerek ve yeter şart  𝑡(𝑐) = 𝑠(𝑑) olmalıdır ve bu durumda 

𝑡(cd) = 𝑡(𝑑) dir. 

 2.   (𝑐1 ∘ 𝑐2)𝑑1 = 𝑐1
𝑑1 ∘ 𝑐2

𝑑1  ve 𝑒𝑥
𝑑1 = 𝑒𝑦  dir. 

3.   𝑐1
𝑑1∘𝑑2 = (𝑐1

𝑑1 )𝑑2  ve  𝑐1
𝑒𝑥 = 𝑐1 dir.  Burada 𝑐1 , 𝑐2 ∈ 𝐶1(𝑥, 𝑥) ve 𝑑1 ∈ 𝐷1(𝑥, 𝑦), 

 𝑑2 ∈ 𝐷1(𝑦, 𝑧) dir. 

Tanım 2.2: [34]  𝓒 ve 𝓓 aynı obje kümesinde iki grupoid, 𝓒 total bağlantısız ve 𝓓 nin 𝓒 

üzerinde yukarıdaki gibi tanımlı bir grupoid etkisi var olsun.  𝛿: 𝓒 → 𝓓  bir funktor olmak üzere 

𝑠

   

𝑡

   

𝑒

   

𝑠′ 

∥

   

∥

   

𝐶0  

   

𝐶0 = 𝐷0    
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𝑡

   

𝑖𝑑

   

𝑠

   

𝑡

   

aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa 𝛿 funktoruna 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜𝑖𝑑𝑙𝑒𝑟 ü𝑧𝑒𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒 ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı 

verilir.  (Burada 𝛿 obje kümesi üzerinde birim fonksiyon görevini alır.)                                                                                                    

Her  𝑐, 𝑐′  ∈ 𝐶(𝑥, 𝑥) ve 𝑑 ∈ 𝐷(𝑥, 𝑦) için; 

 1. 𝛿(𝑐𝑑  ) = 𝑑−1 ∘ 𝛿(𝑐) ∘ 𝑑 

 2. 𝑐𝛿𝑐 ′
= (𝑐′)−1 ∘ 𝑐 ∘ 𝑐′  

 Tüm grupoidlerin oluşturduğu kategoriyi 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 ile gösterelim.  Bu kategorinin bir 

objesi  

𝓒 = (𝐶1                     𝐶0,∘)   

 

şeklinde tanımlı bir grupoid olur.  Bu kategoride obje sınıflarının hepsi aynı 𝐶0  kümesi olan 

objeleri değerlendirelim.  Bu objelerin oluşturduğu kategoriyi    𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 ⁄ 𝐶0    ile gösterelim.  

Yani 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 ⁄ 𝐶0 kategorisinin bir objesi, obje kümesi 𝐶0 kümesi olan bir grupoid olur.  

Böylece  𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 ⁄ 𝐶0   kategorisi 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅  kategorisinin bir tam alt kategorisidir. 

 Grupoidler üzerinde  𝛿: 𝓒 → 𝓓  bir çaprazlanmış modül olsun.  Bunu daha açık olarak   

       

   𝛿: 𝓒     𝓓  

 

          

  

diyagramı ile ifade edelim.  Aynı obje kümesi  𝐶0  olan tüm grupoidleri değerlendirelim.  

𝛿′: 𝐶′ → 𝐷′ obje kümeleri aynı  𝐶0   kümesi olan 𝓒′  ve 𝓓′ grupoidleri üzerindeki başka bir 

çaprazlanmış modül olsun. 

 𝛿 dan 𝛿 ′  ne giden morfizmi aşağıdaki diyagram ile tanımlayabiliriz. 

 

𝑠

   

e

   

𝐶0 𝐶0 

𝑒

   

𝑡

   

𝑠

   

𝑒

   



15 
 

𝑑0    

𝑑1

   

𝑡′

   

𝑡′

   

 𝐶   𝐷 

 

    𝐶′                                  𝐷′        

   

Bu diyagramda  𝛼 ve  𝜎  birer grupoid morfizmidir ve  𝜎𝛿 =  𝛿 ′𝛼  dir.  Ayrıca  𝛼 ve  𝜎, 𝓓 nin 

𝓒 üzerindeki etkisini korurlar.  Yani 𝑑 ∈  𝓓 ve 𝑐 ∈ 𝓒 için  𝛼 (𝑐𝑑)  =  𝛼(𝑐)𝜎(𝑑) şeklindedir. 

 Böylece obje kümesi 𝐶0 olan tüm grupoidler üzerinde tanımlanan çaprazlanmış 

modüller kategorisini oluşturabiliriz.  Bu kategoriyi  𝑿𝑴𝒐𝒅𝑮 𝐶0⁄   ile gösterelim. 

Tanım 2.3: 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 𝐶0⁄  , obje kümesi 𝐶0 olan bütün grupoidlerin kategorisi olsun. Bu kategori 

içindeki bir kategoriksel grupoid;    

   

  ( 𝐶                          𝐷,∗ )    

 

şeklinde bir grupoiddir.  Bu grupoidin obje kümesi  

 

 (𝐷                     𝐶0 ,∘)  

 

şeklinde bir grupoid ve morfizmler kümesi ise 

 

 (𝐶                     𝐶0 ,∘′)  

 

şeklindeki bir  𝐶0 obje kümeli grupoiddir.  Ayrıca 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐶 olmak üzere;  

𝛿

   

𝛿 ′

   

𝛼

   

𝜎

   

𝐼

   

𝑒 ′

   

𝑠′

   

𝑒 ′

   

𝑠′
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𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠′

   

  (𝑎 ∗ 𝑏) ∘ (𝑐 ∗ 𝑑) = (𝑎 ∘ 𝑐) ∗ (𝑏 ∘ 𝑑) 

şeklinde interchange kuralı sağlanır.  Burada;         

  𝑑0(𝑎) = 𝑑1(𝑏)  

  𝑡(𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑠(𝑐 ∗ 𝑑)  

  𝑡(𝑎) = 𝑠(𝑐) 

  𝑡(𝑏) = 𝑠(𝑑)  

ve 

 𝑑0(𝑎 ∘ 𝑐) = 𝑑1(𝑏 ∘ 𝑑) 

şeklindedir.  Böylece bu özellikleri sağlayan 

 

   ( 𝐶                                              𝐷 , ∗ ) 

 

 

          𝐶0            𝐶0    

 

Yapısına 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 𝐶0⁄  kategorisinde bir kategoriksel grupoid veya  𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡 2 − 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜𝑖𝑑 adı 

verilir. 

2.1. Grupoidler Üzerinde Çaprazlanmış Modüllerden Kategoriksel Grupoidlere 

 Şimdi 𝑿𝑴𝒐𝒅𝑮 𝐶0⁄  kategorisi ile 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 𝐶0⁄  kategorisindeki tüm kategoriksel 

grupoidlerin oluşturduğu kategori arasında bir funktor tanımlayacağız.  Benzer yapılandırma 

[26] da vardır. 

𝑖𝑑

   

𝑒 ′

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑡′

   

𝑠

   



17 
 

𝑑0

   

𝑑1

   

 𝛿 ∶  𝓒 →  𝓓 grupoidler üzerinde bir çaprazlanmış modül olsun.  𝓒 nin 𝐶0 obje kümesi 

üzerinde bir total bağlantısız grupoid ve 𝓓 nin de aynı 𝐶0 obje kümesi üzerinde bir grupoid ve 

yine 𝓓 nin 𝓒 üzerinde bir grupoid olduğunu biliyoruz.  Buna göre 𝓓 nin 𝓒 üzerindeki bu 

grupoid etkisini kullanarak 𝐶 × 𝐷 (𝑥, 𝑦)  =  𝐶(𝑥)  × 𝐷(𝑥, 𝑦) kümesi üzerinde  𝑐, 𝑐′ ∈  𝐶(𝑥)  ve          

𝑑 ∈  𝐷(𝑥, 𝑦), 𝑑′ ∈  𝐷(𝑦, 𝑧) için 

  (𝑐, 𝑑) ∘′ (𝑐′ , 𝑑′) = (𝑐 ∘ 𝑐′ , 𝑑𝑐 ′
∘ 𝑑′) 

şeklinde " ∘′ " işlemi tanımlayalım.  Bu işleme göre 𝐶 × 𝐷, 𝐶0 obje kümesi üzerinde bir yarı-

direkt çarpım grupoidi olur.  Ayrıca; 

   𝑑0 ∶ 𝐶 × 𝐷 → 𝐷        

                 (𝑐, 𝑑)   ↦   𝑑 

  𝑑1 ∶ 𝐶 × 𝐷 →  𝐷 

             (𝑐, 𝑑)   ↦  𝛿(𝑐) ∘ 𝑑 

    I ∶ 𝐷 →  𝐶 × 𝐷 

                   𝑑  ↦  (1, 𝑑) 

şeklinde tanımlarsak  

 

     𝐶 × 𝐷                𝐷 

    

şeklinde bir yapı elde ederiz.  Bu yapı üzerinde  

  𝑑0 (𝑐, 𝑑) = 𝑑 = 𝛿 (𝑐′) ∘  𝑑′  = 𝑑1(𝑐′ , 𝑑′  ) 

olmak üzere  𝑑 ∈ 𝐷(𝑥, 𝑦) ve  𝑑′ ∈  𝐷(𝑦, 𝑧) için 

  (𝑐, 𝑑) ∗ (𝑐′ , 𝑑′  ) = (𝑐 ∘ 𝑐′ , 𝑑′)  

işlemi tanımlanırsa;  

  𝑑0((𝑐, 𝑑) ∗ (𝑐′ , 𝑑′))  = 𝑑0(𝑐 ∘ 𝑐′ , 𝑑′)  

𝐼
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𝑑0

   

𝑑1

   

𝑠

   

     = 𝑑′    

     = 𝑑0(𝑐′ , 𝑑′)  

ve 

  𝑑1((𝑐, 𝑑) ∗ (𝑐′ , 𝑑′))  = 𝑑1(𝑐 ∘ 𝑐′ , 𝑑′)  

     = 𝛿(𝑐) ∘ 𝛿(𝑐′) ∘ 𝑑′  

     =  𝛿(𝑐) ∘ 𝑑        ( ∵  𝑑 = 𝛿(𝑐′) ∘ 𝑑′) 

     = 𝑑1(𝑐, 𝑑)   

 ve 

  𝑑1(𝐼(𝑑)) = 𝑑1(1, 𝑑) = 𝑑 

  𝑑0(𝐼(𝑑)) = 𝑑0(1, 𝑑) = 𝑑 

olduğundan     

   (𝐶 × 𝐷                𝐷,∗) 

 

bir grupoid olur. 

Sonuç olarak:   

       𝐶                                              𝐷 

 

                                                                            

     𝐶0            𝐶0 

şeklinde bir grupoidler üzerinde çaprazlanmış modül göz önüne alındığında, 

 

𝛿

   

𝐼

   

𝑡′

   

𝑡

   

𝑠′
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𝐼 

𝑑1 

 

               (𝐶 × 𝐷                         𝐷, ∗)  

 

 

         𝐶0                  𝐶0 

şeklinde bir kategoriksel grupoid yapısı elde edilir.  O halde geriye sadece interchange kuralının 

sağlandığını göstermek kalır. 

  (𝑐, 𝑎)  ∈ 𝐶 × 𝐷 nin ∗ işlemine göre tersi (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎−1) dir.  Burada 𝑎−1, 𝐶(𝑦) içinde 

terstir.  

   𝑘 = (𝑐, 𝑎), 𝑙 = (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′)  

ve   

   𝑑0(𝑘 ∗ 𝑙) = 𝑑0𝑘 ve 𝑑1(𝑘 ∗ 𝑙) = 𝑑1𝑙  

olsun.  

 (𝑐, 𝑎) ∈ 𝐶 × 𝐷(𝑥, 𝑦) için; 𝑐 ∘ 𝛿𝑎 , 𝛿 objeleri üzerinde birim dönüşüm olduğundan 𝑥 den 

𝑦 ye bir morfizm olur. 

  (𝑐, 𝑎), (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′): 𝑥 → 𝑦 ∈  𝐶 × 𝐷 

ve 

   (𝑑, 𝑏), (𝑑 ∘ 𝛿𝑏, 𝑏′): 𝑦 → 𝑧 ∈  𝐶 × 𝐷 

olsun.  Bu durumda 

    [(𝑐, 𝑎) ∘ (𝑑, 𝑏)] ∗ [(𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′) ∘ (𝑑 ∘ 𝛿𝑏, 𝑏′)] =   

     = (𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ 𝑏) ∗ (𝑐 ∘ 𝛿𝑎 ∘ 𝑑 ∘ 𝛿𝑏, (𝑎′)𝑑∘𝛿𝑏 ∘ 𝑏′)  

     = (𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ 𝑏 ∘, (𝑎′)𝑑∘𝛿𝑏 ∘ 𝑏′) 

     = (𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ (𝑎′)𝑑 ∘ 𝑏 ∘ 𝑏′)  

𝑡

   

𝑠

   

𝑠′

   

𝑡′

   

𝑑0
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    = (𝑐, 𝑎 ∘ 𝑎′) ∘ (𝑑, 𝑏 ∘ 𝑏′) 

    = [(𝑐, 𝑎) ∗ (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′)] ∘ [(𝑑, 𝑏) ∗ (𝑑 ∘ 𝛿𝑏, 𝑏′)]  

elde edilir.  Ayrıca  

    𝑑0((𝑐, 𝑎) ∘ (𝑑, 𝑏)) = 𝑑0(𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ 𝑏)  

     = 𝑐 ∘ 𝑑 

     = 𝑑0(𝑐, 𝑎) ∘ 𝑑0(𝑑, 𝑏) 

ve 

  𝑑1((𝑐, 𝑎) ∘ (𝑑, 𝑏)) = 𝑑1(𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ 𝑏) 

     = 𝑐 ∘ 𝑑 ∘ 𝛿(𝑎𝑑 ∘ 𝑏)  

     = 𝑐 ∘ 𝑑 ∘ 𝑑−1 ∘ 𝛿(𝑎) ∘ 𝑑 ∘ 𝛿(𝑏) 

     = 𝑐 ∘ 𝛿(𝑎) ∘ 𝑑 ∘ 𝛿(𝑏)    

    = 𝑑1(𝑐, 𝑎)  ∘ 𝑑1(𝑐, 𝑑)   

olduğundan 𝑑0 ve 𝑑1    

   𝐶                        𝐶0   

grupoid yapısını korurlar.  

 Böylece  grupoidler üzerinde çaprazlanmış modüller kategorisinden obje kümeleri aynı 

olan kategoriksel grupoidler kategorisine kategorisi ile  

   𝑿𝑴𝒐𝒅𝑮 𝐶0 ⟶ 𝑮𝒑𝒐𝒊𝒅 𝐶0⁄⁄   

şeklinde yapı koruyan bir funktor tanımlamış oluruz.  Bu funktoru ileriki bölümlerde 

kullanacağız. 

 

 

 

 

𝑡

   

𝑠
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3.  2-ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER VE BRAİDED REGÜLER ÇAPRAZLANMIŞ 

MODÜLLER 

 Bu bölümde Brown ve Gilbert [11] tarafından verilen 2-çaprazlanmış modüller 

kategorisi ve braided regüler çaprazlanmış modüller kategorisi arasındaki denklik verilecektir.  

Joyal ve Street [27] de herhangi bir monoidal kategori üzerindeki braiding dönüşümünü 

tanımlamışlar ve braided monoidal kategori yapısını oluşturmuşlardır.  Bu tanımlamadan sonra 

[27] de braided monoidal kategoriler ile monoidler üzerinde yarı-çaprazlanmış modüllerin bir 

parantez işlemi ile birlikte denk olduklarını göstermişlerdir. Bu çalışma aslında Brown ve 

Spencer [14] teoreminin özel bir halidir.  Bu bölümde bir monoidal kategori üzerindeki braiding 

dönüşümünün nasıl tanımlanabileceğini ayrıntılı olarak vereceğiz. 

   𝓥 = (𝑉0 , ⨂, 𝐼, 𝑟, 𝑙, 𝑎) 

yapısını göz önüne alalım.  Bu yapı içinde 𝑉0 bir kategori 

  ⨂: 𝑉0 × 𝑉0 → 𝑉0 

bir funktor, 𝐼 da 𝑉0 ın bir objeler kümesi ve 

  𝑎 = 𝑎𝐴𝐵𝐶 ∶ (𝐴⨂𝐵)⨂𝐶 → 𝐴⨂(𝐵⨂𝐶) 

doğal izomorfizmdir.   Ayrıca  

  𝑟 = 𝑟𝐴 ∶ 𝐴⨂𝐼 → 𝐴,   𝑙 = 𝑙𝐴 ∶ 𝐼⨂𝐴 → 𝐴  

sırasıyla sağ ve sol çarpımları olarak değerlendirilir.  Aşağıdaki aksiyomlar sağlanırsa  

  𝓥 = (𝑉0 , ⨂, 𝐼, 𝑟, 𝑙, 𝑎) 

yapısına bir 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙 𝑘𝑎𝑡𝑒𝑔𝑜𝑟𝑖 denir.   
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𝑨𝑷. 

 

 

 

 

 

 

diyagramı komütatiftir.  Bu aksiyoma birleşme özelliği için 𝑝𝑒𝑛𝑡𝑎𝑔𝑜𝑛 𝑎𝑥𝑖𝑜𝑚𝑢 denir. 

𝑰𝑻. 

     

 

 

diyagramı komütatiftir.  Bu aksiyomda birimler için üç𝑔𝑒𝑛 𝑎𝑘𝑠𝑖𝑦𝑜𝑚𝑢 adı verilir. 

 Eğer  𝑎𝐴𝐵𝐶 , 𝑟𝐴 , 𝑙𝐴  nın her biri 𝓥 içinde birer birim morfizm iseler monoidal kategorisine 

𝑠𝑡𝑟𝑖𝑐𝑡 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙  𝑘𝑎𝑡𝑒𝑔𝑜𝑟𝑖 denir. 

Tanım 3.1 [27]: 

  𝓥 = (𝑉0 , ⨂, 𝐼, 𝑟, 𝑙, 𝑎)  

yukarıdaki gibi tanımlı bir monoidal kategori olsun.  𝓥 monoidal kategorisi üzerinde tanımlanan 

braiding,  𝐴, 𝐵, 𝐼 da birer obje olmak üzere 

  𝜏𝐴𝐵 : 𝐴⨂𝐵 → 𝐵⨂𝐴 

şeklinde tanımlı bir dönüşüm olup aşağıdaki özellikler sağlanır: 

(𝐴⨂𝐵)⨂(𝐶⨂𝐷)

   

((𝐴⨂𝐵)⨂𝐶)⨂𝐷

   

(𝐴⨂(𝐵⨂(𝐶⨂𝐷))

   

𝐴⨂((𝐵⨂𝐶)⨂𝐷)

   

(𝐴⨂(𝐵⨂𝐶))⨂𝐷

   

𝑎⨂1

   

𝑎

   

𝑎

   

𝑎

   

1⨂𝑎

   

(𝐴⨂𝐼)⨂𝐶    (𝐼⨂𝐴)⨂𝐶

   

(𝐴⨂𝐶)    

𝑟⨂1

   

1⨂𝑙
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𝐵1. Aşağıdaki diyagram komütatiftir: 

 

        

 

          

 

        

 

yani  

  𝜏𝐴,𝐵⨂𝐶 = (1⨂𝜏𝐴,𝐶) ∘ (𝜏𝐴,𝐵⨂1)  

olmalıdır. 

𝐵2. 

 

        

 

          

 

        

 

diyagramı komütatiftir.   Yani  

  𝜏𝐴⨂𝐵,𝐶 = (𝜏𝐴,𝐶⨂1) ∘ (1⨂𝜏𝐵,𝐶) 

𝐴⨂(𝐵⨂𝐶)

   

(𝐵⨂𝐴)⨂𝐶

   

𝐴⨂(𝐵⨂𝐶)

   

(𝐵⨂𝐶)⨂𝐴

   

𝐵⨂(𝐶⨂𝐴)

   

𝐵⨂(𝐴⨂𝐶)

   

𝑎

   

𝑎

   

𝜏𝐴,𝐵⨂𝐶

   

𝑎

   

𝜏𝐴,𝐵⨂1

   

1⨂𝜏𝐴,𝐶

   

𝐴⨂(𝐵⨂𝐶)

   

𝐴⨂(𝐶⨂𝐵)

   

𝐴⨂(𝐵⨂𝐶)

   

𝐶⨂(𝐴⨂𝐵)

   

(𝐶⨂𝐴)⨂𝐵

   

(𝐴⨂𝐶)⨂𝐵

   𝑎−1

   

𝜏𝐴⨂𝐵,𝐶

   

1⨂𝜏𝐵,𝐶

   

𝜏𝐴,𝐶⨂1

   

𝑎−1

   

𝑎−1

   



24 
 

𝑡

   

𝑡

   

olmalıdır. 

 Bu 𝜏𝐴,𝐵 braiding dönüşümü ile birlikte 𝓥 monoidal kategorisine 

𝑏𝑟𝑎𝑖𝑑𝑒𝑑 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙 𝑘𝑎𝑡𝑒𝑔𝑜𝑟𝑖 adı verilir.  Ek olarak 𝓥 , 𝜏𝐴,𝐵  ile bir braided monoidal kategori 

olduğunda eğer her 𝐴, 𝐵 obje çifti için; 

.     

 

 

 

diyagramı değişmeli oluyorsa 𝓥 ye 𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑘 𝑚𝑜𝑛𝑜𝑖𝑑𝑎𝑙 𝑘𝑎𝑡𝑒𝑔𝑜𝑟𝑖 denir. 

 Böylece bir monoidal kategori üzerinde "𝑏𝑟𝑎𝑖𝑑𝑖𝑛𝑔" dönüşümünün tanımlanabilmesi 

için  gerekli olan şey bu kategoride kompozisyon işleminden başka bir ⨂ gibi çarpımın var 

olması ve bu çarpımın asosyatif olması gerekli fakat değişmeli olması gerekmemektedir. 

Tanım 3.2: 𝓒 herhangi bir kategori olsun.  Bu kategoride bir 𝓥 kategoriksel objesi veya internal 

kategorisi (𝑉1 , 𝑉0, 𝑠, 𝑡, 𝑒) ile tanımlı olup 

 

         𝑉1                       𝑉0    

 

diyagramı ile temsil edilir ve 𝑉0 obje kümesi, 𝑉1 ise morfizmler kümesidir. 𝑠 ye kaynak , 𝑡 ye 

hedef ve 𝑒 ye de birim dönüşüm adı verilir. 

Tanım 3.3 [23]:  

 

  𝓒: 𝐶1                         𝐶0    

 

𝐵⨂𝐴    

(𝐴⨂𝐼)⨂𝐶

   

(𝐴⨂𝐶)    

𝜏𝐴,𝐵

   

𝜏𝐵,𝐴

   

1

   

𝑒

   

𝑠

   

𝑒

   

𝑠
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Gruplar kategorisinde kategoriksel bir grup olsun.  Yani  𝐶0  ve 𝐶1 bir grup ve 𝓒 de " ∘ " 

işlemine göre bir kategori olsun.  Bu durumda her grup aynı zamanda bir monoid olduğundan 

𝐶0  bir monoid ve 𝓒 de obje kümesi monoid olan bir küçük kategori olduğundan bir monoidal 

kategori olarak değerlendirilebilir.  𝐶1 ve 𝐶0  ayrıca birer grup olduğundan  

  ⊗:𝐶0 × 𝐶0 ⟶ 𝐶0  

işlemi yerine  𝐶0  grubunun grup işlemi alınabilir.  Böylece (𝐶0, ⨂, 𝑙, 𝑟, 𝑒) şeklinde bir 

monoidal kategori elde edilir.  Burada 𝐶0  Abelyen olması gerekmeyen bir grup olduğundan 

  𝑙(𝑎⨂𝑏) = 𝑎𝑏 

  𝑟(𝑎⨂𝑏) = 𝑏𝑎  

olup  

   𝑙(𝑎⨂𝑏) = 𝑟(𝑎⨂𝑏)  

olması gerekmez.  Yani ⨂ işleminin değişmeli olması gerekmez.  Böylece  

 

 𝓒 =  (C1                     C0 , ⨂, 𝑒, 𝑟)   

 

monoidal kategorisi veya kategoriksel grubu üzerindeki bir braiding dönüşümü tanımlanabilir. 

Bu dönüşümün Joyal&Street [27] ve Garzon&Miranda [23] tarafından 𝑎, 𝑏 ∈ C0 için 

    𝜏𝑎,𝑏 : 𝑎𝑏 → 𝑏𝑎  

yani 

   𝜏𝑎,𝑏 : 𝑙(𝑎⨂𝑏) → 𝑟(𝑎⨂𝑏)  

şeklinde tanımlanmış olup aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1.  𝑠𝜏𝑎,𝑏 = 𝑎𝑏 

2. 𝑡𝜏𝑎,𝑏 = 𝑏𝑎 

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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𝑥, 𝑦

   

𝑦, 𝑥

   

3. 𝑥: 𝑎 → 𝑎′ ∈ 𝐶1 , 𝑦: 𝑏 → 𝑏′ ∈ 𝐶1 olmak üzere 

 

    

    

                                                                       

                 

diyagramı komütatiftir.  Yani  

   𝜏𝑎 ′ 𝑏 ′ ∘ 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 ∘ 𝜏𝑎,𝑏   

dir. 

 4. 

 

      

   

         

   

        

         

   

      

 

ve 

𝜏𝑎 ′ 𝑏 ′

   

𝜏𝑎,𝑏

   

𝑎′𝑏′

   

𝑎𝑏

   

𝑏𝑎

   

𝑏′𝑎′

   

(𝑎𝑏)𝑐

   

(𝑏𝑎)𝑐

   

𝑏(𝑎𝑐)

   

(𝑏𝑐)𝑎

   

𝑏(𝑐𝑎)

   

𝑎(𝑏𝑐)

   

𝜏𝑎,𝑏𝑐

   

𝜏𝑎,𝑏 ∙ 𝐼𝑐

   

𝐼𝑏 ∙ 𝜏𝑎,𝑐
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diyagramı değişmelidir.  Yani  

   𝜏𝑎,𝑏𝑐 = (𝜏𝑎,𝑏 ∙ 𝐼𝑐) ∘ (𝐼𝑏 ∙ 𝜏𝑎,𝑐) 

ve 

   𝜏𝑎𝑏 ,𝑐 = (𝐼𝑎 ∙ 𝜏𝑏,𝑐) ∘ (𝜏𝑎,𝑐 ∙ 𝐼𝑏) 

dir. 

 Garzon ve Miranda [23] bu tanımlamayı yaptıktan sonra braided kategoriksel grupların 

homotopi yapılarını incelemiş ve bazı 3-tip cebirsel modellerin indirgenmiş hallerine denk 

olduklarını göstermişlerdir. 

Ulualan [37] da braided kategoriksel gruplar ile braided çaprazlanmış modüllerin ve Moore 

kompleksinin boyutu ≤ 2 olan indirgenmiş simplisel gruplarını aralarındaki ilişkileri 

incelemiştir. 

3.1.  2-Çaprazlanmış Modüller  

 2-çaprazlanmış modüller D.Conduché [18] tarafından homotopi tipi 3-tip olan basit 

bağlantılı topolojik uzayları (noktalanmış) cebirsel olarak modellemek amacıyla tanımlanmıştır.    

𝑎(𝑏𝑐)

   

𝑎(𝑏𝑐)

   

(𝑎𝑐)𝑏

   

𝑐(𝑎𝑏)

   

(𝑐𝑎)𝑏

   

(𝑎𝑏)𝑐

   

𝜏𝑎𝑏 ,𝑐

   

𝐼𝑎 ∙ 𝜏𝑏𝑐

   

𝜏𝑎𝑐 ∙ 𝐼𝑏
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𝜕2

   

𝜕1

   

𝜕2

   

𝜕2

   

𝜕1

   

 𝑃-grupların  

  

 

şeklindeki bir kompleksini göz önüne alalım.  Burada  𝜕1𝜕2 =  1 dir.  Burada 𝑃 kendisine 

eşlenik olma etkisi ile etki etsin.  Böylece bu etkiye göre  

     

   

bir çaprazlanmış modül olup burada 𝑀, 𝐿 üzerine 𝑃 vasıtasıyla etki eder.  Burada her  𝑙 ∈ 𝐿 , 

𝑚 ∈ 𝑀 ve 𝑝 ∈ 𝑃 için  

   (𝑙𝑚 )𝑝 = (𝑙𝑝)𝑚𝑝
  

şeklindedir. Ayrıca 

   𝑤: 𝑀 × 𝑀 → 𝐿  

Peiffer lifting dönüşümü alarak adlandırılan bir dönüşüm vardır ve aşağıdaki özellikler her 

 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑚0 , 𝑚1 , 𝑚2 ∈ 𝑀 ve  𝑙 ∈ 𝐿 için sağlanır. 

 𝑃1: 𝜕2𝑤(𝑚0 , 𝑚1) = 𝑚0
−1𝑚1

−1𝑚0𝑚1
𝜕1𝑚0   

 𝑃2: 𝑤(𝜕2𝑙, 𝑚) = 𝑙−1𝑙𝑚   

 𝑃3: 𝑤(𝑚0 , 𝑚1𝑚2) = 𝑤(𝑚0 , 𝑚2)𝑤(𝑚0 , 𝑚1)𝑚2
𝜕1𝑚 0

  

 𝑃4: 𝑤(𝑚0𝑚1, 𝑚2) = 𝑤(𝑚0 , 𝑚2)𝑚1𝑤(𝑚1 , 𝑚2
𝜕1𝑚0 ) 

 𝑃5: 𝑤(𝑚0 , 𝑚1)𝑝 = 𝑤(𝑚0
𝑝 , 𝑚1

𝑝) 

Bu 𝑤, Peiffer lifting dönüşümü ile birlikte 

       

   

𝐿

   

𝑀

   

𝑃

   

𝐿

   

𝑀 

𝐿

   

𝑀

   

𝑃
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𝜕2

   

𝜕1

   

𝜕1
′

   

𝜕2
′

   

kompleksine 2 − ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı verilir.  Burada ayrıca  

  𝜕1:𝑀 → 𝑃  

bir pre-çaprazlanmış modüldür.  Eğer 𝑃 =  1  gibi sadece tek elemanlı yani özdeş elemanlı bir 

grup ise; bu durumda  

  𝜕2: 𝐿 → 𝑀 →  1   

yapısı için Peiffer lifting dönüşümü  

  𝑤: 𝑀 × 𝑀 → 𝐿   

aşağıdaki özellileri her  𝑚0 , 𝑚1 ∈ 𝑀 ve 𝑙 ∈ 𝐿 için sağlar. 

 𝑅𝑃1: 𝜕2𝑤(𝑚0 , 𝑚1) = [𝑚0 , 𝑚1] = 𝑚0
−1𝑚1

−1𝑚0𝑚1  

 𝑅𝑃2: 𝑤(𝜕2𝑙, 𝑚) = 𝑙−1𝑙𝑚  

 𝑅𝑃3: 𝑤(𝑚0 , 𝑚1𝑚2) = 𝑤(𝑚0 , 𝑚2)𝑤(𝑚0 , 𝑚1)𝑚2    

 𝑅𝑃4:  𝑤(𝑚0𝑚1, 𝑚2) = 𝑤(𝑚0 , 𝑚2)𝑚1𝑤(𝑚1 , 𝑚2)  

Bu özellikler ile birlikte (𝜕2: 𝐿 → 𝑀, 𝑤) yapısına 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑟𝑔𝑒𝑛𝑚𝑖ş 2 − ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı 

verilir. 

 Şimdi 2-çaprazlanmış modüller kategorisini oluşturalım. 

                               

ve  

                  

birer  2-çaprazlanmış modül olsun.  𝑋 den 𝑋′  ne giden bir 2-çaprazlanmış modül morfizmi  

 

𝑋 = (𝐿 𝑀

   

𝑁, 𝑤)

   

𝑀′

   

𝑁′ , 𝑤 ′)

   

𝑋′ = (𝐿′  
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𝑡

   

 

 

 

 

 

 

şeklindeki bir diyagramdan elde edilir ve bu diyagram komütatif olup 𝑓1, 𝑓2 ve 𝑓3, 𝑁 nin 𝑀 ve 𝐿 

üzerindeki etkisini korurlar.  Böylece 2-çaprazlanmış modül kategorisini oluşturabiliriz.  Bu 

kategoriyi 𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅  ile gösterelim. 

 Brown ve Gilbert [11] de homotopi tipi 3-tip olan topolojik yapılara karşılık gelen yeni 

bir cebirsel model tanımlamışlar ve buna braided regüler çaprazlanmış modül adını 

vermişlerdir.  Ayrıca [11] de Moore kompleksinin boyutu ≤ 2 olan simlisel gruplar ve 2-

çaprazlanmış modüller arasındaki denkliği vermişlerdir.  Bu denkliği verdikten sonra homotopi 

yapılarını incelemişlerdir. 

 Şimdi [11] den braided regüler çaprazlanmış modül tanımını hatırlayalım. Hatırlayalım 

ki bir grupoid morfizm kümesi 𝐶1 ve obje kümesi 𝐶0 olan 

 

         𝐶1                       𝐶0    

 

şeklindeki bir her morfizmi bir izomorfizm olan küçük kategoridir.  Bu grupoidi kısaca (𝐶1, 𝐶0) 

şeklinde gösterelim.  𝑝, 𝑞 ∈ 𝐶0 iki obje olmak üzere 𝑝 den 𝑞 ya giden morfizmlerin kümesini 

𝐶1(𝑝, 𝑞) ile gösterelim.   𝑎 ∈ 𝐶1(𝑝, 𝑞) olduğunda  

  𝑠(𝑎) = 𝑝  

ve  

  𝑡(𝑎) = 𝑞  

𝜕2

   

𝜕1

   

𝑓3

   

𝑓2

   

𝑓1

   

𝜕2
′

   

𝜕1
′

   

𝐿′

   

𝐿

   

𝑀′

   

𝑀

   

𝑁′

   

𝑁

   

𝑒

   

𝑠
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ile tanımlıdırlar.  Eğer  𝑎 ∈ 𝐶1(𝑝, 𝑞) ve  𝑏 ∈ 𝐶1(𝑞, 𝑟) olduğunda 𝑎 ve 𝑏 nin kompozisyonu 

𝑎 ∘ 𝑏 ∈ 𝐶1(𝑝, 𝑟) olur.  Yani  

  𝑠(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝑠(𝑎)  

ve  

  𝑡(𝑎 ∘ 𝑏) = 𝑡(𝑏)  

şeklinde olur.  𝐶1(𝑝, 𝑝) yerine 𝐶1(𝑝) yazacağız.  Herhangi bir 𝑎 ∈ 𝐶1(𝑝, 𝑞) morfizmi için 

  

  𝑎 ∘ 𝑎−1 = 𝑒𝑠(𝑎)  

ve  

  𝑎−1 ∘ 𝑎 = 𝑒𝑡(𝑎) 

olacak şekilde 𝑎−1 ∈ 𝐶1(𝑞, 𝑝) ters morfizmi vardır ve burada 𝑒: 𝐶0 → 𝐶1 objeler üzerinde birim 

morfizm verir. Yani 𝑝 ∈ 𝐶0 için 𝑒𝑝 ∈ 𝐶1(𝑝),  𝑝 den 𝑝 ye giden bir birim morfizmdir.  Yine 

𝑝 ≠ 𝑞 olduğunda 𝐶1(𝑝, 𝑞) morfizm kümeleri boş ise (𝐶1 , 𝐶0) grupoidine total bağlantısız 

grupoid denildiğini biliyoruz.  𝓒 ve 𝓓 aynı 𝐶0 obje kümesi üzerinde iki grupoid ve 𝓒 total 

bağlantısız olduğunda 𝓓 grupoidinin 𝓒 üzerine grupoid etkisinin nasıl tanımlandığını daha önce 

verdik.  Şimdi 𝑈 bir monoid ve  

           

 

de grupoidler üzerinde bir çaprazlanmış modül olsun.  Eğer aşağıdaki özellikleri sağlayacak 

şekilde  𝑈 × 𝐶𝑖 → 𝐶𝑖 ve  𝐶𝑖 × 𝑈 → 𝐶𝑖 (𝑖 = 0,1,2 ) şeklinde dönüşümler varsa; (burada  

((𝑢, 𝑐) ↦ 𝑢 ∙ 𝑐) ve ((𝑐, 𝑢) ↦ 𝑐 ∙ 𝑢) ile gösterirler) 𝑈 ya 𝛿 çaprazlanmış modülü üzerinde bir 

bietkisi vardır denir. 

 𝐵𝐴1.   𝑈 × 𝐶𝑖 → 𝐶𝑖  şeklindeki her dönüşüm 𝑈 nun 𝐶0 , 𝐶1 ve 𝐶2 üzerindeki sol etkisini 

ve 𝐶𝑖 × 𝑈 → 𝐶𝑖 şeklindeki her dönüşüm de 𝑈 nun 𝐶0 , 𝐶1 ve 𝐶2 üzerindeki sağ etkisini tanımlar. 

𝛿: 𝐶2

   

𝐶1

   

𝐶0

   

𝑠

   

𝑡

   



32 
 

  𝐵𝐴2.   𝑈 nun her etkisi 𝐶1 in 𝐶0 üzerindeki grupoid etkisini korur.  Burada 𝑠 ve 𝑡 

dönüşümleri 𝑈 − 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡 dönüşümlerdir.  Yani  𝑢 ∈ 𝑈 ve 𝑐 ∈ 𝐶1 için  

  𝑠(𝑢 ∙ 𝑐) = 𝑢 ∙ 𝑠(𝑐)   

ve 

  𝑡(𝑢 ∙ 𝑐) = 𝑢 ∙ 𝑡(𝑐) 

dir. 

  𝐵𝐴3.   𝑈 nun her etkisi 𝐶2 nin 𝐶0 üzerindeki total bağlantısız olan grupoid yapısını 

korur.  Eğer 𝑥 ∈ 𝐶2(𝑝) ve  𝑢 ∈ 𝑈 ise 𝑢 ∙ 𝑥 ∈ 𝐶2(𝑢 ∙ 𝑝) ve 𝑥 ∙ 𝑢 ∈ 𝐶2(𝑝 ∙ 𝑢) olur. 

 𝐵𝐴4.   𝑈 nun her etkisi 𝐶1 in 𝐶2 üzerindeki çaprazlanmış modül etkisi ile 

uyumludurlar.  Yani 𝑥 ∈ 𝐶2(𝑝), 𝑎 ∈ 𝐶1(𝑝 ∙ 𝑞) ve 𝑢 ∈ 𝑈 için  

  𝑢 ∙ (𝑥𝑎) = (𝑢 ∙ 𝑥)𝑢∙𝑎 ∈ 𝐶2(𝑢 ∙ 𝑞) 

  (𝑥𝑎) ∙ 𝑢 = (𝑥 ∙ 𝑢)𝑎∙𝑢 ∈ 𝐶2(𝑞 ∙ 𝑢)  

olur. 

   𝐵𝐴5.   𝛿: 𝐶2 → 𝐶1 dönüşümü 𝑈 nun her etkisini korur.  Yani 𝑥 ∈ 𝐶2(𝑝) ve  𝑢 ∈ 𝑈 için 

  𝛿(𝑢 ∙ 𝑥) = 𝑢 ∙ 𝛿(𝑥) 

 ve 

  𝛿(𝑥 ∙ 𝑢) = 𝛿(𝑥) ∙ 𝑢 

dır. 

 Şimdi   

           

 

𝛿: 𝐶2

   

𝐶1

   

𝐶0

   

𝑠

   

𝑡

   

𝑒
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şeklindeki grupoidler üzerinde çaprazlanmış modülünü göz önüne alalım.  Eğer 𝐶0 bir monoid 

ve 𝛿 çaprazlanmış modülü üzerindeki yukarıdaki gibi tanımlanan bir bietkisi varsa  𝛿 

çaprazlanmış modülüne 𝑦𝑎𝑟ı − 𝑟𝑒𝑔ü𝑙𝑒𝑟 ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 denir.  Ayrıca 𝐶0 bir grup ise 𝛿 

ya 𝑟𝑒𝑔ü𝑙𝑒𝑟 ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı  verilir. 

 Şimdi bu 𝛿 regüler çaprazlanmış modülü üzerindeki tanımlı olan braiding kavramını 

[11] den verelim. 

Tanım 3.1.1:  

           

 

bir regüler çaprazlanmış modül olsun.  Bu çaprazlanmış modül üzerindeki braiding dönüşümü 

   −, − : 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2   

aşağıdaki özellikleri sağlayan bir dönüşümdür. 

  𝐵1.   𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶2 t(a)t(b) ,    1𝑒 , 𝑏 = 1𝑡(𝑏) ve  𝑎, 1𝑒 = 1𝑡(𝑎) dır.  Burada 1𝑒 ∈

𝐶1(𝑒) birim morfizmdir ve 𝑒 ∈ 𝐶0 birim elemandır. 

  𝐵2.   𝑎, 𝑏 ∘ 𝑏′ =  𝑎, 𝑏 𝑡(𝑎)∙𝑏 ′
∘  𝑎 ∘ 𝑏′   dir.  

  𝐵3.    𝑎 ∘ 𝑎′ , 𝑏 =  𝑎′ , 𝑏 ∘  𝑎, 𝑏 𝑎
′ ∙𝑡(𝑏)  dir. 

  𝐵4.   𝛿 𝑎, 𝑏 = (𝑡(𝑎) ∙ 𝑏)−1 ∘ (𝑎−1 ∙ 𝑠(𝑏)) ∘ (𝑠(𝑎) ∙ 𝑏) ∘ (𝑎 ∙ 𝑡(𝑏)) 

  𝐵5.  Eğer 𝑦 ∈ 𝐶2(𝑞) ise  𝑎, 𝛿𝑦 = (𝑡(𝑎) ∙ 𝑦)−1 ∘ (𝑠(𝑎) ∙ 𝑦)𝑎∙𝑞  

  𝐵6.  Eğer  𝑥 ∈ 𝐶2(𝑝) ise  𝛿𝑥, 𝑏 = ((𝑥 ∙ 𝑠(𝑏)𝑝∙𝑏)−1 ∘ (𝑥 ∙ 𝑡(𝑏)) 

  𝐵7.  𝑝 ∙  𝑎, 𝑏 =  𝑝 ∙ 𝑎, 𝑏 ,   𝑎, 𝑏 ∙ 𝑝 =  𝑎, 𝑏 ∙ 𝑝  ve  𝑎 ∙ 𝑝, 𝑏 =  𝑎, 𝑝 ∙ 𝑏  özellikleri 

𝑝 ∈ 𝐶0 , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶1 ve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶2 için sağlanır.  Bu durumda  

    −, − : 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2  

𝛿: 𝐶2

   

𝐶1

   

𝐶0

   

𝑠

   

𝑡
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braiding dönüşümü ile birlikte 

           

 

regüler çaprazlanmış modülüne 𝑏𝑟𝑎𝑖𝑑𝑒𝑑  𝑟𝑒𝑔ü𝑙𝑒𝑟 ç𝑎𝑝𝑟𝑎𝑧𝑙𝑎𝑛𝑚ış 𝑚𝑜𝑑ü𝑙 adı verilir.  Braided 

regüler çaprazlanmış modüller kategorisini  𝓑𝓡𝓒𝓜 ile gösterelim.  Bu kategorinin morfizmleri 

2-çaprazlanmış modüllerin morfizmine benzer olarak tanımlanır. 

3.2.  Braided Regüler Çaprazlanmış Modüller ve 2-Çaprazlanmış Modüller  

 Brown ve Gilbert [11] de braided regüler çaprazlanmış modülleri tanımladıktan sonra 

bu kategorinin Conduché nin tanımladığı 2-çaprazlanmış modüller kategorisi olan 𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 ile 

denk olduklarını göstermişlerdir.  İleriki bölümlerde bu denkliği kullanacağımız için burada kısa 

bir ispatını vereceğiz. 

Teorem 3.2.1 [11]: Braided regüler çaprazlanmış modüller kategorisi 𝓑𝓡𝓒𝓜 ile 2-

çaprazlanmış modüller kategorisi 𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 denktir. 

İspat:  

           

 

 

 

braiding dönüşümü ile birlikte bir braided regüler çaprazlanmış modül olsun. 

  𝐾 =  𝑎 ∈ 𝐶1: 𝑡(𝑎) = 𝑒 ⊂ 𝐶1 

alt kümesini göz önüne alalım.  𝐾 kümesi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için 

   𝑎𝑏 = 𝑏 ∘ (𝑎 ∙ 𝑠(𝑏)) 

işlemi altında bir grup yapısı oluşturur.  𝑠: 𝐾 → 𝐶0 kaynak dönüşümü bir grup homomorfizmi 

olur.  Gerçektende  

𝛿: 𝐶2

   

𝐶1

   

𝐶0

   

𝑠

   

𝑡

   

𝛿: 𝐶2

   

𝐶1

   

𝐶0 ,

   

𝑠

   

𝑡

   

 −, − : 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2    
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  𝑠(𝑎𝑏) = 𝑠(𝑏 ∘ (𝑎 ∙ 𝑠(𝑏)) 

   = 𝑠(𝑎)𝑠(𝑏) 

olur.  Ayrıca 𝐶0 ın 𝐾 üzerine bir etkisi vardır.  Bu etki  𝑎 ∈ 𝐾 ve 𝑝 ∈ 𝐶0 için 

   𝑎𝑝 = 𝑝−1 ∙ 𝑎 ∙ 𝑝  

şeklinde 𝐶0 ın 𝐶1 üzerindeki bietkisi kullanılarak tanımlanabilir.  Bu etki bir grup etkisi olur.  

Bu durumda 𝑠: 𝐾 → 𝐶0 homomorfizmi 𝐶0 −  𝑒𝑞𝑢𝑎𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡 olur.  Yani 

   𝑠(𝑎𝑝) = 𝑝−1 ∙ 𝑠(𝑎) ∙ 𝑝  

şeklinde olur ki 𝑠: 𝐾 → 𝐶0 bir ön çaprazlanmış modül olur. 

 𝐶2(𝑒) =  𝑥 ∈ 𝐶2: 𝑠(𝑥) = 𝑡(𝑥) = 𝑒  olsun.  Burada 𝑒 ∈ 𝐶0, 𝐶0 grubunun birim elemanı 

olsun.  Bu durumda 𝐶2(𝑒) bir grup olur.  𝑐 ∈ 𝐶2(𝑒) ve 𝑎 ∈ 𝐾 olmak üzere 𝑎 nın 𝑐 üzerindeki 

etkisini 

   𝑐𝑎 = (𝑐 ∙ 𝑠(𝑎))𝑎   

şeklinde tanımlayalım. Bu durumda 𝛿: 𝐶2 → 𝐾 bir çaprazlanmış modül olur.  Dolayısıyla  

  𝛿: 𝐶2(𝑒) → 𝐶2(𝑒)  

bir çaprazlanmış modül olur ve her 𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶2(𝑒) için  

   (𝑐)𝛿𝑐 ′
= (𝑐 ∙ 𝑠(𝛿𝑐′)𝛿𝑐 ′

= (𝑐 ∙ 𝑒)𝛿𝑐 ′
= (𝑐′)−1 ∘ 𝑐 ∘ 𝑐′   

bulunur.  Böylece 

   𝛿: 𝐶2(𝑒) → 𝐾  

bir çaprazlanmış modül olur.  Böylece 

           

 

şeklinde grupların bir kompleksini elde ederiz.  O halde geriye kalan 𝐾 × 𝐾 dan 𝐶2(𝑒) ye 

tanımlı 𝑤 Peiffer lifting dönüşümünü tanımlamak kalır.  Bu 𝑤 dönüşümünü 

𝐶2(𝑒)

   

𝐾

   

𝐶0

   

𝑠

   

𝛿
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    −, − : 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2  

şeklinde braiding dönüşümünden yararlanarak 

   𝑤(𝑎, 𝑏) =  𝑎−1 , 𝑏 𝑎  

(𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için) şeklinde tanımlayabiliriz.  Burada  

   𝑎−1 , 𝑏 𝑎 = ( 𝑎−1 , 𝑏 ∙ 𝑠(𝑎))𝑎  

şeklindedir. Böylece  

           

 

şeklinde bir 2-çaprazlanmış modül elde etmiş oluruz. 

  Şimdi tersine  

           

bir 2-çaprazlanmış modül iken bu yapıdan bir braided regüler çaprazlanmış modül elde edelim.  

Elde edeceğimiz braided regüler çaprazlanmış modülü 

 

           

 

 

şeklinde gösterirsek 𝐶0 = 𝑃 olarak alabiliriz.  𝐶1 grupoidini 𝐺 × 𝑃 ile gösterelim ve (𝑔, 𝑝) ∈

𝐺 × 𝑃  için 

   𝑠(𝑔, 𝑝) = 𝜕1(𝑔)𝑝 ve 𝑡(𝑔, 𝑝) = 𝑝  

olsun.  𝐶1 üzerindeki grupoid kompozisyonu eğer  𝑝1 = (𝜕1𝑔2)𝑝2 ise  

  (𝑔1 , 𝑝1) ∘ (𝑔2 , 𝑝2) = (𝑔1𝑔2, 𝑝2)  

şeklinde tanımlanır.  Burumda  

(𝐶2(𝑒)

   

𝐾

   

𝐶0 , 𝑤)

   

𝑠

   

𝛿

   

(𝐿

   

𝐺

   

𝑃, 𝑤)

   

𝜕2

   

𝜕1

   

𝛿: 𝐶2

   

𝐶1

   

𝐶0

   

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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   𝑠 (𝑔1 , 𝑝1) ∘ (𝑔2 , 𝑝2)  = 𝑠(𝑔1𝑔2 , 𝑝2)  

     = 𝜕1(𝑔1)𝜕1(𝑔2)𝑝2  

     = 𝜕1(𝑔1)𝑝1 

     = 𝑠(𝑔1 , 𝑝1) 

ve  

  𝑡(𝑔1𝑔2 , 𝑝2) = 𝑝2 = 𝑡(𝑔1 , 𝑝2) 

olur. 

  𝑒: 𝑃 → 𝐺 × 𝑃 dönüşümünü 𝑒(𝑝) = (1, 𝑝) olarak tanımlarsak  

  𝑠(𝑒)(𝑝) = 𝑝 = 𝑡(𝑒(𝑝)) 

olur.  Böylece   

           

 

şeklinde bir grupoid elde etmiş oluruz. 

 𝐶2 grupoidini ise 𝐿 × 𝑃 ile tanımlayalım. 𝐿 × 𝑃 üzerindeki grupoid kompozisyonu ise 

   (𝑙1 , 𝑝) ∘ (𝑙2 , 𝑃) = (𝑙1𝑙2, 𝑝)  

şeklinde tanımlıdır. 

   𝛿: 𝐿 × 𝑃 → 𝐺 × 𝑃  , 𝛿(𝑙, 𝑝) = (𝜕2𝑙, 𝑝) 

şeklinde tanımlayalım.  Bir (𝑔, 𝑞) ∈ 𝐶1 = 𝐺 × 𝑃 nin; (𝑙, 𝑝) ∈ 𝐶2 = 𝐿 × 𝑃 üzerindeki etkisini 

eğer 𝑝 = (𝜕1𝑔)𝑞 ise 

   (𝑙, 𝑝)(𝑔,𝑞) = (𝑙𝑔 , 𝑞) 

şeklinde tanımlarsak bu etki 𝐶1 grupoidinin 𝐶2 total bağlantısız grupoidi üzerindeki bir etkisini 

tanımlar.  Böylece 𝛿: 𝐶2 → 𝐶1 bir grupoidler için çaprazlanmış modül olur.  𝐶0 = 𝑃 nin 𝐶1 ve 𝐶2 

grupoidleri üzerindeki bietkisi 𝑝 ∈ 𝑃 ve (𝑔, 𝑞) ∈ 𝐶1 ve (𝑙, 𝑞) ∈ 𝐶2 için  

𝐺 × 𝑃    𝑃    

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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  𝑝 ∙ (𝑔, 𝑞) = (𝑔𝑝−1
, 𝑝𝑞) , 

  (𝑔, 𝑞) ∙ 𝑝 = (𝑔, 𝑞𝑝)  

ve 

   𝑝 ∙ (𝑙, 𝑞) = (𝑙𝑝
−1

, 𝑝𝑞) , 

   (𝑙, 𝑞) ∙ 𝑝 = (𝑙, 𝑞𝑝)  

şeklinde tanımlıdır.  Dolayısıyla  

           

 

şeklinde bir regüler çaprazlanmış modülünü elde ederiz.  O halde geriye 

    −, − : 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2 

şeklindeki braiding dönüşümünü tanımlamak kalır.  Bu braiding dönüşümünü 𝑤: 𝐺 × 𝐺 → 𝐿 

şeklindeki Peiffer lifting dönüşümünü kullanarak  

   (𝑔1 , 𝑝1), (𝑔2 , 𝑝2) = (𝑤(𝑔1
−1 , 𝑔2

𝑝1 )𝑔1 , 𝑝1𝑝2)  

şeklinde tanımlarız.  Burada 𝑔1 , 𝑔2 ∈ 𝐺 ve 𝑝1 , 𝑝2 ∈ 𝑃 dir.  Böylece denklik gösterilmiş olur. 

 Bu denkliği 5. Bölümde Ulualan [36] tarafından tanımlanan Braided regüler 2-

grupoidler yapısı ile 2- çaprazlanmış modüller arasındaki denkliği kurarken kullanacağız.  

Bunun için ilk önce Ulualan [36] tarafından tanımlanan Braided Regüler 2- grupoidler yapısını 

bir sonraki bölümde verelim. 

 

 

 

 

𝛿: 𝐿 × 𝑃

   

𝐺 × 𝑃

   

𝑃    

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

𝑑0    

𝑑1

   

4. BRAİDED REGÜLER 2-GRUPOİDLER 

  Braided  regüler 2-grupoidler  Ulualan [36] tarafından tanımlanmış olup, Ulualan 

braided regüler çaprazlanmış modüller ile braided regüler 2-grupoidlerin denkliğini 

göstermiştir.  5. Bölümde bu denkliği kullanacağımız için bu bölümde kısaca bu sonucun ispatı 

verilecektir.  

           

                                          

 

ve 

           

 

 

aynı obje kümesi  𝐶0 üzerinde iki grupoid olsun.  Aşağıdaki diyagramı göz önüne alalım.  

 

     𝐶2                                              𝐶1 

 

 

          𝐶0            𝐶0    

Bu diyagramda 

 1.   

( 𝐶2                          𝐶1, ∗ )    

 

bir grupoid yapısıdır ve 𝑑0 , 𝑑1 ve 𝐶0 ın üzerinde birim dönüşümlerdir. 

  

𝐶2

   

𝐶0

   

𝑡

   𝑒

   

𝑠

   

𝐶1

   

𝐶0 
𝑡′

   𝑒 ′

   

𝑠′

   

𝑒

   

𝑒 ′

   

𝑡′

   

𝑡

   

𝑠′

   

𝐼
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𝑠

   

 2.           

                                          

 

ve 

           

 

 

birer  grupoid yapısıdır. 

 3.  𝑑0 ve 𝑑1 morfizmleri 𝐶2 nin 𝐶1 ve 𝐶0 obje kümeleri üzerindeki grupoid yapısını 

korurlar. 

 4. ∗ ve ∘ işlemleri için interchange kuralı sağlanır.  Yani  

  (𝑎 ∗ 𝑏) ∘ (𝑐 ∗ 𝑑) = (𝑎 ∘ 𝑐) ∗ (𝑏 ∘ 𝑑) 

olur.  

 Böyle bir 2-grupoidi 𝑋 = (𝐶2, 𝐶1, 𝐶0 , 𝑑0 , 𝑑1,𝐼,∘,∗) ile gösterelim. 

 𝑈  bir monoid olsun.  𝑈 nun 𝑋 2-grupoidi üzerindeki bietkisini tanımlayalım. 𝑖 = 0,1,2 

için 

  𝑈 × 𝐶𝑖 → 𝐶𝑖  

  (𝑢, 𝑐)   ↦ 𝑢 ∙ 𝑐   

ve 

  𝐶𝑖 × 𝑈 → 𝐶𝑖  

  (𝑢, 𝑐)   ↦ 𝑐 ∙ 𝑢 

ile gösterilen dönüşümler vardır ve aşağıdaki özellikler sağlanır. 

  

𝐶2

   

𝐶0

   

𝑡

   𝑒

   

𝐶1

   

𝐶0 
𝑡′

   𝑒 ′

   

𝑠′
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𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

 1.   𝑈 × 𝐶𝑖 → 𝐶𝑖 şeklindeki her dönüşüm 𝑈 nun 𝐶𝑖  grupoidleri üzerindeki sol etkilerini 

ve 𝐶𝑖 × 𝑈 → 𝐶𝑖 lerde 𝑈 nun sağ etkilerini belirler. 

 2.   𝑈 nun her etkisi 𝐶1 in 𝐶0 üzerindeki grupoid yapısını korur ve 

   𝑠(𝑢 ∙ 𝑐) = 𝑢 ∙ 𝑠(𝑐)  

ve 

   𝑡(𝑢 ∙ 𝑐) = 𝑢 ∙ 𝑡(𝑐)  

olur 

 3.   𝑈 nun her etkisi 𝐶2 nin de 𝐶0 üzerindeki grupoid yapısını korurlar. 

 4.    𝑑0 ve 𝑑1 dönüşümleri 𝑈 nun 𝐶2 üzerindeki etkisini korur.  Yani 𝑢 ∈ 𝑈 ve 𝑥 ∈ 𝐶2  

için 

  𝑑0(𝑥 ∙ 𝑢) = 𝑑0(𝑥) ∙ 𝑢 

ve 

   𝑑1(𝑥 ∙ 𝑢) = 𝑢 ∙ 𝑑1(𝑥)  

olur.  

 

    𝐶2                                              𝐶1  

 

 

          𝐶0            𝐶0    

 

bir 2-grupoid olsun.  Eğer 𝐶0 obje kümesi bir monoid ve bu 2-grupoid üzerine bir bietkisi varsa 

bu 2-grupoide 𝑦𝑎𝑟ı − 𝑟𝑒𝑔ü𝑙𝑒𝑟  2 − 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜𝑖𝑑 denir.  Ayrıca 𝐶0 bir grup ise bu yarı-regüler 2-

grupoide 𝑟𝑒𝑔ü𝑙𝑒𝑟 2 − 𝑔𝑟𝑢𝑝𝑜𝑖𝑑 denir. 

𝑒

   

𝑒 ′

   

𝑡′

   

𝑡

   

𝑠′
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Tanım 4.1 [36]:  (𝐶2 , 𝐶1 , 𝑑0 , 𝑑1 , 𝐼,∘,∗) yukarıdaki gibi tanımlı bir regüler 2-grupoid olsun.  Bu 

regüler 2-grupoid üzerindeki braiding dönüşümü 

  𝜏𝑎,𝑏 : 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2 

                       (𝑎, 𝑏)  ↦ 𝜏𝑎,𝑏   

şeklinde olup aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 1.  𝑎 ∈ 𝐶1(𝑝, 𝑞) , 𝑏 ∈ 𝐶1(𝑙, 𝑚) için 

  𝑑0𝜏𝑎,𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎 

dır. 

2. 𝑎 ∈ 𝐶1(𝑝, 𝑞) , 𝑏 ∈ 𝐶1(𝑙, 𝑚) için       

 𝑑1𝜏𝑎,𝑏 = 𝑠(𝑏) ∙ 𝑎 ∘ 𝑏 ∙ 𝑡(𝑎)  

dır.  Yani  

𝜏𝑎,𝑏 : 𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑏 ∙ 𝑡(𝑎) → 𝑠(𝑏) ∙ 𝑎 ∘ 𝑏 ∙ 𝑡(𝑎)  ∈ 𝐶2  

dir. 

 3. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶2  ,  𝑑0𝑥 = 𝑎 , 𝑑1𝑥 = 𝑎′  ve 𝑑0𝑦 = 𝑏 , 𝑑1𝑦 = 𝑏′  olmak üzere aşağıdaki 

diyagram değişmelidir.  

 

           

 

 

  

 

denk olarak 

  (𝑦 ∙ 𝑠(𝑎)) ∘ (𝑡(𝑏) ∙ 𝑥) ∗ 𝜏𝑎 ′ ,𝑏 ′ = 𝜏𝑎,𝑏 ∗ (𝑠(𝑏) ∙ 𝑥 ∘ 𝑦 ∙ 𝑡(𝑎)) 

𝑦 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑥    

𝜏𝑎,𝑏

   

𝜏𝑎 ′ ,𝑏 ′

   

𝑠(𝑏) ∙ 𝑥 ∘ 𝑦 ∙ 𝑡(𝑎)    

𝑠(𝑏) ∙ 𝑎 ∘ 𝑏 ∙ 𝑡(𝑎)

   

𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎

   

𝑠(𝑏′) ∙ 𝑎′ ∘ 𝑏′ ∙ 𝑡(𝑎′)

   

𝑏′ ∙ 𝑠(𝑎′) ∘ 𝑡(𝑏′) ∙ 𝑎′
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dır. 

4. 𝑎 ∈ 𝐶1(𝑑, 𝑓) , 𝑏 ∈ 𝐶1(𝑓, 𝑔) ve 𝑐 ∈ 𝐶1(𝑕, 𝑗) için aşağıdaki diyagram değişmelidir.  

 

        

   

          

           

        

         

         

      

 

        .  

 

veya denk olarak 

  𝜏𝑎∘𝑏,𝑐 = (𝜏𝑎,𝑐 ∘ 𝐼(𝑡(𝑐) ∙ 𝑏) ∗ (𝐼(𝑠(𝑐) ∙ 𝑎) ∘ 𝜏𝑏,𝑐)  

dir.  

 5.    𝑎 ∈ 𝐶1(𝑘, 𝑙) , 𝑏 ∈ 𝐶1(𝑚, 𝑛) ve 𝑐 ∈ 𝐶1(𝑛, 𝑝) için aşağıdaki diyagram değişmelidir. 

  

 

 

𝑠(𝑐) ∙ 𝑎 ∘ [𝑠(𝑐) ∙ 𝑏 ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑏)]    

𝑠(𝑐) ∙ 𝑎 ∘ [𝑐 ∙ 𝑠(𝑏) ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑏]

   

[𝑠(𝑐) ∙ 𝑎 ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑎)] ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑏

   

𝑐 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ [𝑡(𝑐) ∙ 𝑎 ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑏]

   

[𝑐 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑎] ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑏

   

[𝑠(𝑐) ∙ 𝑎 ∘ 𝑠(𝑐) ∙ 𝑏] ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑏)    

𝜏𝑎∘𝑏,𝑐

   

𝐼(𝑠(𝑐) ∙ 𝑎) ∘ 𝜏𝑏𝑐

   

𝜏𝑎,𝑐 ∘ 𝐼(𝑡(𝑐) ∙ 𝑏)    

𝑠(𝑏) = 𝑡(𝑎)
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        .  

 

veya denk olarak 

  𝜏𝑎,𝑏∘𝑐 = [𝐼(𝑏 ∙ 𝑠(𝑎)) ∘ 𝜏𝑎,𝑐] ∗ [𝜏𝑎,𝑏 ∘ 𝐼(𝑐 ∙ 𝑡(𝑎))]  

dır.  

 6.    𝑎 ∈ 𝐶1(𝑥, 𝑦) ve 𝑜𝑒 ∈ 𝐶1(𝑒) için 

  𝜏𝑎,𝑜𝑒
= 𝐼(𝑎) = 𝜏𝑜𝑒 ,𝑎  

dır. 

4.1. Braided Regüler 2-Grupoidler ve Braided Regüler Çaprazlanmış Modüller 

 Ulualan [36] da grupoid etkisini ve yarı-direkt çarpım grupoidi kavramlarını kullanarak 

braided regüler 2-grupoidler ile braided regüler çaprazlanmış modüllerin denk olduklarını 

göstermiştir.  Kısaca bu denkliği aşağıda verelim. 

[𝑠(𝑏) ∙ 𝑎 ∘ 𝑏 ∙ 𝑡(𝑎)] ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑎)    

[𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎] ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑎)

   

𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ [𝑠(𝑐) ∙ 𝑎 ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑎)]

   

[𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑐 ∙ 𝑠(𝑎)] ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑎

   

𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ [𝑐 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑐) ∙ 𝑎]

   

𝑠(𝑏) ∙ 𝑎 ∘ [𝑏 ∙ 𝑡(𝑎) ∘ 𝑐 ∙ 𝑡(𝑎)]    

𝜏𝑎,𝑏∘𝑐

   

𝜏𝑎,𝑏 ∘ 𝐼(𝑐 ∙ 𝑡(𝑎))

   

𝐼(𝑏 ∙ 𝑠(𝑎)) ∘ 𝜏𝑎,𝑐    

𝑡(𝑏) = 𝑠(𝑐)
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𝑑0

   

𝑑1

   

Teorem 4.1.1 [36]: Braided regüler 2-grupoidler ile braided regüler çaprazlanmış modüller 

denktir. 

İspat:  

         

 

bir braided regüler çaprazlanmış modül olsun.  𝐶 nin 𝐴 grupoidi üzerinde ve 𝑂 nun da 𝐶 ve 𝐴 

üzerindeki bietkisinin var olduğunu biliyoruz.  Böylece;  

  𝐶 × 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝐶(𝑥, 𝑦) × 𝐴(𝑦) 

şeklinde  

  (𝑐, 𝑎) ∘ (𝑐′ , 𝑎′) = (𝑐 ∘ 𝑐′ , 𝑎𝑐 ′
∘ 𝑎′) 

kompozisyonu ile yarı-direkt çarpım grupoidi elde ederiz. 

 Şimdi   

     𝐶 × 𝐴                𝐶 

    

şeklindeki diyagramda 𝑑0(𝑐, 𝑎) = 𝑐, 𝑑1(𝑐, 𝑎) = 𝑐 ∘ 𝛿(𝑎) ve 𝐼(𝑐) = (𝑐, 𝑒𝑦), 𝑐 ∈ 𝐶(𝑥, 𝑦) ve 

𝑎 ∈ 𝐴(𝑦) için tanımlayalım. 

   (𝑐, 𝑎) ∗ (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′) = (𝑐, 𝑎 ∘ 𝑎′) 

tanımlaması ile grupoidler içinde bir internal grupoid elde ederiz.  (𝑐, 𝑎) nın ∗ işlemine göre 

tersi (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎−1)  olup burada 𝑎−1,𝑎 ∈ 𝐴(𝑦) nin " ∘ " işlemine göre tersidir. 

 Şimdi interchange kuralının sağlandığını gösterelim. 

  (𝑐, 𝑎) ∈ 𝐶 × 𝐴(𝑥, 𝑦) olsun.  Bu durumda (𝑐 ∘ 𝛿𝑎) da 𝑥 den 𝑦 ye bir morfizm olur.  

Çünkü 𝛿, objeler üzerinde birim dönüşümdür.  

  (𝑐, 𝑎), (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′) ∶ 𝑥 → 𝑦 ∈ 𝐶 × 𝐴  

𝐴

   

𝐶    𝑂    

𝑠

   

𝑡

   

𝛿

   

𝐼
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𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

ve 

   (𝑑, 𝑏), (𝑑 ∘ 𝛿𝑏, 𝑏′) ∶ 𝑦 → 𝑧 ∈ 𝐶 × 𝐴  

olmak üzere 

   [(𝑐, 𝑎) ∘ (𝑑, 𝑏)] ∗ [(𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′) ∘ (𝑑 ∘ 𝛿𝑏, 𝑏′)] = 

     = (𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ 𝑏) ∗ (𝑐 ∘ 𝛿𝑎 ∘ 𝑑 ∘ 𝛿𝑏, (𝑎′)𝑑∘𝛿𝑏 ∘ 𝑏′)  

     = (𝑐 ∘ 𝑑, 𝑎𝑑 ∘ 𝑏 ∘ (𝑎′)𝑑∘𝛿𝑏 ∘ 𝑏′)  

     = [(𝑐, 𝑎) ∗ (𝑐 ∘ 𝛿𝑎, 𝑎′)] ∘ [(𝑑, 𝑏) ∗ (𝑑 ∘ 𝛿𝑏, 𝑏′)]  

bulunur.  Üstelik  

  𝑑0((𝑐, 𝑎) ∗ (𝑑, 𝑏)) = 𝑑0(𝑐, 𝑎)  

ve   

  𝑑1((𝑐, 𝑎) ∘ (𝑑, 𝑏)) = 𝑑1(𝑑, 𝑏)  

oldukları gösterilebilir.  Böylece  

 

                     𝐶 × 𝐴                                              𝐴  

 

 

          𝑂           𝑂    

 

şeklinde bir 2-grupoid elde ederiz.  Şimdi 𝑂 obje kümesinin 𝐴 ve 𝐶 × 𝐴 üzerindeki etkilerini 

tanımlayalım. 

𝑂 nun 𝐶 ve 𝐴 grupoidleri üzerindeki bietkisinin var olduğunu 

           

 

𝑒

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑡

   

𝑠

   

𝛿: 𝐶

   

𝐴    𝑂 
𝑠

   

𝑡
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bir regüler çaprazlanmış modül olduğundan biliyoruz.  Bu etkileri kullanarak 𝑂 nun 𝐶 × 𝐴 ve 𝐴  

üzerindeki bir etkilerini  

  𝑝 ∙ (𝑐, 𝑎) = (𝑝 ∙ 𝑐, 𝑎) 

  (𝑐, 𝑎) ∙ 𝑝 = (𝑐 ∙ 𝑝, 𝐼(𝑒𝑝−1 ) ∘ 𝑎 ∘ 𝐼(𝑒𝑝) 

şeklinde tanımlayabiliriz.  Böylece;  

  (𝐶 × 𝐴 , 𝐴, 𝑑0 , 𝑑1 , 𝐼,∘,∗)  

şeklinde bir regüler 2-grupoid yapısı elde ederiz.  Bu yapı üzerindeki braiding dönüşümü  

  𝜏 ∶ 𝐶 × 𝐶 → 𝐶 × 𝐴 

          (𝑎, 𝑏) ↦ 𝜏𝑎,𝑏 = (𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎,  𝑏, 𝑎   

şeklinde tanımlanır.  Burada  𝑎, 𝑏 : 𝐴 × 𝐴 → 𝐶 şeklindeki braiding dönüşümüdür.  Böylece 

           

 

braided regüler çaprazlanmış modülünden bir braided regüler 2-grupoid yapısı elde edilir.  𝜏 nun 

sağladığı aksiyomlar için [36] ya bakınız. 

 Tersine; 

  (𝐷 , 𝐶, 𝑂, 𝑑0 , 𝑑1 , 𝐼,∘,∗)  

 bir braided regüler 2-grupoid olsun.  Her 𝑥 ∈ 𝑂 için  

  𝐾(𝑥) =  𝑑 ∈ 𝐷: 𝑑0(𝑑) = 𝑒(𝑥)  

kümesini oluşturalım.  𝐾(𝑥) kümesini ∘ ve ∗ kompozisyon işlemleri yardımıyla bir grup yapısı 

olur.  Ayrıca 𝑘 ∈ 𝐾(𝑥) için ∘ ve ∗ işlemleri yardımıyla tersi  

  𝑘∗
−1 = 𝐼(𝑑1𝑘) ∘ 𝑘∘

−1
 

şeklinde verilir. 𝑐 ∈ 𝐶 nin 𝑘 ∈ 𝐾 üzerindeki etkisini  

𝛿: 𝐶

   

𝐴    𝑂 
𝑠

   

𝑡
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  𝑘𝑐 = 𝐼(𝑐)−1 ∘ 𝑘 ∘ 𝐼(𝑐) 

şeklinde verebiliriz.  Böylece;  

           

 

şeklinde bir kompleks elde ederiz ve 𝜕: 𝐾 → 𝐶   𝑑1 𝐾 kısıtlaması ile verilir.  Burada 𝜕 bir 

çaprazlanmış modül olur.  Bunu interchange kuralının sağlandığını bildiğimiz için 

gösterebiliriz. 

Böylece  

           

 

şeklinde bir regüler çaprazlanmış modül elde ederiz.  O halde geriye 𝜏 braiding dönüşümünü 

kullanarak bu regüler çaprazlanmış modül üzerindeki  −, − : 𝐶 × 𝐶 → 𝐾 braiding dönüşümünü 

tanımlamak kalır.  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶 için 

    −, − : 𝐶 × 𝐶 → 𝐾 

    𝑎, 𝑏 = 𝐼(𝑡(𝑏) ∙ 𝑎)−1 ∘ 𝐼(𝑏 ∙ 𝑠(𝑎))−1 ∘ 𝜏𝑎,𝑏   

şeklinde tanımlanırsa  −, −  dönüşümü braiding aksiyomunu sağlar. Bunun için [36] ya 

bakınız.   

 Dolayısıyla verilen bir braided regüler 2- grupoid yapısından  

           

 

 şeklinde braided regüler çaprazlanmış modül yapısı elde edilmiş olur. 

 

 

 

 

𝐾    𝐷

   

𝐶

   

𝑑0

   

𝛿: 𝐾

   

𝐶    𝑂 

𝑠

   

𝑡

   

(𝛿: 𝐾

   

𝐶    𝑂 ,  −, − ) 
𝑠

   

𝑡
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5.  BRAİDED REGÜLER 2-GRUPOİDLER VE 2- ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

 Bu bölümde 3. ve 4. bölümlerden yararlanarak 2-çaprazlanmış modüller kategorisi ile 

braided regüler 2-grupoidler kategorisinin denk olduklarını göstereceğiz. 

 2-grupoidler üzerinde regülerlik yapısı ve braiding dönüşümü 2006 yılında Ulualan [36] 

da tanımlanmıştır.  Ulualan [36] çalışmasında bu yapının Brown ve Gilbert [11] tarafından 

tanımlana braided regüler çaprazlanmış modüller ile olan ilişkisini incelemiştir.  Bunu 4. 

bölümde verdik bu yakın ilişkiyi kullanarak bu bölümde tanımlanan bu yapı ile 2-çaprazlanmış 

modüller arasındaki ilişkiyi kuracağız. Bunu yapmak için braided regüler 2-grupoidlerden 2-

çaprazlanmış modüller kategorisine ve daha sonra 2-çaprazlanmış modüller kategorisinden 

braided regüler 2-grupoidler kategorisine funktorlar tanımlayıp bu funktorlar arasında doğal 

transformasyon elde edeceğiz. 

5.1.  2-Çaprazlanmış Modüllerden Braided Regüler 2- Grupoidlere   

 Bu bölümde herhangi bir 2-çaprazlanmış modül verildiğinde bu yapıdan nasıl bir 

braided regüler 2-grupoid elde edileceğini göstereceğiz. Böylece 2-çaprazlanmış modüller 

kategorisinden yeni tanımlamış olduğumuz braided regüler 2-grupoidler [36] kategorisine bir 

funktor oluşturmuş olacağız. 

           

 

   −, − : 𝑀 × 𝑀 → 𝐿 şeklindeki Peiffer lifthing dönüşümü ile birlikte bir 2-çaprazlanmış 

modül olsun. 𝜕1:𝑀 → 𝑃 nin bir ön çaprazlanmış modül olduğunu biliyoruz.  Buna göre 𝑀 bir 

𝑃 − 𝑔𝑟𝑢𝑝 tur.  Yani 𝑃 nin 𝑀 üzerindeki sağdan bir etkisi vardır.  Bu etkiye 𝑀 ⋉ 𝑃 kümesi  

   (𝑚, 𝑝)(𝑚′ , 𝑝′) = (𝑚𝑚′ 𝑝 , 𝑝𝑝′)  

işlemine göre bir gruptur.  Bu grup yarı-direkt çarpım grubu olup 𝑀 × 𝑃  ile gösterelim  

𝑠: 𝑀 ⋉ 𝑃 → 𝑃 , 

𝑠(𝑚, 𝑝) = 𝜕1(𝑚)𝑝  

ve 

    𝑡: 𝑀 ⋉ 𝑃 → 𝑃 ,  

𝐿

   

𝑀

   

𝑃    

𝜕1𝑠

   

𝜕2

   



50 
 

  𝑡(𝑚, 𝑝) = 𝑝  

şeklinde ve  

𝑒: 𝑃 → 𝑀 ⋉ 𝑃 , 

𝑒(𝑝) = (1, 𝑝)  

şeklinde tanımlayalım.  

  𝑝1 = 𝜕1(𝑚2)𝑝2  

olmak üzere (𝑚1 , 𝑝1) ve (𝑚2 , 𝑝2) nin kompozisyonu  

 (𝑚1 , 𝑝1) ∘ (𝑚2 , 𝑝2) = (𝑚1𝑚2 , 𝑝2)   

şeklinde tanımlayalım.  Bu durumda  

 𝑠((𝑚1 , 𝑝1) ∘ (𝑚2 , 𝑝2)) = 𝑠(𝑚1𝑚2 , 𝑝2)  

   = 𝜕1(𝑚1)𝜕1(𝑚2)𝑝2 

      = 𝜕1(𝑚1)𝑝1 

      = 𝑠(𝑚1 , 𝑝1) 

ve  

𝑡((𝑚1 , 𝑝1) ∘ (𝑚2 , 𝑝2))  = 𝑡(𝑚1𝑚2 , 𝑝2)  

   = 𝑝2 

      = 𝑡(𝑚2 , 𝑝2) 

özellikleri sağlanır.  Ayrıca 

    𝑠𝑒(𝑝) = 𝑠(1, 𝑝) = 𝑝 

ve 

 𝑡𝑒(𝑝) = 𝑡(1, 𝑝) = 𝑝 

olup  

 𝑠𝑒 = 𝑡𝑒 = 𝑖𝑑: 𝑃 → 𝑃  

bulunur.  (𝑚, 𝑝) ∈ 𝑀 ⋉ 𝑃 nin " ∘ " işlemine göre tersi (𝑚−1𝑝−1

, 𝑝−1) şeklindedir. 
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  Sonuç olarak 𝐶0 = 𝑃 ve 𝐶1 = 𝑀 ⋉ 𝑃 olmak üzere 

           

                                          

 

şeklinde bir grupoid elde ederiz.  Burada 𝐶0 = 𝑃 nin (𝐶1 , 𝐶0) grupoidi üzerindeki sağdan ve 

soldan etkilerini 𝑝 ∈ 𝑃 ve (𝑚, 𝑞) ∈ 𝐶1 olmak üzere 𝜕1: 𝑀 → 𝑃 ön çaprazlanmış modülünden 

𝑝 ∙ (𝑚, 𝑞) = (𝑚𝑝−1
, 𝑝𝑞)  

ve 

(𝑚, 𝑞) ∙ 𝑝 = (𝑚, 𝑞𝑝)  

şeklinde tanımlayalım.  Şimdi yukarıda tanımladığımız 𝑠 ve 𝑡 fonksiyonlarının bu 

etkileri koruduğunu gösterelim.  

    𝑠(𝑝 ∙ (𝑚, 𝑞)) = 𝑠(𝑚𝑝−1
, 𝑝𝑞) 

 = 𝜕1(𝑚𝑝−1
)𝑝𝑞  

     = 𝑝𝜕1(𝑚)𝑝−1𝑝𝑞 

    = 𝑝(𝜕1𝑚)𝑞 

    = 𝑝 ∙ 𝑠(𝑚, 𝑞) 

ve yine  

𝑠((𝑚, 𝑞) ∙ 𝑝) = 𝑠(𝑚, 𝑞𝑝)  

    = (𝜕1(𝑚)𝑞)𝑝 

 = 𝑠(𝑚, 𝑞) ∙ 𝑝  

olur.  Benzer şekilde  𝑡 nin de koruduğu gösterilebilir. 

 𝐿 grubunun bir 𝑃 − 𝑔𝑟𝑢𝑝 olduğunu 2-çaprazlanmış modül tanımından biliyoruz.  

Böylece benzer olarak 𝐿 ⋉ 𝑃 şeklinde yarı-direkt çarpım grubu tanımlayabiliriz. (𝑙, 𝑝), (𝑙′ , 𝑝) ∈

𝐿 ⋉ 𝑃 olmak üzere 

   (𝑙, 𝑝) ∘ (𝑙′ , 𝑝) = (𝑙𝑙′ , 𝑝) 

(𝐶1

   

𝐶0 ,∘ )

   

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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işlemine göre 𝐿 ⋉ 𝑃, 𝑃 üzerinde bir grupoid olur.   

 𝑠(𝑙, 𝑝) = 𝑝 = 𝑡(𝑙, 𝑝) 

şeklinde tanımlanırsa bu grupoid total bağlantısız bir grupoid olacaktır.  

           

                             

 

total bağlantısız ve  

           

                             

 

de bir grupoid olmak üzere 𝑀 ⋉ 𝑃 nin 𝐿 ⋉ 𝑃 üzerinde bir grupoid etkisi vardır.  Bu etki; 

𝑝 = 𝜕1(𝑚)𝑞 

olmak üzere  

 (𝑙, 𝑝)(𝑚,𝑞) = (𝑙𝑚 , 𝑞) 

şeklinde verilebilir. 

 Şimdi bu etkinin bir grupoid etkisi olduğunu gösterelim.  𝜕1(𝑚′)𝑞′ = 𝑞 ve 𝑝 = 𝑞 olmak 

üzere 

 (𝑙, 𝑝)(𝑚,𝑞)∘(𝑚 ′ ,𝑞 ′ )  = (𝑙, 𝑝)(𝑚𝑚 ′ ,𝑞 ′ ) 

      = (𝑙𝑚𝑚 ′
, 𝑞′   

      = (𝑙𝑚 , 𝑞)(𝑚 ′ ,𝑞 ′ )  

      = [(𝑙, 𝑝)(𝑚,𝑞)](𝑚 ′ .𝑞 ′ )  

olur.  Benzer şekilde 𝑝 = 𝜕1(𝑚)𝑞 olmak üzere  

(𝐿 ⋉ 𝑃

   

𝑃 )    

𝑡

   𝑒

   

𝑠

   

(𝑀 ⋉ 𝑃

   

𝑃 )    

𝑡

   𝑒

   

𝑠
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𝑒

   

 ((𝑙, 𝑝) ∘ (𝑙′ , 𝑝)(𝑚,𝑞) = (𝑙𝑙′ , 𝑝)(𝑚,𝑞) 

      = ((𝑙𝑙′)𝑚 , 𝑞) 

      = (𝑙𝑚 𝑙′
𝑚

, 𝑞)  

      = (𝑙𝑚 , 𝑞) ∘ (𝑙′
𝑚

, 𝑞) 

      = (𝑙, 𝑝)(𝑚,𝑞) ∘ (𝑙′ , 𝑝)(𝑚,𝑞)  

bulunur.  Yani yukarıdaki gibi tanımlanan 𝑝 = 𝜕1(𝑚)𝑞 olduğunda  

 (𝑙, 𝑝)(𝑚,𝑞) = (𝑙𝑚 , 𝑞) 

etkisi bir grupoid etkisi olur.  

O halde (𝑀 ⋉ 𝑃) × (𝐿 ⋉ 𝑃) şeklinde bir yarı-direct çarpım grupoidi tanımlayabiliriz.  

Bu küme; 

 ((𝑚, 𝑝), (𝑒, 𝑝) ∗ ((𝑚′ , 𝑝′), (𝑒 ′ , 𝑝′) 

işlemine göre (𝑀 ⋉ 𝑃) üzerinde bir grupoid ve  

((𝑚, 𝑝), (𝑙, 𝑝) ∘ ((𝑚′ , 𝑝′), (𝑙′ , 𝑝′)  = ((𝑚𝑚′ , 𝑝′), ((𝑙, 𝑝)(𝑚 ′ ,𝑝 ′ ) ∘ (𝑙′ , 𝑝′) 

          = ((𝑚𝑚′ , 𝑝′), (𝑙,𝑚
′
𝑙′ , 𝑝′)) 

işlemine göre de 𝐶0 = 𝑃 grubu üzerinde bir grupoid olur. 

   𝑠((𝑚, 𝑝), (𝑙, 𝑝)) = 𝑝 = 𝑡((𝑚, 𝑝), (𝑙, 𝑝))   

işlemine göre; 

           

                       

 

 grupoidini ve  

   𝑑0((𝑚, 𝑝), (𝑙, 𝑝)) = (𝑚, 𝑝)  

   𝑑1((𝑚, 𝑝), (𝑙, 𝑝)) = (𝑚𝜕2(𝑙), 𝑝) 

dönüşümlerine göre de  

(𝑀 ⋉ 𝑃) × (𝐿 ⋉ 𝑃) 

   

𝑃 )    

𝑡

   

𝑠

   



54 
 

𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

           

                              

 

grupoidini elde ederiz.  Burada 𝐼(𝑚, 𝑝) = ((𝑚, 𝑝), (1, 𝑝)) dir.  Sonuç olarak 

 

       (𝑀 ⋉ 𝑃) × (𝐿 ⋉ 𝑃)  = 𝐶2                                            𝑀 ⋉ 𝑃 

 

 

               𝐶0 = 𝑝            𝐶0 = 𝑝 

 

diyagramını oluşturmuş oluruz.   

Burada  𝑃 nin 𝐶2 üzerindeki sağdan ve soldan etkilerini  

   𝑝 ∙ ((𝑚, 𝑞), (𝑙, 𝑞)) = ((𝑚𝑝−1
, 𝑝𝑞), (𝑙𝑝

−1
, 𝑝𝑞))  

ve 

((𝑚, 𝑞), (𝑙, 𝑞) ∙ 𝑝 = ((𝑚, 𝑞𝑝), (𝑙, 𝑞𝑝))  

şeklinde tanımlayabiliriz.   

Bu etkiler altında 

 𝑑0(𝑝 ∙ ((𝑚, 𝑞), (𝑙, 𝑞)))  = (𝑚𝑝−1
, 𝑝𝑞)  

   = 𝑝 ∙ (𝑚, 𝑞) 

      = 𝑝 ∙ 𝑑0((𝑚, 𝑞), (𝑙, 𝑞)) 

ve 

   𝑑0(𝑝 ∙ ((𝑚, 𝑞), (𝑙, 𝑞))) = (𝑚𝑝−1
𝜕2(𝑙𝑝

−1
), 𝑝𝑞)                                                           

      = ((𝑚𝜕2𝑙)
𝑝−1

, 𝑝𝑞) 

(𝑀 ⋉ 𝑃) × (𝐿 ⋉ 𝑃)  𝑀 ⋉ 𝑃  
𝑑1

   

𝐼

   

𝑑0

   

𝑒

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑡

   

𝑠
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𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

      = 𝑝 ∙ (𝑚𝜕2𝑙, 𝑝𝑞) 

       = 𝑝 ∙ 𝑑1((𝑚, 𝑞), (𝑙, 𝑞)) 

bulunur. 

 Böylece 𝑃 nin bu özellikteki etkileri ile birlikte elde ettiğimiz 2-grupoid bir regüler 2-

grupoid olur.  Şimdi elde ettiğimiz.  

  

            (𝑀 ⋉ 𝑃) × (𝐿 ⋉ 𝑃)                                            𝑀 ⋉ 𝑃 

 

 

                𝑃             𝑃 

 

regüler 2-grupoidi üzerinde bir braiding dönüşümü tanımlayalım.   

Bu braiding dönüşümünü  −, − :𝑀 × 𝑀 → 𝐿  Peiffer lifting dönüşümünü kullanarak 

aşağıdaki gibi tanımlayabiliriz: 

 𝑎 = (𝑚1 , 𝑝1) , 𝑏 = (𝑚2 , 𝑝2) ∈ 𝐶1 = 𝑀 ⋉ 𝑃  olmak üzere  

  𝜏: 𝐶1 × 𝐶1 → 𝐶2 

               (𝑎, 𝑏) ↦ 𝜏𝑎,𝑏  

için 

   𝜏𝑎,𝑏 = (𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎 ,   𝑚1
−1, 𝑚2

𝑝1 𝑚1 , 𝑝2𝑝1  

dir.  Burada 

𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) = (𝑚2 , 𝑝2) ∙ (𝜕1𝑚1)𝑝1 

 = (𝑚2 , 𝑝2(𝜕1𝑚1)𝑝1)  

ve 

𝑒

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑡

   

𝑠
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   𝑡(𝑏) ∙ 𝑎 = 𝑝2 ∙ (𝑚1 , 𝑝1) 

= (𝑚1
𝑝2

−1

, 𝑝2𝑝1)  

olup 

𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎 = (𝑚2 , 𝑝2𝜕1(𝑚1)𝑝1) ∘ (𝑚1
𝑝2

−1
, 𝑝2𝑝1) 

  = (𝑚2𝑚1
𝑝2

−1
, 𝑝2𝑝1)  

dir.  Yani sonuç olarak 𝑎 = (𝑚1 , 𝑝1) , 𝑏 = (𝑚2 , 𝑝2) ∈ 𝐶1 = 𝑀 ⋉ 𝑃  için 

 𝜏𝑎,𝑏 = ((𝑚2𝑚1
𝑝2

−1
, 𝑝2𝑝1),   𝑚1

−1, 𝑚2
𝑝1 𝑚1 , 𝑝2𝑝1 ) 

şeklinde braiding dönüşümü tanımlanır.  Burada  −, − :𝑀 × 𝑀 → 𝐿  2-çaprazlanmış modüldeki 

Peiffer lifting dönüşümüdür. Bu dönüşüm braiding aksiyomlarını sağlar.  Örneğin;  

𝐵1. 𝑑0𝜏𝑎,𝑏  = (𝑚2𝑚1
𝑝2

−1
, 𝑝2𝑝1)  

= [(𝑚2 , 𝑝2) ∙ (𝜕1𝑚1)𝑝1] ∘ [𝑝2 ∙ (𝑚1 , 𝑝1)] 

 = 𝑏 ∙ 𝑠(𝑎) ∘ 𝑡(𝑏) ∙ 𝑎 

bulunur. 

 𝐵2.   𝑑1𝜏𝑎,𝑏    = 𝑑1((𝑚2𝑚1
𝑝2

−1
, 𝑝2𝑝1),   𝑚1

−1, 𝑚2
𝑝1 𝑚1 , 𝑝2𝑝1 ) 

    = (𝑚2𝑚1
𝑝2

−1
, 𝑝2𝑝1) ∘  𝜕2 𝑚1

−1, 𝑚2
𝑝1 𝑚1 , 𝑝2𝑝1  

dir.  Burada  𝜕2 𝑚1 , 𝑚2 = 𝑚1
−1𝑚2

−1 ∙ 𝑚1𝑚2
𝜕1𝑚1  özelliğini kullanırsak  

    𝑑1𝜏𝑎,𝑏 = 𝑠(𝑏) ∙ 𝑎 ∘ 𝑏 ∙ 𝑡(𝑎) 

olduğu gösterilir.   

Peiffer lifting dönüşümünün diğer özellikleri kullanılarak 𝜏𝑎,𝑏  braiding dönüşümünün 

geri kalan aksiyomlarının sağlandığını görmek kolaydır.  Zaman alması ve işlem karmaşası 

yüzünden burada ihmal edilmişltir. 

Böylece verilen bir  

           

 

2-çaprazlanmış modülünden yukarıda oluşturduğumuz gibi bir braided regüler 2-grupoidini 

𝐿

   

𝑀

   

𝑃    

𝜕1𝑠

   

𝜕2

   



57 
 

𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

𝐼 

𝑑1

   

 

𝑑0 

𝑠

   

  

            (𝑀 ⋉ 𝑃) × (𝐿 ⋉ 𝑃)                                            𝑀 ⋉ 𝑃 

 

 

                𝑃             𝑃 

 

 şeklinde  𝜏𝑎,𝑏  braiding dönüşümü ile birlikte elde ederiz.  Sonuç olarak 2-çaprazlanmış 

modüllerden braided regüler  2-grupoidler kategorisine bir funktor oluşturmuş oluruz.  Bu 

funktoru  

  ∆∶  𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 → 𝓑𝓡𝟐𝓖 

şeklinde gösterelim. 

5.2. Braided Regüler 2- Grupoidlerden 2- Çaprazlanmış Modüllere 

 Bu bölümde son olarak, braided regüler 2-grupoidler kategorisi ile gruplar üzerinde 2-

çaprazlanmış modüller kategorisinin denk olduğunu göstermek için Braided regüler 2-

grupoidler kategorisinden gruplar üzerinde 2-çaprazlanmış modüller kategorisine bir funktor 

tanımlayacağız. Hatırlayalım ki bir önceki bölümde 2-çaprazlanmış modüllerden braided 

regüler çaprazlanmış modüller kategorisine bir  ∆  funktoru tanımlamıştık. Aşağıda 

oluşturacağımız funktor ile bu ∆  funktoru arasında bir doğal transformasyon tanımlamak 

kolaydır.  

 (𝐷 , 𝐶, 𝑂, 𝑑0 , 𝑑1 , 𝐼,∘,∗) , 

 

                     𝐷                                              𝐶 

 

 

          𝑂           𝑂    

𝑒

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑡

   

𝑠

   

𝑒

   

𝑒

   

𝑡

   

𝑡

   

𝑠
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diyagramı ile verilen bir braided regüler 2-grupoid olsun.  Her  bir 𝑥 ∈ 𝑂 için 

  𝐾(𝑥) =  𝑑 ∈ 𝐷: 𝑑0(𝑑) = 𝑒(𝑥)   

şeklinde 𝐷  nin bir alt kümesini tanımlayalım. Bu küme " ∘ " ve " ∗ "  kompozisyon işlemine 

göre bir grup yapısı oluşturur. 𝑘 ∈ 𝐾(𝑥) in tersi 

   𝑘∗
−1 = 𝐼(𝑑1(𝑘)) ∘ 𝑘∘

−1
  

şeklinde verilebilir. 𝑘 ∈ 𝐾(𝑠(𝑑)) olmak üzere bir 𝑑 ∈ 𝐷 elemanı 𝑑 = 𝐼(𝑑0(𝑑)) ∘ 𝑘 şeklinde tek 

türlü yazılabilir.  𝑐 ∈ 𝐶 nin  𝑘 ∈ 𝐾(𝑥) üzerindeki etkisini ise 

  𝑘𝑐 = 𝐼(𝑐)−1 ∘ 𝑘 ∘ 𝐼(𝑐) 

şeklinde tanımlayalım. Böylece  

         

 

şeklinde bir diyagram elde ederiz.  Burada 𝜕: 𝐾 → 𝐶 ,  𝑑1 𝐾  kısıtlanışı ile verilebilir.  𝜕: 𝐾 → 𝐶  

bir çaprazlanmış modül olur.  Yani 

           

 

şeklinde bir  braided regüler çaprazlanmış modül elde ederiz.  Burada  −, − : 𝐶 × 𝐶 → 𝐾  

şeklindeki braiding dönüşümü 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶 için  

   𝑏, 𝑎 = 𝐼(𝑡(𝑏) ∙ 𝑎)−1 ∘ 𝐼(𝑏 ∙ 𝑠(𝑎))−1 ∘ 𝜏𝑎,𝑏   

ile tanımlıdır.  Burada 𝜏𝑎,𝑏 , 2-grupoid için braiding dönüşümüdür.   

 Şimdi bu yapıdan bir 2-çaprazlanmış modül elde edeceğiz. 𝐶 içinde 

  𝑀 =  𝑎 ∈ 𝐶: 𝑡(𝑎) = 𝑒 ∈ 𝑂  

şeklinde tanımlayalım ve 𝑂 = 𝑃 olsun.  Bu durumda 𝑀 kümesi 

  𝑎𝑏 = 𝑎 ∙ 𝑠(𝑏) ∘ 𝑏 

𝐾

   

𝐷

   

𝐶 
𝑑0

   

𝐾

   

𝐶    𝑂 

𝑡

   

𝑠

   

𝜕
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işlemine göre bir gruptur.  𝑠: 𝑀 → 𝑂 şeklindeki kaynak dönüşümü 𝐶0 − 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑡 bir 

dönüşüm olup bir grup homomorfizmi olur.  Yani 

  𝑆: 𝑀 → 𝑃  

şeklindeki bir ön çaprazlanmış modül yapısı elde edeceğiz.  Ayrıca 𝑃 = 𝑂 grubu 𝐶 üzerine 

𝑎 ∈ 𝐶 ve 𝑝 ∈ 𝑂 olmak üzere 𝑎𝑝 = 𝑝−1 ∙ 𝑎 ∙ 𝑝 şeklinde bietki kullanarak etki eder.  Diğer 

yandan 𝑒 ∈ 𝑂 birim eleman olmak üzere 𝐾 grupoidi üzerinde 

  𝐾(𝑒) =  𝑎 ∈ 𝐾: 𝑠(𝑎) = 𝑡(𝑎) = 𝑒  

kümesi 𝐾 nın grupoid kompozisyon işlemine göre bir grup olur.  Bu durumda 

           

 

şeklinde 𝑃-grupların bir kompleksini elde ederiz.  Burada 𝑆: 𝑀 → 𝑃 bir ön çaprazlamış modül 

ve 

           

                              

da bir çaprazlanmış modüldür.  Bu yapı üzerindeki braiding dönüşümü ise  

 𝑤: 𝑀 × 𝑀 → 𝐾(𝑒) 

  𝑤(𝑎, 𝑏) =  𝑎−1 , 𝑏 𝑎  

şeklinde tanımlıdır.  Böylece 

 

           

 

 şeklinde 𝑤: 𝑀 × 𝑀 → 𝐾(𝑒) Peiffer lifting dönüşümü ile birlikte bir 2-çaprazlanmış modül 

yapısı elde ederiz.  Sonuç olarak  

  𝜃: 𝓑𝓡𝟐𝓖 ⟶ 𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 

şeklinde bir funktor tanımlamış oluruz. 

𝐾(𝑒)

   

𝑀

   

𝑃 
𝑠

   

𝜕

   

𝐾(𝑒)

   

𝑀

   

𝜕

   

𝐾(𝑒)

   

𝑀

   

𝑃 
𝑠

   

𝜕
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Teorem 5.2.1: 2-çaprazlanmış modüller kategorisi ile braided regüler 2-grupoidler kategorisi 

denktirler. 

İspat: Yukarıdaki 5.1 ve 5.2 bölümlerinde 2-çaprazlanmış modüller kategorisinden braided 

regüler 2-grupoidlere ∆ funktorunu ve bradied regüler 2-grupoidlerden 2-çaprazlanmış modüller 

kategorisine 𝜃 funktorunu oluşturduk.  Dolayısıyla aşağıdaki diyagramı oluşturmuş olduk.  

 

                       

 

 

 

o halde 

  1𝑋2𝑀𝑜𝑑 =  𝜃∆  ve  

 

                            

 

 

 

diyagramından 

  1𝓑𝓡𝟐𝓖 = ∆𝜃 

şeklinde doğal transformasyonlar tanımlanabilir. 

∆ 

1 
𝜃 

𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 

𝜃 

1 

∆ 

𝓑𝓡𝟐𝓖

   

𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 

𝑿𝟐𝑴𝒐𝒅 𝓑𝓡𝟐𝓖

   

𝓑𝓡𝟐𝓖
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