BRAIDED REGULER 2-GRUPOIDLER
Veysel ZEYBEK
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali
Temmuz - 2009



BRAIDED REGULER 2-GRUPOIDLER

Veysel ZEYBEK

Dumlupinar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Lisansiistli Yonetmeligi Uyarinca
Matematik Anabilim Dalinda
YUKSEK LISANS TEZI

Olarak Hazirlanmustir.,

Danisman : Dog. Dr. Erdal ULUALAN
Temmuz - 2009



KABUL ve ONAY SAYFASI

Veysel ZEYBEK'in YUKSEK LISANS tezi olarak hazirladigi Braided Regiiler 2-
Grupoidler bagliklt bu ¢alisma, jiirimizce lisansiistii yonetmeligin ilgili maddeleri uyarinca

degerlendirilerek kabul edilmistir.

13/07/2009
Uye : Yrd.Dog.Dr. Enver Onder USLU
Uye : Yrd.Dog.Dr. Sedat PAK
Uye : Dog.Dr. Erdal ULUALAN (Danisman)
Fen Bilimleri Enstitiisiin Yonetim Kurulu'nun ...... [eeid oo glin Ve ... say1lt

karariyla onaylanmistir.

Prof.Dr.Atalay KUCUKBURSA

Fen Bilimleri Enstitiisit Mudira




BRAIDED REGULER 2-GRUPOIDLER
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Tez Danismani: Do¢.Dr.Erdal Ulualan

OZET

Bu tez 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, tezde kullanilacak olan kategori,
caprazlanmis modiiller, funktorlar, gruplarin yari-direkt carpimi gibi temel kavramlar
aciklanmistir.  Ayrica 6n caprazlanmis modiiller kategorisinden c¢aprazlanmis modiiller
kategorisine bir funktorun nasil tanimlandigi verilmistir. Grupoid kavramu ile gruplar {izerinde

caprazlanmis modiillerin iligkileri incelenmistir.

Ikinci béliimde, [11] den yararlanilarak, grupoidler {izerinde caprazlanmis modiil
kavrami incelenmistir. Igen [26] tarafindan yapilan 2-grupoidler ve c¢aprazlanmis modiiller
arasindaki denklik benzer bir yol kullanilarak kategoriksel grupoidlere uyarlanmistir. Ayrica bu
boliimde monoidal kategori tizerindeki braiding doniisiimi kavrami [27] den verilmistir. Bu
boliimde ayrica Brown ve Gilbert [11] tarafindan verilen braided regiiler ¢aprazlanmis modiiller
ile 2-caprazlanmig modiiller arasindaki denklik, kisaca ileriki bdlimlerde kullanilacak

oldugundan dolay1 yeniden verilmistir.

4. boliimde Ulualan [37] , tarafindan tanimlanmis olan braided regiiler 2-grupoidler
kavramina yer verilmistir. Bu béliimde ayrica [37] den braided regiiler 2-grupoidler ve braided

regiiler ¢caprazlanmis modiiller kategorisi arasindaki denklik verilmistir.

Son olarak 5. Bolimde ise, 3. ve 4. bolimlerdeki sonuglardan yararlamlarak; 2-
caprazlanmis modiiller kategorisi ile braided regiiler 2-grupoidler kategorisi arasindaki denklik

kurulmustur.

Anahtar Kelimeler : 2-grupoidler, braiding doniisiimii, ¢aprazlanmis modiiller, grupoidler,
monoidal kategori.
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SUMMARY

This thesis consits of 5 chapters. In the first chapter, we give some basic informations
to use they in this thesis such as category, crossed modules, functors, semi-direct product of
groups, Furthermore, we define a functor from the category of pre-crossed modules to that of
crossed modules of groups. We investigate the relations between the concepts of groupoids and
crossed modules of groups.

In the second chapter, from [11] , we investigate the notion of crossed modules over
groupoids. By using a similar construction to Igen [26], we have constructed an equivalence
between categorical groupoids and crossed modules of groupoids. Moreover, in this chapter,
we gave the equivalence between braided regular crossed modules and 2-crossed modules from

[11], to use it in the next sections.

In chapter 4, we give the notion of braided regular 2-groupoids from Ulualan [37], and
again, from [37] we gave the construction of the equivalence between braided regular 2-

groupoids and braided regular crossed modules.

Consequently, in the last chapter, by using these results given in the chapter 3 and 4,
we gave an equivalence between the category of 2-crossed modules of groups and the category

of braided regular 2-groupoids.

Keywords: 2-groupoids, braiding map, crossed modules, groupoids, monoidal categories.
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1. GIRIS

Bu boliimde tezde kullanilacak bazi 6n bilgiler [9] verilecektir.
Tanmm 1.1: C ile gosterecegimiz bir kategori asagidaki 6zellikleri saglayan bir sistemdir.
A. Verilenler:

a. € nin 0b(C) ile gosterilecek olan bir objeler sinifi var olmalidir. Ob(C€) nin

elemanlarina C nin objeleri denir ve 4, B, C,... gibi biiyiik harflerle temsil edilirler.

b. Morc ile gosterilen € nin morfizmler sinifi var olmalidir. f € Mor(4, B) ile

f, A dan B ye bir morfizmdir denir ve f: A - B notasyonu ile gosterilir.
C. o: Mor(A,B) X Mor(B,C) —» Mor(4,C)
(f,9) = g°f

ile tanimli morfizmler sinifi tizerinde bir "o" islemi var olmalidir. Bu isleme € nin kompozisyon

islemi denir.
B. istenilenler:

a. Birimlik 6zelligi: Her f € Mor(A,B) igin Ig: B = B ve I;: A — A birim

morfizmleri vardir ve Ig o f =f=1fo [, dir.
b. Asosyatiflik 6zelligi: V f, g, h € Mor(C) igin fo(goh) = (fog)eoh dir.

1.1. Kategori Ornekleri

Ornek 1.1.1: Gruplar kategorisini olusturalim. Bu kategoriyi Grp ile gosterelim. Objeler
olarak tiim gruplar1 alalim. Morfizmler olarak da grup homomorfizmlerini alirsak birimlik ve
asosyatiflik 6zelliginin saglandigin1 gostermek kolaydir. Burada kompozisyon islemi bilinen

fonksiyonlarin bileske islemi olarak alinabilir.

Ornek 1.1.2: Benzer sekilde halkalar kategorisi Halka, R-modiiller kategorisi R-mod,

topolojik uzaylar kategorisi Top kategorileri de tanimlanabilir.



1.2. Caprazlanmis Modiiller

Caprazlanmig modiiller, homotopi tipi 2-tip olan topolojik yapilara cebirsel bir karsilik
bulma amaciyla 1949°da Whitehead [38] tarafindan tanimlanmustir. Caprazlanmis modiil

tanimini vermeden Once bazi 6n bilgiler verilmelidir.
Tamm 1.2.1: G, ve G, iki grup olsun. Eger,

GO X Gl 4 Gl
(g, h) » hI

notasyonu ile verilen fonksiyon i¢in g,g’ € G, ve h,h’ € G; oldugunda

1. hW9) = (r9)9
2. (hh)9 =hI(R)?
3. h®=h

4, e9=c¢e

ozellikleri saglaniyorsa; Gy a G; grubu lizerine sagdan etki ediyor denir veya G; e bir Gy - grup

adi verilir.

Tammm 1.2.2: 9: Gy — Gy bir grup homomorfizmi olsun. G; grubu bir G,-grup olmak

tizere her g € Gy ve h € Gy igin;
CM1) a(h9) = g~a(h)g

Ozelligi saglaniyorsa d ya bir 6n caprazlanmis modiil ad1 verilir.

Tanmm 1.2.3: d: G; — Gq bir 6n ¢aprazlanmig modiil olsun x,y € G, igin
(c,y)=a"ly Ty

seklindeki bir elemana x ve y nin bir Peif fer komiitatorii adi verilir. Eger bir 6n

caprazlanmis modiilde her x,y € G icin

(x,yy=1

oluyorsa d: G; — Gq 6n gaprazlanmig modiiline ¢aprazlanmis modiil ad1 verilir.



Simdi ¢aprazlanmig modiil tanimini tam olarak agagidaki sekilde verebiliriz.

Tammm 1.2.4: 0:M — N bir grup homomorfizmi ve M de bir N — grup olsun. Eger her

m,m' € Mven € N icin

CM1) a(m™) = n~ta(m)n

CM2) mom = (m) tmm’

Ozellikleri saglaniyorsa d ya bir ¢aprazlanmig modiil ad1 verilir. Buradaki CM2) aksiyomuna

Pief fer dzdesligi denir.

1.3. Caprazlanms Modiil Ornekleri

Ornek 1.3.1: G birgrupve N 2 G olsun. Bu durumda

GXN - N
(g.n) »g'ng

eslenik etkisi N = G oldugundan iyi tanimli bir grup etkisi olup N bir G — grup tur.

i: N->G

X = X

ile taniml1 i¢ine doniisiimii bir gaprazlanmis modiil olur.

Ornek 1.3.2: G bir grup ve I¢(G) de G nin i¢ otomorfizmler grubu olsun. fq € Ie(G) ve

x € G i¢in;
foC) = gxg™!
ile
Ie(G)xG -» G
(fg,x) P gxg™!
etkisini tanimlayalim. Bu durumda G bir I¢(G) — grup tur.

9: G > I¢(G)
g fy



temsil homomorfizmasi bu etkiyle birlikte bir ¢aprazlanmig modiil olur.

Ornek 1.3.3: 9:M — N bir 6n caprazlanmis modiil olsun. Eger @ bir izomorfizm ise ayn1
zamanda bir ¢aprazlanmig modiil olur. Gergektende her n € N i¢in d(m) = n olacak sekilde

bir tek m € M var olup her m,m’ € M i¢in CM1) aksiyomundan
a(m™) =n~1 (dm)n

olup

oldugu kullanilirsa

a(mo™) = (am ")~ a(m) a(m)
=d(m ‘mm")
olup @ 1:1 oldugundan her m,m’ € M igin

, 4
mo™ =m' " mm’

bulunur. Bu da CM2) aksiyomudur.

Tanmm 1.3.1: C = (:M - N) ve C' = ("M - N') iki ¢aprazlanmis modiil olsun.

C den C ' ne giden bir morfizm
(vym): C -C'

seklinde bir homomorfizm ¢iftidir ki buradav : M - M' , m : N - N’ ve asagidaki ozellikler

saglanir.

<
<

N N
m

diyagrami komiitatiftir. Yani @ v = ma dur.



2. Her m eéM ve n €N igin,

vm" ) = v(mnm

dir. Boylece ¢aprazlanmis modiillerin kategorisini olugturmus oluruz. Bu kategoriyi XMod ile

gosterecegiz.

1.4. Funktorlar

Matematigin hemen hemen her dalinda en 6nemli yapilan c¢aligmalardan biri iki yapiy1
karsilastirmak ve bir uzayda yapilamayan veya ¢6ziimii zor olan bazi problemleri o yapi ile ayni
ozellikleri tasiyan bagka bir yapi iizerinde yaparak kolaylikla ¢oziime ulasabilmektedir. Bu
anlamda iki cebirsel yapi1 arasindaki yapi koruyan doniisimler homomorfizmler, veya iki
topolojik yapi arasindaki yap1 koruyan dontisiimler siirekli dontistimler oldugu gibi, iki kategori
arasindaki yap1 koruyan yani kategori yapisini koruyan dontisiimler funktorlardir. Bir funktorun

acik tanimini [9] dan bakiniz.

Tamm 1.4.1: € ve D herhangi iki kategori olsun. F : € — D ile gosterilen € den D ye taniml

bir funktor asagidaki 6zellikleri saglar.
1. VA € 0b(C)igin F(A) € 0Ob(D)
2. f € More(A,B)ise F (f) € Morp(F(A),F(B))
3. F(feg) = F(f)°F(9)
4. F (Iy) = I
dir. Bu ozellikleri saglayan F : € — D ye € den D ye bir funktor denir.
Ornek 1.4.1: Z — Mod, Z — modiiller kategori ve Ab de Abelian gruplar kategorisi olsun.
U:Z — Mod —» Ab

funktorunu tanimlayalim. Her abelyen grup bir Z — modiil oldugundan A bir Z — modiil

oldugunda; (4, +) bir Abelyen grup olacagindan
ud) = (A, +)

ile tamimlayabiliriz.



Ornek 1.4.2: Grp, gruplar kategorisi olsun. Ab, Abelyen gruplar kategorisi olmak iizere;
F: Grp — Ab

funktorunu  F (G) =G /[G,G] seklinde G grubunun Abelyenlestirilmesini géz Oniine

alabiliriz. Bu funktora Abelyenlestirme funktoru denir.

1.4.1. On caprazlanms modiillerden ¢aprazlanmis modiillere

Burada 6n c¢aprazlanmis modiiller kategori PreX — M od dan ¢aprazlanmis modiiller

kategorisi olan XM od a bir funktor tanimlayacagiz.
a:M - N

bir 6n ¢aprazlanmis modiil olsun. Her m,m' € M igin

1 om

(mm'y =mm "'mm

Peif fer elemanlari tarafindan tiretilen P,(0) alt grubu M nin bir normal alt grubudur. Boylece;

M= Mp0

bir boliim grubu tamimlayabiliriz.
. M
q: M - / B(d)
m = mP, (9)

dogal projeksiyon doniisiimii olsun. @ bir 6n ¢aprazlanmis modiil oldugundan

damm')) =a(mlm Tmm'™)

=a(m bHa(m Ham)am' ™)
=d(mDHa(m Ham) a(m 1Ha(m' )a(m)

olup;
a(P(0)) =1

bulunur. O halde



9"+ M > N
mP,(9) = d(m)

ile tamml1 0" iyi tanimlidir. Gergektende m,m’' € M igin;

mP,(d) = m P,(d) = m~'m' € P,(9)

olup;

d(m~'m’) = a(m=1)a(m’) = (3(m))"1(9(m)) € I(P,(9)) = 1
den

a(m) = a(m)
yani

0 (mP,(3)) = 0 (m' P(9))

bulunur. Boylece asagidaki komiitatif diyagrami elde ederiz.

M———>N

MCT

O halde 9: M — N seklinde verilen bir 6n caprazlanmis modiiliine 9" seklinde bir yapi

karsilik getirmis oluruz. Bu 0" bir ¢aprazlanmis modiildiir. Ciinkii

(mPy(9),m Py(d)) =(m,m") P,(9)
=Py(0) (+ (m,m’) € P,(9))

dir. Boylece
(=) PreX —Mod - XMod

seklinde 6n ¢aprazlanmis modiillerden ¢aprazlanmis modiillere bir funktor tanimlanmis olur.



1.5. Grupoidler

Asagidaki tanim1 Tonks [34] den bulabilirsiniz.
C asagidaki ozellikleri saglayan bir sistem ise € ye bir kiiciik kategori denir.

1. 0b(C) ile gosterilen bir objeler kiimesi vardir.

2. Mor(C) ile gosterilen morfizmler kiimesi vardir.

3. Mor(€) den 0Ob(C) ye giden kaynak ve hedef doniistimleri olarak adlandirilan
sirastyla s ve tile gdsterilen doniisiimler vardir.

4. Her bir obje i¢inde objeler kiimesinden morfizmler kiimesine giden e ile gdsterilen
birim morfizm vardir.

5. m: Mor(€C) X Mor(€C) — Mor(€C) tanimli kompozisyon iglemi vardir. m(b, a)
yerine a-b veya acbyazacagiz. x € Ob(C) oldugunda e(x) € Mor(C)

morfizmi x den x e giden birim morfizmdir 1, veya e, ile gosterilir.
Bu verilerin asagidaki 6zellikleri saglamasi gerekir.

1. a o b seklinde iki morfizmin kompozisyonunu tanimli olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sart t(a) = s(b) olmasidir. Bu durumda s(aecb) =s(a) ve t(aob) = t(b)
olur.

2. Herx € 0Ob(C)igin s (e,) = t(e,) = xVveher a € Mor(C) igin

aoceia) =€@ca=a

dir.

3. Her (aeb)oc ve ao(boc) kompozisyonlari tanimlanabilir ise bunlar esit

olmalidir.

Ob(C) = Cy ve Mor(C) = C ile gosterirsek bir € kiigiik kategorisini Cy bir kiime olmak iizere

—
€= (G —5—> G )
S~



diyagramu ile kisaca temsil edebiliriz.

Bir € kiiciik kategorisi ve x,y € Ob(C) olsun. s(a) =x ve t(a) =y olan a
morfizmlerinin kiimesini C;(x,y) ile gosterecegiz. Eger x # y oldugunda C;(x,y) kiimeleri

bos ise C kiiciik kategorisine total baglantisiz kategori ad1 verilir.
Bir grupoid
s

—
€= (G —F> Gr)
V

e

seklinde bir kii¢iik kategori olup her morfizmi bir izomorfizmdir. Yani her a € Mor(C) veya
a € C(x,y) icin a:x -y oldugunda a™! :y » x , aocal= €s(a) Ve aloa= €t(a)

olacak sekilde a™! € C;(y,x) morfizmi vardir.

Obje kiimesi bir tek noktadan olusan bir grupoide monoid denir. Bu durumda €

kategorisine ise monoidal kategori ad1 verilir.
Simdi ¢aprazlanmis modiiller ve grupoidler arasindaki iliskiyi verelim:
Bunun i¢in dnce yari-direkt carpim grubunu tanimlamaliy1z.

Tamm 1.5.1: G ve H iki grup oto(G) de G grubunun otomorfizmler grubu olsun.

0:H — oto(G) bir homomorfizm olmak tlizere G X H kiimesi tizerinde asagidaki islemi

tanimlayalim:

(9.h)- (g, 1) = (g6(h)g',hh')

her g,g' € G ve h,h' € H i¢in bu isleme gore G X H kiimesi bir gruptur. Bu gruba G ve
H gruplarinin yari-direkt ¢arpim grubu denir ve kisaca G x H ile gosterilir. Burada (e;, ey )

grubun birimidir ve (g, h) nintersi (g,h)™ = (8(h™1) g~ ! ,h™1) seklindedir.

1.6. Caprazlanms Modiillerden Grupoidlere

Bu boliimde ¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile groupoidler kategorisi arasindaki iligkiyi

inceleyerek c¢aprazlanmis modiiller kategorisinden groupoidler kategorisine bir funktor
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olusturacagiz. Benzer olusturma kategoriksel gruplar icin Brown ve Spencer [14] tarafindan

yapilmistir.

0:M — N bir ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda M nin bir N — grup oldugu agiktir.

Yani

fat NXM - M

(n,m)->m"
seklinde taniml1 bir homomorfizm vardir.

0:N — oto(M)

ne f
ile tanimlanirsa
6(n)(m) = f(m) =m"
seklindedir. Buna goére M x N yari-direk ¢arpim grubu

(m,n) (m',n) = (MmO )m ,nn’)

1
n

= (mm" ,nn’)

-1
seklinde tanimlanir. (m,n) nin tersi (m_ln ,n~1) seklinde olur. Bu isleme gére M x N

kiimesi bir grup olur. Olusturacagimiz olan
_—

C= (GG —> (G ,9)
—

grupoidinin objeler kiimesi €y = N ve morfizmler kiimesi C; = M x N olsun. (m,n) € M x N
olmak tizere t,s:M X N —» N, s(m,n) = (dm)n ve t(m,n) = n ile tammlayalim. Simdi

geriye

n

o " kompozisyon islemini tanimlamak kalir.
(mn):(dmn-n
ve

(m/,n):(@m" ' ->n'e MxN
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olmak tizere;

t(m,n) =n=0dm'n’ = s(m',n")
oldugunda

(m,n)o (m',n")y=(mm’',n)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

s((m,n) o (m',n')) =s(mm’,n)
= d(mm"n'
= d(m)a(m"Hn’
=d(mn (v~ n=09d(mHn")
= s(m,n)
ve
t((m,n) o (m',n")) = t(mm',n)
— n,
=t(m’,n)
bulunur.
(mn)x— y€eCCi(x,y) oldugunda x = d(m) n ve y =n seklindedir. Buna
gore;
(mn)™L = ((mH" 0l igin;
s(mm™)  =s(@m™H"n)
=o((m™ )" )n~!
=nlogm Hnn!
= (@m)n)~!
= s(m,n)7!
ve

t(mmn) ™) =t Y)Y n)
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=tmn)™t (v n =t(mn))
bulunur.
e: Cy— Cp;en) = (1,n)
olarak tanimlanirsa;
s(e(m) =@ (Mn) =n=tle(m)=n

olup; 3:M — N bir ¢aprazlanmis modiilii verildiginde

S
(MxN — )9
<~

t

e

seklinde bir grupoid yapisi elde edilir. Bu elde edilen grupoid aslinda tanimlanmis olan grupoid
yapisindan daha kuvvetli bir yapidir. Ciinkii burada elde edilen N ve M x N yapilar1 ek olarak

birer grup yapisidirlar.

Aslinda elde edilen

S
(MxN — NY.o)
S~

t

e

yapisi bir kategoriksel grup olur. Boylece her kategoriksel grup bir grupoiddir diyebiliriz. Bu

yapilandirmanin degigmeli cebirler versiyonu Arvasi [6] dan bulunabilir.
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2. GRUPOIDLER UZERINDE CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu boliimde grupoidler iizerinde c¢aprazlanmis modiil kavramini verecegiz. Detayli
bilgi i¢in [10], [11], [14] ve [26] 'ya bakiniz. Grupoidler iizerinde gaprazlanmis modiiller ilk
olarak Brown ve Gilbert [11] tarafindan tanimlanmis olup Tonks [34] bu yapinin Kategoriksel

Ozelliklerini incelemistir.

Tanmm 2.1: C ve D iki grupoid ve obje kiimeleri ayni olsun. C total baglantisiz bir grupoid

olsun. Yani;
C D
I I
Gy Dy
e\ s t st ] e
Co id Co = Dy

diyagramimi disiinebiliriz. D grupoidinin € grupoidi tzerindeki etkisi morfizmleri iizerinde

taniml

Mor(D) X Mor(€C) — Mor(C)
(d,c) & c

seklinde bir fonksiyon olup asagidaki 6zellikler saglanir:

1. ¢® nin tanimh olmas1 i¢in gerek ve yeter sart t(c) = s(d) olmalidir ve bu durumda

t(c?) = t(d) dir.
2. (c10o0)% =c;% oc,%1 vee, 41 = e dir.

3. 41°d2 = (¢;%1)%2 ve ¢,% = ¢, dir. Buradac;,c, € Cy(x,x) ve d; € D;(x,),

dz € Dl()’: Z) dlr

Tammm 2.2: [34] € ve D aym obje kiimesinde iki grupoid, € total baglantisiz ve D nin C

tizerinde yukaridaki gibi tanimli bir grupoid etkisi var olsun. §: € — D bir funktor olmak tizere
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asagidaki sartlar saglaniyorsa § funktoruna grupoidler iizerinde ¢aprazlanmis modiil adi

verilir. (Burada é obje kiimesi {izerinde birim fonksiyon gorevini alir.)
Her ¢,c’ € C(x,x) ve d € D(x,y) igin;

1.6(c*)=d1o8(c)od

2.¢5¢ = () lococ

Tim grupoidlerin olusturdugu kategoriyi Gpoid ile goésterelim. Bu kategorinin bir

objesi

S
e= 3 o)

e

seklinde tanimli bir grupoid olur. Bu kategoride obje smiflarinin hepsi aym1 €, kiimesi olan
objeleri degerlendirelim. Bu objelerin olusturdugu kategoriyi  Gpoid / C, ile gosterelim.
Yani Gpoid / C, kategorisinin bir objesi, obje kiimesi C; kiimesi olan bir grupoid olur.
Boylece Gpoid / C, kategorisi Gpoid kategorisinin bir tam alt kategorisidir.

Grupoidler lizerinde §: C = D bir ¢aprazlanmig modiil olsun. Bunu daha agik olarak

C C
0 i 0

diyagrami ile ifade edelim. Aym obje kiimesi C, olan tiim grupoidleri degerlendirelim.
8":C' - D' obje kiimeleri aynt C, kiimesi olan € ve D’ grupoidleri iizerindeki baska bir

caprazlanmis modiil olsun.

8 dan 8 ne giden morfizmi asagidaki diyagram ile tanimlayabiliriz.
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Q
<

Bu diyagramda a ve ¢ birer grupoid morfizmidir ve 66 = & a dir. Ayrica a ve ¢, D nin

C iizerindeki etkisini korurlar. Yanid € Dve c € Cigin a (c?) = a(c)’@ seklindedir.

Boylece obje kiimesi Cy olan tiim grupoidler {izerinde tamimlanan caprazlanmis

modiller kategorisini olusturabiliriz. Bu kategoriyi XModG/C, ile gosterelim.

Tamm 2.3: Gpoid/C, , obje kiimesi Cy olan biitiin grupoidlerin kategorisi olsun. Bu kategori

icindeki bir kategoriksel grupoid;
do
(c dﬁ D<)
-1
I

seklinde bir grupoiddir. Bu grupoidin obje kiimesi

Sl
D /= C.0)
<t _~

’

e

seklinde bir grupoid ve morfizmler kiimesi ise

’
C —= G.°)
<t _~

!

e

seklindeki bir C, obje kiimeli grupoiddir. Ayrica a, b, c,d € C olmak iizere;



(axb)e(cxd)=(acc)*(bed)

seklinde interchange kurali saglanir. Burada;
do(a) = dq(b)
t(a*xb) =s(c+d)
t(a) =s(c)
t(b) = s(d)
ve
do(acc)=dy(beod)

seklindedir. Boylece bu dzellikleri saglayan

do
(€ D, x)
W
o, , I
e S t S
Co Co
id

Yapisina Gpoid/C, Kategorisinde bir kategoriksel grupoid veya

verilir.

2.1. Grupoidler Uzerinde Caprazlanmis Modiillerden Kategoriksel Grupoidlere

Simdi XModG/C, Kategorisi ile

grupoidlerin olusturdugu kategori arasinda bir funktor tanimlayacagiz.

[26] da vardir.

16

strict 2 — grupoid adi

kategorisindeki tiim kategoriksel

Benzer yapilandirma
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6 : € = D grupoidler iizerinde bir ¢aprazlanmig modiil olsun. € nin Cy obje kiimesi
tizerinde bir total baglantisiz grupoid ve D nin de ayn1 C obje kiimesi iizerinde bir grupoid ve
yine D nin € fizerinde bir grupoid oldugunu biliyoruz. Buna gére D nin € iizerindeki bu
grupoid etkisini kullanarak C X D (x,y) = C(x) x D(x,y) kiimesi iizerinde c,c € C(x) ve
d € D(x,y),d" € D(y,z) igin

(cd)o (c,d)=(coc,d od')

seklinde " o " islemi tanimlayalim. Bu isleme gore C X D, C, obje kiimesi tizerinde bir yari-

direkt carpim grupoidi olur. Ayrica,

dy:C XD—-D
(c,d) » d
d:CXD - D

(c,d) » 6(c)od

I:D > CXD
d » (1,d)

seklinde tanimlarsak

seklinde bir yap1 elde ederiz. Bu yapi iizerinde
do(c,d)=d=6(c)od =di(c,d)

olmak iizere d € D(x,y) ve d € D(y,z) igin
(c,d)*(c,d )= (coc,d)

islemi tanimlanirsa;

do((c,d)*(c,d)) =dp(cec,d)
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1

= do(c,d)
ve
di((c,d) x(c,d)) =di(cec,d)
=68(c)o8(c)od
= 8()ed (v d=6()od)
=dy(c,d)
ve
di(I(d)) =d;(1,d) =d
do(I(d)) = do(1,d) =d
oldugundan
do
(CXD ? D,*)
—
I
bir grupoid olur.
Sonug olarak:
5
c D
s||e s ||¢
WA N
Co Co

seklinde bir grupoidler {izerinde ¢aprazlanmis modiil g6z dniine alindiginda,
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do
N
(CXD S D, %)
W
I
S, t’ S t
Co Co

seklinde bir kategoriksel grupoid yapisi elde edilir. O halde geriye sadece interchange kuralinin

saglandigimi gostermek kalir.

(c,a) € C X D nin = islemine gore tersi (c o §a,a™') dir. Burada a™!, C(y) icinde

terstir.

k=(ca)l=(o8aa)
ve

do(k * 1) = dok ve dy (k * 1) = d4l
olsun.

(c,a) € C X D(x,y) igin; c o da , & objeleri {izerinde birim doniisiim oldugundan x den

y ye bir morfizm olur.

(c,a),(coda,a)ix >y € CXD
ve

(d,b),(do8b,b):y >z € CXD
olsun. Bu durumda

[(c,a) o (d,b)] *[(ceSa,a) o (dodb,b)] =
=(cod,aob)* (codaododb,(a) ob)
=(cod,a%obo, (@) op")
=(cod,a%o(a)obob)



20

=(c,aoa)eo(d,bob)
=[(c,a) * (co8a,a’)] o [(d,b) * (d o 8b,b")]

elde edilir. Ayrica

do((¢c,a) ° (d, b)) do(c o d,a® o b)
=cod

do(c,a) o dy(d, b)

ve

di((¢c,a) ° (d, b)) =dy(cod,a’ o b)
=codoé&(a o b)
—cododo8(a)odod(b)
— co8(a)odo8(b)
=dy(c,a) °dy(c,d)

oldugundan d; ve d;

c —/—= G

t

grupoid yapisini korurlar.

Boylece grupoidler iizerinde gaprazlanmis modiiller kategorisinden obje kiimeleri ayni

olan kategoriksel grupoidler kategorisine kategorisi ile
XModG/Cy, — Gpoid/C,

seklinde yap1 koruyan bir funktor tanimlamis oluruz. Bu funktoru ileriki boliimlerde

kullanacagiz.
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3. 2-CAPRAZLANMIS MODULLER VE BRAIDED REGULER CAPRAZLANMIS

MODULLER

Bu boélimde Brown ve Gilbert [11] tarafindan verilen 2-caprazlanmig modiiller
kategorisi ve braided regiiler ¢caprazlanmis modiiller kategorisi arasindaki denklik verilecektir.
Joyal ve Street [27] de herhangi bir monoidal kategori iizerindeki braiding doniisimiini
tanimlamiglar ve braided monoidal kategori yapisini olusturmuslardir. Bu tanimlamadan sonra
[27] de braided monoidal kategoriler ile monoidler {izerinde yari-¢aprazlanmis modiillerin bir
parantez iglemi ile birlikte denk olduklarmi gostermislerdir. Bu ¢alisma aslinda Brown ve
Spencer [14] teoreminin 6zel bir halidir. Bu boliimde bir monoidal kategori tizerindeki braiding

doniisiimiiniin nasil tanimlanabilecegini ayrintili olarak verecegiz.
V=>U,Q®Irla)

yapisini goz Oniine alalim. Bu yapi i¢inde Vj, bir kategori
®: Vo xVy =V,

bir funktor, I da V, i bir objeler kiimesi ve
a=aupc ' (AQB)®C - A®(B®C()

dogal izomorfizmdir. Ayrica
r=rAQI - A, =1 :IQA- A

sirastyla sag ve sol carpimlari olarak degerlendirilir. Asagidaki aksiyomlar saglanirsa
V=W,®Irla)

yapisina bir monoidal kategori denir.
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AP.

(A®B)®(C®D)

/ \

((A®B)®C)®D (A®(B®(C®D))
m«\ %

(AR(BR®C)®D — > A®((B®C)®D)
a

diyagrami komiitatiftir. Bu aksiyoma birlesme 6zelligi i¢in pentagon axiomu denir.

IT.

(ARN®C — > (IQA)X®C

T®\ /1®l
(A®C)

diyagram komiitatiftir. Bu aksiyomda birimler igin ticgen aksiyomu adi verilir.

Eger aypc,14,1l4 min her biri V iginde birer birim morfizm iseler monoidal kategorisine

strict monoidal kategori denir.
Tamm 3.1 [27]:
V=>U,®ILrla)

yukaridaki gibi tanimli bir monoidal kategori olsun. V monoidal kategorisi lizerinde tanimlanan

braiding, A, B, I da birer obje olmak {izere
Tap: A®B — B®A

seklinde taniml1 bir doniisiim olup asagidaki 6zellikler saglanir:



B1. Asagidaki diyagram komiitatiftir:

TABRC
A®(B®C)
a
A®(B®C)
TA,B®1
(B®A)®C
a

yani

Tapec = (1074 ¢) © (T45®1)

olmalidir.

B2.

TA®B.C
A®(B®C)
a1
AR(BX®C)
1®75,c
A®(C®B)
a1

diyagram komiitatiftir. Yani

Taep,c = (Tac®1) o (1®75)

23

(BR®CO)®A
a
B®(C®A)
1®TA,C
B®(A®C)
CR®(A®B)
a—l
(C®A)®B
TA,C®1
(A®C)®B
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olmalidir.

Bu 14p Dbraiding donisimi ile birlikte ¥V  monoidal  kategorisine
braided monoidal kategori adi verilir. Ek olarak V , 74 p ile bir braided monoidal kategori

oldugunda eger her A, B obje cifti i¢in;

B®A

TaR TR.A

(4®C) (A®D®C
1

diyagrami degismeli oluyorsa V ye simetrik monoidal kategori denir.

Bdylece bir monoidal kategori iizerinde "braiding" doniisiimiiniin tanimlanabilmesi
icin gerekli olan sey bu kategoride kompozisyon isleminden bagka bir ® gibi ¢arpimin var

olmasi ve bu ¢arpimin asosyatif olmas1 gerekli fakat degismeli olmas1 gerekmemektedir.

Tamm 3.2: € herhangi bir kategori olsun. Bu kategoride bir V kategoriksel objesi veya internal

kategorisi (V1,Vy, s, t, ) ile taniml1 olup

t

S
v, — Vo
v

e

diyagramui ile temsil edilir ve V, obje kiimesi, V; ise morfizmler kiimesidir. s ye kaynak , t ye

hedef ve e ye de birim doniisiim ad1 verilir.

Tamm 3.3 [23]:

S
e, —= ¢,
<t~

e
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Gruplar kategorisinde kategoriksel bir grup olsun. Yani C, ve C; bir grup ve C de "o"
islemine gore bir kategori olsun. Bu durumda her grup ayn1 zamanda bir monoid oldugundan
Co bir monoid ve € de obje kiimesi monoid olan bir kiigiik kategori oldugundan bir monoidal

kategori olarak degerlendirilebilir. C; ve Cy ayrica birer grup oldugundan
®: CO X CO — CO

islemi yerine Cy, grubunun grup islemi alinabilir. Bdylece (Cpy, ®,l,7,e) seklinde bir

monoidal kategori elde edilir. Burada C, Abelyen olmasi gerekmeyen bir grup oldugundan
l(a®b) = ab
r(a®b) = ba

olup
[(a®b) = r(a®b)

olmasi gerekmez. Yani ® isleminin degismeli olmasi gerekmez. Boylece

S
e
C= (G Ht G, ®,er1)
v

e
monoidal kategorisi veya kategoriksel grubu tizerindeki bir braiding doniisiimii tanimlanabilir.
Bu doniisiimiin Joyal&Street [27] ve Garzon&Miranda [23] tarafindan a, b € ( igin
Tgp:ab — ba
yani
Tap:1(a®b) - r(a®b)
seklinde tanimlanmis olup asagidaki 6zellikleri saglar.

1. st,, =ab

2. ttyp =ba



3. xxa—da €C, y:b—-b €, olmak iizere

X,y
ab >ab
Ta,b Ta'p
ba ba
Y, x
diyagrami komiitatiftir. Yani
Ta'p' °XY =YX °Tgp
dir.
4.
/ o
a(bc) (ba)c
Ta,bc
(bc)a b(ac)
\ Ib . Ta,c
b(ca)

ve

26
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a(bc)
/ i
(ab)c a(bc)
Tab,c
c(ab) (ac)b
\ Tac Ib
(ca)b

diyagrami degismelidir. Yani

Tape = (Tap 1) o Up - Tq )
ve

Tabe = (o " Toc) © (Tac * 1)
dir.

Garzon ve Miranda [23] bu tanimlamay1 yaptiktan sonra braided kategoriksel gruplarin
homotopi yapilarini incelemis ve bazi 3-tip cebirsel modellerin indirgenmis hallerine denk

olduklarini gostermislerdir.

Ulualan [37] da braided kategoriksel gruplar ile braided c¢aprazlanmis modiillerin ve Moore
kompleksinin  boyutu < 2 olan indirgenmis simplisel gruplarimi aralarindaki iligkileri

incelemistir.

3.1. 2-Caprazlanmis Modiiller

2-¢aprazlanmig modiiller D.Conduché [18] tarafindan homotopi tipi 3-tip olan basit

baglantili topolojik uzaylar1 (noktalanmis) cebirsel olarak modellemek amaciyla tanimlanmustir.
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P-gruplarin

seklindeki bir kompleksini gbz Oniine alahm. Burada 0;0, = 1 dir. Burada P kendisine

eslenik olma etkisi ile etki etsin. Bdylece bu etkiye gore

02
L ——>M

bir ¢aprazlanmis modiil olup burada M, L iizerine P vasitasiyla etki eder. Burada her [ €L ,

meMvep € P igin
amyp = @y
seklindedir. Ayrica
wMXM-—1L

Peiffer lifting donlisiimii alarak adlandirilan bir dontisim vardir ve asagidaki ozellikler her

p € P, my,my,m, € M ve | € L igin saglanir.

P1: 9,w(mgy, my) = my~tm; ~tmym, %10

P2: w(d,l,m) = "1™
P3: w(mgy, mymy) = W(mOImZ)W(mo,m1)m261m0
P4: w(momy,my) = w(mg, mp)™1w(my, my%1m0)

P5: w(mgy,my)P = w(mgP, my?)

Bu w, Peiffer lifting doniisiimii ile birlikte
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kompleksine 2 — ¢aprazlanmis modiil ad1 verilir. Burada ayrica
61: M- P

bir pre-gaprazlanmig modiildiir. Eger P = {1} gibi sadece tek elemanl yani 6zdes elemanli bir

grup ise; bu durumda
d,:L - M- {1}
yapisi i¢in Peiffer lifting doniistimii
w:MXxXM-L
asagidaki ozellileri her mgy,m; € M ve l € L igin saglar.
RP1: 0,w(mgy,my) = [mg,my] = my~tmy " memy
RP2: w(d,1,m) = "1™
RP3: w(mg, mymy) = w(mgy, my)w(mg, mq)™?2
RP4: w(mymq, my) = w(mg, my)™tw(my,my)

Bu ozellikler ile birlikte (d5: L = M,w) yapisina indirgenmis 2 — ¢aprazlanmis modiil adi

verilir.
Simdi 2-caprazlanmis modiiller kategorisini olusturalim.
02 01
X=( M N,w)
Ve
9y 9y
XI - (Ll Mr NI,WI)

birer 2-caprazlanmis modiil olsun. X den X ne giden bir 2-¢aprazlanmis modiil morfizmi
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f3 f f

’ ’

9, 0,

seklindeki bir diyagramdan elde edilir ve bu diyagram komiitatif olup f;, f, ve f3, Nnin M ve L
izerindeki etkisini korurlar. Boylece 2-¢aprazlanmis modiil kategorisini olusturabiliriz. Bu

kategoriyi X,Mod ile gosterelim.

Brown ve Gilbert [11] de homotopi tipi 3-tip olan topolojik yapilara karsilik gelen yeni
bir cebirsel model tamimlamiglar ve buna braided regiiler caprazlanmis modiil adim
vermislerdir. Ayrica [11] de Moore kompleksinin boyutu < 2 olan simlisel gruplar ve 2-
caprazlanmis modiiller arasindaki denkligi vermislerdir. Bu denkligi verdikten sonra homotopi

yapilarini incelemislerdir.

Simdi [11] den braided regiiler caprazlanmis modiil tanimini hatirlayalim. Hatirlayalim

ki bir grupoid morfizm kiimesi C; ve obje kiimesi C;, olan

S
Clﬁ Cy
<t~
e

seklindeki bir her morfizmi bir izomorfizm olan kiigiik kategoridir. Bu grupoidi kisaca (Cy, Cy)
seklinde gosterelim. p,q € C, iki obje olmak iizere p den q ya giden morfizmlerin kiimesini

C1(p, q) ile gosterelim. a € C;(p, q) oldugunda
s(a)=p
Ve

t(a) =q
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ile tanimlidirlar. Eger a € C;(p,q) ve b € C;(q,7) oldugunda a ve b nin kompozisyonu
aob € Ci(p,r)olur. Yani

s(aob) =s(a)
ve
t(aob) =t(b)

seklinde olur. C;(p,p) yerine C;(p) yazacagiz. Herhangi bir a € C;(p,q) morfizmi igin

aeat = ey
ve
14, —
a ~oa= ey

olacak sekilde a™! € C;(q, p) ters morfizmi vardir ve burada e: Cy, — C; objeler iizerinde birim
morfizm verir. Yani p € C; i¢in e, € C;(p), p den p ye giden bir birim morfizmdir. Yine
p # q oldugunda C;(p,q) morfizm kiimeleri bos ise (Cy,Cy) grupoidine total baglantisiz
grupoid denildigini biliyoruz. €ve D aynm C, obje kiimesi iizerinde iki grupoid ve C total
baglantisiz oldugunda D grupoidinin € {izerine grupoid etkisinin nasil tanimlandigin1 daha 6nce

verdik. Simdi U bir monoid ve

S
5: CZ C1 § CO
t

de grupoidler iizerinde bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Eger asagidaki 6zellikleri saglayacak
sekilde UXC,—»C; ve C;xU—-C; (i=0,12) seklinde dontisiimler varsa; (burada
((w,c) »u-c) ve ((c,u) » c-u) ile gosterirler) U ya & caprazlanmis modiilii {izerinde bir

bietkisi vardir denir.

BA1l. U x C; = C; seklindeki her doniistim U nun Cy, C; Ve C, tizerindeki sol etkisini

ve C; X U — (; seklindeki her doniisiim de U nun Cy, C; Ve C, tizerindeki sag etkisini tamimlar.
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BA2. U nun her etkisi C; in C, tizerindeki grupoid etkisini korur. Burada s ve t

doniisiimleri U — equavariant doniigiimlerdir. Yani u € U ve ¢ € (; igin
s(u-c)=u-s(c)

ve
ttu-c)=u-t(c)

dir.

BA3. U nun her etkisi C; nin C, tizerindeki total baglantisiz olan grupoid yapisini

korur. Egerx € Cy(p)ve u €Uiseu-x € Co(u-p)vex-u € C,(p - u) olur.

BA4. U nun her etkisi C; in C, uzerindeki ¢aprazlanmis modiil etkisi ile

uyumludurlar. Yanix € C;(p),a € C1(p - q) veu € U igin
u-(x*) = w-x)"eC(u-q)

(x)u=@x-u)*™el(q-u

olur.
BA5. 6:C,; = C; dontigiimii U nun her etkisini korur. Yani x € C;(p) ve u € U igin
S(u-x)=u-6(x)
ve
S(x-uw)=46(x)-u
dir.
Simdi
s
_—
6: C2 Cl t CO
S~
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seklindeki grupoidler lizerinde ¢aprazlanmig modiiliinii gz oniine alalim. Eger Cy bir monoid
ve § caprazlanmis modiilii tizerindeki yukaridaki gibi tamimlanan bir bietkisi varsa &
caprazlanmis modiiliine yar: — regiiler ¢aprazlanmis modiil denir. Ayrica C, bir grup ise &

ya regiiler ¢aprazlanmis modiil adi1 verilir.
Simdi bu § regiiler caprazlanmis modiilii lizerindeki tanimli olan braiding kavramini
[11] den verelim.

Tanim 3.1.1:

S

6: CZ C1 é CO
t

bir regiiler ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu ¢aprazlanmis modiil iizerindeki braiding doniistimii
{—= )G xC -G
asagidaki 6zellikleri saglayan bir doniigtimdir.

B1. {a, b} € C, (t(a)t(b)), {1e,b} = 1t(b) ve {a, 16} = 1t(a) dir. Burada 1, €

C1(e) birim morfizmdir ve e € C; birim elemandir.
B2. {a,bob'}={a,b}? ofaob'} dir.
B3. {acd,b}={d,b}o{a b} t® dir,
B4.  &{a,b} = (t(a)-b)"' o (a™ - s(b)) o (s(a) - b) o (a-t(h))
B5. Egery € Cy(q) ise {a, 8y} = (t(a) - y) " o (s(a) - y)*1
B6.  Eger x € Cy(p) ise {8x,b} = ((x - s(b)P?)™L o (x - (b))

B7. p-{a,b}={p-a,b}, {a,b}-p={ab-p}ve{a:p b}={ap-b} ozellikleri

p€Cy,a, b€ Cyvexy€ C,icinsaglanir. Bu durumda

{_, _}: Cl X Cl d CZ



braiding doniisiimii ile birlikte

S
6: C2 C1 é CO

t
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regiiler ¢aprazlanmis modiiliine braided regiiler ¢caprazlanmis modiil adi verilir. Braided

regiiler ¢aprazlanmis modiiller kategorisini BRCM ile gosterelim. Bu kategorinin morfizmleri

2-caprazlanmis modiillerin morfizmine benzer olarak tanimlanir.

3.2. Braided Regiiler Caprazlanmis Modiiller ve 2-Caprazlanmis Modiiller

Brown ve Gilbert [11] de braided regiiler ¢aprazlanmis modiilleri tanimladiktan sonra

bu kategorinin Conduché nin tanimladig1 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisi olan X, Mod ile

denk olduklarmi gstermislerdir. Ileriki boliimlerde bu denkligi kullanacagimiz i¢in burada kisa

bir ispatin1 verecegiz.

Teorem 3.2.1 [11]: Braided regiiler caprazlanmis modiiller kategorisi BRCM ile 2-

caprazlanmis modiiller kategorisi X, Mod denktir.

ispat:

S

6:C2 Cl 4 CO ’
t

{—, —}: Cl X Cl d C2

braiding doniistimii ile birlikte bir braided regiiler ¢aprazlanmis modiil olsun.

K={a€eC(C:t(a) =e}c(;
alt kiimesini géz oniine alalim. K kiimesi a, b € K igin

ab=D>bo(a-s(b))

islemi altinda bir grup yapisi olusturur. s: K — € kaynak doniislimii bir grup homomorfizmi

olur. Gergektende
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s(ab) =s(bo(a-s(b))
= s(a)s(b)

olur. Ayrica Cy mn K tizerine bir etkisi vardir. Buetki a € K ve p € Cj igin
ap = p_l -a-p

seklinde Cy 1n C; tizerindeki bietkisi kullanilarak tanimlanabilir. Bu etki bir grup etkisi olur.

Bu durumda s: K = C, homomorfizmi Cy — equavariant olur. Yani
s@)=p~'-s(@-p
seklinde olur ki s: K — C bir 6n ¢aprazlanmis modiil olur.

Cy(e) = {x € Cy:s(x) = t(x) = e} olsun. Burada e € C,, C, grubunun birim elemani
olsun. Bu durumda C,(e) bir grup olur. ¢ € C,(e) ve a € K olmak iizere a nin ¢ iizerindeki

etkisini
c* =(c-s(a)?
seklinde tanimlayalim. Bu durumda §: C; — K bir ¢aprazlanmig modiil olur. Dolayisiyla
8:C2(e) = Ca(e)
bir caprazlanmig modiil olur ve her c, ¢ €c, (e) i¢in
(©)%¢ = (c-s(5c)%¢ =(c-e) =()Tococ
bulunur. Boylece
6:Cr(e) > K
bir caprazlanmis modiil olur. Boylece

0 S
CZ (6) K CO

seklinde gruplarin bir kompleksini elde ederiz. O halde geriye kalan K X K dan C,(e) ye

tanimli w Peiffer lifting doniisiimiinii tanimlamak kalir. Bu w doniisimiini



{--haxC -G

seklinde braiding doniistimiinden yararlanarak
w(a,b) = {a7!,b}*

(a, b € K igin) seklinde tanimlayabiliriz. Burada
{a™',b}* = ({a™", b} - s(a))*

seklindedir. Boylece

(C2(e) K > Co,w)

seklinde bir 2-¢aprazlanmig modiil elde etmis oluruz.

Simdi tersine

(L > G > P,w)

36

bir 2-¢aprazlanmis modiil iken bu yapidan bir braided regiiler ¢aprazlanmis modiil elde edelim.

Elde edecegimiz braided regiiler ¢aprazlanmis modiilii

6: CZ Cl CO

seklinde gosterirsek Cy = P olarak alabiliriz. C; grupoidini G X P ile gésterelim ve (g,p) €

G X P igin

s(g,p) = 01(gp vet(g,p) =p

olsun. C; tizerindeki grupoid kompozisyonu eger p; = (01 92)p; ise

(91,01) ° (92, P2) = (9192, D2)

seklinde tanimlanir. Burumda
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s((g1,p1) ° (92, 02)) = s(g192,P2)

= 01(91)01(92)p2
= 01(91)n
= s(g91,p1)
ve
t(9192,02) = p2 = t(91,P2)
olur.

e:P - G X P donligiimiinii e(p) = (1, p) olarak tanimlarsak
s(e)(p) =p = t(e(p))
olur. Boylece

S

GXP—3S P

&t/
e

seklinde bir grupoid elde etmis oluruz.
C, grupoidini ise L X P ile tamimlayalim. L X P tizerindeki grupoid kompozisyonu ise
(1,p) o (2, P) = (lulz, p)
seklinde tanimlidir.
6:LXP—->GxP ,5(,p)=(0,Lp)

seklinde tamimlayalim. Bir (g,q) € C; = G X P nin; (I,p) € C; = L X P {izerindeki etkisini
eger p = (019)q ise

(A p)(g,q) =(9,q9)

seklinde tanimlarsak bu etki C; grupoidinin C;, total baglantisiz grupoidi iizerindeki bir etkisini
tanimlar. Boylece §: C, — C; bir grupoidler i¢in ¢aprazlanmis modiil olur. Cy = P nin C; ve C,

grupoidleri lizerindeki bietkisi p € P ve (g,q) € Cy ve (I,q) € C; igin
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p-(g.9)= (9" pa),
@ -r=(49p)

ve

p-(Lg)=",pq),
(Lg)-p=(qp)

seklinde tanimlidir. Dolayistyla

S

—
§:LxP —> GXP Ht P
S~

e
seklinde bir regiiler ¢aprazlanmis modiiliinii elde ederiz. O halde geriye
{—, —}: Cl X Cl d Cz

seklindeki braiding doniigiimiinii tanimlamak kalir. Bu braiding doniisiimiinii w: G X G = L

seklindeki Peiffer lifting doniistimiinii kullanarak

{(91,91), (92, P2)} = W(g1 7", 921) 91, p1p2)

seklinde tanimlariz. Burada g4, g, € G Ve py,p, € P dir. Boylece denklik gosterilmis olur.

Bu denkligi 5. Bolimde Ulualan [36] tarafindan tamimlanan Braided regiiler 2-
grupoidler yapisi ile 2- gaprazlanmis modiiller arasindaki denkligi kurarken kullanacagiz.
Bunun i¢in ilk 6nce Ulualan [36] tarafindan tanimlanan Braided Regiiler 2- grupoidler yapisini

bir sonraki bolimde verelim.



39

4. BRAIDED REGULER 2-GRUPOIDLER

Braided regiiler 2-grupoidler Ulualan [36] tarafindan tanimlanmis olup, Ulualan
braided regiiler caprazlanmig modiiller ile braided regiiler 2-grupoidlerin denkligini

gostermistir. 5. Boliimde bu denkligi kullanacagimiz i¢in bu boliimde kisaca bu sonucun ispati

verilecektir.
S
C tﬁ Co
S
e
ve

g
C ? Co
&_/

e

ayni1 obje kiimesi Cj iizerinde iki grupoid olsun. Asagidaki diyagrami gdz oniine alalim.

do
C, — C
e S t ! S’ t’ e’
N
Co Co

Bu diyagramda

do

I

bir grupoid yapisidir ve dg, d; ve €y 1 iizerinde birim doniisiimlerdir.
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G > G
W

ve

birer grupoid yapisidir.

3. dy ve d; morfizmleri C, nin C; ve C, obje kiimeleri iizerindeki grupoid yapisini

korurlar.
4. x ve o iglemleri i¢in interchange kurali saglanir. Yani

(axb)o(cxd)=(acc)*(bod)

olur.
Boyle bir 2-grupoidi X = (Cy, Cy, Cy, dy, dq I,0,%) ile gdsterelim.
U bir monoid olsun. U nun X 2-grupoidi lizerindeki bietkisini tanimlayalim. i = 0,1,2
i¢cin
U % Ci g Ci
(w,c) »u-c
ve

CiXU—)Ci

(w,c) »c-u

ile gosterilen doniisiimler vardir ve asagidaki 6zellikler saglanir.
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1. U X C; = C; seklindeki her doniisiim U nun C; grupoidleri iizerindeki sol etkilerini

ve C; X U = C; lerde U nun sag etkilerini belirler.
2. U nun her etkisi C; in Cy tizerindeki grupoid yapisini korur ve

s(u-c)=u-s(c)

ve
ttu-c)=u-t(c)
olur
3. U nun her etkisi C;, nin de C, iizerindeki grupoid yapisini korurlar.
4. dyve d; dontsiimleri U nun C, iizerindeki etkisini korur. Yani u € U ve x € C,
i¢in
do(x-u) =do(x) - u
ve
di(x-u)=u-d{(x)
olur.

do
C C
GS—h )
I , /2 T
e[s||t s t|e
'\
Co Co

bir 2-grupoid olsun. Eger C, obje kiimesi bir monoid ve bu 2-grupoid iizerine bir bietkisi varsa
bu 2-grupoide yar: — regiiler 2 — grupoid denir. Ayrica Cy bir grup ise bu yari-regiiler 2-

grupoide regiiler 2 — grupoid denir.
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Tamm 4.1 [36]: (Cy,Cq,dg,dq,1,0,%) yukaridaki gibi tanimli bir regiiler 2-grupoid olsun. Bu

regiiler 2-grupoid iizerindeki braiding dontligiimii

Ta,b: Cl X Cl d CZ

(a,b) & T4
seklinde olup asagidaki 6zellikleri saglar.
1. a€eCi(p,q),b € Ci(l,m)icin

dotgp =b-s(a)ot(b)-a

dir.
2. a€Ci(p,q),beCi(,m)igin
ditgp =s(b)-aeb-t(a)
dir. Yani
Tap:b-s(@)ob-t(a) >s(b)-aob-t(a) €C,
dir.
3. x,yEC, ,dgx=a,d;x=a ve doy=>b,dyy
diyagram degismelidir.
y-s(a)ot(b)-x
b-s(a)eot(h)-a
Ta,b
s(b)-aob-t(a)
s(b) - xoy-t(a)
denk olarak

=b olmak Tlzere

b -s(@)et(h)-a

s(b)-a ob -t(a)

(r-s(@) e (t(b) - x) *74' ) = Tap *(s(b) - x°y-t(a))

asagidaki
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dir.

4. a€Ci(d,f), beCi(f,g) vec € Ci(h,j)icin agagidaki diyagram degismelidir.

s(c)-ao[s(c) -boc-t(h)]

/ W a) © Ty

[s(c)-aes(c)-b]oc-t(h) s(c)-ao[c-s(b)ot(c)-b]
Tgob,c s(b) = t(a)
c-s(a)e[t(c)-aot(c)-b] [s(c)-aoc-t(a)]eot(c): b

\ %t(c) b)

[c-s(a)ot(c)-a]ot(c) b

veya denk olarak
Taob,c = (Ta,c olI(t(c)-b)*U(s(c)-a)e Tb,c)
dir.

5. a€CCi(k),be€Ci(mn)vec € (Ci(np)icin asagidaki diyagram degismelidir.
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[s(b)-acb-t(a)]ec-t(a)

/ V(C -t(a))

s(b)-aco[b-t(a)eoc-t(a)] [b-s(a)ot(b)-a]oc-t(a)
N
Ta,boc t(b) = s(c)
[b-s(a)oc-s(a)]ot(c)-a b-s(a)e[s(c)-acc-t(a)l

%)) ° Ta,c
]

b-s(a)eo[c-s(a)ot(c)-a

veya denk olarak
Tapoc = [I(b-5(a)) o Tgc] * [Tap © I(c - t(a))]
dir.
6. a€Ci(x,y)veo, € Ci(e)icin
Tao, =1(@) =750
dir.

4.1. Braided Regiiler 2-Grupoidler ve Braided Regiiler Caprazlanms Modiiller

Ulualan [36] da grupoid etkisini ve yari-direkt carpim grupoidi kavramlarini kullanarak
braided regiiler 2-grupoidler ile braided regiiler ¢aprazlanmis modiillerin denk olduklarini

gostermistir. Kisaca bu denkligi asagida verelim.
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Teorem 4.1.1 [36]: Braided regiiler 2-grupoidler ile braided regiiler ¢aprazlanmig modiiller
denktir.

ispat:

A C e 0

t

bir braided regiiler ¢aprazlanmis modiil olsun. C nin A grupoidi tizerinde ve O nun da C ve A

iizerindeki bietkisinin var oldugunu biliyoruz. Boylece;
CXAMxY) = C(xy) X A®y)
seklinde
(c,a)o(c,a)=(co c',acl oa)
kompozisyonu ile yari-direkt ¢arpim grupoidi elde ederiz.

Simdi

seklindeki diyagramda dy(c,a) =c,di(c,a) =ceod(a) ve I(c) =(ce,),c €C(x,y) Ve

a € A(y) i¢in tamimlayalim.
(c,a) * (c o da, a') = (c,ac° a’)

tanimlamasi ile grupoidler ig¢inde bir internal grupoid elde ederiz. (c,a) nin * islemine gore

tersi (c o 5a,a™') olup burada a=t,a € A(y) nin" o " islemine gore tersidir.
Simdi interchange kuralinin saglandigim gosterelim.

(c,a) € C X A(x,y) olsun. Bu durumda (c o §a) da x den y ye bir morfizm olur.

Ciinkii 6, objeler iizerinde birim doniisiimdiir.

(c,a),(coda,a):x>yeECRA
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ve
(d,b),(d°éb,b):y—>2z€ECXA

olmak tizere

[(c,a) o (d,b)] * [(c o 8a,a) o (dobbb)] =
=(cod,aob)* (codaodosb, (a) ob)
=(cod,aobo(a)? ob")
=[(c,a) * (c o 8a,a)] o [(d, b) * (d ° 6b,b )]

bulunur. Ustelik

do((c,a) * (d, b)) = do(c, a)
ve

di((¢c,a) ° (d,b)) = d,(d, b)

olduklan gosterilebilir. Boylece

do
CXA A
W
I
e S t S t e
N
0 0

seklinde bir 2-grupoid elde ederiz. Simdi O obje kiimesinin A ve C X A lizerindeki etkilerini

tanimlayalim.

O nun C ve A grupoidleri iizerindeki bietkisinin var oldugunu

6:C A e 0
t
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bir regiiler ¢aprazlanmis modiil oldugundan biliyoruz. Bu etkileri kullanarak O nun C X A ve A

tizerindeki bir etkilerini
p-(ca)=(p-ca)
(@) p=(cpIle,1)oaci(e,)
seklinde tanimlayabiliriz. Bdylece;
(CXA,A dydq,10,%)
seklinde bir regiiler 2-grupoid yapisi elde ederiz. Bu yapi ilizerindeki braiding doniigiimii

T:CXC->CXA
(a,b) » 14, = (b-s(a) o t(h)-a,{b,a}

seklinde tanimlanir. Burada {a, b}: A X A — C seklindeki braiding doniistimiidir. Boylece

6:C A e 0
t

braided regiiler ¢aprazlanmis modiiliinden bir braided regiiler 2-grupoid yapis1 elde edilir. T nun

sagladig1 aksiyomlar i¢in [36] ya bakiniz.
Tersine;
(D,C,0,dy,dq,1,0,%)
bir braided regiiler 2-grupoid olsun. Her x € O igin
K(x) ={d € D:do(d) = e(x)}

kiimesini olusturalim. K (x) kiimesini o ve * kompozisyon islemleri yardimiyla bir grup yapisi

olur. Ayrica k € K(x) igin o ve * iglemleri yardimiyla tersi
k., =1(dk) ok, 7!

seklinde verilir. ¢ € C nin k € K tlizerindeki etkisini
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k¢ =1(c) Lok ol(c)

seklinde verebiliriz. Boylece;

do
K D C

seklinde bir kompleks elde ederiz ve d: K —» C dq|g kisitlamasi ile verilir. Burada @ bir

caprazlanmis modiil olur. Bunu interchange kuralinin saglandigini bildigimiz igin
gosterebiliriz.
Boylece
s
B

K ——> ¢ 350
t

seklinde bir regiiler ¢aprazlanmis modiil elde ederiz. O halde geriye 7 braiding doniistimiinii
kullanarak bu regiiler ¢aprazlanmis modiil tizerindeki {—, —}: C X C — K braiding doniistimiinii

tanimlamak kalir. a, b € C i¢in
{—,-}CxC-K
{a, b} =1(t(b)- @)™ o I(b-s(@) ™" o 1y

seklinde tanimlanirsa {—,—} donilisiimii braiding aksiyomunu saglar. Bunun i¢in [36] ya

bakiniz.
Dolayisiyla verilen bir braided regiiler 2- grupoid yapisindan

S

6:K —> ¢ —> 5 0,{--})

seklinde braided regiiler caprazlanmis modiil yapisi elde edilmis olur.
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5. BRAIDED REGULER 2-GRUPOIDLER VE 2- CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu bolimde 3. ve 4. bolimlerden yararlanarak 2-caprazlanmis modiiller kategorisi ile

braided regiiler 2-grupoidler kategorisinin denk olduklarini gosterecegiz.

2-grupoidler iizerinde regiilerlik yapisi ve braiding doniisiimii 2006 yilinda Ulualan [36]
da tanimlanmistir. Ulualan [36] ¢alismasinda bu yapmin Brown ve Gilbert [11] tarafindan
tanimlana braided regiiler ¢aprazlanmis modiiller ile olan iligkisini incelemistir. Bunu 4.
boliimde verdik bu yakin iliskiyi kullanarak bu boliimde tanimlanan bu yap1 ile 2-¢aprazlanmig
modiiller arasindaki iligkiyi kuracagiz. Bunu yapmak igin braided regiiler 2-grupoidlerden 2-
caprazlanmis modiiller kategorisine ve daha sonra 2-gaprazlanmis modiiller kategorisinden
braided regiiler 2-grupoidler kategorisine funktorlar tanimlayip bu funktorlar arasinda dogal

transformasyon elde edecegiz.

5.1. 2-Caprazlanms Modiillerden Braided Regiiler 2- Grupoidlere

Bu boliimde herhangi bir 2-¢aprazlanmig modiil verildiginde bu yapidan nasil bir
braided regiiler 2-grupoid elde edilecegini gosterecegiz. Boylece 2-caprazlanmis modiiller
kategorisinden yeni tanimlamis oldugumuz braided regiiler 2-grupoidler [36] kategorisine bir

funktor olugturmus olacagiz.

L M P

{—, —}: M X M — L seklindeki Peiffer lifthing doniisiimii ile birlikte bir 2-gaprazlanmig
modil olsun. d;: M — P nin bir 6n ¢aprazlanmig modiil oldugunu biliyoruz. Buna gére M bir

P — grup tur. Yani P nin M tizerindeki sagdan bir etkisi vardir. Bu etkiye M x P kiimesi
(m,p)(m’,p’) = (mm?,pp’)
islemine gore bir gruptur. Bu grup yari-direkt carpim grubu olup M X P ile gosterelim
SSMxXP->P,
s(m,p) = 0;(m)p
ve

ttMxP->P,



t(m,p) =p
seklinde ve
e:P-MxP,
e(p) =(Lp)

seklinde tanimlayalim.
p1 = 01(M2)p;

olmak tizere (mq, p1) ve (m,, py) nin kompozisyonu
(mq,p1) ° (Mg, p2) = (MyMy, P2)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

s((mq,p1) ° (My,p2)) = s(mymy, p;)
= 0;(mq)01(my)p;
= 01 (my)p;

= s(mq,p1)

ve

t((mq,p1) ° (My,p2)) = t(mymy,p;)
= P2
= t(my, p2)

oOzellikleri saglanir. Ayrica

se() =s(L,p)=p
ve

te(p) =t(Lp)=p
olup

se=te=id:P-> P

-1
bulunur. (m,p) € M x P nin " o " iglemine gore tersi (m_lp ,p~ 1) seklindedir.

50
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Sonug olarak Cy = P ve C; = M x P olmak iizere

seklinde bir grupoid elde ederiz. Burada Cy = P nin (Cy, Cy) grupoidi iizerindeki sagdan ve
soldan etkilerini p € P ve (m, q) € C; olmak tizere d;: M — P 6n ¢aprazlanmis modiiliinden
-1
p-(mq)=(m" ,pq)

ve

(m,q) -p = (m, qp)

seklinde tanmimlayalim. Simdi yukarida tamimladigimiz s ve t fonksiyonlariin bu

etkileri korudugunu gosterelim.

sp-(mq) =sm’,pg)
= 9, (m” )pq
= pdy (m)p~'pq
= p(01m)q
=p-s(m,q)

ve yine

s((m,q) -p) =s(m,qp)
= (0(m)q)p
=s(m,q)-p

olur. Benzer sekilde t nin de korudugu gosterilebilir.

L grubunun bir P — grup oldugunu 2-¢aprazlanmigs modiil tanimindan biliyoruz.
Béylece benzer olarak L x P seklinde yari-direkt carpim grubu tammlayabiliriz. (I, p), (I',p) €

L x P olmak tizere

Lp)e(,p) = U,p)
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islemine gore L x P, P iizerinde bir grupoid olur.
s(Lp) =p=tlp)

seklinde tanimlanirsa bu grupoid total baglantisiz bir grupoid olacaktir.

de bir grupoid olmak iizere M x P nin L x P {izerinde bir grupoid etkisi vardir. Bu etki;

p = 01(m)q
olmak tizere
Lp)™D = (™, q)
seklinde verilebilir.
Simdi bu etkinin bir grupoid etkisi oldugunu gosterelim. d;(m )q = q ve p = q olmak
lizere
(L, p)m@)@m’a) = (I,p)mma)
=g

= (™, q)™ )
= [(L, p) D] m 9"

olur. Benzer sekilde p = d;(m)q olmak lizere
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(Lp)e (I, p)™D =, p)mo
= (O™, 9)
=(™I'",q)
=™ ("9
= (I,p)™D o (', p)mD)

bulunur. Yani yukaridaki gibi tanimlanan p = d; (m)q oldugunda
Lp)D = (™, q)
etkisi bir grupoid etkisi olur.

O halde (M x P) x (L x P) seklinde bir yari-direct carpim grupoidi tanimlayabiliriz.

Bu kiime;

((m,p), (e,p) * ((m',p), (", p)

islemine gore (M x P) iizerinde bir grupoid ve

((m,p), Lp) o (m',p), (L', p) = ((mm,p), ()™ ) o (l,p)
= ((mm',p), (L™ [,p))

islemine gore de Cy = P grubu iizerinde bir grupoid olur.
s((m,p), (L, p)) =p = t((m,p), (L, p))

islemine gore;

S
(M x P) X (L x P) 3 P)

e
grupoidini ve
do((m,p), (I, p)) = (M, p)

di((m,p), (Lp)) = (M, (D), p)

doniisiimlerine gore de
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do
(M % P) x (L x P) dﬁ MxP
—
I

grupoidini elde ederiz. Burada I(m,p) = ((m,p), (1,p)) dir. Sonug olarak

do
(M xP)X (LXP) =C, P > MxP
\i/
I
e S t S t \e
Cozp C0=p

diyagramini olugturmus oluruz.
Burada P nin C, tizerindeki sagdan ve soldan etkilerini

p-((mq), )= ((mP,pg), (I’ pq))

ve
((m, @), (Lg) - p = ((m qp), (L, qp))
seklinde tanimlayabiliriz.

Bu etkiler altinda

do(p - ((m,q), (L, q))) = (mP, pg)
=p-(m,q)
=p-do((m,q), (L, q)

Ve

do(p - ((m,q), (L q))) = (mP 3,(P" ), pq)
= ((md, 1", pq)
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=p - (mad,l,pq)
=p- dl ((m’ q)’ (l’ q))

bulunur.

Boylece P nin bu ozellikteki etkileri ile birlikte elde ettigimiz 2-grupoid bir regiiler 2-

grupoid olur. Simdi elde ettigimiz.

do
(M xP)x(LxP) P > MxP
1
I
e S t S t \e
N\
P P

regiiler 2-grupoidi iizerinde bir braiding doniisiimii tanimlayalim.

Bu braiding dontstimiinii {—,—}: M X M — L Peiffer lifting dontstimiinii kullanarak

asagidaki gibi tanimlayabiliriz:
a=(mq,p1),b=(my,py) €C; =M xP olmak lizere

T:C1XC1—>C2

(a,b) = 14
i¢in
Tap = (b-s(a) o t(b) - a,({my ™", maP1}™, popy)
dir. Burada

b-s(a) = (my,p;) - (01my)p1
= (my, p2(01mq)p1)

ve
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t(b) -a=p, - (my,p1)

— p2!
(my ,P2P1)

olup
-1
b-s(a)et(h)-a = (my,p201(Mq)p1) © (M1P2 ,pap1)
-1
= (mym;P2 ~, pap1)

dir. Yani sonug olarak a = (mq,p1) ,b = (my,p;) € C; = M X P i¢in

-1 _
Tap = ((MemyP2,papy), ({my =1, myP 1™, popy )

seklinde braiding doniistimii tanimlanir. Burada {—, —}: M X M — L 2-¢aprazlanmis modiildeki

Peiffer lifting doniisiimiidiir. Bu déniisiim braiding aksiyomlarini saglar. Ornegin;

-1
Bl.  dyt,p = (mymiP2 ,pap1)

= [(my,p2) - (O1my1)p1] © [p2 - (M4, p1)]
=b-s(a)ot(h)-a

bulunur.

-1 _
B2. ditep = di((memP2,popy), (fmy =1, mpP1Y™, popy))

= (mami??",pypy) © (32 {my 1, mpP1 Y™, pypy)
dir. Burada d,{m;,m,} = m;~"tm, ' - m;m,%1™1 Szelligini kullanirsak
ditqp =s(b)-aeb-t(a)
oldugu gosterilir.

Peiffer lifting doniisiimiiniin diger 6zellikleri kullamlarak 7, braiding doniigiimiiniin
geri kalan aksiyomlarimin saglandigim1 gérmek kolaydir. Zaman almasi ve islem karmasasi

yiiziinden burada ihmal edilmigltir.

Boylece verilen bir

2-gaprazlanmis modiiliinden yukarida olusturdugumuz gibi bir braided regiiler 2-grupoidini
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do
(M x P) x (L x P) g S MxP
1
I
e S t S t e
N
P P

seklinde 7., braiding doniisiimii ile birlikte elde ederiz. Sonug olarak 2-caprazlanmis
modiillerden braided regiiler 2-grupoidler kategorisine bir funktor olusturmus oluruz. Bu

funktoru
A: Xo,Mod —» BR2G
seklinde gosterelim.

5.2. Braided Regiiler 2- Grupoidlerden 2- Caprazlanms Modiillere

Bu boliimde son olarak, braided regiiler 2-grupoidler kategorisi ile gruplar iizerinde 2-
caprazlanmis modiiller kategorisinin denk oldugunu gostermek icin Braided regiiler 2-
grupoidler kategorisinden gruplar iizerinde 2-gaprazlanmis modiiller kategorisine bir funktor
tamimlayacagiz. Hatirlayalim ki bir onceki boliimde 2-g¢aprazlanmig modiillerden braided
regiiller caprazlanmis modiiller kategorisine bir A funktoru tanmimlamistik. Asagida
olusturacagimiz funktor ile bu A funktoru arasinda bir dogal transformasyon tanimlamak

kolaydir.

(D ICJ OJ dOJ dllllol*) y

do
D C
W
I
e[S t S t |e
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diyagramu ile verilen bir braided regiiler 2-grupoid olsun. Her bir x € O i¢in

K(x) = {d € D:dy(d) = e(x)}

seklinde D nin bir alt kiimesini tanimlayalim. Bu kiime "o " ve " *" kompozisyon iglemine

gore bir grup yapist olusturur. k € K(x) in tersi
k., b =1(d(k)) ok, 7!

seklinde verilebilir. k € K(s(d)) olmak iizere bir d € D eleman1 d = I(dy(d)) o k seklinde tek

tirlii yazilabilir. ¢ € C nin k € K(x) lizerindeki etkisini ise
k¢ =1(c)tokol(c)

seklinde tanimlayalim. Boylece

K > D > C

seklinde bir diyagram elde ederiz. Burada d: K — C, dq|x kisitlanisi ile verilebilir. 0: K — C

bir ¢aprazlanmis modiil olur. Yani

d S
K—> ¢ 30

t
seklinde bir braided regiiler ¢aprazlanmis modiil elde ederiz. Burada {—, —}:C X C - K

seklindeki braiding doniisiimii a, b € C i¢in
{b,a}=1(t(b)-a) " el(b-s(@) " oty
ile tanimhdir. Burada 7, 5, 2-grupoid i¢in braiding doniistimiidiir.
Simdi bu yapidan bir 2-¢aprazlanmis modiil elde edecegiz. C iginde
M={a€eC:t(a) =e €0}
seklinde tanimlayalim ve O = P olsun. Bu durumda M kiimesi

ab=a-s(b)eob
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islemine gore bir gruptur. s:M — O seklindeki kaynak doniisimii Cy — equavariant bir

déniistim olup bir grup homomorfizmi olur. Yani
S:M—>P

seklindeki bir 6n c¢aprazlanmis modiil yapist elde edecegiz. Ayrica P = O grubu C iizerine
a€C ve p €0 olmak iizere a? = p~'-a-p seklinde bietki kullanarak etki eder. Diger

yandan e € O birim eleman olmak {izere K grupoidi lizerinde
K(e) ={a € K:s(a) =t(a) = e}

kiimesi K nin grupoid kompozisyon islemine gore bir grup olur. Bu durumda

K(e) M P

seklinde P-gruplarin bir kompleksini elde ederiz. Burada S: M — P bir 6n ¢aprazlamis modiil

ve

a
Kle) —m> M

da bir ¢aprazlanmig modiildiir. Bu yapi iizerindeki braiding doniisiimii ise
w:M XM - K(e)
w(a,b) = {a”1,b}*

seklinde tanimlidir. Boylece

K(e) M P

seklinde w: M X M — K(e) Peiffer lifting doniisiimii ile birlikte bir 2-¢aprazlanmig modiil

yapist elde ederiz. Sonug olarak

0: BR2G — X,Mod

seklinde bir funktor tanimlamis oluruz.
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Teorem 5.2.1: 2-¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile braided regiiler 2-grupoidler kategorisi

denktirler.

Ispat: Yukaridaki 5.1 ve 5.2 boliimlerinde 2-¢aprazlanmus modiiller kategorisinden braided
regiiler 2-grupoidlere A funktorunu ve bradied regiiler 2-grupoidlerden 2-¢aprazlanmig modiiller

kategorisine 6 funktorunu olusturduk. Dolayisiyla asagidaki diyagrami olugturmus olduk.

A
X,Mod BR2G

XzMOd

o halde
1X2M0d = BA ve
0
BR2G X,Mod
A
1
BR2G
diyagramindan

1prag = A6

seklinde dogal transformasyonlar tanimlanabilir.
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