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HIPERBOLIK SCHROBERL MERKEZCIL POTANSIYELI iCIN
SCHRODINGER DENKLEMININ COZULMESI
Ismail ERMIS

Erciyes Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Ocak 2009
Tez Damismani: Do¢. Dr. Yilmaz DAGDEMIR

OZET

Bu calismada hiperbolik Schroberl merkezcil potansiyeli i¢in radyal Schrodinger
denkleminin ¢dziimiinii Asimtotik iterasyon Metodu ve Nikiforov- Uvarov Metotlarini
kullarak elde ettik. Bu metotlar, ikinci derece homojen lineer diferansiyel denklemlerin

¢Ozlimiinde oldukea sik kullanilir.

I1k iki bdliimde zamandan bagimsiz ve zamana bagli Schrodinger denklemini elde ettik.
Ucgiincii boliimde hiperbolik Schroberl merkezcil potansiyeli i¢in radyal Schrédinger
denkleminin analitik ¢6ziimii i¢in Asimtotik Iterasyon Metodunu, dordiincii béliimde

ise Nikiforov- Uvarov Metodunu kullandik.

Son boliimde ise her iki metodu kullanarak n <4 ve farkli [ degerleri i¢cin enerji

0zdegerlerini hesapladik ve sonuclarin gercek degerlerle uyumlu oldugunu gosterdik.

Anahtar Kelimeler: Bagli durumlar, Merkezcil potansiyel, Nikiforov-Uvarov Metod,

Asimtotik Iterasyon Metod.



THE SOLUTION OF SCHRODINGER EQUATION FOR
HYPERBOLIC SCHROBERL CENTRAL POTENTIAL

Ismail ERMIS

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, January 2009
Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Yilmaz DAGDEMIR

ABSTRACT

We have found the approximate analytical solution of the radial Schrédinger equation
for hyperbolic Schroberl molecular potential with centrifugal term by using Asymptotic
Iteration Method and Nikiforov- Uvarov Method. These methods are frequently used

for the solution of the second-order homogenous linear differential equations.

In the first two chapters, we have obtained the time independent and time dependent
Schrodinger equation. In third chapter, we have used the Asymptotic Iteration Method
for the analytical solution of the radial Schrodinger equation for hyperbolic molecular
potential with centrifugal term. In the fourth chapter, we have used the Nikiforov-
Uvarov Method for analytical solution of the radial Schrodinger equation with the same

potential.

In the final chapter, the bound state energy eigenvalues are derived for values of / with
n < 4 by using both methods and we have shown that the results are in good agreement

with exact values.

Keywords: Bound state, Central potential, Asymptotic Iteration Method, Nikiforov-
Uvarov Method.
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1. BOLUM
GIRIS
Bu calismada exponansiyel yapidaki Schroberl merkezcil potansiyeli i¢in radyal
Schrodinger denkleminin bagli durumlarinin ¢6zliimiiniin analitik yolla bulunmasi,
enerji Ozdegerleri ve Ozfonksiyonlarmin Nikiforov- Uvarov (NU) ve Asimtotik
Iterasyon Metodlar1 (AIM) ile hesaplanmasi hedeflenmistir. Kuantum mekaniginde
relativistik ve relativistik olmayan dalga denklemlerinin tam ¢6ziimii ¢ok Onemlidir.

Cinkii bu denklemler kuantum sistemleri i¢in gerekli duyulan tiim bilgileri

icermektedir.

Merkezcil potansiyeller i¢in Schrodinger denkleminin tam ¢6ziimii son yillarda oldukca
ilgi ¢ekici bir konudur. Kuantum mekanigi problemlerinde enerji 6zdegerlerini ve enerji

ozfonksiyonlarinin degerlerinin hesaplanmasinda c¢ok ¢esitli yontemler kullanilmastir.

Ornegin  Morse  potansiyeli ~ V, (r)=D(e ™ —2¢™*), Hulten potansiyeli

e UO

V, ==V, T"S")’ Poschl-Teller potansiyeli V,, =— gibi exponansiyel ve

cosh’ (ax)
trigonemetrik potansiyeller ve diger ¢ok parametreli exponansiyel tipi potansiyellerin

¢Ozlimii yaklasim metotlartyla daha once yapilmistir [1- 4] .

Yukarida bahsedildigi gibi Schrodinger denklemi, birgok potansiyel igin farkli
metotlarla ¢Oziilmiistiir; ancak diger metotlardan farkli olarak Nikiforov- Uvarov
Metodu (NU) ve Asimtotik Iterasyon Metodu (AIM) bu denklemin analitik yolla

¢Ozlimiinde bir ¢ok acidan kolayliklar saglamaktadir.

Nikiforov-Uvarov Metodu ve Asimtotik Iterasyon Metodu ikinci dereceden homojen
lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan iki metottur. Bu ¢alismada her iki

metot da ayn1 potansiyel icin ilk kez ¢oziilecek ve enerji 6zdegerleri hesaplanacaktir.



2. Bolim’de merkezi potansiyeller altindaki iki cisim problemi incelecek ve
Schrodinger dalga denklemi elde edilecektir. Elde edilen zamandan bagimsiz dalga
denkleminden kiiresel koordinatlar yardimiyla, Schroberl merkezi potansiyel i¢in enerji
Ozdegerleri ve  Ozfonksiyonlarini bulmamizi saglayacak olan radyal schrédinger

denklemi elde edilecektir.

3.Bolim’de Schrodinger denkleminin bagli durumlarinin  ¢6ziimiinde kullanilan
Asimtotik Iterasyon Metodu hakkinda bilgi verilerek, Schroberl potansiyeli igin
Schrodinger denkleminin ¢6ziimii ilk defa analitik yolla yapilacak ve enerji 6zdegerleri
ve Ozfonksiyonlar1 hesaplanacaktir. Bu metodla bulunan enerji degerleri de tablo

halinde incelenecektir

4.Boliim’de Schrodinger denkleminin bagli durumlarmin ¢odziimiinde kullanilan bir
diger metot olan  Nikiforov-Uvarov Metodu hakkinda bilgi verilip, Schrdberl
potansiyeli i¢in Schrédinger denkleminin ¢oziimii ilk defa analitik yolla yapilip enerji
ozdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 bulunacaktwr. Bulunan enerji 6zdeger ifadesinin bir

uygulamasi yapilacak ve bulunan degerler bir tablo halinde incelenecektir.

5.Boliim’de Nikiforov-Uvarov Metodu ve Asimtotik Iterasyon Metodu ile hesaplanan
degerlerin karsilagtirmasi yapilacak ve elde edilen sonuglar tablo halinde gosterilip,

degerlerin uyumlu olup olmadiklar1 tartigilacaktir.



2. BOLUM

SCHRODINGER DALGA DENKLEMININ ELDE EDILMESI
2.1. Zamana Bagh Schrodinger Denkleminin Elde Edilmesi

W(x,t) de Broglie dalgasi

x
—iw(t—)
v

Y(x,t) = Ae (2.1)

bi¢iminde tanimlanir.

Boyle bir dalga paketi degil de tek bir dalgadan meydana gelen kiitlesi m ve

2

momentumu p olan (dolayisiyla K = g;kinetik enerjili) bir tanecik i¢in
m

w=2nrf,
E=hf,
izl 2.2)
P
V=AM = E
P
ifadelerini (2.1) de yerine yazarsak,
—E(Et—px)

Y(x,t)=Ae " , (2.3)

sekline doniistir.

Eger tanecik bir kuvvet alaninda ise, tanecigin toplam E enerjisi enerjinin korunumu
ilkesi uyarimnca zamana bagli olmayip, K kinetik enerjisiyle V' potansiyel enerjisinin

toplamina esittir.



E=K@+VE (2.4
E :p—2+V(x) : (2.5)
2m

Ote yandan (2.3) den x' e gdre ikinci tiirevi ve sonra da ' ye gore birinci tiirevi alinirsa.

n: o*w
pZ‘P:—4ﬂ2 o’ (2.6)
S o
7T

denklemleri elde edilir.

(2.4) denkleminin her iki yanin1 da ¥ ile ¢arptiktan sonra (2.6) ve (2.7) denklemlerini

de g6z onilinde bulundurarak

h oY  h* 0¥
—_—=—— TV (x)¥, 2.8
27 ot 8mim Ox’ ) @8

denklemi elde edilir. Boylece zamana bagli Schrodinger denklemi elde edilmis olur.[5]

2.2. Zamandan Bagimsiz Schrodinger Denklemi

Tanecige karsilik gelen de Broglie dalgas1

Zipx 2

T _deh e b (2.9)

_—M(Et
W(x,f)=Ae "

—2mEt

Y(x,t)=Y(x)e " , (2.10)

seklinde tanimlanir.

Bu ifade W (x,?) ' nin yalniz x' e bagl bir fonksiyon ile yalniz #* ye bagl bir fonksiyonun

carpimi olarak yazilabildigini gostermektedir. Buna gore tanecigin x’ 1 igeren dx

araliginda ¢ aninda bulunmasi ihtimaliyeti

2mEt —2miEt

Y (x, ) ¥(x,t)dx =¥ (x)e " W(x)e " dx , (2.11)




=¥ (X)P(x), (2.12)
dir.
Bu sonug, géz Oniine aliman ihtimalin zamana baglhi olmadigint gostermektedir. Bu
ithtimaliyeti bulmak i¢cin W¥(x,7) 'yl bulmak yerine ¥ (x)'1 bulmak yeterlidir. £ enerjisi,

enerjinin korunumu ilkesine goOre sabittir. V potansiyel fonksiyonu ise x’ in

fonksiyonudur. (2.10)' 1 (2.7)" de yerine koyarsak,

2 2
0"¥(x) N 8 "m

ot EV @0 =0, (2.13)

bulunur. Boylece zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi elde edilmis olur [6].

2.3. Iki Cisim Problemi i¢cin Merkezi Potansiyeller

Kiitleleri m, ve m, olan iki par¢acigm konum ve momentumlarini, sirasiyla 7, 7, ve

D, D, ile gosterelim. Bu sistemin hamiltonyeni
H=Lr P2 iy -7), (2.14)
2m, 2m,
seklinde yazilir.

Burada ¥V potansiyeli, kiiresel simetriden dolayr sadece pargaciklar arasindaki

uzakligin bir fonksiyonudur. Bu tiir potansiyellere merkezi potansiyeller denir.

Momentum islemcileri P =—ihV ve P? =—h’V? (2.14) denkleminde yerine yazilirsa;
Yy Yy

n’ n’
. % —7v§ +V(r) (2.14)
1 2

H=-

elde edilir.

(2.14)’ denkleminin her iki tarafi ¥ ile carpilirsa,

h h
-V —— V24V (r) ¥ = E¥Y (2.15)
2m, ' 2m,
1 2

olur.



Dalga fonksiyonu
W =W, 01,2, %55 05.7,) (2.16)

dir.
Buradaki x,, y,,z,,x,,¥,,z, bu sistemin bulundugu 3 boyutlu uzaydaki koordinatlaridir.
Bu denklemdeki kiitle merkezi koordinatlar1 X,Y,Z leri bagil hareketin koordinatlar

olan x, y ve z cinsinden asagidaki sekilde yazariz.

_mz, +m,z,

X:m]x] +myx, ’ Y:m]y] +m,y, ’ 7 2.17)
m, +m, m, +m, m, +m,
X=X =X Yy=Y.=r 2=z, % (2.18)
Boylece toplam kinetik enerji
1 1
K:Em](xf+j;22+z']2)+§m2(x§+j;22+z'§) (2.19)
ve M =m, +m, seklinde tanimlanirsa, denklem (2.17) ve (2.18) den
MX =mx, + m,x,
X, =xX+X
bulunur.
(2.18) denklemi (2.17) de yerine yazilirsa
MX =mx, +m2(x+x]):m]x] +m,x 4+ m,x, (2.20)
:(m] +m, )x] +m,x (2.21)
= Mx, + m,x
x =X-—"2 Iy (2.22)

bulunur. Ayrica her iki kiitlenin yerine



o=t (2.23)
my + m,

indirgenmis kiitleyi kullanabiliriz.

Diger islemlerde benzer sekilde yapilirsa,

x =X-tx, y=Y-Ly, z=2-+ 2, (2.24)
m m m

X, =X+ x, y, =Y+, z, =2+ ; (2.25)
m, m, m,,

Denklem (2.25), (2.19) da yerine yazilirsa
T:%(m] +m2)(X2+Y2+ZZ)+%,u(x2+j/2+Z'2) (2.26)

olur. (2.26) denklemini momentum islemcileri cinsinden yazilirsa,

P, =MX P, =MY P =MZ (2.27)

Dy = X P, =W p. =Lz (2.28)

elde edilir. Boylece (2.26) denklemi,
1 D 2 D 2 D 2 1 A2 ~2 ~2
KZEM(PX +P 7+ P, )+§u(px+py+pz) (2.29)

E=K+V ve momentum islemcileri kullanilirsa, Hidrojen atomu i¢in Schrodinger

denklemi,

o, h o,

— Vi ——V* +V(")}¥ = EY, (2.30)
2M 2u

¥(X,Y,Z,x,y,2) =", (X,Y,Z)¥(x, y,2) (2.31)

seklinde tanimlanirsa, (2.31) denkleminin (2.30) da yerine yazilmasiyla,

h2
2M

v itn \Pkm = E km \P

km >

(2.32)



2
{—h—vz + V(r)}‘P =EY, (2.33)
2u
olur.

E,, kitle merkezinin 6teleme hareket enerjisi, E ise bagil hareketin enerjisidir. Kiitle

merkezinin hareketi potansiyel enerjiden bagimsiz oldugu i¢in bu denklemin (2.32)
¢Ozlimii merkezi potansiyel icin enerji 6z deger ve 0z vektorleri bulmamiza yardimci

olmaz. Bu nedenle (2.33) denklemi ile ilgilenecegiz.

Once (2.32) ile verilen denklemi kiiresel koordinatlarda yazip, merkezi potansiyelde

hareket eden u kiitleli spinsiz bir pargacik i¢in en genel hareket denklemini veren

Schrodinger denklemini asagidaki sekilde elde edebiliriz.

-n’(d 20 1|1 0 oy, 1 @&
A | sinO— [+ ———— [+ V() [¥(r,0,9) = EV(r,0,¢) (2.33
2u (61”2 ror 1 Lmeaa( aej sin296¢2} (r)] (09 =B0.9) 239

Koseli parantezler icindeki terimlerin negatifi acisal momentum iglemcisinin
karesidir(L*). Bu islemcinin 6z fonksiyonlar1 dejeneredir ve Y, (6,¢) kiiresel

harmonikler ile

'Y, (6,¢)=I(I + Dr*Y,, (0,9)
LY, (6,4)=mhY, (0,9) (2.34)

Ozdeger esitlikleri tanimlanir.

Kiiresel koordinatlarda ¥ — W(r,0,¢) degiskenlerine ayrilarak sdyle yazilabilir.

¥ (r,0,¢) = R(r)f(0)g(9) (2.35)

Denklem (2.33) deki sadece ¢’ ye bagli olan denklemi —m; ye esitlersek (giinkii boyle
bir sistemin 0 < ¢ < oo araliginda her an dogru olabilmesi i¢in denklemin bir sabite esit

olmasi gerekir. O sabit —m, seklinde bir kuantum sayis1 olarak segilir) denklem;



8 2
+m;g=0 2.36
o4 1 8 ( )

seklini alir.

Bu denklem ise basit hareket denklemidir. Coziimii ise;

g(¢) = Ae™ (2.37)
olur.

A’ y1 bulmak i¢in ise normalizasyon sart1 kullanilir;
2 2 1
8 Cpdp=1 = A |dp=1 = A=——= (2.38)
!). @ &@ !). 2
Boylece g(¢) ¢Oziimii,

1 )
e | m, =0,£1,£2,+3.... kuantumsayis1  (2.39)

8w = T—
"\2r

(2.33) esitliginin 0<r<ow, 0<0<7, 0<¢ <2xr aralifinda yani tiim uzayda her an
dogru olabilmesi i¢in denklemin bir sabite esit olmasi gerektigi belirtilmisti. Burada

sececegimiz sabit ise denklem (2.34) dan goriildiigi gibi /(/ +1) dir.

Yukaridaki denklemler agisal momentumun karesinin  #°'ye bolimii boyutu

olduklarindan m, ve [/ kuantum sayilar1 agisal momentum kuantum sayilar1 olmak

zorundadirlar. Boylece denklemin sol ve sag taraflar1 /(/ +1) "e esit olduklarindan dolay1

Schrodinger denkleminin kiiresel koordinatlarda her ti¢ degiskene ayrilmis sekli

Evmlg=0 (2.40)

o,. .o m,
—(sin@—)+|I(l+1)———
( 69) {( ) sin?

sin 6 00 n }fzo (241)



10 26R) 26 V()__1(1+1)

2 or 2u 1’

=0 (2.42)

seklinde elde edilirler.

(2.40) denkleminin ¢6ziimii g, (¢) = Ae™ seklinde bulunmustu. Denklem (2.41) 'in

¢Ozlimii i¢in Legendre polinomlar1 ve Rodrigues formiilleri kullanilarak ¢oziime gidilir.

Bu durumda 6 'ya bagl ¢6ziim fonksiyonu,

f(6)=N,,, P, (cosd) (2.43)

seklinde olup normalizasyon sabiti,

) s @ =m)
N, =1 \/ Gl (2.44)

ve Legendre polinomlari,

i P
P, (cos) =1 —cos’ 0] 9m,F(c0s0) (2.45)
! 00™
ifadeleri ile belirlidir. Burada (cos@ =& )dersek, P (&)ise
P (&)= 2( -1 (2.46)

5

ile verilir.

Burada P"™ (&) Asosiye Legendre fonksiyonu, P (&)ise Legendre polinomudur.
Buradaki / yoriingesel agisal momentum kuantum sayisi ve m, manyetik kuantum

sayilaridir.

Denklem (2.42) ile verilen Schrodinger denkleminin radyal kismi i¢in ise asagidaki
degisken degisiklikleri ¢oziimii oldukca kolaylastirir. Once tiirev ifadesini acgarak

denklemi tekrar yazarsak,



r? r ror 2ur’ h

bi¢imini alir.

R, (r) asagidaki sekilde yazarsak

R, ()= 0.45)
62 2 a Unl(r)_l 62
(arz +?5] o’ Uy (r) (2.49)

seklinde ifade edilir. Boylece (2.42) ile verilen radyal Schrodinger denklemini asagidaki
oldukga basit sekle doniistiirtilir. [7]

d*U,, () 2u 1 + )k’
— s {E V() - Sy }U,ﬂ() 0o, (2.50)



3. BOLUM

ASIMTOTIK iTERASYON METODU

3.1. Asimtotik iterasyon Metodunun Genel Tanim

Bu boliimde ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde
kullanilan Asimtotik Iterasyon Metodu ayrmtili bir sekilde anlatilacak ve Schroberl
potansiyeli [8] icin radyal Schrodinger denklemi c¢oziilecek ve enerji 6z degerleri

hesaplanacaktir.

Son zamanlarda ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemin ¢dziimiinde
kullanilan Asimptotik iterasyon metodu olarak adlandirilan metot oldukg¢a yaygin
kullanilmaktadir [9]. Asimptotik iterasyon metodunda (AIM) ikinci dereceden homojen

lineer diferansiyel denklemi su bigimde
Y =2 (x)y +5,(x)y 3.1)
yazilir.

Burada A,(x)#0, s,(x) ve A, tiirevlenebilir fonksiyonlardir. Bu denklemin genel

¢Ozlimiinii bulmak i¢in (3.1) denkleminin x ’e gore tiirevi alinirsa

Y () =4 () +5,(x)p, (3.2)

bulunur. Burada,
A(x) = Zo(x) +5,(x) + 102 (x), (3.3)
8, (%) = 55 (x) + 55 (X) 4, (%), (3.4)

Benzer sekilde denklem (3.2)° nin bir kez daha tiirevi alinirsa



Y (x) = A, (x)y (0) +5,(X)p(x) (3.5)
bulunur.

Burada

2,(x) = A1(x) + 5, (x) + A4, (x) , (3.6)

5, (%) =5, (xX) +5,(X)4, (x) (3.7)

Denklem (3.1) in iterasyonundan (k+1) inci ve (k+2)nci tiirevler ve & =0,1,2,3..

olmak iizere,

P = 245 (0)y, (0 + 5, (0, (X) (3.8)

7P = 4, (0, () + 5, (x)p, (%) 3.9)

seklinde tanimlanir. Burada,

A () = Akt (0) + 5, (%) + Ay Ay, (x) (3.10)

5, () =5, (%) +5,(X) A, (x) (3.11)

tekrarlama terimleri olarak bilinir. (k + 1) inci ve (k + 2) nci turevler oranindan

' 53 (x)

d K+l _ yiﬁz (x) _ A (%) {yn (o A (x) . (X)}

L[y ()= 222 o (3.12)

dr Vo () Ay () + 36 (x) )

yn A{k_] (x) yn
bulunur.
Yeterince biiylik k& degerleri i¢in
Se 28 ® o, (3.13)

A A ()

dir.

(3.12) ifadesi sade bir bigcimde yazilacak olunursa,



d k+1 _ ﬁ“k (X)
e G19

seklini alir ve bu oran AIM’in karakteristik yapisini ifade eder. Boylece £ ’ya bagh

genel ¢oziim asagidaki sekilde yazilabilir

Ay (%)
Ay (X)

) =C exp( | dx] = Cy Ay, () explla(x) 2, (x) Jdx) (3.15)

Burada C, bir integral sabitidir. Denklem (3.15) , (3.8) ve (3.9) da yerine yazilirsa;

birinci dereceden diferansiyel denklem asagidaki sekilde ifade edilebilir.
Y, () +a(x)y, (x) = €, expl[ lor(x) + 2 (x) ) (3.16)

Bu sekildeki birinci dereceden diferansiyel denklem kolaylikla c¢oziilebilir. (3.1)

esitliginin en genel ¢oziimii asagidaki sekildeki gibidir.
¥, () = expl- [atx)dx, |C, + €, [expl((a () + 2a (el iy | (3.17)

Verilen bir potansiyel i¢in radyal Schrodinger denklemi (3.1) esitligine doniisiir. Daha
sonra A,(x) ve s,(x)hesaplanip, A, (x) ve s, (x)parametreleri (3.10) ve (3.11) esitligi
yardimiyla hesaplanir. Enerji 6zdegerleri de (3.13) esitligi ile verilen kuantumlanma
durumuyla elde edilir. Dolayisiyla (3.13) esitligiyle birlikte var olan durumun

kuantumlanma asagidaki sekilde yazilabilir.
0,(x)=A4,(x)s, ,(x)=A,_,(x)s,(x)=0 k=123.. (3.18)

Burada k iterasyon sayisidir.

Tam olarak ¢oziilebilen potansiyeller i¢in, radyal kuantum sayis1 # ’in iterasyon sayisi
k’ya esit oldugu durumda problem tam coziilebiliyorsa, enerji 6zdegerleri (3.18)
esitliginden bulunur. Kolayca ¢6ziilemeyen potansiyeller i¢in tam ¢6ziim yoktur, segilen
bir n temel kuantum sayis1 i¢in, uygun 7 noktasi se¢ilir ve asimtotik dalga
fonksiyonunun maksimum degeri, potansiyelin minimum degeri, ortalama enerji

Ozdegerleri, k iterasyon degerinin n-temel kuantum sayisindan biiyiik degerleri i¢in bu

esitlik yardimiyla hesaplanir [9,10]



3.2. Schréberl Potansiyelinin AIM ile Tam Coziimii

Simdiye kadar olan kisimda AIM ile ilgili bilgiler verildi. Simdi Schroberl exponansiyel
hiperbolik potansiyelli Schrodinger denklemini AIM ile ¢oziip enerji 6z degerleri elde

edecegiz.

Schroberl potansiyeli,
V(r) = D[l — o coth(ar) [ (3.19)

seklinde tanimlanir. Bu potansiyelin Maple programinda ¢izilen grafigi asagidaki

infinity =

05 |
0 infinity

gibidir
Sekil 3.1: D=10, o = 0.1, a¢ = 0.1 degerleri icin Schroberl potansiyelinin grafigi.
Burada D,o ve amolekiile ait bazi1 sabit parametrelerdir. Zamandan bagimsiz bir
V(r)potansiyeli etkisinde bulunan ve kiitlesi u olan bir pargacigi hareketini

tanimlayan Schrodinger denklemi,

{—ﬁvz +V(r)—E}P(?) =0, (3.20)
2u

ile verilir. Potansiyelimiz »’ ye bagl oldugundan Boliim 2’ de elde ettigimiz



LU0 gy, ) =0 G321)
dr h

denklemini ele alacagiz. Burada toplam (etkin) potansiyelimiz ise,

I(1+1)r*
V(r) = D[l — o coth(ar)[* + % (3.22)
2ur
. 1 4“23_2ar o Dar o v e e
dir. Burada — =~ W yaklagiklig1 yapilir ve e =5 degisken doniisii
r —e
yapilirsa,
ar —ar 1 2
e’ +e
o(——++/s) 2 )
ar —ar _1 _ _ 1
coth(ar) = 2 . _¢ +e_ = 1_\5— — 1_M :[S( o)-o+ }
ar_ear ear_ear 1 (l—S) l—S

_—— \/;_\/g

olarak bulunur. e* = sifadesinin birinci ve ikinci tiirevleri alinirsa,

i = 2ocsi
dr ds
2 2
d2 :4052si+4052s2a’—2 (3.23)
dr ds s

seklinde tanimlanir ve (3.23) denklemi (3.21) de yerine yazilirsa

P 2 2 2 2

G R AR [ gy M0 Ds  (1=0) +2(1x0) ~21-0’} |, _,
ds ds (1-s) (1-5)

(3.24)

elde edilir. Burada

___HE k= uD
2a’h?’ 20 h?

kisaltmalar1 yapildi.



Bu denklemi AIM ile ¢zebilmek i¢in

Y =40y +s,(x)y (3.25)
bi¢imine doniistiirmeliyiz.

Bu diferansiyel denklemin » — oo da diizensiz tekillikleri vardir. Bagli durumdaki

normalize edilmis c¢oziimleri exp(—e&r)seklinde davranir. Benzer sekilde » — 0 da da
tekillikler vardir. Bu durumda R ,(r)~7'" dir. Bu denklemi AIM ile ¢6zmek igin

asagida sekilde verilen uygun bir dalga fonksiyonu onerilirse,

R(s)=(1-5)"s"f(s) (3.26)
5:_%+\/1+16ka;+412+4l (327

(3.26) denklemi (3.24) de yerine yazilirsa (3.25) bigimine uygun ikinci dereceden

homojen lineer diferansiyel denklemi elde ederiz.

d*f(s) _ _l(4s+2\/1+16k(j2 + 417 +4ls+4ﬂs—4ﬂ—2)df(s)
ds® 2 s(s—1) ds

1 -8/ (s)ko +8/(s)ka” + 2/ (sW1 +16ka’ +41° +1)
2 s(s—=1)

1 2£(s)I? +f(s)+f(s)\/1+16ka2 +AP 1+ 21 () + 25 (s)
2 s(s—1)

(3.28)

(3.25) denkleminden A, ve s, 1asagidaki gibi tanimlayabiliriz.

(26 +1)s+2s5+28s—28 -1
s(s—1)

g =—

_—8k0'+8k0'2 +2BQRS+ D) +2B+2+25 +21° +21
2s5(s—1)

Sy =



A=A+, + A ve s, =5, +5, 4,

denklemleri yardimiyla,
A=A+, + Ay

4= 253 +3s+2fs =281 1-8ko+8ko’ +2B(25 +1)+2B+2+25+2° +1
: s(s—1) 2 s(s—1)
(26 +1)s+2s+285—2B~1)
sz(s—l)2

S, =8, + 8,4,

. _1—8ko +8ko” +2B(25 +1)+2 +2+25 +21° +21
2 s (s—1)
+l—8ka+8k02+2ﬁ(25+1)+2ﬁ+2+212+2l
2 s(s—1)
+l(—8ka+8k02 1225 +1)+ 2B +2+ 25 +207 + 2025 +1)s + 25+ 2 s — 2 1
2 sz(s—l)2
bulunur.
5, =5yA =54 =0 (3.29)

5 (4435 +4B+1> +1-4ko +4ko® + 25 |- dko + 4o + 25 + 2B +1+5+17 +1)
1= 2 2
s (s—l)

(3.30)

0,,0, ...de ayn1 metot yardimiyla hesaplanir. Buradan f’ y1 hesaplarsak

—4ko +4ko? +1+5+1% +1
2(1+6)

B =~ (3.31)



Ayniyontemle f3; , 85 hesaplanirsa tekrarlama bagmtisindan E asagidaki gibi

hesaplanir.[11-13]

(3.32)

b {(n +1) —dko{l—o)+ il +1)+(2n +1)5}2

2n+5+1)

2(n+5+1)

LE H(ml)2 —4k0'(1—0')+l(l+1)+(2n+1)5T _k(l_o_)z}

o 2a;h2 H(n +1) - 4ka(; (—na+)5+ i(i)+ )+ (2n+1)5 } . 0)2} (3.33)

Boylece Schroberl potansiyeli i¢in enerji 6zdegerlerini verecek olan denklem elde
edilmis olur. Bu denklemin uygulamalarini yapmak icin ai=pu =1, D=10, o =0.1 ve
o =0.2 , ve farkli o degerleriicin 2p, 3p, 3d, 4p, 4d, 4f, 5p, 5d, 5f, 5g, 6p,
6d, 6fve Ogseviyelerindeki enerji Ozdegerleri Tablo-3.1 ve Tablo-3.2°de

gosterilmistir.



Tablo 3.1. Ai=u=1, D=10, o =0.1 ve farkli o degerlerii¢in 2p, 3p, 3d, 4p, 4d,
4f, 5p, 5d, 5f, 5g, 6p, 6d, 6fve 6g seviyelerindeki enerji 6zdegerleri.

Durumlar a AIM metodu i?-e o1 Schroberl [8] Radial Basis
bulunan enerji Function[23]
degerleri
(eV) (eV) (eV)
2p 0.10 2.61556 2.61935 2.61894
0.15 3.89830 3.90645 3.90747
0.20 4.99062 5.00457 5.01275
0.25 5.86611 5.88725 5.90352
3p 0.10 4.73223 4.73638 4.73561
0.15 6.03829 6.04649 6.04692
0.20 6.90394 6.91733 6.92170
0.25 7.46417 7.48358 7.49063
3d 0.10 3.61747 3.62769 3.62742
0.15 5.27263 5.29510 5.29491
0.20 6.43684 6.47598 6.47596
0.25 7.19574 7.25516 7.25521
4p 0.10 5.99969 6.00390 6.00289
0.15 7.10812 7.11589 7.07923
0.20 7.70634 7.71826 7.72052
0.25 8.00048 8.01528 8.02475
4d 0.10 5.32177 5.33216 5.33165
0.15 6.71441 6.73642 6.73610
0.20 7.50672 7.54331 7.54322
4f 0. 10 4.69058 4.67061 4.69043
0.15 6.38708 6.43112 6.43103
0.20 7.35782 7.43334 7.43322

5p 0.10 6.80027 6.80432 6.80364



Tablo 3.1’ in devami

o=0.1
AIM metodu ile
bulunan enerji Schroberl Radial Basis
Durumlar o degerleri Function
(eV) (eV) (eV)
5d 0.10 6.36810 6.37842 6.37783
0.20 7.95561 7.98606 7.99659
5t 0.10 5.96159 5.98147 5.98118
0.20 7.89634 7.96203 7.96479
Sg 0.10 5.59631 5.62926 5.62919
0.20 7.8515 7.9682 7.96859
6p 0.10 7.32099 7.32476 7.33638
6d 0.10 7.03872 7.04873 7.04900
6f 0.10 6.77575 6.79528 6.79496

6g 0.10 6.54204 6.57452 6.79497




Tablo 3.2. i=u=1, D=10, o =0.2 ve farklh o degerlerii¢in 2p, 3p, 3d, 4p, 4d,
4f,5p, 5d, 5f, 5g, 6p, 6d, 6fve 6g seviyelerindeki enerji 6zdegerleri.

c=0.2
AIM metodu ile Radial Basis
bulunan enerji Schroberl[8] Function[23]

Durumlar o degerleri
(eV) (eV) (eV)
2p 0.10 1.20559 1.20903 1.20889
0.15 1.85922 1.86689 1.86662
0.20 2.50731 2.5208 2.52043
0.25 3.126831 3.14766 3.14744
3p 0.10 2.6799 2.68358 2.68319
0.15 3.66413 3.67198 3.67141
0.20 4.45247 4.46579 446516
0.25 5.07247 5.09235 5.09192
3d 0.10 1.56921 1.5792 1.57919
0.15 2.52631 2.54859 2.54871
0.20 3.44311 3.48228 3.48393
0.25 4.25156 431185 431758
4p 0.10 3.75375 3.75758 3.75700
0.15 4.80501 4.81274 4.81206
0.20 5.51842 5.53087 5.53028
0.25 5.98303 6.00032 5.94166
4d 0.10 2.94305 2.95317 2.95317

0.15 4.08268 4.1047 4.10489



Tablo 3.2° nin devami

oc=0.2
AIM metodu ile Schroberl|[8] Radial Basis
bulunan enerji Function[23]
Durumlar (04 degerleri
V) (eV) (eV)

0.20 4.96371 5.00137 5.00301
4f 0.10 2.05438 2.07417 2.07416

0.15 3.31338 3.35742 3.35743

0.20 4.39793 4.47486 4.47499
Sp 0.10 4.54628 4.55015 4.54976

0.20 6.08749 6.09822 6.10326
5d 0.10 3.94725 3.9574 3.95697

0.20 5.79634 5.83083 5.83057
5f 0.10 3.29593 3.31567 3.31552

0.20 5.48854 5.56096 5.56087
Sg 0.10 2.60844 2.64124 2.64123

0.20 5.19365 5.31882 5.31881
6p 0.10 7.51344 5.13824 5.13839
6d 0.10 4.68977 4.69979 4.69987
6f 0.10 4.20751 4.22706 4.22706
6g 0.10 3.70128 3.73378 3.73375




4. BOLUM

NIKIFOROV-UVAROV METODU

4.1. Nikiforov-Uvarov Metodunun Genel Tanimi

Nikiforov-Uvarov Metodu (NU) ikinci dereceden lineer denklemlerin ozel

fonksiyonlarla ¢6zlimiiniin yapildig1 bir metottur.

Bu metot, relativistik olmayan Schrédinger denkleminin veya benzer sekilde zamandan
bagimsiz ikinci dereceden diferansiyel esitliklerin ¢6ziimiinde sikg¢a kullanilan bir
metottur [14-18]. Bu metodun daha iyi anlagilmasi i¢in bu metot hakkinda bu kisimda
kisaca bilgi vermek yerinde olacaktir. Bu metod da herhangi bir Schrodinger esitligini

veya ikinci dereceden bir diferansiyel denklemi asagidaki bicimde ifade etmek gerekir.

o(s

) () +-28) g5y =0, (4.1)

; T
Y o(s)+ 5
o(s o (s

Burada o(s) ve 6(s)cogunlukla ikinci dereceden polinomlar, 7'(s) ise birinci dereceden

bir polinomdur. Dolayisiyla, bu metotla Schrodinger denklemi veya Schrodinger tipi
denklemler analitik olarak ¢oziilebilir. Denklem (4.1)" in 6zel ¢6ziimiinii bulmak icin

asagidaki doniisiim kullanilirsa,
W(s)=p(s)y(s), (4.2)

denklem (4.1) asagidaki formda verilen hipergeometrik tipteki esitlige indirgenir.

o(s)y +1(s)y+y =0, (4.3)

¢(s) logaritmik tiirev olarak tanimlanir ve bunun ¢oziimii agagidaki denklemden elde

edilebilir.



¢s) _ns)

4.4
P(s) o(s) 9

Diger kisim y(s)ise hipergeometrik tipteki fonksiyondur ve bunun polinom ¢6ziimii
Rodrigues iliskisi ile asagidaki gibi elde edilir.

Bn
p(s)

V() = %[a"(sm(s)], 4.5)
)

Burada B, normalizasyon sabitidir. Agirlik fonksiyonu p(s) ise

(op)=1p (4.6)

sartint saglamalidir. Bu metotta 7 fonksiyonu ve A parametresi asagidaki sekilde

tanimlanir.

T =(“;T']i\/[“;f] —G+ko (4.7)

k degerini bulmak i¢in karekok altindaki ifade polinomun karesi olmalidir. Bulunan &

degeri denklem (4.8) de yerine yazilirsa
k=2A-n'(s) (4.8)

A degeri bulunur. Boylece Schrodinger denklemi i¢in yeni enerji 6zdeger denklemi
A=2 = —nr’—@on; n=0123.. (4.9)

seklinde olur.

7(s)degeri ise

7(s) =7 (s)+27(s) (4.10)



denklemi ile bulunur ve 7(s) nin tiirevi negatif olmalidir. (4.8) ve (4.9) denklemleri

esitlenirse buradan enerji 6zdegeri bulunabilir [19-21].

4.2. Schroberl Potansiyelinin Nikiforov- Uvarov Metodu le Coziimii

Biz Schrédinger denkleminin radyal kismini

2 2
U 208] iy M DR

U =0 4.11
d]’z h 2/,”’2 nl(r) ( )

ile verildigini 2. bolimde ispatlamistik (Denklem 2.50).

Burada
V(r) = D[l - o coth(ar) [ (4.12)

potansiyelini yukaridaki (4.11) denkleminde yerine yazip, denklemin /=0 i¢in enerji
ozdegerini hesaplayacagiz.[22] Ayrica bir dnceki bdliimde Asimtotik Iterasyon metodu

ile bulunan sonuc¢la uyumlu olup olmadigi karsilastiracagiz.

Burada e** =s degisken doniisiimii yapilirsa

1 2
_6(\/§+\/§) :{l_a(s+l)}2 :[s(l—a)—a—l}2
e’ —e e’ —e” b (s=1) s—1
2 v Vs

s(l—a)—o—l}2
s—1

coth(ar) = [ (4.13)

denklemi elde edilir. Yine ayn1 degisken doniisiimiinden



dr ds
2 2
d - = da’s—+4a’s’ d—2
dr ds ds

elde edilir.

Bu doniistimler (4.11) denkleminde yerine yazilirsa

2
4a2S26;U+4a2SC;U {2,15 2uD | 20(s+1) 0(s+1)}
A) A)

2 e 0T (s=1)  (s=1)

Her iki taraf 4o’s* ye boliiniirse

d2U+ldU+1 1 2uE 12,uD( 20(s+1)+62(s+1)2
ds* s ds da’> h* da’ B (s—1) (s—1)°

2
d (2]+ld_U+L2 ,uffz B ,uf)z(l 2a(s+1) c’(s+1)° U=0 (4.14)
ds s ds 2a°h™ 2a°h (s—-1 (s—=1)°

denklemi elde edilmis olur. Burada

UE uD
ve B=——C
20k p 20 h?

degiskenlerini tanimlarsak denklemimiz

2 2 2
d(2]+1dU Lzlz+ﬁ(l—20(s+l)+a(l+sz))U:0
ds sds s (1-s9) (1-s9)

sekline doniisiir. Parantez icerisinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

d*U 1(d-s)dU 1 2 N2 2 2 2fr
BT & G P9 —208(1=5)+ ot 1+ =0

(1-s) dU 1 5 i 2
PE +S(1 Ty ds T (os) L[908 + Br20pt o) —s2F +2B-2B0) 204 B +72 + flU=0

bulunur. Denklem bu bi¢imiyle (4.1) denklemine uygun hale getirilmis oldu. Simdi

" 1 n\2
EZ[O- ‘ + ot -0 +ko
2 2




denkleminden 7 degerini hesaplayalim. Burada
o=s(1-s9)
T=1-s
G=5' (A +P+20B+Pc’)—sQRA +2-2c°)-20B+ o’ + 1 + f

degerleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

ﬂz((l—Zv)z—(l—S)] N \/((I—ZY)Z—(I—S)] —S (B +B+20B+ B ) —sQF +2B-2BF)~20B+BSF + 7 + Bthko

T :[—%]i\/[—%] -0 +ks(1—y5)

ﬂ:(——]i\/sz(%—k—f —B—20B— Bo’)+s(k+22° +2—-2B5")+(2Bo— B’ =X’ - )

2
Burada,
¢’ =-A-p-Bo’ +20B (4.15)
dontistimii yapilirsa
T =(—%)i\/s2(i—k +c? —dof) +s(k—2c¢* —4Po’ +4of + B) +c* (4.16)

elde edilir.

Nikiforov-Uvarov metodunda ¢6zlime ulasabilmemiz i¢in karekdk icerisindeki ifadeyi

tam kare yapmamiz gerekiyor. Bunun i¢in k£ degeri,

k=—-4cf + 46> B +c/1-16 o (4.17)

seklinde bulunur.

_ 2
1-16p0c _b
\ 4

seklinde tanimlarsak (4.17) denklemi



_ 2
k = -4 + 40 +201/%

k =-40f +4c> B +2bc (4.18)
bicimine doniigmiis olur. (4.18) denklemi (4.16) da yerine yazilirsa
(c=b)s—c;k,
r=_54 (4.19)
(c+b)s—cik,
bulunur.

7 i¢in uygun deger segilirse,

7(s)=7 +27
7(s)=(1-s)+ 2(—%—(c+b)s —¢)

7(s)=1-25s-2(b+c)s—c
T =-2-2(b+c) (4.20)

degerleri bulunur. Béylece bu fonksiyonun tiirevinin negatif olma sart1 da saglamis
oldu.

Buradan enerji 6z degerini elde etmek i¢in gerekli olan

A=A, :—nr'—@a" (4.21)

denklemini bulmaliy1z. Denklem (4.20) yi yukaridaki denklemde yerine yazarsak,
A, =n* +n(l+2b+2c) (4.22)

elde edilir.



Diger A degeride,
A=k+n (4.23)

formiiliiyle hesaplayacagiz.
A, =—4of + 40’ B —2bc — % —(b+c) (4.24)

bulunur. (4.22) ve (4.24) denklemleri esitlenirse,

1++1+16koc?

(n+1) —4ko(1-0)+ (2n+1)( )
A=— 2 —k(1-0o)? (4.25)

1++1+16ko?
2(n+1+ 5 )

elde edilir.

(4.25) denklemi asagidaki denklemde yerine yazilir ve her iki tarafin karesi alinirsa

[ LE
1= [HE
20’ h?

2

2062712 (n+1)2 —4k6(1—g)+(2n+1)(1+ 1+216k0 )
b —k(1-0)* | (4.26)
H 1+ 1+ 16ko?
2(n+1+ )
2
denklemi elde edilir.
Bu denklem

V(r)= D[l - coth(ocr)]2



potansiyelli bir Schrodinger denkleminin enerji 6zdegerini veren denklemdir. . Bu

denklemin uygulamalarini yapmak i¢cin z=u =1, D=10, 60 =0.1 ve 0 =0.2 , ve

farkli o degerleri icin n =1,2,3,4 seviyelerindeki enerji 6zdegerleri Tablo-4.1° de

gosterilmistir.



Tablo4.1. Ai=u=1, D=10, o =0.1 ve farkli « degerleriicin n=12,3,4
seviyelerindeki enerji 6zdegerleri.

o=0.1
Durumlar a Nikiforov- Uvarov
Metodu ile bulunan
Enerji degeri

(eV)

n=1 0.10 4.3644
0.15 5.5249

0.20 6.3339

0.25 6.9089

n=2 0.10 5.7733
0.15 6.8428

0.20 7.4628

0.25 7.8212

n=3 0.10 6.6553
0.15 7.5322

0.20 7.9384

0.25 8.0881

n=4 0.10 7.2258
0.15 7.8927
0.20 8.0934

0.25 8.0452



5. BOLUM

SONUC VE TARTISMA

Bu tezde, oncelikle merkezi potansiyel altindaki iki cisim problemi incelenmis ve
Schrodinger dalga denklemi elde edilmistir. Elde edilen zamandan bagimsiz bu denklem
kiiresel koordinatlar yardimiyla ¢oziilmiis ve radyal Schrodinger denklemi farkli bir
formata dontistiiriilmiistiir. Elde edilen bu radyal Schrodinger denklemi, 3. boliimde
Asimtotik Iterasyon metot (AIM) ve 4. bolimde Nikiforov-Uvarov metodu (NU)

yardimiyla Schrdberl potansiyelinin ¢oziimii icin kullanilmistir.

Daha sonra, 3. Boliimde ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde kullanilan Asimtotik Iterasyon Metot hakkinda ayrintili bir bilgi verilmis ve
Schroberl potansiyeline ilk defa uygulanmis, merkezi potansiyel yaklasiklilig1 yapilarak
enerji Ozdegerleri basarili bir sekilde elde edilmistir. Bu metot Schrodinger ve
Schrodinger benzeri denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan diger metotlara oranla daha
basittir. Ayrica bir baska avantaji da enerji 6zdegerlerinin hi¢bir yaklasim yapmadan ve
ek bir metoda gereksinim duymadan direk uygulanmasiyla elde edisidir. Buldugumuz enerji
0zdegerleri Schroberl [8] ve Radial Basis Function [23] niimerik hesaplamalariyla elde
edilen enerji 6zdegerleriyle karsilastirilmig, sonuglar tablo halinde gdsterilmistir. Sonuglarin

birbirleriyle olduk¢a uyumlu oldugu gozlenmistir.

4.Bolimde ise yine ikinci dereceden homojen lineer diferansiyel denklemlerin
coziimiinde kullanilan Nikiforov-Uvarov metodu hakkinda genis bilgi verilmis, ve ayni
potansiyel bu yontemle ¢oziilmiistiir. Bu yontemde AIM de oldugu gibi oldukga

n(n—1)

basittir, ancak metot igerisindeki A =1, = —nt'- o ifadesinin tiirevinin negatif

olmas1 zorunlulugu, dolayisiyla bazi1 6zel fonksiyonlar icin bu metodun uygulanamaz
olusu en 6nemli eksikligidir. Ancak bu smirlamaya karsin bu metodun oldukca basit
yapida ve kullamisli olmasindan dolayr bir ¢ok potansiyelin enerji 6zdegerlerinin
hesaplanmasinda kullanilmistir. Bu boliimde Schroberl potansiyelli denklemimizden

elde ettigimiz enerji 6zdegerleri ger¢ek degeri ile bire bir uyumlu oldugu gézlenmistir.

5.Bolimde ise, hem 3. boliimde Asimtotik iterasyon metot (AIM) hem de 4. boliimde

Nikiforov-Uvarov metodu (NU) yardimiyla farkli » degerleri icin hesaplanan enerji



0zdegerleri MAPLE programu ile hesaplanmis ve bulunan sonuglarin bire bir uyumlu

oldugu gozlenmistir. Tablo 5.1 de ise bu degerler gosterilmistir.

Tablo 5.1. Ai=u=1, D=10, 0 =0.1, [ =0 ve farkll « degerleri icin n=1,2,3,4

seviyelerindeki enerji  6zdegerleri.

o=0.1
NU Metot AIM Metot
ile bulunan ile bulunan
Durumlar enerji 6zdegerleri enerji 6zdegerleri

(eV) (eV)
n=1 4.3644 4.3644
n=2 5.7733 5.7733
n=3 6.6550 6.6550

n=4 7.2258 7.2258
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