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Bu çal�³man�n ilk k�sm�nda, üç parametreli Lie gruplar�n�n temsilleri ve bu temsiller için
Clebsch-Gordan katsay�lar� hakk�nda ayr�nt�l� bilgi verildi. SO(3) ve SO(2,1) gruplar�
için Clebsch-Gordan katsay�lar�n�n baz� özellikleri incelendi. �kinci k�s�mda, özde§er
denklemlerini çözmek için Spektrum Üretme Cebri (SGA) kullan�ld�. Genelle³tirilmi³
aç�sal momentumun ve Kasimir operatörünün özde§erleri elde edildi. Bulunan özde§erler
SGA'da kullan�ld� ve çözülebilen baz� türHamilton i³lemcilerinin ba§l� durumunun kesikli
enerji özde§er spektrumu N boyutta çözüldü.
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1.G�R��

Kuantum mekani§inde özde§er problemlerin çözümünde ilk olarak cebir yönteminin
kullan�lmas� faktörizasyonmetoduyla olmu³tur (Schrödinger, 1940; Infeld, ve ark., 1951).
Bu metotta alt� çe³it faktörizasyon türü bulunmu³, alçaltma ve yükseltme i³lemcileri
kullan�larak, her bir türe indirgenen denklemler çözülmü³tür. Bu metotla, kuantum
mekani§inde analitik olarak çözülebilen bütün diferansiyel denklemler çözülmü³tür.

Grup teorisinde temsil teorisinin geli³tirilmesiyle birlikte, üç parametreli gruplar�n genel
ve üniter temsilleri yap�lm�³t�r (Barut ve Fronsdal, 1965 ). Daha sonrada spektrum üretme
cebri (SGA) ile kuantummekani§indeki özde§er problemleri çözülmeye ba³lanm�³ t�r. �lk
olarak Coulomb potansyeli, harmonik osilatör potansiyeli ve bu potansiyellere eklenen 1

r2

pertürbatif potansiyeli için Schrödinger denklemi çözülmü³tür (Lanik, 1968; Aldrovandi,
1968; Cordero, 1970). Daha sonra bu metot göreceli denklemlere uygulanarak, Coulomb
potansiyeli için Klein-Gordan ve Dirac denklemi çözülmü³tür (Barut ve Bronzin, 1971).
Ayr�ca diferansiyel denklemlere uygulanmas� da sa§lanm�³t�r (Stephani, 1989).

Tez kapsam�nda yukar�da sözü edilen denklemler N boyut için çözülmü³tür. 2. Bölüm
de Lie gruplar�n�n baz� genel özellikleri ve baz� üç parametreli Lie gruplar�n�n temsil
konusu i³lenmi³tir. 3. Bölüm de üç parametreli Lie gruplar�n�n standart biçimi ve
temsillerinin nas�l oldu§undan bahsedildi. Ortogonal ve unitary uzayda, grup temsilleri
ve üreteçlerin özde§er spektrumlar� verildi. Ayr�ca bu temsiller için kuplaj katsay�lar�
olan Clebsch-Gordan katsay�lar� verildi. 4. Bölüm de Clebsch-Gordan katsay�lar� için
baz� özel durumlar çözüldü. Yukar�da bahsedilen durumlar�na ek olarak ayn� zamanda
göreceli olmayan spinsiz ve spini 1

2
olan parçac�klar için Kepler problemleri çözüldü.

Daha sonra göreceli Kepler problemi ve 1
r2 pertürbatif etkisi eklenerek Kepler problemi

çözüldü. Bundan sonra harmonik osilatör potansiyeli ile 1
r2 pertürbatif etkisi eklenerek

harmonik osilatör potansiyeli çözüldü. 5. Bölümde ise sonuç ve tart�³ma verilmi³tir.



2. GENEL B�LG�LER

2.1 Grup Tan�m�

Elemanlar� E, A,B,C, · · ·'den meydana gelen bir G toplulu§unun grup olarak tan�mlana
bilmesi için a³a§�daki dört ³art� sa§lamas� gerekmektedir:

• Özde³lik:
AE = EA = A A,E ∈ G (2.1)

• Ters eleman:
AA−1 = A−1A = E A,A−1, E ∈ G (2.2)

• Kapal�l�k:
AB = C A, B, C ∈ G (2.3)

• Birle³me Özelli§i:

ABC = (AB)C = A(BC) A,B,C ∈ G (2.4)

Bu dört özelli§e sahip G toplulu§una grup denir. E§er birle³im yasalar� komütatif ise,

AB = BA (2.5)

G grubuna Abelyen grup denir.

Gruptaki eleman say�s�na grubunmertebesi denir. Sonlu say�da elemanlar� içinde bulundu
ran gruba sonlu grup, sonsuz say�da eleman bulunduran gruba ise sonsuz grup denir. Bir
sonsuz grup kesikli veya sürekli olabilir; e§er grup elemanlar�n�n say�s� sonsuz olarak teker
teker say�labilirse kesikli grup, e§er grup elemanlar�n�n say�s� sonsuz olarak teker teker
say�lam�yorsa, yani elemanlar� topolojik olarak sürekliyse sürekli grup olarak adland�r�l�r.
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Reel ve kompleks elemanl�n. dereceden düzenli (regüler)Amatrislerinden grubu olu³turu
labilinir. Önemli baz� sürekli matris gruplar� a³a§�daki gibi s�r�lanabilinir:

a)Genel Lineer Gruplar: GL(n,C) kompleks genel lineer gruptur. n dereceyi gösterirken
C hangi uzayda oldu§unu göstermektedir. Kompleks uzayda oldu§u için 2n2 elemana
sahiptir. Bunlar�n n2 eleman reel k�s�mdan gelirken n2 eleman kompleks k�s�mdan
gelmektedir. Kompleks uzay her zaman reel uzay� kapsamaktad�r: GL(n,C)

⊃ GL(n,R) Bu grup di§er tüm gruplar� içerisine almaktad�r.

b) Özel Lineer Gruplar: SL(n,C) ile gösterilir. GL(n,C) gruplar�n�n elemanlar�n�n
determinant� +1 olanlar�na SL(n,C) grubu denir ve 2(n2 − 1) eleman içerir. Bu grubun
reel formu SL(n,R) olup determinant� +1 ve (n2 − 1) tane eleman içerir. Bu grup,
GL(n,C) ⊃ SL(n,C) ⊃ SL(n,R) ve GL(n,R) ⊃ SL(n,R) özelli§ine sahiptir.

c) Üniter Gruplar: U(n) olarak gösterilir. n. dereceden üniter matrislerin olu³turdu§u n2

elemanl� gruplard�r. Üniter matrislerin

AA† = E (2.6)

³art�n� sa§lamalar� gerekti§inden, aij matris elemanlar�

∑
t

aita
∗
tj = δij (2.7)

ko³ulu ile k�s�tlanmaktad�r.

d) Özel Üniter Gruplar: SU(n) olarak gösterilir. Determinant� +1 olan üniter matrislerin
olu³turdu§u gruplard�r. Bu nedenle (n2−1) eleman içermektedir. Bu gruplarda SU(n) =

U(n) ∩ SL(n,C) ve SU(p, q) = U(p, q) ∩ SL(p + q,C) olmaktad�r.

e) Ortogonal Gruplar: O(n,C) olarak gösterilir. n. dereceden kompleks ortogonal
matrislerin olu³turdu§u O(n,C) gruplard�r ve n(n − 1) elemana sahiptirler. Bu grubun
elemanlar�

AAt = E ve |A| = ±1 (2.8)



4

ko³ulunu sa§lamak zorundad�r. �kinci ko³ul nedeniyle grup, sürekli olarak birinden
di§erine geçilemeyen iki parçaya ayr�l�r.

f)Özel Ortogonal Gruplar: SO(n,C) olarak gösterilir. Ortogonal matrislerin olu³turdu§u
n(n − 1)/2 elemanl� gruplar�d�r ve SO(n,C) = SL(n,C) ∩ O(n,C) olmaktad�r. n.

dereceden reel ortogonal O(n,R) grubunun +1 determinantl� reel ortogonal SO(n,R)

altgrubu n(n− 1)/2 elemanl� olarak gösterilir.

g)SimplektikGruplar: Sp(2n)olarak gösterilir. Regüler kompleksmatrislerin olu³turdu§u
2n(2n + 1) elemanl� gruplar�d�r.

2.2 Lie Gruplar� ve Lie Cebri

Herhangi iki eleman�n�n çarp�m� olan eleman�n sürekli parametreleri ve n. kom³uluktaki
bir elemanlar�n�n tersi, elemanlar�n�n parametrelerinin sürekli diferansiyellenebilir fonksi
yonlar� ise ve E özde³lik eleman�n�n n. kom³ulu§u olursa bu topolojik gruba r boyutlu
Lie grubu denir.

Lie grubunun bütün özellikleri, grubun birim eleman� E = X(0, 0, .....0) yak�nlar�nda
tan�ml� olmas� gereken (1 ≤ j ≤ r) r tane Ij operatöründen ç�kar�labilir. Çarp�m
kural�n�n ard�³�k uygulanmas� ile birim elemandan sonlu uzakl�kta bulunan grubun bir
eleman�na ula³�labilir. Yukar�daki ifade matematiksel olarak

X(a1, a2, .....ar) = exp

∣∣∣∣i
r∑

j=1

aiIj

∣∣∣∣ (2.9)

e³itli§ine indirgenir. Ij'ya Lie grubunun i³lemcisi ad� verilir. Ij üreteci Hermityen özellik
gösterir. Bir Lie grubu r sürekli parametresiyle birlikte r tane i³lemciye sahiptir.

Sonlu gruplarda, grubun bütün özellikleri çarp�m tablosundan bulunabilir. Sonsuz gruplar
da ise böyle bir çarp�m tablosu olu³turulamayaca§�ndan, bu gruplar için çarp�m tablosunun
yerine Lie grubu için i³lemcilerinin komütasyonlar� grup yap�s�n� belirlemektedir. Bu
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komütasyonlar a³a§�da verilen üç kurala uyarsa, bu komütasyonlar�n olu³turdu§u cebre
Lie cebri denir.

Bir G Lie cebri, (I1, I2, · · · ) elemanlar� ile gerçek r boyutlu vektör uzay�d�r. Öyleki
Ik, I`, Im ∈ G için

i)
[Ik, I`] ∈ G (2.10)

ii)
[Ik, I`] = −[I`, Ik] (2.11)

iii)
[Ik, [I`, Im]] + [I`, [Im, Ik]] + [Im, [Ik, I`]] = 0 (2.12)

olur.

[Ik, I`] komütasyonu, i³lemcilerin do§rusal komütasyonu olmal�d�r. Yani,

[Ik, I`] =
r∑

j=1

cj
k`Ij 1 ≤ k ` ≤ r (2.13)

olur. Burada, cj
k` belirli bir katsay�d�r. Grup i³lemcilerinin kombinasyonu sonlu grup

çarp�m tablosu ile kar³�la³t�r�ld�§�nda tamamen Lie grubunun yap�s�n� tayin eder. Bunun
için cj

k` katsay�lar� Lie grubunun yap� sabitleri olarak bilinir. cj
k` katsay�lar� Lie grubunun

belirgin özellikleridir ve i³lemcilerin herhangi bir temsiline ba§l� olmayan imajiner
katsay�lard�r. Yukar�daki cebirden dolay�, yap� sabitleri;

cj
k` = −cj

`k (2.14)

cn
k`c

p
mm + cn

`mcp
kn + cn

mkc
p
`n = 0 (2.15)

özelliklerine sahiptir.
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2.3 Kasimir Operatörü

Lie gruplar�n�n bütün operatörleri ile komüte eden bir operatöre Lie grubunun Kasimir
operatörü denir. Lie grubunun ba§�ms�z Kasimir operatör say�s�, grubun rank�na e³ittir.

Kasimir operatörü,
Γ = gk`ΓkΓ` (2.16)

ile tan�mlan�r. Buradaki gk` terimi, metrik tensörü olarak ifade edilen Killing formununun
tersini gösterir. Metrik tensörü

gk` = g`k = cτ
kρc

ρ
`τ

ve tersi
gk`gk` = δk

`

olarak ifade edilir. Burada, δk
` Kronecker deltas�n� göstermektdir.

so(2, 1) cebri için bir tane Kasimir operatörü vard�r ve

Γ2 = Γ2
3 − Γ2

1 − Γ2
2 (2.17)

ile verilir.

Temsil teorisine göreKasimir operatörünün veΓ3 operatörünün beklenen de§eri (Wybourne,
1974)

Γ2Ψ = φ(φ + 1)Ψ (2.18)

Γ3Ψ = (−φ + x)Ψ (x = 0, 1, 2, · · · ) (2.19)

biçiminde verilir.



3.MATERYAL ve YÖNTEM

3.1 Üç Parametreli Lie Gruplar�n�n Temsilleri

3.1.1 Üç Parametreli Lie Gruplar�

Üç parametreli Lie grup ve cebirlerinin teorik �zikte önemli uygulamalar� bulunmaktad�r.
Üç parametreli Lie cebirleri, birbiriyle izomor�k olan A1, B1 ve C1 s�n��ar�nda

A1 ∼ B1 ∼ C1 =





so(3) ∼ su(2) ∼ sp(2), Kompakt Grup;
so(2, 1) ∼ su(1, 1) ∼ sl(2,R) ∼ sp(2,R), Kompakt Olmayan Grup ;
E2 ∼ T2 ⊕s so(2), Öteleme Grubu.

sekiz tanedir. Burada ∼ sembolü izomor�zmi gösterir. Bu sekiz Lie cebirinin temsilleri
Barut taraf�ndan bir tek çal�³mada olu³turulmu³tur (Barut, 1967).

3.1.2 Cebrin Standart Biçimde Yaz�l�³�

Fiziksel bir nicelik, dönü³üm alt�nda de§i³mez kalabilir. Bu niceliklere de§i³mezler
(invaryantlar�) denir. SO(3) kompakt grubu ve SO(2, 1) kompakt olmayan grubun
de§i³mezleri s�ras�yla,

x2
1 + x2

2 + x2
3 = gµvxµxv , x2

1 + x2
2 − x2

3 = gµvxµxv (3.1)

biçiminde tan�mlan�rlar. Burada gµv metrik tensörünün elemanlar�n�n de§erleri, SO(3)

ve SO(2, 1) grubu için s�ras�yla,

g11 = g22 = g33 = 1 , g11 = g22 = −g33 = 1 (3.2)

olarak verilir. Di§er elemanlar� s�f�ra e³ittir.
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Üç parametreli Lie cebirlerinin üreteçlerini L12, L23 ve L13 olarak gösterirsek

Lµν = −Lνµ (3.3)

olur, yani Lµν üreteçleri antisimetriktir. Böylece, hem so(3) hem de so(2, 1) cebiri için
komütasyon ili³kileri

[Lµν , Lνµ] = igµµLλν (3.4)

³eklinde yaz�l�r. so(3) v su(2) v sp(2) Lie cebirleri için (3.2)'de ilk verilen metrik
kullan�l�r ve kompakt olmayan so(2, 1) v su(1, 1) v sl(2,R) v sp(2,R) Lie cebirleri
için (3.2)'de ikinci verilen metrik kullan�l�r.

Yukar�daki verilen cebirleri, standart biçimde yaz�lmal�d�r. Bunun için i³lemcilerden
birini önce standart bazlarda kendisiyle komute eden uygun seçilmi³ Weyl operatörlerin
kö³egenle³ti§i standart biçimde yazmal�y�z. Bunu yapt�ktan sonra geriye kalan iki
i³lemciden de yeni yükseltme ve indirme i³lemcileri olu³turulur. Bu iki yeni i³lemci,
kö³egen olan i³lemcinin özde§erlerini bir birim yükseltir ya da indirir.

Kompakt so(3), su(3)ve sp(3)Lie cebirlerinin standart baz i³lemcileri cinsinden yaz�lmas�
s�ras�nda, kö³egen olarak al�nacak i³lemcinin seçimi key�dir. Çünkü, her i³lemci kesikli
bir spektruma sahiptir. Buna kar³�l�k, so(2, 1), su(1, 1), sl(2,R) ve sp(2,R) Lie
cebirlerinin standart baz i³lemcileri cinsinden yaz�lmas� s�ras�nda, cebir içerisinde bulunan
i³lemcilerden sadece L12'nin kesikli bir spektruma, L23 ile L13 i³lemcilerinin ise sürekli
bir spektruma sahip olmas� nedeniyle, L12 i³lemcisi kö³egen i³lemci olarak seçilir.
Jeneratörlerinin diagonalizasyonunun ç�kar�lmas�ndaL12 do§urgan i³lemcisi kö³egenle³ti
rilmi³ seçim olarak al�n�rsa, cebrin standart yaz�l�³�,

[L+, L−] = g33L12, [L12, L±] = ±L± (3.5)

olur. Burada,
L± =

1√
2

L13 ± iL23 (3.6)

d�r. Ayr�ca so(3), su(3) ve sp(3) Lie cebirleri için g33 = 1, so(2, 1), su(1, 1),
sl(2,R) ve sp(2,R) Lie cebirleri için g33 = −1 ve E2 cebri için g33 = 0 olur. Üniter
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bir temsil için
L†µν = L†µν ve L†+ = L−

olmak zorundad�r.

Üç parametreli gruplar�n rank� 1'dir ve bu nedenle bir tane ba§�ms�z Kasimir de§i³me
zine sahiptir. Kasimir de§i³mezi,

C = g33L
2
12 + L2

13 + L2
23

= g33L12(L12 + 1) + 2L−L+

olarak yaz�l�r. Böylece, Kasimir de§i³mezi so(3), su(3) ve sp(3) Lie cebirleri için

C = 2L−L+ + L12(L12 + 1) (3.7)

olur, g33 = 1, so(2, 1), su(1, 1), sl(2,R) ve sp(2,R) Lie cebirleri için

C = 2L−L+ − L12(L12 + 1) (3.8)

olur ve E2 cebri için
C = 2L−L+ (3.9)

olur.

3.1.3 �³lemcilerin Temel Temsilleri

Rank� ` olan bir Lie cebri veya Lie grubu ile ili³kili ` tane basit temsili ve bütün di§er
temsilleri bu basit temsillerinKronecker (direkt) çarp�mlar�ndan elde edilmektedir. Ayr�ca
basit temsillerin, temel temsillerin antisimetrik Kronecker güçlerinden olu³turul du§unu
da biliyoruz. Temel temsiller, Dynkin diagram�nda uç noktalara kar³�l�k gelen basit
temsillerle ili³kili cümlenin bir alt cümlesidir. �lk amac�m�z, ilgili cebir veya grubun
temel temsillerini olu³turmak, sonra da temsillerin geriye kalan�n� elde etmektir.



10

�lgilendi§imiz Lie cebirlerinin tümünün rank�n�n 1 olmas� nedeniyle bir tane basit temsile,
bir tane de temel temsile sahip oluruz. Basit temsilin boyutu 2 olur. Böylece, rank� 2 olan
matrisler cinsinden (3.5)'den tan�mlanm�³ Lie cebirlerinin bir temsilini arayaca§�z.

Rank� 2 olan herhangi bir matris,

σ1 =


 0 1

1 0


 , σ2 =


 0 −i

i 0


 , σ3 =


 1 0

0 −1


 (3.10.a)

ile verilen Pauli spin matrislerinin Lineer bir kombinasyonu olarak yaz�labilir
(Merzbacher, 1970). Bu matrisler,

[σi, σj] = 2iεijkσk (3.10.b)

ile verilen komütasyon ili³kisini sa§lamaktad�rlar. O halde,

L12 =
σ3

2
ve L± =

1

2
√

2
(σ1 ± σ2) (3.11)

de§i³kenlerini kullan�rsak, rank� 1 olan kompakt Lie cebirlerinin sa§lad�§� komütasyon
ili³kilerini elde ederiz. Böylece so(3) ∼ su(2) ∼ sp(2) Lie cebirlerinin temel temsili,
(3.11)'den görüldü§ü gibi Pauli spin matrisleri cinsinden yaz�l�r ve iyi bilinen so(3)'ün
spinör temsiline kar³�l�k gelir.

(3.11) de§i³ken de§i³tirmesini yaparken λ = ±√g33 olmak üzere

L12 =
σ3

2
, L± =

λ

2
√

2
(σ1 ± iσ2) (3.12)

biçiminde al�n�rsa (3.5) ile verilen komütasyon ili³kileri sa§lan�r. λ için pozitif de§er
seçilirse, üç parametreli Lie cebirlerinin üç s�n�f�n�n temel temsilleri elde edilir.

g33 = 1 için so(3) ∼ su(2) ∼ sp(2)'in temel temsili elde edilir ve temel temsil üniter
ve indirgenemezdir. g33 = −1 için so(2, 1) ∼ su(1, 1) ∼ sl(2,R) ∼ sp(2,R)'in temel
temsili bulunur, temel temsil hem indirgenemez hemde üniter de§ildir. Son olarak g33 = 0

için öklidyen E2'nin Lie cebrinin temel gösterimleri elde edilir ve bu temsil de iki tane
bir boyutlu temsile indirgenir.
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Temsil iki boyutlu Paulimatrisler cinsinden verilmesi nedeniyle, spinör olarak adland�r�lan
baz vektörleri

ξ1 =


 1

0


 ve ξ2 =


 0

1


 (3.13)

gibi iki bile³eni olacak biçimde yaz�l�r. (3.10), (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

L12ξ1 =
1

2
ξ1 , L12ξ2 = −1

2
ξ2 (3.14)

ve
L+ξ2 =

√
g33

2
ξ1 , L−ξ1 = −

√
g33

2
ξ2 (3.15)

elde edilir. Spinör temsilin en yüksek a§�rl�§� 1
2
olur ve bu kullan�lan Cartan-Weyl

etiketlenmesine kar³�l�k gelir. L+ξ1 = 0 ve L−ξ2 = 0 olmas� nedeniyle Kasimir
de§i³mezinin özde§eri

C =
3g33

4
(3.16)

olarak bulunur.

Bozon Operatörleri Cinsinden �³lemcilerin Yaz�lmas�: �³lemcilerin yaz�l�³�n�, ξ1 ve
ξ2 spinörlerinden meydana gelen f(ξ1, ξ2) fonksiyonlar�na etkiyen diferansiyel i³lemciler
cinsinden de yazabiliriz. f(ξ1, ξ2)'i

|a, b >= N(a, b)ξa
1ξ

b
2 (3.17)

olarak alal�m. Burada, N(a, b) uygun bir normalizasyon sabitidir. E§er

L12 =
1

2

(
ξ1

∂

∂ξ1

− ξ2
∂

∂ξ2

)
, L+ =

√
g33

2
ξ1

∂

∂ξ2

ve L− =

√
g33

2
ξ2

∂

∂ξ2

(3.18)

yazarsak hemen (3.14) ve (3.15) e³itlikleri tekrar elde edilir. Böylece, (3.18) ile verilen
diferansiyel i³lemciler üç elemanl� Lie cebirlerini sa§lar.

�³lemciler bozon yaratma ve yok etmemetodu ile farkl� bir biçimde de yaz�labilir. Yaratma
ve yok etme i³lemcilerini, spinörlere ba§layarak

a†i = ξi ve ai =
∂

∂ξi

(3.19)
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biçiminde alal�m. (ai) ve (a†i ) aras�nda

[ai, a
†
i ] = δij (3.20)

basit komütasyon ili³kisinin oldu§u gösterilebilir. Burada, (ai) bozon yok etme i³lemcisini
ve (a†i ) bozon yaratma i³lemcisini göstermektedir.

Lie cebrinin i³lemcilerini

L12 =
1

2
(a†1a1 − a†2a2) , L+ =

√
933

2
a†1a2 ve L− =

√
933

2
a†2a1 (3.21)

biçiminde yazar�z.

3.1.4 Ortogonal Uzayda �³lemcilerin Özde§er Spektrumu

Lie cebrinin temel temsilini elde ettikten sonra, di§er temsillerin elde edilmesine bakal�m.
Bu temsiller, temel temsillerin Kronecker güçlerinden olu³turulabilir ve böylece (3.17)
de verilen ξ1 ve ξ2 terimlerinin bulundu§u baz durumlar�n� da içerir. Maksimum genellik
için a ve b üslerinin tamsay� olmad�§�, hatta kompleks oldu§u durumu alabiliriz. Verilen,
i³lemcilerin baz de§i³kenlerine ba§l� olarak verilen denklem (3.18)'yi kullan�rsak

L12|a, b >=
1

2
(a− b)|a, b >

L+|a, b >=

√
g33

2

N(a, b)

N(a + 1, b− 1)
b|a + 1, b− 1 > (3.22)

L−|a, b >=

√
g33

2

N(a, b)

N(a− 1, b + 1)
a|a− 1, b + 1 >

buluruz. Burada, L+ i³lemcisi, L12 i³lemcisinin özde§erini +1 birim kadar yükseltti§i
ve L− i³lemcisinin ise −1 birim kadar alçaltt�§� görülmektedir. (3.7), (3.9) ve (3.22)
denklemlerinden Kasimir de§i³mezinin özde§erleri
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C|a, b > = g33φ(φ + 1)|a, b >

= Q|a, b >

(3.23)

olur. Burada φ,
φ =

1

2
(a + b) (3.24)

olarak tan�mlan�r. φ ve (−φ − 1) de§erlerinin C'nin ayn� özde§erlerine kar³�l�k geldi§i
aç�kt�r. �ndirgenemez bir temsil içerisinde C'nin verilen bir Q özde§eri sabittir.

�ndirgenemez temsilleri s�n��and�r�rken,L12'nin özde§erlerini tamsay� ya da yar�m tamsay�
olarak k�s�tlamayaca§�z.

Her indirgenmez temsil C'nin bir Q özde§eri ile karakterize edilir. L12'nin özde§erleri
sadece birimin katlar� ile de§i³ebildi§inden,

1

2
(a− b) = E0 + x (3.25)

yazabiliriz. Burada, x bir tamsay� ve E0 ise 1
2
(a − b)'nin kesirli k�sm�d�r. Çok katl�

temsillerin olabilece§i dü³ünülerekE0 hesaba kat�lm�³t�r. Verilen bir indirgenemez temsil
içerisinde E0 sabit bir de§er olur ve böylece her indirgenemez D(φ,E0) temsili φ ve E0

olarak verilen iki de§i³mez de§eri ile belirlenebilir. Verilen bir temsil için baz vektörleri,
|φ,E0 + x〉 notasyonu kullan�larak bir tek ³ekilde etiketlenir.

Temsillerin mümkün olan s�n��ar�, φ ve E0 sabit de§erleriyle ili³kili olan a ve b'nin
de§erlerinin izin verilen aral�klar� göz önüne al�narak belirlenebilir. Temsillerin dört
farkl� s�n�f� vard�r.

A. Üstten ve Alttan S�n�rs�z Temsiller:
Bu temsilde hem a ve b tamsay� de§ildir. Key� bir |ab〉 özvektörü ile ba³land�§�
zaman, L± alçaltma ve yükseltme operatörlerinin ardarda uygulanmas� ile bir ba³ka
|a′b′〉 özvektörünü elde ederiz ve bu durumda (a−a′) ve (b− b′) tamsay�d�r. Böylece, E0

ve φ'nin sabit de§erleri için L12'nin özde§er spektrumu a³a§�dan ve yukar�dan s�n�rs�zd�r.
Bu durumdaD(φ,E0) temsilleri de indirgenemez ve sonsuz boyutlu olacakt�r. Temsillerin
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denk olmayanlar�yla ilgilendi§imizden dolay�,

−1

2
≤ RE0 <

1

2
(3.26)

s�n�rlamas�n� yazmak, genellikten bir ³ey kaybettirmez.

D(φ,E0) veD(−φ,−1, E0) temsilleri birbirine denktir. Böylece, denk olmayan temsiller
D(Q,E0) biçiminde etiketlenebilir. D(Q,E0) temsillerinde L12'nin özde§er spektrumu,

biçiminde ifade edilebilir. Burada,

a = E0 + x + φ , b = φ− E0 − x (D(φ,E0) için) (3.27)

ve

a = E0 + x− φ− 1 , b = −φ− 1− E0 − x (D(−φ,E0) için) (3.28)

olmaktad�r.

B. Alttan S�n�rl� Temsiller:
a tamsay� ve b de§ildir. L−|a′, b′〉 = 0 olan bir |a′, b′〉 özvektörü vard�r. Bu durumda,
(17.22)'den a′ = 0 elde edililir ve L12'nin en küçük özde§eri −b′/2 olmak zorundad�r.
Böylece, L+ i³lemcisi, L12'nin özde§erleri ile ili³kili olan özvektörleri üretmede kullan�la
bilir. L12 i³lemcisinin özde§erlerini birer birer sonsuza kadar artarak,

biçiminde betimlenir. Burada,

1

2
(a− b) = E0 + x (x = 0, 1, 2, · · · ) (3.29)
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φ =
b′

2
(3.30)

dir ve E0 ise b′/2'nin kesirli k�sm�d�r. Böylece, temsil sonsuz boyutludur ve alttan
s�n�rl�d�r. a ≥ 0 için temsil indirgenemezdir ve D+(φ) ile gösterilir.

Burada, a ≥ 0 ve a < 0 olmak üzere iki ihtimal vard�r. E§er a ≥ 0 al�n�rsa, L−|0, b′〉 = 0

olaca§� için, a ≥ 0 olan altuzaydan a < 0 olan altuzaya dönü³türecek bir i³lemci yoktur.
Buna kar³�l�k, a < 0 olmas� durumunda bir |a, b〉 özvektörünü L+ i³lemcisini kullanarak
a ≥ 0 olmas� durumundaki alt uzaya dönü³türebiliriz. Böylece, ilgimizi a ≥ 0 olmas�
durumuyla k�s�tlarsak, indirgenemez temsilleri elde ederiz. E§er a üzerinde bu k�s�tlamay�
yapmazsak, indirgenebilir fakat tamamen indirgenebilir olmayan bir temsili elde ederiz,
yani temsil ayr�³t�r�lamazd�r.

C. Üstten S�n�rl� Temsiller:
a tamsay� de§il ve b bir tamsay�d�r. Bu durumda b ≥ 0 için D−(φ) ile gösterilen
indirgenemez bir temsil elde edilir. Burada,

1

2
(a− b) = E0 + x (x = 0, 1, 2, · · · ) (3.31)

ve
φ =

a′

2
(3.32)

dir ve E0 ise a′/2'nin kesirli k�sm�d�r. Bu temsilde L12'nin özde§er spektrumu

biçimindedir.

Yine, b tamsay�s� için b ≥ 0 ve b < 0 olmak üzere iki ihtimal vard�r. E§er b < 0 oldu§unu
kabul edersek, indirgenebilir ancak tamamen indirgenebilir olmayan sonsuz boyutlu bir
temsil vard�r. D−(φ) temsili, sonsuz boyutlu, indirgenebilir ve üstten s�n�rl�d�r.
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D. Sonlu boyutlu Temsiller:
Hem a hem de b tamsay�d�r. Sonlu boyutlu olan bir temsilin bulunma ihtimali vard�r. Bu
durumda çok çe³itli olas�l�klar vard�r.

a ≥ 0 olmas� durumundaki altuzaydan b < 0 olmas� durumundaki altuzay�n elde edildi§i
D+(φ) temsili ve b ≥ 0 olmas� durumundaki altuzaydan a < 0 olmas� durumundaki
altuzay�n elde edildi§i D−(φ) temsili elde edilir. b

′
= 0 ve a′′ = 0 olmak üzere

L−|a′′, b′′〉 = 0 ve L+|a′, b′〉 = 0 olacak bir |a′, b′〉 ve |a′′, b′′〉 özvektörleri vard�r. Böylece
L12'nin özde§er spektrumu b′′/2 de§eriyle alttan ve a′/2 de§eriyle üstten s�n�rl� olacakt�r.
(3.15)'den

2φ = a′ = b′′ (3.33)

oldu§undan, 2φ + 1 boyutlu

a− b

2
= −φ,−φ + 1, · · · , +φ (3.34)

özde§erlerine sahip sonlu boyutluD(φ) gösterimini elde ederiz. L12'nin özde§er spektrumu

biçiminde gösterilebilir.

a ve b negatif olmayan tamsay�lar olmas� durumunda, φ'nin negatif olmayan tamsay� ya
da yar�m tamsay� oldu§u görülür. φ = 0 için özde³lik (birim) temsilleri elde edilir.

Yukar�da, D±(φ) sonsuz boyutlu temsiller için sonlu boyutlu temsilleri veren
negatif olmayan tamsay�lar� bulunduranlar d�³�nda, 2φ'nin bütün de§erleri izinlidir.
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3.1.5 Üniter Uzayda �³lemcilerin Özde§er Spektrumu ve Matris Temsilleri

�imdiye kadar temsillerin üniter olmas� gerkmiyordu. Ama, L12'nin özde§erlerinin reel
olmas� ve L+L− ve L−L+ bile³ik i³lemcilerinin özde§erlerinin de reel ve pozitif tan�ml�
olmas� ko³ullar�n� istememiz durumunda üniter temsillerelde edilebilir. Bunun sonucunda
Kasimir i³lemcisinin özde§erlerinin de reel olmas� zorunlulu§u ortaya ç�kar.

L12'nin özde§erlerinin reel olmas� ko³ulundan E0 reel ve Im a = Im b = ρ elde
edilir. Burada, Im yaz�lmas� a ve b'nin imajiner oldu§unu göstermek içindir. Kasimir
operatörlerinin özde§erleri g33φ(φ + 1) ³eklindedir. E§er φ = φ1 + iφ2 kompleks
say�s�n� φ(φ+1) ifadesinde yerine yazarsak ve bu ifadenin reel olmas� ko³ulunu istersek,
bu durumda sadece

φ2 = 0 veya φ1 = −1

2
(φ2 ∈ R ve key�) (3.37)

sonucunu elde ederiz. Bunlara ilave olarak (3.25) ve (3.32) denklemlerinden

φ2 = Im
a + b

2
= ρ (3.38)

oldu§u görülür. Böylece, üniter temsiller için

ya φ ∈ R ya da φ = −1

2
+ iρ (ρ ∈ R) (3.39)

elde edilir.

(3.22) denklemlerinden, e§er L+L− ve L−L+'n�n özde§erleri reel ve pozitif tan�ml� ise

g33a(b + 1) ≥ 0 ve g33b(a + 1) ≥ 0 (3.40)

ile verilen ko³ullar elde edilir. (3.40) ko³ullar�nda (3.24) ve (3.5) denklemleri kullan�l�rsa,

g33(φ + E0 + x)(φ− E0 − x + 1) ≥ 0 (3.41)

ve
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g33(φ− E0 − x)(φ + E0 + x + 1) ≥ 0 (3.42)

olmas�n� gerektiren yeni ko³ullar elde edilebilir. Bu iki denklem ayn� anda sa§lanmal�d�r.

Üç parametreli kompakt gruplar için g33 = +1'd�r ve aç�kca sadece sonlu boyutlu üniter
temsiller olas�d�r; e§er 2φ+1 tek ise (φ ∈ R), E0 = 0 olur ve e§er 2φ+1 çift ise E0 = 1

2

olmas� durumlar� vard�r.

Kompakt olmayan üç parametreli gruplar için, g33 = −1'dir ve sadece sonsuz boyutlu
üniter temsiller mümkündür. Bu temsiller dört farkl� s�n�fa ayr�l�r.

A. Sürekli Temel Seriler: Dp(Q,E0) sürekli seri temsilleri de denilen bu temsiller
Kasimir de§i³mezlerinin sürekli özde§erleriyle karakterize edilirler. Asal seriler,

φ =
1

2
+ iρ (0 < ρ < ∞) ve Q >

1

4
(3.43)

olmak üzere Dp(Q,E0) ile temsil edilirler. L12'nin özdegerleri,

x = E0, E0 ± 1, E0 ± 2, · · · (E0 ∈ R) (3.44)

ile a³a§�dan ve yukar�dan s�n�rs�zd�r.

B. Sürekli �lave Seriler: Ds(Q,E0) ilave seriler,

|φ +
1

2
| < 1

2
− |E0| (φ,E0 ∈ R) ve Q <

1

4
(3.45)

olmak üzere Ds(Q,E0) ile temsil edilirler. Yine, L12'nin özde§erleri,

x = E0, E0 ± 1, E0 ± 2, · · · (3.46)

olur ve hem alttan hem de üstten s�n�rs�zd�r.
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C. D+(φ) Kesikli Serisi: Burada,

φ < 0 ve E0 = −φ (φ ∈ R) (3.47)

olur ve L12'nin özde§erleri,

x = −φ, −φ + 1, −φ + 2, · · · (3.48)

olup alttan s�n�rl�d�r.

D. D−(φ) Kesikli serisi; Burada,

φ < 0 ve E0 = φ (φ ∈ R) (3.49)

dir ve L12'nin özde§erleri,
x = φ, φ− 1, φ− 2, · · · (3.50)

olup üstten s�n�rl�d�r.

f(ξ1, ξ2) fonksiyonu

|a, b〉 = N(a, b)ξa
1ξ

b
2 = Nx(ξ1ξ2)

φ(
ξ1

ξ2

)E0+x = |φ,E0 + x〉 (3.51)

gibi yaz�l�rsa, L12 ve L±'nin özvektörleri s�ras�yla,

L12|φ, E0 + x >= (E0 + x)|φ,E0 + x > (3.52)

L± |φ,E0 + x >=

√
g33

2
[φ∓ (E0 + x)]

Nx

Nx±1

|φ,E0 + x± 1 > (3.53)

olur. N(a, b) normalizasyon faktörü elde edilebilirse, L12 ve L± matris elemanlar� üniter
temsilde tamamen belirlenebilir. Baz vektörlerinin iç çarp�m�,

< φ,EO + x|φ,E0 + x′ >= δxx′ (3.54)

gibi tan�mlanabilir. �³lemcinin üniter olmas�ndan dolay� L†+ = L− ko³ulunu kullan�rsak,
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√
g33

2
(φ− (E0 + x))

Nx

Nx+1

=
(√

g33

2

)∗
(φ + E0 + x + 1)∗

N∗
x+1

N∗
x

(3.55)

olur. g33'ü dikkate al�rsak

∣∣∣ Nx

Nx+1

∣∣∣
2

= g33
(φ + E0 + x + 1)∗

φ− E0 − x
(3.56)

elde ederiz.

Kompakt Lie Cebrinde: g33 = +1 olur ve denklem (3.56) tekrarlama ili³kisi,

Nx =
1√

(φ + E0 + x)!(φ− E0 − x)!
(3.57)

biçiminde yaz�l�r. Burada, (φ+E0 +x)! = Γ(φ+E0 +x+1) anlam�ndad�r ve bu nedenle
(φ + E0 + x) bir tamsay� olmas� da gerekli de§ildir.

Bir kez normalizasyon katsay�s� belirlendikten sonra, (3.53) ve (3.54) denklemlerinden
sonsuz küçük i³lemcilerin matris elemanlar�,

〈φ,E0 + x|L12|φ,E0 + x′〉 = (E0 + x)δxx′ (3.58)

〈φ, E0 + x|L12|φ,E0 + x′〉 =

√
g33

2
(φ∓ E0 ± x)(φ∓ E0 ∓ x + 1) (3.59)

biçiminde verilir. Burada, E0, φ ve x'nin aral�§� yukar�da tart�³�lan üniter temsile uygun
olmak zorundad�r. so(3) özel durumunda,

〈jm|L12|jm′〉 = mδmm′ (3.60a)

〈jm|L± |jm∓ 1〉 =

√
1

2
(j ±m)(j ∓m + 1) (3.60b)

elde edilir. Burada, j = φ tamsay� ya da yar�m tamsay� olabilir.

m = E0 + x = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j (3.60c)
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Kompakt Olmayan Lie Cebrinde: g33 = −1 olur ve normalizasyon sabiti iki biçimde
yaz�l�r. Sürekli temel seriler Dp(Q,E0) durumunda, Nx = 1 al�nmas�yla (3.56) denklemi
sa§land�§� görülmektedir. Sürekli ilave serisi Ds(Q,E0), kesikli serisi D+(φ) ve kesikli
serisi D−(φ) durumunda normalizasyon katsay�s�,

Nx =

√
(E0 + x− φ− 1)!

(E0 + x + φ)!
(3.61)

ile verilir. E0, φ ve x'in aral�§� üniter temsiller konusunda tart�³�lan özelliklere uygun
olmaktad�r.

3.1.6 Sonlu Dönü³ümlerin Grup Temsilleri

Lie gruplar�n�n temsillerini elde etmek için ilk olarak spinör temsilleri elde edilir, sonrada
sonlu grup dönü³ümüne uygun bir matris elde edilir.

Üç parametreli Lie gruplar�n�n temel üniter temsilini

σ =


 α β

−g33β
∗ α∗


 (3.62)

genel biçiminde yazabiliriz. Burada, α ve β kompleks say�lar olup, matrisin üniter
olmas�ndan dolay�, bu matrisin determinant�n�n

|σ| = αα∗ + q33β
∗β = 1 (3.63)

olmas� ko³ulu vard�r.

SO(3) ve SO(2, 1) gruplar� için, σ dönü³ümü bir spinör temsile kar³�l�k gelir. α ve
β kompleks say�lar�, üç reel parametreler cinsinden çe³itli kombinasyonlar� alabilir.
Örne§in, SO(3) durumunda Cayley-Klein parametrelerini al�r�z. SU(1, 1) durumunda

k(θ) =


 e−iθ/2 0

0 eiθ/2


 a(ε) =


 cosh(ε/2) −i sin(ε/2)

i sin(ε/2) cosh(ε/2)



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a(τ) =


 cosh(τ/2) − sin(τ/2)

− sin(τ/2) cosh(τ/2)


 η(ν) =


 1− iν/2 −iν/2

iν/2 1 + iν/2




matrislerinin kombinasyonu seçilebilir. Burada k(Θ) matrisi eliptik s�n�f, a(ε) ve a(2)

hiperbolik s�n�f ve η(ν) ise parabolik s�n�ftan olan dönü³üm matrisleridir. O halde
SU(1, 1) grubu için

σ(θ, ε, τ) = k(θ)a(ε)a(τ) veya

σ(θ, γ, ν) = k(θ)a(τ)η(ν) veya

σ(θ, τ, ϕ) = k(θ)a(τ)k(ϕ)

gibi kombinasyonlar al�nabilir. Kompakt gruplar için tek parametreli matrislerin tümü
eliptik türde olmal�d�r. Kompakt olmayan grup için tek parametreli matrislerin bir tanesi
eliptik kalan iki tanesi ise parbolik veya hiperbolik türde olabilir. Burada, sadece eliptik
altgruplar�n s�n�f�n� alaca§�z.

Sonlu bir dönü³üm için matrisin elemanlar�n� bulmaya çal�³al�m. σ spinör (dönü³ümü)
temsili için ξ1 ve ξ2 spinör baz durumlar� olsun. σ dönü³ümü ξ1 ve ξ2 spinör bazlar�na
uygulan�rsa, 

 ξ′1

ξ′2


 =


 α β

−g33β
∗ α∗





 ξ1

ξ2




yani,
ξ′1 = αξ1 + βξ2 ξ′2 = −g33β

∗ξ1 + α∗ξ2 (3.64)

dönü³ümünü elde ederiz. Bunun ters dönü³ümünü de,

 ξ1

ξ2


 =


 α∗ −β

g33β
∗ α





 ξ′1

ξ′2


 = σ−1


 ξ′1

ξ′2




yani
ξ1 = α∗ξ′1 − βξ′2 ξ2 = g33β

∗ξ′1 + αξ′2 (3.65)

olur. Burada σ−1, σ matrisinin tersini göstermektedir. Key� bir temsil için baz
fonksiyonunu,

|φ,E0 + x〉 = Nxξ
a
1ξ

b
2 = Nxξ

φ+E0+x
1 ξφ−E0−x

2 (3.66)
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gibi tipik ξ1 ve ξ2 spinör baz durumlar�n�n tek terimlileri biçiminden kurulabilir.

E§er, D(σ) ile spinör grubun bir eleman�n� gösterilirse,

D(σ)f(ξ1ξ2) = f(σ−1(ξ1, ξ2)) (3.67)

olur. ξ′1 ve ξ′2 dönü³mü³ spinör bazlar� yerine, (3.64)'de verilen kar³�l�klar� yaz�l�rsa

D(σ)|φ,E0 + x〉 = Nx(α
∗ξ1 − βξ2)

φ+E0+x(g33β
∗ξ1 + αξ2)

φ−E0−x (3.68)

elde edilir. ξ1 ve ξ2 terimlerini ortak bir terimde toplamak için yuvarlak parantezle verilen
(α∗ξ1 − βξ2)

φ+E0+x ve (g33β
∗ξ1 + αξ2)

φ−E0−x terimlerine Binom aç�l�m�n� uygulan�rsa,

(α∗ξ1 − βξ2)
φ+E0+x =

∞∑

k=1

(φ + E0 + x)!

(φ + E0 + x− k)! k!
(−1)k (α∗ξ1)

(φ+E0+x−k)(βξ2)
k

(g33β
∗ξ1 + αξ2)

φ−E0−x =
∞∑

`=1

(φ− E0 − x)!

(φ− E0 − x− `)! `!
(g33β

∗ξ1)
(φ−E0−x−`)(αξ2)

`

olur. Aç�l�m�n kompleks say�lardan meydana geldi§i hat�rlan�rsa, bütün faktöriyeller
gama fonksiyonlar� gibi (k! = Γ(k + 1)) al�nacakt�r. Bunlar (3.68)'da yerine yaz�l�rsa,

D(σ)|φ,E0 + x〉 = Nx

∑
(−1)k (φ + E0 + x)!(φ− E0 − x)!

(φ− E0 + x− k)!(φ− E0 − x− `)! k! `!
(3.69)

×α∗(φ+E0+x−k)(g33β
∗)(φ−E0−x−`)(α`)βkξ2φ−k−`

1 ξk+`
2

verecektir. (3.69) denkleminin sa§ taraf�n� ξ1 ve ξ2'nin tek terimlerinin bir lineer
kombinasyonu olarak

D(σ)|φ,E0 + x〉 =
∑

Dφ
x′x(σ)|φ,E0 + x′〉 (3.70)

biçiminde ifade edebiliriz. Burada

|φ,E0 + x′〉 = N ′
xξ

φ+E0+x′
1 ξφ−E0−x′

2 (3.71)

oldu§unu gözönüne al�p
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k + ` = φ− E0 − x′ (3.72)

biçiminde yazabilirsek mümkün olur. Fakat k, ` ve x′ tamsay� olmas�n� gerektirir ve
böylece bir grup temsili daha önce bulunan cebir temsilleriyle kar³�la³t�r�l�rsa, sadece

(φ− E0) ∈ I (3.73)

olmas� durumunda mümkündür. Bu durumda,

Dφ
x′,x(σ) =

Nx

Nx′

(φ + E0 + x)! (φ− E0 − x)!

(x′ − x)!
α∗(φ+E0+x)α(φ−E0−x)(g33β

∗)x′−x

×
∞∑

k=0

(−g33
ββ∗
αα∗ )

k(x′ − x)!

k!(φ + E0 + x− k)! (φ− E0 − x′ − k)! (x′ − x + k)!
(3.74)

yazabiliriz.

SU(2) olmas� durumunda,

j = φ , m = E0 + x ve g33 = +1 (3.75)

ile verilir. Burada, j ve m ikisi birden ya tamsay�d�r ya da yar�m tamsay�d�r. Ayr�ca,
m'nin tan�m aral�§�

m = −j, −j + 1, −j + 2, · · · , j − 1, j (3.76)

olmak üzere 2j + 1 tane de§eri vard�r. (3.57)'de elde edilen normalizasyon katsay�s�
(3.74) denkleminde kullan�l�rsa, SU(2) için iyi bilinen,

U j
m′m(u) =

∞∑

k=0

(−1)k
√

(j + m)! (j −m)! (j + m′)! (j −m′)!
k! (j + m− k)! (j −m′ − k)! (m′ −m + k)!

×αj−m′−k(α∗)(j+m−k)βk(β∗)(m′−m+k) (3.77)

sonucu elde edilir. Burada, u, (3.58) biçiminde tan�mlanm�³ iki-boyutlu ünimodüler
matrisler grubunun bir eleman�d�r.
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SU(2) grubu SO(3) grubunu kapsayan bir gruptur ve böylece SU(2)'nin her uj temsili
ayn� zamanda SO(3)'ün Dj temsili olacakt�r. SO(3) grubu çift ba§lant�l�d�r ve böylece
elde edilecek temsillerin baz�lar�n�n çift de§erli olaca§�n� önceden görülür. Genel olarak
(ϕ, θ, ψ) Euler aç�lar� Cayley-Klein parametreleri cinsinden

α = eiϕ/2 cos
(θ

2

)
e−iψ/2 , β = −e−iϕ/2 sin

(θ

2

)
e−iψ/2 (3.78)

al�nmaktad�r. Bu durumda, SO(3) için

Dj

m
′
m

(ϕ, θ, ψ) =
∞∑

k=0

(−1)k
√

(j + m)! (j −m)! (j + m′)! (j −m′)!
k! (j + m− k)! (j −m′ − k)! (m′ −m + k)!

×eim′ϕ cos(2j+m−m′−2k)
(θ

2

)
sin(2k+m′−m)

(θ

2

)
eimψ (3.79)

yaz�l�r.

SO(3)'ün spin temsilleri de denilen ve j'nin yar�m tamsay� de§erlerini ortaya ç�karan
temsillerini Dj'nin davran�³�ndan hemen görebilece§i gibi, hem de ayn� zamanda belirli
bir eksen etraf�nda 0-2π aras�nda bir döndürme i³lemi yap�l�rak, çift de§erli oldu§u
kolayca görülebilir. j'nin tamsay� de§erleri ile karakterize edilen gösterimler SO(3)'ün
"gerçek" temsilleri olarak adland�r�l�r ve bu temsiller tek de§erlidir.

SU(1, 1) grubu için g33 = −1 elde ederiz ve (3.61)'da bulunan normalizasyon katsay�s�
(3.74) yerine yaz�ld�§�nda gerçek ya da tek de§erli üniter temsilleri elde edilir. Temsillerin
tek de§erli olmas� ve (3.73) ko³ulu,

φ = j ve m = E0 + x (3.80)

sa§lanmas�n� gerektirir. Burada, j ve m her ikiside ya tamsay�d�r ya da yar�m tamsay�d�r.

SU(1, 1) grubu, SO(2, 1) grubunu iki defa kapsar. Böylece j ve m'nin her ikiside
tamsay� de§erine sahip olan SO(2, 1)'in uniter temsilleri gerçek temsilleri ve j ve m'nin
yar�m tamsay�lara sahip olan SO(2, 1)'in uniter temsilleri de spinör temsillerini olu³turur.
Spinör temsiller uygun parametrik bir biçimde verildi§inde, bu temsiller (3.74)'den
do§rudan elde edilebilir.
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3.1.7 Kuplaj Katsay�lar�

Bir G grubunun iki indirgenemezD1 veD2 temsillerininD1⊗D2 biçimindeki Kronecker
çarp�m�n�n yine G grubunun indirgenemez temsillerinin toplam� biçiminde yaz�labilmesi,
�zikte hem kompakt hem de kompakt olmayan gruplar�n�n uygulamalar�nda önemlidir.

Yukar�da söylenen i³lemlerin yap�lmas� durumunda üç temel problem ortaya ç�kmaktad�r.
Bunlar;

• Kronecker çarp�m için bir baz�n olu³turulmas�,

• Kronecker çarp�mlar�n�n indirgenmesinde ortaya ç�kan temsillerin belirlenmesi
(SO(3)'ün özel durumunda bunlara Clebsch-Gordon serileri yada katsay�lar� denir),

• Wigner katsay�lar� olarak bilinen, indirgenebilirD1⊗D2 temsillerinin, indirgenemez
temsileri içerisine dönü³türen dönü³üm matrisinin elemanlar�n�n bulunmas�d�r.

�lk problemin çözümü, döndürme grubunu gözden geçirilen Bargmann (1962) taraf�ndan
tasla§� çizilen, daha sonra Weyl (1950, 1946), Van der Waerden (1933) ve Eckart (1930)
taraf�ndan geli³tirilen ve temel temsili karakterize eden spinörlerdeki monomiallerden
olu³turulan bir baz�n kullan�lmas� ile yap�labilir. Kompakt gruplar için Clebsch-Gordan
serisi ya a§�rl�klar cinsinden ya da Schur fonksiyonlar� (Wybourne, 1970; Patera ve
Sankoff, 1972) kullan�larak geli³tirilebilir. Dynkin yöntemleri kullan�larak kompakt
yar� basit Lie gruplar�n�n kuplaj sabitlerinin hesaplanmas� için evrensel bir yöntem,
kompakt olmayan gruplar geni³letmek mümkün de§ildir. Bu yöntem Patera (1970)
taraf�ndan geli³tirilmi³tir. Burada üç temsilin de§i³mez kuplaj�n� olu³turaca§�z, sonra
kuplaj katsay�lar�n� belirleyece§iz. Daha sonra Barut ve Fronsdal (1965) taraf�ndan
kompakt olmayan gruplarada uygulanm�³t�r.

Genelde Clebsch-Gordan serilerinin elde edilmesi,

D1 ⊗D2 =
∑

3

g123D3 (3.81)



27

denkleminin çözümüne indirgenir. Burada, g123 bir say�d�r ve D1 ⊗ D2 Kronecker
çarp�m�n�n indirgenmesi s�ras�nda bulunan D3 temsilinin kaç defa tekrarland�§�d�r. Bu
say�lar,

D1 ⊗D2 ⊗D∗
3 (3.82)

üçlü Kronecker çarp�m�n�n indirgenmesinde D0 özde³lik temsilinin görünme say�s�na
denktir. Burada, D∗

3 temsili, D3 temsilinin kontragradyentini göstermektedir. Kontra
gradyent temsillerin tan�m�ndan, D3 ⊗ D∗

3 çap�m� grup i³lemleri alt�nda de§i³mez kal�r,
böylece (3.82) denkleminde verilen üçlü çarp�m,

(D1 ⊗D2 ⊗D∗
3)I = I (3.83)

gibi bir I de§i³mezi ile ili³kili olmak zorundad�r.

D1, D2 ve D∗
3 temsillerinin gösterimleri, (3.17) ve (3.24) denklemlerinde kullan�lan basit

spinörlerde monomialler cinsinden

D1 : |φ1m1〉 = Nm1ξ
φ1+m1

1 ηφ1−m1

1 (3.84a)

D2 : |φ2m2〉 = Nm2ξ
φ2+m2

2 ηφ2−m2

2 (3.84b)

D∗
3 : < φ3m3| = (−1)φ3−m3Nm3ξ

φ3−m3

3 ηφ3+m3

3 (3.84c)

biçiminde yaz�labilir. Burada m = E0 + x'dir.

Bir I de§i³mezi, de§i³mezin bir kuplaj� cinsinden

I =
∑

m1m2m3

F (φ1φ2φ3)C
φ1φ2φ3
m1m2m3

Nm1Nm2Nm3(−1)φ3−m3ξφ1+m1

1 ηφ1−m1

1

×ξφ2+m2

2 ηφ2−m2

2 ξφ3−m3

3 ηφ3+m3

3 (3.85)

biçiminde yaz�l�r. Burada, I de§i³mezi Πiξ
ai
i ηbi

i polinom uzay�ndaki bir de§i³mez,
F (φ1φ2φ3) sadece φi'lerin bir fonksiyonu ve Cφ1φ2φ3

m1m2m3
ise D1 ⊗ D2 Kronecker

çarp�mlar�n�n indirgendi§i Clebsch-Gordan kuplaj katsay�lar�d�r.
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Grup matrisleri unimodüler oldu§undan, (3.64) denkleminden, de§i³mezlerin

ζ1 = ξ2η3 − ξ3η2 , ζ2 = ξ3η1 − ξ1η3 , ζ3 = ξ1η2 − ξ2η1 (3.86)

biçimindeki spinör fonksiyonlar�n üç kümesinden elde edilebilece§i görülmektedir. Burada,
her monomial ζα içinde bulunur. Böylece ζi'n�n binom aç�l�m� yap�l�rsa,

I = ζk1
1 ζk2

2 ζk3
3

=
∑
pqr

(−1)p+q+r


 k1

p





 k2

q





 k3

r




×ξk3−r+q
1 ξk1−p+r

2 ξk2−q+p
3 ηk2−q+r

1 ηk3−r+p
2 ηk1−p+q

3 (3.87)

elde edilir. Burada, a ve b negatif olmayan tamsay� olmak üzere, binom katsay�lar�

 a

b


 =

Γ(a + 1)

Γ(b + 1)Γ(a− 1)!
(3.88)

gibi gama fonsiyonlar� cinsinden ifade edildi. Böylece,

 a

b


 =

a!

b! (a− b)!
,


 −a

b


 =

(−1b(a + b− 1)!)

b! (a− 1)!
(3.89a)


 −a

−b


 =

(−1)b−a(b− 1)!

(a− 1)! (b− a)!
,


 a

−b


 = 0 (3.89b)

elde edilir.

(3.85) ve (3.87) denklemleri kar³�la³t�r�l�rsa,

k1 = φ2 + φ3 − φ1 , k2 = φ3 + φ1 − φ2 , k3 = φ1 + φ2 − φ3 (3.90)

e³itliklerinin olmas� gereklili§i ortaya ç�kar. Daha sonra, spinör fonksiyonlar�n denk
güçleri için

r− p = φ1 − φ3 + m2 , p− q = φ2 − φ1 −m3 , q− r = φ3 − φ2 + m1 (3.91)
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e³itliklerinin sa§lanmas�, benzer a§�rl�klar�n toplanmas� kural� olan

m1 + m2 = m3 (3.92)

ba§�nt�s�ndan bulunur. (3.87)'de görülen p ve q'yu yok etmek için (3.91) ve (3.90)
kullan�l�rsa

Cφ1φ2φ3
m1m2m3

=
1

[F (φ1φ2φ3)Nm1Nm2Nm3 ]

∑
r

(−1)φ1−φ2+φ3−r


 φ2 + φ3 − φ1

φ3 − φ1 −m2 + rb




×

 φ1 + φ3 − φ2

φ3 − φ2 + m2 + r





 φ1 + φ2 − φ3

r


 (3.93)

elde edilir.

�imdi φi de§i³keni yerine ji de§i³kenini kullanarak, SO(3) için Clebsch-Gordan kuplaj
katsay�lar�n� belirlemeye çal�³al�m. Burada, ji negatif olmayan tamsay� ya da yar�m
tamsay�d�r ve mi ise ji say�s�n�n izdü³ümüyle ili³kili bir ba³ka say�d�r. (3.56)'da verilen
Nmi

normalizasyon sabitleri (3.93)'te kullan�l�rsa,

Cj1j2j3
m1m2m3

=

√
(j1 + m1)! (j1 −m1)! (j2 + m2)! (j2 −m2)! (j3 + m3)! (j3 −m3)!

F (j1j2j3)

×(j1 + j2 − j3)! (j1 − j2 + j3)! (−j1 + j2 + j3)!

×
∑

r

(−1)j1−j2+j3−r

r!(j1 −m1 − r)!(j2 + m2 − r)! (j3 − j1 −m2 + r)!

×(j3 − j2 + m1 + r)! (j1 + j2 − j3 − r)! (3.94)

elde edilir. Kuplaj katsay�lar�n�n üniter olmas� özelli§inden,

∑
j1m1

Cj1j2j3
m1m2m3

Cj1j2j3
m′

1m′
2m′

3
= δm1m′

1
δm2m′

2
(3.95)

∑
m1m2

Cj1j2j3
m1m2m3

C
j1j2j′3
m1m2m′

3
= δj3j′3δm3m′

3
(3.96)

ve (3.82) görünümünde olan
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∑
m1

CJ1J2J3
m1m2m3

CJ1J2J3
m1m2m

3
′ = 1 (3.97)

elde edilir.

E§er j3 = m3 seçersek, m1 + m2 = j3 olur ve (3.94) denkleminin sadece r = j1 −m1

ko³ulunun sa§lanmas� durumunda geçerli oldu§u bulunur. Böylece, (3.97) ba§�nt�s�,

F (j1j2j3) = (−1)j1+j2−j3

×
√

(j1 + j2 − j3)! (j1 − j2 + j3)! (−j1 + j2 + j3)! (j1 + j2 + j3 + 1)!

2j3 + 1
(3.98)

biçiminde olan belirli bir F (j1j2j3) verir. Bu sonucu, (3.94)'de yerine yaz�l�rsa SO(3)

için iyi bilinen

Cj1j2j3
m1m2m3

= δm1+m2,m3

√
(2j3 + 1)(j1 + j2 − j3)! (j1 − j2 + j3)! (−j1 + j2 + j3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!

×
√

(j1 + m1)! (j1 −m1)!(j2 + m2)! (j2 −m2)! (j3 + m3)! (j3 −m3)! (3.99)

×
∑ (−1)r

(j1 −m1 − r)!(j2 + m2 − r)!(j3 − j2 + m1 + r)!(j3 − j1 −m2 + r)!(j1 + j2 − j3 − r)!r!

elde edilir. Yukardaki formül pratik kullan�mlar için çok kullan�³s�z olmas�na ra§men,
özel durumlar için hesaplanarak tablolar biçiminde verilmi³tir (Edmonds, 1957; Jucys ve
Bandzaitis, 1965; Rotenberg ve ark., 1959).

Ayr�ca bu formül baz� matematiksel i³lemlerle farkl� biçimde düzenlenebilmektedir.
Örne§in,

∑
ρ

1

ρ!(n− ρ)!(r − ρ)!(m− r + ρ)!
=

(n + m)!

m! n! r! (n + m− r)!
, (n,m ≥ 0)

(3.100)

ve

∑
r

(−1)r(n− r)!

r! (m− r)! (`− r)!
=

(n−m)! (n− `)!

n! m! `! (n−m− `)!
, (n > m > 0 ve n > ` > 0)

(3.101)
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özde³likleri kullan�larak

Cj1j2j3
m1m2m3

= δm1+m2,m3

√
(2j3 + 1)(j1 + j2 − j3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)! (j1 − j2 + j3)! (−j1 + j2 + j3)!

×
√

(j1 −m1)! (j2 −m2)! (j3 + m3)! (j3 −m3)!

(j1 + m1)! (j2 + m2)!

×
∑

r

(−1)(r+j1−m1)(j1 + m1 + r)! (j2 + j3 −m1 − r)!

r! (j1 −m1 − r)! (j3 −m3 + r)! (j2 − j3 + m1 + r)!
(3.102)

biçiminde bulunur.

SO(2, 1)'in hem üniter hem de üniter olmayan kesikli ve sürekli temsiller için kuplaj
katsay�lar�n�n belirlenmesi çok karma³�kt�r. Çe³itli güçlükler literatürde verilmi³tir
(Holman ve Biedenharn, 1966; Young, 1970). Burada, uygulamalarda yer alan sonsuz
boyutlu üniter D+(φ2) temsiline, sonlu boyutlu üniter olmayan D(φ1) '�n kuplaj
katsay�lar� ile ilgilenece§iz. Buna kar³�l�k, ilk D+(φ1)×D+(φ2) Kronecker çarp�m�n�n
indirgenmesinde ortaya ç�kan kuplaj katsay�lar�na bakaca§�z.

D+(j1)×D+(j2) için Clebsch-Gordan serileri kolayca,

D+(j1)⊗D+(j2) =
−∞∑

j3=j1+j2

D+(j3) (3.103)

olarak görünür. Kuplaj katsay�lar� üçlü

D+(j1)×D+(j2)×D+∗(j3)

Kronecker çarp�m�n�n de§i³mez kuplaj�ndan bulunursa,

Cj1j2j3
m1m2m3

=
1

F (j1j2j3)

√
(m1 + j1)! (m2 + j2)! (m3 + j3)!

(m1 − j1 − 1)! (m2 − j2 − 1)! (m3 − j3 − 1)!

×
∑

r

(−1)j1−j2+j3−k


 j2 + j3 − j1

j3 − j1 −m2 + r





 j1 + j3 − j2

j3 − j2 + m1 + r





 j1 + j2 − j3

r




(3.104)
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elde edilir. Burada,−j3 ≥ −j1− j2, mi ≥ −ji ve ji < 0 dir ve ji = φi vemi = E0 +xi

olmak üzere (3.61) ile verilen normalizasyon sabitini kulland�k. �lk iki binom katsay�s�nda
negatif argümanlar bulunur ve son arguman pozitiftir. Böylece,

Cj1j2j3
m1m2m3

=
1

F (j1j2j3)

√
(m1 + j1)! (m2 + j2)! (m3 + j3)!

(m1 − j1 − 1)! (m2 − j2 − 1)! (m3 − j3 − 1)!

×
[ (j1 + j2 − j3)!

(−j1 + j2 − j3 − 1)! (j1 − j2 − j3 − 1)!

]

×
∑

r

(−1)−j1+j2−m3+r(j1 − j3 −m2 − r − 1)! (m1 − j1 + r − 1)!

r!(j2 + m2 − r)! (j3 − j2 + m1 + r)! (j1 + j2 − j3 − r)!
(3.105)

olur. (3.97) denkleminin üniterlik ko³ulunu sa§layan kuplaj katsay�s�n� arad�§�m�zda ve
m3 = −j3 seçerek F (j1j2j3) çarpan� belirlenebilir.

(3.100) özde³li§in kullan�m�ndan sonra, DD+(j1)×D+(j2) sonucu

Cj1j2j3
m1m2m3

=

√
(−2j3 − 1)(j1 + j2 − j3)! (−j1 − j2 − j3 − 2)! (m1 + j1)! (m2 + j2)!

(j1 − j2 − j3 − 1)! (−j1 + j2 − j3 − 1)! (m1 − j1 − 1)!(m2 − j2 − 1)!

×
√

(m3 + j3)!

(m3 − j3 − 1)!

∑
r

(−1)−j1+j2−m3+r(m2 + j1 − j3 − r − 1)!(m1 − j1 + r − 1)!

r!(m2 + j2 − r)!(j3 − j2 + m1 + r)!(j1 + j2 − j3 − r)!

(3.106)

ile verilir.

Burada,D−(j1)×D(j2)×D−∗(j3) için ji < 0 vemi ≤ ji oldu§unu hat�rlayarak, yukar�da
yap�lan i³lem iki negatif kesikli temsil için de yap�l�rsa; Clebsch-Gordan katsay�lar�

Cj1j2j3
m1m2m3

=

√
(−2j3 − 1)(j1 + j2 − j3)! (−j1 − j2 − j3 − 2)! (−m1 + j1)! (−m2 + j2)!

(j1 − j2 − j3 − 1)! (−j1 + j2 − j3 − 1)! (−m1 − j1 − 1)! (−m2 − j2 − 1)!

×
√

(−m3 + j3)!

(−m3 − j3 − 1)!

∑
r

(−1)j1−j2+m3−r(−m2 − j2 + r − 1)! (j2 − j3 −m1 − r − 1)!

r!(j1 −m1 − r)!(j3 − j1 −m2 + r)!(j1 + j2 − j3 − r)!

(3.107)

biçiminde bulunur.
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3.1.8 Kuplaj Katsay�lar� ve Analitik Süreklilik

(3.106)'da verilen SO(3)'ünD+(j1)×D+(j2) çarp�m�ndan elde edilen kuplaj katsay�lar�
formülü ile (3.99)'da verilen SO(2, 1)'in D(j1)×D(j2) çarp�m�ndan elde edilen kuplaj
katsay�lar� formülüyle kar³�la³t�r�ld�§�nda, çarp�c� bir benzerlik görülür. Gerçekten,
(3.106)'yi gama fonksiyonlar� cinsinden ifade edersek ve (3.99) özde³li§i kullan�larak
ji → −ji alt�nda analitik süreklili§i yap�l�rsa, önemsiz bir faz d�³�nda (3.106) sonucunu
buluruz. Biedenharn ve Holman (Holman ve Biedenharn, 1966; Holman ve Biedenharn,
1968), SO(3) ve SO(2, 1)'in kapsam gruplar�n�n kuplaj katsay�lar�n�n bir tek nicelikten
türetilebilece§ini göstermek için analitik süreklilik kavram�n� kulland�lar. �imdi, pozitif
bir kesikli üniter D+(j2) temsiline sonlu bir üniter olmayan D(j1) temsilinin kuplaj�
durumundaki katsay�lar�n baz�lar�n� hesaplayal�m. D(j1)×D+(j2) için Clebsch-Gordan

�ekil. 3.1: D(3)× D+(-1) Kronecker çarp�m�n�n çözümlemesini veren a§�rl�k diyagramlar�.

serileri, özel durum için �ekil 3.1'den kolayl�kla görülece§i gibi, iki temsilin a§�rl�klar�ndan
olu³an a§�rl�k diyagram� gözönüne al�narak belirlenebilir. D+(j3) kesikli temsilleri,
sonsuz pozitif a§�rl�k kuleleriyle gösterilir ve sonlu a§�rl�k kuleleride sonlu temsillerdir.
Sonlu a§�rl�k kuleleriyle gösterilenler kutu içine al�nm�³t�r. D(j1)×D+(j2) için Clebsch-
Gordan serileri iki duruma ayr�l�r: a) j1 < −j2 ve b) j1 ≥ −j2. Bu iki durum için, j1 ve
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j2'nin her ikisinin de tamsay� ya da yar�m tamsay� olmak üzere

D(j1)×D+(j2) =





∑j1+j2
j3=−j1+j2

D+(j3), (j1 < −j2);∑j1+j2
J3=0 D(j3) + 2

∑−1
j3=−j1−j2−1D+(j3)

+
∑−j1−j2−2

−j3=−j1+j2
D+(j3), (j1 ≥ −j2)

(3.108)

elde edilir.

E§er, j1 tamsay� ve j2 yar�m tamsay� olursa veya tam tersi olursa,

D(j1)×D+(j2) =

j1+j2∑

j3=1/2

D(j3) + 2

−3/2∑
j3=−j1−j2−1

D+(j3) +

−j1−j2−2∑
j3=−j1+j2

D+(j3) +D+(−1

2
) (3.109)

elde edilir.

j1 ≥ −j2 için Kronecker çarp�mlar�n�n basit indirgenebilir olmad�§� yukardan görülmekte
dir. Buna ra§men, e§er j3 ≥ −k1 + j2 tan�m aral�§�yla kendimizi s�n�rlarsak, çift katl�
(çak�³�k) temsillerle ili³kili güçlüklerden kaç�nm�³ olunur ve

j1 → j1 , j2 → −j2 , j3 → −j3 (3.110)

dönü³ümleri alt�nda SO(3) için bulunan katsay�lar�n analitik süreklili§i yap�larak, tüm
fazlar için,

Cj1j2j3
m1m2m3

=

√
(−1)j2−j3−m1(−2j3 − 1)(j1 + j2 − j3)! (j1 − j2 + j3)! (−j1 − j2 − j3 − 2)!

(j1 − j2 − j3 − 1)!

×
√

(j1 + m1)! (j1 −m1)! (j2 + m2)! (j3 + m3)!

(m2 − j2 − 1)! (m3 − j3 − 1)!

×
∑

r

(j1 − j3 + m2 − r − 1)!

r!(j1 −m1 − r)! (j2 + m2 − r)! (j1 + j2 − j3 − r)! (j3 − j2 + m1 + r)!

(3.111)

kuplaj katsay�lar�n� elde edilir. Burada, birinci terimdeki karekökün içinde bir faz�n
oldu§una dikkat edilmelidir. Daha önceki kuplaj katsay�lardan farkl� olarak (3.111) hem
reel hem de imajiner de§erler verir.
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Bu kuplaj sabitleri üniter olma ko³ulunu sa§lamaz, ancak

∑
m1,m2

Cj1j2j3
m1m2m3

∗
C

j1j2j′3
m1m2m′

3
(−1)j2−j3−m1 = δm3m′

3
δj3j′3 (3.112)

ba§�nt�s�n� verir.

SO(3)'e kar³�l�k gelen sonucun analitik süreklilikleSO(2, 1)'inD(j1)×D+(j2)×D+(j3)

için bulunan (3.111) ifadesi, ji ve mi kuantum say�lar�n�n tan�m aral�§�nda oldukça
farkl� de§erleri al�nmas�na ra§men, SO(3) için (3.99) denkleminden bulunan sonuçla
do§al olarak yak�ndan ili³kilidir. Gerçekte, (3.111)'den bulunan cebrisel biçimde verilen
sonuçlar�, (3.99)'ten bulunacak olan cebirsel görünümlerine kar³�l�k gelen ((−1)j1−j2+j3)

terimiyle çarp�ld�§�nda e³it olur. Böylece, SO(3) için kuplaj katsay�lar�n�n cebrisel
görünümlerini veren geni³ tablolar� için D(j1) × D+(j2) × D+(j3)'�n cebirsel biçimler
kullan�labilir.

3.2 Spektrum Üretme Cebri (SGA)

Hamilton i³lemcisi kinetik ve potansiyel enerji fonksiyonuna ba§l�d�r. Herhangi bir
�ziksel sistem için potansiyel enerji, sadece koordinatlar�n fonksiyonu olabilece§i gibi,
h�za ba§�ml� ya da ba³ka etkile³me terimlerini de bulundurabilir. Hamilton i³lemcisinin
özde§eri, toplam enerjiyi verdi§ini Schrödinger denkleminden biliyoruz. Buna göre,
so(2, 1)'in Γi üreteçlerini Hamilton i³lemcisine

G(r)(H − E) =
3∑

i=1

αiΓi − E

3∑
i=1

βiΓi − (γ + ξE) (3.113)

biçiminde ba§layabiliriz. Burada, αi ve βi sabitlerdir, γ ve ξ ise enerjiden ba§�ms�z
sabitlerdir. G(r) ise (H − E) fonksiyonunun do§rusal�§�n� bozmayacak olan r'nin
herhangi bir fonksiyonudur.

Γi üreteçleri, p ve r'nin uygun birer kombinasyonu olmak zorundad�r. Kinetik enerji
teriminden p2'yi, potansiyel enerjiden r'nin herhangi bir fonksiyonu ve r ile p
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kombinasyonu olan (r.p) ile (r.p)2 'yi içinde bulundurur. Üç boyutlu hal için

(r.p)2 = r2p2 + ir.p− L2 (3.114)

oldu§undan, (r.p)2'ye gereksinim yoktur.

αi ve βi'lerin n.ci katsay�y� s�f�r alarak, fonksiyonu iki üretece ba§layabiliriz. Di§er
üreteci, fonksiyonda olmayan üreteç ekseni etraf�nda θ döndürme aç�s� ile

Γi = e−ianΓnΓie
ianΓn (3.115)

benzerlik dönü³ümü yaparsak, kö³egenle³tirebiliriz. Cebirden gruba geçi³ eianΓn ³eklinde
verildi§i için eianΓn terimi seçilen Lie grubunun bir eleman�d�r.

Bu i³lemden sonra, potansiyelin türüne ve enerjinin pozitif veya negatif olmas�na ba§l�
olarak sürekli spektrumu veya kesikli spektrumu elde ederiz. Kompakt olmayan Γ1

üreteci sürekli özde§erleri verdi§inden Γ1'i ya da kompakt Γ3 üreteci kesikli spektrumu
verdi§inden Γ3'i seçebiliriz. Bütün problemlerde kesikli spektrumu bula- ca§�m�z için
Γ3'ün özde§er denklemini çözdük ve temsil teorisinden Γ3'ün özde§eri (2.35)'de (−φ +

x) olarak verilmi³ti. Bu iki özde§eri kar³�la³t�rarak enerji özde§erlerini elde ederiz.
Spektrum alttan s�n�rl� oldu§undan D+(φ) temsilini kullanaca§�z.

Yukar�daki iki özde§eri kar³�la³t�r�rken φ terimini, yine temsil teorisinden bilindi§i gibi
Kasimir operatöründen bulaca§�z. so(2, 1)'in Kasimir operatörü,

Γ2 = Γ2
3 − Γ2

1 − Γ2
2 (3.116)

ile verilir. Buldu§umuz üreteçleri kullanarak bunu hesaplar�z ve Γ2'nin özde§eri olan
(2.34)'den dolay� φ(φ + 1)' e³itleyerek φ'yi buluruz. Bulunacak olan φ negatif olmas�na
dikkat edilecektir. Çünkü ancak negatif de§er, bize enerjinin negatif odu§u yani ba§l� bir
sistemin spektrumunu vermektedir.

(3.113) denkleminde α2 ve β2 sabitlerini s�f�r olarak al�rsak, so(2,1) cebrinin üreteçleri
cinsinden enerji özde§er denklemi,
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(aΓ1 + bΓ3 + c)Ψ = 0 (3.117)

³eklinde yaz�l�r. Burada a , b ve c enerjiye ba§�ml� olabilen sabitlerdir. Üreteçlerimizi
kö³egenle³tirmek için Γ2 üreteci etraf�nda θ döndürme aç�s� ile Γ1 ve Γ3 üreteçlerini
döndürelim. Özde§er denklemi bu i³lemden sonra,

Ψ̃ = e−iθΓ2Ψe−iθΓ2 (3.118)

olarak dönü³mü³ yeni dalga fonksiyonunu tan�mlarsak,

(ae−iθΓ2Γ1e
−iθΓ2 + be−iθΓ2Γ3e

−iθΓ2 + c)Ψ̃ = 0 (3.119)

olur. Göreceli kuantum mekani§inden bilinen

e−iθΓ2Γ1e
−iθΓ2 = Γ1 cosh θ + Γ3 sinh θ (3.120)

e−iθΓ2Γ3e
−iθΓ2 = Γ3 cosh θ + Γ1 sinh θ (3.121)

e³itliklerini (3.119) denkleminde yerine yazarsak

(a cosh θ + b sinh θ)Γ1 + (b cosh θ + a sinh θ)Γ3 + cΨ̃ = 0 (3.122)

buluruz. Kesikli spektrumu elde etmek için, Γ1 ifadesinde parantez içini s�f�ra e³itlersek,

tanh θ = −a

b
, cosh θ =

b√
b2 − a2

(3.123)

buluruz. Kesikli spektrum için
−1 ≤ −a

b
≤ +1

olmal�, e§er sa§lanm�yorsa spektrum süreklidir. (3.123) ifadesini (3.122) denkleminde
yerine yaz�l�rsa,

(a tanh θ + b)Γ3 +
c

cosh θ
Ψ̃) = 0 Γ3Ψ̃ = − c√

b2 − a2
Ψ̃ (3.124)

elde edilir. Daha sonra temsil teorisinde (2.35) özde§er denklemi ile kar³�la³t�r�rsak,
kesikli enerji özde§er spektrumunu elde ederiz. (3.116) denkleminden Kasimir operatörü
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hesaplan�p, özde§erini ν olarak buldu§umuzu dü³ünelim. Bu de§eri (2.34) denklemiyle
kar³�la³t�r�rsak

φ = −1

2
(1 +

√
4ν + 1) (3.125)

buluruz. Bu sonucu (2.35) denkleminde yerine yaz�p, (3.124) denklemiyle kar³�la³t�
r�rsak,

c√
b2 − a2

=
1

2
(1 +

√
4ν + 1) x = 0, 1, 2... (3.126)

sonucunu elde ederiz. a , b veya c enerjinin bir fonksiyonu olaca§�ndan (3.126) ifadesinden
E'yi çekerek spektrumu elde ederiz.



4. BULGULAR

4.1 Temsillerle �lgili Problemler

Problem 1: Sp(2) grubuna ait üniter matrislerin temsillerini elde edelim.

Sp(2n) gruplar�, 
 Z1 Z2

Z3 −Zt
1


 (4.1)

biçiminde gösterilen gruplard�r. Burada, Z1 ve Z2 n × n mertebesinde matrislerdir ve
Zt

1 ise Z1 matrisinin transpozesini göstemektedir. Sp(2) grubu için, n = 1 olmas�ndan
matrisimiz 2× 2'lik

σ =


 α β

γ −α∗


 (4.2)

biçiminde bir matrisle gösterilr. Burada α, β ve γ kompleks say�lar olup Cayley-Klein
parametreleri cinsinden yaz�l�r.

Üniter olan simplektik grup matrislerinin determinant� 1'dir:

−αα∗ − βγ = 1 (4.3)

Böyle bir matrisin ters matrisine bakarsak

σσ−1 = I σ−1 =


 −α∗ −β

−γ α


 (4.4)

oldu§unu buluruz. Simplektik grup matrislerinin ters Hermityen olma A + A† = 0

özelli§ini kullan�rsak,
γ = −β∗ (4.5)

oldu§u bulunur. Bu durumda
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σ−1 =


 −α∗ −β

β∗ α


 (4.6)

olur.

Sp(2) için ξ1, ξ2 bir spinör baz olu³tursun.

 ξ1

ξ2


 =


 α β

−β∗ −α∗


 .


 ξ′1

ξ′2


 (4.7)

Burada baz fonksiyonu (3.66) ile verilmektedir. Burada, D(σ) ile sinör grubunun bir
eleman�n� gösterirsek

D(σ)|φ,E0 + x >= Nx(−α∗ξ1 − βξ2)
φ+E0+x(β∗ξ1 + αξ2)

φ−E0−x (4.8)

buluruz. Buradaki parantezler için binom aç�l�m� yap�larak yerine yaz�l�rsa

D(σ)|φ,E0 + x >= Nx

∞∑

k,`=0

(−1)φ+E0+x (φ + E0 + x)!(φ− E0 − x)!

k!`!(φ + E0 + x− k)!(φ− E0 − x− `)!

α∗(φ+E0+x−k)βkβ∗(φ−E0−x−`)α`ξ2φ−k−`
1 ξk+`

2 (4.9)

olur. �imdi geçi³ yapmak için gerekli ifadeyi

|φ,E0 + x′ >= Nx′ξ
φ+E0+x′
1 ξφ−E0−x′

2 (4.10)

biçiminde al�rsak, yukar�daki aç�l�m�n ξ1, ξ2 ifadelerin üstlerinin ayn� olmas� için

k + ` = Φ− E0 − x′ (4.11)

olmak zorundad�r. Bu durumda
D(σ)|φ,E0 + x >=

Nx

∞∑

k=0

(−1)φ+E0+x (φ + E0 + x)!(φ− E0 − x)!

k!(φ− E0 − x− k)!(φ + E0 + x− k)!(x′ − x + k)!

α∗(φ+E0+x−k)βkβ∗(x
′−x+k)αφ−E0−x−kξφ+E0+x′

1 ξφ−E0−x′
2 (4.12)
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olur. �imdi |φ,E0 + x′ > ifadesini ç�kar�rsak ve k parametresine ba§l� ifadeler toplam
içerisine at�l�rsa

Dφ
x′x(σ) =

Nx

Nx′

(φ + E0 + x)!(φ− E0 − x)!

(x′ − x)!
α∗(φ+E0+x)αφ−E0−x′β∗(x

′−x)

(−1)φ+E0+x

∞∑

k=0

(ββ∗/αα∗)(x′ − x)!

k!(φ− E0 − x′ − k)!(φ + E0 + x− k)!(x′ − x + k)!
(4.13)

elde edilir. Burada Nx = [(j + m)!(j − m)!]−1/2 oldu§u göz önüne al�n�p Φ = j

E0 + x = m yaz�l�rsa, α ve β sabitleri Cayley-Klein parametreleri cinsinden

α = eiϕ/2 cos(
θ

2
)e−iϕ/2 β = −e−iϕ/2 sin(

θ

2
)e−iϕ/2 (4.14)

al�n�rsa,

U j
m′m(u) = (−1)j+m

∞∑

k=0

[(j + m)!(j −m)!(j + m′)!(j −m′)!]1/2

k!(j −m′ − k)!(j + m− k)!(m′ −m + k)!

eim′ϕ cosj+mm′−2k(
θ

2
) sin2k+m′−m(

θ

2
)eimϕ (4.15)

olarak bulunur.

Problem 2: Wigner'�n 3-j sembolünü sütunlar�n�n çift permütasyonuna göre ve çift
permütasyon durumunda tüm mi say�lar�n�n i³aretlerinin tersine göre de§i³mez kald�§�n�
gösterelim.

Wigner 3-j sembolünün aç�k yaz�l�³�
 j1 j2 j3

m1 m2 m3


 =

δm1+m2,m3(−1)j1−j2−m3

√
(j3 + j1 − j2)!(j3 − j1 + j2)!(j1 + j2 − j3)!

(j1 + j2 + j3 + 1)!

√
(j1 −m1)!(j1 + m1)!(j2 −m2)!(j2 + m2)!(j3 −m3)!(j3 + m3)!

∑
r

(−1)r+j2+m2(j2 + j3 + m1 − r)!(j1 −m1 + r)!

r!(j3 − j1 + j2 − r)!(j3 −m3 − r)!(j1 − j2 + m3 + r)!
(4.16)

olmaktad�r.
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Cj1j2j3
m1m2m3

= (−1)j1−j2+m3
√

2j3 + 1


 j1 j2 j3

m1 m2 m3


 (4.17)

oldu§u göz önüne al�n�rsa

 j1 j2 j3

m1 m2 m3


 = (−1)j1−j2−m3

√
1

2j3 + 1
Cj1j2j3

m1m2m3
(4.18)

olarak bulunur. �imdi Cj1j2j3
m1m2m3

= Cj1j2j3
m1m2−m3

oldu§una dikkat edelim. Çünkü m3 ifadesi
formülde 4 tane var ve bunlar�n 2 tanesi (−) di§er 2 tanesi de (+) oldu§undan burada bir
de§i³me olmayacakt�r.

Burada sorulan sorular�n birincisinin cevab� permütasyonlarda meydana gelen her yer
de§i³tirme için bir (−) i³areti konur ve çift yerde§i³tirmede (+) olaca§�ndan herhangi bir
de§i³me olmayacakt�r.

�kincisinin cevab�, denklem içerisindeki mi say�s� hem m için çift say�da ve e³it say�da
(−) ve (+) oldu§undan bunlar�n herhangi birindeki ters i³aret, etki etmeyecektir.

Problem3: (3.111) ile verilenClebsch-Gordan katsay�s� için (3.101) özde³li§ini kullanarak
j3 = −m3 olmas� durumunu s�nayal�m.

�lk olarak, j3 = −m3 ifades kullan�larak Clebsch-Gordan katsay�s�lar� a³a§�daki gibi
yaz�l�r.

Cj1j2−m3
m1m2m3

=

√
(−1)j2+m2(2m3 − 1)(j1 + j2 + m3)!(j1 − j2 −m3)!(−j1 − j2 + m3 − 2)!

(j1 − j2 + m3 − 1)!

√
(j1 + m1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!0!

(m2 − j2 − 1)!(2m3 − 1)!

∑
r

(j1 + m3 + m2 − r − 1)!

r!(j1 −m1 − r)!(j2 + m2 − r)!(j1 + j2 + m3 − r)!(−j2 −m2 + r)!
(4.19)

Burada m1 + m2 = m3 olmas�na dikkat edildi. Bu durumda, toplam içerisindeki ifadeyi
³u ³ekilde ay�ral�m:
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Cj1j2−m3
m1m2m3

=

√
(−1)j2+m2(2m3 − 1)(j1 + j2 + m3)!(j1 − j2 −m3)!(−j1 − j2 + m3 − 2)!

(j1 − j2 + m3 − 1)!

√
(j1 + m1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!0!

(m2 − j2 − 1)!(2m3 − 1)!

∑
r

[ (j1 + m3 + m2 − r − 1)!(−1)r

r!(j1 −m1 − r)!(j2 + m2 − r)!
.

(−1)r

(j1 + j2 + m3 − r)!(−j2 −m2 + r)!

]
(4.20)

Burada, (−1)r'nin karesi geldi§inden bir³ey de§i³mez. Fakat, di§er k�s�mlar� ay�r�rken
özde³li§in terimler aras�ndaki ili³kiler gözönüne al�narak yap�lm�³t�r.

n = j1 + m3 + m2 − 1 m = j1 −m1 ` = j2 + m2 (4.21)

özde³li§ini kullan�l�rsa

∑
r

(j1 + m3 + m2 − r − 1)!(−1)r

r!(j1 −m1 − r)!(j2 + m2 − r)!

=
(2m3 − 1)!(j1 + m3 − j2 − 1)!

(j1 + m3 + m2 − 1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!(m3 + m1 − j2 − 1)!
(4.22)

elde edilir. (4.22), (4.20)'de yerine yaz�l�rsa,

Cj1j2−m3
m1m2m3

=

√
(−1)j2+m2(2m3 − 1)(j1 + j2 + m3)!(j1 − j2 −m3)!(−j1 − j2 + m3 − 2)!

(j1 − j2 + m3 − 1)!

√
(j1 + m1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!

(m2 − j2 − 1)!(2m3 − 1)!

(2m3 − 1)!(j1 + m3 − j2 − 1)!

(j1 + m3 + m2 − 1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!(m3 + m1 − j2 − 1)!

∑
r

(−1)r

(j1 + j2 + m3 − r)!(−j2 −m2 + r)!
(4.23)

olur ve gerekli sadele³meler yap�l�rsa,
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Cj1j2−m3
m1m2m3

=

√
(−1)j2+m2(2m3 − 1)(j1 + j2 + m3)!(j1 − j2 −m3)!(−j1 − j2 + m3 − 2)!

[(j1 + m3 + m2 − 1)!(m3 + m1 − j2 − 1)!]2

√
(j1 + m1)!(2m3 − 1)!(j1 + m3 − j2 − 1)!

(m2 − j2 − 1)!(j1 −m1)!(j2 + m2)!

∑
r

(−1)r

(j1 + j2 + m3 − r)!(−j2 −m2 + r)!
(4.24)

oldu§u bulunur.

Problem 4: D(j1) × D+(j2) çarp�m� için (3.111) ba§�nt�s�n� kullanarak a) C1j2j2+1
−1m2+1m2

b) C1j2j2+1
0m2m2

c) C1j2j2
−1m2+1m2

d) C1j2j2
0m2m2

ifadelerini türetelim.

a) (3.111) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2 + 1, m1 = −1, m2 = m2 + 1 ve
m3 = m2 yazal�m.

C1j2j2+1
−1m2+1m2

=

√
(−1)0(−2j2 − 3)0!2!(−2j2 − 4)!

(−2j2 − 1)!

√
0!2!(j2 + m2 + 1)!(j2 + m2 + 1)!

(m2 − j2)!(m2 − j2 − 2)!

∑
r

(m2 − j2 − r)!

r!(2− r)!(j2 + m2 + 1− r)!(−r)!(+r)!
(4.25)

olarak bulunur. Toplam ifadesinin içinde (−r)! ifadesi bulunmakta ve bu terimin yok
edilmesi için r = 0 olmak zorundad�r. Buna göre, sadele³tirmeleri yap�l�rsa,

C1j2j2+1
−1m2+1m2

=

√
(j2 −m2)(j2 −m2 + 1)

2(j2 + 1)(2j2 + 1)
(4.26)

sonucu bulunur.

b) (3.111) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2 + 1, m1 = 0, m2 = m2 ve m3 = m2

yazal�m.

C1j2j2+1
0m2m2

=

√
(−1)−1(−2j2 − 3)0!2!(−2j2 − 4)!

(−2j2 − 1)!

√
1!1!(j2 + m2)!(j2 + m2 + 1)!

(m2 − j2 − 1)!(m2 − j2 − 2)!
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∑
r

(m2 − j2 − 1− r)!

r!(1− r)!(j2 + m2 − r)!(−r)!(1 + r)!
(4.27)

olarak bulunur. r = 0 olmak zorundad�r. Buna göre, sadele³tirmeler yap�l�rsa

C1j2j2+1
0m2m2

=

√
(j2 + m2 + 1)(j2 −m2 − 1)

(2j2 + 1)(j2 + 1)
(4.28)

sonucu bulunur.

c) (3.111) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2, m1 = −1, m2 = m2 + 1 ve m3 = m2

yazal�m.

C1j2j2
−1m2+1m2

=

√
(−1)1(−2j2 − 1)1!1!(−2j2 − 3)!

(−2j2)!

√
0!2!(j2 + m2 + 1)!(j2 + m2)!

(m2 − j2)!(m2 − j2 − 1)!

∑
r

(m2 − j2 + 1− r)!

r!(2− r)!(j2 + m2 + 1− r)!(1− r)!(−1 + r)!
(4.29)

olarak bulunur. Burada bulunan (−1 + r)! ifadesinden dolay� r = 1 olmak zorundad�r.
Buna göre, sadele³tirmeler yap�l�rsa,

C1j2j2
−1m2+1m2

=

√
(j2 + m2 + 1)(j2 −m2)

2j2(j2 + 1)
(4.30)

sonucu bulunur.

d) (3.111) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2, m1 = 0, m2 = m2 ve m3 = m2

yazal�m.

C1j2j2
0m2m2

=

√
(−1)0(−2j2 − 1)1!1!(−2j2 − 3)!

(−2j2)!

√
1!1!(j2 + m2)!(j2 + m2)!

(m2 − j2 − 1)!(m2 − j2 − 1)!

∑
r

(m2 − j2 − r)!

r!(1− r)!(j2 + m2 − r)!(1− r)!(+r)!
(4.31)
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olarak bulunur. Burada, r = 0, 1 de§erlerini alabilmektedir. Bu nedenle toplamda iki
terim olacak. �³lem buna göre yap�l�rsa,

C1j2j2
0m2m2

=

√
1

4j2(j2 + 1)

(j2 + m2)

(m2 − j2 − 1)!

(2m2(m2 − j2 − 1)!

(j2 + m2)!

)
(4.32)

bulunur ve buradan
C1j2j2

0m2m2
=

m2√
j2(j2 + 1)

(4.33)

sonucu elde edilir.

Problem5: Problem4'te verilen cebirsel sonuçlar�n (−1)j1−j2+j3 ile çarp�m�n�n,SO(3)'ün
(3.99) ile cebirsel olarak verilen sonuçlar� ile e³it oldu§unu gösterelim.

a) (3.99) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2 +1, m1 = −1, m2 = m2 +1 ve m3 = m2

yaz�l�rsa;

C1j2j2+1
−1m2+1m2

=

√
(2j2 + 3)0!2!(2j2)!

(2j2 + 3)!

√
0!2!(j2 + m2 + 1)!(j2 −m2 − 1)!(j2 + m2 + 1)!(j2 −m2 + 1)!

∑
r

(−1)r

r!(2− r)!(j2 + m2 + 1− r)!(+r)!(j2 −m2 − 1− r)!(−r)!
(4.34)

olarak bulunur. Çünkü, toplam ifadesinin içinde (−r)! ifadesi bulunmakta ve bu terimin
yok edilmesi gerekmektedir. Bu nedenle, r = 0 olmak zorundad�r. Buna göre i³leme
devam ederek sadele³tirmeler yap�l�rsa,

C1j2j2+1
−1m2+1m2

=

√
(j2 −m2)(j2 −m2 + 1)

2(j2 + 1)(2j2 + 1)
(4.35)

sonucu bulunur.

b) (3.99) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2 + 1, m1 = 0, m2 = m2 ve m3 = m2

yazal�m.

C1j2j2+1
0m2m2

=

√
(2j2 + 3)0!2!(2j2)!

(2j2 + 3)!

√
1!1!(j2 + m2)!(j2 −m2)!(j2 + m2 + 1)!(j2 −m2 + 1)!
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∑
r

(−1)r

r!(1− r)(j2 + m2 − r)!(1 + r)!(j2 −m2 − 1 + r)!(−r)!
(4.36)

olarak bulunur. r = 0 olmak zorundad�r. Buna göre i³leme devam edilirse,

C1j2j2+1
0m2m2

=

√
(j2 + m2 + 1)(j2 −m2 + 1)

(2j2 + 1)(j2 + 1)
(4.37)

sonucu bulunur.

c) (3.99) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2, m1 = −1, m2 = m2 + 1 ve m3 = m2

yazal�m.

C1j2j2
−1m2+1m2

=

√
(2j2 + 1)1!1!(2j2 − 1)!

(2j2 + 2)!

√
0!2!(j2 + m2 + 1)!(j2 −m2 − 1)!(j2 + m2)!(j2 −m2)!

∑
r

(−1)r

r!(2− r)!(m2 − j2 + 1− r)!(−1 + r)!(j2 −m2 − 2 + r)!(1− r)!
(4.38)

olarak bulunur. Burada bulunan (−1 + r)! ifadesinden dolay� r = 1 olmak zorundad�r.
Buna göre i³leme devam edilirse

C1j2j2
−1m2+1m2

= −
√

(j2 + m2 + 1)(j2 −m2)

2j2(j2 + 1)
(4.39)

sonucu bulunur.

d) (3.99) denkleminde j1 = 1, j2 = j2, j3 = j2, m1 = 0, m2 = m2 ve m3 = m2 yazal�m.

C1j2j2
0m2m2

=

√
(2j2 + 1)1!1!(2j2 − 1)!

(2j2 + 2)!

√
1!1!(j2 + m2)!(j2 −m2)!(j2 −m2)!(j2 + m2)!

∑
r

(−1)r

r!(1− r)!(j2 + m2 − r)!r!(j2 −m2 − 1 + r)!(1− r)!(+r)!
(4.40)

olarak bulunur. Burada, r = 0, 1 de§erlerini alabilmektedir. Bu nedenle, toplamda iki
terim olur. �³lemi buna göre yap�l�rsa,
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C1j2j2
0m2m2

=

√
1

4j2(j2 + 1)
(j2 + m2)!(m2 − j2)!

−2m2

(j2 + m2)!(j2 −m2)!
(4.41)

olur. Buradan,
C1j2j2

0m2m2
=

−m2√
j2(j2 + 1)

(4.42)

sonucu bulunur.

�imdi buldu§umuz sonuçlara bakarak a ve b ³�kk�nda (−1)j1−j2+j3 ifadesi do§rultusunda
(+1) geldi§inden sonuçlar ayn�; c ve d ³�kk�nda ise (−1) çarpan� kadar bir farkl�l�k
oldu§unu görebiliriz. �ki formül aras�nda (−1)j1−j2+j3 olarak görülen bir faz fark�n�n
oldu§unu göstermektedir.

4.2 Çözümü Bilinen Hamilton Operatörlerinin SGA ile Yeniden Çözülmesi

4.2.1 Göreceli Olmayan Kepler Problemi

H =
p2

2m
− α

r
(4.43)

ile verilen Hamilton i³lemcisi için so(2, 1) cebrini kullanarak özde§er denklemini, N

boyut için çözerek kesikli özde§erlere sahip spektrumunu elde edelim.

N boyut için momentum ve yer vektörü

p = p0ê0 + p1ê1 + p2ê2 + · · ·+ pN êN (4.44a)

r = x0ê0 + x1ê1 + x2ê2 + · · ·+ xN êN (4.44b)

olur. Burada êi'ler birim vektörleri göstermektedir. Bu Hamilton opeatörü için SGA
cebrini olu³turan operatörlerimizi,

Γ1 =
1

2
(rp2 − r) Γ2 = r · p− i

(N − 1)

2
Γ3 =

1

2
(rp2 + r) (4.45)
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olarak alal�m.

�lk olarak ileride kullanaca§�m�z komütasyonlar� hesaplarsak;

[pm, xn] = −iδmn (4.46)

[pn, r] = −i
xn

r
(4.47)

[pm,
1

r
] = i

xm

r3
(4.48)

[pm,
1

r2
] = 2i

xm

r4
(4.49)

[pn,
xm

r
] = −i

(δnm − 1)

r
(4.50)

olarak elde edilir. �imdi (4.45) da verilen operatör setinin so(2, 1) cebrini sa§lad�§�n�
gösterelim:

[Γ1, Γ2] = [
1

2
(rp2 − r), (r · p− i

(N − 1)

2
)]

=
1

2
[rp2, r · p]− 1

2
[r, r · p]

=
1

2

(
rpn[pn, xm]pm + r[pn, xm]pmpn + xm[r, pm]pnpn − xm[r, pm]

)

=
1

2
(−irpnpn − irpmpm + irpnpn − ir)

= −i
1

2
(rp2 + r) = −iΓ3

Burada, (4.46) ve (4.47) ifadeleri kullan�ld�. �imdi bir di§er komütasyona bakal�m.

[Γ1, Γ3] = [
1

2
(rp2 − r),

1

2
(rp2 + r)]

=
1

2
rpn[pn, r] +

1

2
r[pn, r]pn

=
1

2
rpn(−i

xn

r
) +

1

2
r(−i

xn

r
)pn

= − i

2
{xnpn + rpn

xn

r
}

olur. Burada (4.47) ifadesini kullan�rsak ve (4.50) ifadesinden de§eri yerine yaz�l�rsa,
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[Γ1, Γ3] = − i

2

(
xnpn + r(xnpn − i

(N − 1)

r
)
)

= − i

2

(
2xnpn − i(N − 1)

)

= −i
(
r · p− i

(N − 1)

2

)
= −iΓ2

olarak bulunur. Son olarak üçüncü komütasyonu hesaplayal�m.

[Γ2, Γ3] = [(r · p− i
(N − 1)

2
),

1

2
(rp2 + r)]

=
1

2

(
[r · p, rp2] + [r · p, r]

)

= −1

2

(
rpn[pn, xm]pm + r[pn, xm]pmpn + xm[r, pm]pnpn + xm[r, pm]

)

= i
1

2
(rp2 − r) = iΓ1

olarak buluruz. Görüldü§ü gibiΓ1, Γ2 veΓ3 operatörleri so(2, 1) cebrini sa§lar. Schrödinger
denkleminde Hamilton i³lemcisi yerine yaz�l�rsa,

( p2

2m
− α

r

)
Ψ = EΨ (4.51)

olur. Bu denklemi r ile çarpmak denklemin do§rusall�§�n� bozmaz. Böylece,

(rp2

2m
− Er − α

)
Ψ = 0 (4.52)

olarak yazabiliriz. �imdi operatörlerin toplam� cinsinden yazmaya çal�³al�m.

Γ1 + Γ3 = rp2 , Γ1 − Γ3 = −r (4.53)

olmas� nedeniyle (4.52) denklemi

[
(

1

2m
+ E)Γ1 + (

1

2m
− E)Γ3 − α

]
Ψ = 0 (4.54)

olur. �fadeyi solundan e−iθΓ2 ile çarp��p ve parantez aras�na I = eiθΓ2e−iθΓ2 yerle³tirip
(3.118) ifadesi gözönüne al�n�rsa,
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(
(

1

2m
+ E)e−iθΓ2Γ1e

iθΓ2 + (
1

2m
− E)e−iθΓ2Γ3e

iθΓ2 − α
)
Ψ̃ = 0 (4.55)

haline gelir. Temsil teoreminin (3.120) ve (3.121) özelli§ini de kullan�l�rsa,

(
[(

1
2m

+E) cosh θ+(
1

2m
−E) sinh θ]Γ1+[(

1
2m

−E) cosh θ+(
1

2m
+E) sinh θ]Γ3−α

)
Ψ̃ = 0

(4.56)

elde edilir. Kesikli spektrumu elde etmek için, Γ1 ifadesinde parantez içi s�f�ra e³itlenirse

tanh θ = −
(

1

2m
+ E)

(
1

2m
− E)

cosh θ =
(

1

2m
− E)

√
−2E

m

(4.57)

bulunur. Böylece özde§er denkleminde tanh θ ve cosh θ yerine yaz�l�rsa,

(
− 2E

m
Γ3 − α

√
−2E

m

)
Ψ̃ = 0 veya Γ3Ψ̃ = α

√
−2E

m
Ψ̃ (4.58)

elde edilir.

Temsil teorisinden bilinen (2.35) denklemi ile kar³�la³t�r�rsak;

(−φ + x) = α

√
−2E

m
(4.59)

E = − α2m

2(−φ + x)2
(x = 0, 1, 2 · · · ) (4.60)

özde§er spektrumubulunur. Buradaφ'yi bilmiyoruz, onu da (2.33) denklemindenKasimir
operatöründen φ'yi elde edece§iz.

Γ2 =
1

4
(rp2 + r)(rp2 + r)− 1

4
(rp2 − r)(rp2 − r)− (r · p− i

N − 1

2
)(r · p− i

N − 1

2
)

=
1

4
(2rp2r + 2r2p2)− r · p · r · p + i(N − 1)r · p +

1

4
(N − 1)2

= −r · p · r · p + r2p2 + i(N − 2)r · p +
1

2
rp2r − 1

2
r2p2 + ir · p +

1

4
(N − 1)2

Genelle³tirilmi³ aç�sal momentum için (3.114) denklemi kullan�l�rsa, Kasimir operatörü

Γ2 = L2 +
1

4
(N − 1)2 + ir · p +

1

2
[rp2, r] (4.61)
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olarak bulunur ve denklem içerisindeki komütasyon

[rp2, r] = [rpnpn, r]

= rpn[pn, r] + r[pn, r]pn + [r, r]pnpn

= −2ixnpn − (N − 1)

olur. Bu sonucu da yerine yaz�l�rsa,

Γ2Ψ = L2 +
1

4
(N − 1)2 − 1

2
(N − 1)Ψ (4.62)

bulunur. L2'nin N boyutta özde§eri `(` + N − 2) olmas�ndan dolay� (2.34) ifadesi ile
kar³�la³t�r�l�rsa,

φ2 + φ = `(` + N − 2) +
1

4
(N − 1)2 − 1

2
(N − 1)

olur ve bu ifade φ'ye göre ikinci dereceden bir fonksiyondur. Bu fonksiyonu sadece
negatif kök için çözülürse,

φ1 = −1

2
(1 + 2` + N − 2) (4.63)

elde edilir ve bu sonuç (4.60)'da yerine yaz�l�rsa,

E = − α2m

2(` + x + 1 + N−3
2

)2
(4.64)

elde edilir ve burada ` + x + 1 = n = 0, 1, 2, · · · olarak al�n�rsa,

E = − α2m

2(n + N−3
2

)2
(n = 0, 1, 2, · · · ) (4.65)

sonucu elde edilir.
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4.2.2 1
r2 Pertürbatif Potansiyelinin Göreceli Olmayan Kepler Problemine Etkisi

H =
p2

2m
+

α

r
+

β

r2
(4.66)

ile verilen Hamilton i³lemcisinin kesikli özde§er spektrumunu elde edelim.

N boyut için momentum ve yer vektörü (4.44a) ve (4.44b) denklemleri ile verilir. Bu
Hamilton i³lemcisi için Lie cebri i³lemci setini

Γ1 =
1

2
(rp2−r+

2mβ

r
) Γ2 = r ·p−i

(N − 1)

2
Γ3 =

1

2
(rp2+r+

2mβ

r
) (4.67)

olarak alal�m. �imdi (4.67) ile verilen operatör setinin so(2, 1) cebrini sa§lad�§�n�
gösterelim.

[Γ1, Γ3] = [
1

2
(rp2 − r +

2mβ

r
),

1

2
(rp2 + r +

2mβ

r
)]

=
1

2
{rpn[pn, r] + r[pn, r]pn}

=
1

2
{rpn(−i

xn

r
) + r(−i

xn

r
)pn}

= − i

2
{xnpn + r(

xn

r
pn − i

(N − 1)

r
)}

= −i(r · p− i
(N − 1)

2
) = −iΓ2

Burada, (4.47) ve (4.50) ifadeleri kullan�ld�. �imdi ikinci komütasyona bakal�m:

[Γ2, Γ3] = [r · p− i
(N − 1)

2
),

1

2
(rp2 + r +

2mβ

r
)]

=
1

2
{[r · p, rp2] + [r · p, r] + 2mβ[r · p,

1

r
]}

=
1

2
{irp2 − ir + 2mβi

1

r
}

= i
1

2
(rp2 − r +

2mβ

r
) = iΓ1

Burada, (4.46), (4.47) ve (4.48) ifadeleri kullan�ld�. �imdi son komütasyonuna bakal�m:
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[Γ1, Γ2] = [
1

2
(rp2 − r +

2mβ

r
), (r · p− i

(d− 1)

2
)]

=
1

2
{[rp2, r · p]− [r, r · p] + 2mβ[

1

r
, r · p]}

Bu ifade içerisindeki komütasyonlar� aç�l�r ve (4.46), (4.47) ve (4.48) ifadeleri yerine
yaz�l�rsa

[Γ1, Γ2] =
1

2
{−irp2 − ir − i

2mβ

r
}

= −i
1

2
(rp2 + r +

2mβ

r
) = −iΓ3

elde edilir. Özde§er denklemini çözelim.

( p2

2m
+

α

r
+

β

r2

)
Ψ = EΨ (4.68)

ile verilen (4.68) denklemini tek tarafta toplayarak r ile çarpmak do§rusall�§� bozmaz.

(rp2

2m
+ α +

β

r
− rE

)
Ψ = 0 (4.69)

Bu durumda parantez içini operatörler cinsinden yazl�rsa,

rp2

2m
+

β

r
=

Γ3 + Γ1

2m
, r = Γ3 − Γ1 (4.70)

olur ve (
(

1

2m
+ E)Γ1 + (

1

2m
− E)Γ3 + α

)
Ψ = o (4.71)

elde ederiz. Burada son ifadeyi daha önce yap�lan i³lem tekrarlan�rsa,

{( 1

2m
+ E)e−iθΓ2Γ1e

iθΓ2 + (
1

2m
− E)e−iθΓ2Γ3e

iθΓ2 + α}Ψ̃ = 0 (4.72)

olur. Temsil teorisinin (3.120) ve (3.121) özelli§ini kullan�rsak;

{[( 1
2m

+E) cosh θ+(
1

2m
−E) sinh θ)]Γ1+[(

1
2m

+E) sinh θ+(
1

2m
−E) cosh θ)]Γ3+α}Ψ̃ = 0

(4.73)

elde edilir. Kesikli spektrumu elde etmek için Γ1'in katsay�s�n� s�f�r al�n�r ve böylece
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tanh θ = −( 1
2m

+ E)

( 1
2m
− E)

=
(E + 1

2m
)

E − 1
2m

, cosh θ =
(E − 1

2m
)√

−2E
m

(4.74)

bulunur. Özde§er denkleminde (4.74) ifadelerini yerine yaz�l�rsa,

[
− 2E

m
Γ3 + α

√
−2E

m

]
Ψ̃ = 0 veya Γ3Ψ̃ = α

√
− m

2E
Ψ̃ (4.75)

bulunur. Temsil teorisinden bilinen (2.35) denklemiyle kar³�la³t�r�l�rsa

α

√
− m

2E
= (−φ + x) (4.76)

olur. Bu e³itlikten enerji çekilerek,

E = − mα2

2(−φ + x)2
(x = 0, 1, 2, · · · ) (4.77)

elde edilir. Burada φ'yi bulmak için (2.33) ile verilen Kasimir operatörünü elde etmeliyiz.
Böylece

Γ2 =
1

4
(rp2 + r +

2mβ

r
)(rp2 + r +

2mβ

r
)− 1

4
(rp2 − r +

2mβ

r
)(rp2 − r +

2mβ

r
)

−(r · p− i
N − 1

2
)(r · p− i

N − 1

2
)

=
1

4
(2rp2r + 2r2p2 + 8mβ)− r · p · r · p + i(N − 1)r · p +

1

4
(N − 1)2

= −(r · p)2 + r2p2 + i(N − 2)r · p1

2
rp2r − 1

2
r2p2 + ir · p + 2mβ +

1

4
(N − 1)2

olur. (4.61) denklemi kullan�larak yukar�daki ifade düzenlenirse

Γ2 = L2 +
1

4
(N − 1)2 + ir · p +

1

2
[rp2, r] + 2mβ

elde edilir.

[rp2, r] = rpn[pn, r] + r[pn, r]pn + [r, r]pnpn

= −ixnpn − ir(
xn

r
pn − i

(N − 1)

2
)

= −2ixnpn − (N − 1)
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ifadesi yerine yaz�l�rsa,

Γ2 = L2 +
1

4
(N − 1)2 − 1

2
(N − 1) + 2mβ

olarak bulunur. L2'nin N boyutta özde§eri `(` + N − 2) olmas�ndan dolay� (2.34)
ifadesinden

φ2 + φ− `(` + N − 2)− 1

4
(N − 1)2 +

1

2
(N − 1) + 2mβ = 0 (4.78)

denklemi çözülerek bilinmeyen φ ifadesini elde edilebilir. Bu durumda çözüm,

φ = −(
1

2
+

√
(` +

d− 2

2
)2 + 2mβ) (4.79)

olarak bulunur. Bu de§eri, (4.79)'da yerine yaz�l�rsa,

E = − mα2

2

(
x + 1

2
+

√
(` + N−2

2
)2 + 2mβ

) (x = 0, 1, 2 · · · ) (4.80)

sonucu elde edilir.

4.2.3 Spinsiz Parçac�klar için Göreceli Kepler Problemi

H =
√

p2 + m2)− α

r
(4.81)

ile verilen Klein-Gordan denklemi için özde§er spektrumunu elde edelim.

(N + 1) boyutlu uzay�m�z�n N tanesi konumu ve bir tanesi ise zaman� tan�mlar. (N + 1)

boyutta momentum ve yer vektörleri s�ras�yla (4.44a) ve (4.44b) ile verilir. Klein-Gordan
Hamilton i³lemcisi için operatör setini,

Γ1 =
1

2
(rp2 − r − α2

r
) Γ2 = r · p− i

(d− 1)

2
Γ3 =

1

2
(rp2 + r − α2

r
) (4.82)
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olarak seçelim. Bu seçilen operatör setinin so(2, 1) cebrini sa§lad�§�n� gösterelim:

[Γ1, Γ3] =
[1

2
(rp2 − r − α2

r
),

1

2
(rp2 + r − α2

r
)
]

=
1

2
rpn[pn, r] +

1

2
r[pn, r]pn

=
1

2

(
rpn(−i

xn

r
) + r(−i

xn

r
)pn

)

= − i

2

(
xnpn + rpn

xn

r

)

= −i
1

2

(
xnpn + r

(xn

r
pn − i

N − 1

r

))

= −i
(
xnpn − i

(N − 1)

2

)
= −iΓ2

buluruz. Burada (4.47) ve (4.50) ifadeleri kullan�ld�. so(2, 1)'in ikinci komütasyon
ili³kisini hesaplayal�m.

[Γ1, Γ2] = [
1

2
(rp2 − r − α2

r
), (r · p− i

(N − 1)

2
)]

=
1

2
[(rp2 − r − α2

r
), r · p]

=
1

2

{
rpn[pn, xn]pm + r[pn, xm]pmpn + xm[r, pm]pnpn

−xm[r, pm]− α2xn[
1

r
, pn]

}

Burada (4.46), (4.47), (4.48) ifadeleri kullan�larak sadele³tirmeler yap�ld�.

[Γ1, Γ2] =
1

2

{
rpn(−iδnm)pm + r(−iδnm)pmpn + xm(+i

xm

r
)pnpn

−xm(+i
xm

r
)− α2xn(−i

xn

r3
)
}

=
i

2

{
− rpnpn − rpnpn + rpnpn − r + α2 1

r

}

= −i
1

2
(rp2 + r − α2

r
) = −iΓ3

elde edilir. Son olarak,
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[Γ2, Γ3] = [(r · p− i
(N − 1)

2
),

1

2
(rp2 + r − α2

r
)]

=
1

2

{
rpm[xn, pm]pn + r[xn, pm]pmpn + xn[pn, r]pmpm

+xn[pn, r]− α2xn[pn,
1

r
]
}

=
i

2

{
rpmpm − r − α2

r

}
= iΓ1

buluruz. Görüldü§ü gibi Γ1, Γ2 ve Γ3 operatör seti so(2, 1) cebrini sa§lamaktad�r.

Schrödinger denkleminde Hamilton i³lemcisine α/r ekleyip karesini almak, özde§er
denklemini de§i³tirmez. Böylece,

(
H +

α

r

)2

Ψ =
(
E +

α

r

)2

Ψ (4.83)

ya da [(√
(p2 + m2)− α

r
+

α

r

)2 − (
E +

α

r

)2
]
Ψ = 0

olur. Sadele³tirmeler yap�l�rsa,

(
rp2 − α2

r
+ (m2 − E2)r − 2Eα

)
Ψ = 0 (4.84)

elde edilir. Bu denklemi, Γ1 ve Γ3 operatörleri cinsinden,

Γ3 + Γ1 = rp2 − α2

r
, Γ3 − Γ1 = r (4.85)

olmas� kullan�l�rsa,

[
(Γ3 + Γ1) + (m2 − E2)(Γ3 − Γ1)− 2Eα

]
Ψ = 0

bulunur. Γ1 ve Γ3'ün katsay�lar� tek parantez alt�nda toplan�rsa

(
(1−m2 + E2)Γ1 + (1 + m2 − E2)Γ3 − 2Eα

)
Ψ = 0 (4.86)

elde edilir. Yine benzer i³lemler yap�l�rsa
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[
(1−m2 + E2)e−iθΓ2Γ1e

iθΓ2 + (1 + m2 − E2)e−iθΓ2Γ3e
iθΓ2 − 2Eα

]
ψ̃ = 0 (4.87)

olur. Burada (3.120) ve (3.121) ifadeleri kulllan�l�rsa (4.87) denklemi

{
(1−m2+E2)(Γ1 cosh θ+Γ3 sinh θ)+(1+m2−E2)(Γ1 sinh θ+Γ3 cosh θ)−2Eα

}
Ψ̃ = 0

olarak elde edilir. Tekrar, Γ1 ve Γ3'ün katsay�lar� tek parantez alt�nda toplan�rsa,

[(
(1−m2+ E2) cosh θ + (1 + m2− E2) sinh θ

)
Γ1

+
(
(1−m2+ E2) sinh θ + (1 + m2− E2) cosh θ

)
Γ3 − 2Eα

]
ψ̃ = 0

elde edilir. Bu denklemin kesikli de§erlere sahip spektrumunu elde edilece§inden Γ1'in
katsay�s� s�f�ra e³itlenir. Böylece

tanh θ = −(1−m2 + E2)

(1 + m2 − E2)
, cosh θ =

1 + m2 − E2

√
4(m2 − E2)

(4.88)

ifadeleri elde edilir. Ayr�ca denklem de,

[(
(1−m2 + E2) tanh θ + (1 + m2 − E2)

)
Γ3 − 2Eα

cosh θ

]
ψ̃ = 0 (4.89)

olur. (4.89) denkleminde (4.88) yerine yaz�l�rsa ve sadele³tirmeler yap�l�rsa

{
√

4(m2 − E2)Γ3 − 2Eα}ψ̃ = 0

olur. Bu e³itli§i Γ3'ün özde§er denklemi biçiminde yaz�lacak olursa

Γ3ψ̃ =
Eα√

m2 − E2
ψ̃ (4.90)

elde edilir. Temsil teorisinde Γ3'ün özde§er denklemi (2.35)ile (4.90) kar³�la³t�r�l�rsa,

(−φ + x) =
Eα√

m2 − E2
, x = 0, 1, 2, · · · (4.91)
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elde edilir. Bu e³itlikten E

E =
m√

1 +
α2

(−φ + x)2

, (x = 0, 1, 2, · · · ) (4.92)

olarak bulunur. Burada, φ, Kasimir operatörünün özde§er denkleminden elde edilen ve
burada bilinmeyen bir niceliktir. Kasimir operatörünün özde§er denklemini kullanarak
φ'yi hesaplayal�m.

Γ2 = =
1
4
(rp2 + r − α2

r
)2 − 1

4
(rp2 − r − α2

r
)2 − (r · p− i

(N − 1)
2

)2

=
1
4
(2rp2r + 2r2p2 − 4α2)− (r · p)(r · p) + i(N − 1)r · p +

(N − 1)2

4

= −(r · p)(r · p) + r2p2 + i(N − 2)r · p + ir · p +
1
2
rp2r − 1

2
r2p2 − α2 +

(N − 1)2

4

= −(r · p)(r · p) + r2p2 + i(N − 2)r · p + ir · p +
1
2
[rp2, r]− α2 +

(N − 1)2

4

olur. N boyutlu aç�sal momentumu daha önce (4.61) ile verildi§ini biliyoruz. Ayr�ca
[rp2, r] komütasyonu

[rp2, r] = 2ir · p− (N − 1)

olarak elde edilir. Bunlar, Γ2'de yerine yaz�l�rsa

Γ2 = L2 − α2 +
(N − 1)2

4
− (N − 1)

2
(4.93)

elde edilir. N boyutta L2'nin özde§eri `(` + N − 2) (4.93)'te yerine yaz�l�rsa,

Γ2Ψ̃ =
(
l(l + N − 2)− α2 +

(N − 1)2

4
− (N − 1)

2

)
Ψ̃ (4.94)

bulunur. Ayr�ca, (2.34) ile (4.94) iki özde§er denklemini kar³�la³t�r�l�rsa,

(φ + 1)φ = `(` + N − 2)− α2 +
(N − 1)2

4
− (N − 1)

2

elde edilir. Bu, φ'ye göre ikinci dereceden bir denklemdir. Bu denklemden sadece negatif
kök için φ

φ =
1

2
(1 +

√
(2` + N − 2)2 − 4α2) (4.95)

olarak bulunur. (4.95), (4.92)'de yerine yaz�l�rsa,
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Ex,` =
m√√√√√1 +

α2

(1

2
+ x +

√(
` +

N − 1

2

)2 − α2
)2

(4.96)

elde edilir. Burada, x ve ` de§erleri x = 0, 1, 2, · · · ve ` = 0, 1, 2, · · · olmaktad�r.
Görüldü§ü gibi E'nin `'ye kar³� dejenereli§i kalkm�³t�r. Ex,`'ye ba§l�d�r. Fakat, biz
x'in �ziksel olarak neyi temsil etti§ini bilmiyoruz, bundan dolay� x'i n ve ` cinsinden
yaz�p E'de yerine koyarak En,`'yi bulmal�y�z. Göreceli olmayan hidrojen atomunun
Hamilton fonksiyonunu çözdü§ümüzde E'de dejenerelik oldu§unu ve n = ` + x + 1

olarak bulmu³tuk, buradan, x = n− `− 1 olur. Bu (4.96) e³itli§inde yerine yaz�l�rsa,

En,` =
m√√√√√

[
1 + α2

(
n− `− 1

2
+

1√(
` +

N − 2

2
− )2 − α2

)2
] (4.97)

sonucu bulunur.

4.2.4 Spini 1
2
olan Parçac�klar için Göreceli Kepler Problemi

(N + 1)-boyutda verilen

H =

√
p2 + m2 − iα

(α · r̂)
r2

− α

r
(4.98)

Dirac denklemi için kesikli özde§er spektrumunu elde edelim.

Daha önceki gibi (N + 1) boyutlu uzay�m�z�n N boyutu konum ekseni, di§eri ise zaman
eksenini tan�mlar. Bu Hamilton i³lemcisi için operatör setini

Γ=
1

2

(
rP 2 − r − α2

2
− iαα · r̂

r2

)
(4.99a)

Γ2 =
(
r · p− i

(N − 1)

2

)
(4.99b)
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Γ3 =
1

2

(
rp2 + r − α2

r
− iαα · r̂

r2

)
(4.99c)

olarak seçelim. Bu üreteçlerin so(2, 1) cebrini sa§lad�§�n� gösterelim:

[Γ1,Γ3] =
[
1
2

(
rp2 − r − α2

r
− iαα · r̂

r2

)
,
1
2

(
rp2 + r − α2

r
− iαα · r̂

r2

)]

=
1
4

{
[rp2, r]− α2[rp2,

1
r
]− iαα · [rp2,

r̂

r2
]− [r, rp2]− α2[

1
r
, rp2]− iαα · [ r̂

r2
, rp2]

=
1
2
[rp2, r]

=
1
2

{
rpn[pn, r] + r[pn, r]pn

}

=
1
2
rpn

(
− i

xn

r

)
+

1
2
r
(
− i

xn

r

)
pn

= −i
1
2

(
xnpn + r

(xn

r
pn − i(N − 1)

r

))

= −i
(
r · p− i

(N − 1)
2

)
= iΓ2

Burada (4.46), (4.48) ve [A,B] = −[B,A] e³itlikleri kullan�ld�. �imdi, [Γ1, Γ2]

komütasyonu hesaplan�rsa:

[Γ1, Γ2] =
[1

2

(
rp2 − r − α2

r
− iα

α · r
r2

)
,
(
r · p− i

(N − 1)

2

)]

=
1

2

{
[rp2, r · p]− [r, r · p]− α2[

1

r
, r · p ]− iαα · [ ·r

r2
, r · p

]}

=
1

2

{
[rpnpn, xmpm]− [r, xmpm]− α2[

1

r
, xmpm]− iααn

[xn

r2
, xmpm

]}

=
1

2

{
r[pnpn, xmpm] + [r, xmpm]pnppn − xm[r, pm]− α2xm[

1

r
, pm]

−iααnxm[
xn

r2
, pm]

}

=
1

2

{
r[pnpn, xm]pm + xm[r, pm]pnpn − xm[r, pm]− α2xm[

1

r
, pm]

−iααnxmxn[
1

r2
, pm]− iααnxm

1

r2
[xn, pm]

}

=
1

2

{
rpn[pn, xm]pm + r[pn, xm]pnpm + xm[r, pm]pnpn − xm[r, pm]

−α2xm[
1

r2
, pm]− iααnxmxn[

1

r2
, pm]− iααnxm

1

r2
[xn, pm]

}

bulunur. Bu ifadede (4.46), (4.47), (4.48), (4.49) ve (4.50) komütasyonlar� yerine
yaz�l�rsa,
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[Γ1, Γ2] =
1

2

{
rpn(−iδnm)pm + r(−iδnm)pnpm + xm

(
i
xm

r

)
pnpn − xm

(
i
xm

r

)

−α2Xm

(
i
xm

r

)− iααnxmxn

(− 2iδmn

x3
n

)− iααnxm(iδnm)
1

r2

}

= −1

2

{
rpnpn + r − α2 1

r
− 2iα

αnxnxn

x3
n

+ iα
αnαn

r2

}
= −iΓ3

bulunur. Son olarak [Γ2, Γ3] komütasyonu

[Γ2, Γ3] =
[
(r · p− i

(N − 1)

2
),

1

2
(rp2 + r − α2

r
− iαα · r

r2
)
]

=
1

2

{
[r · p, rp2] + [r · p, r]− α2[r · p,

1

r
]− iα[r · p,

α · r
r2

]
}

=
1

2

{
[xnpn, rpmpm] + [xmpn, r]− α2[xnpn,

1

r
]− iααm[xnpn,

xm

r2
]
}

=
1

2

{
[xnpn, r]pmpm + r[xnpn, pmpm] + xn[pn, r]− α2xn[pn,

1

r
]− iααmxn[pn,

xm

r2
]
}

=
1

2

{
xn[pn, r]pmpm + r[xn, pmpm]pn + xn[pn, r]− α2xn[pn,

1

r
]− iαxmαn[pn,

xm

r2
]
}

=
1

2

{
xn[pn, r]pmpm + rpm[xn, pm]pn + r[xn, pm]pmpn + xn[pn, r]− α2xn[pn,

1

r
]

−iααmxnxm[pn,
1

r2
]− iααmxn[pn, pm]

1

r2

}

olarak elde edilir. Yine (4.46), (4.47), (4.48), (4.49) ve (4.50) komütasyonlar� yerine
yaz�l�rsa,

[Γ2, Γ3] =
1

2

{
xn

(− i
xn

r

)
pmpm + rpm(iδnm)pn + r(iδnm)pmpn + xn

(− i
xn

r

)

−α2xn

(
i
xn

r3

)− iααmxnxm(2iδnm
1

x3
n

)− iααmxn(−iδnm
1

r2
)
}

= i
1

2

(
rpmpm − r − α2

r
− iααmxmxm

x3
m

)
= iΓ1

elde edilir.

Bu üreteçleri kullanarak özde§er denklemini çözelim. Denkleme α/r ekleyip, karesini
ald�ktan sonra r ile çarparsak denklemimiz yine ayn� kal�r.

(
H +

α

r

)2

Ψ =
(
E +

α

r

)2

Ψ (4.100)
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Hamilton operatörü yerine yaz�l�rsa,

[(
(p2 + m2 − iα

α · r
r2

)1/2

− α

r
+

α

r

)2

−
(
E +

α

r

)2]
Ψ = 0

veya [
p2 + m2 − iα

α · r
r2

− E2 − 2Eα

r
− α2

r2

]
Ψ = 0

elde edilir. Her taraf� r ile çarp�l�p düzenlenirse,

[
rp2 − α2

r
− iα

α · r
r2

+ (m2 − E2)r − 2Eα
]
Ψ = 0 (4.101)

olur. Operatörler

Γ3 + Γ1 = rp2 − α2

r
− iα

α · r
r2

, Γ3 − Γ1 = r (4.102)

biçiminde yaz�labildi§inden, (4.101) denklemini bu operatörler cinsinden yaz�l�rsa

[
(1−m2 + E2)Γ1 + (1 + m2 − E2)Γ3 − 2αE

]
Ψ = 0 (4.103)

biçimnde yaz�l�r. Bu haliyle denklem, Klein-Gordan denklemi için bulunan e³itli§in
ayn�s�d�r. Yine benzer i³lemler yap�l�rsa

Γ3Ψ̃ =
Eα√

m2 − E2
Ψ̃

ve
E =

m√
1 +

(
α

−φ + s

)2
(4.104)

elde edilir.

Bu denklemin, Klein-Gordan denkleminden farkl�l�§�, Kasimir degi³mezinin farkl�
olu³un dand�r. Dolay�s�yla φ farkl� olacakt�r. Kasimir de§i³mezini (2.33) denkleminden
hesaplayal�m.

Γ2 =
1
4

(
rP 2 + r − α2

r
− iαα · r

r2

)2

− 1
4

(
rP 2 − r − α2

r
− iαα · r

r2

)2

−
(

r · p− i
(N − 1)

2

)2
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=
1

4

(
2rp2r + 2r2p2 − 4α2 − 4

iαα · r
r

)
− (r · p)2 + i(N − 1)r · p +

(N − 1)2

4

= −(r ·p)2 + i(N − 2)r ·p+ r2p2 +
1

2
rp2r− 1

2
r2P 2 + ir ·p+

(N − 1)2

4
−α2− iαα ·r

elde edilir. N -boyutta aç�sal momentum ifadesini ve komutasyon ili³kisi kullan�l�rsa,

Γ2 = L2 +
1

2
[rp2 + r] + ir · p +

(N − 1)

4
− α2 − iαα · r

= L2 +
1

2

(
− 2ir · p− (N − 1)

)
+ ir · p +

(N − 1)

4
− α2 − iαα · r

= L2 − α2 − iαα · r +
(N − 1)2

4
− (N − 1)

2

ya da
Γ2 = L2 − α2 − iαα · r +

(N − 2)2

4
− 1

4
(4.105)

elde edilir. Kasimir operatörünün özde§erini reel bulmak için orbital aç�sal momentumu
ile spin aç�sal momentumunun toplanmas� gerekir. Bunun için

Q = σ ·L + iαα · r +
(N − 2)

2
+

1

2
(4.106)

biçiminde verilen bir operatör alal�m. Bu Q operatörünün kendisi ile skaler çarp�m�

Q2 = (σ ·L)2 + iα
[
(σ ·L)(α · r) + (α · r)(σ ·L)

]

+(N − 1)σ ·L + (N − 1)iαα · r − α2(α · r)2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
+

1

4

olur. �imdi ikinci ifadeyi irdeleyelim;

iα
[
(σ ·L)(α · r) + (α · r)(σ ·L)

]
= iα

(
σmLmαn

xn

r
+ αn

xn

r
σmLm

)

= iα

(
σmαnLm

xn

r
+ αnσm

xn

r
Lm

)

= iα
{

σmαn

(
iεmns

xs

r
+

xn

r
Lm

)
+ αnσm

xn

r
Lm

}

= iα
{

(σmαn + αnσm)
xn

r
Lm + iεmnsσmαn

xs

r

}

elde edilir. Burada (4.47) komütasyon ili³kisi kullan�lm�³t�r.
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xn

r
Lm çarpan�nda, n ve m üzerinden toplam al�nd�§�nda s�f�r olaca§� için ilk terim s�f�r

olur.
iα

[
(σ ·L)(α · r) + (α · r)(σ ·L)

]
= −αεmnsσmαn

xs

r

E§er,
σm =

1

2i
εmjkαjαk (4.107)

tan�m� kullan�l�rsa,

iα
[
(σ ·L)(α · r) + (α · r)(σ ·L)

]
=−αεmns

1

2i
εmjkαjαkαkαn

xs

r

=
iα

2
εmnsεmjkαjαkαn

xs

r

=
iα

2
(δnjδsk − δnkδsj)αjαkαn

xs

r

=
iα

2

(
αjαkαj

xk

r
− αjαkαk

xj

r

)

olur. Ayr�ca, αjαk + αkαj = 2δjk ba§�nt�s� kullan�l�rsa

=
iα

2

{
αj(2δkj − αjαk)

xk

r
− αjN

Xj

r

}

=
iα

2

{
2δkjαj

xk

r
− αjαjαk

xk

r
−Nαj

xj

r

}

=
iα

2

(
2αk

xk

r
−Nαk

xk

r
−Nαj

xj

r

)

=
iα

2

(
2αk

xk

r
− 2Nαk

xk

r

)

=−iα(N − 1)αk
xk

r

=−iα(N − 1)(α · r)

olur. Q2'de yerine yaz�l�rsa

Q2 = (σ ·L)2 + (N − 1)(σ ·L)− iα(N − 1)(α · r)

+(N − 1)iα(α · r)− α2(α · r)2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
+

1

4

= (σ ·L)2 + (N − 1)σ ·L− α2(α · r)2 +
(N − 2)2

4

(N − 2)

2
+

1

4

elde edilir. Bu e³itlikte bulunan birinci ifade üzerinde biraz i³lem yaparsak,
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(σ ·L)2 = (σmLm)(σnLn) = σmσnLmLn =
1

2

{
σmσnLmLn + σnσmLnLm

}

=
1

2

{
σmσnLmLn + (2δnm − σmσn)LnLm

}

=
1

2

{
2LnLmδnm + σmσnLmLn − σnσmLnLm

}

=
1

2

{
2L2

n + σmσn(LmLn − LnLm)
}

=
1

2

{
2L2

n + σmσn[LmLn]
}

=
1

2

{
2L2

n + σmσn(N − 2)iεsmnLs

}
= frac12

{
2L2

n + (N − 2)iLsεsmnσmσn

}

=
1

2

{
2L2

n + (N − 2)iLs2iσs

}
= L2

n − (N − 2)σsLs

Q2 = L2 − (N − 2)σ ·L (4.108)

elde ederiz. Benzer olarak üçüncü terim üzerinde de biraz u§ra³�rsak,

(α · r)2 = (αm
xm

r
)(αn

xn

r
)

= αmαn
xm

r

xn

r

=
1

2

(
αmαn

xm

r

xn

r
+ αnαm

xn

r

xm

r

)

=
1

2

(
αmαn + αnαm

)xmxn

r2

=
1

2
2δmn

xmxn

r2
= 1

olur. Yukardaki denklemler yerine yaz�l�rsa Q2'yi

Q2 = L2 − (N − 2)σ ·L + (N − 1)σ ·L− α2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
+

1

4

= L2 + σ ·L− α2 (N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
+

1

4
(4.109)

olarak bulunur. Q2 −Q fark� al�n�rsa,

Q2 −Q = L2 − α2 − iαα · r +
(N − 2)2

4
− 1

4
(4.110)

olur ki bu Γ2 Kasimir operatörüne özde³tir. Böylece

Γ2 = Q2 −Q (4.111)
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olarak elde edilir. Temsil teorisine göre, Kasimir operatörünün özde§er denklemi, (2.34)
ile verilmektedir. Q'nun özde§erine γ alarak tan�mlan�rsa

Γ2Ψ̃ = (Q2 −Q)Ψ̃ = (γ2 − γ)Ψ̃

= φ(φ + 1)Ψ̃

denkleminden
φ(φ + 1) = γ2 − γ (4.112)

e³itli§i elde edilir. Bu ikinci derece denklemi φ'ye göre çözülürse,

φ2 + φ− γ2 + γ = 0

φ = −1

2
± 1

2

√
1 + 4γ(γ − 1) (4.113)

oldu§undan,
γ = γ − 1 ve φ = −γ (4.114)

bulunur. Böylece φ hem γ cinsinden hem de özde§eri reel olarak ifade edilebilir. Q'nun
özde§erini bulmak için yeniden düzenlenirse:

Q2 = L2 + σ ·L− α2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
+

1

4
(4.115)

ve (4.115)'te σnσm + σmσn = 2δnm özelli§i kullan�l�rsa

= L2 + σ ·L +
σ2

4
− N

4
− α2 +

(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
+

1

4

=

(
L +

σ

2

)2

− α2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
− N

4
+

1

4

= J2 − α2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
− N

4
+

1

4

elde edilir. BuradaJ toplamaç�salmomentumugöstermektedir. Toplamaç�salmomentumun
N -boyutta özde§eri `(` + N − 2) oldu§unu hat�rlan�rsa

Q2Ψ̃ = γ2Ψ̃ =
[
`(` + N − 2)− α2 +

(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
− N

4
+

1

4

]
Ψ̃ (4.116)

e³itli§inden
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γ2 = j(j + N − 2)− α2 +
(N − 2)2

4
+

(N − 2)

2
− N

4
+

1

4

=

√
j2 + (N − 2)j +

(N − 2)2

4
− α2 +

(N − 2)

2
− N

4
+

1

4

veya

γ =

√(
j +

(N− 2)

2

)2

− α2 +
(N− 2)

2
− N

4
+

1

4
(4.117)

olarak bulunur. Kesikli de§erlere sahip enerji özde§er spektrumunu,

E =
m√

1 +

(
α

−φ + s

) (4.159)

olarak bulunmu³tur. φ = −γ ba§�nt�s�n� burada yerine yaz�l�rsa,

E =
m√√√√√√

1 +
α2

[
S +

√((
j +

N − 2

2

)2 − α2 +
N − 2

2
− N

4
+

1

4

)]2

(4.118)

denklemi elde edilir.

4.2.5 Harmonik Osilatör

H =
p2

2m
+

k

2
r2 (4.119)

ile verilen Hamilton i³lemcisi için kesikli özde§er spektrumunu elde edelim.

Bu Hamilton i³lemcisi için so(2, 1) cebrini sa§layan iki farkl� operatör seti elde edilmi³tir.
�imdi, bu farkl� operatör setleri için s�rayla özde§er spektrumunu bulal�m.
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Çözüm 1: N boyut için momentum ve yer vektörü s�ras�yla (4.44a) ve (4.44b) ile verilir.
Operatörler setini

Γ1 = −p2 +
r2

16
Γ2 =

1

2
(rp− iN

2
) Γ3 = −(p2 +

r2

16
) (4.120)

olarak alal�m. Seçilen bu setin so(2, 1) cebrini sa§lad�§�n� gösterelim.

[Γ1, Γ2] = [(−p2 +
r2

16
),

1

2
(rp− iN

2
)]

=
1

2
{−pn[pn, xs]ps − [pn, xs]pnps +

1

16
xsxm[xm, ps] +

1

16
xs[xm, ps]xm}

=
i

2
{2pnpn +

2

16
xsxs}

= −i{−pnpn − 1

16
xsxs}

= −i(−p2 − 1

16
r2) = −Γ3

elde ederiz. Burada (4.46) ifadesi kullan�ld�. �imdi ikinci komütasyonu hesaplan�rsa:

[Γ2, Γ3] = [
1

2
(r · p− iN

2
), (−p2 +

r2

16
)]

= −1

2
[rp, (−p2 +

r2

16
)]

bulunur. Vektörleri, bile³enler cinsinden yaz�l�rsa ve (4.46) ifadesi kullan�l�rsa

[Γ2, Γ3] = −1

2
{pm[xn, pm]pn + [xn, pm]pmpn +

1

16
xnxs[pn, xs] +

1

16
xn[pn, xs]xs}

= − i

2
{2pnpn − 2

16
xnxn}

= i(−p2 +
1

16
r2) = iΓ1

elde edilir. Son olarak üçüncü komütasyonu ise,

[Γ3, Γ1] = [−(p2 +
r2

16
), (−p2 +

r2

16
)]

= 2[
r2

16
+ p2]

=
1

8
{xnpm[xn, pm] + xn[xn, pm]pm + pm[xn, pm]xn + [xn, pm]pmxn}

=
i

8
{2xnpn + 2pnxn}
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olarak bulunur ve pnxn = xnpn − iδnn ifadesi yukarda kullan�l�rsa,

[Γ3, Γ1] =
i

4
(xnpn + (xnpn − iδnn))

=
i

4
(2xnpn − iδnn)

=
i

2
(rp− iN

2
) = iΓ2

sonucu elde edilir. Schrödinger denkleminde, Hamilton i³lemcisi yerine yaz�l�rsa

( p2

2m
+

k

2
r2

)
ψ = EΨ

olur. Operatörlerin

Γ1 + Γ3 = −2p2 , Γ1 − Γ3 =
r2

8
(4.121)

olmas� nedeniyle, Schrödinger denklemi

[(
4k − 1

4m

)
Γ1 −

(
4k +

1

4m

)
Γ3 − E

]
Ψ = 0

olarak bulunur. Daha önceki gibi benzer i³lemler yap�l�rsa
{[(

4k − 1

4m

)
cosh θ −

(
4k +

1

4m

)
sinh θ]Γ1 +

[(
4k − 1

4m

)
sinh θ

−
(
4k +

1

4m

)
cosh θ

]
Γ3 − E

}
Ψ̃ = 0

olur. Kesikli spektrumu elde etmek için Γ1'in katsay�s� s�f�r al�n�rsa, θ döndürme aç�s�

tanh θ = − (4k − 1
4m

)

(−4k − 1
4m

)
, cosh θ =

(−4k − 1
4m

)√
4 k

m

(4.122)

olur. Yukardaki denklemde tanh θ yerine de§eri yaz�l�rsa

[
4

k

m
Γ3 − E

√
4

k

m

]
Ψ̃ = 0 veya Γ3Ψ̃ = E

√
m

4k
Ψ̃ (4.123)
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bulunur. Γ3'ün özde§eri (−φ + x) olmas� nedeniyle

E

√
m

4k
= −φ + x (4.124)

elde edilir. Buradan E çekilirse

E =

√
4k

m
(−φ + x) (4.125)

elde edilir. Burada k = mω2 oldu§u için enerji spektrumu

E = 2ω(−φ + x) (4.126)

olarak bulunur. Kasimir operatöründen

Γ2 =
(
p2 +

r2

16

)(
p2 +

r2

16

)
−

(
− p2 +

r2

16

)(
− p2 +

r2

16

)
− 1

4

(
rp− iN

2

)(
rp− iN

2

)

=
1
4

(
− rprp + i(N − 2)rp + r2p2

)
+

1
8
p2r2 − 1

8
p2r2 +

2i

4
rp +

N2

16

=
L2

4
+

1
8
[p2, r2] +

i

2
rp +

N2

16

Γ2 =
L2

4
+

1

8
(pnxm[pn, xm] + pn[pn, xm]xm + xm[pn, xm]pn + [pn, xm]xmpn)

+
i

2
xnpn +

N2

16

=
L2

4
+

1

8
(−2ipnxn − 2ixnpn) +

i

2
xnpn +

N2

16

=
L2

4
− i

4
(pnxn + xnpn) +

i

2
xnpn +

N2

16

olur. Burada, pnxn = xnpn − iδnn = xnpn − iN komütasyon ili³kisinden yararlan�l�r ve
genelle³tirilmi³ aç�sal momentumun özde§erlerinin `(` + 1) oldu§u gözönüne al�n�rsa,

Γ2 =
L2

4
− i

2
xnpn +

i

2
xnpn − N

4
+

N2

16

=
L2

4
− N

4
+

N2

16

elde edilir ve buradan
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Γ2 =
`(` + 1)

4
− N

4
+

N2

16
(4.127)

sonucu bulunur. Bu de§er ile Kasimir operatörünün özde§eri birbirine e³itlenirse

φ(φ + 1) =
`(` + 1)

4
− N

4
+

N2

16

elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemin kökleri,

φ = −
( `

2
+

N

4

)
(4.128)

olarak bulunur. φ kökü enerji spektrumunda yerine yaz�l�rsa

E = ω
(
n +

N

2

)
(n = 0, 1, 2, · · · ) (4.129)

sonucu bulunur. Burada n = ` + 2x'dir.

Çözüm 2: N boyut için momentum ve yer vektörü s�ras�yla (4.44a) ve (4.44b) ile verilir.
Operatör setini a³a§�daki gibi alal�m.

Γ1 = −1

4
(p2 − r2) Γ2 = −1

4
(p · r + r · p) Γ3 =

1

4
(p2 + r2) (4.130)

[Γ1, Γ2] = [−1

4
(p2 + r2),−1

4
(p · r + r · p)]

=
1

16

{
[p2,p · r] + [P 2, r · p]− [r2,p · r]− [r2, r · p]

}

= − i

16

{
pnpn + pnpn + pmpm + pmpm + xνxν + xνxν + xlxl + xlxl

}

= −i
1

4
(p2 + r2) = −iΓ3
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[Γ2, Γ3] =
[− 1

4
(p · r + r · p),

1

4
(p2 + r2)

]

= − 1

16

{
[p · r + p2] + [p · r + r2] + [r · p, p2] + [r · p, r2]

}

= − 1

16

{
[pnxn, pmpm] + [prxr, xsxs] + [xνpν , pµpµ] + [xkpk, xlxl]

}

= −i
1

4
(p2 − r2) = iΓ1

[Γ3, Γ1] = [
1

4
(p2 + r2),−1

4
(p2 − r2)]

= − 1

16

{
− [p2, r2] + [r2, p2]

}

= −1

8

{
xnpm(iδnm) + xn(iδnm)pm + pm(iδnm)xn + (iδnm)pmxn

}

= − i

8

{
2xnpn + 2pmxm

}

= −i
1

4
(r · p + p · r) = iΓ2

sonucu elde edilir. Görüldü§ü gibi seçilen operatör seti so(2, 1) cebrini sa§lamaktad�rlar.
�imdi, özde§er denklemini çözelim.

(
p2

2m
+

k

2
r2)ψ = EΨ veya (

p2

2m
+

k

2
r2 − E)Ψ = 0 (4.131)

bulunur. Operatörlerin

1

2
r2 = Γ1 + Γ3

1

2
p2 = Γ3 − Γ1 (4.132)

olmas� nedeniyle Shrödinger denklemideHamilton i³lemcisi yerine yaz�l�rsa ve (4.132)'de
yerine yaz�l�rsa [

Γ3

( 1

m
+ k

)
+ Γ1

(
k − 1

m

)
− E

]
Ψ = 0

olur. Burada (3.120) ve (3.121) ifadeleri kullan�l�rsa
{[(

k+
1
m

)
sinh θ+

(
k− 1

m

)
cosh θ

]
Γ1+

[(
k+

1
m

)
cosh θ+

(
k− 1

m

)
sinh θ

]
Γ3−E

}
ψ̃ = 0

elde edilir. Benzer i³lemler yap�l�rsa, kesikli özde§erlere sahip özde§er spektrumunu
veren Γ2 ekseni etraf�ndaki döndürme aç�lar� için
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tan θ =

(
k − 1

m

)

(
k + 1

m

) , cosh θ =
k + 1

m

2
√

k
m

(4.133)

bulunur. Bu de§erler özde§er denkleminde yerine yaz�l�rsa

{
4

k

m
Γ3 − 2

√
k

m
E

}
Ψ̃ = 0 veya Γ3ψ̃ =

1

2

√
m

k
EΨ̃ (4.134)

ifadesi elde edilir. Temsil teorisinden (2.35) ile özde§er denklemi kar³�la³t�r�l�rsa ve

1

2

√
m

k
E = (−φ + x) (4.135)

buradan enerji çekilirse,

E = 2ω(−φ + x) (x = 0, 1, 2, · · · ) (4.136)

olarak özde§er spektrumu bulunur. Kasimir operatöründen φ'yi elde etmemiz gerekir.

Γ2 = =
1
16

(p2 + r2)(p2 + r2)− 1
16

(p2 − r2)(p2 − r2)− 1
16

(p · r + r · p)(p · r + r · p)

=
1
16

(
2p2r2 + 2r2p2 − (p · r)(p · r)− (p · r)(r · p)− (r · p)(p · r)− (r · p)(r · p)

)

olur. Burada, p · r = r · p−Ni özelli§i kullan�l�rsa,

Γ2 =
1

16

(
2p2r2 + 2r2p2 − (r · p−Ni)(r · p−Ni)− (r · p−Ni)r · p

−r · p(r · p−Ni)− (r · p)(r · p)

)

=
1

16

(
2p2r2 + 2r2p2 − (r · p)(r · p) + Nir · p + Nir · p + N2

−(r · p)(r · p) + Nir · p− (r · p)(r · p) + Nir · p− (r · p)(r · p)

)

bulunur. Sadele³tirmeler yap�l�rsa,

Γ2 =
1

16

(
2p2r2 + 2r2p2 − 4(r · p)(r · p) + 4Ni(r · p) + N2

)

=
1

4

(
r2p2 + (N − 2)ir · p− (r · p)(r · p)

)
+

1

16

(
2p2r2 − 2r2p2 + 8ir · p + N2

)
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elde edilir. N boyutta aç�sal momentum operatörünün (4.61) ifadesini burada kullan�l�rsa,

Γ2 =
L2

4
+

1

8
[p2, r2] +

1

2
ir · p +

N2

16
(4.137)

bulunur. �imdi [p2, r2] komütasyonunu hesaplayal�m:

[p2, r2] = pnxm[pn, xm] + pn[pn, xm]xm + xm[pn, xm]pn + [pn, xm]xmpn

= −i(2pnxn + 2xnpn)

= −2i(xmpn −Ni + xnpn)

= −4ixnpn − 2N

elde edilir. Bu sonuç Γ2'de yerine yaz�l�rsa

Γ2 =
L2

4
+

1

8
(−4i(r · p)− 2N) +

1

2
ir · p +

N2

16

=
L2

4
+

N2

16
− N

4
+

1

2
i(r · p− r · p)

=
L2

4
+

N2

16
− N

4

bulunur. Yine temsil teorisinden

φ2 + φ− l(l + N − 2)

4
− N2

16
+

N

4
= 0

denklemini bulunur. Buradan φ,

φ = −
( l

2
+

N

4

)
(4.138)

olarak bulunur. Yerine yaz�l�rsa,

E = ω
(
n +

N

2

)
(n0, 1, 2, · · · ) (4.139)

elde edilir. Burada ` = 0, 1, 2, · · · ve x = 0, 1, 2, · · · olur ve tamsay�lar� tek de§i³ken
olarak n = ` + 2x = 0, 1, 2, · olarak al�nd�.
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4.2.6 1
r2 Pertürbatif Potansiyelinin Harmonik Osilatör Spektrumuna Etkisi

H =
p2

2m
+

1

2
mω2r2 +

β

r2
(4.140)

ile verilen Hamilton operatörü için özde§er spektrumunu elde edelim. Bu Hamilton
i³lemcisi için operatör setini

Γ1 = −1

4
(P 2 − r2 +

2mβ

r2
) Γ2 = −1

2

(
r · p− id

2

)
Γ3 =

1

4
(P 2 + r2 +

2mβ

r2
)

(4.141)

olarak seçelim. Önce, bu operatörlerin so(2, 1) cebrini sa§lad�§�n� gösterelim:

[Γ1, Γ3] =
[
− 1

4

(
p2 − r2 +

2mβ

r2

)
,
1

4

(
p2 + r2 +

2mβ

r2

)]

=
1

8

(
xnpm[xn, pm] + xn[xn, pm]pm + pm[xn, pm]xn + [xn, pm]pmxm

)

=
1

8

(
2xnpn + 2xnpn − 2iN

)

= −i

[
− 1

2
(r · p− iN

2
)

]
= −iΓ2

[Γ1, Γ2] =

[
− 1

4

(
p2 − r2 +

2mβ

r2

)
,−1

2

(
r · p− id

2

)]

=
1

8

{
[p2, r · p]− [r2, r · p] + 2mβ[

1

r2
, r · p]

}

=
1

8

{
− 2ipnpn − 2ixmxm − i4mβ

xnxn

r4

}

= −i
1

4

(
p2 + r2 +

2mβ

r2

)
= −iΓ3

[Γ2, Γ3] =
[
− 1

2

(
r · p− id

2

)
,
1

4

(
p2 − r2 +

2mβ

r2

)]

= −1

8

{
[r · p, p2] + [r · p, r2] + 2mβ[r · p,

1

r2
]
)

= −1

8

{
+ 2ipnpn − 2ixmxm + 4mβi

xnxn

r4

)

= − i

4
(p2 − r2 +

2mβ

r2
) = iΓ1
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Görüldü§ü gibi verilen operatör seti so(2, 1) cebrini sa§lamaktad�r. �imdi, özde§er
denklemini çözelim. (

p2

2m
+

1

2
mω2r2 +

β

r2
− E

)
Ψ = 0 (4.142)

Operatörlerin
Γ1 + Γ3 =

r2

2
, Γ3 − Γ1 =

p2

2
+

mβ

r2
(4.143)

olarak yaz�labilmesi nedeniyle k = mω2 al�n�rsa,

[(
k − 1

m

)
Γ1 +

(
k +

1

m

)
Γ3 − E

]
Ψ = 0 (4.144)

olarak elde edilir. Dönü³üm uygulan�rsa ve benzer i³lemler yap�l�rsa, sadele³tirmelerden
sonra

Γ3ψ̃ =
E

2

√
k

m

ψ̃ (4.145)

olur. Bu özde§er (−φ + x) özde§erine e³it olaca§� için

E = 2ω(−φ + x) (4.146)

elde edilir. Burada φ niceli§i (2.33) Kasimir operatörünün özde§erinden bulunur. �imdi
φ niceli§ini bulal�m:

Γ2 =
1

16

(
p2 + r2 +

2mβ

r2

)(
p2 + r2 +

2mβ

r2

)
− 1

16

(
p2 − r2 +

2mβ

r2

)(
p2 − r2 +

2mβ

r2

)

= −1

4

(
r · p− iN

2

)(
r · p− iN

2

)

=
1

8
p2r2 +

1

8
r2p2 +

mβ

2
− 1

4
(r · p)2 +

iN

4
r · p +

N2

16

=
1

4

(
− (r · p)2 + i(N − 2)r · p + r2p2

)
+

1

8
(p2r2 − r2p2) +

1

2
ir · p +

mβ

2
+

N2

16

=
L2

4
+

1

8
[p2, r2] +

1

2
ir · p +

mβ

2
+

N2

16

olarak bulunur. Burada

[p2, r2] = −2i(r · p)− 2i(r · p) = −2i(r · p + r · p + iN)

ifadesi yerine yaz�l�rsa ve L2'nin özde§erinin `(` + N − 2) oldu§u dikkate al�n�rsa
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Γ2 =
`(` + N − 2)

4
+

N2

16
+

N

4
+

mβ

2
(4.147)

bulunur. Böylece, φ

φ2 + φ− `(` + N − 2)

4
− N2

16
− N

4
− mβ

2
= 0

denkleminden hesaplanabilir. E'nin kesikli pozitif özde§erleri için φ'nin negatif olan
kökü,

φ = −1

2

(
1 +

√
(l +

N

2
− 1)2 + 2mβ

)
(4.148)

olarak bulunur. Bu kök de§erini (4.193)'da yerine yaz�l�rsa,

E = ω

(
1 + 2x +

√(
` +

N − 2

2

)2

+ 2mβ

)
(4.149)

sonucu bulunur. Burada, x = 0, 1, 2, · · · dur. (4.149)'da β = 0 ve n = ` + 2x olarak
al�n�rsa harmonik osilatör için elde edilen çözüme indirgenir.



5. SONUÇ VE TARTI�MA

Bu çal�³mada ilk olarak üç parametreli Lie gruplar�n�n temsillerinin olu³turulmas� konu
üzerinde duruldu. Ayr�ca sonlu, sonsuz; pozitif veya negatif bölgelerdeki durumlar
için Clebsch-Gordan katsay�lar� ara³t�r�l�rken matematiksel i³lemler sonucu farkl� yap�da
yazlabildikleri görüldü. Elde edilen sonuçlardan daha kullan�³l� yap�lara ula³abilece§i
soucuna var�lm�³t�r. Bu çal�³malarda, kullan�lan k�saltmalar i³lemlerde zamandan kazanç
sa§layaca§� için çok önemlidir.

Çal�³man�n ikinci k�sm�nda, Schrödinger denkleminin cebrik bir yöntem olan Spektrum
Üretme Cebri (SGA) ile çözülebilece§i gösterilmeye çal�³�lm�³t�r. Bu yöntemdeHamilton
i³lemcisinin, so(2, 1) cebrini sa§layacak operatör lerin toplam� biçiminde yaz�labilmesine
dikkat edilmi³ tir. Alt� çe³it Hamilton operatörü için elde edilen enerji spektrumlar�n�n,
literatürde bulunan sonuçlar ile uyum içinde oldu§u görülmü³tür.

Hamilton i³lemcisini, cebri sa§layan operatörler cinsinden yazmak zorunda olmam�z,
her Hamilton i³lemcisi için enerji spektrumunu bulamama ihtimalini ortaya koymaktad�r.
Çünkü karma³�k bir Hamilton i³lemcisi için Schrödinger denklemini so(2, 1) cebrini
sa§layan operatörlerin toplam� cinsinden yazmak zorla³acakt�r. Bu nedenle, cebir yöntemi
ile her Hamilton i³lemcisi çözmek mümkü olmayabilir.
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