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1.GIRIS

Kuantum mekaniginde 6zdeger problemlerin ¢éziimiinde ilk olarak cebir yonteminin
kullanilmasi faktoérizasyon metoduyla olmustur (Schrodinger, 1940; Infeld, ve ark., 1951).
Bu metotta alt1 ¢esit faktdrizasyon tiirii bulunmus, alcaltma ve yiikseltme islemcileri
kullanilarak, her bir tiire indirgenen denklemler ¢oziilmiistiir. Bu metotla, kuantum

mekaniginde analitik olarak ¢oziilebilen biitiin diferansiyel denklemler ¢oziilmiistiir.

Grup teorisinde temsil teorisinin gelistirilmesiyle birlikte, li¢ parametreli gruplarin genel
ve Uniter temsilleri yapilmistir (Barut ve Fronsdal, 1965 ). Daha sonrada spektrum {iretme
cebri (SGA) ile kuantum mekanigindeki 6zdeger problemleri ¢oziilmeye baglanmus tir. ik
olarak Coulomb potansyeli, harmonik osilatdr potansiyeli ve bu potansiyellere eklenen r%
pertiirbatif potansiyeli i¢in Schrédinger denklemi ¢6ziilmiistiir (Lanik, 1968; Aldrovandi,
1968; Cordero, 1970). Daha sonra bu metot goreceli denklemlere uygulanarak, Coulomb
potansiyeli i¢in Klein-Gordan ve Dirac denklemi ¢oziilmiistiir (Barut ve Bronzin, 1971).

Ayrica diferansiyel denklemlere uygulanmasi da saglanmistir (Stephani, 1989).

Tez kapsaminda yukarida sozii edilen denklemler N boyut i¢in ¢oziilmiistiir. 2. Boliim
de Lie gruplarinin bazi genel 6zellikleri ve bazi ii¢ parametreli Lie gruplarinin temsil
konusu islenmistir. 3. Boliim de ii¢ parametreli Lie gruplarinin standart bigimi ve
temsillerinin nasil oldugundan bahsedildi. Ortogonal ve unitary uzayda, grup temsilleri
ve iireteclerin 6zdeger spektrumlari verildi. Ayrica bu temsiller i¢in kuplaj katsayilari
olan Clebsch-Gordan katsayilar1 verildi. 4. Boliim de Clebsch-Gordan katsayilari igin
baz1 6zel durumlar ¢oziildii. Yukarida bahsedilen durumlarina ek olarak ayni zamanda
goreceli olmayan spinsiz ve spini % olan pargaciklar i¢in Kepler problemleri ¢oziildii.
Daha sonra goreceli Kepler problemi ve 7%2 pertiirbatif etkisi eklenerek Kepler problemi

¢oziildii. Bundan sonra harmonik osilator potansiyeli ile }2 pertiirbatif etkisi eklenerek

harmonik osilator potansiyeli ¢éziildii. 5. Béliimde ise sonug ve tartisma verilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Grup Tamm

Elemanlan £, A, B, C, - - -’den meydana gelen bir G toplulugunun grup olarak tanimlana

bilmesi i¢cin asagidaki dort sart1 saglamas1 gerekmektedir:

o Ozdeslik:
AE=FA=A A FEeg (2.1)
e Ters eleman:
AAT T =ATTA=F AAYVEeg (2.2)
e Kapalilik:
AB=C A, B,Ceg (2.3)
e Birlesme Ozelligi:
ABC = (AB)C = A(BC) A B,Ceg (2.4)

Bu dort 6zellige sahip G topluluguna grup denir. Eger birlesim yasalar1 komiitatif ise,

AB = BA (2.5)

G grubuna Abelyen grup denir.

Gruptaki eleman sayisina grubun mertebesi denir. Sonlu sayida elemanlari i¢inde bulundu
ran gruba sonlu grup, sonsuz sayida eleman bulunduran gruba ise sonsuz grup denir. Bir
sonsuz grup kesikli veya siirekli olabilir; eger grup elemanlarinin sayisi sonsuz olarak teker
teker sayilabilirse kesikli grup, eger grup elemanlarinin sayist sonsuz olarak teker teker

sayilamiyorsa, yani elemanlar1 topolojik olarak siirekliyse siirekli grup olarak adlandirilir.



Reel ve kompleks elemanli n. dereceden diizenli (regiiler) A matrislerinden grubu olusturu

labilinir. Onemli baz siirekli matris gruplar1 asagidaki gibi sirtlanabilinir:

a) Genel Lineer Gruplar: G L(n, C) kompleks genel lineer gruptur. n dereceyi gosterirken
C hangi uzayda oldugunu gdstermektedir. Kompleks uzayda oldugu i¢in 2n? elemana
sahiptir. Bunlarin n? eleman reel kisimdan gelirken n? eleman kompleks kisimdan
gelmektedir. Kompleks uzay her zaman reel uzayi kapsamaktadir: GL(n,C)

D GL(n,R) Bu grup diger tiim gruplari igerisine almaktadir.

b) Ozel Lineer Gruplar: SL(n,C) ile gosterilir. GL(n,C) gruplarinin elemanlarmin
determinant1 +1 olanlarina SL(n, C) grubu denir ve 2(n? — 1) eleman igerir. Bu grubun
reel formu SL(n,R) olup determinantt +1 ve (n? — 1) tane eleman igerir. Bu grup,
GL(n,C) D SL(n,C) D SL(n,R) ve GL(n,R) D SL(n,R) 06zelligine sahiptir.

¢) Uniter Gruplar: U(n) olarak gosterilir. n. dereceden iiniter matrislerin olusturdugu n?

elemanli gruplardir. Uniter matrislerin
AAT=F (2.6)
sartin1 saglamalar1 gerektiginden, a;; matris elemanlari
Z itay; = Oy (2.7)
t

kosulu ile kisitlanmaktadir.

d) Ozel Uniter Gruplar: SU (n) olarak gosterilir. Determinant: +1 olan {initer matrislerin
olusturdugu gruplardir. Bu nedenle (n? — 1) eleman igermektedir. Bu gruplarda SU (n) =
U(n)NSL(n,C) ve SU(p,q) = U(p,q) N SL(p + ¢, C) olmaktadir.

e) Ortogonal Gruplar: O(n,C) olarak gosterilir. n. dereceden kompleks ortogonal
matrislerin olusturdugu O(n, C) gruplardir ve n(n — 1) elemana sahiptirler. Bu grubun

elemanlari

AA'=E  ve |Al=+1 (2.8)



kosulunu saglamak zorundadir. Ikinci kosul nedeniyle grup, siirekli olarak birinden

digerine geg¢ilemeyen iki parcaya ayrilir.

f) Ozel Ortogonal Gruplar: SO(n, C) olarak gosterilir. Ortogonal matrislerin olusturdugu
n(n — 1)/2 elemanh gruplaridir ve SO(n,C) = SL(n,C) N O(n,C) olmaktadir. n.
dereceden reel ortogonal O(n,R) grubunun +1 determinantli reel ortogonal SO(n, R)

altgrubu n(n — 1)/2 elemanli olarak gosterilir.

g) Simplektik Gruplar: Sp(2n) olarak gosterilir. Regiiler kompleks matrislerin olusturdugu
2n(2n + 1) elemanh gruplaridir.

2.2 Lie Gruplar1 ve Lie Cebri

Herhangi iki elemaninin ¢arpimi olan elemanin siirekli parametreleri ve n. komsuluktaki
bir elemanlarinin tersi, elemanlarinin parametrelerinin siirekli diferansiyellenebilir fonksi
yonlar ise ve £ 6zdeslik elemaninin n. komsulugu olursa bu topolojik gruba r boyutlu

Lie grubu denir.

Lie grubunun biitiin 6zellikleri, grubun birim elemam £ = X (0,0, .....0) yakinlarinda
tanimli olmast gereken (1 < j < r) r tane I; operatoriinden ¢ikarilabilir. Carpim
kuralimin ardisik uygulanmas ile birim elemandan sonlu uzaklikta bulunan grubun bir

elemanina ulagilabilir. Yukaridaki ifade matematiksel olarak

(2.9)

esitligine indirgenir. /;’ya Lie grubunun islemcisi ad1 verilir. /; ireteci Hermityen 6zellik

gosterir. Bir Lie grubu r siirekli parametresiyle birlikte r tane islemciye sahiptir.

Sonlu gruplarda, grubun biitiin 6zellikleri ¢arpim tablosundan bulunabilir. Sonsuz gruplar
daise bdyle bir carpim tablosu olusturulamayacagindan, bu gruplar i¢in carpim tablosunun

yerine Lie grubu i¢in islemcilerinin komiitasyonlar1 grup yapisini belirlemektedir. Bu



komiitasyonlar asagida verilen ii¢ kurala uyarsa, bu komiitasyonlarin olusturdugu cebre

Lie cebri denir.

Bir G Lie cebri, (I1, I, ---) elemanlar ile gercek r boyutlu vektdr uzayidir. Oyleki
I, 1y, I, € Gigin

i)
(I I] € G (2.10)
ii)
Iy, 1) = —[10, Iy (2.11)
iii)
Ui, Lo, Im]] + [, [T, Ik]] + [Iims [k, Ie)] = O (2.12)
olur.

[I1, I;] komiitasyonu, islemcilerin dogrusal komiitasyonu olmalidir. Yani,

[ 1) =Y el I<kl<r (2.13)

J=1

olur. Burada, ¢}, belirli bir katsayidir. Grup islemcilerinin kombinasyonu sonlu grup
carpim tablosu ile karsilastirildiginda tamamen Lie grubunun yapisini tayin eder. Bunun
icin (:,7C , katsayilar1 Lie grubunun yapi sabitleri olarak bilinir. CIZ , katsayilar1 Lie grubunun
belirgin ozellikleridir ve islemcilerin herhangi bir temsiline bagli olmayan imajiner

katsayilardir. Yukaridaki cebirden dolay1, yapi sabitlert;
Che = —Ci (2.14)

ozelliklerine sahiptir.



2.3 Kasimir Operatorii

Lie gruplarinin biitiin operatorleri ile komiite eden bir operatore Lie grubunun Kasimir

operatorii denir. Lie grubunun bagimsiz Kasimir operator sayisi, grubun rankina esittir.

Kasimir operatorii,

ile tammlanir. Buradaki ¢** terimi, metrik tensorii olarak ifade edilen Killing formununun

tersini gosterir. Metrik tensorii
ke = ggk = CZPCZT

ve tersi

9" gre = 0}

olarak ifade edilir. Burada, 6} Kronecker deltasin1 gostermektdir.
s0(2, 1) cebri igin bir tane Kasimir operatorii vardir ve

M=r:-1;-r1; (2.17)
ile verilir.

Temsil teorisine gore Kasimir operatdriiniin ve I's operatoriiniin beklenen degeri (Wybourne,
1974)
20 = ¢(¢+ 1)W (2.18)

Tyl = (—¢ + 2)U (r=0,1,2,--) (2.19)

bi¢iminde verilir.



3.MATERYAL ve YONTEM

3.1 Ug Parametreli Lie Gruplarimin Temsilleri

3.1.1 Uc Parametreli Lie Gruplan

Ug parametreli Lie grup ve cebirlerinin teorik fizikte 5Snemli uygulamalari bulunmaktadir.

Ug parametreli Lie cebirleri, birbiriyle izomorfik olan A, B; ve C; smiflarinda

s0(3) ~ su(2) ~ sp(2), Kompakt Grup;
Ay~ By ~C1 =1 50(2,1) ~ su(1,1) ~ sl(2,R) ~ sp(2,R), Kompakt Olmayan Grup ;
Ey ~ Ty @5 s0(2), Oteleme Grubu.

sekiz tanedir. Burada ~ sembolii izomorfizmi gosterir. Bu sekiz Lie cebirinin temsilleri

Barut tarafindan bir tek ¢alismada olusturulmustur (Barut, 1967).

3.1.2 Cebrin Standart Bicimde Yazihis1

Fiziksel bir nicelik, doniisiim altinda degismez kalabilir. Bu niceliklere degismezler
(invaryantlar1) denir. SO(3) kompakt grubu ve SO(2,1) kompakt olmayan grubun

degismezleri sirasiyla,
2., .2, .2 _ w 2., .2 .2 _
x] + x5 + x5 = ¢"'r,3,, x] + x5 — x5 = ¢"'z,, (3.1)

bigiminde tanimlanirlar. Burada ¢"* metrik tensoriiniin elemanlarinin degerleri, SO(3)

ve SO(2, 1) grubu i¢in sirasiyla,

g1 = g2 = g3z =1, g1 =922 =—gs3 =1 (3.2)

olarak verilir. Diger elemanlar sifira esittir.



Ug parametreli Lie cebirlerinin iireteclerini L5, Loz ve L3 olarak gdsterirsek
L,, =—L,, (3.3)

olur, yani L, iiretecleri antisimetriktir. BSylece, hem so(3) hem de so(2,1) cebiri i¢in
komiitasyon iligkileri

[Lyws Lup] = gl (3.4)

seklinde yazilir. so(3) « su(2) «~ sp(2) Lie cebirleri igin (3.2)’de ilk verilen metrik
kullanilir ve kompakt olmayan so(2,1) « su(1,1) « sl(2,R) « sp(2,R) Lie cebirleri

icin (3.2)’de ikinci verilen metrik kullantlir.

Yukaridaki verilen cebirleri, standart bi¢imde yazilmalidir. Bunun i¢in islemcilerden
birini 6nce standart bazlarda kendisiyle komute eden uygun se¢ilmis Weyl operatorlerin
kosegenlestigi standart bicimde yazmaliyiz. Bunu yaptiktan sonra geriye kalan iki
islemciden de yeni ylikseltme ve indirme islemcileri olusturulur. Bu iki yeni islemci,

kosegen olan islemcinin 6zdegerlerini bir birim yiikseltir ya da indirir.

Kompakt so(3), su(3) ve sp(3) Lie cebirlerinin standart baz islemcileri cinsinden yazilmasi
sirasinda, kdsegen olarak alinacak islemcinin se¢imi keyfidir. Ciinkii, her islemci kesikli
bir spektruma sahiptir. Buna karsilik, so(2,1), su(1,1), sl(2,R) ve sp(2,R) Lie
cebirlerinin standart baz islemcileri cinsinden yazilmasi sirasinda, cebir igerisinde bulunan
islemcilerden sadece L1, nin kesikli bir spektruma, Log ile L3 islemcilerinin ise silirekli
bir spektruma sahip olmasi nedeniyle, L, islemcisi kosegen islemci olarak secilir.
Jeneratorlerinin diagonalizasyonunun ¢ikarilmasinda L2 dogurgan islemcisi kdsegenlesti

rilmig se¢im olarak alinirsa, cebrin standart yazilisi,
Ly, L] = gsslia, [Lio, L] = £L4 (3.5)

olur. Burada,
1
Ly =—0Li3+iL 3.6
+ NG 13 23 (3.6)

dir. Ayrica so(3), su(3) ve sp(3) Lie cebirleri igin g33 = 1, so(2,1), su(l,1),
sl(2,R) ve sp(2,R) Lie cebirleri i¢in gs3 = —1 ve Fy cebri i¢in g33 = 0 olur. Uniter



bir temsil i¢in

Tt T
Ll, =L, ve Li=L

olmak zorundadir.

Ug parametreli gruplarin rank1 1°dir ve bu nedenle bir tane bagimsiz Kasimir degisme

zine sahiptir. Kasimir degismezi,

C = 933L%2 + L%g + Lg3
= g3slia(Lia+1)+2L_ L,

olarak yazilir. Boylece, Kasimir degismezi so(3), su(3) ve sp(3) Lie cebirleri i¢in
C=2L_Li+ Lis(L12+1) (3.7)
olur, gs3 =1, so(2,1), su(1,1), sl(2,R) ve sp(2,R) Lie cebirleri igin
C =20 Ly — Lis(Lip + 1) (3.8)

olur ve Es cebri igin

C=2L_L, (3.9)

olur.

3.1.3 Tislemcilerin Temel Temsilleri

Ranki ¢ olan bir Lie cebri veya Lie grubu ile iligkili ¢ tane basit temsili ve biitiin diger
temsilleri bu basit temsillerin Kronecker (direkt) carpimlarindan elde edilmektedir. Ayrica
basit temsillerin, temel temsillerin antisimetrik Kronecker giiclerinden olusturul dugunu
da biliyoruz. Temel temsiller, Dynkin diagraminda u¢ noktalara karsilik gelen basit
temsillerle iligkili ciimlenin bir alt ciimlesidir. Ilk amacimiz, ilgili cebir veya grubun

temel temsillerini olusturmak, sonra da temsillerin geriye kalanini elde etmektir.
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Ilgilendigimiz Lie cebirlerinin tiimiiniin rankinin 1 olmas1 nedeniyle bir tane basit temsile,
bir tane de temel temsile sahip oluruz. Basit temsilin boyutu 2 olur. Bdylece, ranki 2 olan

matrisler cinsinden (3.5)’den tanimlanmig Lie cebirlerinin bir temsilini arayacagiz.

Ranki 2 olan herhangi bir matris,
o1 = : o= | : o3 = (3.10.a)

ile verilen Pauli spin matrislerinin Lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir

(Merzbacher, 1970). Bu matrisler,
[O’i,O'j] = 2i6ijk0-k (310())

ile verilen komiitasyon iligkisini saglamaktadirlar. O halde,

03 1
Lo = =2 L+ =— + 3.11
2= Ve 2\/5(01 02) (3.11)

degiskenlerini kullanirsak, ranki 1 olan kompakt Lie cebirlerinin sagladigi komiitasyon
iliskilerini elde ederiz. Boylece so(3) ~ su(2) ~ sp(2) Lie cebirlerinin temel temsili,
(3.11)’den goriildiigii gibi Pauli spin matrisleri cinsinden yazilir ve iyi bilinen so(3)’{in

spindr temsiline karsilik gelir.

(3.11) degisken degistirmesini yaparken A = +,/gs3 olmak iizere

T L+

A
Lo = — -
12 27 2\/5

(01 Fioy) (3.12)

biciminde alinirsa (3.5) ile verilen komiitasyon iligkileri saglanir. A icin pozitif deger

segilirse, ii¢ parametreli Lie cebirlerinin ii¢ sinifinin temel temsilleri elde edilir.

g3z = 1igin so(3) ~ su(2) ~ sp(2)’in temel temsili elde edilir ve temel temsil tiniter
ve indirgenemezdir. gs3 = —1 igin so(2,1) ~ su(1,1) ~ sl(2,R) ~ sp(2,R)’in temel
temsili bulunur, temel temsil hem indirgenemez hemde {initer degildir. Son olarak gs3 = 0
icin 6klidyen E5’nin Lie cebrinin temel gdsterimleri elde edilir ve bu temsil de iki tane

bir boyutlu temsile indirgenir.
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Temsil iki boyutlu Pauli matrisler cinsinden verilmesi nedeniyle, spindr olarak adlandirilan

baz vektorleri

1 0
&1 = ve &= (3.13)
0 1

gibi iki bileseni olacak bigimde yazilir. (3.10), (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

1 1
L26 = 551, L1236 = —552 (3.14)

veE

g33 933

L& = 51 ; L & =- 52 (3.15)

elde edilir. Spindr temsilin en yliksek agirlig % olur ve bu kullanmilan Cartan-Weyl

etiketlenmesine karsilik gelir. L& = 0 ve L_& = 0 olmasi nedeniyle Kasimir
degismezinin 6zdegeri
3 e
C= % (3.16)

olarak bulunur.

Bozon Operatorleri Cinsinden islemcilerin Yazilmasi: Islemcilerin yazilisin, &; ve
&, spindrlerinden meydana gelen f (&, &) fonksiyonlarina etkiyen diferansiyel islemciler

cinsinden de yazabiliriz. f(&;,&2)%
la,b >= N(a, b)Esel (3.17)

olarak alalim. Burada, N(a, b) uygun bir normalizasyon sabitidir. Eger

933 51 ve L g33 52

= (ot & %

5~ 52) (3.18)

23

yazarsak hemen (3.14) ve (3.15) esitlikleri tekrar elde edilir. Boylece, (3.18) ile verilen

diferansiyel islemciler ii¢ elemanl Lie cebirlerini saglar.

Islemciler bozon yaratma ve yok etme metodu ile farkl1 bir bigimde de yazilabilir. Yaratma

ve yok etme iglemcilerini, spindrlere baglayarak

(3.19)
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1

biciminde alalm. (a;) ve (a;) arasinda

=16 (3.20)

la;, a

basit komiitasyon iliskisinin oldugu gosterilebilir. Burada, (a;) bozon yok etme islemcisini

ve (a!) bozon yaratma islemcisini gdstermektedir.

Lie cebrinin islemcilerini

1 9 9
Ly = §(a1a1 —abay), Ly=} %aiag ve L_ =4/ %agal (3.21)

biciminde yazariz.

3.1.4 Ortogonal Uzayda Islemcilerin Ozdeger Spektrumu

Lie cebrinin temel temsilini elde ettikten sonra, diger temsillerin elde edilmesine bakalim.
Bu temsiller, temel temsillerin Kronecker gii¢lerinden olusturulabilir ve boylece (3.17)
de verilen & ve & terimlerinin bulundugu baz durumlarini da igerir. Maksimum genellik
icin a ve b Gislerinin tamsay1 olmadigi, hatta kompleks oldugu durumu alabiliriz. Verilen,

islemcilerin baz degiskenlerine bagli olarak verilen denklem (3.18)’yi1 kullanirsak

1
Lysla,b >= 5(@ —b)la,b>

933 N(a,b)
L b>=,/= b 1,b—1 3.22
+|(I, > 9 N(a—i—l,b—l) |CL—|— 9 > ( )
N(a,b
L_|a,b>= J33 (,5) ala—1,0+1>

2 Nla—1,b+1)
buluruz. Burada, L, islemcisi, L2 islemcisinin 6zdegerini 41 birim kadar yiikselttigi
ve L_ iglemcisinin ise —1 birim kadar alcalttig1 goriillmektedir. (3.7), (3.9) ve (3.22)

denklemlerinden Kasimir degismezinin 6zdegerleri
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O‘CL, b > = g33¢(¢ + 1)‘@, b >
(3.23)
= Qla,b >

olur. Burada ¢,

¢ = %(a +0) (3.24)

olarak tanimlanir. ¢ ve (—¢ — 1) degerlerinin C’nin ayn1 6zdegerlerine karsilik geldigi

aciktir. Indirgenemez bir temsil igerisinde C’nin verilen bir ) 6zdegeri sabittir.

Indirgenemez temsilleri simiflandirirken, L1, nin 8zdegerlerini tamsay1 ya da yarim tamsayi

olarak kisitlamayacagiz.

Her indirgenmez temsil C’nin bir () 6zdegeri ile karakterize edilir. L2 nin 6zdegerleri

sadece birimin katlar ile degisebildiginden,

%(a —b)=FEy+ux (3.25)

yazabiliriz. Burada, x bir tamsay1 ve Fj ise %(a — b)’nin kesirli kismudir. Cok katli
temsillerin olabilecegi diisiiniilerek £ hesaba katilmigtir. Verilen bir indirgenemez temsil
icerisinde Fj sabit bir deger olur ve bdylece her indirgenemez D(¢, Ey) temsili ¢ ve Ej
olarak verilen iki degismez degeri ile belirlenebilir. Verilen bir temsil i¢in baz vektorleri,

|, Ey + x) notasyonu kullanilarak bir tek sekilde etiketlenir.

Temsillerin miimkiin olan smiflari, ¢ ve Ej sabit degerleriyle iligkili olan a ve b’nin
degerlerinin izin verilen araliklar1 gz oniine alinarak belirlenebilir. Temsillerin dort

farkli simifi vardir.

A. Ustten ve Alttan Simrsiz Temsiller:

Bu temsilde hem a ve b tamsay1 degildir. Keyfi bir |ab) 6zvektorii ile baglandigi
zaman, Ly alcaltma ve yiikseltme operatorlerinin ardarda uygulanmasi ile bir baska
|a'b") 6zvektoriinii elde ederiz ve bu durumda (a — a’) ve (b —b') tamsayidir. Boylece, Fy
ve ¢’nin sabit degerleri i¢in L5 nin 6zdeger spektrumu asagidan ve yukaridan sinirsizdir.

Bu durumda D(¢, Ey) temsilleri de indirgenemez ve sonsuz boyutlu olacaktir. Temsillerin
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denk olmayanlartyla ilgilendigimizden dolayz,

1 1
—~ <RE — 2
5 = 0<2 (3.26)

simirlamasini yazmak, genellikten bir sey kaybettirmez.

D(¢, Ey) ve D(—¢, —1, Ey) temsilleri birbirine denktir. Béylece, denk olmayan temsiller
D(Q, Ey) bigiminde etiketlenebilir. D(Q), Ey) temsillerinde L2 nin 6zdeger spektrumu,

bi¢iminde ifade edilebilir. Burada,

a=Ey+z+09, b=¢—Ey—=z (D(o, Ey) igin) (3.27)

A\

a=FEy+x—¢—1, b=—¢p—1—Ey—z (D(—¢, Ey) igin)  (3.28)

olmaktadir.

B. Alttan Sinirh Temsiller:

a tamsay1 ve b degildir. L_|a’,b’) = 0 olan bir |a’,V’) 6zvektorii vardir. Bu durumda,
(17.22)’den @’ = 0 elde edililir ve L12’nin en kiigiik 6zdegeri —b'/2 olmak zorundadir.
Boylece, L islemcisi, L5 nin 6zdegerleri ile iliskili olan 6zvektdrleri iiretmede kullanila

bilir. Ly iglemcisinin 6zdegerlerini birer birer sonsuza kadar artarak,

b O-mmmmmmmm- o—0—
-b -b+1 -b+2
2 2 2

bi¢iminde betimlenir. Burada,

1
E(a—b):onL:U (x=0,1,2,--) (3.29)
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6= = (3.30)

dir ve Ey ise b//2’nin kesirli kismidir. Boylece, temsil sonsuz boyutludur ve alttan

siirhidir. @ > 0 igin temsil indirgenemezdir ve D (¢) ile gosterilir.

Burada, a > 0 ve a < 0 olmak tizere iki ihtimal vardir. Eger a > 0 alinirsa, L_[0,0") =0
olacagi i¢in, a > 0 olan altuzaydan a < 0 olan altuzaya doniistiirecek bir iglemci yoktur.
Buna karsilik, a < 0 olmas1 durumunda bir |a, b) 6zvektoriinii L islemcisini kullanarak
a > 0 olmas1 durumundaki alt uzaya doniistiirebiliriz. Boylece, ilgimizi a > 0 olmasi
durumuyla kisitlarsak, indirgenemez temsilleri elde ederiz. Eger a lizerinde bu kisitlamay1
yapmazsak, indirgenebilir fakat tamamen indirgenebilir olmayan bir temsili elde ederiz,

yani temsil ayristiritlamazdir.

C. Ustten Smirh Temsiller:
a tamsay1 degil ve b bir tamsayidir. Bu durumda b > 0 i¢in D~ (¢) ile gosterilen

indirgenemez bir temsil elde edilir. Burada,
1
§(a—b):E0+x (x=0,1,2,--) (3.31)

Ve

~

a

dir ve Ej ise a’/2’nin kesirli kismidir. Bu temsilde L5 nin 6zdeger spektrumu

—O0—————0---m- - o o g
a-2 a-1 -a’
2 2 2

bi¢imindedir.

Yine, b tamsayisi i¢in b > 0 ve b < 0 olmak {izere iki ihtimal vardir. Eger b < 0 oldugunu
kabul edersek, indirgenebilir ancak tamamen indirgenebilir olmayan sonsuz boyutlu bir

temsil vardir. D~ (¢) temsili, sonsuz boyutlu, indirgenebilir ve tistten sinirlidir.
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D. Sonlu boyutlu Temsiller:
Hem a hem de b tamsayidir. Sonlu boyutlu olan bir temsilin bulunma ihtimali vardir. Bu

durumda cok ¢esitli olasiliklar vardir.

a > 0 olmas1 durumundaki altuzaydan b < 0 olmasi durumundaki altuzayin elde edildigi
D7 (¢) temsili ve b > 0 olmasi durumundaki altuzaydan a < 0 olmasi durumundaki
altuzaymn elde edildigi D~ (¢) temsili elde edilir. b = 0 ve a’ = 0 olmak iizere
L_|a", ") =0ve Ly|d',b') = 0olacak bir |a’, 1) ve |a”, b") 6zvektorleri vardir. Boylece
L15’nin dzdeger spektrumu b” /2 degeriyle alttan ve a’ /2 degeriyle tistten sinirli olacaktir.
(3.15)°’den

2% =d = (3.33)

oldugundan, 2¢ + 1 boyutlu

a—>
2

=—¢,—p+ 1, +¢ (3.34)

ozdegerlerine sahip sonlu boyutlu D(¢) gosterimini elde ederiz. L5 nin 6zdeger spektrumu

biciminde gosterilebilir.

a ve b negatif olmayan tamsayilar olmasi durumunda, ¢’ nin negatif olmayan tamsay1 ya

da yarim tamsay1 oldugu goriiliir. ¢ = 0 i¢in 6zdeslik (birim) temsilleri elde edilir.

Yukarida, D*(¢) sonsuz boyutlu temsiller i¢in sonlu boyutlu temsilleri veren

negatif olmayan tamsayilar1 bulunduranlar disinda, 2¢’nin biitiin degerleri izinlidir.
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3.1.5 Uniter Uzayda Islemcilerin Ozdeger Spektrumu ve Matris Temsilleri

Simdiye kadar temsillerin iiniter olmas1 gerkmiyordu. Ama, L5 nin 6zdegerlerinin reel
olmasive L L_ ve L_L, bilesik islemcilerinin 6zdegerlerinin de reel ve pozitif taniml
olmasi kosullarini istememiz durumunda iiniter temsillerelde edilebilir. Bunun sonucunda

Kasimir iglemcisinin 6zdegerlerinin de reel olmasi zorunlulugu ortaya c¢ikar.

L15’nin dzdegerlerinin reel olmast kosulundan Ej reel ve Ima = Imb = p elde
edilir. Burada, Im yazilmasi a ve b’nin imajiner oldugunu gostermek igindir. Kasimir
operatorlerinin 6zdegerleri g¢33¢(¢ + 1) seklindedir. Eger ¢ = ¢ + i¢p kompleks
sayisini ¢(¢ + 1) ifadesinde yerine yazarsak ve bu ifadenin reel olmasi kosulunu istersek,

bu durumda sadece
1
$p2=0 veya ¢ = —3 (p2 € R ve keyfi) (3.37)

sonucunu elde ederiz. Bunlara ilave olarak (3.25) ve (3.32) denklemlerinden

at+b

¢y = Im 5 (3.38)
oldugu goriiliir. Boylece, liniter temsiller i¢in
r
yapgeR yada ¢=—-+ip (peR) (3.39)

2

elde edilir.

(3.22) denklemlerinden, eger Ly L_ ve L_L  nin 6zdegerleri reel ve pozitif tanimli ise

g33a(b + ].) 2 0 ve g33b(a + ].) 2 0 (340)

ile verilen kosullar elde edilir. (3.40) kosullarinda (3.24) ve (3.5) denklemleri kullanilirsa,

933(¢+ Eo+2)(¢—Eg—x+1) >0 (3.41)

A\
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933(0 — Eo —x) (¢ + Ep+2+1) >0 (3.42)

olmasini gerektiren yeni kosullar elde edilebilir. Bu iki denklem ayni anda saglanmalidir.

Ug parametreli kompakt gruplar igin g3 = +1°dir ve agikca sadece sonlu boyutlu iiniter
temsiller olasidir; eger 2¢ + 1 tek ise (¢ € R), Ey = 0 olur ve eger 2¢ + 1 ¢iftise Fy = %

olmast durumlari1 vardir.

Kompakt olmayan ii¢ parametreli gruplar icin, gs3 = —1’dir ve sadece sonsuz boyutlu

tiniter temsiller miimkiindiir. Bu temsiller dort farkli sinifa ayrilir.

A. Siirekli Temel Seriler: D,((Q), Ey) stirekli seri temsilleri de denilen bu temsiller

Kasimir degismezlerinin siirekli 6zdegerleriyle karakterize edilirler. Asal seriler,

1 1
¢:§—|—ip (0<p<oo) ve Q>Z (3.43)

olmak tizere D, (Q), Ey) ile temsil edilirler. L5 nin 6zdegerleri,
r=Fy, Eot1l, Ey£+2, --- (EOER) (344)

ile asagidan ve yukaridan sinirsizdir.

B. Siirekli ilave Seriler: D,(Q, E,) ilave seriler,

1 1 1

olmak tizere D (Q, Ey) ile temsil edilirler. Yine, L5 nin 6zdegerleri,

(L’:Eo, E():i:]_, E()ZEQ, (346)

olur ve hem alttan hem de istten sinirsizdir.
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C. D" (¢) Kesikli Serisi: Burada,

p<0 ve Ey=—-¢ (peR)

olur ve L5’ nin 6zdegerleri,

I’Z—¢7 _¢+17 _¢+2a

olup alttan smirhdir.

D. D~ (¢) Kesikli serisi; Burada,

»p<0 ve Ey=¢ (peR)

dir ve L1o’nin 6zdegerleri,

r=0.0-10-2

olup {iistten siirhdir.

f (&1, &) fonksiyonu

&1

|a,0) = N(a,b)&1&; = No(6&)°(2) 77" = |9, Eo + z)

&2

gibi yazilirsa, L2 ve L4 'nin dzvektorleri sirasiyla,

Lis|¢, By + 2 >= (Eo +x)|¢, By + 2 >

N,
L:I:]gﬁ,E0+x>:,/%[¢$(Eo+x)} 6, Eg+z+1>

Na::l:l

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

olur. N(a,b) normalizasyon faktorii elde edilebilirse, L5 ve L matris elemanlari iiniter

temsilde tamamen belirlenebilir. Baz vektorlerinin i¢ ¢arpimi,

< Qb, EO + ZL’|¢, EO + x >= 5:(:1:’

(3.54)

gibi tanimlanabilir. Islemcinin iiniter olmasindan dolay1 L =1L_ kosulunu kullanirsak,
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933 Ny 933\ ™ Nen
V50— (Bot ) 57 — (&) @+ B+ a1yt (3.55)

T

olur. gs33°1 dikkate alirsak

2 (p+ Eo+x+1)

= 933 g (3.56)

elde ederiz.

Kompakt Lie Cebrinde: g33 = +1 olur ve denklem (3.56) tekrarlama iliskisi,

1
N, = (3.57)

V(6 + Ey+2)(¢ — Ep — 2)!

bigiminde yazilir. Burada, (¢+ Eo+x)! = I'(¢+ Eo+ x4 1) anlamindadir ve bu nedenle
(¢ + Eo + x) bir tamsay1 olmasi da gerekli degildir.

Bir kez normalizasyon katsayis1 belirlendikten sonra, (3.53) ve (3.54) denklemlerinden

sonsuz kiiciik islemcilerin matris elemanlari,

(¢, By + ©|L1a|p, Eo + 2') = (Eop + )04 (3.58)
(6, Bo + |Lra|d, Eo + 2') = %(gb FE +a)¢FE Fatl) (3.59)

bi¢iminde verilir. Burada, Ey, ¢ ve x’nin aralig1 yukarida tartigilan iiniter temsile uygun

olmak zorundadir. so(3) 6zel durumunda,

(Jm|La|jm’) = mbympm (3.60a)

GmlL £ jm F 1) = ¢ SGEm)GFm 1) (3.60b)

elde edilir. Burada, j = ¢ tamsay1 ya da yarim tamsay1 olabilir.

m=FE+x=—-j,—-j+1,---,7—1,] (3600)
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Kompakt Olmayan Lie Cebrinde: ¢33 = —1 olur ve normalizasyon sabiti iki bi¢imde
yazilir. Siirekli temel seriler D,(Q, Ey) durumunda, N, = 1 alinmasiyla (3.56) denklemi
saglandigi goriilmektedir. Siirekli ilave serisi D4(Q, Ey), kesikli serisi D (¢) ve kesikli

serisi D~ (¢) durumunda normalizasyon katsayisi,

N \/(E0+x—qz5—1)! (3.61)

ile verilir. Ejy, ¢ ve x’in araligi {initer temsiller konusunda tartisilan 6zelliklere uygun

olmaktadir.

3.1.6 Sonlu Doniisiimlerin Grup Temsilleri

Lie gruplarmin temsillerini elde etmek i¢in ilk olarak spindr temsilleri elde edilir, sonrada

sonlu grup doniisiimiine uygun bir matris elde edilir.

Ucg parametreli Lie gruplarinin temel {initer temsilini

oo 7 (3.62)

—g33* a*

genel biciminde yazabiliriz. Burada, o ve [ kompleks sayilar olup, matrisin iiniter

olmasindan dolay1, bu matrisin determinantinin
o] = aa™ +g336°6 =1 (3.63)

olmast kosulu vardr.

SO(3) ve SO(2,1) gruplar i¢in, o doniigiimii bir spindr temsile karsilik gelir. « ve
(B kompleks sayilari, ii¢ reel parametreler cinsinden ¢esitli kombinasyonlari alabilir.
Ornegin, SO(3) durumunda Cayley-Klein parametrelerini aliriz. SU(1,1) durumunda

e 020 cosh(e/2) —isin(e/2)

k(0) = 0 it/ ale) = isin(e/2) cosh(e/2)
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oy (oo s\ mwg iy
—sin(7/2) cosh(7/2) w/2  1+iv/2

matrislerinin kombinasyonu segilebilir. Burada k(©) matrisi eliptik sinif, a(e) ve a(2)
hiperbolik simif ve 7n(v) ise parabolik siniftan olan doniisiim matrisleridir. O halde
SU(1,1) grubu i¢in

o(0,e,7)=Ek(0)a(e)a(T) veya

o(0,v,v)=k(@)a(r)n(v) veya

gibi kombinasyonlar alinabilir. Kompakt gruplar i¢in tek parametreli matrislerin tiimii
eliptik tiirde olmalidir. Kompakt olmayan grup i¢in tek parametreli matrislerin bir tanesi
eliptik kalan iki tanesi ise parbolik veya hiperbolik tiirde olabilir. Burada, sadece eliptik

altgruplarin sinifini1 alacagiz.

Sonlu bir doniisiim i¢in matrisin elemanlarin1 bulmaya ¢alisalim. o spindr (doniisiimii)

temsili i¢in & ve & spindr baz durumlari olsun. o doniisiimii & ve & spindr bazlarina

uygulanirsa,
& . o p &1
& N\ g o &2
yani,
& = aéy + B& £ = —g330°& + "6y (3.64)

doniisiimiinii elde ederiz. Bunun ters doniistimiinii de,

S| ar —p S a4
= = 0
§a gssf" « & 2
yani
& = a”é) — B o = g333"E) + &y (3.65)
olur. Burada o', o matrisinin tersini gostermektedir. Keyfi bir temsil i¢in baz
fonksiyonunu,

|6, B + x) = N,£0&h = Nt oreeg o (3.66)
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gibi tipik &; ve & spindr baz durumlarinin tek terimlileri biciminden kurulabilir.

Eger, D(0) ile spinor grubun bir elemanini gosterilirse,

D(o)f(&1&2) = f(o (&, &) (3.67)

olur. & ve &, doniismiis spindr bazlari yerine, (3.64)’de verilen karsiliklar1 yazilirsa

D(0)|p, By + ) = Nu(a" &y — BE)PTF0T (g3 & + ay)? P07 (3.68)

elde edilir. &; ve &, terimlerini ortak bir terimde toplamak i¢in yuvarlak parantezle verilen
(a*éy — BE)PTETT ve (g338°&) + afy)? Fo~7 terimlerine Binom agilimim uygulamirsa,
- (Qb + E() + ZE)'

* . o+r . . * ( ot+x—k)
(0761 — &)+ E0 —;( py ey TSGR C 0

(g333&1 + agy)? 7P =3 (¢ — Ep — )
(=

O Bo—z— oo )T k)
1 T

olur. Ac¢ilimin kompleks sayilardan meydana geldigi hatirlanirsa, biitiin faktoriyeller

gama fonksiyonlari gibi (k! = I'(k + 1)) alinacaktir. Bunlar (3.68)’da yerine yazilirsa,

NZ (¢0+ Eo+ )l (¢ — Ey — z)!

¢ Ey+x—k)(¢—Ey—x—0) k! (3.69)

D(o)|¢, Eo + )

Xa*(¢+Eo+m—k)(9335*)(¢—E0—x—é)< )ﬂk§2¢ k—¢ l<:+€

verecektir. (3.69) denkleminin sag tarafin1 £ ve &;’nin tek terimlerinin bir lineer

kombinasyonu olarak

D(0)|¢, Eo+x) = Y D5, (o), Eo + ') (3.70)

bi¢iminde ifade edebiliriz. Burada
|6, Eo + 2) = Nj&ftFote gg=Fo= (3.71)

oldugunu g6zdniine alip
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k+0=¢—Ey—a (3.72)

bigiminde yazabilirsek miimkiin olur. Fakat k, ¢ ve 2’ tamsay1 olmasim gerektirir ve

boylece bir grup temsili daha 6nce bulunan cebir temsilleriyle karsilastirilirsa, sadece
(p— Eg) €1 (3.73)

olmas1 durumunda miimkiindiir. Bu durumda,

D(ﬁ/ (0> _ i (Cb + By + ZE) (¢ Ey — :E) *(¢+E0+“)a(¢—Eo—m) (9335*)x/_w

Ny (x' — x)!
o BB* — )
<3 (“i007) (2 — 1) (3.74)
kZOk!(¢—|—EO+x— E)VW(p—Ey—a' — k) (2 —ax+Ek)!
yazabiliriz.
SU(2) olmast durumunda,
j=¢, m=FEy+z ve gs3 = +1 (3.75)

ile verilir. Burada, 7 ve m ikisi birden ya tamsayidir ya da yarim tamsayidir. Ayrica,

m’nin tanim aralig1

m:_ja_j+17_j+2a”'7j_1>j (376)

olmak tizere 25 + 1 tane degeri vardir. (3.57)’de elde edilen normalizasyon katsayisi

(3.74) denkleminde kullanilirsa, SU(2) i¢in iyi bilinen,

> j+m) (J—m)(G+m) (G —m)!
; k' G+m—FKk!(G—m' =k (m —m+k)!

><Ozj_m/_k(a*)(j+m_k)ﬁk(6*)(m/_m+k) (377)

sonucu elde edilir. Burada, u, (3.58) biciminde tanimlanmis iki-boyutlu {inimodiiler

matrisler grubunun bir elemanidir.
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SU(2) grubu SO(3) grubunu kapsayan bir gruptur ve bdylece SU(2) nin her uw’ temsili
aym zamanda SO(3)’iin D’ temsili olacaktir. SO(3) grubu ¢ift baglantilidir ve bdylece
elde edilecek temsillerin bazilarmin ¢ift degerli olacagini dnceden goriiliir. Genel olarak

(i, 0,) Euler agilar1 Cayley-Klein parametreleri cinsinden
i0/2 O\ w2 i)z o (0N w2
a = €% cos (5) e , B =—e ¥/ sin <§> e (3.78)

alinmaktadir. Bu durumda, SO(3) igin

C — 1 (4 N (5 _ Y]
D, (p,0,0) = Z J+m) U n/l).(y+m/).(] !
Xeim/‘#’ COS(2j+m—m’—2k) <Q> Sin(2k+m/_m) (Q)eimzb (379)
2 2

yazilir.

SO(3)’lin spin temsilleri de denilen ve j’nin yarim tamsay1 degerlerini ortaya ¢ikaran
temsillerini D7 nin davramgindan hemen goérebilecegi gibi, hem de aym1 zamanda belirli
bir eksen etrafinda 0-27 arasinda bir dondiirme islemi yapilirak, cift degerli oldugu
kolayca goriilebilir. j’nin tamsay1 degerleri ile karakterize edilen gosterimler SO(3)’lin

"gercek" temsilleri olarak adlandirilir ve bu temsiller tek degerlidir.

SU(1,1) grubu igin gs3 = —1 elde ederiz ve (3.61)’da bulunan normalizasyon katsayisi
(3.74) yerine yazildiginda gercek ya da tek degerli liniter temsilleri elde edilir. Temsillerin
tek degerli olmasi ve (3.73) kosulu,

¢=j ve m=E+uz (3.80)

saglanmasinm gerektirir. Burada, j ve m her ikiside ya tamsayidir ya da yarim tamsayidir.

SU(1,1) grubu, SO(2,1) grubunu iki defa kapsar. Bdylece j ve m’nin her ikiside
tamsay1 degerine sahip olan SO(2, 1)’in uniter temsilleri gergek temsilleri ve j ve m’nin
yarim tamsayilara sahip olan SO(2, 1)’in uniter temsilleri de spindr temsillerini olusturur.
Spindr temsiller uygun parametrik bir bigimde verildiginde, bu temsiller (3.74)’den

dogrudan elde edilebilir.
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3.1.7 Kuplaj Katsayilar:

Bir G grubunun iki indirgenemez D; ve D, temsillerinin D; ® D, bigimindeki Kronecker
carpiminin yine G grubunun indirgenemez temsillerinin toplami1 bigiminde yazilabilmesi,

fizikte hem kompakt hem de kompakt olmayan gruplarinin uygulamalarinda énemlidir.

Yukarida sdylenen islemlerin yapilmasi durumunda ii¢ temel problem ortaya ¢ikmaktadir.

Bunlar;

e Kronecker ¢arpim i¢in bir bazin olusturulmasi,

e Kronecker ¢arpimlarinin indirgenmesinde ortaya cikan temsillerin belirlenmesi

(SO(3)’iin 6zel durumunda bunlara Clebsch-Gordon serileri yada katsayilar1 denir),

e Wigner katsayilar1 olarak bilinen, indirgenebilir D; ® D temsillerinin, indirgenemez

temsileri i¢erisine doniistiiren doniisiim matrisinin elemanlarinin bulunmasidir.

[k problemin ¢dziimii, dondiirme grubunu gdzden gegirilen Bargmann (1962) tarafindan
taslagi cizilen, daha sonra Weyl (1950, 1946), Van der Waerden (1933) ve Eckart (1930)
tarafindan gelistirilen ve temel temsili karakterize eden spindrlerdeki monomiallerden
olusturulan bir bazin kullanilmasi ile yapilabilir. Kompakt gruplar i¢in Clebsch-Gordan
serisi ya agirliklar cinsinden ya da Schur fonksiyonlar1 (Wybourne, 1970; Patera ve
Sankoff, 1972) kullanilarak gelistirilebilir. Dynkin yontemleri kullanilarak kompakt
yar1 basit Lie gruplarinin kuplaj sabitlerinin hesaplanmasi i¢in evrensel bir yontem,
kompakt olmayan gruplar genisletmek miimkiin degildir. Bu ydntem Patera (1970)
tarafindan gelistirilmistir. Burada {i¢ temsilin degismez kuplajin1 olusturacagiz, sonra
kuplaj katsayilarin1 belirleyecegiz. Daha sonra Barut ve Fronsdal (1965) tarafindan

kompakt olmayan gruplarada uygulanmistir.

Genelde Clebsch-Gordan serilerinin elde edilmesi,

D, ® Dy = 291231)3 (3.81)
3
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denkleminin ¢oziimiine indirgenir. Burada, gj03 bir sayidir ve D; ® D, Kronecker
carpiminin indirgenmesi sirasinda bulunan D5 temsilinin kac defa tekrarlandigidir. Bu

sayilar,
D, ® Dy ® D} (3.82)

ticli Kronecker ¢arpiminin indirgenmesinde D, 6zdeslik temsilinin goriinme sayisina
denktir. Burada, D; temsili, D3 temsilinin kontragradyentini géstermektedir. Kontra
gradyent temsillerin tanimindan, D3 ® D; ¢apimi grup islemleri altinda degismez kalir,

bdylece (3.82) denkleminde verilen ii¢lii carpim,

(Dy @Dy @D =1 (3.83)

gibi bir I degigmezi ile iligkili olmak zorundadir.

Dy, Dy ve D; temsillerinin gosterimleri, (3.17) ve (3.24) denklemlerinde kullanilan basit

spindrlerde monomialler cinsinden

D, : |p1ma) = N, & ™ (3.84a)
Dy:  |dama) = Np,&§2 mng2 ™™ (3.84b)
Di: < gsmg| = (—1)P BN, g (3.84c)

biciminde yazilabilir. Burada m = £ + z’dir.

Bir [ degismezi, degismezin bir kuplaj1 cinsinden

I= )" F(¢1¢203)C000 Nupy Nopy Ny (—1) P31t mpdr=m

mimams3

£2+m2 P2 — m2€¢3 m377§>3+m3 (385)

biciminde yazilir. Burada, / degismezi Hiff”nfi polinom uzayindaki bir degismez,

F(¢1¢2¢3) sadece ¢;’lerin bir fonksiyonu ve C9122%3  jse D; ® D, Kronecker

mimams3

carpimlarinin indirgendigi Clebsch-Gordan kuplaj katsayilaridir.
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Grup matrisleri unimodiiler oldugundan, (3.64) denkleminden, degismezlerin

G =&nz — &2, G =&m — &3, Gz =&m2 — &am (3.86)

bicimindeki spindr fonksiyonlarin ii¢ kiimesinden elde edilebilecegi goriilmektedir. Burada,

her monomial (,, i¢inde bulunur. Bdylece (;’nin binom agilim1 yapilirsa,

_ k1 ko ks
[_123

= Z<_1)P+q+r kl k2 ks
pgr p q "
xEhartaghioptr hamatppha=qgtr ks =rtp, bi—pta (3.87)

elde edilir. Burada, a ve b negatif olmayan tamsay1 olmak {izere, binom katsayilari

a I'(a+1)
= 3.88
b I'b+1)'(a—1)! (3.88)
gibi gama fonsiyonlar1 cinsinden ifade edildi. Boylece,
a a! —a (=1°(a+b—1))
_ = 3.89
b bl (a—b)!’ b bl (a —1)! (3:892)
—a —1)b7(b —1)! a
= (=) ) , =0 (3.89Db)
b (a—1)1(b—a) b

elde edilir.

(3.85) ve (3.87) denklemleri karsilastirilirsa,

ki = ¢o + ¢3 — 1, ko = @3+ ¢1 — 92, ks = ¢1+ ¢2 — 93 (3.90)

esitliklerinin olmas1 gerekliligi ortaya c¢ikar. Daha sonra, spindr fonksiyonlarin denk

giicleri i¢in

r—p=¢1— ¢3+my, P—q= 2 — Q1 —m3, q—7r=¢3—pa+my (3.91)
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esitliklerinin saglanmasi, benzer agirliklarin toplanmasi kurali olan

mi + Mo = M3 (392)

bagintisindan bulunur. (3.87)’de goriilen p ve ¢’yu yok etmek i¢in (3.91) ve (3.90)

kullanilirsa
Oﬁlﬁflfgis = L Z<_1)¢1—¢2+¢3—7‘ ¢2 + ¢3 - ¢1
F(@10203) Ny Nomy Ny | 3 —p1 —ma+1d
+ — + _
SR . (3.93)
¢3 - ¢2 + ma + r r
elde edilir.

Simdi ¢; degiskeni yerine j; degiskenini kullanarak, SO(3) i¢in Clebsch-Gordan kuplaj
katsayilarin1 belirlemeye calisalim. Burada, j; negatif olmayan tamsay1 ya da yarim
tamsayidir ve m; ise j; sayisinin izdiislimiiyle iligkili bir baska sayidir. (3.56)’da verilen

N,,,, normalizasyon sabitleri (3.93)’te kullanilirsa,

(s — \/(]1 + ml) (]1 ) (]2 + m2) (]2 ) (]3 + m3) (]3 - mB)'
F(j1j2J3)

mimams

X (J1+ j2 — Js)! (1 — g2 + Js)! (=1 + j2 + J3)!
(—1)i—da+is=r
X
; r!(j

X(Js—Jo+mi+1)(j1+Jj2—Jjs—1)! (3.94)

—my —1)(j2 +mg — 1) (j5 — j1 — ma +1)!

elde edilir. Kuplaj katsayilarinin iiniter olmasi 6zelliginden,

Z Ciizjs  ugads 5m1m/1 5m2m/2 (3.95)

mimams~ m} m2m3
Jjima

Z s 020z s I - (3.96)
33

mimams m1m2m3 ]Sjg
mims2

ve (3.82) goriiniimiinde olan
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m1mams = mimam .

Z CJ1J2J3 OJ1J2J3 =1 (397)
m1

elde edilir.

Eger j3 = ms segersek, m; + my = j3 olur ve (3.94) denkleminin sadece r = j; — my

kosulunun saglanmasi durumunda gegerli oldugu bulunur. Béylece, (3.97) bagintisi,

F(]ljzjg) — (_1)j1+j2—j3

X\/(j1+j2—j3>!(j1—jz+jg)!<—j1+J2+Js>!<ﬁ+hﬂ3+1>‘ (3.98)
2j5 + 1 '

bigiminde olan belirli bir F'(j;7273) verir. Bu sonucu, (3.94)’de yerine yazilirsa SO(3)

i¢in iyi bilinen

Ciiids _ § (273 + 1) (1 + Jj2 — Ja)! (1 — J2 + j3)! (=1 + J2 + Jjs)!
mamzms T2 ma (j1 + Jo + js + 1)!

x v/ (j1 +ma)! (G1 — m1)! (G2 + m2)! (Jo — ma)! (3 + m3)! (jz — my)! (3.99)

(="
Z (1 —m1 —1)(G2 + ma — )(js — jo + ma + 1)(Js — j1 — ma +1r)!(j1 + jo — jz —r)lr!

elde edilir. Yukardaki formiil pratik kullanimlar i¢in ¢ok kullanigsiz olmasina ragmen,
0zel durumlar i¢in hesaplanarak tablolar bi¢iminde verilmistir (Edmonds, 1957; Jucys ve

Bandzaitis, 1965; Rotenberg ve ark., 1959).

Ayrica bu formiil bazi matematiksel islemlerle farkli bigimde diizenlenebilmektedir.

Ornegin,
1 (n+m)!
- >
;P!(n—p)!(T—p)!(m—r—i—p)! m!nlrl(n+m—r)!’ (n,m > 0)
(3.100)
ve

—1)"(n—7r)! n—m)!(n—10)!
Zr'< )" ( oo N (n—10)

lm—r)(—7)!  nlml(n—m—0) (n>m>0ven>{>0)

T

(3.101)
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Ozdeslikleri kullanilarak

Cdzis  — (2.73 + 1)(]1 + Jo — ]3)‘
mimams mi+ma,ms3 (j1+j2+Js + DV (j1 — Jo + 73)! (—j1 + Jo + J3)!

(1 +ma)! (J2 +my2)!

X\/(ﬁ — mu)! (G2 = ma)! (js + my)! (s = my)!

(=) =m0 (5 +my 4+ 1) (o + jz — my — 1)
S (3.102)

1 —my— 1) (js —ms+ 1) (jo — js +mq +1)!

bi¢ciminde bulunur.

SO(2,1)’in hem ftiniter hem de {initer olmayan kesikli ve siirekli temsiller igin kuplaj
katsayilarinin belirlenmesi ¢ok karmagiktir. Cesitli giicliikler literatiirde verilmistir
(Holman ve Biedenharn, 1966; Young, 1970). Burada, uygulamalarda yer alan sonsuz
boyutlu iiniter D™ (¢2) temsiline, sonlu boyutlu iiniter olmayan D(¢;) ’in kuplaj
katsayilari ile ilgilenece@iz. Buna karsilik, ilk Dt (¢;) x DT (¢2) Kronecker ¢arpiminin

indirgenmesinde ortaya ¢ikan kuplaj katsayilarina bakacagiz.

D*(j1) x DT (jo) i¢in Clebsch-Gordan serileri kolayca,

D) e D () = Y D) (3,109

Jj3=Jji+j2

olarak goriiniir. Kuplaj katsayilari {i¢lii
D" (j1) x D" (j2) x D™ (j3)

Kronecker ¢arpiminin degigsmez kuplajindan bulunursa,

© F(j1j273) \| (my — 51 — D! (ma — jo — 1)! (m3 — jz — 1)!

mimoms
% Z(fl)jl_jﬁ'j‘?’_k J2+Js =1 J1+Js — J2 J1+J2— 173
T Js—Jj1—ma+rT Js—J2t+tmi+r r

(3.104)

coivis 1 \/ (ma + 50)! (ma + jo)! (s + )]
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elde edilir. Burada, —j3 > —j1 — j2, m; > —j;ve 3; < O0dirve j; = ¢; vem; = Ey+x;
olmak iizere (3.61) ile verilen normalizasyon sabitini kullandik. Ik iki binom katsayisinda

negatif argiimanlar bulunur ve son arguman pozitiftir. Boylece,

Cdzjs  — 1 (ml + Jl)' (m2 + ]2)' (m3 + j3)'
mmems - F(g14243) \| (ma — g1 — 1)1 (mg — ja — 1) (mg — j3 — 1)!
[ (J1 + j2 — Js)! ]
X ; ; - ; ; -
(—jl + 72— 3 — 1)! (]1 —J2—J3— 1)!

(3.105)

XZ (— _j1+j2_m3+T(j1 —jg—mQ—T— 1) (m1 —j1+7’— 1)
rl(Jo+mo — 1)1 (js — jo+m1 + 1) (j1 + joa — js —1)!

olur. (3.97) denkleminin iiniterlik kosulunu saglayan kuplaj katsayisin1 aradigimizda ve

mg = —Js secerek F'(j1j273) carpani belirlenebilir.

(3.100) 6zdesligin kullanimindan sonra, DD (j;) x D (j2) sonucu

jrizis  _ (=273 — 1)(j1 + Jo — j3)! (=j1 — Jo — Jz — 2)! (mq + j1)! (Mo + jo)!
mimams (J1 —J2 — gz — D! (=j1 + j2 — gz — )! (m1 — j1 — 1){(m2 — jo — 1)!

y (m3 + j3)! Z TR (my gy — Jg — 1 — Dl(my — ji + 1 — 1)
(m3 — gz —1)! m2+]2—7’)(j3—32+ml+7’)(]1+]2—j3—7“)
(3.106)

ile verilir.

Burada, D~ (j1) X D(j2) x D~*(j3) igin j; < 0 vem; < j; oldugunu hatirlayarak, yukarida
yapilan islem iki negatif kesikli temsil i¢in de yapilirsa; Clebsch-Gordan katsayilari

juigs | (5298 = D0+ J2 — ga)! (=1 = Jo — js = 2)! (=ma +j1)! (=2 + Jja)!
s (1 =2 —Js — D=1 +ja — js — D! (=m1 — j1 — I (=m2 — jo — 1)!

mg — jg — 1)! 7"]1 my —r)(js — j1 — ma+7)(j1 + j2 — js — 1)!
(3.107)

(—ms + js)! D)724ms =T (—my — Gy + 17— 1) (o — jz —my — 1 — 1)
A >

bi¢iminde bulunur.
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3.1.8 Kuplaj Katsayillar1 ve Analitik Siireklilik

(3.106)’da verilen SO(3)’tin Dt (j1) X D" (j2) ¢arpimindan elde edilen kuplaj katsayilari
formiilii ile (3.99)’da verilen SO(2,1)’in D(j;) X D(j2) ¢arpimindan elde edilen kuplaj
katsayilar1 formiiliiyle karsilastirildiginda, carpici bir benzerlik goriiliir.  Gergekten,
(3.106)’y1 gama fonksiyonlar1 cinsinden ifade edersek ve (3.99) 6zdesligi kullanilarak
Ji — —7; altinda analitik siirekliligi yapilirsa, 6nemsiz bir faz disinda (3.106) sonucunu
buluruz. Biedenharn ve Holman (Holman ve Biedenharn, 1966; Holman ve Biedenharn,
1968), SO(3) ve SO(2, 1)’in kapsam gruplarinin kuplaj katsayilarinin bir tek nicelikten
tiiretilebilecegini gostermek icin analitik stireklilik kavramini kullandilar. Simdi, pozitif
bir kesikli tiniter D" (j3) temsiline sonlu bir liniter olmayan D(j;) temsilinin kuplaji

durumundaki katsayilarin bazilarini hesaplayalim. D(j1) x D" (j2) igin Clebsch-Gordan

Sonsuz Kuleler

T TT]

DG) X D))

4 o 4 o ° ° ° ° °
3 e 3 e 3 e ° ° ° ° °
2 e 2 e 2 ° ° ° °
1 e 1 e |:> 1 ° °
0 e X 0 e 0 E
-1 e m, 1
2 e 2
3 e

m ms,

Sekil. 3.1: D(3) x DT(-1) Kronecker ¢arpiminin ¢éziimlemesini veren agirlik diyagramlari.

serileri, 6zel durum igin Sekil 3.1°den kolaylikla goriilecegi gibi, iki temsilin agirliklarindan
olusan agirlik diyagrami gdzoniine alinarak belirlenebilir. D7 (j3) kesikli temsilleri,
sonsuz pozitif agirlik kuleleriyle gosterilir ve sonlu agirlik kuleleride sonlu temsillerdir.
Sonlu agirlik kuleleriyle gosterilenler kutu i¢ine alinmistir. D(j1) X D (j») igin Clebsch-

Gordan serileri iki duruma ayrilir: a) j; < —j2 ve b) j; > —7j2. Bu iki durum i¢in, j; ve
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J2’nin her ikisinin de tamsay1 ya da yarim tamsay1 olmak iizere

gtjfjlﬂ'z D*(js), (1 < —J2);
D(j)) x D (j2) = § S DGs) +23 . 1 DY) (3.108)

2 . , ,
+Z—?:1‘>fj—2j1+m D+(]3)7 (]1 > —jz)

elde edilir.

Eger, j; tamsay1 ve j, yarim tamsay1 olursa veya tam tersi olursa,

Jitje —3/2 —j1—j2—2 1
D(j1) X D*(j2) ZD J3) +2 ZD+ J3) + Z D (js) + D (—5)  (3.109)

2
Ja=1/2 Ja=—j1—ja—1 Js=—Jj1+Jj2

elde edilir.

J1 = —j2i¢in Kronecker carpimlarinin basit indirgenebilir olmadig1 yukardan goriilmekte
dir. Buna ragmen, eger js > —k; + j2 tanim araliiyla kendimizi siirlarsak, ¢ift kath

(cakisik) temsillerle iliskili giicliiklerden kacinmis olunur ve
J1 = J1, J2 = —J2, J3 — —J3 (3.110)

doniigiimleri altinda SO(3) igin bulunan katsayilarin analitik siirekliligi yapilarak, tim

fazlar i¢in,

(iads \/(_1)j2_j3_m1( 2j3 — 1)(Jr + g2 — J3)! (G — Jo + 53) (=1 — J2 — Jizs — 2)!
mimaoms ( _ _ _ 1)
J1—J2—Js

% (1 +ma)! (1 — ma)! (o + ma)! (3 + ma3)!
(ma — j2 — D! (mz — jz — 1)!
(j1 —js+mg —r —1)!
o +mo — 1) (J1 +jo2 — js — ) (Js — ja +mq +1)!
(3.111)

kuplaj katsayilarmi elde edilir. Burada, birinci terimdeki karekokiin ig¢inde bir fazin

X
Zr' jl ml_fr) (j

olduguna dikkat edilmelidir. Daha 6nceki kuplaj katsayilardan farkli olarak (3.111) hem

reel hem de imajiner degerler verir.
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Bu kuplaj sabitleri iiniter olma kosulunu saglamaz, ancak

Jijejs  * dLd2ds _1)j2—Jjz—m1 _ .
Z lemzms C’H’legmé( 1) - mgmééj

(3.112)

-/
373
mi,m2

bagintisini verir.

SO(3)’e karsilik gelen sonucun analitik stireklilikle SO(2, 1)’in D(j1) X D (j2) X D (js)
icin bulunan (3.111) ifadesi, j; ve m; kuantum sayilarinin tanim aralifinda oldukca
farkli degerleri alinmasina ragmen, SO(3) i¢in (3.99) denkleminden bulunan sonugla
dogal olarak yakindan iliskilidir. Gergekte, (3.111)’den bulunan cebrisel bigimde verilen
sonuglari, (3.99)’ten bulunacak olan cebirsel goriiniimlerine karsilik gelen ((—1)7t9217s)
terimiyle carpildiginda esit olur. Boylece, SO(3) i¢in kuplaj Kkatsayilarmin cebrisel
goriiniimlerini veren genis tablolar igin D(j1) x D1 (j2) X DT (j3) 1n cebirsel bigimler

kullanilabilir.

3.2 Spektrum Uretme Cebri (SGA)

Hamilton islemcisi kinetik ve potansiyel enerji fonksiyonuna baghdir. Herhangi bir
fiziksel sistem icin potansiyel enerji, sadece koordinatlarin fonksiyonu olabilecegi gibi,
hiza bagimh ya da bagka etkilesme terimlerini de bulundurabilir. Hamilton islemcisinin
0zdegeri, toplam enerjiyi verdigini Schrédinger denkleminden biliyoruz. Buna gore,
s0(2,1)%in I'; iireteglerini Hamilton iglemcisine

3 3
Gr)(H—E)=) al'i—EY BT~ (y+£E) (3.113)

i=1 i=1
bi¢iminde baglayabiliriz. Burada, «; ve [3; sabitlerdir, 7 ve & ise enerjiden bagimsiz
sabitlerdir. G(r) ise (H — FE) fonksiyonunun dogrusaligini bozmayacak olan r’nin

herhangi bir fonksiyonudur.

I'; iiretecleri, p ve 7’nin uygun birer kombinasyonu olmak zorundadir. Kinetik enerji

teriminden p*’yi, potansiyel enerjiden 7’nin herhangi bir fonksiyonu ve = ile p
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kombinasyonu olan (r.p) ile (r.p)? ’yiiginde bulundurur. Ug boyutlu hal igin
(r.p)* =r’p* +ir.p— L* (3.114)
oldugundan, (r.p)?’ye gereksinim yoktur.

a; ve (3;’lerin n.ci katsayiyr sifir alarak, fonksiyonu iki iiretece baglayabiliriz. Diger

tireteci, fonksiyonda olmayan iireteg ekseni etrafinda 6 dondiirme agisi ile
[y = e ‘arlnyeiontn (3.115)

benzerlik doniisiimii yaparsak, kdsegenlestirebiliriz. Cebirden gruba gegis e seklinde

verildigi igin e terimi segilen Lie grubunun bir elemanidar.

Bu islemden sonra, potansiyelin tiirline ve enerjinin pozitif veya negatif olmasina bagh
olarak siirekli spektrumu veya kesikli spektrumu elde ederiz. Kompakt olmayan I’y
iireteci siirekli 6zdegerleri verdiginden I';’1 ya da kompakt I's iireteci kesikli spektrumu
verdiginden I's’1 segebiliriz. Biitiin problemlerde kesikli spektrumu bula- cagimiz igin
['3’lin 6zdeger denklemini ¢ozdiik ve temsil teorisinden I's*iin 6zdegeri (2.35)’de (—¢ +
x) olarak verilmigti. Bu iki 6zdegeri karsilagtirarak enerji dzdegerlerini elde ederiz.

Spektrum alttan sinirli oldugundan D™ (¢) temsilini kullanacagiz.

Yukaridaki iki 6zdegeri karsilagtirirken ¢ terimini, yine temsil teorisinden bilindigi gibi

Kasimir operatoriinden bulacagiz. so(2, 1)’in Kasimir operatori,
M?=r;-ri-r; (3.116)

ile verilir. Buldugumuz iiretecleri kullanarak bunu hesaplariz ve I'>’nin 6zdegeri olan
(2.34)’den dolay1 ¢(¢ + 1) esitleyerek ¢’yi buluruz. Bulunacak olan ¢ negatif olmasina
dikkat edilecektir. Ciinkii ancak negatif deger, bize enerjinin negatif odugu yani bagh bir

sistemin spektrumunu vermektedir.

(3.113) denkleminde s ve (3, sabitlerini sifir olarak alirsak, so(2,1) cebrinin tiretecleri

cinsinden enerji 6zdeger denklemi,
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seklinde yazilir. Burada a, b ve c enerjiye bagimli olabilen sabitlerdir. Ureteglerimizi
kosegenlestirmek igin 'y iireteci etrafinda 6 dondiirme agist ile I'; ve ['s iireteglerini

dondiirelim. Ozdeger denklemi bu islemden sonra,
U = e 22 (3.118)
olarak doniismiis yeni dalga fonksiyonunu tanimlarsak,
(a2 e ™2 4 pemi0T2 e 7002 4 ) = 0 (3.119)
olur. Goreceli kuantum mekaniginden bilinen
e 21 e 2 = T cosh§ + 'y sinh 6 (3.120)

e 2072 = Ty cosh @ + T’y sinh 0 (3.121)

esitliklerini (3.119) denkleminde yerine yazarsak
(a.cosh @ + bsinh )Ty + (bcosh f + asinh §)I's + c¥ = 0 (3.122)

buluruz. Kesikli spektrumu elde etmek igin, I'; ifadesinde parantez i¢ini sifira esitlersek,

b
tanh § = — 2 : coshf = —— (3.123)
b b2 — a2
buluruz. Kesikli spektrum i¢in

a
1< —=<+41
= b_+

olmali, eger saglanmiyorsa spektrum siireklidir. (3.123) ifadesini (3.122) denkleminde

yerine yazilirsa,

c =~ ~ c ~
U) =0 s = ——uv—v 3.124
cosh 6 ) 3 ( )

(atanh 6 4 b)I's + —

elde edilir. Daha sonra temsil teorisinde (2.35) 6zdeger denklemi ile karsilastirirsak,

kesikli enerji 6zdeger spektrumunu elde ederiz. (3.116) denkleminden Kasimir operatorii
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hesaplanip, 6zdegerini v olarak buldugumuzu diisiinelim. Bu degeri (2.34) denklemiyle

karsilastirirsak
¢ = —%(1 +Viar +1) (3.125)
buluruz. Bu sonucu (2.35) denkleminde yerine yazip, (3.124) denklemiyle karsilasti
rirsak,
ﬁ - %(1+M) x=0,1,2... (3.126)

sonucunu elde ederiz. a, bveya cenerjinin bir fonksiyonu olacagindan (3.126) ifadesinden

E’yi ¢ekerek spektrumu elde ederiz.



4. BULGULAR

4.1 Temsillerle Tlgili Problemler

Problem 1: Sp(2) grubuna ait iiniter matrislerin temsillerini elde edelim.

Sp(2n) gruplari,
Zy 2y

(4.1)
Zy —Z7t

biciminde gosterilen gruplardir. Burada, Z; ve Z; n X n mertebesinde matrislerdir ve
Z! ise Z; matrisinin transpozesini gostemektedir. Sp(2) grubu i¢in, n = 1 olmasindan

matrisimiz 2 x 2’lik

o= (4.2)

biciminde bir matrisle gosterilr. Burada «, 8 ve v kompleks sayilar olup Cayley-Klein

parametreleri cinsinden yazilir.

Uniter olan simplektik grup matrislerinin determinant: 1°dir:

—aa” —fBy=1 (4.3)

Boyle bir matrisin ters matrisine bakarsak

oo ' =1 o= (4.4)

oldugunu buluruz. Simplektik grup matrislerinin ters Hermityen olma A + AT = 0

ozelligini kullanirsak,

V=0 (4.5)

oldugu bulunur. Bu durumda
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olur.

Sp(2) igin &, & bir spindr baz olugtursun.

&1 _ @ 5} ' fi (4'7)

& -0 - &

Burada baz fonksiyonu (3.66) ile verilmektedir. Burada, D(o) ile sinér grubunun bir

elemanini gosterirsek
D(0)]¢, By + x >= Ny(—a"& — B&)"H (56 + a&)?™ ™7 (4.8)

buluruz. Buradaki parantezler i¢cin binom agilimi yapilarak yerine yazilirsa

K6+ Eg+ 3 —k)l(¢— Eg— 2 — 0)!

D(O’)’gﬁ’ EO +x >= Nx Z (_1)¢+Eo+x

k,6=0

a*(qﬁ—&-Eo-{-x—k)ﬁkﬁ*(qb—Eo—x—E) aﬁgfqﬁ—k—fgé;—s—ﬁ (49)

olur. Simdi ge¢is yapmak i¢in gerekli ifadeyi
|6, Bo + &' >= Nyt g+ (4.10)

biciminde alirsak, yukaridaki agcilimin &, & ifadelerin iistlerinin ayn1 olmasi i¢in

k+0=®—-FE)— 2 (4.11)
olmak zorundadir. Bu durumda
D(U)|¢7 EO +x >=
N, i(_1>¢+Eo+m <¢+EO+$>!(¢—E0 —:L“)'

— Kl (¢p—Ey—x—k)(¢p+ Ey+x—k)(z' —x+k)!

O+ Bota—k) gh gr(a’ o) ( @—Eo—w—k g b+ Bote! cdFo—' (4.12)
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olur. Simdi |¢, Ey + o’ > ifadesini gikarirsak ve k parametresine bagli ifadeler toplam

igerisine atilirsa

(¢+E +$) <¢ E —.CIZ')' * o+ —Eg—x' g¥(z'—=x
D%“*Uw gl ar R )
_1)¢+EBo+z S (86" /aa”)(z’ — x)!
(=1) Zk!(qﬁ—Eo—x’— )¢+ By +x —k)(z/ —x + k) (4.13)

elde edilir. Burada N, = [(j + m)!(j — m)!]7"/? oldugu gbz 6niine almip & = j

Ey + x = m yazilirsa, o ve (3 sabitleri Cayley-Klein parametreleri cinsinden

, A . 9
o = e/? cos(g)e_“"/2 B =—e "t/ sin(ﬁ)e_“"/2 (4.14)
alinirsa,
U7, () = g+mz (5 +m)!(j — m)l(j +m/)!(j — m")]'/?
mem k']—m— )(j+m—k:)!(m’—m+k)!
im/ i+mm’—2k 0 - 2k4+m/'—m 0 im

e"™ ¥ cos’ (=) sin (§)e 4 (4.15)

olarak bulunur.

Problem 2: Wigner’in 3-j semboliinii siitunlarinin ¢ift permiitasyonuna gore ve ¢ift
permiitasyon durumunda tiim m; sayilarinin isaretlerinin tersine gore degismez kaldigini

gosterelim.

Wigner 3-j semboliiniin agik yazilist
i J2 U3

my Mo Mg

5 (—1)p—2ms (s + 71 — 32)'(Js — Jr + J2)!(J1 + J2 — J3)!
e 1+ j2+js + 1)

V (G1 = m)(G1 +ma)! (o — m2)!(jo + m2)!(js — ms)!(js + ms)!

Z (=1)H2tm2 (g + js 4+ my — 1)!(j1 — my +7)!
(j

- 4.16
i T =1 s =G —Ga ke (16

olmaktadir.
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Coffan, = (1Pt | 2 (4.17)

m1 Mo Mg

oldugu g6z Oniine alinirsa

R Oy B R (R T
mi M2 M3 241

olarak bulunur. Simdi C/1723 = C772_ - olduguna dikkat edelim. Ciinkii m; ifadesi

formiilde 4 tane var ve bunlarin 2 tanesi (—) diger 2 tanesi de (+) oldugundan burada bir

degisme olmayacaktir.

Burada sorulan sorularin birincisinin cevab1 permiitasyonlarda meydana gelen her yer
degistirme igin bir (—) isareti konur ve ¢ift yerdegistirmede (+) olacagindan herhangi bir

degisme olmayacaktir.

Ikincisinin cevabi, denklem icerisindeki m; sayis1 hem m igin ¢ift sayida ve esit sayida

(—) ve (+) oldugundan bunlarin herhangi birindeki ters isaret, etki etmeyecektir.

Problem 3: (3.111)ile verilen Clebsch-Gordan katsayisii¢in (3.101) 6zdesligini kullanarak

J3 = —mg olmast durumunu sinayalim.

Ik olarak, js = —myg ifades kullanilarak Clebsch-Gordan katsayisilar1 asagidaki gibi

yazilir.

mimams

Curia—ms _ (=1)24m2(2mg — 1)(j1 + J2 + m3)! (1 — Jo — ma)!(—Jj1 — Jo + m3 — 2)!
(j1 — Jo +m3z —1)!

(ma — jo — 1)I(2ms — 1)

\/(jl +m)!(j1 — m)!(j2 + m2)!0!

(j1+m3—|—m2—r—1)!
> — : 2 : (4.19)
— rl(j1 —my = r)l(j2 + ma — 7)l(J1 + J2 + mg — r)l(—j2 — ma + 1)

Burada m + ms = m3 olmasina dikkat edildi. Bu durumda, toplam igerisindeki ifadeyi

su sekilde ayiralim:
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mi1ma2ms3

Civia—ms _ (=1)72tm2(2mg — 1)(j1 + j2 + m3)!(j1 — jo — m3)!(—j1 — j2 +mg — 2)!
(j1 — Ja +mg — 1)!

(my — jo — 1)!(2ms — 1)!

¢m+mmm—mmm+mﬁm

(j1 +mz+mg —r — 1)I(=1)" (—1)"
Zr: [T!(jl —my — T)!(j2 + mo — T)!'(jl + jo + mg3 — T)!(—j2 —mg + 7,)! (4-20)

Burada, (—1)"’nin karesi geldiginden birsey degismez. Fakat, diger kisimlar1 ayirirken

0zdesligin terimler arasindaki iliskiler gézontine alinarak yapilmastir.
n=j1+mg+my—1 m=ji—m {=jos+my (4.21)

0zdesligini kullanilirsa

Z (1 +mg+me—r—1)I(=1)"
rl(jy —my — )1 (j2 +mg —1)!

T

(1 +msz +ma — DG — ma)! (G2 + ma)!(ms +my — jo — 1)! '

elde edilir. (4.22), (4.20)’de yerine yazilirsa,

mima2ms3

Conims _ (=1)2=2Fm2(2my — 1) (j1 + Jo + m3)!(j1 — Jo — m3)!(—j1 — jo + m3 — 2)!
(j1 — jo +mg — 1)!

(my — ja — 1)I(2ms — 1)

¢m+mmm—mmm+mﬁ

(j1 + ms + Mo — 1)'(]1 — ml)'(jg + m2)!(m3 + my — jQ — 1)'

(=1)"
2 (1 + jo +mg —1)(=j2 — ma +1)! (4.23)

olur ve gerekli sadelesmeler yapilirsa,



44

mi1ma2ms3

Cni—ms _ (=1)2Fm2(2my — 1) (j1 + Jo + ma)!(j1 — Jo — m3)!(—j1 — jo + m3 — 2)!
[(J1 +m3 +mg — 1){(mz +my — jo — 1)!]2

(J1 +ma)!(2mg — D1 + mg — jo — 1)!
(ma = Jo — D)I(G1 — ma)!(J2 + m2)!

(—1)"
ZT: (1 +J2 +mz — 1)l (—j2 — mz +7)! (4.24)

oldugu bulunur.

Problem 4: D(j;) x D" (j2) ¢arpimi igin (3.111) bagmtisin1 kullanarak ) C_]fnjf;llm
b) Col272tt ¢y 1272 | d) Cyl272, ifadelerini tiiretelim.
a) (3.111) denkleminde 71, = 1, jo = Jo2, Jjs = Jjo + 1, m1 = —1, ma = my + 1 ve

mg = Mo yazalim.

Clj2j2+1 _ (-1)0(—2j2 — 3)0'2'(—2]2 — 4)' 0'2'(]2 + mq + 1)'(]2 + mo + 1)'
~imatlims (-2]2 — 1)' (m2 — jg)'(Tnz — j2 — 2)'

(mg —ja — 1)
2 12— 7)(jo +ma + 1 — r)!(=r)!(+7)! (4.25)

olarak bulunur. Toplam ifadesinin iginde (—r)! ifadesi bulunmakta ve bu terimin yok

edilmesi i¢in 7 = 0 olmak zorundadir. Buna gére, sadelestirmeleri yapilirsa,

23 2 = m2)(ja —ma +1)
(1i2i2+1 _ (]2 .mQ)(h ‘m2 196
—1lmao+1ms 2(]2 + 1)(2]2 + 1) ( )

sonucu bulunur.

b) (3.111) denkleminde j1 = 1, jo = ja, j3 = j2 + 1, m1 = 0, ma = ma ve mz = my

yazalim.

izt _ | (CD 72 = 3)0121(=2p — )1 | 1111 + ma)!(ja + ma +1)!
omams (=272 — 1)! (m2 = j2 = 1)(mz — j2 — 2)!
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— rl(1 = r)l(j2 +ma — r)l(=r)I(1 +7)! ’
olarak bulunur. » = 0 olmak zorundadir. Buna gore, sadelestirmeler yapilirsa
clitt _ Uzt ma+1)(G —my — 1) (4.98)
o (272 +1)(j2 + 1) ‘

sonucu bulunur.

¢) (3.111) denkleminde j; = 1, jo = Jj2, Jj3 = J2, m1 = —1, mg = mao + 1 ve m3 = myo

yazalim.

~imatims (—252)! (mg — j2)!(m2 — j2 — 1)!

(mg—jg—Fl—T)!
2 B = Ga e - 1= I = =T 5 1) (4.29)

olarak bulunur. Burada bulunan (—1 + r)! ifadesinden dolay1 7 = 1 olmak zorundadir.

Buna gore, sadelestirmeler yapilirsa,

1522 2 Fme 4 1)(j2 — ma) 4
Cflm2+1m2 - \/ 2]2(]2 + 1) ( 30)

sonucu bulunur.

d) (3.111) denkleminde j; = 1, jo = Jj2, J3 = J2, m1 = 0, my = Mg ve M3 = Mo

yazalim.

i _\/(—1)0(—2j2—1)1!1!(—2j2—3)!\/ 111Gy + ma)! (o + ma)!

e (—2j2)! (ma = jo = 1)!(ma = jo = 1)!

(mg —jJo —1)!
2 =0y & 1 = = I (4.31)

r
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olarak bulunur. Burada, » = 0,1 degerlerini alabilmektedir. Bu nedenle toplamda iki

terim olacak. Islem buna gére yapilirsa,

. 1 ] 2 — 75 — 1)
Coll, = | —— Uz 1 m2) ( ma(ms — j2 — 1) ) (4.32)
472(j2 + 1) (mg — jo — 1)! (J2 +my)!
bulunur ve buradan
Collz = ——— (4.33)
omams J2(j2 +1)

sonucu elde edilir.

Problem 5: Problem 4’te verilen cebirsel sonuglarin (—1)7t =721 ile carpimimnin, SO(3)’iin

(3.99) ile cebirsel olarak verilen sonuclari ile esit oldugunu gdsterelim.

a) (399) denkleminde jl = 1, jg = jQ, jg = jQ + 1, mq = —1, Mo = Mo + 1ve ms = My

yazilirsa;

ottt _ (252 +3)012!(25,)!
—1mo+1mo (2]2 + 3)'

(="
Z r'(2 — 7‘)'(]2 +mqe+1— r)'<_|_7~)l(]2 —mg—1— 7")!(-7’)! (434)

olarak bulunur. Ciinkii, toplam ifadesinin i¢inde (—r)! ifadesi bulunmakta ve bu terimin
yok edilmesi gerekmektedir. Bu nedenle, » = 0 olmak zorundadir. Buna gore isleme

devam ederek sadelestirmeler yapilirsa,

. i — s —mag + 1)
(1i2i2+1 _ (]2 mz)(]z Mo 4.35
—lmatlms \/ 207, + 1)(27; + 1) (4.35)

sonucu bulunur.

b) (3.99) denkleminde j; = 1, jo = Jj2, Jj3 = Jo + 1, my = 0, ma = mg ve m3 = my

yazalim.

ottt _ [ (272 +3)012!(27)!
Omam (2j2 + 3)!
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(="
; = 1)Gs ma— A+ 1Ga —ma— 1+t %)

olarak bulunur. r = 0 olmak zorundadir. Buna gore isleme devam edilirse,

i o + Mg+ 1)(jo —ma + 1)
CLizi2+1 _ (42 : . 4.37
Omama (272 + 1)(j2 + 1) ( )

sonucu bulunur.

C) (399) denkleminde jl = 1, jg = jg, j3 = jz, my = —1, mo = Mo + 1ve mg3 = MMy

yazalim.

(i _ (272 + 1)1111(25, — 1)!
—1ma+1mg (2]2 n 2)'

V012! (jy 4+ my + 1) (Ja — mg — D)o + ma)!(jo — my)!

(=1)"
D e e ey ey ey A

olarak bulunur. Burada bulunan (—1 + r)! ifadesinden dolay1 = 1 olmak zorundadir.

Buna gore isleme devam edilirse

o ] +m2+1)(32—m2)
122 __ e a 4.39
tmatims \/ 272(j2 + 1) (4.39)

sonucu bulunur.

d) (3.99) denkleminde j; = 1, jo = j2, J3 = J2, m1 = 0, mg = Mg ve m3 = my yazalim.

civie [ (202 + D125 — 1))
Omama (22 + 2)!

\/1!1!(j2 + m2)!(Jo — m2)!(j2 — m2)!(j2 + m2)!

(="
2 TG ¥ s~ i e — T L= i) (4.40)

olarak bulunur. Burada, » = 0,1 degerlerini alabilmektedir. Bu nedenle, toplamda iki

terim olur. Islemi buna gore yapilirsa,
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. 1 —2mo
Co2? = | (jy + ma)!(my — jo)!— : 4.41
omama 4ja(j2 + 1)(]2 2)Hma = 7o) (J2 + m2)!(j2 — m2)! (4.41)
olur. Buradan,
Colt, = —— (4.42)
o Ja(ja + 1)

sonucu bulunur.

Simdi buldugumuz sonuglara bakarak a ve b sikkinda (—1)7t ~72*7s ifadesi dogrultusunda
(+1) geldiginden sonuglar ayni; ¢ ve d sikkinda ise (—1) ¢arpani kadar bir farklilik
oldugunu gérebiliriz. iki formiil arasinda (—1)71772+% olarak gériilen bir faz farkinin

oldugunu gostermektedir.

4.2 (Coziimii Bilinen Hamilton Operatorlerinin SGA ile Yeniden Coziilmesi

4.2.1 Goreceli Olmayan Kepler Problemi

2
H=Lt _2 (4.43)

S 2m 7
ile verilen Hamilton iglemcisi i¢in so(2,1) cebrini kullanarak 6zdeger denklemini, N

boyut i¢in ¢dzerek kesikli 6zdegerlere sahip spektrumunu elde edelim.

N boyut i¢in momentum ve yer vektorii

P =po€o + p1€1 + p2€s+ -+ pyén (4.44a)

r = ZBoéQ + .Tlél + $2é2 + -4 .QTNéN (444b)

olur. Burada é;’ler birim vektorleri gostermektedir. Bu Hamilton opeatorii icin SGA

cebrini olusturan operatorlerimizi,

(N-1)
2

1 1
F1=§(rp2—7“) Ly=r-p—i F3:§(Tp2+7"> (4.45)
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olarak alalim.

[lk olarak ileride kullanacagimiz komiitasyonlar1 hesaplarsak;

[Py Tu] = =10 (4.46)

[pn, 7] = —il;—" (4.47)

[ m>%] = Z% (4.48)
[P, %2] = 22’% (4.49)
[Pn, me] = —i((snmr—_l) (4.50)

olarak elde edilir. Simdi (4.45) da verilen operatér setinin so(2, 1) cebrini sagladigini

gosterelim:
1 (N -1
[Fl, Fz] = [5(7“])2 - 7’), ("" o 2 Z( 5 ))]

1 1

= St pl = Slrrep
1

= 5 (Tpn [pm xm]pm + T[Pn, $m]PmPn + X [T, pm]pnpn — T [T, pm]>
1 . . .

= 5(—27’pnpn — TP Pm + irPapn — 1T)

1
= —zE(rpQ +7r)=—il;

Burada, (4.46) ve (4.47) ifadeleri kullanildi. Simdi bir diger komiitasyona bakalim.

1 1

I, T3] = [5(7”1?2 —7), 5(7”272 +7)]
1 1
- §Tpn[Pn,T] + §r[pnar]pn
1 ny 1z,
= Srpa(—i=t) + 5r(=i)p,

olur. Burada (4.47) ifadesini kullanirsak ve (4.50) ifadesinden degeri yerine yazilirsa,
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[, T3] = —% <:cnpn + r(zppn — ZM))
— —%<2xnpn —i(N — 1))
= —z’(r-p—z’( 2_1)>=—ZT2

olarak bulunur. Son olarak {i¢iincii komiitasyonu hesaplayalim.

rr = [rp i) g
= %([r~p,rp2]+[r'p,'f’])

1

= —5 (rpn [pn, l’m]pm + r[pm mm]pmpn + Tm [Tv pm]pnpn + T [7”, pm])

= i—(rp* —r) =il

N —

olarak buluruz. Gortildiigi gibil'y, I'; ve I's operatorleri so(2, 1) cebrini saglar. Schrodinger

denkleminde Hamilton islemcisi yerine yazilirsa,

(p—2 - 9)\1: — BV (4.51)

2m r

olur. Bu denklemi r ile ¢arpmak denklemin dogrusalligin1 bozmaz. Bdylece,
(2 — FBEr— a>\11 = (4.52)
olarak yazabiliriz. Simdi operatorlerin toplami cinsinden yazmaya calisalim.
[+ =rp?, I' —TI's=—r (4.53)
olmasi nedeniyle (4.52) denklemi

1 1
—+ BT — — B —a|V = 4.54
(2m+ )1+(2m s —a 0 (4.54)

olur. ifadeyi solundan e~*'2 ile carpup ve parantez arasma I = e¢/"2e =2 yerlestirip

(3.118) ifadesi gozoniine alinirsa,
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1 . . 1 . . -
((2— + E)e 2T e 4 (2— — E)e 2, eil2 a>\lf =0 (4.55)
m m

haline gelir. Temsil teoreminin (3.120) ve (3.121) 6zelligini de kullanilirsa,

1 1 . 1 1 .
([(% +E) cosh9+(% —F) SlnhH}Fl—i—[(% — F) cosh 9+(% + F) sinh 9]1“3—04)

U =0
(4.56)

elde edilir. Kesikli spektrumu elde etmek icin, I'; ifadesinde parantez igi sifira esitlenirse

1 1
(5, +E) (5, — E)
tanh 6 = —7171— coshf) = =M (4.57)
— _E 2K
(o~ B) 28
m m

bulunur. Boylece 6zdeger denkleminde tanh 6 ve cosh 6 yerine yazilirsa,

2F 2EN -~ ~ 2F -
( )xp —0  veya Dyl=ay/-20 (4.58)
m

elde edilir.

Temsil teorisinden bilinen (2.35) denklemi ile karsilastirirsak;

(—¢p+z)= a\/—% (4.59)

oz2m

_2(—¢ + x)?

0zdeger spektrumu bulunur. Burada ¢’yi bilmiyoruz, onu da (2.33) denkleminden Kasimir

E = (r=0,1,2---) (4.60)

operatoriinden ¢’yi elde edecegiz.

1 1 N —1 N —1
0 = 2P+ ) +7) = 20" =r)(rp” =) = (r-p —i——)(r-p—i—;
1 1
= Z(Qrp27’+2’r2p2)—r‘p~r-p—|—z'(N—1)r~p+Z(N—1)2
1 1 1
= —r-p-r-p+r2p2—|—i(N—2)fr-p—{—§rp2r—§r2p2+ir-p+Z(N—1)2

Genellestirilmis ag¢isal momentum i¢in (3.114) denklemi kullanilirsa, Kasimir operatorii

1 1
=L+ Z(N — 1) +ir-p+ i[rpz,r] (4.61)

)
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olarak bulunur ve denklem igerisindeki komiitasyon

[Tp27 T] = [Tpnpnv T]
= rpn[ ns T] + T[ n T]pn + [7’, T]pnpn
= —2ix,p, — (N —1)

olur. Bu sonucu da yerine yazilirsa,
2 2 1 o 1
“v=17L +4_1(N_1) —§(N—1)\I/ (4.62)

bulunur. L*’nin N boyutta ézdegeri /(¢ + N — 2) olmasindan dolay1 (2.34) ifadesi ile

karsilastirilirsa,
5 1 5 1
o +¢:W+N_2)+Z(N_1) —§(N—1)

olur ve bu ifade ¢’ye gore ikinci dereceden bir fonksiyondur. Bu fonksiyonu sadece

negatif kok i¢in ¢oziiliirse,
1
¢ = —5(1+2£+N—2) (4.63)

elde edilir ve bu sonug (4.60)’da yerine yazilirsa,

a’m
E=- 4.64
200+ z + 14 £53)2 (4.64)
elde edilirveburada ¢ +x +1=n =0, 1,2, --- olarak alinirsa,
E ofm (n=0,1,2,-) (4.65)
2(n + 852)2 T

sonucu elde edilir.
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4.2.2 %2 Pertiirbatif Potansiyelinin Goreceli Olmayan Kepler Problemine Etkisi

2
VR (4.66)

2m  r  r?

ile verilen Hamilton islemcisinin kesikli 6zdeger spektrumunu elde edelim.

N boyut i¢in momentum ve yer vektorii (4.44a) ve (4.44b) denklemleri ile verilir. Bu

Hamilton islemcisi i¢in Lie cebri islemci setini

2mp

1 N -1
Iy 2(1"p —r4+—) ngr-p—i( )
T

1 2
I3 = E(rp2+r+%ﬁ) (4.67)

olarak alalim. Simdi (4.67) ile verilen operator setinin so(2,1) cebrini sagladigini

gosterelim.

—_

(rp? 220

n}

= (i) 4 (=i p)
(V1)

2mp3

M1, T3] = [5(rp” —7’+T)

o

1
P
= i{rpn[ s T+ 7P, 7D

)}

= ——{xnpn + r(—pn —1
(V-1

= —i(r-p—i ) = —il'y

Burada, (4.47) ve (4.50) ifadeleri kullanildi. Simdi ikinci komiitasyona bakalim:

WD) Sowt v+ 220y

- %{[T'p,rpQ]Jr[r-p,r]+2mﬁ[r'p,%]}

[FQ,Fg] = [Tp—l

1 1
= —{z‘rp2 —ir + Qmﬁi—}

1 2m
= 2(p —r—i—Tﬁ)—zFl

Burada, (4.46), (4.47) ve (4.48) ifadeleri kullanildi. Simdi son komiitasyonuna bakalim:
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(d—1)
) (rop— i)

- trepl = pl s 2mplt e )

2
(rp2_r+ﬁ
r

[T, Te] = |

N —

Bu ifade igerisindeki komiitasyonlar1 acilir ve (4.46), (4.47) ve (4.48) ifadeleri yerine

yazilirsa
1 2
[y, 0y = 5{—2’7‘1)2 —ar —1 mﬂ}
1 2m ‘

= —zﬁ(rpQ +r+ Tﬁ) = —il'3
elde edilir. Ozdeger denklemini ¢dzelim.

(p2+0‘+6>\11—m (4.68)

om  r o r2) '

ile verilen (4.68) denklemini tek tarafta toplayarak r ile carpmak dogrusalligi bozmaz.

<r—p2+a+§—rE>\I/=O (4.69)

2m

Bu durumda parantez i¢ini operatorler cinsinden yazlirsa,

2
rp 6 I's+14
2m 7 om " ’ ! (4.70)
olur ve
1 1
((% + B0+ (5 = B)y + oz)llf —0 (4.71)

elde ederiz. Burada son ifadeyi daha 6nce yapilan islem tekrarlanirsa,

1 ‘ . 1 . . -
{(2— + E)e 2 12 4 (2— — E)e 2Tge2 4 o)W = 0 (4.72)
m m

olur. Temsil teorisinin (3.120) ve (3.121) 6zelligini kullanirsak;

{[(ﬁ-FE) cosh 9+(%—E} sinh 0)]F1+[(%+E) sinh 9+(%—E) cosh )|T3+a}W¥ = 0
(4.73)

elde edilir. Kesikli spektrumu elde etmek i¢in I'; "in katsayisini sifir alinir ve bdylece
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tanh§ — —~2m 2m) ho — 4.74
an 1) E-L cos . (4.74)

bulunur. Ozdeger denkleminde (4.74) ifadelerini yerine yazilirsa,

2K 2E7 ~ ~ m ~
_2Er w——ﬂwzo D30 = ay/— o 475
[ m ta m veyd s “ 2F (4.75)

bulunur. Temsil teorisinden bilinen (2.35) denklemiyle karsilastirilirsa

an—g%:(—¢+@ (4.76)

olur. Bu esitlikten enerji ¢ekilerek,

E= ooy (=0,1,2,--) (4.77)

elde edilir. Burada ¢’yi bulmak i¢in (2.33) ile verilen Kasimir operatoriinii elde etmeliyiz.

Boylece
1 2mp 2mp 1 2mp 2mp
2 _ L. o9 ampy 2 ampy Lo 9 2 <mp
r“ = 4(7“]9 +7r+ " J(rp® +r+ . ) 4(7"p r+ . Y(rp® —r+ . )
N -1 N -1
—(rp—i——)rp—i——)
1 2 2 2 : 1 2
= Z(err—l—Qrp —|—8mﬂ)—’r-p-r-p+z(N—1)r-p—|—Z—L(N—l)
1 1 1
= —(r-p)?+rip*+i(N —2)r- pirpQr - §r2p2 +ir-p+2mp+ Z<N —1)?

olur. (4.61) denklemi kullanilarak yukaridaki ifade diizenlenirse

1 1
r? = L2+Z(N_ 1)2+ir-p+§[7’p2,r] +2mg

elde edilir.

rp*r] = ulpn, 7]+ 70, Ip0 + (1, 7]P0pn
(N -1)
)

. . In
= —iT,pn — zr(Tpn —1

= _Qanpn - (N - 1)
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ifadesi yerine yazilirsa,

1 1
F2:L2+Z(N—1)2—§(N—1)+2m6

olarak bulunur. L?*nin N boyutta 6zdegeri /(¢ + N — 2) olmasindan dolay1 (2.34)

ifadesinden
¢2+¢—£(€+N—2)—i(N—1)2+%(N—1)+2mﬁ:0 (4.78)

denklemi ¢oziilerek bilinmeyen ¢ ifadesini elde edilebilir. Bu durumda ¢6ziim,

b= _(% + \/(z + %)? + 2mp3) (4.79)

olarak bulunur. Bu degeri, (4.79)’da yerine yazilirsa,

ma?

E=- (r=0,1,2---) (4.80)
2(x+§+\/(£+¥)2+2m5)

sonucu elde edilir.

4.2.3 Spinsiz Parcaciklar icin Goreceli Kepler Problemi

H=/p2+m?) — % (4.81)

ile verilen Klein-Gordan denklemi i¢in 6zdeger spektrumunu elde edelim.

(N + 1) boyutlu uzayimizin N tanesi konumu ve bir tanesi ise zamani tanimlar. (N + 1)
boyutta momentum ve yer vektorleri sirasiyla (4.44a) ve (4.44b) ile verilir. Klein-Gordan
Hamilton islemcisi i¢in operator setini,

1 a? (d—1 1 o?
L= g’ —r——) Dy=r p— i 5 )
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olarak secelim. Bu segilen operator setinin so(2, 1) cebrini sagladigini gosterelim:

1 2 2
T =[50 —r =) 5P 7= )]
~palpas ] + 57 (P 7]
= =TDPn|Pn,T =T\Pn,T|Pn
9P 2 p
1 n
= 5 (o= 4 r(=i)pn)
i
= —§($npn+7"pn7)
,1( N (mn ,N—l))
= —i—|x,pp+1(—py —1
2 P Tp T
N-1
- —z'(xnpn—i( : )>:—iF2

buluruz. Burada (4.47) ve (4.50) ifadeleri kullanildi. so(2,1)’in ikinci komiitasyon

iliskisini hesaplayalim.

ren) = e = S rp i
S e Y

1
- 5{7’]771 [pn; mn]pm + T[pna xm]pmpn + [Em[T’, pm]pnpn

1
s ann[—,pn]}
r
Burada (4.46), (4.47), (4.48) ifadeleri kullanilarak sadelestirmeler yapildi.

1 ) . ZTm
[Fla FQ] = §{Tpn(_25nm)pm + r(_ldnm)pmpn + xm<+27>pnpn
() a2 (i)
Ty (+1 . ) — a”xy( 27“3)
i ,1
= 5{ — TPuDn — TPnPn + TPpPn — 7 + @ ;}
1 a?

. 2 .
= — 11— _—— :—F
i5(rp® 7= —) = il

elde edilir. Son olarak,
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(AN-=-1), 1 a?
rat) = [rp— i) St -
1
= §{rpm [:Enapm]pn + T[Inapm]pmpn + xn[ ny T]pmpm

1
+l’n[pn,7’] - 0521'11[ ny ;]}
7 2

(6]
- = mPm — I — T =l
{rpmpn =7 =T} =i

buluruz. Goriildigii gibi I'y, T's ve I's operator seti so(2, 1) cebrini saglamaktadir.

Schrodinger denkleminde Hamilton islemcisine «/r ekleyip karesini almak, 6zdeger

denklemini degistirmez. Boylece,
an 2 2
(H+2)w=(E+2)w (4.83)
r

yada

(V) ==+ 2) = (B+2)°|w=0

r

olur. Sadelestirmeler yapilirsa,
2

<rp2 _ Y + (m? — E*)r — 2Ea>\IJ =0 (4.84)
r

elde edilir. Bu denklemi, I'y ve I's operatorleri cinsinden,

()42

F3+F1:7’p2—7, [3—T1=r (4.85)
olmas1 kullanilirsa,
[(P3 F D)+ (m? — B?) (T3 —Ty) — 2Ea] =0
bulunur. I'y ve I'3’lin katsayilari tek parantez altinda toplanirsa
((1 —m? 4+ BT + (1 +m? — BT — 2Ea>\11 ~0 (4.86)

elde edilir. Yine benzer islemler yapilirsa
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[(1 —m? + E?e T2 4 (1 4+ m? — E?)e 1 2T3e" — 2Ea} b=0 (4.87)

olur. Burada (3.120) ve (3.121) ifadeleri kulllanilirsa (4.87) denklemi

{(1—m2+E2)(F1 cosh @+T3sinh 0)+(14+m?—E?)(I'; sinh +T'3 cosh 9)—2Ea}\il =0

olarak elde edilir. Tekrar, I'; ve I'3’lin katsayilar1 tek parantez altinda toplanirsa,

[((1 —m?+ E?)cosh + (1 +m?— E?) sinh@)Fl

+<(1 —m2+ E2) sinh 6 + (1 + m?— EQ) COShQ)Fg — 2Ea]1ﬁ =0

elde edilir. Bu denklemin kesikli degerlere sahip spektrumunu elde edileceginden I';’in

katsayisi sifira esitlenir. Boylece

(1—m?+ E?) coshf — 1 +m?— E?

tanh § = — , T oE
o (1+m? — B?) T = %)

ifadeleri elde edilir. Ayrica denklem de,

[((1 —m? + E*)tanh 0 + (1 +m* — E2)>F3 —
olur. (4.89) denkleminde (4.88) yerine yazilirsa ve sadelestirmeler yapilirsa
{/4(m? — E?)['s — 2Ea}y = 0

olur. Bu esitligi ['s’lin 6zdeger denklemi bi¢ciminde yazilacak olursa

Fa ~

L) = ¥

(4.88)

(4.89)

(4.90)

elde edilir. Temsil teorisinde I'5’iin 6zdeger denklemi (2.35)ile (4.90) karsilastirilirsa,

Fa

R Ty

r=0,12-

(4.91)
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elde edilir. Bu esitlikten £

m

E= —. (z=0,1,2,-) (4.92)
\/”(—¢+x>2

olarak bulunur. Burada, ¢, Kasimir operatdriiniin 6zdeger denkleminden elde edilen ve

burada bilinmeyen bir niceliktir. Kasimir operatdriiniin 6zdeger denklemini kullanarak

@’yi hesaplayalim.
1 o? 1 a? (N —1)
2 — — (2 Y B B LN S 2
4(rp +r 7") 4(7"p r r) (r-p—i 5 )
1 N — 1)
= 4(27‘p2r+2r2p2—4a2)—(r~p)(r'p)+i(N—1)r-p+(4)
1 1 N —1)?
= —(r-p)(r-p)+r2p2+i(N—2)r-p+ir-p+27“p2r—2r2p2—a2+(4)
1 N —1)2
= —(r'p)(r'p)+7’2p2+i(N—2)r‘p+z’r‘p+2[7’p2,r]—a2+( 1 )

olur. N boyutlu agisal momentumu daha 6nce (4.61) ile verildigini biliyoruz. Ayrica
[rp?, r] komiitasyonu

[rp? 7] = 2ir - p — (N — 1)
olarak elde edilir. Bunlar, ['*’de yerine yazilirsa

o g2 o, (N1 (N-1)
P=L ot e - g (4.93)

elde edilir. N boyutta L*’nin 6zdegeri /(¢ + N — 2) (4.93)’te yerine yazilirsa,

(N-1)?2 (N—1)>~

20 . 2
F\I/_<l(l+N 2)—a’+ — — ¥ (4.94)

bulunur. Ayrica, (2.34) ile (4.94) iki 6zdeger denklemini karsilastirilirsa,

(¢+1)¢:€(€+N—2)_a2+(N;1)2_ (N2_1)

elde edilir. Bu, ¢’ye gore ikinci dereceden bir denklemdir. Bu denklemden sadece negatif

kok i¢in ¢

¢ = %(1 + V(20 + N —2)2 — 4a2) (4.95)

olarak bulunur. (4.95), (4.92)’de yerine yazilirsa,
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B, = n (4.96)
o2
bt 1 N -1 2
- A T 2>
( 5T \/ (t+—5—) —a
elde edilir. Burada, x ve ¢ degerleri x = 0,1,2,--- ve ¢ =0,1,2,--- olmaktadr.

Goriildiigli gibi E’nin ’ye kars1 dejenereligi kalkmistir. E, ,’ye baghdir. Fakat, biz
x’in fiziksel olarak neyi temsil ettigini bilmiyoruz, bundan dolay1 z’i n ve ¢ cinsinden
yazip F’de yerine koyarak £, ,’yi bulmaliyiz. Goreceli olmayan hidrojen atomunun
Hamilton fonksiyonunu ¢6zdiigiimiizde E’de dejenerelik oldugunu ve n = ¢ + z + 1

olarak bulmustuk, buradan, z = n — ¢ — 1 olur. Bu (4.96) esitliginde yerine yazilirsa,

En,Z = (497)

sonucu bulunur.

4.2.4 Spini % olan Parcaciklar icin Goreceli Kepler Problemi

(N + 1)-boyutda verilen

(o-7)

H=1\/p*+m?—ia—:;
.

(4.98)

Dirac denklemi i¢in kesikli 6zdeger spektrumunu elde edelim.

Daha 6nceki gibi (N + 1) boyutlu uzayimizin N boyutu konum ekseni, digeri ise zaman

eksenini tanimlar. Bu Hamilton islemcisi i¢in operator setini

1 R 1o 1o RN &
r_—(rP?—r— — — 4.
=3 <r r- = ) (4.99a)
B (N —-1)
[y = (r Py ) (4.990)
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1/ ot oot
F?’:i(rp bt 2) (4.99¢)

= [ o) o )

411{[777277'] -t %] —iacc [, :;2] [r,rp?] O‘Q[;’TPQ] — i [7;277’1?
%[7’192,7“]
%{Tpn[pn,r] + ?”[pn,r]pn}
%rp"< B Z%) + %7”( - i%”)pn
)
_i<r.p_i(N2_ 1)) T,

Burada (4.46), (4.48) ve [A,B] = —[B,A] esitlikleri kullamldi.  Simdi, [Ty, ]

komiitasyonu hesaplanirsa:

[Ty, Ty

Q
Q

[ ——
N | —
=3
=
no
|
<
|
~ |
|
~
o
[\

) (- 050

gl = gl = ]~ na: ()] |

1 . T,
[Tpnpna :Cmpm] - [7’, xmpm] - &2[;, xmpm] — 1l [ﬁ: mmpm] }

1
r[pnpn; xmpm] + [Ta xmpm]pnppn — Tm [7", pm] - a2mm[;,pm]

N~ ~ N~

. Tp
_Zaan$m[ﬁvpm]}

—_

1
§{T[pnpm xm]pm + T [7’, pm]pnpn - $m[r7 pm] - a2xm[;7pm]
) 1 . 1
—zaanxmxn[ﬁ, pm] — Zaanxmﬁ[xn7pm]}
1
E{Tpn (P> T |Pm + T[Pr, o DnPim + T [7, D) Prn — T[T, P

ﬁapm] - i@an-fmxn[ﬁ?pm] - iaanxmﬁ[xnapm]}

bulunur. Bu ifadede (4.46), (4.47), (4.48), (4.49) ve (4.50) komiitasyonlar1 yerine

yazilirsa,
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1 m .

2
%, 1
pe) ) — zaanxm(wnm)r—Q}

T ,
—a?X,, (Z—) - zaanxmxn( -
r

1 91 T T, . OO, )
= ——{rpnpn+7‘—a - — 2i + 1 }:—ng
2 r x r2

bulunur. Son olarak [I'y, I's] komiitasyonu

[FQv F3]

(N-1) 1 o daa-r
9 )>§(Tp2+7"—7— )}

I
—
—~
ﬁ
=
|
-~

r2

1 .
reprp?] e por] = ol p. ) —dalr - p, 2T

1 .
[xnpm 7Apmpm] + [xmpna T] - a2[xnpn, ;] - ’iOéOém [xnpm ?]}

1. .
[xnpn; T]pmpm + r[xnpnapmpm] + T, [pm T] - Oﬂxn [pna ;] — 0Ty [pm 7"_

1

— = A A

NGEITEN (ORI NG I NN I NOR

T [Prs T1PmPm + TPm[Tns PP + T[Ty D) PP + TP, 7] — @220 [P, ;]
) 1 . 1
—1AOp T Ty, [prm ﬁ] - Zaamxn[pn7pm]ﬁ}

olarak elde edilir. Yine (4.46), (4.47), (4.48), (4.49) ve (4.50) komiitasyonlar1 yerine

yazilirsa,

1 n . . T
[F27 FS] = 5{1‘1@( - ix?)pmpm + Tpm@énm)pn + T<25nm)pmpn + xn( - Zl‘?)

n : . 1 . 1
—a’z, (zi—?)) — zaamxnxm(225nmx—3) — zaamxn(—zénm—Q)}

1 a? QT Tm .
= 7— 'rpmpm—r————3 =1l
2 r o,

elde edilir.

Bu iiretegleri kullanarak dzdeger denklemini ¢ozelim. Denkleme a/r ekleyip, karesini

aldiktan sonra 7 ile carparsak denklemimiz yine ayn1 kalir.

(7 + %)2\11 = (B+ %)2\1/ (4.100)

xn[ ny T]pmpm + T[xnapmpm]pn + xn{pm 7’] - 04237”[ n ;] - Z.Ofxman[ n T_
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Hamilton operatorii yerine yazilirsa,

S 1/2 2 2
(67 n227) "= 22 (542 o=
r roor r
veya ,
: 2F
[pz—l-mQ—iaazr—EQ— a—%}\D:O
r r r
elde edilir. Her tarafi r ile carpilip diizenlenirse,
), o r 2 2
[rp ~ L il m —E)r—QEa]\II:O (4.101)
r r
olur. Operatorler
a? a-r
T3+ =rp’ — — —io—y—, Iy—T =7 (4.102)
T

r

biciminde yazilabildiginden, (4.101) denklemini bu operatdrler cinsinden yazilirsa
[(1 —m2+ BNy + (14 m? — BT — QQE] =0 (4.103)

bicimnde yazilir. Bu haliyle denklem, Klein-Gordan denklemi i¢in bulunan esitligin

aynisidir. Yine benzer islemler yapilirsa

- E -
rb———2 _§
m2 _ E2
A%
o mn (4.104)
1+ ( a >2
elde edilir.

Bu denklemin, Klein-Gordan denkleminden farkliligi, Kasimir degismezinin farkl
olusun dandir. Dolayisiyla ¢ farkli olacaktir. Kasimir degismezini (2.33) denkleminden
hesaplayalim.

. 2 . 2 2
F2:1(TP2_|_T_042_20¢O¢-7' 1 TPQ_T_OE_Zaa-r 3 r-p—i(N_l)
4 T 72 4 2
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1 ao - N —1)?
= Z(Qrpzr—f— 2r2p? — 402 _42040; r> — (’r-p)2 +i(N—-1)r-p+ %
1 1 N —1)?
= —(T‘P)2+i(N—2)"°'p+7”2p2+57“1027“—§r2P2+ir~p+%—a2—iaa~r

elde edilir. N-boyutta agisal momentum ifadesini ve komutasyon iligkisi kullanilirsa,

1 N-—-1

2 4

1 N -1
:L2+§<—2ir-p—(N—1))—I—i’r-p+%—a2—m0¢'r

(N-1? (N-1)

:LQ_ 2 - .
o o - T+ 1 5

ya da ,
N —2 1
F2:L2—a2—iaa-r+%—z (4105)

elde edilir. Kasimir operatoriiniin 6zdegerini reel bulmak i¢in orbital agisal momentumu

ile spin a¢isal momentumunun toplanmasi gerekir. Bunun i¢in

=2, 1 (4.106)

—o-L4ioo-
Q=0 -L+ica-r+ 5 5

bi¢iminde verilen bir operator alalim. Bu @) operatoriiniin kendisi ile skaler ¢arpimi1
Q*=(o-L)?+ia|(oc-L)a-r)+(a-r)(o- L)

. 5 , (N—=2)? (N-2) 1
+(N—-1)o-L+ (N —l)icau-r — a“(a-1)" + 1 + 5 +Z

olur. Simdi ikinci ifadeyi irdeleyelim;
ia|(o-L)(a-r)+ (a-7)(0o- L)} = ixa (JmLmOznﬁ + an—amLm>
r
= i« (amaan& + OznamﬁLm>
r r

, , Ts  Tp Ty
= za{aman (zgmm— + —Lm) + anam—Lm}
r r r

. Tn . T
= za{(aman + oznam)7Lm + zgmnsamozn7}

elde edilir. Burada (4.47) komiitasyon iliskisi kullanilmigtir.
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x . o o ... .
= L, carpaninda, n ve m iizerinden toplam almdiginda sifir olacag i¢in ilk terim sifir
r

olur.
al(o-L)(a-r)+ (a-7)(o - L)] S e
r
Eger,
1
Om = 2—Z.5mjk04j04k (4.107)
tanim1 kullanmilirsa,
1 T
al(c-L)(a-r)+ (a-r)(o- L)} = Qs o7 €m0 Ok Ot~
16 T
= Eemnsemjkajakan7

i T
= _(6nj55kz - 5nk65j)ajakan7

ZO( Tk T
= 2 Q00— , —@jOék&k?

olur. Ayrica, ajay, + aga; = 205, bagintist kullanilirsa

%{0@ 2055 — ozjozk)xk — ajN%}
%{25;”@] a]ozjozk. — Na,;— . }
%(20@9— — Nozk— — Naj;— " )
%(QCM]C— — 2N0zk—>

= —ia(N — 1)ak%

=—ia(N — 1)( )

olur. Q*’de yerine yazilirsa

Q*=(0-L)?*+(N-1)(o-L)—ia(N—-1)(a-7)

(N-2?  (N-2)
4 * 2 *

N-22(N-2) 1
4 2 4

+(N = 1ia(a-7) — (- 7r)* +

+ o

:(O"L>2+(N—1)0’~L—a2(a"r)2—|—(

elde edilir. Bu esitlikte bulunan birinci ifade {izerinde biraz islem yaparsak,
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1
(0- ' L)2 = (UmLm>(UnLn) = UmUanLn = E{Umo'anLn + UnUanLm}
1
- 5{amaanLn + (200m — UmUn)Lan}

1 1
= 5{2Li + 0mOn(Lin Ly — LyLy) } = 5{2L3 + OO LinLn) }
1
= 5{211121 + 0mon (N — 2)@'58an8} = frale{QLi + (N — 2)iLsesmnaman}
1
= 5{2Li + (N = 2)iL2io,} = L2 — (N — 2)o,L,
Q*=L*~(N-2)o-L (4.108)

elde ederiz. Benzer olarak ii¢lincii terim iizerinde de biraz ugrasirsak,

olur. Yukardaki denklemler yerine yazilirsa Q?’yi

QQ:LQ—(N—2)J-L+(N—1)J-L—oz2+(N;2)2+(NQ_Q)Jri

N-2? (N-2) 1
:L2+U-L—a2( 1 ) +( 5 )+Z (4.109)

olarak bulunur. Q? — Q farki alinirsa,

N-2)?% 1
QQ—Q:LQ—QQ—iaa-r—f—%—Z (4.110)

olur ki bu I'? Kasimir operatdriine dzdestir. Boylece

M?=0*-Q (4.111)
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olarak elde edilir. Temsil teorisine gore, Kasimir operatoriiniin 6zdeger denklemi, (2.34)

ile verilmektedir. ()’nun 6zdegerine v alarak tanimlanirsa

M0 =(Q* - QW = (" — )V
= d¢+ 1)

denkleminden
$(o+1) =~~~ (4.112)

esitligi elde edilir. Bu ikinci derece denklemi ¢’ye gore ¢oziiliirse,

¢+ o= +7=0

1 1
oldugundan,
Vo1 ve =1 (1.114)

bulunur. Bdylece ¢ hem ~ cinsinden hem de 6zdegeri reel olarak ifade edilebilir. ()’nun

0zdegerini bulmak i¢in yeniden diizenlenirse:

N —2)? N =2 1
Q2:L2—|—0"L—oz2—|—( 1 ) —i—( 5 )+4_1 (4.115)

ve (4.115)’te 0,0, + 00, = 205, Ozelligi kullanilirsa

o> N (N-22 (N-2) 1
= I? L+ 2 -
+ o +4 1 a” + 1 + 5 +4
2
o (N—-2? (N-2) N 1
—(L+=) —a? ——+-
<+2> e R 171
2, (N=2 (N-2) N 1
=J" —a"+ 1 + 5 4+4

elde edilir. Burada J toplam agisal momentumu gostermektedir. Toplam agisal momentumun

N-boyutta 6zdegeri (¢ + N — 2) oldugunu hatirlanirsa

QU =42V = [€(£+N—2)—a2+(N_2)2+(N_Q)—%

1.~
— | 4.11

esitliginden
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iy N-22 (N-2) N 1
2 = N —2)—a? ( - —+-
Y =30+ ) —a’+ T3 71
. (N — 2)2 (N-2) N 1
=41\/j2+ (N -2 — —a? - — 4=
\/‘7 W=t 2 11
veya
O (N-2\* , (N-2) N 1
= — ] - — - — 4= 4.11
g \/(]+ 5 al+— 13 (4.117)
olarak bulunur. Kesikli degerlere sahip enerji 6zdeger spektrumunu,
E= = (4.159)
o
1+
o (55)
olarak bulunmustur. ¢ = —7 bagintisin1 burada yerine yazilirsa,
E= o (4.118)
o
1+ 5
. N—=2 , , N—-2 N 1
{SW(‘“T> e St 1)
denklemi elde edilir.
4.2.5 Harmonik Osilator
2
p k
=—+4 - 4.119
H 577 + 57 ( )

ile verilen Hamilton islemcisi i¢in kesikli 6zdeger spektrumunu elde edelim.

Bu Hamilton islemcisi igin so(2, 1) cebrini saglayan iki farkli operator seti elde edilmistir.

Simdi, bu farkli operator setleri i¢in sirayla 6zdeger spektrumunu bulalim.
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Coziim 1: N boyut icin momentum ve yer vektorli sirasiyla (4.44a) ve (4.44b) ile verilir.

Operatorler setini

72 1 iN r?
I =—p?+ — Iy = — - [y = —(p? 4+ —
1 p+16 2 2(rp 2) 3 (p +16

olarak alalim. Segilen bu setin so(2, 1) cebrini sagladigin1 gosterelim.

r2 1 iN
[Ty = [(—p*+ ), =(rp — 20
[y, Ty [(—p” + 16)’2(”) 5 )l
L palbn TulPs — [ 24 JnDs + [ 5] + 5[ Do)}
- 2 pn pTL?a:S pS pn7$5 pnps 16x3xm xm7p$ 16x5 xm7p3 $m
1
= —{2 nPn T Ldlsdsg
2{ DuDn + 605 }
= _i{_pnpn - Efpsws}
, 1
= —i(—p® — 1—6r2) =TI

elde ederiz. Burada (4.46) ifadesi kullanildi. S$imdi ikinci komiitasyonu hesaplanirsa:

M2l = [5rp— 20, (-5 + )]

1 o T
= —5lrp. (=" + )]

bulunur. Vektorleri, bilesenler cinsinden yazilirsa ve (4.46) ifadesi kullanilirsa

1 1 1
[F2> FB] = __{pm[xnapm]pn + [xmpm]pmpn + Tnds [pm xs} + xn[pny xs]xs}

2 16 16
1 2

= —={2 nPn — T Ldndn
5 12PaPn = 76Tntn}

1
= i(-p*+ —=r?) =il

16

elde edilir. Son olarak tigiincii komiitasyonu ise,

R N )
= 2[r—2+p2]

16
1
= g{xnpm [T, D] + T Tn, DD + Py D) T + [Ty D) Dmtn }

7
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olarak bulunur ve p,x,, = x,p, — 1., ifadesi yukarda kullanilirsa,

) .
[P37 Fl] = Z(xnpn + (xnpn - Zénn))
= 5(’1"}7 — 7) = ZFQ

sonucu elde edilir. Schrodinger denkleminde, Hamilton islemcisi yerine yazilirsa
2

<p_ + §r2>w = FEV

2m

olur. Operatorlerin

<

I +T3=-2p°, T =Ty == (4.121)
olmasi1 nedeniyle, Schrodinger denklemi

[(4k— ﬁ)rl - <4k+ ﬁ)rg —E}\IJ — 0

olarak bulunur. Daha 6nceki gibi benzer islemler yapilirsa

{ [(4k - ﬁ) cosh 8 — (4k + ﬁ) sinh 0]T"; + [(4k — ﬁ) sinh @

—<4k+ %) cosh@]Fg —E}Ef —0

m

olur. Kesikli spektrumu elde etmek i¢in I';’in katsayist sifir alinirsa, # dondiirme agis1

ak — 1 4k L
M coshHZM

(_4k - ﬁ) ’ 45

m

tanh = — (4.122)

olur. Yukardaki denklemde tanh 6 yerine degeri yazilirsa

2 o1~ - o~
PR 4-]@:0 =5, 2§ 4.123
ik N

m
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bulunur. I'3’lin 6zdegeri (—¢ + x) olmasi nedeniyle

E\/% = ¢+ (4.124)
E = \/%(—qﬁ—i—x) (4.125)

elde edilir. Burada & = mw? oldugu i¢in enerji spektrumu

elde edilir. Buradan E ¢ekilirse

E =2w(—¢ + ) (4.126)

olarak bulunur. Kasimir operatoriinden

2 2 2 2 . :
2 (2 " V2 T (2 TN (2 T Ly - Y _WN
= (p+16)(p+16) ( p+16>( p+16> 4(”’ 2)(”’ 2)
_ 1 . . _ 2.2 } 2 2_1 2.2 % ﬁ
= 4< rprp +i(N 2)7‘p+7‘p>+8pr 8pr +4rp+ 16
_ L72+1[27-2]+£r _i_E
VR 2"P T 16
) L* 1
F = Z + g(pnl'm [pn7 Im] + Pn [pn7 xm]xm + Tm [pn7 xm]pn + [pn» xm}xmpn)
7; 2
+§xnpn+ﬁ
L2+1( 2 2 )—I—i + -
- S\ —4PnTy — £1TnPn ~TnPn -
g TP Pn) T 5% T 5
L? i( N )+¢ +N2
= — — =\ DPnTn LnPn TnPn -
1 1P TS

olur. Burada, p,z, = x,p, — 10n, = ,p, — N komiitasyon iliskisinden yararlanilir ve

genellestirilmis agisal momentumun 6zdegerlerinin /(¢ + 1) oldugu g6ézoniine alinirsa,

i

F2 = T T ZTdnpPn “4dnPn — -

4 gTnPn T gTale — T T
L N  N?
T4 4 16

elde edilir ve buradan
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(t+1) N N?

= —
4 176

(4.127)

sonucu bulunur. Bu deger ile Kasimir operatdriiniin 6zdegeri birbirine esitlenirse

(t+1) N N?

do+1)=— T

elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemin kokleri,

6= —(g + g) (4.128)

olarak bulunur. ¢ kokii enerji spektrumunda yerine yazilirsa

E—w(n—l—g) (n=0,1,2,--) (4.129)

sonucu bulunur. Burada n = ¢ + 22 dir.

Coziim 2: N boyut icin momentum ve yer vektorii sirasiyla (4.44a) ve (4.44b) ile verilir.

Operator setini asagidaki gibi alalim.

Iy = —i(p2 —r?)  Iy= —i(p r+rop)  Iy= i(zo2 +r%) (4130)
L] =[50+, 5 +r-p)]
R R L R Y R R ]

i
= _1_6{pnpn + PnDn + PmPm + PmPm + LTy + 2,2, + 212 + xzﬂ:z}

1
= —ig(p*+1r%) = —ily
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1 1
0215 = [= 5@ r+r-p), (0" +17)]
1
B _E{[p'rﬂﬂ +pr+r+ropp + ["“-p,TQ]}
1
= _TG{[pnxnapmpm} + [prxraxsxs] + [xupznp,up,u] + [xkpkaxlwl]}
1 .
= _Zz(pQ —r?) =il
1 2 2 1 2 2
I3, 1] = [ +77),—(p" —17)]
4 4
1
- -]
1
7

= —i—(r-p+p-r)=1ily

A~ =

sonucu elde edilir. Gortildiigi gibi segilen operator seti so(2, 1) cebrini saglamaktadirlar.

Simdi, 6zdeger denklemini ¢ozelim.

2 2

P kE p k

— 4 = = FEv — 4+ —r* - F)V¥ = 4.131
<2m 2r )¢ veya (2m+2r ) y ( 3)

bulunur. Operatorlerin

1 1
5’/“2 = Fl + Fg 5]32 = Fg — Fl (4132)

olmasi nedeniyle Shrodinger denklemide Hamilton islemcisi yerine yazilirsa ve (4.132)’de

yerine yazilirsa
1 1
[rg(—wc) + (k- —) —Equ:o
m m

olur. Burada (3.120) ve (3.121) ifadeleri kullanilirsa

{ [(k—i-l) sinh 6+ <k—1> coshﬁ] '+ Kk‘—l-l) cosh 6+ (k—1> sinhe] FS_E}J =0
m m m m

elde edilir. Benzer islemler yapilirsa, kesikli 6zdegerlere sahip 6zdeger spektrumunu

veren ['s ekseni etrafindaki dondiirme acilar1 i¢in
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3=

cosh 6 =

CONE

bulunur. Bu degerler 6zdeger denkleminde yerine yazilirsa

k [k ~ ~ 1 /m _~
A2Te — %/ ~EB WY = Tath = =4/ — )
{ L - } 0 veya 31 5 kE\IJ (4.134)

ifadesi elde edilir. Temsil teorisinden (2.35) ile 6zdeger denklemi karsilastirilirsa ve

tan f = (4.133)

3=

1 /m
) =E=(— .
5\ % (—¢p+2) (4.135)
buradan enerji cekilirse,
E =2w(—¢+x) (x=0,1,2,--) (4.136)

olarak 6zdeger spektrumu bulunur. Kasimir operatoriinden ¢’yi elde etmemiz gerekir.

r= = 1716(p2+7"2)(p2+7"2)_%092—7"2)(192—7“2)—%ﬁ(p-r+r-p)(p-r+r'p)
= %(22927“”27“2292—(10-1“)(19-1“)—(p-r)(r-p)—(r~p)(p-r)—(r-p)(r-p))

olur. Burada, p - » = r - p — N1 6zelligi kullanilirsa,

1
r2 — E<2p2r2+2r2p2—(T'p—Ni)(?“‘p—Ni)—(T'P—NW‘I’

—r-p(r-p—Ni)—(’r-p)("“-p))
= %(2}727"2—1—27"2192—(’r-p)(r-p)+Nir-p+Nir-p+N2
—('r-p)(r-p)+Ni7“-p—(r-p)('r-pHN@'r-p—(7“-19)(7“-19))

bulunur. Sadelestirmeler yapilirsa,

1
rZ = i <2p2r2 +2r?p* — 4(r - p)(r - p) + 4Ni(r - p) + N2>

1 1
= Z(7#2102 + (N —2)ir -p— (r~p)(r~p)) + 1—6(2p27“2 — 2r?p? —|—8ir~p+N2>
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elde edilir. NV boyutta agisal momentum operatoriiniin (4.61) ifadesini burada kullanilirsa,

L 1 1 N2
== >+ <ir-p+ — 4.1
1 +8[p,r]+2zr p+ 16 (4.137)

bulunur. Simdi [p?, %] komiitasyonunu hesaplayalim:
[p27 72] = DnTm [pna xm] + Dn [pna xm]xm + T [me Im]pn + [pTH xm]xmpn

= —2i(Tmpn — Ni+ z,pp)
= —dix,p, — 2N

elde edilir. Bu sonug I'>’de yerine yazilirsa

L’ 1 1 N?
I?==" 4 —(—4i(r-p) —2N) + —ir - —
1 —I—8( i(r-p) )+2@r p+ 16
L> N*> N 1.
R TR EE L a2
L* N? N
“1 7161

bulunur. Yine temsil teorisinden

Il+N-2) N2 N
¢2+¢—%—1—6+Z:0
denklemini bulunur. Buradan ¢,
6= —(é + %) (4.138)
olarak bulunur. Yerine yazilirsa,
Ezu}(ﬂ—i—%) (n0,1,2,---) (4.139)

elde edilir. Burada ¢ = 0,1,2,--- ve x = 0,1,2,--- olur ve tamsayilar1 tek degisken
olarak n = ¢ + 2x = 0, 1, 2, - olarak alindi.



77

4.2.6 %2 Pertiirbatif Potansiyelinin Harmonik Osilator Spektrumuna Etkisi

2
p 1 B
= £ 4.140
H 2m+2mw'r +T ( )

ile verilen Hamilton operatorii i¢in 6zdeger spektrumunu elde edelim. Bu Hamilton

islemcisi i¢in operator setini

1, o, 2mp 1 id 1, Zmﬁ
M=—3(PP=r+=5) D= 2(r p ) Ty =4(P )
(4.141)

olarak secelim. Once, bu operatdrlerin so(2, 1) cebrini sagladigin1 gdsterelim:

2mpBN\ 1 2m/p3
_ 2 2,2
) = [ 2 {22
1
= g (xnpm xmpm + z, [Impm]pm + Pm [mnapm]xn + [xmpm]pmxm)
1
= §<23:npn+2xnpn 2iN)
1 1N .
= —z{—i(r p—7)}:—zfg
1 2m 1 1d
ot = |3 ) (e )
[I'y, Ty {4]0 7“+T2727'I32
1, 9 5 1
= repl =% pl - 2mbl - pl
1 n+n
= g{—%pnpn—%a:mxm z4mﬁx x}
1/, 5 2mp ,
= —11<p “+r +T’_2) :—ZF3
1 id\ 1 2m3
i = (-4 n- )4 2
[Tz, T Q\" P )P T

= Y+ pr + 2mlr - p. %))

ndn
4
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Goriildigi gibi verilen operator seti so(2,1) cebrini saglamaktadir. Simdi, 6zdeger

denklemini ¢ozelim.

2
p 1 2 2 &
— 4+ = ——F )V = 4.142
(Qm + 5T + = 0 ( )
Operatorlerin
F Ty = bt =2 (4.143)

olarak yazilabilmesi nedeniyle k¥ = mw? almirsa,
1 1
[(k——>r1+(k+—)F3—E}\1/:o (4.144)
m m

olarak elde edilir. Doniisiim uygulanirsa ve benzer islemler yapilirsa, sadelestirmelerden

sonra

- E -~
Py = ——0 (4.145)
9, -
m
olur. Bu 6zdeger (—¢ + x) 6zdegerine esit olacag igin

E =2w(—¢ + ) (4.146)

elde edilir. Burada ¢ niceligi (2.33) Kasimir operatoriiniin 6zdegerinden bulunur. Simdi

¢ niceligini bulalim:

1 2mp3 2m 1 2m 2m
2 _ L (a9 o 2, .2 I AR 2 .2
= 16(p+r+ 7’2)<p+r+ 7“2> 16(p e r2><p Tt
B 1( zN>< iN)
- TP )\mPT
1, 1,, mB 1 , iN N?
—8pr+87“p+2 4(rp)+4rp—l—16
1 1 1 N2
= Z(—(T'P)2+i(N—2)T'P+T2p2>+§(p27’2—7“2292)+§i7°'27+m7ﬂ+ﬁ
L 1., , 1 mfB N?
B LA L R T
olarak bulunur. Burada
[p*,7*] = —2i(r-p)—2i(r-p)=—2i(r-p+r-p+iN)

ifadesi yerine yazilirsa ve L*’nin 6zdegerinin £(¢ + N — 2) oldugu dikkate alinirsa

)
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WeN-2 N N mb (4.147)

2= —
4 +16+4 2

bulunur. Boylece, ¢

denkleminden hesaplanabilir. E’nin kesikli pozitif 6zdegerleri i¢in ¢’nin negatif olan

kokdi,

(p:—%(H—\/(H—g—l)?—I—Qmﬁ) (4.148)

olarak bulunur. Bu kék degerini (4.193)’da yerine yazilirsa,

E—w<1+2x+\/<€+¥)2+2mﬁ> (4.149)

sonucu bulunur. Burada, z = 0,1,2,--- dur. (4.149)’da 8 = 0 ve n = ¢ + 2z olarak

alinirsa harmonik osilator i¢in elde edilen ¢6ziime indirgenir.



5. SONUC VE TARTISMA

Bu caligsmada ilk olarak ii¢ parametreli Lie gruplarinin temsillerinin olusturulmas: konu
tizerinde duruldu. Ayrica sonlu, sonsuz; pozitif veya negatif bolgelerdeki durumlar
i¢in Clebsch-Gordan katsayilar arastirilirken matematiksel islemler sonucu farkli yapida
yazlabildikleri goriildii. Elde edilen sonuglardan daha kullanigh yapilara ulasabilecegi
soucuna varilmistir. Bu ¢alismalarda, kullanilan kisaltmalar islemlerde zamandan kazang

saglayacagi i¢in ¢ok dnemlidir.

Calismanin ikinci kisminda, Schrédinger denkleminin cebrik bir yontem olan Spektrum
Uretme Cebri (SGA) ile ¢oziilebilecegi gdsterilmeye calisilmistir. Bu yontemde Hamilton
islemcisinin, so(2, 1) cebrini saglayacak operator lerin toplami bi¢iminde yazilabilmesine
dikkat edilmis tir. Alt1 ¢cesit Hamilton operatorii icin elde edilen enerji spektrumlarimin,

literatiirde bulunan sonuglar ile uyum i¢inde oldugu goriilmiistiir.

Hamilton iglemcisini, cebri saglayan operatorler cinsinden yazmak zorunda olmamiz,
her Hamilton islemcisi i¢in enerji spektrumunu bulamama ihtimalini ortaya koymaktadir.
Ciinkti karmagik bir Hamilton islemcisi i¢in Schrédinger denklemini so(2,1) cebrini
saglayan operatorlerin toplami cinsinden yazmak zorlagacaktir. Bunedenle, cebir yontemi

ile her Hamilton islemcisi ¢6zmek miimkii olmayabilir.
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