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OZET

Bu calismada iki degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin Korovkin tipi
yaklasim ozellikleri incelenmistir. Bu tez alti boliimden olusmaktadir. Birinci boliim
giris kismmna ayrilmistir. ikinci boliimde, lineer pozitif operatorlerle ilgili genel bilgiler
verilmistir. Uciincii boliimde, g-Meyer-Konig ve Zeller (3-MKZ) operatorlerinin bir
genellestirmesi tamitilmis ve Heping tipli Korovkin teoremi yardmmyla diizgiin
yakinsakhigi incelenmistir. Ayrica bu operatorlerin yaklasim hizlar: siireklilik modiilii
ve Lipschitz sismfindan fonksiyonlar yardimiyla elde edilmistir. Dordiincii boliimde, iki
degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller operatorleri tamtilmistir. Bu operatorlerin diizgiin
yakinsakhigi hem Heping tipli Korovkin teoremi hem de Volkov teoremi yardimiyla
incelenmistir. Daha sonra, iki degiskenli fonksiyonlar icin siireklilik modiilii ve Lipschitz
smifindan fonksiyonlar yardimiyla bu operatorlerin yaklasim hizlar1 elde edilmistir.
Besinci boliimde, g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin, iiciincii boliimde verilen

operatorleri de kapsayan, genel bir ailesi olan Q operatorleri tamtilmus ve bu

operatorlerin diizgiin yakinsaklhigi Heping tipli Korovkin teoremi yardimyla
incelenmistir. Bu operatorlerin yaklasim hizlar1 siireklilik modiili ve Lipschitz

smifindan fonksiyonlar yardimiyla elde edilmistir. Ayrica Q operatorlerinin r yinci

basamaktan genellestirmesi incelenmistir. Son bdéliimde, € operatorlerinin iki

n

degiskenli genellestirmesi olan Q operatorleri olusturularak, bu operatorlerin

ny,n,

diizgiin yakinsakhigi hem Heping tipli Korovkin teoremi hem de Volkov teoremi



yardimyla incelenmistir. Bu operatorlerin yaklasim hizlan iki degiskenli fonksiyonlar
icin siireklilik modiilii ve Lipschitz siifindan fonksiyonlar yardimyla elde edilmistir.

Ayrica bu operatorlerin r yinci basamaktan genellestirmesi de verilmistir.
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ABSTRACT

In this study, Korovkin-type approximation properties of bivariate g-Meyer-Konig and
Zeller operators are investigated. This thesis consists of six chapters. The first chapter is
devoted to introduction. In the second chapter, general informations about the linear
positive operators are given. In the third chapter, a generalization of the Meyer-Konig
and Zeller (MKZ) operators based on g-integers are introduced and uniform
convergence of these operators is investigated with the help of Heping-type Korovkin
theorem. In addition, the rates of approximation of these operators are obtained with
the help of the modulus of continuity and the elements of Lipschitz class functionals. In
the fourth chapter, a bivariate generalization of the Meyer-Konig and Zeller operators
based on g-integers is introduced and uniform convergence of these operators is
examined with the help of either Heping-type Korovkin theorem and or Volkov
theorem. Moreover the rates of convergence these operators are given by means of the
modulus of continuity and the elements of Lipschitz class functionals for bivariate

functions. In the fifth chapter, the operators Q,  which is the general family of Meyer-

Konig and Zeller operators based on g-integers that include the operators given in the
third chapter are introduced. At first, uniform convergence of these operators is
investigated with the help of Heping-type Korovkin theorem. Later, the rates of
convergence of these operator are given by means of modulus of continuity and the

elements of Lipschitz class functionals. Also, an r-th order generalization of these
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operators are given. In the last chapter, Q= operators being a bivariate generalization

ny,ny
of a general sequence of Q are constructed. Uniform convergence of these operators is

investigated with the help of either Heping-type Korovkin theorem or Volkov theorem.
In addition, the rate of convergence of these operators are obtained by means of
modulus of continuity and the elements of Lipschitz class functionals for bivariate

functions. Finally, the r-th order generalization of these operators are given.
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X1

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

L,(f:x)
B,(f:x)
M, (f;x)
M,(f:q.x)

Mn],n2 (f;ql7q27x7 y)

Q,(f:q9.x)

Qn],nz (f;ql’qZ’x’ y)
C[a,b]

C?[a.b]

(/)

£ (x)= £ (x)
o(f:0)
o(f:6,.6,)

|7

Cla.b]
||g||C2[a,b]

K(f.0)

Aciklama

nell olmak iizere bir operatorler dizisi

Bernstein polinom dizisi

Meyer-Konig ve Zeller operatorler dizisi

Meyer-Konig ve Zeller operatorler dizisinin g-analogu

Iki degiskenli Meyer-Konig ve Zeller operatorler dizisinin g-
analogu

g-Meyer-Konig ve Zeller operatorler dizisinin genellestirilmis
bir ailesi

Iki degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller operatorler dizisinin
genellestirilmis bir ailesi

[a,b] kapali araliginda tanimli ve siirekli tiim reel degerli

fonksiyonlarin uzay1

g,8,8"eC [a,b] olan fonksiyon uzayi

nell olmak iizere bir fonksiyon dizisi

(f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
f fonksiyonunun siireklilik modiili

Iki degiskenli f fonksiyonunun siireklilik modiilii

X€ [a,b] icin ||f

=max|f (x)| ile tanimlanan norm

Clab]  4<x<h

Clab] "'”gv Clab] +||g )

||g||C2[a,b] =[¢ Clap) 1€ tammlanan norm

ffonksiyonunun Peetre K-fonksiyoneli



Lip,, (@)
Lip, (f,@)

B(a,r)

ffonksiyonunun Lipschitz Sinifi
Iki degiskenli f fonksiyonunun Lipschitz Sinifi

Beta fonksiyonu

Xii



1. GIRIS

1960 yilinda Meyer-Konig ve Zeller tarafindan

if( k j{n+kak(l—x)"+l, eger 0<x<l1 ise (L1)

Mn(f;x): k=0 n+k+1
£, eger x=1 ise

seklinde tanimlanan M, :C [0,1]%C [0,1] operatorleri Meyer-Konig ve Zeller (MKZ)

operatorleri olarak bilinir [Meyer-Konig, 1960].

Es 1.1 de yerine alinirsa, operatorler Cheney ve Sharma tarafindan
n+k+1 n+
- n+k n+
Zf( k j X (1=x)"", eger 0<x<l ise
M, (f;x)=1=" \n+k ) k (1.2)

(), eger x=1 ise

seklinde tanimlanan Bernstein kuvvet serisi ne indirgenir. Bu operatorlerin monotonluk
ozellikleri Cheney ve Sharma tarafindan incelenmistir [Cheney ve Sharma, 1964]. Diger
taraftan iki ve c¢ok degiskenli lineer pozitif operatorler ilk kez Stancu tarafindan

tantmlanmustir [Stancu, 1972].

Klasik Bernstein polinomlarinin  genellestirilmis g-analogu ise Phillips tarafindan
tanimlanmustir  [Phillips, 1996]. Phillips, Bernstein operatorlerinin g-analogu icin
Voronovskaja tipli bir asimtotik formiil ve yakinsaklik hizim1 elde ederken, Goodman, Orug
ve Phillips Bernstein operatorlerinin g-analogu i¢in detayl calismalar yapmislardir [Goodman

ve ark, 2006].



Barbosu, iki degiskenli Bernstein operatorlerinin g-analogunun Stancu tipli bir
genellestirmesini tanimlamis ve bunu iki degiskenli g-Bernstein operatorleri olarak

adlandirmistir [Barbosu, 2000].

Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin g-analogu ise Trif tarafindan tanimlanmistir. Ancak
Trif’in tammladig1 operatorlerde ikinci moment i¢in kapali formiill vermek miimkiin
olmamistir [Trif, 2000]. Daha sonra Dogru ve Duman, ¢- Meyer-Konig ve Zeller
operatorlerinin yeni bir genellestirmesini tanimlamiglardir ve bu operatorler i¢in yaklagim
ozelliklerini calismiglardir. Bu operatorlerde ikinci moment icin kapali formiil elde edilmistir
[Dogru ve Duman, 2006]. Dogru ve Gupta ise Dogru ve Duman tarafindan verilen g-Meyer-
Konig ve Zeller operatorlerinin iki degiskenli bir genellestirmesini tanimlayarak, bu
operatorlerin yaklasim 6zelliklerini hem Volkov tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlar
icin Korovkin teoremi [Volkov, 1957] hem de Heping tipli Korovkin teoremi [Heping, 2005]
yardimiyla incelemislerdir [Dogru ve Gupta, 2006].

Son olarak, Ozarslan ve Duman tarafindan g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin genel bir
ailesi verilmistir ve bu operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenmistir [Ozarslan ve Duman,

2008].

Korovkin tipli yaklagim teoremi, lineer pozitif operatorler dizisinin bir f fonksiyonuna
yaklagim problemiyle ilgilenen iyi kurulmus bir ¢alisma alanidir. Son zamanlarda bu teorinin
sadece klasik yaklasim teorisinde degil, ayrica fonksiyonel analiz, harmonik analiz, Ol¢ii
teorisi ve olasilik teorisi alanlarindaki faydali baglantilar1 Altomare ve Campiti tarafindan

verilmistir [Altomare ve Campiti, 1994].

2. TEMEL KAVRAMLAR



Tanim 2.1:

X ve Y iki fonksiyon uzayi olsun. Eger X den alinan herhangi bir f fonksiyonuna Y de bir g

fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa buna X wuzayinda bir operatordiir denir ve

L(f;x)=g(x) bi¢iminde gosterilir.

Burada L(f;x)=L(f(t);x) olmak iizere L operatorii f fonksiyonunun bagli oldugu t
degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug ise x degiskenine bagl bir fonksiyondur. Bundan

dolay1 x degiskeni L isleminde sabit gibidir ve L( f(x);x)= f(x)L(1;x) yazilabilir.

Tanim 2.2:

X ve Y lineer fonksiyon uzaylar1 olmak iizere, L: X — Y seklinde tanimli L operatdriinii géz

Oniine alalim. Eger her f,ge X ve a,fell igin

L(af+pg:x)=aL(f;x)+BL(g;x)
kosulu saglaniyorsa, bu durumda L operatoriine lineer operator denir.

Eger bir L operatorii pozitif degerli fonksiyonu yine pozitif degerli bir fonksiyona

doniistiiriiyor ise; yani f bir fonksiyon ve L bir operator olmak iizere
f20igin L(f;x)20
oluyor ise, L operatoriine pozitif operatér denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartin1 saglayan operatore lineer pozitif operatér denir

[Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995].



Lemma 2.1:

Lineer pozitif operatorler monoton artandir. Yani;
f<g=L(f)<L(g)

esitsizligi saglanir.

Lemma 2.2:

L bir lineer pozitif operator ise bu durumda

(=LA

esitsizligi saglanir.

Tanim 2.3:

nell olmak iizere f,(x)e bir fonksiyon dizisi denir ve( f,) ile gosterilir.
Tanim 2.4:

nell olmak iizere L, (f;x) e bir operator dizisi denir ve(L,) ile gosterilir.

Tanmim 2.5:



[a,b] kapal1 aralig1 tizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlardan olusan kiimeye C [a,b]

Jfonksiyon uzay: denir. Bu uzay

= max
Clab]  4<r<h

I £ ()

seklinde tanimlanan |||| Clay) POTMU ile normlu bir uzaydir.
Tanim 2.6:
(f,).c [a,b] i¢inde bir fonksiyon dizisi olsun. Eger her x€ [a,b] i¢in

lim

n—oc0

f,(x)= £ (x)|=0

o=l = lim max
saglantyorsa ( fn) fonksiyon dizisi [a,b] kapali aralig1 iizerinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir denir ve f, = f seklinde gosterilir.

Cagdas fonksiyonel analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan lineer pozitif operatorlerle
yaklagim konusu son elli y1l icinde ortaya ¢ikan bir arastirma alanidir.
Alman Matematik¢i Weierstrass 1895 yilinda sonlu aralikta siirekli olan her fonksiyona bu

aralikta yakinsayan bir polinomun varligini ispatlamistir. 1912 yilinda ise Rus Matematikci

S.N. Bernstein bu polinomu xe [O,l] icin

B,(f:x)= > f(ﬁj[gxk (1-x)"*

seklinde oldugunu ispatlamistir [Lorentz, 1953].



1953 yilinda P. P. Korovkin bu teoremi lineer pozitif operatorler icin daha da gelistirerek,
yaklagim teorisinde kendi adiyla bilinen ve 6nemli bir yere sahip olan asagidaki teoremi

vermistir.

Teorem 2.1 (P. P. Korovkin Teoremi):

feC [a,b] olsun. Eger L, ( f;x) lineer pozitif operatorler dizisi ve her xe [a,b] icin

@) L, (Lx)=1
(i) L, (t;x) = x

(i) L, (*;x) =«
kosullarini sagliyorsa bu durumda [a,b] kapali arahiginda L, ()= f dir.

Tanmim 2.7:

f € C|a,b] olsun. Herhangi bir § >0 igin

o(f;6)= SI?p]|f(t)—f(x)| 2.1)
\f’_f\;éb

ile tanimlanan @( f;6) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir

Lemma 2.3:

Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.

(i) o(f;8)=0,
(i) 6, <6, ise o(f;6,)<w(f;3,),



(iii) me U icin @( f;md)<ma(f;5),

(iv) Ael " icin o(f;A8) <(A+1)o(f;9),

(v) lim @(f:6) =0,
i) [ £(1)= £ (x)| S o f3lr = ).
(vii) |f(t)—f(x)|s(l+@Ja)(f;5),

Tanim 2.8:

[a,b] kapali araligi iizerinde tanimli reel degerli siirekli, birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri

de bu aralikta siirekli fonksiyonlarin uzay1 C’ [a,b] ile gosterilir; yani

C*la.b]:={feCla,b]: f'.f"e Cla,b]} (2.2)

dir. C* [a,b] uzay1 her fe C? [a,b] icin

”f Clad] ”f Clab] +||f' Cla.b] +||f ' Clab] (2.3)
normu ile lineer normlu uzaydir [Bleimann ve ark, 1980].

Tanim 2.9:

0 < a £1 olmak iizere;

£ ()= f (x)| <Mt —o (2.4)

kosulunu saglayan fonksiyonlara Lipschitz sinifindan fonksiyonlar, M ye de Lipschitz sabiti

denir ve f € Lip,, (@) ile gosterilir.



Tanim 2.10:

(x,) ve (y,) herhangi iki dizi, 1< p, g<oo ve l+l:1 olacak sekilde p ve g iki say1

q . .
serileri yakinsaksa,

i y n
n=1

< 14
olsun. Eger z |xn| ve
n=1

xn

n=l

P q

2.5)

esitsizligine Holder esitsizligi denir. Burada p=g=2 alinirsa, bu esitsizlik Cauchy-Schwarz

esitsizligi olarak bilinir [Bayraktar, 2006].

Tanmim 2.11: Her x,,x, € [a,b] ve Ae [0,1] icin

A +(1-2)x, < Af (x)+(1-2) f (x,)

oluyorsa f fonksiyonuna [a,b] kapali araligi iizerinde konvekstir denir

Teorem 2.2 (Banach-Steinhaus Teoremi):



X ve Y Banach uzaylari, L(X,Y) X den Y ye siirekli lineer operatorlerin kiimesi ve (L,) de

L(X,Y) uzaymda bir dizi olsun. X uzayindaki her x igin (L, (x)) dizisi ¥ uzayinda sinirhysa
ve X uzayinda yogun olan bir A kiimesindeki her y noktasi igin (Ln (y)) dizisi Y uzayinda
yakinsaksa, bu durumda limL, =L olacak sekilde bir Le L(X,Y) doniisiimii vardir

n—soo

[Terzioglu, 1998].
Tanim 2.12:

q pozitif bir reel say1 olsun. Herhangi bir negatif olmayan r tamsayist i¢in r sayisinin g-

analogu

, eger q#1 ise
[r],=11-4 (2.6)

r, eger q=1 Iise

olarak tanimlanir.

n
Ayrica g-faktoriyel ve g-binom katsayist sirasiyla [r]q !'ve { } ile gosterilir ve de
r
q

2.7

[I‘] I= [1]q[z]q"‘[r]q’ eger r=12,.. .ise
‘1 L eger r=0 ise

Hq _ 2.8)

r [r]q ![n—r]q!

dir.

Es 2.8 de g=1 alindiginda ifadenin binom katsayilarina indirgendigi Es 2.6 dan aciktir.
Ayrica



i{n-}l{-k} xk:n;, |x|<1
) ()

s=0

dir [Andrews ve ark, 1999].

3. ¢-MEYER-KONIG VE ZELLER OPERATORLERI

3.1. g-Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerinin Olusturulmasi

(2.9)

10



11

Tanim 3.1.2:

nell ,Ae(0,1),q€(0,1],xe[0,A]ve fe C[0,A] olsun.

iS¢

seklinde tanimlanan operatorlere g-Meyer-Konig ve Zeller operatorleri (qg-MKZ) denir.

n

Burada u, ,(x) = H(l— xq“) dir [Dogru ve Duman, 2006].

s=0
g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin lineer ve pozitif oldugu gosterilebilir:

Lineerlik: f,ge C[0,A] ve b,ce olsun.

M, (bf +cg:q.x) =u, , (x) 3 (bf +cg ([i"i]]qj{nzklxk
(eiiey

J[nzk} Y eu,, (x)g ¢ [{i”l’;{]ﬂ J

q"[K],

=bM,(f:q,x)+cM, (g:q,x)



12

Pozitiflik: fe C[0,A] ve f20 olsun. ge (0,1], xe [0,A] i¢in u, ,(x) =0 olup, Tamm 2.12
n+k
den { L } >0 oldugundan M, (f;q,x)=0 dur.
q

g =1 icin g-Meyer-Konig ve Zeller operatorleri Es 1.1 de tanimli Meyer-Konig ve Zeller

[£],

[n+k]q

operatorlerine indirgenir. Es 3.1 de f ( J almarak, g-Meyer-Konig ve Zeller

operatorlerinin Trif tarafindan elde edilen genellestirmesi elde edilir [Trif, 2000].
3.2. g-Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Ik olarak, g-Meyer-Konig ve Zeller operatdrlerinin yaklasim ozellikleri incelenirken

kullanilacak olan bir Lemma verilecektir.

Lemma 3.2.1:

nell ,qe(0,1],xe[0,A]ve ¢ (t)=1", i=0,1,2 olsun. Es 3.1 de verilen g-Meyer-Kénig ve

Zeller operatorleri i¢in asagidaki ifadeler gerceklenir [Dogru ve Duman, 2006].

)M, (eo (t);q,x):l

i) M, (el (t);q,x) =q"x

2n
iii) ¢>"x* <M, (62 (1) ;q,x) <g™'x’ +—([] ]x
n
q

Ispat:

k=0 k

) Mn(eo(r);q,x):un,‘,(x@[”*klx"

olup, Es 2.9 dan M, (e, ();¢,x)=1 bulunur.



i) M, (e(1):q.x)=u,, Z:,[,Hk]" [Hk} '

q'[k], [n+k]!

O i

q"[n+k-1] !

RUEY ey rix

ol k-l

= n+k-1
:q”xun,q (x)z n } K
q

olup, M, (el(t);q,x)z g"x bulunur.

iii) Burada ispata gecmeden Once negatif olmayan bir ke[l tam

sayis1 ve g€ (0,1] icin
[k], ~1=q[k-1],
esitligi ve

[n+k—1]q < [n+k]q
[n]q < [n+k]q

esitsizliklerinin dogrulugu gosterilecektir.

13

sayisi, bir nel]l dogal

(3.2)

(3.3)

(3.4)



1-4* 1= 1-¢"~1+g¢ _ Q(l—qk_l)
1—-¢g 1—-¢g 1—-¢g

[K],-1=

dir. g€ (0,1] igin

n+k n+k—1 +k
<q

q = _qn+k—1 < _qn

olup, buradan

_ k-1 _ otk
Sl S el S Y
I-q I-q 1

[n+k—1]q =

bulunur. Diger yandan [n]q < [n+ k]q oldugu da benzer sekilde elde edilir.

M, (e,(1):q.x) = M(x)iqz”[k]qz {n+k} p

k:o[n-l-k]q2 ,
. qu [n+k] !,
T,
(6] [n+k-1] |

g Z:[n+k] [k - 1] '[n]‘

o (x [k] —1+1 [n+k- 1]'
=0 O D] e

{w [k] -1 [k+n-1] !

Z[k+n] [k-1], ‘[n]' Z[n+k]

k1),
“Te=1], 1], 1" }

Es 3.2, Es 3.5 te kullanilirsa

oo

(3.5)

14



. [k-1], [n+k- 1]' = 1 ekt
M, (e, (1):q.x)=q"u,,(x {Z[ k] i, X +;[n+k] oI, « }

:qz"un,q(x){ [n+k 1] [n+k 2]'

e 1
qk:Z [n+k]q [k 2] l[n]v “x Z[n+k]q

(3.6)

[n+k 1] !
“Te—1], ]t 1, [t }

elde edilir. Es 3.3 ve Es 3.4 ten

[n-l-k—l]q 1 1

k], ara], Sl G7

esitsizlikleri elde edilir. Es 3.7, Es 3.6 da kullanilirsa

bulunur. Es 2.9 dan

2}

[n]

M, (e,(t):q.x)<g™"'x" + (3.8)

elde edilir.

Diger taraftan Es 3.6 diizenlenilirse

A R e e I T
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- n+k| .
+q Z[n+k+1]{ lx} G2

olup, Es 3.9 da

[n+k+2] -1

[n+k+1]q:
q

esitligi kullanilirsa

q k=0

I [n+k+2] —1 . > ntk|
M, ( ()q, ) nq { _Z [n+k+2] Z:[n+k+1] }[ lx

(3.10)

bulunur. 0<x<A<1 icin x> x°, [n+k+l]q S[n+k+2]q oldugundan, Es 3.10

dan

e )>q2”x2unq(x){ki;(1 [n+k+2]} kZ;[n+k+2] H,HkLXk

> k
_q2nx2unq(x)2|:n+ :| xk
k=0 k q

2n 2

=q7"x (3.11)
elde edilir. Bu durumda Es 3.8 ve Es 3.11 den

2n
qznxz <M, (e2 (t);q,x) < q2n+l 2,9 * q

[],

olup, istenilen elde edilir.
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Uyar1 3.2.1:

Es 3.1 de ge (0,1] yerine 0< g, <1 olacak sekilde (g, ) dizisi

limg' =1 ve lim[ ] =0 (3.12)
n—oo n—e | n
Gn

sartlarin1 saglayacak sekilde secilsin. Bu durumda Es 3.12 ve Lemma 3.2.1 (i), (ii) ve (iii)

kullanilarak

lim”Mn (e:q

J=el. .=
o0 n’ ) illicfo,A]

0, i=0,1,2 (3.13)

sonucu elde edilir. O zaman Es 3.13 ve iyi bilinen Korovkin teoremi yardimiyla her

fecC [O, A] icin (M S ;qn,.)) operatorler dizisi [0, A] araliginda f ye diizgiin yakinsaktir.

Ornegin, (¢g,)= (e% (l—lD secilirse Es 3.12 saglanir [Dogru ve Duman, 2006].
n

3.3. Korovkin Yaklasiminda Temel Bir Sonu¢

Bu kisimda, Es 3.1 de verilen operatorlerde g yerine 0 < g, <1 i¢in

limg, =b<1 ve limg, =1 (3.14)

n—oc0 n—oc0

sartin1 saglayan bir (g, ) dizisi alindifinda (M, ) operatorler dizisinin yaklagim ozelliklerinin

hala elde edilip edilemeyecegi sorusuna yanit aramaya ¢aligilacaktir.

(g,)= (1—%) almmasi durumunda lim g = e’ ve limg, =1 olup, Es 3.14 gerceklenir.
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Heping, herhangi bir lineer pozitif operatorler dizisi i¢in asagidaki teoremi ispatlamistir.
Teorem 3.3.1:

C [0,1] lizerinde tammli bir (L,) lineer pozitif operatorler dizisi asagidaki kosullari

gerceklesin:

(i) (L, (e,)) dizisi bir L_(e,) fonksiyonuna C[0,1] icinde yakinsaktir;

(1) xe [O,l] ve konveks bir f fonksiyonu i¢in (Ln (f ;x)) artmayandir.

Bu durumda her f € C[0,1] igin lim |L, (f)- L. ( f)||c[0 ;=0 olacak sekilde C[0.1] iizerinde

tamimli bir L operatorii vardir [Heping, 2005].

Burada Vi=0,1,2 i¢in (Ln (e,.)) dizisi C [0,1] icinde yakinsak ise (fakat bu yakinsaklik e, ye
olmak zorunda degil), bu durumda Teorem 3.3.1 (Ln (f )) operatorler dizisinin yakinsakligim

garantiler.

Boylece Heping, (i) ve (ii) zayif varsayimi altinda bir (Ln (f ;x)) lineer pozitif operatorler

dizisinin bir L_( f;x) operatdriine yakinsadigim gostermistir.

Simdi, Dogru ve Gupta tarafindan verilen asagidaki Heping tipli Korovkin teoremi verilebilir:

Teorem 3.3.2:

C [0, A] tizerinde tanimli bir (L, ) lineer pozitif operatorler dizisi asagidaki kosullari saglasin:

(i) Vi=1,2 igin (L, (¢,)) dizisi bir L_(e;) fonksiyonuna C[0,A] icinde yakinsakur;
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(i) xe [0, A], konveks ve artan bir f fonksiyonu i¢in (Ln (f ;x)) artmayandir.

Bu durumda her fe C[0,A] igin lim||L, (f)-L.( f)||C[OA]=0 olacak sekilde C[0,A]

n—0c0

tizerinde tamimli bir L operatorii vardir [Dogru ve Gupta, 2006].
Ispat:

Herhangi bir (L,) lineer pozitif operatorler dizisi (i) ve (ii) yi gergeklesin. Bu durumda

herhangi bir / lineer fonksiyonu i¢in

L(1)=L,(l) (3.15)

Lll

ve (L,) operatorler dizisinin diizgiin normu sup icin
n1

Lll

SEP S SEP L, (e )”c[o,A] - ”Ll (e, )||C[(),A] < e

gerceklenir. C’ [0, A] uzayi, C [0, A] icinde yogun oldugundan Banach-Steinhaus
teoreminden, herhangi bir fe C* [O,A] icin (Ln( f)) operatorler dizisinin C[O, A] icinde
yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir.

Herhangi bir f e C* [O, A] icin

g (x)= (x*+2x)- £ (x) (3.16)

_ ||f||C2[O,A]
2

||f||C2[(),A]
2

g, (x) (x® +2x)+ £ (x) (3.17)

fonksiyonlar1 alinsin. g, ve g, artan, konveks ve lineerdir. Gergekten



gl'(x):”f”CZ[O,A](x-i_l)_fv(x)
f'(x)S”f'”c[o,A] S”f”cz[o,A]

olup, buradan

£

c[0,4] (x+1)_||f||c2[o,A] < ||f||C2[(),A] (x+1)_ f '(x) =& '(x)
x||f||c2[o,A] <g'(x)
bulunur. xe [O, A] oldugundan ve normun tammindan g, '(x) 20 dir. O halde g, artandir.

8 "(x) = ”f”CZ[O,A] —f "(x)
olup,

f"(x) S"f"”c[o,A] S”f”Cz[O»A]

_||f||c2[o,A] =-=f "(x)
£

€[0,4] _”f €2[0,4] = ”f co0.a] f "(x) =& "(x)

g"(x)=0
bulunur. Buradan g, konvekstir.

Benzer sekilde

g'(x) :||f||c2[o,A] (x+1)+7"(x)

20
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olup, fartan oldugundan ve normun tanimindan g,'(x)2>0 dir. O halde g, artandir. Ayrica

x)=|r

c?[0,A] +f ”(x)

olup, f konveks oldugundan ve normun tanimindan g, "(x) 20 dir.O halde g, konvekstir. Es

3.16 dan

f c*0,A 5
ro) -t (2

yazilabilir. (ii) den her n, p >0 icin

L (g:x)-L,, (g:x)=0, i=12

n+p

oldugu bilinmektedir. Ayrica

Ln( C[OA]{L 2’ )+2Ln(el;x)}_l’n(gl;x)

N ||f||C2[O,A]
Ln+p(f’x)_T{Ln+p( )+2Ln+p (el’ )} Ln+p(gl’ )
oldugundan

1 esgon
‘L,,(f;x)—Lw(f;x)‘:T{Ln(ez,x)—Ln+p(e2, x)+2(L, (e;:x)

_LrH—p (el;x))}_Ln (gl’ )+Ln+p (gl;x)

(3.18)
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bulunur. Es 3.18 de ii¢cgen esitsizligi kullanilir ve xe [0, A] icin her iki tarafin maksimumu

alinirsa

<

C[0,A]

L, (f)=L.,(f)

1£]lc:
Bl (0 )],

+2 H(L” (e.)-L,., (e ))HC[O,A]}

+|L, (&)~ L., (& )“C[O,A]

(3.19)

Es 3.19 un sag tarafindaki ifadeler Es 3.15 ve (i) den sifira yakinsar. Bu durumda sikistirma

teoreminden (Ln (f )) operatorler dizisi C [O, A] icinde bir Cauchy dizisidir ve dolayisiyla
C [O, A] icinde yakinsaktir. Boylece herhangi bir feC [O,A] icin
lim|L, (f)-L.(f )”C[O , =0 olacak sekilde C [0,A] iizerinde tamimli bir L_ operatori

vardir.

Benzer sekilde Es 3.17 den

f(x) =—||fc%(x2 +2x)+g2 (x)

yazilabilir. Bu durumda da yukarida verilen ispat gecerlidir.

Simdi daha sonra verilecek teoremin ispatinda kullanilacak olan bir Lemma asagida

verilecektir.

Lemma 3.3.1:



[n+1]q q™! [k]q

_ - 3.20
k] P k], 20

olsun. Bu durumda

W, WK, k)

GBI L] k] ],

esitlikleri saglanir [Dogru ve Gupta, 2006].
Ispat:

Negatif olmayan bir tamsayinin g-analogundan

n+ 1_qn+1 n+11_qk
n+1] +q¢"'[k] =—F—+¢" ——
] g 1], = g
1_qn+1+q
l-¢

1_ n+k+1
= =[n+k+1]
1-¢g ?

n+l _ntk+l

q

yazilabilir. Buradan

n+l _
[n+1] +q""[k] =[n+k+1], (3.21)
bulunur. Es 3.21 de k yerine k-1 yazilirsa

[n+1]q+q’”l[k—1]q z[n+k]q (3.22)

23
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k
elde edilir. Es 3.22 nin her iki tarafi [ ]" ile carpilirsa
[n+k] [n+k+1],
n+l
e 1 P Ut ¥ 3 P GRS N L3 B

[n+k] [n+k+1]  [n+k] [n+k+1] [n+k] [n+k+1],
olup, burada Es 3.20 kullanilirsa

[k, [k, [k,

[rkri] k] Pl

esitligi gerceklenir.

Teorem 3.3.3:

f :[O,A] — 0" konveks ve artan bir fonksiyon olsun. Bu durumda ge (0,1] ve x€ [0, A]

icin (M, (f3q,x)) dizisi n ye gore artmayandir [Dogru ve Gupta, 2006].

Ispat:

3

M, (f.q:x)=M,, (f.q:x)= (1 q'x )i [qn[k] J{Hk} X

o [n+k]

1i0- qx)Zf[ 1], J{“}

=\ [n +k+1] k

(3.23)
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veE

n+l n

H(l— q"x) = H(l —qsx)(l— q"“x) = ﬁ(l— q’x) - q””xﬁ(l— q"x) (3.24)

5=0 s=0 s=0 s=0

yazilabilir. Es 3.24, Es 3.23 te yerine yazilirsa

n

M, (f.q:x)-M,, (f.¢:x)=]](1-4q )éi [[n+k]J{n+k}qu

s=0

5=0

n N O L1 A | VS ' N
_H(l_qx);f{[nﬂcﬂ]q]{ k lx

n = (g k], \[n+k+1
n+l s q k+1
4 H(l qx)Zf [n+k+l]q { k lx

5=0

:ﬁ(l—q"x)if{[iyz]]" {’Hk} x +H(l q'x)f (0

10-02)%s ([+k[i]1] }r: HL ’

diry

A Ll B S (3.25)
a7 (k] JLk-1],[" ‘



elde edilir. g-kombinasyon tanimindan

n+k] [n+k+1] [n+1],
k], L k] [n+rk+1]
! (3.26)
n+k| [n+k+l1 [k]q
k=1] | k| [n+k+1]
q q q
saglanir. Es 3.26, Es 3.25 te kullanilirsa

Mn(f,q;x)_MnH(f’q;x)

Il
—_—

[S—
Q,

=
N —
[

—

[n+1], [ a"[K],
[nrk+1], f[[n+k]q}

LK, q"" [k-1],
Tkt | e,

n+l
g [k], V|[n+k+1]
—fle——— 3.27
! {[n+k+l] kot -2
q q
elde edilir. f artan oldugundan herhangi bir g (0,1] icin
n+l n
q" k], q"[]
< g 3.28
f[[n+k] N Tnek] (.28)
q q

saglanir. Es 3.28, Es 3.27 de kullanilirsa

M, (f.q:x)-M,, (f.q:x _fl( )i{ [n+l] { n+1[k]q}

1l = |[n +k+1] [n+k]q

1) q" [k-1],
A vl )

26



27

n+l
g [k], V|[n+k+1]
o A B 3.29
/ {[n+k+l] kot (5:29)
q q
n+l n+l n+l

yazilabilir. Es 3.29 da x, = 1 [k]" , X, = 1 [k_l]" , o= [n+1]" ve ;:q—[k]q
[n+k]q [n+k]q [n+k+1]q [n+k+l]q

alinirsa Lemma 3.3.1 den

M, (f.q:x) =M, (f.q:x)2[T(1-g%)2{as (x)+ B (x,) = f (ax + x, )}
5s=0 k=1
{n+k +1} .
X X
k
q
elde edilir. Segilen «, B3, x, ve x, i¢in Lemma 3.3.1 gergeklenir ve f konveks oldugundan

Olf(xl)+,3f(x2)—f(0{x1+,Bx2)20 (3.30)

saglanir. Es 3.30 dan

Mn (f’q;x)_MlH—l (f’q;x) 2 O
olup, buradan (M, (f;¢,x)) dizisi n ye gore artmayandir.
Teorem 3.3.4:

0<g, <1 olmak iizere (g, )dizisi Es 3.14 ii saglasin. Bu durumda her f e C[0,A4] i¢in

lim M, (f)-M..(1)]

—300 clo,4]

dir [Dogru ve Gupta, 2006].



Ispat:
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Lemma 3.2.1 (i), (i) ve (iii) den (M, (e;:q,.x)) dizisinin M_(e;Lx)=xb ye ve

(M, (e,3q,.x)) dizisinin M_(e,;1,x)=x’b" ye C[0,A] icinde yakinsakhgi elde edilir.

Buradan Teorem 3.3.2 (i) gerceklenir. Buna ek olarak Teorem 3.3.3 ten Teorem 3.3.2 (ii)

gerceklenir. Boylece Teorem 3.3.2 den ispat tamamlanir.

3.4. g-Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerinin Yakinsama Hizi

Bu kisimda Es 3.1 de verilen g-Meyer-Konig ve Zeller tipli operatorlerin yaklasim hizlar

stireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla incelenecektir.

Teorem 3.4.1:

Her nell igin 0<gq, <1 olacak sekilde (g,) Es 3.12 yi gercekleyen bir dizi olsun. Bu

durumda her fe C [O,A] icin

[0, (£:4,) = fll gy S200(1.,)

gerceklenir. Burada

2 qz"A /Vz
6,=1(1-q;) A*+7—
{( | [n]%}

dir [Dogru ve Duman, 2006].

(3.31)



Ispat:

fe C[O, A] olsun. Her ne [l ve xe [O, A] icin Lemma 3.2.1 (i) den

‘M"(f(t);q"’x)_f(x)‘:‘Mn(f(’);qn,X)—f(x)Mn (l;q,,,x)‘
=[p, (£ ()= (x):6,.5)

0, (x) {f[[qi]] ]_f<x>}[”2kln .

olup, iicgen esitsizliginden

d q, [k]%x n+k .
M, (f(1):q,.%)- f (x)|<u,, (X)Z;‘ f[[n+k]q" }—f(x) [ By } x (3.32)
elde edilir ve Es 3.32 den
M, (f (1):q,%)= £ (2| <M, (|f ()= £ (%)]:4, )
bulunur. Bu durumda Lemma 2.1 (vii) den
M, (f (1):,.%) = f (x)] <M, ((@ij(ﬁé)ww} (3.33)

dir. Es 3.33 te g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin lineerligi kullanilirsa

=X

1, (£ ()ig2)= £ (9] < 0(7.0)| S,

1q,,X)+ M, (l;qn,x)} (3.34)

yazilir. Es 3.34 te Lemma 3.2.1 (i) kullanilirsa

29



\M,,(f(t);q,,,X)—f(X)\Sw(fﬁ)BM,,( A ,,,x)+l} (33%)

elde edilir. Diger yandan

M, (1= i) =1, ()3

k=

d 9, [k]q n+k k
=> o x x‘u, , (x)
= ["+k]q,, ko, "
]
n+k ‘ &
X L xu,, (x) (3.36)
qn
dir. Es 3.36 da Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa
0 - b
= 4 n+
x) < b xfu,  (x
) {?&[[m]% J ] e )}
b
= k
X{Z[HZ } x"un,qn (x)}
k=0 an

elde edilir ve buradan Lemma 3.2.1 (i) den

[n+k]

M, (|-

x)S{Mn((t—x)z;qn,x)}%{ (Lg,,x }%

{M” ((t—x)2 ;qn,)c)}y2 (3.37)

M, (|-

bulunur. Es 3.37, Es 3.35 te kullanilirsa

30
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M, (£ (£):q,,%) = f (x) < a)(f,é')[%{Mn ((r=x)’ ;q,,,x)}% +1} (3.38)

olup, Es 3.38 de g- Meyer-Konig ve Zeller operatoriiniin lineerligi ve Lemma 3.2.1 (i), (ii) ve

(iii) kullanilirsa

%
M, (f(1):q,.x)- f (x)| s @(£.9) %[( " =2g," +1)x° +[",;] } +1 (3.39)

bulunur. Es 3.39 da xe [0, A] i¢in maksimum alinirsa

b
2n+l1 5”A
[0, (£:4,.) = £, S @(£.6) {( “20 )4 E{”] J o

(3.40)
elde edilir. 0< g, <1 oldugundan

g =2qr +1<(g" 1)

saglanir. Bu esitsizlik Es 3.40 da kullanilip 0 =&, segilirse

b
. ZnA
||M,,(f;qn’x)_f||c[o,A]Sw(f’é‘") o [(q _1) [n] } o

n

elde edilir. Burada Es 3.31 kullanilirsa

[, (f:4,:)= o0 S 200(.6)
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sonucu elde edilir.

Teorem 3.4.2:

Her nel igin 0< ¢, <1 olmak iizere, (g,) dizisi Es 3.12 yi gerceklesin ve f e Lip,, (@)

olsun. Bu durumda
50,0 g <M

gerceklenir. Burada &,

', Es 3.31 de verildigi gibidir [Dogru ve Duman, 2006].
ispat:

Lemma 3.2.1 (i) den

M, (f.q,.x)- f (x)|=

un,%(x>;{f([j+[f;1ﬁ]f<x>}[n;;klﬂ .

d ‘]"[k] n+k
Su,, (X)) |f =~ f(x [ } x (3.41)
RO {WLJ Sl
bulunur. Es 3.41 de f € Lip,, () oldugu kullanilirsa
il ‘ n+k .
, < 3.42
| f qn x | llq Z:(; [n+k] |: k :|q X ( )

elde edilir.
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olsun.
a 2 %
q,"[k], q," [k] g
n_ P — dn_ P P 2
[n+k]q X n.k,q, (.X') [n+k]q X n.k,q, (X) { n,k.q, (.X')}
esitligi goz Oniine alinip Es 3.42 de p :3 ve g = olacak sekilde Holder esitsizligi ve
a —
Lemma 3.2.1 (i), (ii) ve (iii) kullanilirsa,
n [k] 2 % Z—U/
> qll d 2
(1. g0)= (0] <6 S 2D 2 () {3 ()
| [Nt k]qn k=0
w, 7, |
I qn
=M b—x| P, (x
,;.’ [n+k]qﬂ xa, (%)
2 2n %
< M{(l—q;’) x2+%} (3.43)
n

bulunur. Es 3.43 te Es 3.31 deki 8, goz oniine alinip, xe€ [O, A] icin maksimum alinirsa

”M" (f’q"") _f”C[(),A] = Mé':’

bulunur.
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4. iKi DEGISKENLI ¢-MEYER-KONIiG VE ZELLER OPERATORLERI

Bu boliimde Es 3.1 de verilen g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin iki degiskenli bir

genellestirmesi verilerek, bu operatorlerin Korovkin tipli yaklagim 6zellikleri incelenecektir.
4.1. ki Degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerinin Olusturulmasi

Bu kisimda Es 3.1 ile verilen operatorlerin iki degiskenli bir genellestirmesi Barbosu nun

tekniginden yararlanilarak agsagidaki sekilde insa edilecektir [Barbosu, 2000].

Tanim 4.1.1:

12=[0,A]><[0,A]:[0,A]2 olsun. fe C(IZ) ve 0<gq,,q, <1 igin Es 3.1 ile verilen

operatorlerin iki degiskenli ifadesi

= = (a'lk] @ k] n+k
MW,2 (f;ql,qz,x,y)=uw1 (x)u,M2 (y)z Zf[ — = e { : 1}
k=0 9

g [+ kl]q1 [, + kz]qz ki
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+k
X{l’lz z} xklykz 4.1)
k, @

n ny

seklinde tammlanir. Burada u, , (x)= H(l—qf‘x) ve u, . (v)= I'I(l—qg2 y) dir [Dogru ve

5,=0 5,=0

Gupta, 2006].

Es 4.1 de verilen operatorlerin lineer ve pozitif oldugu aciktir.
q, =g, =1 almirsa klasik Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin Stancu tipli genellestirmesi

[Stancu, 1972] elde edilir.

Simdi, daha sonra verilecek teoremlerin ispatinda kullanilacak olan asagidaki Lemma verilsin.

Lemma 4.1.1:

(1) Mnl,nz (f;ql’qZ’x’y):Mnlx(any(f;qZ’x’y))’

(11) Mnl,n2 (f;ql’q2’x’y) =M112y (Mnlx(f;ql’x’y))

dir. Burada

q 1+ k
Mnlx(f;ql,x,y)zunl’ql(X)Zf([n —l[_k]] yJ|:”I:' } x™ 4.2)

veE

M, (f:qy.%.y)=u, , i { T J[FI;]] J[” th Ly"z 4.3)
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seklinde tanimlidir [Dogru ve Gupta, 2006].

Ispat:

;2 k2 2 kz k
()M, (M, (fig,x.y))=M [4 Zf[ T J[rk]]"J[nZ }y}

olup, burada M, " in lineerligi kullanilirsa
M X(M ,V(f.q X y)):u (y)iM X f [ :|q2 q X y |:n2+k2} ykz
n ny b YR RAS] ny,q, kz - n [’/l2 + k ] 127% k2 .

elde edilir. Es 4.4 ve Es 4.2 birlikte diisiiniiliirse

M, (M, (fia09)) =, () Yu,, (x Zf{[nik]] [iikjf;}

k=0
X{nl +k1} K {nz +k2} W
kl 9 kz 92
fkl, @ (k]
= un ll f ql qz
lql > ,;,kzz {[n +k] [nz+k2]q2

X{nl +k1} {nz +k2} bk
Xy
kl G kz 9

=M, , (f:4:9,,%)

sonucu elde edilir.

(i1), (1) deki ispata benzer sekilde verilir.
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4.2. iki Degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri
Bu kisimda, Es 4.1 ile verilen iki degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin
yaklagimi hem Dogru ve Gupta tarafindan verilen Heping tipli bir Korovkin teoremi [Dogru

ve Gupta, 2006] hem de Volkov [Volkov, 1957] tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlar

icin Korovkin teoremi yardimiyla incelenecektir.

Oncelikle, iki degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin yaklasim 6zellikleri

incelenirken, gerekli olan Tanim ve Lemmalar verilecektir.

Tanim 4.2.1:

I 2=[O,A]><[O,A]:[O,A]2 olmak iizere C (12), I’ iizerinde tamimli reel degerli siirekli

fonksiyonlar uzayi olsun. C (I 2)

||f||C(12) = max |f(x,y)|

(xy)er?
normu ile bir Banach uzay:dir.

Tanim 4.2.2:

( Som ) ,C (I 2) lizerinde bir fonksiyon dizisi olmak iizere

lim |£,,—f| = lim max

n,m—sco C(lz) n,m—sco (X,y)e[z

Jom (x’y)—f(x,y)| =0
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kosulu saglaniyorsa, ( fn,m) fonksiyon dizisi I° iizerinde f ye diizgiin yakinsaktir denir ve bu

durum f, = f ile gosterilir.

n,m

Lemma 4.2.1:

e;: 1 >1,e,(t,s)=1's’ iki boyutlu test fonksiyonlar1 olmak iizere Es 4.1 de tanimlanan

operator icin asagidaki sonuglar gerceklenir [Dogru ve Gupta, 2006].

OM,, (eoo (t,s);ql,qz,X,y) =1
G M, (610 (t,s);ql,qz,X,y) =q'x
i) M, . (e (1.5)1d,.0x.¥) =gy

2n,
(iv) ¢"x* < M, (620 (£.5):61:02. %, y) Sot [qi; ix
1 Ll

2n,
2n, 2, Gy 7Y

W) "y <M, , (en(t.5):0,.6,.%.¥) < """y +[n]
2 9>

Ispat:

() e, =1"s’ =1 igin Lemma 4.1.1 (i) den

M, (g.q,.x.y)=M," (M, (Lqg,.xy))

= | n,+k
:Mnlx(unz,qz(y)z{ 2k 2} ka}
k,=0 2 @

yazilabilir. M, * in lineerliginden

k=0 k,

N n, +k
M”""Z (1;q1’q2’x’y):unz’qz(y)ZMﬂ]x(l;q1yx7y)|: 2 2j| ykz
9



= | n,+k
Mn] (1 QI’X y) n R (y)Z|: : 2j|
>

k=0

= |n+k = \n,+k
:u”w‘ll (X)Z|: lk 1:| xklu”z#lz(y)2|: 2k 2:| yk2
1 @ k=0 2 o

ve Lemma 3.2.1 (1) den
Mnl,n2 (l;qqu’x’ y) = 1
sonucu elde edilir.

(i) e, = t's’ =t icin Lemma 4.1.1 (ii) den

M, . (elo;ql’qZ’x’y) :any (Mn,x (elo;ql’x’y))

=M, {unl,ql (x )i [Zl -|[-k]]

k=0

yazilabilir. M, * in lineerli§inden

k=0

W (B2 ), , Z

% [k]
M, (€03d % y) =, , ( ZM (Lgy.x,y) [—
l

iy

+k |

q" [k]
[n +k]

ql[]

=u,,2,qz(y)2{n2+k} Z[n+k]

ve Lemma 3.2.1 (1) ve (ii) den

n +k
X
k,
9 q

X J
1

1

{nl%—k}
X
9

1

{nl+k}
X
q

Ky

ki

1

Ky
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M, (€0:6,4,%y)=q"x
sonucu elde edilir.

(iii) ey, = t’s' = s icin Lemma 4.1.1 (i) den

Mnl,nz (e()l;ql’q2’x’y) :Mnlx(any (eol;qz’x’y))

_ M(u( )2)[ii£/§]] [n2+k PJ

yazilabilir. M, " in lineerliginden

= 7' [k.],

M, . (601;q1’q2’x’y):”n2,q2(y)z (1 q,, X, y)[
n,

=M, " (Lg,xy)u,, (¥ )Z alel, [

fa O[n +k ]

=0

=, (X)i{nl,:klll Kty g, (3 )Z [, +k,]

ve Lemma 3.2.1 (1) ve (ii) den

M, (€n3q>q,0%Y)=q5y
sonucu elde edilir.

(iv) e,, =t’s’ =1 igin Lemma 4.1.1 (ii) den

M, (620;(]1,(]2,)6,))) :any (Mnlx (ezo;ql’x’y))

+k ]q2 |

n2 +k,

k,

n, +k,

k,

¢ [k.],

{nz +k, } ykz
92



2n, 2
= q;" |k k
st o ]
k=0 [I’ll + kl]ql k, “

yazilabilir. M, * in lineerliginden

2n 2 - b

o q;" [k ] n +k
Allq,n2 (e2();QI’q2’x’y):unl,ql(x)zany(l;qZ’x’y)l—lqu 1 l X
k=0 [n1 +kl]q1 L kl

-4

M, (1 Ju, . ( )iqf"l [k‘]qlz mtk]
=M, (Lq,,x,y)u, ,(x —_— X
) ’ ! kl:()[nl +k1]q12 L k, dg,

e, [ +k -, g [k], [ +k
:unzqu(y)z|: 2k 2j| ykzu”l’% (X)Z#{ lk lj| xkl
’ - 1 9

ly=0 [I’l1 + kl]ql2

ve Lemma 3.2.1 (1) ve (iii) den

2m

: : el 2, G4 X
x SM”I”’Z (620’ql’q2’x7y)gq1] X +W
1 G

2m

9,

sonucu elde edilir.

(v) e, =t’s* =5’ igin Lemma 4.1.1 (i) den
Mnl,nz (eoz;ql’qz’x’ y) = Mnlx (any (eoz;qz’x’ y))
2n 2
> Q22[k2] |:I’l2+k2j|
=M, u,, (¥) ) ——" v
1 [ o ( )"zz—o[”z"'kz],h2 ky @

yazilabilir. M, " in lineerliginden
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( )iM “ ) %" [kz]q,2 [n2+k2} .
=u,  (y W (Lgnx,y) v
o oo l [kn2 +k, ]47 ok o

= Q2 [k ] {n2+k2_ i
_Mnx l’q ,.X,y una y ’
NEEESL )kzz—;)[n2+k2]qz k

[tk g D),
) Kol ) e el
9 9

k=0 1 k=0 [”z +k, ]qz

2

ve Lemma 3.2.1 (i) ve (iii) den

2n, 2ny+1 2 "y

9"y SMn]nz(e()Z’QI’qZ’x y)<q y +[ ]

sonucu elde edilir.

Simdi Volkov [Volkov, 1957] tarafindan verilen iki degiskenli fonksiyonlar i¢cin Korovkin

teoremi verilecektir.

Teorem 4.2.1(Volkov Teoremi):

D, [1? de kapali ve simirli bir bélge, C(D), bu D bdlgesinde taniml siirekli ve reel degerli f
fonksiyonlarm kiimesi ve L,, (f(t.s);x,y), C(D) iizerinde taniml bir lineer pozitif
operatdrler dizisi olsun.  fy=¢,(t,5)=1, fi=¢,(t,5)=t, f,=¢,(t.s)=s ve
fi=ey(t.5)+ey (f.5)=1* +5” olmak iizere (L, ,, ) lineer pozitif operatorler dizisi

L,(f)=f, i=0123 (nm— )

n,

kosullarini sagliyorsa bu durumda her f € C(D) i¢in D iizerinde
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Lm(f):>f, (n,m—)oo)

gerceklenir [Volkov, 1957].

Teorem 4.2.1 den yararlanarak asagidaki sonug verilebilir.

Teorem 4.2.2:

0< G, > D2, <1 olmak iizere (ql,”l ) ve (qz,”2 ) dizileri,

lim g, =1 , lim =0
s =1
4.5)
lim g;2, =1 , lim =0
ny—>o0 2 ny —>c0 [n2 ]

iy

kosullarin gergekliyorsa, her fe C (I 2) icin (M - ( 3,90, %, y)) operatorler dizisi I°

lizerinde f(x,y) ye diizgiin yakinsaktir [Dogru ve Gupta, 2006].

Ispat:
Es 4.1 de verilen operatorlerin lineerligi ve Lemma 4.2.1 deki (iv) ve (v) den

2n,

2n 2 2 . .
ql,n]l‘x + q2,nz y < Mn] My (820 ’ ql,n1 ’ qZ,nz ) X, y) + Mn] My (802’ ql,n, ’ q2,n2 X y)
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2n,

2n
ql,nl'x + q2,nzy

[”1 ]qml [”2 ],m2

2m+l 2 2ny+1 2
L X +q2,n2 y +

<q

bulunur. n, — o ve n, — oo i¢in limit alinir ve Es 4.5 kullanilirsa, sikistirma teoreminden

. 2, 2
Mnl,nz (ezo + €054, 92, %> y) =>xty
elde edilir.

Lemma 4.2.1 (1), (1) ve (ii1) den n, — o0 ve n, — oo i¢in limit alinir ve Es 4.5 kullanilirsa

M, (€003 050 % y) =1
[‘411],n2 (61();%,(]2,)6, y) > X

Mnl,n2 (e()l ; ql ’ qZ s Xy y) = y
elde edilir. Boylece Teorem 4.2.1 in hipotezleri ger¢eklenir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.3.2, Teorem 3.3.4 ve Teorem 4.2.2 yardimiyla asagidaki yaklasim sonucu

verilebilir.

Sonu¢ 4.2.1:

0<gq,,-49,, <1 olmak iizere (‘11,n1 ) ve (qz,n2 ) dizileri,

1 JC — 1 —
lim g, =¢ <1, limg,, =1
np—o0 ny—oo

o . _
lim g,>, =c¢, <1, limg,, =1
ny —o0 1y —>e0

kosullarini saglasin. Bu durumda her fe C (I 2) icin
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lim M, , (f)-M...( f)”c(lz) =0, (ny.n, — oo)

n—oo

dir [Dogru ve Gupta, 2006].

4.3. ki Degiskenli g-Meyer-Konig ve Zeller Operatorlerinin Yakinsama Hiz

Bu kisim da Es 4.1 ile verilen operatorlerin yaklasim hizlan iki degiskenli fonksiyonlar icin

verilen siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla incelenecektir.

Tanmim 4.3.1:
0,>0,98,>0vefeC (I 2) olmak iizere, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in siireklilik modiilii
o(f;6,,6,) :sup{|f(t,s)—f(x,y)| (ts).(x,y)e IPJt=x <68, |s—y| < 52}

seklinde tanimlanir.

Eger f e C(Iz) ise, bu durumda
8, >0 ve 8, >0 icin @(f,5,6,) >0

oldugu agiktir. Ayrica @( f;8,,6,) nin monotonlugundan

r—x s—yD

|f(t,s)—f(x,y)|£(0(f;

’
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Sw(f;al,az)pt;x'+1j(|s(;y|+1j (4.6)

yazilabilir [Stancu, 1972], [Barbosu, 2000].

Teorem 4.3.1:

0<gq,,-9,, <1 olmak iizere (qm1 ) ve (qz’n2 ) dizileri Es 4.5 i gergeklesin. Bu durumda
HMVH»"z (f; ql,nl ’ q2,nz ") - fHC(IZ) < 4a)(f; é‘l,nl ’ 52,}12 )

gerceklenir. Burada

A 2m % A 2n, %
2 2 2
5. {(1—%’?”1) A2 4 i } ve &, {(1—%32) A2 42 } 4.7

[m],, (],
dir [Dogru ve Gupta, 2006].
Ispat:
(x,y)e I” igin M, , nin lineerliginden
M, (F31@a0r3) = £ (60| =M (£(55) = £ (63)3610 002 500)| - 48)

yazilabilir. Es 4.8 de Lemma 4.1.1 (i) kullanilirsa

‘M (f(t.5)= £ (x.):40, -G, . y)‘ = ‘M (M, (f (t.5)- f (x. y);qz,nz,x,y))‘
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4.9)

elde edilir. Es 4.9 da M, " in lineerligi, Lemma 4.1.1 (ii) ve licgen esitsizligi kullanilirsa

‘M"I’"Z (f(t’s)_f(‘x’y);ql,nl7q2,n2’x7y)‘

qZ My [ ]q m

n,+k
M - 9 ; 9 9 : 2 kz
n2 92y Z { [n +k ] J f(x y) ql,nl XY |: kz :|q2 y

o o q, [k ]q a4, [kz]q 1 +ky k
= unz’qz,nz (y) Zu"w‘h»m (x)Z{fL[n +k ] ) ’[n +k ] - ]_f(x’y)H:n kl } *

k=0 -0

‘Ilrfln1 [kl] q;,znz [kz]
f[ Ay , D2y _ f (x, y)

[”1 +k ]qmI [”2 + k2]qm2

k
X[”2+ 2} 2y
k2 9
=M, (|f(t.5)=f(x.7):4:, 9205 ¥)

(4.10)

elde edilir. Es 4.10 da Es 4.6, M o nin monotonlugu ve lineerligi, Lemma 4.1.1 (i), (ii), Es

4.2 ve Es 4.3 .kullanilirsa

f(t,s)—f(x,Y) ;ql,nl’ql"z’x’y)

M’H R (

s ’q2,nz’x’ y)

<0(/:8.8)| 55 s (1=



5 R ’QZ,nz’x’y)—l_iM"w"z (

+_M"1>"2 ( - 52

S_Y|;‘]1,n1q2,n2’x’y)+l}

S| =

x.y))

1 ,
=a)(f;51,52){—§5 Mnlx(MnZ} (|t—x||s—y
172

1 , . 1 . ,

+31an} (Mﬂl ( - x’y))+§2M”1 (M”Z} (| x,y))+1_
—o(f:8.8,) - M, ‘- bl frri]
=a(f:6,.6,) 55, Z| S [, +k] ’ kb4, ’

a [k,
[”1 +k ]

1 ,
+§M"z) unl’ql,»l( )Z

[”1 + k1:| K
—X X
kl I

ko qn,znz [k ] k
_,_iMn)‘ u, () T2 L2 g, {n + 2} Yo +1
52 I 252m k=0 [”2 +k, ]qZsz k2 B2

bulunur. Burada M," ve M, * nin lineerligi ve Es 4.2 den

M"1 R (

f(t,s)—f(x,)’) ;ql,nl’ql"z’x’y)

qlnl[ ]ql
[n +k]

—X

1
—w(f;é‘l’52)|:§u"1»‘lm ( )Z

k=0

{nl + kl} o
kl Ay
n, +k, k
-y Y-
k2 92.m

n +k
x[ P 1} XM, (g, %)
1 9

|

=

Xung,qm2 (y)

k=0

q;?nz [k2 ]qz,nz
[nz + kz]qz‘nz

%nl[ ],,1
[n +k]

k=0

1
+§1”nl,qlv,l (x )Z

= |43, [k.] k
b, e —y{nﬁ 2} ‘
o, " ky =0 [nz +k2]q“ k, Doy
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<M, (1:q,,,.%,y)+1] @.11)

elde edilir.
Es 4.11 de

(4.12)

almip, M, * (1;q1,nl,x,y)=1, M,’ (1;q2,n2,x,y)=1, Es 4.2, Es 43 ve Lemma 3.2.1 (i)

kullanilirsa
M, (£ (ts)=F(xy)ia, % Y)
(/36 5){ z‘ql"l[k] b )
Sw\f;o, P N
v 5152 k=0 [l’ll-i-kl]q1 1Ky
q2n [ ]
——— P,
Z% [n, +k ] =P, (¥)
qlnl[ ]q
= —XP X
1];(:) [I’l +k] 7,k 41y ( )
1 & | k],
) v gt (AR CRL 4.13)
0, kzz [n2 +k ] -’k-,qz‘,,z( )

bulunur.



n 2 %
4., [kl]qm1 qr, " [k ] JA
[n1 +k1] - Rll,kl’qlvnl (X) [n +k ] - Rll’kl’ql'”l (x) {Rll’kl’qlﬂl (x)}
2 )
qz n [k ]q q2 n, [ ] %
———n P ———m | P P
[n + k :lq7 y nz,kz,q“2 (y) [I’l + k ] y nz,kz,q“2 (y) { nz,kz,q“2 (y)}

oldugu goz oniine alinip Es 4.13 te Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

;ql,nl ’ q2,nz > Xy y)

M, (|f(@s)-f(xy)
%

= (an, [k], 2
Sa)(fvé‘p Z(L[n +k] - \J P”lvkh‘/l,nl (X)

2
5 2 q2 n [ ]
X\ 2., X Sl T 3 y
{klz—:‘) e ( )} /;){[nz + k2 ]‘12,»12 J 2K2 02y ( )

- b
X{Z P”zykzyfh.nz (y)}

k=0

2
aty [k,
+— Mo x| P X
] 2o

b

[n, +k ]qz

2 | k=0

elde edilir. Es 4.14 te Lemma 3.2.1 (i) ve

%n [ ]q ’ %
+5i Z[ = _yJ P”2~k2’qz,nz (y) {ZP"Z”‘:J{L:@ (y)} +1]

50



2”1

0=, (- 010, ) 4

[n]

2n2

2 2 yqz 1y

[”2],12

(4.15)

02 (0)=M, ((s=3)100,.5)<(1-4,,)

kullanilirsa

f(ts)=f(xy)

;ql,nl ’ qZ,nz » Xy y)

<0(7:0.8)| {1, (0= ) ot (1507 )

oo, (=) s )} 0 o, ((s—y)z;qz,n,y)}%}

NS

~0(:0,8)| 3500 0 oo O Lo o 1

Sw(f;dpé;

N—
iy -
g
/_g\

pring

=

=

-

)

N~

+
—_
—|s
—_——

NN
/_g\
pring

=

I

L)

N

=

N

)
=

N~

+
—_
=8
< N
—_—

NS

(4.16)

51

bulunur. Es 4.8, Es 4.16 ifadeleri birlikte diisiiniiliip, (x,y)e I’ i¢in maksimum alinir ve

0,=9

L

ve 6, =0,, olacak sekilde Es 4.7 deki gibi segilirse
HM’H Wy f (t’ S);ql,n1 > q2,n2 )_ fHC(IZ) < 4a)(f’ é‘1’ 52)

sonucu elde edilir ki, bu da ispat1 tamamlar.

Tanim 4.3.2:
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0 < a <1 olmak iizere iki degiskenli fonksiyonlar i¢in Lipschitz sinifi

. 2 2 % 2
Lipy (£:0) =1 f:| £ (6.5) = F (e )| <M [ (1=2) + (5= )" | 7 (69) (e v)e 1
seklinde tanimlanir.

Teorem 4.3.2:

0<gq,+49,, S1 olmak izere (ql,nl) ve (qzi,h)dizileri, Es 45 1 gergeklesin.

Eger f € Lip,, (f;@) ise, bu durumda

dir. Burada 6, , ve 6, , , Es 4.7 de tanimlandig1 gibidir.

Ispat:
Es 4.10 ve Es 4.2 den

m

o o anl [kl]qml qg,znz [kZ ]‘Iz,nz

‘Mn 1, f;q,l,q,h,x,y —f x,y‘g f ’ —F(xy
1 ( L2 42.n, ) (x,y) 1;)1; [, +kl]qm1 [n, +k2]‘12,,,2 (x.¥)
XRll’kIs‘h,;,l ('x)})nz,lcz,qm2 (y) (4.17)

yazilabilir. Es 4.17 deki esitsizligin sag tarafindaki mutlak degerli ifadenin igine

ay [k ]
2T y | terimi eklenip c¢ikartilip, elde edilen mutlak degerli ifadede iiggen

[nl +k ]ql,,,l ’

esitsizligi kullanilirsa



M, (F5010,5as9) = £ (53)| <

elde edilir. f e Lip,, (f,

‘Mnl My (f (t’ S) ; ql,n1 4 qZ,nZ ’

bulunur.

Es 4.19 diizenlenirse

q;,znz [k2]
[n2 + kz]

oo

[n1 +k, ]qml

k=0 k, =0

L an, [k,

Gom qr, n1 [ ],,1
. -/ [n +k] Y

,yJ—f(x,y)

><1)nI Koy (x) })nz,kg,qzm (y)

2~ ql . [ ]q
1n P P
Z Z {[nl +k ] ny,ky i (x) ”Z’kZﬂqz,nz (y)

(4.18)
@) oldugundan Es 4.18 den
Ilz 2 %
RTINS PO | Rk S
ny.ky,q, " ( )RIZ!kZ!qZ,nz (y)
N %
= = |[ 9in [kl],,l
+
k=0 k, =0 [”1 "'kl]qm1
7.k 41y (x)P"kaz 9 (y) (419)

M, (F(6,5)3005 2003 3) = £ (23)

53



N%

2 = |[ a3, [k.]
<M>» P Tom P
/(]Z::‘) nykysg n Z [[n +k ] y} nz,kz,q“2 (y)
., N%
Y ST E: o) L I R
B T B X
= 1y Ky 25 1y y &= [nl_l_kl]qlﬂ1 1.k

(4.20)
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bulunur. Es 4.20 de Lemma 3.2.1 (i) kullanilip l+l:1 olacak sekilde ng ve
p (24

q

q= secilirse Holder esitsizliginden

‘Mnl,nz (f (t’s);ql,n1 ’q2,n2 » Xs y)_ f ('x’ y)‘ S

7 k1, ) &
- d ql n
<M P 1 D P
(o hn. ) Z{[n il ] s ()
% n, 2 %
MY P, () - > 7Ll Pien (¥)
n y e y o . y
ky=0 sl k,=0 [nz + kz]qz,nz 2ok2 2y
421

elde edilir.

Es 4.21 de Es 4.12, Es 4.15 ve Lemma 3.2.1 (i) goz Oniine alinirsa

(M, (F(6,5)3005 2002 3) = £ (23)
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2n % %

2n,
M (1_%,n2 )2 e Y431,

[nl]qm1 [n2 ]q

2y

elde edilir. Bu son esitsizlikte (x, y)e I’ icin esitsizligin her iki tarafinin maksimumu alinir

ve 6,, ve 6,, Es4.7 de verildigi gibi alinirsa

HMnl (f 3Gy, .0, ) i ‘

C(lz) s M (51'”1” + 52#12”)

bulunur. Bu da ispati1 tamamlar.

Uyari1 4.3.1:

0<gq,,-9,, <1 olmak iizere (qlin] ) ve (qz’n2 ) dizileri, Es 4.5 i gergeklediginden

limg,, =0 ve lim &,, =0 dir. Boylece Teorem 4.3.1 ve Teorem 4.3.2 den f e C(Iz) icin

ny—>o0 1y —>o0

lim

ny Ny —>00

=0

M, (fiddas) = o)

dir.
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5. ¢-MEYER-KONIG VE ZELLER OPERATORLERININ GENEL BiR AiLESi

Bu boliimde Es 3.1 de verilen operatorlerin genel bir ailesi verilerek, bu operatorlerin

yaklagim ozellikleri incelenecektir.
5.1. Q, Operatorlerinin Olusturulmasi
Tanmim 5.1.1:

nell ,te[0,1] ve 0<a,(t)<1 olmak iizere bir (a,(t)) fonksiyon dizisi verilsin. Her

nel,qe(0,1]ve fe C[0,1] igin

> [k] n+k ‘ )
Q,(fiq.x)= H( )sz{ [n+k], M lx’ xe[0.1) ise .1

£, x=1 ise

seklinde tamimlanan €  operatorleri Es 3.1 de verilen g-Meyer-Konig ve Zeller

operatorlerinin bir genellestirmesidir [Ozarslan ve Duman, 2008]. Burada a, (¢)=1 alinirsa

n

Trif in tammladigi g-Meyer-Konig ve Zeller operatorii elde edilir [Trif, 2000]. a,(q)=¢

alinmasi durumunda ise, g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin farkli bir ¢esidi olan Dogru
ve Duman tarafindan tanimlanan Es 3.1 de verilen operatorler elde edilir [Dogru ve Duman,

2006]. g=1 alindiginda ise, bu operatorler Es 1.2 de verilen Bernstein operatorlerine

indirgenir [Cheney-Sharma,1964].
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5.2. Q_ Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

[k olarak, Q, operatorlerinin yaklagim ozellikleri incelenirken kullanilacak olan asagidaki

Lemma verilecektir.

Lemma 5.2.1:

i=0,1,2 i¢in ¢ (x)=x" test fonksiyonu olmak iizere her x€ [0,1) ve ne [l igin

() @, (¢ (1):4.x) =1
(i) 2, (e(1):q.x)=a, (q)x

(iii) @} (q)x* <Q, (e, (t):¢,x) < ga} (q) x* +

dir [Ozarslan ve Duman, 2008].

Ispat:

n+k| ,
(I)Q (1 qx) {k}x

s=0

olup Es 2.9 dan ispat agiktir.

ii)Qn(el(t);q,x):ﬁ( )Z [n-HEI]‘] {n+k} o

5=0
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D, ekl |
Tl S
~ q)[n+k- 1] !
0 E
=a,(q) Fo(l qx)g_n;;fl_l} X!
:an(q)x:() (l—qsx)g_nzk} x*

. I

iii) Es 3.2 ve Es 3.3 ten Lemma 3.2.1 (iii) dekine benzer islemlerle ispat elde edilir.

Simdi Q, operatériiniin taniminda g€ (0,1] yerine 0< g, <1 olmak iizere

lima, (g,)=1limg, =1 ve lim[n] =co (5.2)

n—oo

olacak sekilde bir (g,) dizisi segilebilir. Gergekten her te[0,1] ve nel igin a,(r)=t

veq, :=1—2—1n aliirsa, ¢, €(0,1] i¢in a,(q,)=g, olur. (g,) dizisi Es 5.2 yi gergekler.

Boylece g yerine (g, ) dizisi alinarak ve Lemma 5.2.1 den

L(e3q,.) e” oy =0 =012 (5.3)

n—oo

sonucu elde edilir. Bu durumda Es 5.3 ve Korovkin teoreminden €2  operatorleri igin

n

asagidaki yaklasim teoremi verilebilir [Ozarslan ve Duman, 2008].
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Teorem 5.2.1:

Her nell igin 0<g, <1 olmak iizere (g,) dizisi Es 5.2 yi gerceklesin. Bu durumda her
feclo1] icin (Q,(f;q,..)) dizisi [0,1] araliginda f ye diizgiin yakinsaktr [Ozarslan ve

Duman, 2008] .

5.3. Q, Operatorleri icin Korovkin Yaklasiminda Temel Bir Sonu¢

xe[0,A] i¢in Q, operatdriinde g yerine 0< g, <1 ve

lima,(g,)=d<1, limg,=1

n—oc0 n—0c0

olacak sekilde bir (g, ) dizisi segilsin.

Bu durumda xe [0,A] icin Q, operatorler dizisinin diizgiin yakinsakligt Teorem 3.3.2 de

Dogru ve Gupta tarafindan verilen Heping tipli bir teorem yardimiyla bu kisimda

incelenecektir.

Teorem 5.3.1:

g€ (0,1] olmak iizere (an (q)) , (0,1] araliginda azalan bir dizi olsun. Eger f:[0,A] 0"
konveks ve artan bir fonksiyon ise, bu durumda xe [0, A] icin (Qn (f ;q,x)) dizisi n ye gore

artmayandir.

Ispat:
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Teorem 3.3.3 iin ispatinda ¢g" yerine a, (q) alinirsa benzer islemlerle ispat elde edilir.

Simdi Q, operatoriiniin yaklasimi Dogru ve Gupta [Dogru ve Gupta, 2006] tarafindan

verilen Heping tipli bir teorem yardimiyla verilebilir.

Teorem 5.3.2:

Her nell iin g,,a,(q,)e (0,1] olmak iizere (g,) ve (a, (g,))dizileri igin

(i) (a,(q,)) azalan bir dizi,

(ii) lima, (g,)=d <1 ve limg, =1

n—oo

gerceklensin. Bu durumda her fe C [0, A] icin

], ()= (/)] =0

dir.
fspat:

Lemma 5.2.1 (i), (ii) ve (iii) den (Q, (¢3¢, x))dizisinin Q_ (e;;1,x)=dx e ve (R, (e,34,.x))
dizisinin Q_ (e,;1,x)=d’x* ye C[0, A] icinde yakinsaklhig1 elde edilir. Buradan Teorem 3.3.2

(i) saglanir. Buna ek olarak Teorem 5.3.1 den Teorem 3.3.2 (ii) saglanir. Boylece Teorem

3.3.2 den ispat tamamlanir.

5.4. Q Operatorlerinin Yakinsama Hizi
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Bu kisimda siireklilik modiilii ve Lipschitz siifindan fonksiyonlar yardimiyla €

operatorlerinin yakinsama hizini veren teoremler verilecektir. Bu teoremlerin ispatlari, Boliim

3.4 deki teoremlerin ispatlarina benzer oldugundan verilmeyecektir.

Teorem 5.4.1:

Xe [0,1] olsun. Her nell ve fe C[O,l] icin,

2, (£:9, %)~ f (x)|<20(f38,(x.q))

saglanir. Burada

HONG
5n(X,CI):{[3—2an(q)—qaf(q)]xz+ n[n? }

dir [Ozarslan ve Duman, 2008].

Teorem 5.4.2:

x€[0,1] olsun. Her ne ] ve f € Lip, (&) igin

@, (f1q.%)— f (x)|<M8, (x.q)

(5.4)

gergeklenir. Burada &, (x,q) Es 5.4 te tammlandig1 gibidir [Ozarslan ve Duman, 2008].

Uyari 5.4.1:

Es 5.2 yi saglayan bir (g,) dizisi verilsin. Eger Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.4.2 de q=gq,

alinirsa, bu durumda lim 8, (x,g,)=0 olur. Bu da limQ, (f;q,,x)=f(x) olmasi garanti

n—soo
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eder. Béylece Teorem 5.4.1 ve Teorem 5.4.2, (Q,(f:4q,.x)) operatérler dizisinin f(x) e

yakisama hizini verir [Ozarslan ve Duman, 2008].

5.5. Q  Operatorlerinin r-yinci Basamaktan Genellestirilmesi

Bu bolimde, re 0 U{0} ve f”(x)=f(x) olmak iizere C""[0,1] ile r-yinci mertebeden

tirevleri, f ™ [0,1] araliginda siirekli olan reel degerli tiim fonksiyonlarin uzayi

gosterilecektir.

Tanim 5.5.1:

Kirov ve Popava [Kirov ve Popava, 1993] ya benzer metot ile Q,(f;q,x) lineer pozitif

operatorlerinin r-yinci basamaktan genellestirmesi

n
5=0 k=0 i=0 k i!

Q,,(fiq.x)= (I—QXX)in:f“)(é,,k(Q)){Hk} Mxk (5.5)

. an(q)[k]q (r)
seklinde tanimlanir. Burada &, , (¢) :ZW ,feC"”[0,1] ve xe[0,1) dur.
n
q

Eger x=1 ise,
Qn,r (f;q’l) = f (1)

olarak tanimlanir. g€ (0,1] ve nell olmak iizere her fe C [0,1] ve x€ [0,1] icin Eg 5.5 te

r=0 alinirsa,

Q,,(f:9.x)=Q,(f39,x)
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elde edilir.

Simdi de Q, , (f3q.x) operatorleri i¢in asagidaki yaklagim teoremi verilebilir.
Teorem 5.5.1:

nell, rell U{0} ve x€[0,1] olsun. Bu durumda f" e Lip, (@) olacak sekildeki her

fect [0,1] i¢in

_ c MaBlar)
|Qn,r (f,q,x)—f(x)| = (r—l)!(05+ r)

Q,(H:q,x)

dir. Burada her x,z€[0,1] i¢in H (t)=|x—#"" ve B(a,r), Beta fonksiyonudur [Ozarslan ve
Duman, 2008].

Ispat:

x =1 i¢in agiktir. xe [0,1) oldugu kabul edilsin. Eg 5.5 ten

! (x)-ﬂmr(f;q’x)fl(l—w)i{f(w—if@(fn,k ()l

5=0 k=0 i=0 i!

[n+ k} .
X x (5.6)




dir. Burada f:=¢ , (g¢) dir.

f(x)—if"’(én,k(q))(x_é:’“k(Q)) _-bu(a) j(l—t)r_lx

i=0 i! (r_l)! 0

bulunur. £ e Lip,, (@) oldugundan

a

‘f(r) (gn,k (q)+t('x—§n,k (Q)))_f(r) (‘fn,k (Q))‘ < M“fn,k (q)+t(x_§n,k (q))_gn,k (Q)

=Mt*|x=¢,,(q) (5.8)

yazilabilir. Es 5.8, Es 5.7 de kullanilip, Beta fonksiyonun

;[(l—t)r_lt”’dt=B(1+a,r)=airB(a,r)
tanimu kullanilirsa
&L (x—fn,k(q))i| MaB(a,r) | rra
F()=-2 (60—, b @) o @) (5.9)

elde edilir. Es 5.6 ve Es 5.9 birlikte diisiiniildiiglinde

f (x)-Q,, (f1q.x)|< ﬁ(l—qSX)i{Mh—é,k (q)

s=0 k=0 I"—l)!(a-i-r)

_ MaB(a.r) .
T )

64
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elde edilir ki, bu da istenilendir.

Teorem 5.5.2 deki H fonksiyonu C[0,1] e aittir. H (x)=0 dir. Diger taraftan her x,z€ [0,1]

rell u{0} ve ae (0,1] igin
|H (1) H (x)| = |t— [t =" <]t - A"

oldugundan H € Lip, (&) dir. Boylece Teorem 5.4.1, Teorem 5.4.2 ve Teorem 5.5.1 den

asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug¢ 5.5.1:

xe[0,1], re U{0} olsun. Bu durumda f") € Lip,, () olacak sekildeki her f e C'"[0,1]

icin

2MaB(a,r)
(r=1)Ya+r)

Q,, (fig.0)~f ()< (H,5,(x.q))

dir. Burada 9, (x,q) , Es 5.4 ile verilir [Ozarslan ve Duman, 2008].
Sonug¢ 5.5.2:

xe[0,1] ve re U{0}olsun. Bu durumda f") € Lip,, (@) olacak sekilde her fe C"'[0,1]
icin

Qn,,(f;q’x)‘f(x)‘s%

é‘na (x’q)

dir [Ozarslan ve Duman, 2008].
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Sonug olarak, nel] ve 0<g, <1 i¢in (g, ) dizisi Es 5.2 yi saglasin. Burada Es 5.5 de verilen
Q.. (f:q,x) operatdrlerinin tamminda g€ (0,1] yerine (g,) dizisi alinarak Sonu¢ 5.5.1 den
(ya da Sonug¢ 5.5.2 den) (Q (f ;qn,x)) operatorler dizisinin [O, 1] kapali araliginda f° ye

n,r

diizgiin yakinsakligi elde edilir..
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6. iKi DEGISKENLI ¢g-MEYER-KONIG VE ZELLER OPERATORLERININ GENEL
BiR AILESI

Bu boliimde Es 5.1 de verilen g-Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin genel bir ailesinin iki

degiskenli bir genellestirmesi olan € operatorleri tanimlanarak, bu operatorlerin yaklagim

ny,ny

ozellikleri incelenecektir.

6.1. Q  Operatorlerinin Olusturulmas

Bu kisimda Es 5.1 de verilen operatorlerin iki degiskenli bir genellestirmesi Barbosu nun

tekniginden yararlanilarak insa edilecektir [Barbosu, 2000].

Tanim 6.1.1:

0<A<1 icin 12:[O,A]X[O,A]:[O,A]2 olsun. fe C(Iz) ve 0<gq,,q, <1 igin Es 5.1 de

verilen operatorlerin iki degiskenli ifadesi

: N 1 k n, \12 kz
RSN | (RR) ) (P03 o ”[‘ffk[]] [;fffi] -

0 5,=0 k=0 k=0
n+k
x 1 1
kl
q

n, +k
{ ? 2} Xyt (6.1)
a2
seklinde tanimlanir. Burada 7€ [0,1] ve ne [ igin 0<a, () <1 dir.

ky

1

Es 6.1 de verilen operatorlerin lineer ve pozitif oldugu aciktir. ¢, =g¢g,=1 ve
a,(¢)=a, (q,)=1 alinirsa klasik Meyer-Konig ve Zeller operatorlerinin Stancu tipli

genellemesi elde edilir [Stancu, 1972]. a, (¢,)=¢," ve a, (¢,)=¢," alinmasi durumunda

ise Dogru ve Gupta tarafindan tanimlanan ve Es 4.1 de verilen iki degiskenli g-Meyer-Konig

ve Zeller operatorleri elde edilir [Dogru ve Gupta, 2006].
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Simdi Es 6.1 de verilen operatorlerin yaklasim 6zellikleri incelenirken kullanilacak olan bir

Lemma verilebilir.

Lemma 6.1.1:

(1) in,nz (f;ql’qZ’x’y) =inx(Qn2y(f;q2’x’y))

(11) in,nz (f;ql’qZ’x’y):any(inx(f;ql’x’y))

esitlikleri saglanir. Burada

A - a, \4, k, kK .
Qn,“(f:%’w)=H(1—%°‘X)Zf{[n(+—)k[]]‘”’yj[n/: } x'

=0 k=0 1 1

veE

o)

S 4, \4, k2 2 kz k
an)’(f;qz,x,y)=H(1—qz‘Yzy)Zf[x L[]q]{n; } ¥

5,20 ky=0 [n, +k, ],,2
seklinde tanimlanir.
Ispat:

Lemma 4.1.1 in ispatina benzer sekilde kolayca yapilabilir.
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L

6.2. in ., Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Lemma 6.2.1:

eij:Iz—>I, e;(r,s)=t's’ iki boyutlu test fonksiyonu olmak iizere, Es 6.1 de verilen

operatorler i¢in asagidaki sonuglar saglanir.

o Q, ., (€()O([,S);q1,q2,X,y) =1
(i) Q, (elo (t,s);ql,qZ,X,y) =4a, (q,)
(iii) Q, , (e, (£.5):¢,-0,.%.y)=a, (4,)y

an12 (ql)x

[, ]ql

a,’(q,)y
(V) anZZ (q2)y2 SQ"I"’z (602 (t’s);ql’qZ’x’ y) quanzZ(qZ)yZ +#
2 0

(IV) anl2 (ql)x2 < in,112 (eZ() (I’S);ql’qZ’x7 y) < qlanl2 (ql)x2 +

Ispat:
Lemma 4.2.1 in ispatindaki yontemle kolayca elde edilir.

Teorem 6.2.1:

0< G592, <1 ve O< a, (%,n, ) .a, (qz,n2 ) <lolacak sekildeki (qlin] ), (qz,n2 ), (anl (an1 ))

ve (anz (qz,n2 )) dizileri i¢in

hIn QI,nl = 11 an1 (ql,n] ) = l’ 11 [nl ]q =

ny—oo ny—oo n—oo Ling (62)
11111 q2,112 = 11 an2 (qZ,n2 ) = 1’ 11111 [nZ ]l{ =

Ny —>0 Ny —>o° Ny —o° 2.my
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kosullar1 gerceklenirse, bu durumda f e C(I 2) icin (in,nz ( 34,90, % y)) operatorler

dizisi I iizerinde f (x,y) ye diizgiin yakinsaktir.
Ispat:
Lemma 6.2.1 (iv) ve (v) den

an12 (ql)x2 +a1122 (q2)y2 = in,112 (62();q1’q2’x’y)+gnl,n2 (e()Z;ql’QZ’x’y)

anlz (ql)x

a,’(4,)y
< qlanl2 (g,)x° +W+qzan22(%)y2 +m 727
1 9

[, ]q2

elde edilir. n, — oo ve n, — oo i¢in limit alinir ve Es 6.2 kullanilirsa, sikistirma teoreminden

. 2, .2
in,nz (ezo T €054, 92.n, > %> )’) =X +Yy
bulunur.

Lemma 6.2.1 de (1), (ii) ve (iii) ifadelerinde n, — o ve n, —co i¢in limit almir ve Es 6.2

kullanilirsa

in y (eoo;%,nl s G0, > X y) =1
in,nz (elo;ql,n1 32, 2 X y) =x
Q

ny,n, (eOI ; ql,n1 4 q2,n2 > X, y) = y
elde edilir. Boylece Teorem 4.2.1 den ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.2 ve Teorem 6.2.1 yardimiyla asagidaki Heping tipli yaklasim sonucu verilebilir.
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Sonug¢ 6.2.1:

0<q,,.q,, <1 ve 0<a,(q,,). a, (4., )<lolacak sekildeki (q,, ). (4...) -(a, (41, ))

ve (a, (g,,,)) dizileri igin

hnl an1 (ql,nl ) = el < 1’ hnl ql,nl =1
np—o0 ny—oo

lima, (qz,n2 ) =e, <1, limg,, =1
ny —oo ny —>e0

kosullar1 saglansin. Bu durumda her fe C (I 2) icin

im [0, (1)-2.. (), =0

1,1y —>0
dur.
6.3. Q Operatorlerinin Yakinsama Hiz

Bu kisimda Eg 6.1 de verilen operatoriin yaklasim hizlari, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in
tanimlanan siireklilik modiilii ve Lipschitz sinifindan fonksiyonlar yardimiyla verilecektir. Bu

kisimdaki teoremlerin ispatlar1 Boliim 4 de verilen ispatlara benzer oldugundan, teoremler

ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 6.3.1:
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0< G, > D2, <1 ve 0< a, (‘11,;11 ), a, (%,nz ) <1 olacak sekildeki (qunl ), (%,nz ), (anl (%,nl ))

ve (an2 (ngnz )) dizileri i¢in Es 6.2 gerceklensin. Bu durumda her fe C (I 2) icin

H-in -y (f;%,nl 45, ") -f < 4a)(f’ 51,n1 (%,nl )’ 52,112 (%,nz ))

c(r?)

dir. Burada

(6.3)

dir.

Teorem 6.3.2:

0< G590, <1 ve 0< a, (qlin] ),an2 (q“z ) <lolacak sekildeki (qunl ), (qz’n2 ) , (an] (qunl )) ve

(an2 (qln2 )) dizileri i¢in Es 6.2 gerceklensin. Eger f € Lip,, (f;) ise, bu durumda

<M(5,*+6,,°%)

|2, (£:6,002) = £

gerceklenir. Burada 6,, ve &,, Es 6.3 te verildigi gibidir.

Uyar: 6.3.1:

Teorem 6.3.1 ve Teorem 6.3.2 deki 6, ve J,, icin
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hm 1 5, (%,nl ) =0 ve lim S, (ngn2 ) =0

oldugundan

=0
c(r?)

lim

nyny —>o0

Q,, (fid, @)~ f

dir.

6.4. Q, Operatorlerinin r-yinci Basamaktan Bir Genellestirilmesi
Bu bolimde re ] U{0} olmak iizere, C"”(1?) ile I” de r-yinci mertebeden siirekli kismi

tirevlenebilir f fonksiyonlarinin uzayi gosterilecektir.

Tanim 6.4.1:

fe c® (I 2) olmak iizere Q  operatorlerinin r-inci basamaktan genellestirmesi asagidaki

ny,ny

sekilde tanimlanir:

Q.. (fiq.4xy)= Iﬂl(l—%s‘ )H( %'y )Zz{n +k}

5=0 5,=0 k=0 k

{n +k2} o ykz
ky @

XKr’(‘fﬂ] K (ql)aégﬂz,kz(qz)) (x B fnl i (QI ) o éjnz'kz (qz )) (64)

1

a, (a )[kl]q1

[”1 "'kl],,1

a,, (4,) [kz]q2

Burada é:,,l,k] (%)z [”l +k ]
2 21,

) é:nz,kz (‘]2) =

Kr,(fn,,h(ql),ff,,z,Az(qz)) (x é:n] K (ql) y— é:nz ) Z Z ( J v ( .k, (QI)’fnz,kZ (‘]2))

h=0 i+ j= h

x[x—fnl,kl (QI)T [)’_fnz,kz (4 )}j

(6.5)
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r

ox'dy’

ve fx,y, ile f nin kismi tiirevleri gosterilir, yani fx,.yj = f(x,y) dir. =0 igin

in,nz,o(f;ql’qZ’x’y):in,nz (f;ql’qZ’x’y) dir.

Simdi de (u,,u,) bir birim vektor ve v >0 olmak iizere

(x_é:nl,kl (ql)’y_é:nz,kz (qz)):"(ul’uz) (6.6)

veE

F(V):f(égnl,k1 (ql)+vul’ kg (‘b)"‘vuz)

= f(é:n,,kl (ql)—l_(x_é:nl,kl (q1))’§12,k2 (q2)+(y_§nz,k2 (‘12)))
=f(x.y) (6.7)

olsun.

Es 6.6 dan F(v) fonksiyonunun v=0 daki Taylor formiili f(x,y) fonksiyonunun
(x,y) :(fn]’k] (4):¢ 4 (qz)) noktasindaki Taylor formiiliine karsilik gelir. Buna ek olarak

rell u{0} i¢cin F(v) nin r-yinci mertebeden tiirevi

Fe-3(']

fx[y, (§n1 b (ql ) +vuy, C:':nz,kz (qz ) +vu, )“1'142/ (6.8)
i+j=r\/J
seklinde yazilabilir [Halilov ve ark, 2006].

Es 6.5, Es 6.6 ve Es 6.7 den asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 6.4.1:
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rel U{0},0<a<1, M >0, feC”(I*) ve F" (v)e Lip,, (@) olsun. Bu durumda

- MaB(a,r)
B (a+r)(r-1)!

Hgnl,nz,r(f;ql’qZ")_fHC(Iz) Hin,n2 (K([’S);ql’qZ")_fHC(IZ)

(6.9)

gerceklenir. Burada F"")(v), Es 6.8 de verilmistir ve B(a,r) Beta fonksiyonudur. Ayrica

(t,s)e I*igin

“r (6.10)

K(t,s)=|(t—x,s—y)
olup, K e C(Iz) dir.

Ispat:
Es 6.4 ve Es 6.5 ten

m 7,

|tk ) Tk,
f(x,y)—-in,nz,r(f;%"b’x’y):H(l_qlslx)H(l_quy)zZ[n/-: }{”; }

5=0 5,=0 k=0 k=0 .
><xk1yk2
r 1 h
Sk 3 (s ) £ )]
x[x=¢, . (ql)}i [y=¢, (qz)}j (6.11)
yazilabilir.

Simdi, iki degiskenli fonksiyonlar i¢cin Taylor kalan formiilii g6z 6niine alinirsa
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F ) K et (5 s (@) =6, (22))

(et @] -6 0]

(6.12)

elde edilir.

Es 6.5, Es 6.6 ve Es 6.7 hesaba katilarak Es 6.12 asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir:

r roo 1
F(v)—ziF(h) (0)v" =—2 j[F") (v)—F" (0)](1—:)"1 dt (6.13)
‘0
Es 6.5, Es 6.12 ve Es 6.13 ten ve F"") (v)e Lip,, (&) olmasindan

L
PO =K oo (s (0) 7 =6 (‘b)):‘F(V)‘Z_F(h)(O)Vh

h:Oh!
r 1
v _
< F' (wv)=F"(0)(1-1)" ar
oI ()= )f-)
e M B(a+1r)
< JF
(r=1)!
Mo a+r

a+r

(6.14)

elde edilir.
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Es 6.14 ve Es 6.11 birlikte diisiiniiliirse

f(x’y)_in,nz,r(f;q17q27x7y)

3 - oS | mtk +k
S0 () (728930 3 il R el IS
"0 270 ki=0k,=0 1 q 2 5]
MaB(a,r) ~ wir
(r—l)!(a+r)‘( S ()5 fﬂz»kz(qz))
MaB(a,r) Q,, (K(1.5):4.9...) (6.15)

yazilabilir. Es 6.15 te her iki tarafin mutlak degerini alip, (x,y)e I ? icin maksimum alinirsa

Es 6.9 elde edilir ve ispat tamamlanir.

Uyar: 6.4.1:

Es 6.10 daki Ke C (I 2) fonksiyonu i¢in K (x,y)=0 dir. Volkov teoreminden

lim Hin,nz (K(I’S);%’%")Hc(ﬁ) =0

ny Ny —>o0

oldugundan

lim \

ny Ny —>00

Q, .., (f;ql,qz,-)—fHC(lz) =0

elde edilir.

Sonug¢ 6.4.1:

fec(r’) ve F" (v)e Lip, (a) olsun. Bu durumda
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AMaB(a,r) .
)= aer) (1 K0

Lng > 2 2,n, )

Q.. (fia, @) f

esitsizligi gerceklenir. Burada F)(v), Es 6.7 de; K (1,s), Es 6.9 da; J, ve d,,,Es63te

verilmistir.
Sonug¢ 6.4.2:

fec(r’) ve F”(v)eLip,(a) olsun. Bs 6.4.6 da verilen K(t,5) fonksiyonu igin

K(t,s)e Lip_ , (f;&) olmasi durumunda
)

{2A2}%M0{B(a,r) o
R P T LR

Qn,,nz,r (f’ Q1,n1 ’ QZ,nz ’ ) - f

esitsizligi gergeklenir. Burada 6,, ve 6, , Es 6.3 te verilmistir.
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