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YUKSEK MERTEBEDEN DIFERANSIYEL OPERATORLER VE
EVRENSEL MODULLERI

H. MELIS TEKIN

0z

Bu ¢aligmada halka teoride kargilagilan problemlerin ¢oziimiinii kolaylagtiran dife-
ransiyel operatorler incelenmigtir. Bu tezin amaci diferansiyel operatorlerin halka
teorideki yerini agiklamak ve yiiksek mertebeden diferansiyel operatorler ve bunlarin
evrensel modiillerinin temel ozelliklerini anlatarak ileride yapilacak olan ¢aligmalar
i¢cin bir temel olugturmaktir. Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Tezin girig boliimiinde, okuyucunun sonraki béliimlerde yapilan ¢aligmalar: in-
celeyebilmesi icin gerekli olan onbilgiler verildi.

Tezin ikinci bolimiinde, 1.mertebeden diferansiyel operatorlerin ve bunlarin evrensel
modiillerinin tamm verilerek her R/Ry cebiri igin 1. mertebeden evrensel diferan-
siyel operatoriin varligi gosterildi. Sonra 1. mertebeden diferansiyel operatorlerin
cisim geniglemeleri tizerindeki uygulamalar: verildi ve lokal halkalarin diferansiyel o-
perator modiilleri incelenerek bunlarin tirete¢ kiimeleri belirlendi. Buna ek olarak,
afin cebirlerin ve lokalizasyonlarinin diferansiyel operatér modiilleri incelendi ve
Jakobien Kriterine yer verildi. Boylelikle ytliksek mertebeden diferansiyel operatorleri
incelemek icin gerekli olan temel bilgiler verilmig oldu.

Tezin tigiincii boliimiinde, n.mertebeden diferansiyel operatoriin tanimina ve
bunlarla ilgili orneklere yer verilerek n.mertebeden evrensel diferansiyel operator
modiilii tanimlandi. Ayrica boliim halkalarimin ve lokal halkalarin diferansiyel ope-
rator modilleri verildi. Buna ek olarak cisim geniglemelerinin evrensel modiilleri
karakterize edildi ve evrensel modiillerle vektor uzaylar arasindaki iligki gosteril-
di. Son olarak regiiler cebirlerin evrensel modiilleri incelendi ve R/Ry cebiri i¢in
n.mertebeden tiirev modiilii tanimlanarak n.mertebeden tiirev modiilleri ile n.mertebeden
diferansiyel operator modiilleri arasindaki iligki verildi.

Anahtar Kelimeler : Evrensel Modiil, Projektif Modiil, Jakobien kriteri
Danisman: Dog¢.Dr. Ali ERDOGAN, Hacettepe Universitesi, Fen Fakiiltesi,

Matematik Bolimi



HIGH ORDER DIFFERENTIAL OPERATORS AND THEIR
UNIVERSAL MODULES

H. MELIS TEKIN

ABSTRACT

In this work we investigate the differential operators which facilitate to overcome
some problems in ring theory. The main purpose of this thesis is to explain the role
of the differential operators in ring theory and to give some properties of high order
differential operators and their universal modules and thus to constitute a basis for
our next works. This thesis consists of three chapters.

The first chapter gives a necessary backgroud for the readers to review the work
in the next chapters.

In the second chapter the definition of the first order differential operator and
their universal modules are given and it is shown the existence of universal modules
for all R/ R algebras. Then we obtain the first applications of the theory of differen-
tial modules on field extensions and the structure of differential operator modules of
local rings are investigated. Moreover differential operator modules of affine algebras
and their localizations are in consideration and Jacobien criterian is given. Thus the
necessary informations are given to investigate high order differential operators and
their universal modules.

In the third chapter, high order differential operators and their universal modules
are defined. Then the universal modules of factor rings and local rings are given.
Besides we characterise the universal module of the field of fractions of an affine
domain and it is shown the connection of the universal modules with vector spaces.
In addition to this universal modules of regular algebras are investigated. Finally we
define the universal module of derivations of order n of a given R/Ry—algebra and
we give the relation between differential operator modules of order n and derivations
of order n.

Keywords: Universal Module, Projective Module, Jacobien Criterian
Advisor: Dog. Dr. Ali ERDOGAN , Hacettepe University, Faculty of Science, De-

partment of Mathematics
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1 GIiRiS
Bu boliimde okuyucunun sonraki boliimlerde yapilan ¢aligmalari inceleyebilmesi i¢in

gerekli olan bilgiler verilecektir. Bu ¢aligmada herhangi bir R halkasi ile birimli ve

degismeli bir halka kastedilmektedir.

1.1 Halka ve Modiil Teori ile ilgili Temel Kavramlar

Tanim 1.1.1 R herhangi bir halka olmak tizere R nin tum asal ideallerinin kime-

sine R’nin spektrumu denir ve Spec(R) ile gésterilir.

R sifir halkasindan farkli herhangi bir halka olmak {izere R'nin en az bir maksimal

ideali oldugundan Spec(R) # @ dir.
Teorem 1.1.2 R, S halkalar: i¢in
f:R— S
homomorfizmas: verilsin. Bu déntsum yardimiyla
¢+ Spec(S) — Spee(R), (P — f(P))
ile tanvmly doniisum indirgenir.
Tanim 1.1.3 R bir halka ve Py, P, ..., P, idealleri R’ 'nin asal ideallery olmak tizere
PhCP C..CP,

dizisine R’nin asal idealler dizisi denir. Buradaki n sayisina da dizinin uzunlugu

denir.

Herhangi bir P asal ideali icin
P

R’nin bir asal ideal zinciri olur ve bu zincirin uzunlugu 0 dir. Dolayisiyla sifirdan
farkli herhangi bir R halkasi i¢in uzunlugu 0 olan en azindan bir tane asal idealler

zinciri vardir.



Tanim 1.1.4 S, R’nin bostan farkl herhangi bir alt kimesi olmak tizere 1 € S wve

her a,b € S i¢cin ab € S oluyor ise S’ye R’nin ¢carpimsal kapaly alt kiimesi denir.

Ornek 1.1.5 R bir halka ve P, R’nin bir asal ideali olmak tizere S = R— P kiimes:

carpimsal kapalidir.
Teorem 1.1.6 S, R nin carpimsal kapalr bir alt kiimesi olmak tizere R x S tizerinde
"(r,s) ~ (r',s) <= s1(rs —r's) =0 olacak sekilde s, € S elemans vardur.”

ile tanwmlanan “~7 bagintisy bir denklik bagintisidir. Eger R bir tamlik bolgesi ve
0¢5S ise

(r,s) ~ (r,s) < (rs —r's) =0

elde edilir.

“~” ile tamimlanan denklik bagintisi igin (r,s) € R x S elemanlarinin denklik
simiflar1 r/s ile gosterilir. R x S’nin “~” bagintisina gore tiim denklik simflarinin

kiimesi ise ST R ile gosterilir.

114 ”

Teorem 1.1.7 S, R’nin carpymsal kapale bir alt kiimesi ve ST'R, R x S'nin “~

bagintisina gore tim denklik simiflarimin kimesi olmak tizere
/ / ! / /
r/s+r/s =rs +rs/ss

(r/s)(r')s) =rr/ss

islemleri ile STR, birimli ve degismeli bir halka olur.

Tanim 1.1.8 R bir halka ve P, R’nin bir asal ideali olmak tizere S = R — P olsun.

Bu durumda SR ’ye R nin S deki lokalizasyonu denir ve Rp ile gosterilir.

Ornek 1.1.9 R=Z ve P = (p) asal ideali i¢in

Z(p):{%e@:pfb}

olur.



Teorem 1.1.10 P, R’nin bir asal ideali olmak tizere PRp ideali Rp 'nin tek maksi-

mal idealidir.

Tanim 1.1.11 R herhangi bir Noether halka olmak tizere eger R’nin tek bir mak-

simal ideali varsa R’ye lokal halka denir ve (R, m) ile gdsterilir.

Tanim 1.1.12 (R, m) bir lokal halka olmak tizere R/m cismine R’nin kalan cismi

denir.
Tanim 1.1.13 R herhangi bir halka olmak uzere R nin boyutu
sup{n € N: R "nin n uzunluklu bir asal idealler zinciri vardor}

ile tanimlanar ve dim R ile gosterilir. Eger bu supremum yok ise dim R = oo olarak

alimar.

Ornek 1.1.14 R bir halka olmak izere Ry = Rlxy,x9, ..., 2y, ...] polinomlar cebiri

1¢in dim Ry = oo olur.
Tanim 1.1.15 P € Spec(R) olmak tizere
PCcPC..CP,P,=P

asal idealler dizisinin supremumuna P 'nin yiksekligi denir ve ht P ile gosterilir. Eger

bu supremum yok ise ht P = oo olarak alinir.
R bir halka olmak tizere
dim R = sup {htP : P € Spec(R)} = sup {htm : m, R 'nin bir maksimal idealidir}
olur.
Ornek 1.1.16 (R, m) bir lokal halka olmak iizere dim R = htm elde edilir.

Ornek 1.1.17 Herhangi bir F' cismi i¢in dim F' = 0 dar.



Ornek 1.1.18 R, ssfirdan farkl herhangi bir Artin halka olsun. R ’nin her asal ideali
ayni zamanda maksimal idealdir: P, R’nin herhangt bir asal ideali olmak tizere R
Artin oldugundan R = R/P Artin tamhk bélgesidir. b € R ve b # 0 olmak tizere
R ’niin
RbDR¥D..DRbD DR D ..

azalan dizisi icin oyle bir n € N vardir ki R'b" = R'b"*" saglanwr. Bu durumda

b = bt olacak sekilde bir ¢ € R varder. R bir tamlik bélgesi oldugundan 1 = cb
olur yani b € R’ tersinirdir. O halde R = R/P bir cisim ve P, R’nin bir maksimal

tdeali olur. Boylece R halkasi i¢in dim R = 0 bulunur.

Tanim 1.1.19 R bir halka ve Q, R’nin bir ideali olmak tzere asagidaki kosullar:

saglasin:
(i) Q, R'nin 6z ideali olsun.

(i) a,b € R i¢in ab € Q ve a ¢ Q olmak tzere bir n tam sayisy igin O™ € Q
saglansin.

Bu durumda Q) 'ya R nin primary ideali denir.
Ornek 1.1.20 R’deki her asal ideal ayni zamanda primary idealdir.

Onteorem 1.1.21 Q, R halkasinan bir primary ideali olsun. Bu durumda P := \/Q,

R’nin bir asal ideali olur. Buradaki Q) idealine P—primary ideal denir.
Ispat. [Sharp,2000] m

Teorem 1.1.22 (R, m) bir lokal halka olmak 1izere

dim R = min {7, eN: Z Ra; m — primary olacak sekilde aq, ...,a; € R elemanlar vardr.

Jj=1

Ispat. [Sharp, 2000 =

Onerme 1.1.23 (Nakayama Lemma) I, R halkasinan biitin maksimal ideallerinin
arakesiti icerisinde bulunan bir ideali ve M, herhangi bir R—modil olsun. Eger
M/N sonlu tretilmis olacak sekildeki bir N C M alt moduili i¢in M = M + IN
saglamyorsa M = N elde edilir.

}



Ispat. [Kunz, 1985 m

Sonug 1.1.24 (R, m) lokal halkase i¢in k := R/m, R’nin kalan cismi ve M, sonlu

uretilmas bir R—modil olsun. Bu durumda my,...,my; € M i¢in asagidakiler denktir:
(i) M = (my,...,my)

(1)) mi(i =1,...,t) € M elemanlarinin kalan siniflari my, ...,my € M/mM, M /mM

k—wektor uzayr i¢in bir trete¢ kimesidir.
Ispat. [Kunz, 1985 =

Sonug 1.1.25 (R, m) lokal halkasi i¢in k := R/m, R’nin kalan cismi ve M, sonlu
tretilmis bir R—modil olsun. p(M), M 'nin minimal trete¢ kiimesindeki eleman

sayrsine gostermek tizere my, ...,my € M icin asagidakiler saglanr:
(i) (M) = dimy (M /m M)

(ii) my,...,my € M elemanlarinin M igin minimal trete¢ kimesi olmasu i¢in gerek

ve yeter kosul my, ..., my kalan sinaflarinin M/mM i¢in bir taban olusturmasidar.
Ispat. [Kunz, 1985 =
Sonug 1.1.26 (R, m) Noether ve lokal bir halka olmak tizere
dim R < vdimpg/y, m/m2
saglanar.
Ispat. [Sharp,2000] =
Tanim 1.1.27 (R, m) Noether ve lokal bir halka olmak tzere eger
dim R = vdimg/,, m/m?
saglamyorsa R’ye regiler halka denir.

Tanim 1.1.28 R herhangi bir Noether halka olmak tizere eger R nin bitin lokalizas-

yonlar reguler ise R halkasina reguler halka denair.



Ornek 1.1.29 R bir Noether halka ve P € Spec(R) olmak iizere htP = n olsun.
Ayrica P ideali ay, ...,a, € R elemanlar: ile tiretilsin. Bu durumda Rp lokalizasyonu

boyutu n olan bir regiler lokal halkadur:

dim Rp = htRPPRp = htRP =N
olur ve Rp’nin maksimal ideals

PRP = (; RCLZ‘)RP = ; RPT
oldugundan n tane elemanla tretilir.

Ornek 1.1.30 p asal sayisy i¢in htpZ = 1 dir ve pZ,Z’nin 1 eleman tarafindan

turetilen bir asal ideali oldugundan Z,z regiler lokal halkadur.

Tanim 1.1.31 (R,m) Noether, lokal bir halka olmak izere pu(m) sayisina R’nin

gomiilme boyutu(embedding dimension) denir ve edimR ile gdsterilir.

1.2 Modullerin Tam Dizileri

Tanim 1.2.1 K sonlu uretilmis R—modul olmak tzere
00— K—R'"— M —0

R— modullerinin dizisi tam olacak sekilde bir n € N sayist var ise M moduiliine

sonlu sunulmus(finitely presentable) denir.

M ve N R—modiiller olmak iizere S, R'nin ¢arpimsal kapali bir alt kiimesi olsun.
Bu durumda

Homgp(M,N) — Hompg,(Mg, Ns), (@« — ag)

ile tanimlanan dontigiim bir R—homomorfizmadir ve bu homomorfizma yardimiyla

h:Homgr(M,N)s — Hompy(Ms, Ng), (g SN %)
S

S

Rg—lineer dontigimi indirgenir.



Onerme 1.2.2
a Qs
h:Homgr(M,N)s — Hompg,(Mg, Ng), (— — —)
s s
Rg — lineer dontsuma i¢in :
(i) M sonlu tretilmis bir R—modil ise h birebirdir.

(i) M sonlu sunulmus bir R—modil ise h izomorfizmadur.

ispat. [Kunz, 1985 m
Noether modiiller sonlu sunulmus oldugu icin 1.2.2°yi saglarlar. Ozel olarak, her

R Noether halkasi icin
HOTI‘L(R, R)S = HOTTL(Rs, RS)
olur.

Onteorem 1.2.3 (Snake Lemma) Satur ve stitunlar: tam olan R—modiillerin asagidaki

degismeli diagrama verilsin.

0 0 0
| | |
K, K, K3
! ! |
0 — M 25 M, = My — 0
Qi Y2 | Vsl
0o — N X N N — 0
! ! |
4 Cy Cs
| | |
0 0 0

Bu durumda «; ve (3; homomorfizmalarndan indirgenen
oz; K — K wve ﬁ; :Cy — Cipq(i =1,2)
homomorfizmalar: i¢in oyle bir

52K3—>Cl



lineer dontsumi vardwr ki

! ’ !

O—>K1 i>f(2 &K;g i>(]1 LCQ &03—>0

dizisi tam olur.
Ispat. [Kunz, 1985 =
Onerme 1.2.4 R bir halka olmak iizere R—modiillerin
0 — M, — M, - M,
dizisinin tam olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her M R—modiili i¢in
0 — Homp(M, M)~ Homp(M, My) —— Hompg(M, Ms)
dizinin tam olmasidar.
Ispat. [Hunger ford, 1974] =
Onerme 1.2.5 R bir halka olmak iizere R—modiillerin
My -2 My = My — 0
dizisinin tam olmast i¢cin gerek ve yeter kosul her M R—modiilu i¢in
0 — Homp(Ms, M) —2 Homp(My, M) > Homp(M,, M)
dizisinin tam olmasidar.
Ispat. [Hunger ford, 1974] m
Onerme 1.2.6 P bir R—modiil olmak tizere asagidakiler denktir:
(1) L, M ve N, R—modiilleri i¢in
0— L5 M- N—0
dizisi kisa tam dizi ise
0 — Hompg(P, L) v Hompg(P, M) L Hompg(P,N) — 0

dizist kisa tam dizi olur.



(2) M ve N herhangi iki R—modiil olmak iizere
M 2 N—0

dizisi tam olsun. Bu durumda P’den N “ye tanimi her R—modil homomorfiz-

masy M R—modilune yukseltilebilir.

(3)

0—L—M-—P—0

olacak sekildeki her kisa tam dizi split tam dizidir.

(4) P, bir serbest R—modilin dik toplananidar.

Bu denk kosullardan birini saglayan P, R—modiiliine projektif modiil denir.

Ispat. [D.Dummit, R.M.Foote,1999] m

Sonug 1.2.7 (R, m) bir lokal halka olmak tizere M sonlu dretilmis bir R—modiil

olsun. Bu durumda M 'nin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul serbest olmasidar.

Ispat. [Kunz, 1985 =

10



2 1.Mertebeden Diferansiyel Operator Modiilleri

2.1 1.Mertebeden Diferansiyel Operatorlerin Ozellikleri

Bu boliimde 1.mertebeden diferansiyel operatoriin tanimi 6rneklerle birlikte verile-

cek ve 1. mertebeden diferansiyel operatorlerle ilgili temel ozellikler ispatlanacaktir.

Tanim 2.1.1 Ry bir halka, R bir Ry-cebir ve M bir R—modil olsun. R/Ry’dan
M ye asaqidaki kosullar: saglayan d : R — M dontusumine 1.mertebeden bir

Ry-diferansiyel operator denir.
(i) d Ry-lineerdir.

(i1) (¢arpym kuraly) Her a,b € R i¢in d(ab) = adb+ bda

Ornek 2.1.2 a) R= Ry[X1 Xa,...Xy]| , Ro halkas tizerinde degiskenleri X1 Xo, ...

olan polinomlar cebiri olsun.

F= thtz‘.‘tnXilXéza Xrth (ptltz.‘.tn € RU)

~ - OF
polinomu i¢in 3%

F
aaX = ZptltzmtntiXIIX;Q...X:i_l..Xin

ile tanamlansin. O zaman

0 oF
X, :R— R (F — 8Xi)

dontisumi 1.mertebeden  Ry-diferansiyel operator olur.

b) R=Ry [ X1 Xo,...X,,] olmak tzere tabani {dX, dXs,...dX,} olan
M = RdX, ® RdX; ® .. d RdX,,

serbest R-moddlt tanimlansin. Bu durumda

OF OF oF
d-R—M.dF =2 ax, + %ax, 1. dx
=M, ox, Ut gy, et T gx A

ile tanamlanan donusum 1.mertebeden Ry-diferansiyel operatordir.

11



Onerme 2.1.3 p:R®r, R— R (> a; @b — > a;b;) dontigiminiin ¢ekirdegi
i=1 i=1
I olmak tizere her r € R i¢in 1 @ r— r ® 1 elemalar: tarafindan uretilir.

Ispat. Her r € R icin p(1®7r— r®1) =0 oldugundan (1®@r — r®1) C I dur.

n
Tersine x € I almsin. Buradan z = ) a; ® b; olmak iizere
i=1

n

p(r) = M(Zai@)bi): Z a;b; =0

i=1

olur.
n n

i i=1 i=1

&
Il

—_

-

(a;@1)(1@b —bi@1)+ > ab;
i=1

|
M:&

1

7

ve Y a;b; = 0 oldugundan
i=1

n

xr = Z ai@bi:Z(ai@)l)(l@bi_bi@l>€<1®T— re1)
i=1

i=1
elde edilir. Yani / C(1®r — r® 1) olur. m

0—1 -5 R®p, R - R — 0 tam dizisi icin
J1:R—R®pr R(r—ral)

ve

jo: R— RQr, R(r—1®r)

doniisiimleri goz oniine alinsin. Bu homomorfizmalar yardimiyla R ®, R tizerinde
iki R-modiil yapisi tanimlanabilir. Bu homomorfizmalar ayni zamanda [ {izerinde

iki R-modiil yapis1 indirger. 7, s € R olmak iizere
l@r— rel+IPel/l?

alinsin.

l®s— sea)(1lor— rol)el?
oldugundan
1es)(1er— rel+)=(s@)(1ler— rel+I?%)

elde edilir.Yani I /I ? {izerinde bu iki R-modiil yapis1 gakigir.
12



Ornek 2.1.4
d:R—1/I* (r—1@r— r®1+1%

ile tanvmlansin. Bu durumda d, Ro—lineerdir. Ayrica her r,s € R i¢in

dirs) = 1@rs— rs@1+P=(13r(1®s— s@1+1)+(s)(1er— r®l+I?)

= (1rN(1®s— sR1+*)+(12s)(1®@r— r®1+I?) =rds+ sdr

saglanwr. Buradan d, 1.mertebeden Ry-diferansiyel operator olur.

Onerme 2.1.5 d : R — M , 1. mertebeden Ry-diferansiyel operator olsun. Bu

durumda asagidakiler saglanr:
(i) d(1) = 0 ve her n tamsayist icin d(n) =0 dr.

(i) Her x1,x,...,x, € R i¢in

=1

dir. Ozel olarak her x € R icin dx™ = na"tdx olur.

(iii) P :=kerd := {p € R:dp =0} ile tanimlanan kime R’nin bir alt halkasider
ve d, R/P fizerinde 1.mertebeden Ry diferansiyel operatérdiir. Ayrica Ry’ in

R i¢indeki gorintusu P tarafindan kapsanar.

(iv) R’nin her I ideali ve her n > 0 tam sayist i¢in
d(I") C 1M
dir.
(v) (Bélim kurali) s € R tersinir olmak tzere her r € R igin
d(rs™) = (s71)*(sdr — rds)

saglanir. Ozel olarak

d(s™h) = —(s71)%ds

olur.

13



(vi) f € Ro[X1, Xo, ..., Xys] ve x1, 29, ..., 2, € R olmak iizere

d(f(x1, 29, ..., 2,)) = —— (21, x9, ..., T, )d;
2o,

dir.

ispat.

(i)

(i)

d(1) = d(1.1) = 1d(1) + 1d(1) olur. Buradan da d(1) = 0 elde edilir. Her
n tamsayist i¢in d(n.1) = d(1+1...41) = d(1)+...+d(1) = nd(l) =0

(. J
-~

saglanir.

Ispat n tizerinde tiimevarimla yapilacaktir. n = 2 i¢in carpim kuralmdan
d(x1m9) = x1dx9 + Tod1y

oldugu goriiliir. Ifade n — 1 icin dogru olsun.

d(x1x9..t,) = d((x129...05_1)Ty)
= X1T9..Tp_1dT, + Tpd(T129... 25 1)
n—1
= T1T9..Tp_1dT, + T, Z T1T9. .. T Ty 1 AT

=1
n—1

= X1T9.. Ty 1dT, + > T1Toe. Bjee. L1 TpdT;
i=1

= ixlxg...ii....xndxi
olur. Yani ifade n i¢in dogrudur. Ifadenin ikinci kismi icin z;y =29 = ... = 1,
alinirsa istenen elde edilir.
P:=%kerd:={p € R:dp =0} olmak iizere p;,p; € P alinsin.
d(p1-p2) = d(p1) — d(p2) = 0
oldugundan p; — ps € P dir. Ayrica d ¢carpim kuralini sagladigindan
d(p1p2) = prd(p2) + p2d(p1) =0

olur. Buradan p;ps € P elde edilir. O halde P, R’nin bir alt halkasidir. Ayrica

her p € P ve her r € R igin

d(pr) = pdr + rdp = pdr
14



oldugundan d P -lineer dir. Son olarak d, R/ Ry'in diferansiyel operatorii oldugundan
keyfi bir o € Ry i¢in
d(?”o 1) =To d(l) =0

olur. Yani ry € P dir.

(iv) I™ ’deki keyfi bir eleman

Z T1x9.. Ty (v; €1,i=1, ...,n)
sonlu
bi¢imindedir. (ii) 'den
d(z 1’11’2...1’n) = Z xlxziz$ndx, € In_lM ( QATZ = 1)
sonlu sonlu

elde edilir.

(v) Oncelikle d(s™!) = —(s7')2ds oldugunu gosterelim. s € R tersinir oldugundan
d(1) =0= d(ss™') = sds™' + s 'ds

esitligi vardir. Buradan

elde edilir ve ¢arpim kuralindan
dirs™) =rds™ ' + s 'dr = —r(s71)?ds + s 'dr = (s71)*(sdr — rds)
olur.
(vi) f € Ro[X1,Xo,..., X,,] alinsin .
f= Zptltz..“tanlXég~--Xfl" (Ptsts...t. € o)
bi¢cimindedir. d, Ry — lineer oldugundan
d(f (21,82, T0)) = D Prrt_ ez 22l
ve (ii)’den

t,t t,t
d(z ol alm) E tiital? 2l 2t da

15



olur. Ayrica 2.1.2 goz Oniline alinirsa

d(f(z1, 22, .0y y)) = Zptm tn(th'ilx';Q bl ateday)
= Dirts tptixy'xy .. xrd
1t2....tn il 22 ; ! f’L d

38)’(: (x1, 9, ..., Tp)dz;

-
Il
_

I

.
Il
—

elde edilir.
]

Tamim 2.1.6 F bir cisim olmak tzere f(z) € F[z]| polinomunun F cismi tzerinde
hi¢ katl kékii yoksa f(x) polinomuna ayrilabilirdir denir. Ayrica, K bir cisim olmak
tuzere K min her elemant F' tzerinde ayrilabilir bir polinomun koki ise K 'ya F

tuzerinde ayrilabilir cebirseldir denir.
Ornek 2.1.7 f(z) = 2% — 2 polinomu Q tzerinde ayrilabilir bir polinomdur.

Onerme 2.1.8 K /Ky cebirsel bir genisleme ve K',K/Kyin biitin ayrilabilir ele-
manlarndan olusan bir alt cismi olsun. Bu durumda M bir K—vektor uzay: olmak

tzere 1. mertebeden her Ky—diferansiyel operatori
d:-K—-M

icin K’ C kerd olur. Ozel olarak K /Ky aymlabilir bir genigleme ise 1. mertebeden

her Ko—diferansiyel operatori i¢in d = 0 elde edilir.

Ispat. z € K/ almsm ve f € Ky[X] , 2’in minimal polinomu olsun. Bu durumda f

ayrilabilir oldugundan
f=X=-xz)g ,g(x)#0

olacak sekilde g € K ’[X] polinomu vardir. Carpim kurali uygulanirsa

olur ve f’(x) # 0 oldugundan dx = 0 dir. Buradan da = € kerd elde edilir. m
16



Tanim 2.1.9 K karakteristigi p olan bir cisim olsun. Eger K = KP? saglaniyorsa

K ya mikemmel cisim denir.

Onerme 2.1.10 p asal olmak tuzere, R karakteristigi p olan bir halka olsun. Bu

durumda 1.mertebeden her Ry diferansiyel operator
d:R— M

icin RP C kerd saglanar. Ozel olarak, K karakteristigi p olan mikemmel bir cisim
1se herhangi bir

d: K —M

wgin d =0 dar.

Ispat. Keyfi r; € R (i = 1,....n) icin, > r’ € R? alnsm. Bu durumda
i=1

d(zn:'r’f) :pirf’ldri =0
i—1 i—1

olur ve RP C kerd elde edilir. Onermenin ikinci kismi i¢cin K miitkemmel bir cisim

oldugundan K? = K dir. Buradan da d = 0 bulunur. m

R/ Ry bir cebir olsun. M bir R—modiil olmak iizere R’den M’ ye 1.mertebeden

tiim Ry—diferansiyel opertorlerin kiimesi Derp (R ,M) ile gosterilecektir.

Onerme 2.1.11 Derk (R ,M), bir R—modiildiir.

Ispat. d, d’ e Derg (R M) , 79 € Ro ve a,b,r € R olmak iizere
(d+d")(ror) = d(ror) + d'(ror) = ro(d + d")(r)

ve

(d+d")(ab) = d(ab) + d'(ab) = a(d +d")(b) + b(d + d")(a)

oldugundan d+d’ € Derp, (R ,M) dir.

(rd)(a) = rd(a) ile tanimlansin. Bu durumda
(rd)(roa) = rd(roa) = rrod(a) = ro(rd)(a)

17



ve

(rd)(ab) = rd(ab) = r(adb+ bda) = a(rd)(b) + b(rd)(a)

elde edilir. O halde rd € Derp, (R ,M) dir. Yani Derp (R ,M) bir R—modiil olur.

R bir Ry—cebir olmak tizere M ve N R—modilleri verilsin. Bu durumda her

d € Derp (R, M) veherle Homg(M, N) i¢in lod € Derp (R, N) olur. Béylece
Derg (R,1) := Derp, (R, M) — Dery (R, N) (d—lod)
R — lineer dontigimi elde edilir.

Onerme 2.1.12 Eger 0 — M %5 N L. P R—modillerin tam dizisi ise

Derl (R,q) Der}, (R,3)
0 — Derk (R, M) ™" Derh (R,N) " Derk (R, P)

dizist tamdar.

Ispat. a* = Dery, (R,«) ve * = Derp, (R, 3) olsun. o m birebir oldugu aciktir.
a’ € ima* almsm. o/ = o o d olacak sekilde d € Derg, (R, M) vardir. ima = ker 3

oldugundan her r € R i¢in,

B (a)(r) = Bod(r)=(Boa)(dr)=0

Yani o’ € ker 3* elde edilir. Tersine d € Derp (R, N) olmak iizere §*(d) = 0 = fod
olsun. Buradan

d(r) C ker f = ima

olur. O halde d € ima™ elde edilir. m
R/Ry ve S/ Ry cebirleri goz 6niine almsin ve ® : S — R Ry — cebir homomor-
fizmasi olsun. M R—modiilii, ® homomorfizmas1 yardimiyla bir S—modiildiir. O

halde 1.mertebeden her Ry-diferansiyel operator d : R — M igin
dod:5S—- M

1.mertebeden Ry-diferansiyel operator olur. d o ®'nin Ry — lineer oldugu aciktir.

18



s, s € S olmak tizere

(dP)(ss') = dP(ss’) = d(P(s)P(s))
= O(s)dP(s") + P(s")dP(s)
= sd®(s") + 'dd(s)

oldugundan d o ® carpim kuralin saglar. Buradan
Derp (®, M) : Dery, (R, M) — Derp, (S, M) (d — do®)
S — lineer dontigimi elde edilir.

. ; Derl (®,M)
Onerme 2.1.13 0 — Derk(R, M)~ Derh (R,M) ™" Derk (S, M) dizisi

tamdur. (Her d € Derg(R, M) ayni zamanda R’den M 'ye 1.mertebeden Ry-diferansiyel

operatordir ve j i¢erim déniisimidir.)
Ispat. ®* = Derk, (®, M) olsun ve d € Derk(R, M) almsm.
O*(d)(s) = (do ®)(s) =d(P(s)1) =d(s.1) =s.dl =0

oldugundan d € ker ®* olur ve imj C ker ®* elde edilir. Tersine, d € Dery, (R, M)
icin ®*(d) = d o ® = 0 olsun. Bu durumda

d(sr) = d(®(s)r) = rd®(s) + ®(s)dr = ®(s)dr = sdr

oldugundan d € Derg(R, M) dir. Buradan d € imj olur. Yani ker ®* C imj elde
edilir. m

R bir Ry—cebir ve I, R'nin bir ideali olsun. ¥ : R — R / I dogal doniigiimii g6z
oniine alnsn ve M bir R /I—modiil olsun. d € Derp (R, M) i¢in

dlp 1 —M
d |7 (I?) = 0 saglayan bir R-lineer doniigiimdiir. Bu déniigiim
)2 — M
R /I — lineer doniigiimiinii indirger. Buradan
§ : Dery, (R, M) — Homp(I/I*,M) (d—d|;)

R — lineer dontigimii elde edilir.
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Der}%o (v,M)

Onerme 2.1.14 0 — Derly (R/I, M) =" Derk (R, M) > Homp,(I1/1%,M)

R—modillerinin dizisi tamdar.
Ispat. U = Derp, (W, M) ile gosterilsin. 2.1.13’ten
Derl (R/I, M) — Derk (R/I, M) = Derk (R, M)
tam dizisi vardir. d € Dery(R/I, M) alnsi.
dir+1)=d(r(14+1))=rd(1+1)=0
olur. Buradan ¥* birebirdir. d € im¥* olmak iizere
6((doW)(r)) = 6(d(¥(r)) =d | (¥(r)) =d | (r+1)=(r+1)d]|; (1) =0
oldugundan d € kerd elde edilir. Yani imW* C ker § olur. Tersine d € ker d alinsin.
d € Derp, (R, M) icin
id)=d|=0
saglandigindan
d € im¥* = Dery, (R/I, M)

olur.Boylece ker § C imU* elde edilir. m

Onerme 2.1.15 d: R — M 1.mertebeden Ry — di feransiyel operator ve N C R

carpimsal kapaly bir kiime olmak tizere

R Y M

! !

Ry 2 My

diagrama degismeli olacak sekildeki dyy : Ry — My 1.mertebeden Ry —diferansiyel

operatori tek olarak belirlidir. Burada dy

T vdr — rdv
an(h) =

02
ile tamvmlamir. Ayrica

Dery, (R,M) — Dery, (Ry, My) (d — dy)
20



dontstimi R — lineerdir. Bu dontistim yardimayla
B: Derg (R,M)y — Derg (Ry, My)
Ry — lineer dontusumi indirgenir.

ispat. % = Z_i olsun.O halde rjvy = rovy olur. d iyi tanimli oldugundan

r1dvy + vadry = rodvy + vidry
ve
Vadry — redv; = v1dry — r1dvg

elde edilir. Buradan
UQdTl — ’I“Qd?}l . ’UldT‘Q — Tld’Ug

(%% V102
Yani

vy 2 (vrdry — ridvy) = vy 2 (vadry — Toduvy)
saglanir. O halde dy iyi tanimhidir.

r ror vd(rgr) — rordv vdr — rdv r
n(ry D) = () = VA2 Ty ST

(% (%

oldugundan dy Ry — lineerdir.

d (r_1r_2) _ dN(m) _ vlvzd(rlrz)—r12r2d(u1v2)
v1 " Vg V102 (v1v2)
__ wivaridratvivaradry —riravidva —riravadug
o (viv2)?
_ rivi(vedra—radvz) + roug(v1dri—riduy)

(v1v2)2 (v1v2)2

= N () + 2dn ()
olur. Yani dy carpim kuralini saglar. O halde dy 1.mertebeden Ry — lineer operator

olur. §imdi dy nin tek oldugunu gosterelim.
d N/ - RN — M N
boliim kuralim saglayan diger bir dontigiim olsun. Her » € R ve her v € N i¢in
r

dp (%) = v 2(vdr — rdv) = dn ()

oldugundan d + = dy elde edilir. m
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Ornek 2.1.16 R = R, (X1 Xo,..X,], R dzerinde degiskenleri {X; Xs,...X,,} olan

bir polinomlar cebiri olmak tuzere

o 0 0
00X, 0Xy' 70X,

kimesi Der}%R yi R—modil olarak tretir. Diger taraftan, f; € R olmak tizere

& 0
Zlfiﬁ—xi—o

olsun. Buradan

— , 0X,

olur ve fr =0 (k =1,...,n) elde edilir. O halde bu kiime Derp R igin bir tabandur.

Bovylece

a 0
Derp R = EB RaX‘
i=1 !

elde edilir.
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2.2 1. Mertebeden Diferansiyel Operator Modiilleri

Bu boliimde 1. mertebeden diferansiyel operator modiilintin, 2}, / RoobATIIN verilecek,
bunlarla ilgili teoremler ispatlanacak ve her R/ Ry cebiri igin 1.mertebeden evrensel
diferansiyel operatoriin varligi gosterilecektir.

R/ Ry degigmeli bir cebir ve M bir R—modiil olmak tizere Rix M cebiri iizerindeki

¢arpma islemi
(r1,m1)(rg,mg) = (rire,rims +remy)  (r; € Rym; € M)
olarak tanimlansin. Ayrica
i:R—RxM (r—(r0))
birebir Rp—homomorfizma ve
p:RxM—R ((r,m)—r)
orten Ry—homomorfizma olmak iizere p o i = idg saglanir.
Onerme 2.2.1 (a) 1.mertebeden herhangi bir Ro— diferansiyel operator
d:R— M
cm
d:R—Rx M (r—d(r)=(rdr))
dontistimi Ry — cebir homomorfizmasidir ve p o d =idg saglanar.
(b) poh =idgr kosulunu saglayan herhangi bir
h:R— Rx M
Ry — cebir homomorfizmast i¢in h = d olacak sekilde tek bir

d:R— M

1. mertebeden Ry—diferansiyel operatori vardur.
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ispat.

(a) po d = idg oldugu aciktir. d, Ry — lineer oldugundan d’, Ry — lineer olur.

Ayrica her r; s € R igin
d(ab) = (ab, d(ab)) = (ab, adb + bda) = (a, da)(b, db) = da.db
saglanir. Buradan d Ry — cebir homomorfizmasidr.

(b) h: R— Rx M, poh = idg olacak sekilde Ry — cebir homomorfizmasi

verilsin. Herhangi bir a € R igin
h(a) = (a,d") (' € M)

ile gosterilsin ve

d:R— M ,d(a)=d
ile tanimlansin. h, Ry — cebir homomorfizmasi oldugundan
h(rea) = ro(a,a’)

ve

d(roa) = roa’ = roda

saglanir. Buradan d, Ry — lineerdir. Diger taraftan
h(ab) = h(a).h(b) = (a,a’)(b,V') = (ab,a’b + ab")

oldugundan

d(ab) = a'b+ ab’ = adb + bda

dir. O halde d, 1.mertebeden Ry—diferansiyel operator olur ve her r € R igin
h(r) = (r,r") = (r,dr) = d(r)

oldugundan h = d elde edilir.
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Tanim 2.2.2 M, N R—moduller olmak tzere
d:R— M

1. mertebeden Rg—diferansiyel operatori verilsin. Eger R’ den N ’ye tanwmly her
Ro—diferansiyel operator

0:R— N

i¢in 6 = o d kosulunu saglayan tek bir
(:M— N
R—lineer doniistimi varsa d’ye evrensel diferansiyel operator denir.

di : R — My, ds : R — M, dontigiimleri R/Ro’'in evrensel diferansiyel ope-

ratorleri olsunlar. Bu durumda dy = ¢ o d; olacak sekilde tek bir
0: M, — M,y
R — lineer doniisiimii vardir. Benzer sekilde di = ¢/ o dy olacak sekilde tek bir
0 My — M,
R — lineer dontigimii vardir. Buradan
(ol = L, ve ol =1y,

elde edilir. Yani herhangi bir R/ Ry cebiri i¢in evrensel diferansiyel operator izomor-

fizma farkiyla tektir.
Teorem 2.2.3

d:R— I/I? (r—1®r— rel+I?%
ile tanamlanan 1.mertebeden diferansiyel operator evrenseldir.

ispat.
d:R—I/I* (r—1@r—r®1+I?

ve 0 : R — N herhangi bir diferansiyel operator olsun. 2.2.1’den

6:R— Rx N, () = (a,6(a))
25



Ry— homomorfizmasi1 goz oniine alinarak
h:R®pr, R — Rx N
doniigimi her a,b € R igin
h(a ®b) = 6(a)i(—b) = (a,da)(—b,0) = (—ab, —bda)
ile tanimlansin. Bu durumda r € R olmak tizere x =1®r—r® 1€ icin
h(z) = (—r,0) — (—r,—67) = (0,87) ve h(I*) =0
elde edilir. Buradan h,
(: 1)1 = N
(1@r—r®@1+ 1) ={(dr)=dr

ile tanimh R — lineer doniigiimiinii indirger. Diger taraftan I/I?, R—modiil olarak
{dr},cp ile iiretildigi i¢in § = £ o d olur ve bu ¢ tektir. Buradan d'nin evrenselligi

elde edilir. m

Tanim 2.2.4 d: R — M déniisimi R/Rown evrensel diferansiyel operatori ol-
sun. O zaman M R—modiiline R/Ry wn (kdhler) diferansiyel operatér modili denir
ve Q}%/RO ile gasterilir. R/ Ry ’in evrensel diferansiyel operatori ise d}%/RO ile gosteri-

lir.

Ornek 2.2.5 6 : R — N bir diferansiyel operator ve ROR, N 'nin {07}, e tarafindan

tretilen bir alt modiili olsun. Bu durumda ROR, ) r;dry toplamlarindan olusur.
i=1

(ri,ri» € Rym € N). Bdylece,

dRHQ}%/RQ

evrensel diferansiyel operator olmak tizere I, {1®@r —r ® 1}, tarafindan tretildiginden

Q}%/RO = RdR elde edilir.
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Ornek 2.2.6 Ré), Ry 'n R i¢indekt goruntust olsun. Bu durumda

Q}%/RO = QlR/RIO

saglanar :

r € R olmak tizere dr € Q}%/RO alinsin.
T:Ry— RyCR
yaprsal homomorfizmas: ortendir. a € Ry, a' € R{, ve r € R i¢in
d(a'r) = d'dr + rda’ = d'dr + rdT'(a)

olur. Diger taraftan,

doT :Ry— M
donigimi 1.mertebeden Ry-diferansiyel operatordir. Buradan
d(a'r) = ddr
elde edilir. Yani dr € Qp, /R, olur. Tersine dr € Qy, /R, alinsin.
d(a.r) =d(T(a)r) = T(a)dr = a.dr
olur. Boylece dr € Q}%/RO elde edilir.

Ayrica N, Ry’'in carpimsal kapali bir alt kiimesi olmak tizere Ry — R yapisal
homomorfizmas: yardimiyla

(Ro) N — R
halka homomorfizmasi indirgenir. Buradan her " € (Ry)x elemani igin boliim kurah
yardimiyla d(*2) = 0 oldugundan
QJlR/RO - Q}%/(RO)N

elde edilir.

Ornek 2.2.7 K/ Ky cebirsel genislemesi ayrilabilir olsun. 2.1.8°den K /Ky in 1.mertebeden

her diferansiyel operatori d i¢in d = 0 dur. Buradan Q}(/KO =0 elde edilir.
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Ornek 2.2.8 K karakteristigi p olan mukemmel cisim olsun. 2.1.10°dan

Q}(/z =0 olur.

Ornek 2.2.9 R, bir halka ve R = Ry [{X,\})\GA} , Ry tizerinde degiskenleri { X}, ca
olan polinomlar cebiri olsun. Tabany {d X}, ailesi olan

M = (P RdX,

AEA

serbest R— modulu olusturulsun ve her F' € R i¢in d,
Z —dX,\ (1)
AEA 8X>\
ile tanimlansin. d’nin 1. mertebeden Ry— diferansiyel operator oldugu aciktir. Simdi
bu diferansiyel operatorin evrensel oldugu gosterilecektir. N bir R—modil olmak
tizere 0, R’den N ’ye,

OF = Z 8_XA5XA
AEA

ile tanamly 1. mertebeden herhangi bir Ro— diferansiyel operator olsun. M ’den N “ye
((dXy) = 0X) ile tanamlanan donisim Cod = 0 esitliging saglar ve {d X} o, ailesi
M "nin bir tabani oldugundan bu € donisiimi tektir. O halde (1) ile tanimly déndigim

1.mertebeden evrensel diferansiyel operator olur. Buradan

1
Q Ro[{Xx}xea] /Ro @RO {XA}/\GA} dXx
AEA
elde edilir.
Onerme 2.2.10 M bir R—modiil olmak tizere
U HomR(Q}z/RO,M) — Derp (R,M) U({)="(o d}%/RO
ile tanaml R — lineer donistim bir izomorfizmadur. Ozel olarak
Derp, R~ Homp(Qp, g, R)
saglanar.

Ispat. ¥’ nin iyi tammh oldugu agiktir. ¢;, (5 € HomR(Q}%/RO, M) olmak tizere,

U (6 + o) = (b + o) o dyp, = i 0 iy, + Lo 0 dpyp, = U(l1) + U (L)
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ve
U(rly) = (rty) o d}%/RO = r(Zld}{/RD) =r¥(4)
oldugundan ¥, R—lineerdir. Keyfi bir d € Derp, (R, M) almsm. dj, /g, diferansiyel

operatoriiniin evrensellik ozelliginden
V() =d
olacak sekilde
5 Qp IRy — M
R—homomorfizmasi vardir. Buradan ¥ ortendir.

‘1’(51) = \1/(52)

olsun. d}z /Ro 'in evrensellik ozelliginden ¢; = ¢ elde edilir. Boylece ¥ bir izomorfizma
olur. m

L.mertebeden diferansiyel operat6r modiiliiniin duali Hompg(Derp, R, R) = (Dery, R)*
yani Q}%/RO 'in biduali, (QE/RO)**’a Zariski di feransiyel operator modiili denir. Bu

durumda agagidakiler denktir :
(a) Qf /R, DI yansimah R-modiildiir.
(b) Zariski ve Kahler diferansiyel operator modiilleri izomorftur.

Onerme 2.2.11 d : R — M, l.mertebeden Ro—diferansiyel operator ve N C R

carpimsal kapaly bir kiime olsun.
d:R— M
diferansiyel operatori evrensel ise
dy: Ry — My
diferansiyel operatori evrenseldir. Buradan,
Oy, /Ry = (Q}%/RO)N
elde edilir. Her M R—moduli i¢in eger Q}%/RO sonlu tiretilmais ise
Der}l{o(R, M)y — Der}%O(RN, My)

donustumi birebirdir. Eger Q}%/RO sonlu sunulmus ise bu dontsium bir izomorfiz-

madar.
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ispat. L, Ry—modiil olmak tizere
0: Ry — L

1. mertebeden herhangi bir Ry—diferansiyel operator olsun. d’nin evrensellik 6zelliginden
d

R — M
Q| !
Ry - L

diagrami degismeli olacak gekilde tek bir h: M — L R—lineer doniigimii vardir.
Buradan
H:My— L
Ry — lineer doniigiimii indirgenir.
My = (RdR)y = RydyRy
oldugundan bu H dontisiimii tektir. Teoremin ikinci kismi i¢in 1.2.2 kullanilirsa
Derp (Ry, My) =~ Hompy(Qg, /g, Mn)
Homp, ((2 R/RO)NvMN)
Hompg(Qp IRy M)N
~ Derp (R, M)y

elde edilir. m
Ornek 2.2.12 K bir cisim ve L = K ({X,}), K’ mn transendental genislemesi
olsun. L, K [{X\}] 'nin kesirler cismi oldugundan 2.2.11’den ve 2.2.9’dan

0 = @ 1ax,
AEA

elde edilir.
Tanim 2.2.13 Eger {dx)},., elemanlar Q}?,/Ro i¢in bir taban oluyor ise {xx} e, ya

R/ Ry diferansiyel tabany denir.
R/Ryve R' /R, cebirleri icin p : Ry — R ve p : R, — R yapisal homomorfiz-
malar1 gbz Ontine alinsin. Ayrica asagidaki diagram degismeli olacak sekilde halka

homomorfizmalar: verilsin.

R h R
—
pl Ty (2)
Ry n Ry
KR
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(")nerme 2.2.14

/

R h R
Ay, | Ly my
1 1
Qry L Qg

diagrams degismeli olacak sekilde tek bir

. 1 1

R — lineer donistimi vardwr. Bu { donusimu yardimayla

R ®r Qyp, — Q}%//Ré

/ . . o ee v . . .
R — lineer donisimi indirgenir.

ispat. d;, /R, o h dontigiimii R'nin bir Ry—diferansiyel operatoriidiir ve d}% /Ro’ln
evrensellik ozelliginden

g 0] d}'{/Ro = d}%/

/P

saglanacak sekilde tek bir
. Ol 1
g . QR/RO — QR/ /R/O
R — lineer dontigiimii vardir. Bu ¢ doniigimi yardimiyla

v: R @r Qp/p, — Uy - (1" @ diy ) =10y )

. . e ae . . . . or  ee . / /
ie tanimlanan doniigiim indirgensin. Burada tanimlanan ¢ dontigimii her r; € R

ve her ' @ d}%/Ror € R ®f Q}{/RO icin
p(r(r @ dyyp,r)) = (i ® dpyp,r) = 17 Udgyg,r) = 1199(r ® dpp,7)
sagladigindan R — lineerdir. m

Tanim 2.2.15 A, B ve C' Ry—cebir olmak tizere

f:B— A
dontisumi ve
B L
h1 lid
c 4

degismeli diagrama verilsin. Bu durumda h dontsumine g 'nin Bye yukseltilmisi

denir.

31



Tanim 2.2.16 R, Ry — cebiri verilsin. S herhangi bir Ry — cebir ve N, S ‘nin

N?% =0 kosulunu saglayan ideali olmak tizere her
u:R— S/N
Ry — cebir homomorfizmasu i¢in
v:R— S

u’nun Sye yukseltilmisi, Ry—cebir homomorfizmas: olarak, var olsun. Bu durumda

R’ye Ry tzerinde 0 — dizgiin denir.

Tanim 2.2.17 Eger R’den S’ye en fazla bir tane v donusimi var ise R’ye Ry

tzerinde 0— dallanmamas(0—unramified) denir.

Tanim 2.2.18 R hem 0— dizgun hem de 0—dallanmamas ise bir baska deyisle
v:R— S

dontstimai tek ise R’ye 0 — etale denir.
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Teorem 2.2.19 (1. Temel Tam Dizi )
Ry R S
halka homomorfizmalar: verilsin. Bu durumda S—modullerinin

Ob/r, @r S 2 Qb p N QL — 0

dizisi tamdir. Burada o ve 3 dontsiumleri
a(dE/ROa ® b) = bd}g/Rog(a) ve ﬁ(dé/ROb) = d}g/Rb (ae R, beS)
ile tanmvmbidir. Eger S, R tzerinde 0 — diizgun ise
0— Q}%/Ro ®rS — Q}S'/Ro o Qk19/R — 0
dizisi split tamdar.

Ispat. Homg(S ®g Q}%/R()?M) = HomR(Q}%/RO,HomS(S, M)) = HomR(Q}%/RO,M)

oldugundan
0 — Homg( Qg p, M) — Homs(Qp,, M) — Homs(S @ U, M) (3)
e e 1

0 — Derp(S,M) — Derp (S,M) — Derp (R,M) (4)

elde edilir. (4) 6nerme 2.1.13’ten tamdir ve dolayisiyla 1.2.5'ten teoremin ilk kismi

elde edilir. S, R iizerinde 0 — diizgiin olsun. Eger a'a = 1 olacak sekilde
o Qg — Qg ®r S
doniigiimii tanimlanirsa istenen elde edilir. D € Derp (R, M) ve
p:R— S M, o(r)=(g9(r),Dr)

olmak tlizere
id

S — S
g1 7
R 2 SxM
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degismeli diagrami goz oniine alinsin. Varsayimdan S, R iizerinde 0—diizgiin oldugundan
h:S— SxM h(s)=(s,D's) (se8)
dontigiimi vardir. hg = ¢ oldugundan her r € R igin
(9(r), D'g(r)) = (9(r), D(r))
olur. Yani D = D’ o g elde edilir. Ayrica
h(s182) = (8152, D 8182) = h(s1)h(s2) = (s1, D s1)(s2, D $2) = (5182, 51D so+55D 1)

oldugundan

/ ! /
D S189 = 81D So + 52D S1

elde edilir. O halde
D:S— M

1. mertebeden bir Ry—diferansiyel operatér olur. D' diferansiyel operatorii yardimiyla
a Q}S‘/Ro — M
doniigiimii tammlansim. M = Qy, /Re OR S ve Dr =dj, JRT ® 1 olarak alinirsa,
(a,a)(d}%/ROr ®1)= a/(l.d}g/ROg(r)) = D,g(r) = Dr = d}{/ROr ®1
saglanir. Yani a'a =1y olur. m
Teorem 2.2.20 (2. Temel Tam Dizi)
5

I/I? = Qpp, ®@r R/T = Qp); g, — 0 (5)

dizisi tamdur. Burada § , §(xmodl?) = d}%/ROx@)l ile tanuml R/I—lineer dontgimdiir.

Ayrica eger R/1, Ry tzerinde 0 — diizgtin ise
0 — I/1* = Qb ®r R/T "> Qhyy ) gy — 0 (6)

dizisi split tam dizidir.
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Ispat. M herhangi bir R/I—modiil olmak {izere

0 — HomR/I<Q}2/1/R07M) — HomR/I(Q}%/RO XRRr R/[,M) e HomR/I(I/IQ,M)
e 1 e
0 — Derg (R/I,M) — Derg, (R, M) —  Hompg/(I/1*, M)

elde edilir. Burada
Homp (g p, @r R/I, M) = Homp(Qp g,, M) = Dery, (R, M)

oldugu kullanildi. 2.1.14’ten alt satirdaki dizi tamdir ve boylece (5) dizisinin tamlig:
elde edilir. R/I, Ry iizerinde 0 — diizgiin olsun. M herhangi bir R/I—modiil olmak

uzere
0 — Derk, (R/T, M) °~ Derk (R, M) 2= Hompg(I/I?, M)

tam dizisi goz 6niine alinsim. Burada o = Hompg, (o, M) ve §* = Homp,;(6, M) dir.
Oncelikle 6*déniigiimiiniin 6rten oldugu gosterilecektir. R/I, Ry tizerinde 0—diizgiin
oldugundan

0— I/I> — R/I* %> R/T —0
dizisi split tam dizidir. Yani

s:R/I — R/I”

Ry — cebir homomorfizmasi vardir ve gs = 1,7 saglanir. Buradan
sg: R/I* — R/I?

homomorfizmasi igin (sg)(I/I1?) = 0 ve g(1—sg) = 0 elde edilir. O zaman D = 1—sg
olmak tizere

D:R/I? — I/I?
déniigiimii 1. mertebeden bir diferansiyel operatordiir ve 1 —sg C ker g = /1?2 olur.
¥ e Homp(1/1?, M) almsin.
R—RIP2 /% M

olmak iizere ¥ o D = D' € Derg, (R, M) olur ve 6*(D') = ¥ dir. z € I icin

/

D (x) = (Vo D)(r) = ¥(z — sg(7)) = ¥(z) — U(sg(7)) = ¥(T)
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saglanir. Yani 0* ortendir. O halde
0 — Derk (R/I, M) “= Derk (R, M) 2~ Homp(I/I?, M) — 0
tam dizisi vardir. M = I/I? alinsin. Bu durumda
Der}%(R, I/r?) = HomR(Q}Q/RO,I/Iz)
Homp(Qp, g, Homp(R/1,1/1?))
Homp)1(p 5, ®r R/1,1/17)

I

12

elde edilir. Benzer sekilde
Derp, (R/I,1/1?) = Hompg (1 / gy 1/17)
olur. Buradan da
0 — I/I* — Qg p, ®r R/T — Qpyp gy — 0
dizisi split tamdir. m
Sonug 2.2.21 R/I , Ry— fzerinde 0 — diizgiin olmak tzere R/I—modiillerinin
0— [/I2 - QR/RO/I Q}%/Ro — Q}%/I J/Ro — 0
dizisi split tam dizidir.
ispat. Burada ¢ doniisiimiiniin goriintiisii
Rdpp I + 1 Qo /T Qpyry C Qyro/ I 5,
R/I -alt modiiliidiir. Her @ € I ve r € R i¢in
(Ld}%/ROT = d}%/RO(ar) - rd}%/Roa € Rd}%/ROI
saglandigindan I Q}, Ry C Rdy, /g, 1 olur. O halde

/1% 5
Ql o/ T 5, Rd 1 7
R/T /Ro Rd}g/R I_i_IQ}%/R /IQR/R R/Ro/ R/Ro ( )

elde edilir. Sonug 2.2.20’den agiktir. m
R/ Ry cebiri verilsin. Ry [{Xx},c,] bir polinomlar cebiri , N C Ry [{X1},c4]

carpimsal kapali bir kiime ve I, Rq [{X Mae A] n nin bir ideali olmak tizere

R:= Ry [{Xa}henl y /1

olsun. ), X, min R igindeki goriintiisii ve f € Ry [{X)‘})\EA]N icin 2L 2

oy D n R

icindeki goriintiisii olsun.
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Sonug 2.2.22 (Diferansiyel operator modiillerinin tireteclerle ifade edilmesi) { >}, cs,

I’'nan bir drete¢ kimesi olsun. Bu durumda U C @ RdX),
AEA

=> af"alXA (0 €X)

ox
Aen A

elemanlaryla turetilen alt modil olmak izere

Qp/r, = €D RAX,\ /U
AEA

saglanar.

ispat. P := Ry [{Xa}yen) v Olmak tizere 2.2.9’dan ve 2.2.11’den

P/ Ro ™ EB PdX,
A€A

olur. Diger taraftan,
P — P/I

l !

Q}D/RO - QP/I /Ro
diagram degismeli olacak sekilde Q}, JRo 0% /1 /Ry dontigiimi vardir. Bu dontigiim

yardimiyla
a: R®p Q}D/Ro - Q}J/I SRy T ® d}D/Ro (z)) = rdp(T)
dontigiimi tanimlansin ve
0 — kera — R®p Q}D/Ro — Q}D/I IRy = Q}B/Ro — 0
tam dizisi goz ontine alinsin. Burada 2.2.21 kullanilirsa
ker o = Pdpp I + 1 Qp g, /1 Qpjg, = Pdp g1 /1Qp, 5, = Pdl
bulunur. Ayrica

R®p Qpp, = Rop P PdXy = (R @p P)dX, = P RdX,
AEA AEA AEA

olur. Yani

Qp/r, = €D RAX,/PdI
AEA

elde edilir. Burada PdI, Pdl 'nm P/I ®p QL /1, deki goriintisidir ve I, {fo},cx
elemanlariyla iiretildiginden Pdl, R—modiil olarak df,(c € X) elemanlariyla iiretilir.
Buradan PdI = U elde edilir. m
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Ornek 2.2.23 (Hiperyiizey Cebirleri) R bir Ry — cebir olsun. Bu durumda
R = Ro [Xl,XQ, 7Xn] / (f) = Ro[xl, ,.I'n]

olmak zere

of
Qf/py = @RdX/< dX, + .. +axndX”>

olur.

R/Ry ve S/ Ry cebirleri verilsin. Buradan S ®pg, Q}%/Ro ® R ®g, QE/RO, bir
R ®p, S—modiildiir. Ayrica

d: R®p,S — S®ROQ}%/RO@R®ROQ}9/RO d(res) = S®d}%/ROT+T®d§/ROS (re R,se€bs)
ile tanimlanan doniigiim 1. mertebeden bir Ry—diferansiyel operator olur.

Teorem 2.2.24 Q. /Ry = S Ry Qp/r, © R ®r, Qg g, dir. Buradan

d: R®pyS — SQp, ) p, DROR,Qs/, d(r®s) = s@dp g r+r@dgpys (r € R,s € 5)

ile tansmlanan d, 1. mertebeden Ry— diferansiyel operatori evrenseldir.

Ispat. R®p, S = Cile ve A =S Qp, Qh/ry, ® R ®g, Uy, ile gosterilsin. dg, p "

evrensellik 6zelliginden tek bir
SD . QIC/RU e A
C'—homomorfizmas vardir ve ¢ o df, /R, = d saglanir.
p:R— R®pg, S

kanonik homomorfizma olmak iizere

dé/Ro op:R— QlC/RO
Ry—diferansiyel operatordiir. d}% / r, 10 evrensellik ozelliginden

Wy Q}%/Ro - Qé/Ro

R—homomorfizmasi vardir. Bu ¥; homomorfizmas1 yardimiyla

Uy S®ryr, — Qynys Vi(s@dpyp,r) = (1808)(deyr, (r@1)) = (105) V1 (dpy )
38



dontigiimii indirgensin. Bu doniigim

\11/1((r1®51)(d}%/R0r®3) = \Ifll(rld}%/ROWX)sls) = (1®s18)¥i(ridg g,7)

(1® s18)r1Wi(dp p,7)

= (n®s1)(1® s)dg,p,(r®1)
(11 @ s1) W (dg g, (r @ 5))

esitligini sagladigindan bir C—homomorfizmadir. Benzer sekilde

\IIQ 'R ®R0 Q}S/Ro - QlC/RO
C'—homomorfizmas vardir. ¥ = W] + ¥, ile tanimlansin. Bu durumda a € R, b € S
icin

(Vod)(a®b) = (W) +W)(b@dypa+a@dyyd)
= Vi (b®dy 5 a) + Vs(a@dyp b)
= (1@b)dyp,(a® 1)+ (a®1)dé e (1@0)
= dbp, (00 )1 0D))
= dlC/R (a®b)

elde edilir. Yani V' od = dp /R, Saglanir. Diger taraftan ¢ o dj, /R, = @ oldugundan
U 0@ = oW =1 olur. Boylece istenen izomorfizma elde edilir. m

Sonug 2.2.25 (Taban Degisim Formiili)[11]

QR®R s/r = R ®r, QS/Ro

. 1 . . .. ..
1zomorfizmasy vardir. O zaman dR®RO S/R evrensel diferansiyel operatori her r € R

ve her s € S i¢in
d}%®ROS/R (res)=re dlS/ROS
esitligini saglar.
ispat. dls /Ro doniigimii S/Ry’in 1. mertebeden evrensel diferansiyel operatorii ol-

mak lzere

R ®pg, S — R ®g, Q}S'/Ro , Dr@s)=re d}S‘/RO(S)
ile tanmimlanan D doniisimii R ®p, S/R {izerinde 1. mertebeden bir diferansiyel
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operator olur. Boylece Q}%@)RD s/ r nin evrensellik ozelliginden
h: Qg s/ — R ®r, Q}S'/Ro
R—homomorfizmasi vardir ve D = hd}?@)% s/r Saglanir. Diger taraftan,
0:5 — Q}%@JROS/R

ile tamimlanan §(s) = d}%@m s/r(1 ® s) doniigiimii 1. mertebeden bir diferansiyel

operatordiir ve Q2 /Ro 'in evrensellik ozelliginden

g : Q}S’/Ro - Q}%®ROS/R

S—homomorfizmas: vardir ve § = gdy /Ro saglanir. Bu g doniigiimii

g: R®g, Q}S'/Ro - QJIR®ROS/R , g(r® di@/RO(S» = ngIS/R()(S)
R—homomorfizmasina genisletilebilir. Buradan, hg = 1z ERCINL gh = 19}2 o/

bulunur. Yani A bir izomorfizmadir. m

Ornek 2.2.26 R/R, bir cebirve P := R [{X}yen] s R tizerinde degiskenleri { Xx}ycy
olan bir polinomlar cebiri olsun ve S := Ry [{X,\})\EZ\} olmak uzere P = R ®p, S
alinsin. Bu durumda

QP/RO ~ S®R0 QR/RO @ R®R0 QS/RO = P ®R QR/R @ @PdX)\
AEA

elde edilir. Buradaki herhangi bir f = 3 oy 0, X3 . X3 (.0, € R) polinomu
¢cm

df Zle XU ®dR/R0av1 Us—i‘za—)()\dX)\
AEA

ile belirlidir. Burada 6 f =) X;\’in\’z ® dRr/Ryw,..0, tle gosterilecektir.

S/R bir cebir olmak iizere

S=R [{X/\})\eA}N /] (8)
gosterimine sahip olsun. Burada N, P := R [{X Mae A} nin carpimsal kapali bir alt
kiimesi ve /, Py'nin bir idealidir. 2, X)'nin S icindeki goriintiisii ve { f, },c5, I ide-

alinin bir trete¢ kiimesi olsun. Diger taraftan 9f ETR g )J;" min S igindeki ve § f,({z\}),

dfsmn S ®@pr QR/R i¢indeki goriintiisii olsun. Ayrica U C S ®@p Q}, R/ @ /\Q}ASdXA :
€

Sf,({zx}) + Z af"d}(A

)\EA
elemanlariyla tiretilen S'—alt modiil olsun.
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Teorem 2.2.27

by = (S @r gy, ® EP SdXL) /U
AEA
1zomorfizmasy vardar.

Ispat. Yukarda verilenlerden N, R[{X,}]'nin carpimsal kapal bir alt kiimesi ve I,
R[{X,}]y'nin bir ideali olmak fizere

(R®r, Ro{Xx}])N

§ 1= RI{X ]y /1 = ;

bi¢imindedir. Ayrica
R/I ®r QJIQ/RO — Q}%/I /Ro

dontigimini goz oniine alalim. Buradan

Q}%/RO/IQ}%/RO ~ Ol
R/I5(I) R/T o

olur. Boylece R = R[{X,}]nx olmak tizere

S @R{X\}]w QIR®RORO[{XAH
Sé(1)

/Ro
=== Q5 ()

olur. 2.2.24’ten

ey rol( 1) = Fo{XN}] @ o /gy & R @y Voo

2

egitligi vardir. Ayrica QlR®RORO[{X>\}]N/RO = (QlR®RORO[{X)\H/RO)N ve M bir Rg—modiil

olmak tizere Rg ®p, M = Rg ®@p M izomorfizmalar1 goz ontine alinirsa ,

Ro[{ X} @ro Qiyr, = (Ro[{Xa}] @R, R) @& U/,

olur ve buradan

(S @y BUXNN) ©r Uy, = S ©r Uy,
saglanir. Diger taraftan

S ®R[{XA}] (R @ Ro Q}%o[{XA}]/RO) =5 ®R[{X)\}] ()\GQX(R ®Ro RO[{XA}]))dXA

= S®R[{X)\}] ()\GG?XR[{X/\}]dXA)

= @(S ®R[{X/\}] R[{X/\})dX/\

AEA
= @ SdX,
AEA
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olur. Bu bulunanlar “x” da goz oniine alinirsa

O/, = (S @ Uy, © @D SdX) /U
AEA

elde edilir. m
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2.3 Cisim Geniglemelerinin Diferansiyel Operator Modiilleri

Bu boliimde diferansiyel operatér modiillerinin cisim genislemeleri tizerindeki uygu-
lamalar1 verilecektir. Ayrica cisim genislemelerinin diferansiyel operatér modiilleri

vektor uzay oldugundan bunlarin boyutlar: ve tabanlar1 incelenecektir.

Tanmim 2.3.1 L/K bir cisim genislemesi olsun. Eger L = K(x1,xs,...,x,) ola-
cak sekilde xq,xs,...,x, € L elemanlart var ise L/K ya sonlu tretilmis bir cisim

genislemesi denair.

Tanim 2.3.2 {x)},., ailesi, L/ K cisim genislemesinin bir transendental tabanu ol-
sun. Eger L/ K({xx},c,) cisim genislemesi ayrilabilir cebirsel ise {xx},c, ya ayriabilir
transendental taban denir. Eger L) K sonlu tretilmis cisim genislemesinin ayrilabilir

bir transendental tabani var ise L] K ya ayriabilirdir denir.

1. temel tam dizi goz oniine alinsin.

SOr Uhp, = Qp o Qg — 0 (9)

Burada o déniigiimiiniin ¢ekirdegi, Tg,(S/R) ile gosterilsin. S’/R bir cebir ve

o: S — S doniigimi bir R—homomorfizma olmak tizere

0 — Tr(S/R) — S®ryn, - Qe - 0y — 0
o®id | ! !

’ /

0 — Tg(S/R) — S'@ryp — QU — QWyp — 0

degismeli diagraminin satirlar1 tamdir. Buradan o ® ¢d doniigiimii yardimiyla
Tro(0) : Try(S/R) — Try(S '/ R)
S — lineer dontigimi indirgenir.

Onerme 2.3.3 L/K ve K/K, cisim geniglemeleri verilsin. Z, 7| K sonlu iiretilmis

olacak sekilde L ve K cisimlert arasinda herhangi bir cisim olmak vzere
Tieo (L) K) = | Tio (2/K)
z

saglanar.
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Ispat. {Zx},ep ailesi L/K cisim geniglemesinin bir iireteg kiimesi ve { X}, ., degiskenlerin

bir ailesi olmak {izere L = K[X,|xea/! gosterimine sahip olsun. Burada
K[XaJaen — L, X5 — 2y

ve I = ({F,},cp) ile tammlansin.O halde (8) ve 2.2.27°den

a€eA

0—U— L®KQ}</KO @@LdX,\ — QlL/KO —0
A€A

dizisi tamdir. Burada U, F, € K [{X,}] olmak {izere

OF,
OF,({za}) + > e
A

elemanlari ile tiretilen L — vektor uzayidur. Diger taraftan |
Tio(L/K) = (L ®k Qjx,) VU
oldugu agiktir. Boylece her z € Tk, (L/K)
z:iai(@mi (o EL,miEQ}(/KO) (10)
i=1

ve

2= Y B OF () + Y 520X (1)

biciminde yazilabilir. Burada sadece sonlu sayida 3, sifirdan farklidir. Bunlar 3,,, 3,,, ..

ile gosterilsin ve j = 1,..r igin Xy, X),, ..., X), ; Fy, 'deki degigkenler olmak iizere

Z = K(a17a27 "'7Oén7ﬁo'17ﬂ0'2a "'760r7$)\1ax>\27 "'ax)\s)

olsun. O halde (10) ve (11) esitlikleri

Z @k Uy, ® D 2d X,

i=1

i¢in de saglanir. Boylece z € Tk, (Z/K) elde edilir. m

Sonug 2.3.4 L/K cebirsel genislemesi ayrilabilir olsun. O zaman Tx,(L/K) = 0
dur. Ayrica

1zomorfizmast vardar.
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ispat. 2.3.3’ten L/ K’ nin sonlu tiretilmis oldugu kabul edilebilir. Ilkel elemen teore-

minden f € K [X] ayrilabilir bir polinom olmak iizere
L =K[X]/(f)

gosterimi vardir. z, X’in L i¢indeki goriintiisii olmak iizere f ayrilabilir oldugundan

f'(x) # 0 dir.
0— U — L®k g, ® LdX — Qp e, — 0
tam dizisi gbz oniine alinsin. Burada U,
0f(x) + f (x)dX
ile tiretilen vektor uzayidir. Boylece,
Tk, (L/K) = L @k Qp KKk, VU =0
elde edilir. m

Sonug 2.3.5 {x)},., ailesi L/ K cisim genislemesinin ayriabilir bir transendental

tabani olsun. O zaman asaqidakiler saglanr:

(a) QL/K = @ Ldxy; diger bir deyisle {xx}\cp, L/K nan bir diferansiyel ta-
AEA
banidar.

(b) dimy, Qi/K ‘min sonlu olmasu igin gerek ve yeter kogul Tr deg(L/K) 'nin sonlu

olmasadar.

(c) QL/K = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul L/K 'nin cebirsel olmasidur.

Ispat. (a) {2} ,c, aynilabilir bir transendental taban olsun. Z = K({z,}), K [{z2},c,] nn

kesir cismi olmak tizere 2.2.12’den

Z/K = @Zdl‘)\

AEA

elde edilir. Ayrica L/Z ayrilabilir bir cebirsel genigleme oldugundan 2.3.4’ten

L®z QZ/K ~ QL/K
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olur. Buradan
Oy~ L@z Ny ~ Loy @ Zdoy ~ @ (L ®z Z)dey ~ € Ldu,
A€A A€A AEA

elde edilir. (b) ve (c) siklan (a) sikkindan elde edilir. m

Sonug 2.3.6 K karakteristigi 0 olan bir cisim olsun. {x}, ., ailesinin L/K 'min bir
transendental tabani olmast icin gerek ve yeter kosul L/K 'man diferansiyel tabana

olmasidar.

Ispat. {dzy\},cy Qp /'mm bir tabani olsun ve {zy},.,'mn K iizerinde cebirsel
bagiml oldugu kabul edilsin. O zaman K {tizerinde cebirsel bagiml olan sonlu bir

{Z)), Txy, -y T, } ailesi vardir.
Z = K(I’Al,ZL‘)\Q,...,ZL‘)\m)

olarak alinsim. Bu durumda T'rdeg(Z/K) < m oldugundan dimy QIZ/ < m elde
edilir. Yani dz,, € Q} /i » £ uzerinde lineer bagimh olur. Buradan {dx,,};" ’'nin
Q /i i¢indeki goriintiileri de lineer bagimli olur. Bu {dxy},c, 'nin taban olmasiyla
celigir. O halde {z)},., ailesi K iizerinde cebirsel bagimsizdir. Béylece {zx}, .y,
L/K cisim geniglemesinin bir transendental tabam olur. Ayrica, 2.3.5 goz 6niine
alinirsa istenen elde edilir. m

K karakteristigi p > 0 olan herhangi bir cisim olsun ve karakteristigi p asal sayisi

olan S halkasi i¢in S/R cebiri goz 6niine alinsin.
Tanim 2.3.7 {x)},., ailesi, S/R[S?| cebirinin bir idretec kiimesi ise bu aileye
S/ R’nin p—iirete¢ kiimesi denir. Yani

V1,02

iy .ayt (neN,0<v <p-1) (12)
elemanlary S 'nin R [SP] —modil olarak diretegleridir.

Tanim 2.3.8 (12) deki elemanlar R [S?] dizerinde lineer bagimsiz ise {x\}, ) € S

elemanlar, R uzerinde p — bagimsizdir denir.

Tanim 2.3.9 (12) deki elemanlar S/R[SP] igin bir taban oluyor ise {xx\},c, ele-

manlary S/ R i¢in bir p — tabandwr denir.
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{@r},ep nin bir p — taban olmas: ile
©: R[S [{Xahea] =5 (X — )

R[S?]—homomorfizmasmin ¢ekirdeginin X} — 2§ (A € A) elemanlariyla iiretilmesi

denktir.

Onerme 2.3.10 {@r}\en ailesi S/ R nin bir p—iireteg kiimesi olsun. O zaman {dxx} \cp
ailesi Q}g/R ‘nin bir treteg kimesi olur. Ayrica, {w\},c, ailesinin S/R’nin bir

p — tabana olmasi igin gerek ve yeter kosul S/R nin diferansiyel tabany olmasidar.

Ispat. d, S/R'nin herhangi bir diferansiyel operatorii olmak tizere d(R [S?]) = 0 dur.
Buradan QE/R = QE/R[SP} elde edilir. d € Q}S‘/R alinsin. Bu durumda rz? € R[S?],
r €S icin

d(ra?.r'") = r'rdz? + raPdr’ = raPdr’

saglandigindan d € Qg JR[S?] elde edilir. Tersine, d € Qg JR[S?] alinsin.
d(rr') = d(r1Pr") = rd(r'")

oldugundan d € Qg /R bulunur.{z s}, ailesi S/R "nin bir p—iiretec kiimesi oldugu
igin {dwx}, ., ailesi QE/R[SP]’nin bir tireteg kiimesi olur. Buradan {dz},,, QE/R’nin

bir {irete¢ kiimesi olur. {zy},_,ailesi, S/R™nin bir p — taban: olsun.
S = RIS {X]/({ XX — 23}
olur ve 2.2.22’den
Qyp = ®SdX, /U

saglanir. Burada U, f) := X} — 2 olmak {izere

R
dfy = o, dX,

HEA

elemanlariyla tiretilir. Her A\, u € A igin g%i = 0 oldugundan

Of/p = @D SdX, = € Sda,

AEA AEA
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elde edilir. O halde {z)},., ailesi le/R 'nin bir diferansiyel tabani olur. Tersine

{x2},cp ailesi Qf sr ‘nin bir diferansiyel tabani olmak tizere
p: RISTT{Xohar] — S (X — )

doniigiimii goz oniine alinsin ve ker ¢ = I olsun. f € I olmak tizere X} —af € I
oldugundan, her A € A icin
Derx, f<p—1

kabul edilebilir. f({z,}) = 0 oldugundan

Zﬁdm =0

ox
/\ A

saglanir. Ayrica {dx,}, S lzerinde lineer bagimsiz oldugundan her A € A igin
0
> =
N g

olur ve tiimevarimla f’nin biitiin kismi tiirevleri ¢ekirdekte kalir. Diger taraftan

f €S [{Xs}ea] polinomu

f = Z Ayrvs...0p (X)q _x/\1>v1---(X)\n_x/\n)vn (QUva...’Un (S ;)\17 )\27 e >\n S A)
0<v;<p—1

bi¢iminde yazilabilir. Buradan

av1+v2+-.-+vnf

| _
Uty v, = (Ozx,)r... (0, )0

=0

’01!1}2!.

olur. Her bir ¢ = 1,...,n i¢in, v; < p — 1 oldugundan a,y, 4, = 0 yani f = 0
olur. Boylece I = ({X} —a%},_,) elde edilir. O halde {z)},c, ailesi S/R'nin bir

p — tabani olur. m

Tanim 2.3.11 S/R’nin p—tabamindaki eleman sayisina S/ R 'nin p—derecesi denir

ve deg,(S/R) ile gosterilir.

Zorn lemma’dan her L/K cisim geniglemesinin bir p — taban: ve dolayisiyla
da p — derecesi vardir. Ayrica L/K’min her p — bagimsiz ailesi bir p — tabana

genigletilebilir.
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Onerme 2.3.12 L/K bir cisim genislemesi ve {xx},c, , L nin elemanlarimdan olusan

bir aile olsun.

(a) {xx}rea 'mn L/K’man bir p-tabani olmasi icin gerek ve yeter kosul {xx},c,

ailesinin L/K i¢in bir diferansiyel taban olmasidr.
(b) dimp, Q ;- = deg,(L/K)

(¢) Q= 0 olmas icin gerek ve yeter kosul L = K [L?] olmasidar.

L/K 'man her p—iirete¢ kiimesi bir p — taban igerir.
ispat.

(c) QlL/K = 0 olsun. L # K[L?] oldugu kabul edilsin. Her z, € L\K|[LF] ele-
mani igin {z) }rea ailesi L/ K'nin bir p—iireteg kiimesi olur. Buradan {dz)} xea
ailesi Q1 / o mm bir trete¢ kiimesi olur fakat bu QF ik =0 olmasiyla celigir.
Dolayisiyla L = K [LP] elde edilir. Tersine L = K [LP] olsun. {1} kiimesi
L/K[LP)'nin bir trete¢ kiimesi olur ve QF /x> 1d1} = 0 ile iiretildiginden

Q}:/K = 0 bulunur.

(a) {dzr}ycp s Qi/K’mn bir tabani olsun. Eger {z)},.,ailesinin L/K'nm p —
ureteg kiimesi oldugunu gosterilirse 2.3.10’dan istenen sonug elde edilir.

L' = K [L?] [{z)},c,] olsun. Buradan

Q}:/L/ = QlL/K /<{dx)\})\eA> =0

elde edilir ve (¢) sikkindan L = L'/[LP] saglamir. Diger taraftan LP? C L’
oldugundan L = L' olur. Buradan {z)},., , L/K 'nimn bir p—iireteg kiimesidir.
Dolayisiyla bir p — tabane olur. 2} /K vektor uzaymin her tirete¢ kiimesinden

bir taban secilebildigi i¢in 6nermenin son kismi aciktir.
(b) (a)’dan elde edilir.
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Sonug 2.3.13 {z},., ailesi L/K ’mn ayrilabilir bir transendental tabana olsun. O

zaman {xx} e, L/ K mn bir p—tabamdir ve deg,(L/K) = Tr deg(L/K) saglanar.

Ispat. 2.3.5’ten {xr},cp ailesi L/ K nin bir diferansiyel taban olur ve 2.3.12(a)’dan

{xr},ep ailesi L/K'nm bir p—tabam olur. Buradan sonug elde edilir. m

Onerme 2.3.14 L/K sonlu tiretilmis bir cisim genislemesi olmak tizere asagidakiler

denktir:

(a) QlL/K =0

(b) L/K ayriabilir cebirseldir.
Ispat. Q7 = 0 olsun. 2.3.12(c)’den her e > 0 igin
L=K[I) =K |1"| = .. = K [1]

saglanir.{x1, T, ..., x4} kiimesi L /K’ nin bir transendental tabani olsun ve L’ kiimesi
L'nin K (x4, xg, ..., x;) Uzerindeki tiim ayrilabilir elemanlardan olugsun. Bu durumda

L/ L’ geniglemesi sonlu olur. O zaman L = L' [y, ys..., yn| olacak sekilde 6yle yy, ya..., y, €
L elemanlar1 vardir ki baz1 e dogal sayilar igin y? ‘el saglanir.Buradan

e

=1 [y’fe,...,yﬁe] cr

ve

L=K[LF]=L

elde edilir. Boylece L/K (x4, ..., z;) ayrilabilir cebirseldir ve
t = Trdeg(L/K) = dim, Qp i =0

saglanir. O halde L/ K ayrilabilir cebirseldir. Tersine, 2.2.7 gz 6niine alinirsa istenen

denklik elde edilir. m
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Teorem 2.3.15 L/K sonlu tretilmis bir cisim genislemesi olmak tizere asagidakiler

saglanar:
() deg,(L/K) > Tr deg(L/K)
(b) L/K mun her p — tabanandan bir transendental taban segilebilir.

(c) deg,(L/K) = Trdeg(L/K) olmasu icin gerek ve yeter kosul L/ K nin ayrilabilir

olmasidar.

(d) L/K ayrilabilir olmak tzere x4, ...,x; € L elemanlarini alalvm.Bu durumda

asagqidakiler denktir:

(@) {z1,...,x:} L/K man bir p — tabanadur.
(B) A{x1,...,x¢} L/K 'nan ayrilabilir bir transendental tabanador.

(v) {dx,...,dz,}, QlL/K ‘nan bir tabanadar.
Ispat. {z1,...,2,;} L/K'nm bir p — taban olsun ve L' = K (x4, ..., z;) ile gosterilsin.
QlL/L/ = QlL/K /{dz1,...;dz) = 0

olur. 2.3.14’ten L/L’ ayrilabilir cebirseldir ve Trdeg(L/K) = Trdeg(L'/K) elde
edilir. x1, ..., z; elemanlar L'/K’y1 iirettigi icin bu elemanlardan bir transendental
taban segilebilir ki bu elde ettigimiz taban ayni zamanda L/K nin bir transendental
tabanidir. Boylece (a) ve (b) giklar1 gésterilmis olur.

(c)deg,(L/K) = Trdeg(L/K) olsun. Bu durumda {x1, ..., 7;}, L/ K nin bir transenden-
tal tabani olur.Yani L/K ayrilabilirdir. Tersine L/K ayrilabilir olsun. 2.3.14’ten
Q5 = 0 olur ve dim Q; ;- = deg,(L/K) = 0 elde edilir. Buradan 7' deg(L/K) = 0
olur ve deg,(L/K) = Trdeg(L/K) saglanr.

(d) L/K ayrlabilir olsun. (a) = (8) oldugu 2.3.15’ten () = () oldugu 2.3.5’ten
ve (7) = («) oldugu 2.3.12(a)’dan elde edilir. m
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L/K ve K/K, herhangi iki cisim geniglemesi olmak tizere Z, K C Z C L kogunu

saglayan bir cisim olsun. Buradan 7"nin tanimindan satirlar1 ve stitunlari tam olan

0 0
! l
Tro(L/Z) Tx(L/Z)
! !
0 - L®zTk,(Z/K) — L®Z(Z®KQ}</KO) — L®Z§21Z/KO — L®Z§21Z/K — 0
1 l !
0 —  T(L/K) —  LoxQ, - Q. - Qe = 0
! !
Q}:/Z - QlL/Z
! l
0 0

degismeli diagrami elde edilir. Yukaridaki diagram yardimiyla satir ve siitunlar: tam

olan
0 0 0
1 ! !
Tio(L/K)/L ®z Tk (Z/K) — Tk, (L/Z) — Tx(L/Z)
! ! !
0— L®s(Z0ku)/L0sTiy(Z/K) — Loz, —LozQ, —0
! | !
0— L ®g Q}(/KO/TKO(L/K) — QlL/KO — QlL/K — 0
! ! !
0 0Lz 0Lz
| !
0 0

degismeli diagrami indirgenir. Boylece Snake lemma’dan
0 — L&z Tk, (2/K) — Tky(L/K) — Tk, (L/Z) — Tk (L/Z) — 0
olur. Son diagramin sag siitunu goz ontine alinirsa
0 — L@zTk,(Z/K) — T, (L/K) — Ty (L/Z) — LRzQyx — Qi — Qpjp — 0

(13)
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tam dizisi elde edilir.
Tanim 2.3.16 L/K sonlu tiretilmis cebirsel bir genisleme olmak tzere,
deg,(L/K) — Trdeg(L/K)

saysina L) K man ayridabilirlikten uzaklasma 6l¢isii denir ve insep(L/K) ile goste-
rilir.
Teorem 2.3.17 L/K bir cisim genislemesi olsun. Eger L/K ’min ayrilabilir bir
transendental tabani var ise Ty, (L/K) =0 olur ve

0 — L®g Q}(/KO — Qi/KO — QlL/K —0
dizisi tamdar.

Ispat. {z)},cs, L/K 'nin ayrilabilir transendental tabani olsun ve Z := K ({x,})
ile gosterilsin. L/Z ayrlabilir cebirsel oldugundan 2.3.4'ten Ty, (L/Z) = 0 elde
edilir. Ayrica 2.2.27den

Vo = Z Ok )i, © €P Zdwy
AEA

olur ve boylece Tk, (Z/K) = 0 elde edilir. (13) tam dizisi géz oniine alinirsa

Tk, (L/K) =0 bulunur. m

Teorem 2.3.18 [Cartier esitsizligi] L/ K sonlu iretilmis bir cebirsel genisleme ol-

mak uzere K 'man karakteristigi p > 0 olsun. Bu durumda
dimy, Ty, (L/K) <insep(L/K)
saglamr. Eger Ko, KP nin bir alt cismi ise
dimy, T, (L/K) = insep(L/K)
saglanar.
Ispat. [E.Kunz,2002] m

Tanim 2.3.19 L/K herhangi bir cisim genislemesi olsun. Z, K dzerinde sonlu
uretilmis herhangi bir cisim olmak tuzere K C Z C L kosulunu saglasin. Bu durumda

Z/K ayriabilir bir genisleme ise L/ K genislemesi de ayrilabilirdir.
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Sonug 2.3.20 L/K bir cisim genislemesi olmak tizere asagidakiler denktir:
(a) L/K ayrlabilirdir.
(b) K’nin her Ky alt cismi i¢in Tk, (L/K) =0 dur.

(¢c) K’min her Ky asal cismi i¢in Tk, (L/K) =0 dar.

Ispat. 2.3.3’ten teoremi karakteristigi pozitif olan sonlu {iretilmis cisim genislemeleri
i¢in gostermek yeterlidir. 2.3.17’den L/ K ayrilabilir ise T, (L/K) = 0 olur ve K'nin
her K alt cismi i¢in saglaniyorsa ozel olarak her asal alt cismi i¢in de saglanir. Simdi
Ky, K 'min asal cismi olmak {izere T, (L/K) = 0 oldugu kabul edilsin. Kj, K'nmn

asal cismi oldugundan K, C K? dir. Dolayisiyla Cartier esitsizliginden
deg,(L/K) = Trdeg(L/K)
olur ve 2.3.15(c¢)’den L/K ayrilabilirdir. m

Sonug 2.3.21 Z/K wve L/Z ayriabilir cisim geniglemeleri olsunlar. Bu durumda

L/K cisim geniglemesi de ayrilabilirdir.
Ispat. K, C K alt cismini alalm. (13) ’ten
0 — L®y;Tk,(Z/K) — Tk,(L/K) — Tk,(L/Z)
tam dizisi vardir. 2.3.20’den
Try(Z/K) = Tx,(L/Z) = 0

olur. Buradan da Tk,(L/K) =0 dir. Yani L/K ayrilabilirdir. m
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2.4 Lokal Halkalarin Diferansiyel Operator Modiilleri

Bu boliimde lokal halkalarin diferansiyel operator modiilleri incelenecek ve diferan-
siyel operator modiiliintin minimal tirete¢ kiimesi belirlenecektir.

(R, m) bir lokal halka olmak {izere R'nin kalan cismi R/m = K ile giste-
rilsin. d, R/Z’nin evrensel diferansiyel operatorii ve p := Char K verilsin. 2.2.20’den

K —vektor uzaylarinin
m/m2i> Q}%/z/mﬂ}z/z i} Q}</z — 0 (14)
dizisi tamdir. Burada her x € m igin
alr +m?) =dr + mQ}%/Z
ile tanimhidir. Diger taraftan, pR C m dir ve her r € R i¢in
d(pr) = pdr € mQ}%/Z
olur. Boylece a dontisimii yardimiyla K — lineer
o' :m/m?® + pR — Qpz/ M7 o (x +m?+ pR) = dr + mQp 7
dontigiimii indirgenir.
Teorem 2.4.1
0 — m/m’ +pR_O/__>Q}%/z/mQ}2/ZLQ}(/z — 0 (15)
dizisi tamdar.
Ispat. [E.Kunz,2002] m
Sonug 2.4.2 m ve Q}%/z sonlu uretilmis olsunlar. Bu durumda
1(Qg/z) = edim R/pR + dimg Qj/,

olur.

95



Ispat. Nakayama lemma dan
M(Q}%/z) = dimg (Q}%/z/mﬁ}{/z) = dimg (m/m® + pR) + dimg Q}{/z

elde edilir. R := R/pR halkasi maksimal ideali 77 := m/pR olan bir lokal halkadir

ve R'min kalan cismi K ile gosterilsin.
m/m? + pR = m/pR | m* + pR/pR = 1/
oldugundan
dimg (m/m? + pR) = dimg m/m? = u(m) = edim R = edim R/pR
bulunur. Boylece istenen elde edilir. m

Sonug 2.4.3 m ve Q}z/z sonlu tretilmis olmak uzere x1, %o, ...,x,, € m elemanlar:
R/pR’nin m/pR ideali i¢in minimal irete¢ kiimesi olsun. Ayrica y, ...,y € R ele-
manlary i¢in bu elemanlarin K i¢indeki kalan simiflart y;, p = 0 olmast durumunda
K/Q i¢in bir transendental taban, p > 0 olmas durumunda ise K/K? i¢in bir
p — taban olsun. Bu durumda {dx,...,dz,, dy1, ..., dy;} kiimesi Q}%/z 1cin minimal

tiretec kiimesi olur .

ispat. 2.4.2°den
(1(Qp/z) = edim R/pR + dimg Q/,

dir. Varsayimdan, {77, T3, ..., T, } elemanlar1 R/pR’nin minimal {ireteg kiimesi oldugundan
edim R/pR = m olur. Ayrica K'nin 41,93, ..., ym elemanlari igin 2.3.6 ve 2.3.10 g6z
oniine alinirsa dimg Q%{/z = ¢ olur. Yani pu(Q} /z) = m +t elde edilir. Buradan,
{dx1, ..., dxy, dyi, ..., dy, } kimesi Q, /7 nin minimal {irete¢ kiimesi olur. m

(S,n), kalan cismi L olan bir lokal halka olsun. R herhangi bir halka olmak {izere
p: R — S halka homomorfizmasi verilsin. p := p~!(n), R'nin bir asal idealidir ve
p yardimiyla

P (pRy) Cn

olacak sekilde
p R, — S
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bir halka homomorfizmasi indirgenir. 2.2.6’dan Qf IR = Qg /R, elde edilir. Buradan
R’nin maksimal ideali m olan ve p(m) C n kogulunu saglayan bir lokal halka oldugu

kabul edilebilir. Bir bagka deyisle, S/R bir lokal cebirdir ve K := R/m, L’'nin bir alt

cismi olarak gortilebilir.

Teorem 2.4.4 (S,n), kesir cismi L olan bir lokal halka; (R, m), kesir cismi K olan

bir lokal halka olmak tzere L — vektor uzaylarinin
T — Ty(L/K) — n/n* +mS — Qg p/nQsp — Qe — 0 (16)
dizisi tamdur. Burada T’
L ®k (Q}z/z/mﬁh/z) — Q}g/z/”Q}S/z
homomorfizmasinin ¢ekirdegidir.

ispat. K’nin karakteristigi p olsun.

0 0
| |
T T7(L/K)
! !
0 Lexm/m*+pR _  L®xQp/mQp, . Lok,
! | !
o n/n?+ pS . Q}g/z/nQ}g/z . Q};/z
| | 1
n/n*+msS . Q}g/R/nQE/R . QIL/K
! | !
0 0 0

degigmeli diagraminin ilk iki satir1 2.4.1’den tamdir. Sol siittunun tamhigr agiktir.
Diger iki siitunun tamhg 7 'niin ve T7(L/K)min tanimindan bulunur ve Snake
lemmadan istenen dizinin tamligi elde edilir. m

L/K ayrlabilir ise 2.3.20’den T7z(L/K) = 0 dir. Buradan asagidaki sonug elde

edilir.
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Sonug 2.4.5 L/K ayrilabilir ise
0— n/n2 +mS — Qg/R/ans/R — QlL/K — 0
dizisi tamdar.

Onteorem 2.4.6 (R,m) bir lokal halka ve p > 0 herhangi bir tamsay: olsun. Bu
durumda R? C R’ kosulunu saglayan her R° C R alt halkasi lokaldir ve maksimal

idealt

’

m =mnNR
olur.
ispat. R'\'m'"niin elemanlarimm R’ icinde tersinir olduklar: gosterilecektir. R \m deki
herhangi bir x eleman1 R’de tersinirdir. Yani oyle bir y € R vardir ki zy = 1 saglanir.

Buradan

2Py = xaP P =1

olur ve burada 2P 'y? € R"diir. O halde z, R"de tersinirdir. m

Teorem 2.4.7 (S,n), kalan cismi L olan bir lokal halka ve (R,m), kalan cismi
K olan bir lokal halka olmak tzere S/R bir lokal cebir olsun. Béylece K := R/m,
L’nin bir alt cismi olarak gorilebilir. Ayrica K karakteristigi p olan bir cisim ve

m’ :=mnN R[SP] olsun. Bu durumda
0—n/n®+m'S — Q}q/R/nQé/R — QlL/K — 0
dizisi tamdar.

Ispat. 2.4.6’dan R’ := R[SP], maksimal ideali m’ olan bir lokal halkadir ve
K' := K [L?], R niin kalan cismi olur. d, S/R'nin evrensel diferansiyel operatérii ol-

mak tizere

d(R[S"]) C pQg/p C nQg)p

olur. Ozel olarak, dm’ C nQ}g/ » saglanir. Boylece
771/"2 - QIS/R/nQ}G/R
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doniigimi yardimiyla goriintiileri ayni olan
n/n?+mS — QE/R/nQ}g/R
doniigimi indirgenir. Ayrica,

saglanir. 2.4.4’ten

T — Ty (L/K') — n/n*+m'S — Qg/Rl/nQI , — Q}J/

S/R r — 0

K

dizisi tamdir. Burada 7",
L ®K, (Q}%//Z/m/Q}%//Z> — Q}g/z/nQ}g/z

homomorfizmasmin cekirdegidir. Simdi 7" — Ty (L/K") doniisiimiiniin érten oldugu
gosterilecektir. {xy},., L/K 'niin bir p — tabane, {yr},c, ise {x2},c, ailesinin S
icindeki temsilcileri olsun. Ayrica 6y ve 8, swasiyla R /Z ve K /Z'nin evrensel
diferansiyel operatorleri olsunlar. 2.2.27’den

iz = L@ Qe ) ({0ic (@) byen) @ P Ldz
A€A
elde edilir. T2(L/K "), L @+ QL ' jz in bir alt uzayidir ve {1®g 0 (23)},_, ele-

manlari ile iiretilir. Diger taraftan, y§ € R diir ve 0 (4}),

Q}z’ iz QlS/z/ngé/z

doniigiimiiniin gekirdeginde kalir. ¢ (y4) nin QE, 1z / m/QE, P icindeki gortintiisii ny

ile gosterilsin. Bu durumda 1 ® ny € T olur ve 1 ® 8, (25),1 @ ny mn T(L/K")
icindeki goriintiisii olur. Buradan

T — Ty (L/K")

doniigimii 6rtendir. Boylece (16)’daki dizinin tamligindan istenen elde edilir. m
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2.5 Afin Cebirlerin Diferansiyel Operator Modiilleri

Bu béliimde A karakteristigi 0 olan bir K cismi tizerinde bir afin cebir olarak alinacak

ve X := specA ile gosterilecektir. A bir tamlik bélgesi ve Q(A) = L olsun. O zaman
dim A =Trdeg(L/K) (17)

saglanir. Genel olarak p € X icin A'min p’deki boyutu
dim, A :=dim A, + dim A/p = dim Ap + T'r deg(k(p)/K) (18)

ile tanimlanir. Ayrica dim A, A'nin asal idealler zincirinin uzunluklarinin supremumu
ve p € X oldugundan
dim, A <dim A

saglanir. A, bir tamlhik bolgesi ve Q(A4,) := L olsun.O zaman
dim, A := dim A, + Tr deg(k(p)/K) = Tr deg(L/K) (19)
elde edilir.

Tanim 2.5.1 A, regiiler ise p € X noktasina X "in regiler noktasy eger A, regiler

degil ise p’ye X 'in tekil noktasi denir. Ayrica,
0(A4,) =edimA, —dim A,

degerine A,/ K 'nan regiilerlikten uzaklasma 6l¢isi denir. k(p)/K ayridabilir olsun.

2.4.5°ten ve (18) ’den

N(th /i) = edim A, +Trdeg(k(p)/K) = edim A,—dim A,+dim, A = §(A,)+dim, A
(20)
elde edilir.

Onteorem 2.5.2 R bir tambik bolgesi olmak tuzere kesir cismi L olsun ve M sonlu
uretilmis R—moduli alinsin. Bu durumda M ‘nin serbest R—modil olmast i¢in gerek
ve yeter kosul dim;, L ®@r M = p(M) olmasidir. Burada p(M), M nin minimal

uretec kimesinin eleman sayisidar.
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ispat. (dimy, L ® g M sayisimma M’nin ranki denir ve rankM ile gosterilir.) M bir

serbest R—modiil ise ispat agiktir. Tersine, ¢t = (M) olsun. Bu durumda
0 —kerp — R 2 M — 0

dizisi vardir. Burada ¢ doéniigiimii {e;},_, ailesi R"'nin bir tabam ve {m;},_,ailesi

M’nin minimal tirete¢ kiimesi olmak tizere
p(e;) = m;
doniigtimiiyle tanmimhidir. Bu dizi L ile tensorlenirse,
0 — LRpkerp — LR R — L@z M — 0

elde edilir. dim;, L ®p M = t oldugundan L ®pgker ¢ = 0 olur. Buradan ker ¢, R"'nin
torsion alt modiiludiir. R' serbest oldugundan, ker ¢ = 0 olmalidir. Boylece, M bir

serbest R—modul olur. m

Teorem 2.5.3 K nin karakteristigi 0 olmak uzere her p € X i¢in asagidaki kosullar
denktir:

(a) A, regiiler lokal halkadur.
b) QL serbest A,—modiildiir.
Ay JK P
c) (L < dim, A saglanar.
Ay /K p

ispat.

(a =b) L := Q(A,) olsun. (19)’dan ve (20)’den

1, i) = Trdeg(L/K) = dimp(Q i) = dimp(L @4, D, /i)
olur. 2.5.2’den QLP /i ranki dimy, A olan bir serbest A,—modiildir.

(b= ¢) Oncelikle R := A, olmak iizere her ¢ € Min(R) icin R,/nun bir cisim oldugu
yani ¢R?, = 0 oldugu gosterilecektir. M := qR, olsun. 2.4.5’ten
0 — M/M?* — Qp i /MQp, 0 — Qg — 0
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(c=a)

tam dizisi vardir. Nakayama lemma’dan, her z € M\M? i¢in dz, Q}%q /5 TN
minimal tirete¢ sisteminin bir parcasidir. Dolayisiyla Q}%q K= R, ®p O /K
‘min tabanimin bir pargasidir. Varsayahm ki M # (0) olsun ve x € M\M?
alinsin. Bu durumda M, R, nun tek asal idealidir ve x nilpotenttir. Yani oyle

bir p > 1 sayist vardir ki 27 = 0, 2P~ ! # 0 saglanir. Buradan
de? = paP~ldr =0

dir. Fakat K 'nin karakteristigi sifirdan farkl oldugundan pda?~! # 0 dir. Bu ise
dx’in tabanmn bir pargasi olmasiyla celigir. O halde M = (0) dir. ¢ € Min(R)

alinsin. Bu durumda
dim R/q = dim R = dim A,
saglanir ve I, bir cisim oldugundan

(L, ) = dimg, (R i) = Trdeg(Ry/K)
= dim R/q+ Trdeg(k(p)/K)
= dim A, + Trdeg(k(p)/K)
= dim, A

elde edilir
dim A, < edim A, esitligi her zaman saglanir. (20)’den ve varsayimdan
/UL(Q}% /i) = edim A, — dim A, + dim, A < dim,, A

olur. Buradan da

edim A, < dim 4,

elde edilir. Yani A, regiiler lokal halkadur.
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Sonug 2.5.4 A’min regiler olmast i¢in gerek ve yeter kosul QA/K ‘min projektif

A—modil olmasidir

Ispat. A regiiler olsun. Bu durumda p asal ideali icin A, regiilerdir ve 2.5.3’ten
sz K serbest ve dolayisiyla da projektiftir. Boylece pd(QlAp / ) = 0 elde edilir. Bu-
radan pd(Q} /) = 0 olur yani QL /i projektif A—modiildiir. Tersine QL /i projektif
A—modiil olsun.Bu durumda her p asal ideali i¢in leqp JK projektif ve dolayisiyla
serbesttir. Boylece 2.5.3’ten her p asal ideali icin A, regiilerdir. Buradan A regiiler
olur. m

A/K igin
A = K[XhXQ, 7Xn] /(Fl,FQ7 ;Fm) =K [.’L‘l,xg...,xn] (21)

gosterimi goz ontine alinsin. Burada z;, X;'nin A’daki goriintiisii, p € spec(A) ve &,

x;'nin k(p)'deki goriintiisidir. Ayrica g—f(’z’nin A’daki gortintiisii %% ile, k(p)’deki

goriintiisi ise %% ile gosterilsin. (21)’den

O i = P AdX; /U (22)

=1

olur. Burada U,

ZadeXi (k=1,..,m)

i=1 dz;
ile uretilir.
OFy OFy
R
J(p) =
IFm IFm
B

matrisine (21)’deki gosteriminin p noktasindaki Jakobien matrisi denir.
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Teorem 2.5.5 Her p € X icin asagidakiler saglanir:
(a) rank(J(p)) < n —dim, A
(b) p € Reg(A) olmast i¢in gerek ve yeter kosul
rank(J(p)) = n —dim, A
olmasudar.

Ispat. ,u(le% i) = edim Ay, + Trdeg(k(p)/K) saglanir. Diger taraftan (22)’den

O /P i = @D k(p)dX; /U

=1

olur. Burada U,

" OF,
;@&dxi (k=1,..,m)

ile tretilir. Boylece
M(Q,lqp /i) =n —rank(J(p))
elde edilir.
rank(J(p)) = n—pu(Qy k)
= n— (edim A, + Trdeg(k(p)/K)
= n—(edim A, — dim A,) — (dim A, + Tr deg(k(p)/K)
= n—0(4,) —dim, A

saglanir. Buradan

rank(J(p)) <n —dim, A

olur. Eger A, regiiler ise §(A,) = 0 olacagindan istenen esitlik elde edilir. m
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3 n.Mertebeden Diferansiyel Operatorler ve Evrensel

Modulleri

3.1 n. Mertebeden Diferansiyel Operatorlerin Temel

Ozellikleri

Tanim 3.1.1 R bir Ry—cebir ve M , N R—modiilleri verilsin. Ayrican € N olmak

tzere I, :={0,1,...,n} ile gosterilsin. Asagidaki kosullar: saglayan bir
D:M—N
donigimine n. meretebeden Ry— diferansiyel operator denir.
(a) D Ry — lineerdir.

(b) (Carpem kurali) ag,aq, ...,a, € R ve m € M ig¢in
S ()" ] aD([] ai)m) =0
HCIn icH i¢H

saglanar.

3.1.1(b)’deki garpim kural:

D(([Taym)=" > (D" TTaD((]] ai)m) (23)

i=0 HCIn,H#? i€H i¢H
olarak da yazilabilir.

M’den N’ye n. mertebeden tiim diferansiyel opertorlerin kiimesi Dy, ro(M, N)
ile gosterilir. Ozel olarak M = N = R almirsa R/Ry’m n.mertebeden tiim diferan-
siyel operatorlerinin kiimesi elde edilir ve Dy (R) ile gosterilir. Sifirdan kiigiik her
n € 7 i¢in

]né/Ro (M7 N) = O

olarak tanimlansin.

Ornek 3.1.2 Hern € N igin Homp(M, N) C Dy py (M, N) saglamar. D € Homp(M, N)

1¢in 3.1.17°deki carpim kuralinin saglandigr aciktur.
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Ornek 3.1.3 Homg(M,N) = D}S/RO(M, N) saglanwr. Gergekten de ag € R olmak

tzere n = 0 i¢in ¢carpim kuralr uygulanirsa
(=1)’D(agm) + (—1)'agD(m) = 0

olur. Buradan da

D(agm) = agD(m)

elde edilir. Yani

DY p,(M,N) C Homg(M,N)

olur ve 3.1.2 goz onune alimirsa istenen esitlik elde edilir.

Ornek 3.1.4 Derp (R,N) C Dh%/RO(R, N) olur. Ger¢ekten de ag,a,7 € R wve
D € Derp, (R,N) olmak iizere

D(apair) = ayrD(ag) + agrD(ay) + aga; D(r)
olur. Ayrica i € {0,1} i¢in
rD(a;) = D(a;r) — a; D(r)
saglamir. Boylece n =1 i¢in ¢arpim kural
D(apair) = agD(ayr) + a1 D(agr) — aga; D(r)

elde edilir. Yani D € DP}/RO (R, N) olur.
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Onerme 3.1.5 n sifirdan biyik bir tam sayr olmak tizere D € Hompg,(M,N)
alinsin ve a € R i¢in

[D,a] : M — N

donistumaii

[D,a] (m) = D(am) —aD(m) (m € M)
ile taniymlansin. Bu durumda
D e Dé‘/RO(M, N)
olmasy i¢cin gerek ve yeter kosul her a € R i¢cin

[D.a] € D7t (M, N)

olmasadar.

Ispat. D e Dy p,(M,N) ve a,, € R olmak tizere

(D, a,] ((:ﬁ: a;)m) = D(a, 7:1:[01 a;m) — anD((jI:[: a;)m)

= > (=DMT @i [Ds a (TT aim)

HCI,_1,H#? icH i¢H

saglanir. Buradan [D,a,] € D g/’RlO(M , N) elde edilir. Tersine her a € R igin

[D,a] € D};‘/}}O(M, N) olsun. a = a, olarak alimir ve [D,a,]’e ¢carpim kurali uygu-

lanirsa,

W%Mﬁmm)z > (=D i (D a) (TT aim)

HCIh 1, H#? icH i¢H
= > (=D)H T a;D(an [T aim)
HCIn—1,H#? icH i¢H
— > (—1)|H|*1 I ai-an D(T] a;m)
HCI,_1,H#? icH i¢H

olur. Buradan,

D(f{o a;m) = anD(ij[: a;m) + > (=DEEYTT aiD(ay [T aim)

HCI,_1,H£? ieH i¢H

- > (=D TT as.a, D( ] aim)

HCI,_1,H#? i€H i¢H

p(Jam = 3 D ] an(([] am)

=0 HCl,,H#? ieH i¢H
elde edilir. Yani D € Dg\p (M, N) olur. =

ve
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Sonug 3.1.6 Dpp (M, N), Homp,(M,N) nin bir alt R—modilidir.
ispat. Ispat n fizerinde tiimevarimla yapilacaktir. n = 0 i¢in
Btl/RO(M, N) = Homg(M,N)

olup bu bir R—modiildiir. Onermenin n — 1 i¢in dogru oldugu kabul edilsin.

fig€ D}fz/RO(]W7 N) ve r,s € R olmak tizere

f+g,r] = +9)r) —r(f+9) =1f,r]+]g,7]

saglanir. Burada [f, ], [g,7] € Dé‘/}}o(M, N) dir ve varsayimdan [f + ¢, 7] € Dé‘/}}o(M, N)

olur. Boylece f + g € Dy, ro (M, N) elde edilir. Diger taraftan,

[sf,r] = (sf)(r) =rsf = sf(r) —rsf=s[fr]
saglanir. [f,r] € D};‘/’RIO(M, N) oldugundan varsayimdan [sf,r] € Dg/’].t}o(M, N) dir.
Buradan sf € Dgp (M, N) elde edilir. =

Sonug 3.1.7 Her n tam sayisi i¢in

i/ry (M, N) € Dyt (M, N)

saglanar.
Ispat. Ispat n {izerinde tiimevarimla yapilacaktir. Sifirdan kii¢iik n tam sayilar:

icin D% /Ro (M, N) = 0 olarak tammlandigindan n < 0 igin teoremin ispati agiktir.

n=0ign D € D%/RO(M,N) = Hompg(M, N) olsun. a € R igin
[D,a] (m) = D(am) —aD(m) =0 € Homgr(M,N)

olur. Buradan D € Dy, /RO(M ,N) elde edilir. Onermenin n — 1 i¢in dogru oldugu
kabul edilsin. D € Dy p (M, N) olmak iizere her a € R i¢in 3.1.5’ten

[D,a] € Dy /g (M, N)

bulunur. Varsayundan [D, a] € Dy (M, N)'dir. Béylece D € D?/F}%O(M, N) saglanir.
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Sonug 3.1.8 M, N ve P R—modilleri verilsin. Buradan D € Dg)p (M,N) ve
D e Dyig, (N, P) diferansiyel operatorleri i¢in

D'oD e DJim(M, P)
olur.

ispat. Ispat m+n {izerinde titmevarimla yapilacaktir. Oncelikle, m+n = 0 alinsin.
Bu durumda D € Homg(M,N),D" € Homg(N, P) olur ve D" o D € Homg(M, P)
saglanir. m + n — 1 icin ifadenin dogru oldugu varsayilsm. D € D72 ' Ro (M,N) ve

D' ¢ D g g, (N, P) olmak iizere her a € R ve m € M igin

[D'oD,a] (m) = D'(D(am))—aD'(Dm)

= D'(D(am) — aDm) + D' (aDm) — aD'(Dm)
= (D' o[D,a] +[D',a] o D)(m)

olur. Boylece,
[Dl oD,a] =D o[D,a] + [D,,a} oD
elde edilir. Burada [D,a] € D]g/Rl (M,N), [D',a] € D;}RI(N P) dir ve tiimevarim

hipotezinden

[D oD a} € Dt (M, P)

olur. Yani D o D € Dgi (M, P) elde edilir. m
n herhangi bir dogal say1 olmak iizere n. mertebeden biitiin Ry—diferansiyel
operatorlerin kiimesi
Dpypy(M,N) = | D, (M

neN

ile tanimlanir. Benzer gekilde, M = N = R i¢in

olur ve DR (R) = Hompg(R, R) = R oldugundan bu bir R — cebirdir.
R bir Ry — cebir olmak iizere M ve N R—modiilleri verilsin ve Hompg,(M, N)

kiimesi M’den N’ye tanimh biitiin Ry — lineer dontigiimlerin kiimesi olsun.
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D € Homp,(M,N), r € R ve m € M olmak iizere
rD:m — rD(m)
ve
Dr :m — D(rm)

ile tanimlanan doéniigiimlerle Hompg, (M, N) bir R — R bimodiil olur. Herhangi bir
R halkasimin kendisi tizerinde tensor ¢carpimi R ® g, R goz oniine alinsin.

Ti,Tj, 8i,5; € R olmak tlizere

(Z i ® sl)(z r;®8;) = Z i1 @ 5i8;
i J Y]

ile tanimlanan iglemle R ®p, R bir Ry — cebir olur. Her r,s € R, m € M ve
D € Homp,(M, N) icin
(r®s).D:m — rD(sm)

bigiminde tanimlanan déniigiimle Hompg, (M, N) bir R® g, R—modiil olur. Tanimdan
[r(Ds)] (m) = [(r @ 5)D] (m) = [(rD)s] (m)
saglanir. Ayrica her a € R ve her m € M igin
[D,a]l (m) = D(am)—aD(m)
= Da(m)—aD(m)
= (1®a)D(m)— (a®1)D(m)
= (1®a—a®1)D(m)
bulunur. Buradan
[D,a]=(1®a—-a®1)D

elde edilir.
D, n. mertebeden herhangi bir diferansiyel operator olmak tizere 3.1.5teki onerme

g6z ontine alimirsa her rg,rq,...,7, € R i¢in

[ [[[D7r0] 7T1] 7702] 5 ---,Tn} =0

olur. Buradaki [...[[[D,ro],71],7m2],...,rs] ifadesi yerine kolayhk olmasi agisindan

[D,rg, 11, ..., 7] yazmlacaktir.
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I, R ®p, R'nin bir ideali olsun. n > 1 olmak iizere 7o, 7y, ...,7, € R i¢in "
ideali,
n

i=0
elemanlariyla tiretilir. Ayrica

n

[Taer-ren="3 )" mer,

i=0 HC{0,1,..n}

!/ . . .
olur. Burada H', H ’nin timleyeni ve rg = [ r'dir.
keH

Onerme 3.1.9 M ve N R—modiil olmak tizere D, M ’den N "ye Ry—lineer dontsum
olsun. Bu durumda D nin n. mertebeden bir Ry—diferansiyel operator olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul I "Y1 D = 0 olmasidar.

Ispat. D € Hompg, (M, N) olmak iizere , m € M ve ro,rq,...,7, € R i¢in

D€ Dy, (M,N) <= [D,ro,r1,....;r5] (m) =0
— ﬁ()(l@ri—riQZ)l)D (m) =0
= I ;“D =0
elde edilir. m
M bir R—modil olmak iizere R ®p, M tensor ¢arpimi goz ontine almsim. Her

r®sc Rp, R ver @m € R®pg, M icin
(ros)(r @m)=rr & sr

ile tanimlanan islemle R ®p, M tizerinde bir R ® g, R—modil yapis1 kurulabilir. O

zaman her n > 1 i¢gin R ®p, M/I""*(R ®g, M) boliim modiilii tanimhdur.
t: M — RQp, M
dontigimii i(m) = 1@ m ile
p:R®p, M — R@p, M | """ (R®@p, M)
dontigiimii ise p(r @ m) =r @ m + I""Y(R ®g, M) ile tamimlansim. O zaman
pi: M — R®p, M /| I"""(R®g, M)

dontigimi Ry — lineerdir.
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Onteorem 3.1.10 pi, n.mertebeden bir Ry— diferansiyel operatordiir.

Ispat. I "*pi =0 oldugundan 3.1.9’dan pi, n.mertebeden bir Ry—diferansiyel

operator olur. m

Ornek 3.1.11 s sabit bir dogal say olmak tzere

a = (ala ...,Oés) ’ ﬁ = (517 "'7ﬂs) € N°

alinsin. Ayrica

al=a;+ ...+ a,, ol =aq!...ay!
|al :

ile gosterilsin. R = Ry [X1,Xo, ..., X;] bir polinomlar cebiri ve 6; ; Kroneker Delta

fonksiyonu olmak tzere

0

= ox,

tR— R ,0(X;)=6;; i,7=1..s
ile tamamlansin. Bu durumda XP = X' XD X0 € R icin 8 = 8.9

o°(XP) = BB — a)lXP« , eger 3>« ise

0 , diger durumlarda

ile tanemly dondigim |a| . mertebeden bir diferansiyel operatordir.

72



3.2 n. Mertebeden Diferansiyel Operatorler ve Evrensel Modiilleri

Tanim 3.2.1 M ve N R—modilleri verilsin. Her K R — moduli ve her

f: M — K n. mertebeden diferansiyel operatori igin

M LK
A, L | id
N % K

diagrama degismeli olacak sekilde tek bir
a:N— K
R-modil homomorfizmasi var ise
AN, M — N

dontstimaine n. mertebeden evrensel diferansiyel operator denir.
Buradaki N modiiline M 'nin n. mertebeden evrensel diferansiyel operator modiliu denir

ve J,(M) ile gosterilir.
Teorem 3.2.2 M bir R—modil olmak tzere
M - R@p M -2 Rop, M | "' (R®p, M)

pi(m) =1®@m+ ["Y (R ®g, M) ile tanaml doniisiim n. mertebeden evrensel dife-

ransiyel operatordir.

Ispat. K bir R—modiil ve f M — K n. mertebeden herhangi bir diferansiyel
operator olsun.

F:Rr, M — K ,F(r®@m)=rf(m)

ile tanimlanan R—modil homomorfizmas1 F'7 = f kosulunu saglar. f, n. mertebeden

bir diferansiyel operator oldugundan I " f = 0 dir ve boylece

FI" Y R®g, M)) =0

saglanir. Buradan,

F:Rop,M | 1" (RRp,M) — K ,F(rem+I """ (Rog,M)) = F(r@m) = rf(m)
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ile tanimh ve F)p = F kosulunu saglayan tek bir F déniisiimii indirgenir. Ayrica
Fpi=Fi=f
saglanir. Yani pi diferansiyel operatorii evrenseldir. m

Teorem 3.2.3 M bir R—modiil olmak tizere A, : M — J (M) doniisiimii evrensel-

lik ozelligini saglasin. Bu durumda

o Jy (M) — J, (M)
dontisumii A;l = ao A, kosulunu saglar ve bir R—modiil izomorfizmasidar.
Ispat. A : M — J /(M) déniigiimii evrensellik ézelligini sagladigidan

’ !

M A, (M) M A, Ju(M)
A, | |id ve Al | id
T(M) o J (M) T (M) B Ju(M)

degismeli diagramlar1 vardir ve
aolA,=A, ve foA,=A,
saglanir. Buradan her m € M icin
Paln(m) = An(m)

ve

/

afl,(m) = A, (m)
olur. Diger taraftan, 1, ve 1 7/ (v birim dontgiimleri her m € M i¢in

L,onAa(m) = Au(m) ve 1;/0nA,(m) = A, (m)

esitliklerini saglar ve evrensel diferansiyel operatorin 6zelliginden a8 =1/, ve

Ba = 1;,m) elde edilir. Yani a bir izomorfizmadir. m
Onerme 3.2.4 M ve N R—modiilleri verilsin. Bu durumda
®: Hompg(J,(M),N) — Dg)p (M, N) (a0 — a\,)

dontstumi bir R—modul 1zomorfizmasidar.
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ispat. « € Hompg(J,(M),N) olmak iizere 3.1.8'den aA, € Dy g, (M, N) olur.
Jn(M) evrensel oldugundan ¢ ortendir. ®(a) = 0 olsun. O halde her m € M igin
aA,(m) = 0 olur. Yani o(J,(M)) = 0 dir ve buradan a = 0 elde edilir. Béylece

®’nin birebirligi elde edilmisg olur. m
Sonug 3.2.5 Dy (R, R) = Homp(J,(R), R) saglanr.

Asagidaki teoremde M herhangi bir R—modiil olmak iizere
Jo(R)=R®pg, R/ "™ ve J,(M)=R®gp, M /I (R®pg, M) arasmdaki iligki

gosterilecektir.
Teorem 3.2.6 M bir R—modil olsun. O zaman her r,s € R ve her m € M icin

Jo(M) — Jo,(R)@r M, r@sm+1""(R®p, M) — (r@s+I1""")@rm
ile tanamly doniisum bir izomorfizmadar.
Ispat. p: M — R®r M dogal izomorfizma olsun. Bu dontigiim

Jo(M) = J,(R®g M)
izomorfizmasini indirger. Tanimdan,
J(R®rM)=R®g, (ROg M) | "™ (R®p, (R®r M))

olur. Burada I ™! ideali rg, 71, ..., 7, € R olmak iizere

n

H(1®7’¢—7’¢®1)

1=0

elemanlar1 tarafindan iretilir. Diger taraftan,
]n+1(R®R0 (R@RM)) — ]n—i-l ®RM

oldugundan

Jn<R®RM>:(R®R0 R) ®RM/In+1 ®RM

olur ve buradan

Jo (M) =2 J,(R) ®r M

elde edilir. =
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Sonug 3.2.7 {M;},.; ve N R—modiilleri verilsin. Bu durumda asagidakiler saglanir:
(1) Jn(D M) = @ Jn(M;)
(i) {M;} R-modiillerin sonlu bir ailesi olmak tizere
,Q/RO(@ M;, N) = @DR/R (M;, N)
saglanar.
ispat.

(i) 3.2.6'dan J, (P M,;) = J.(R) @r(6D M;) olur. Buradan

Ju(R) ®r <€B M;) = @(Jnm) ®p M,;) = EB Jn(M,

elde edilir.

(ii) {M;} R—modiillerin sonlu bir ailesi olsun. 3.2.4’ten
Do (D M, N) = Homp(J.(ED M;), N)

olur. (z)’den

R/R (EBMZ,N) = HOmR(@Jn(Mi)7N)

@ HomR(Jn(Mz), N)
= @DR/R (M,,N)

elde edilir.

R®p, R— R (O a;®b; — > a;b;) ile tanimlanan doniigimden indirgenen
f:J(R)— R

doniigimi goz oniine alinsin.
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TI%/RO — [/[nJrl
olmak tizere Q% JRo = ker f olur. Buradan
dir. O halde
J(R) = R® Q% R,

elde edilir.
Ornek 3.2.8 Jyo(R) = R®g, R/I = R saglanr ve her a € R i¢in Ao(a) = a olur.

Ornek 3.2.9 Ji(R) = R& /1> = R& Q. olur. Her a € R igin
Ai(a) = a+dy g a elde edilir. Burada dyp @ R — Qp p 1.mertebeden diferan-

siyel operatordir.

Onerme 3.2.10 R/Ry bir cebir ve n bir pozitif dojal say olmak tizere J,(R) nin

sonlu tdretilmis olmas i¢in gerek ve yeter kosul Qy /Ro in sonlu tretilmis olmasidar.

Ispat. n = 1 icin Ji(R) = R & Q3 /r, ©oldugundan énermenin dogrulugu agiktur.
n > 2 igin J,(R) sonlu iiretilmis olsun.

R ®R0 R/]nJrl

™ Ju(R) = R®p, R/I™ — [2/1n+1

dogal homomorfizmas goz éntine almirsa J; (R) = Qp, /Ry @R, Jn(R)nin homomor-
fik goriintiisii oldugundan sonlu {iretilmistir. Buradan QF /Ro sonlu tretilmis olur.
Tersine Q}% IRy = I/I? sonlu iiretilmis olsun. Tiimevarimla /1™ sonlu tiretilmistir.

Buradan J,(R) = R® /1" R—modiil olarak sonlu iiretilmis olur. m
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3.3 Bolum Halkalarinin ve Lokal Halkalarin Evrensel

Diferansiyel Operatorleri

R ve S birer Ry—cebir olmak iizere h : R — S bir cebir homomorfizmas: olsun.
Ayrica A, : R — J,(R) ve 0, : S — J,(5) swrasiyla R ve S 'nin n. mertebe-
den evrensel diferansiyel operatorleri olsunlar. Bu durumda J,(S)nin R—modiil
yapist goz oniine ahnusa d,h € Dy)p (R, Jo(S)) elde edilir. J,(R)nin evrensellik

ozelliginden

R — S
AV 1l On

J(R) 25 J.(9)
diagrami degismeli olacak sekilde
h* o Ju(R) — J,(S5)
R—modiil homomorfizmasi vardir. Bu doniigtim yardimiyla
0:S@p Ju(R) — Ju(S), 00 s @A (ri)) = siou(h(r:)) (si € S,r; € R)
S—homomorfizmasi tammlanabilir. 7, R'nin bir ideali olmak tizere S = R/I alinsin.
R/I ®g Jo(R) = J,(R)/1J,(R)

izomorfizmasi goz oniine alinarak s; € S ve x; € R olmak tlizere 0 dontisuimii

o( _ il (7)) = Zsién(x_i)

7 2

ile tanimlanir.

Onerme 3.3.1 R bir Ry—cebir olmak tizere I, R’nin, bir ideali ve S = R/I olsun.
Ayrica N, J,(R) 'nin x € I i¢in A, (z) elemanlaryla tretilen bir alt modili olsun.

Bu durumda R/I-modillerin
0 — N+ LJ(R)/1u(R) — Ju(R)/TJu(R) = Jo(R/T) — 0

dizist tamdar.
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ispat. (jnermeyi ispatlamak i¢in
N+ 1J,(R)/IJ,(R) = kerd

oldugunu gostermek yeterlidir. #’nin tanimindan 6 ortendir ve

N +1J,(R)/1J,(R) C ker 6 saglanir. Boylece 6 yardimiyla tek bir
0 Ju(R)/1J,(R) | N+ LJu(R)/1J,(R) — Jo(R/T)

R/I—homomorfizmas1 indirgenir ve ker§ = ker /N + I.J,(R)/IJ,(R) saglanir.

ve my dogal dontigiimler olmak tizere
R 25 Jo(R) 5 Jo(R)/1Ju(R) =% Jo(R)/1Ju(R) | N + 1J(R)/1J,(R)

dizisi goz oniine alinsin. Bu durumda 3.1.8’den mom A,, doniigtimii n.mertebeden bir

diferansiyel operatordiir. Diger taraftan her x € I igin mem A, (x) = 0 oldugundan
D:R/I — Jo(R)/IJu(R) /| N + IJ,(R)/IJ,(R)
n. mertebeden diferansiyel operatorii indirgenir. J,,(R/I) nin evrensellik 6zelliginden
U Jo(R/T) — Jo(R)/IJu(R) | N + IJ,(R)/1J.(R)

R/I—homomorfizmas1 vardir.

Uh =1

saglandigindan @ birebir doniisiimdiir. Buradan
ker@ C N+ IJ,(R)/1J,(R)
elde edilir. m

Onerme 3.3.2 R bir Ry — cebir ve S, R’nin carpimsal kapaly bir alt kiimesi olmak
tzere A, R’den bir M Rg—modiiliine taniml n. mertebeden bir diferansiyel operator

olsun. Bu durumda

\IJIR—>RS

halka homomorfizmasy icin Rg’den M ’ye tanimlanan n. mertebeden diferansiyel

operator tek olarak belirlidir ve 0¥ = A saglanar.
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Ispat. [M.E.Sweedler, (1974), Thm.13.2] =

Onteorem 3.3.3 M bir Rs—modiil olmak tizere §, Rg’den M ’ye tanimli n.mertebeden

bir diferansiyel operatér olsun. Her r € R i¢in 6(r/1) = 0 saglanwyor ise § = 0 olur.

ispat. Ispat n tizerinde tiimevarimla yapilacaktir. n = 0 icin 8, Rg—modiil homo-
morfizmasi olur ve dolaywisiyla r/s € R/S igin 6(r/s) = 1/s §(r/1) = 0 dir. Yani
0 = 0 elde edilir. n > 0 olsun ve mertebesi n’den kiiciik diferansiyel operatorler icin

onerme dogru olsun. r/1,s/1 € Rg alinsin. Buradan

10,7/1] (s/1) = 0(rs/1) —r/16(s/1) =0
egitligi vardir. Ayrica
[0,r/1] € D' (Rs, M)

oldugundan tlimevarim hipotezinden her r/1 € Rg i¢in [0,7/1] = 0 elde edilir.

Ayrica
[0,7/s] =[0,r/1]1/s —r/s]d,s/1]1/s

esitligi goz oniine alinirsa [d,7/s] = 0 olur. Buradan da § = 0 bulunur. =

Teorem 3.3.4 R bir Ry—cebir ve S, R’nin ¢carpimsal kapali kimesi bir alt kimes:
olsun. J,(Rs), Rsnin n. mertebeden evrensel diferansiyel operatér modili olmak
uzere

Jn(Rs) = Rs @r Ju(R)
saglanar.

Ispat. Jn(R)s & Rs®pJ,(R) oldugundan teoremi ispatlamak igin J,,(Rgs) = J,(R)s

oldugunu gostermek yeterlidir. R’'nin n. mertebeden evrensel diferansiyel operatori
A, R— Ju(R)
olmak tizere
U:J,(R) — Ju(R)s ,¥(m)=m/1 (me€ J,(R))

ile tamimlanan kanonik doéniigiim goz éniine alinsin. J,,(R)s'nin Rg’nin n. mertebe-

den evrensel modiilii oldugu gosterilecektir.

Ap v

R =% J,(R) — J.(R)s
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doniigiimleri i¢in 3.1.8’den W o A,,, R’nin n. mertebeden diferansiyel operatorii olur.
3.3.2’den
0: RS — Jn(R>S

n. mertebeden diferansiyel operatorii vardir ve her » € R igin 0(r/1) = WA(r)

saglanir. N bir Rg—modiil ve D € Dy (Rs, N) olmak iizere
d:R— N, d(r)=D(r/1)

ile tanimlansin. Bu durumda d, n. mertebeden bir diferansiyel operatordiir. J,,(R) nin
evrensellik ozelliginden

a:Jp(R) — N

tek bir R—modiil homomorfizmasi vardir ve oA = d saglanir. Buradan e doniigiimii yardimiyla
a:Jy(R)s — N, &(m/1) = a(m) (m € J,(R))
tek bir Rg—modil homomorfizmasi indirgenir. Her r € R icin
D(r/1) —adé(r/1) =0

olur. Boylece 3.3.2’den D — & = 0 yani D = &6 elde edilir. m
Sonug 3.3.5 M bir R—modil olmak tzere

Jn(Mg) = Jo(M)s
saglanar.

ispat. 3.2.6 ,3.34ve M ®g R= M izomorfizmas1 goz oniine alinirsa

Jn(Ms) = Ms @rg Ju(Rs)

= Ms ®rs (Rs ®r Jo(R))
Mg ®g J.(R)
Rs ®@r (M ®g Ju(R))
Rs ®pg J, (M)
= Ju(M)s

I

1%

12

bulunur. Buradan istenen elde edilir. m
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Ornek 3.3.6 R = R, (X1, Xo, ..., Xi] bir polinomlar cebiri olsun ve 3.1.11°deki géste-

rimler goz onune alinsin. Bu durumda
on: R — Ju(R)
R’man n. mertebeden evrensel diferansiyel operatorii olmak tzere J,(R) tabans
{0,(XY) : X = X" X8, Jof <n}
olan bir serbest R—moduldir.

Ornek 3.3.7 R, (X1, X, ..., Xi] polinomlar halkasinin kesirler cismi K = Ry(Xq, ..., X;)
dir. O halde J,(K), bir tabana

{6,(X7) - X7 = X7 XD |6 < n}
olan bir K — vektor uzaydir. Burada
on: K — J,(K)

K 'nin n. mertebeden evrensel diferansiyel operatoridiir.
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3.4 Cisim Genislemelerinin Evrensel Modiilleri

Bu boliimde afin bolgelerinin kesir cisimlerinin evrensel modiilleri karakterize edile-

cektir. k ile karakteristigi 0 olan bir cisim kastedilecektir.

Teorem 3.4.1 L ve K , k’'min K C L kosulunu saglayan cisim genislemeleri ol-
sunlar. 0, : K — J,(K) , A, : L — J,(L) swraswla K ve L 'nin n. mertebe-
den evrensel diferansiyel operatorleri olmak tizere eger L, K 'nin sonlu boyutlu bir

genislemesi ise

0 LRk Jo(K) — Jo(L), D> 4i®bu(r) — > Ll (x;)
dontistima bir izomorfizmadar.
Ispat. [M.E.Sweedler ,(1974), Thm 13.12] =

Onerme 3.4.2 L, bir k cismi uzerinde transendental tabany X1, X, ..., X olan bir

afin bolgesinin kesirler cismi olsun. Bu durumda
A, L — J,(L)
n.mertebeden evrensel diferansiyel operator olmak tzere J,,(L) tabana
{A,(XY): X=X . X |a] <n}
olan bir vektor uzayidar.

ispat. K = k(Xy, Xs, ..., X;) olsun. Buradan L, K iizerinde sonlu boyutlu bir cisim

geniglemesi olur. Diger taraftan J,(K) tabani
{0,(X%) : X=X XS, ol <n}
olan bir K — vektor uzayidir. O halde L ®g J,(K),
{1®6,(XY) : X¥=X{"... X, |a| <n}
tizerinde bir L— wvektor uzay: olur. Bir onceki teoremden
{A,(XY) : X=X . X |a] <n}

kiimesi .J,, (L) nin bir tabani olur. m
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Sonug 3.4.3 L, bir k cismi tzerinde transendental tabant X1, Xo, ..., X, olan bir

afin bélgesinin kesirler cismi olsun. O zaman K = k(X1, Xo, ..., Xs) olmak tzere
L@k D" (K,K)=D"(L,L)
izomorfizmast vardur.
Ispat. J(K) sonlu boyutlu bir vektor uzay: oldugundan
L®g (Homg(J,(K),K)) = Homp(L ®k J,(K), L)
saglanir. 3.4.1’den
L®x Homg(J,(K),K) = Homp(J,(L), L)

olur. Ve 3.2.4’ten
Lex D"(K,K)= D"(L,L)

elde edilir. m
Boylece bu son sonug¢ yardimiyla K'nin n. mertebeden herhangi bir diferansiyel

operatorii L'nin bir diferansiyel operatorii olarak goriilebilir.
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3.5 Evrensel Modiiller ve Vektor Uzaylar Arasindaki ili§ki

Bu bolumde k bir cisim ve R bir k—cebir olmak tizere R’nin n.mertebeden dife-

n+1

ransiyel operatériiniin evrensel modiili ile R/m"™*! R/m—vektér uzay1 arasindaki

iligki incelenecektir. Burada R/m, R'nin kalan cismidir.

Onerme 3.5.1 R bir k—cebir ve m, R nin maksimal ideali olmak iizere R/m =k

olsun. Bu durumda

D%(R, k) = Homy(R/m™ k)

saglanar.
Ispat. D € D (R, k) olmak iizere D(m™"') = 0 dir. Boylece
™: R — R/m"t
dogal homomorfizma olmak iizere D doniigiimi yardimiyla
D:R/m"™ —k
k—lineer déniigiimii indirgenir ve D7 = D saglamr. Buradan
®: DE(R, k) — Homp(R/m"™ k) , ®(D)=D

iyl taniml doniigiimii elde edilir. Simdi ®’nin istenen izomorfizma oldugu gosterile-

cektir. (D) = 0 olsun. Bu durumda her r € R igin

0= D(7) = Dr(r) = D(r)

olur. Yani D = 0 dir. Diger bir deyisle ® birebirdir. o, k—lineer doniigiimii R/m"™ !’ den

k’ya tanimlh bir dontigiim olmak tizere
R R/m"™ 25k

doniigiimleri i¢in ar € Homy(R, k) olur. rg,ry,...,7, € R almsin. Bu durumda

x; € m ve {; € k olmak tlizere r; = x; + {; olarak yazilabilir. Diger taraftan

lam, 10,71, ..y 0] = [T, 20, X1, ..., Ty
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oldugundan

lam, 19,71, ..., Tn] (1) =0

ve dolayisiyla ar € DpE(R,k) elde edilir. Ayrica ®(anm) = « saglandigindan @

ortendir. m

Sonug 3.5.2 R bir Noether k—cebir ve m, R’nin bir maksimal ideali olmak tzere

R/m = k olsun. Bu durumda
Jo(R) @p k= R/m"*?
saglanar.
Ispat. 3.2.4'ten D}.(R, k) = Homp(J,(R), k) dir. Ayrica
Hompg(J,(R), k) = Homy(J,(R) Qg k, k)
izomorfizmasi goz ontine alinsin. Diger taraftan bir 6nceki 6nermeden
Homy(R/m" ™ k) = Homy(J,(R) g k, k)

saglanir. R, Noether oldugundan R/m™"! sonlu boyutlu bir k—vektor uzayidir.
Boylece
Jo(R) ®p k = R/m" ™

elde edilir. Burada
U:J,(R)®rk — R/m"t!

izomorfizmasi s; € k olmak tizere

\I’(Z TzA(l‘,) ® Si) = (Z 7“2‘81‘%) + mntl

7 7

ile tanimhdir. m
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3.6 Regiiler Cebirlerin Evrensel Modiilleri

R, lokal ve Noether bir k—cebir olmak iizere R'nin maksimal ideali m ve R/m =k

olsun.

Onteorem 3.6.1 M sonlu uretilmis bir R—modul olsun. Bu durumda M 'nin pro-
jektif olmasy igin gerek ve yeter kosul M 'nin yerel projektif olmasidur. (locally pro-

jective)

Ispat. M’nin homolojik boyutu hd(M) ile gosterilmek iizere hd(M) = 0 ise M

projektiftir. Ayrica
hd(M) = Supy, {hd(M,,) : m, R'nin maksimal idealidir}
esitligi goz ontine alinirsa istenen elde edilir. m

Onerme 3.6.2 R halkas boyutu s olan regiler, lokal bir k—cebir ve m, R’nin
bir maksimal ideali olmak tizere k = R/m olsun. Bu durumda J,(R), serbest bir

R—modul olur.

ispat. {z1,...,x5}, m idealinin bir iirete¢ kiimesi olsun. Bu durumda
{z*+m"" 1 || < n}

kiimesi R/m™™V’in bir k — tabans olur. 3.5.2’den J,,(R) ® R/m,
[Aua™) @1 || < n}

tizerinde bir k—vektor uzayidir. Burada A,, : R — J,,(R) doniigiimii n.mertebeden

evrensel diferansiyel operatordiir. Nakayama Lemma’dan
{An (%) : |a] < n}

kiimesi J,(R) i¢in minimal tirete¢ kiimesidir. Diger taraftan, R'nin kesirler cismi L

olmak tlizere
0: Lo J,(R) — J,(L), (1A, (%) =A,(z)
izomorfizmasindan
rankJ,(R) = u(J,(R))

elde edilir. 2.5.2’den, J,,(R) serbest bir modiildiir. m
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Sonug 3.6.3 R, boyutu s olan regiiler, lokal k— cebir olsun. Eger F serbest R—moduil
ise Jn(F) serbesttir.

Ispat. m, R’nin bir maksimal ideali olmak tizere {xi,...,z5}, m idealinin iireteg

kiimesi olsun ve {e;} ailesi, F' serbest modiiliintin bir tabani olsun. Bu durumda
{An(z%) @i - o] <n}
kiimesi J,(R) ®g F'nin bir tabani olur. Diger taraftan, 3.2.6’dan
®: J,(R)®@p F — J,(F)

izomorfizmas1 vardir. Boylece

on : F'— J(F)
F’nin evrensel diferansiyel operatorii olmak iizere

[6u(a"€,) : || < n}

kiimesi .J,(F")’nin bir tabanidir. m
Teorem 3.6.4 R regiiler bir afin cebir olsun. Bu durumda J,(R), projektif R—modiildir.

ispat. m, R'nin maksimal ideali olsun. Buradan R,,, bir regiiler lokal cebir olur.

3.6.2’den J,,(R,,) serbesttir.

izomorfizmasi ve 3.6.1 goz 6ntine alinirsa J,(R) bir projektif modiil olur. m

Teorem 3.6.5 R bir regiler afin cebir olmak tizere F' projektif olsun. Bu durumda

Jn(F) projektiftir.
ispat. 3.3.5’ten m, R’nin bir maksimal ideali olmak tizere
Jn(Ep) = Jo(F) @p Ry,

izomorfizmasi vardir. F, bir R,,—modiil olmak tizere 3.6.3’ten J,(F},) serbesttir.
Boylece J,(F), yerel projektiftir ve 3.6.1’den J,,(F) projektiftir. m
Yukaridaki teoremden eger R regiiler bir afin cebir ise her n > 0 i¢in J,(R)

projektif ya da denk olarak hd(J,(R)) = 0 olur.
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Onerme 3.6.6 R =k (21, ..., k5] bir polinomlar cebiri ve I = (fi, ..., fm), R’nin bir
ideali olsun. L, J,(R) nin

{A(zf):i=1,...m , |a| <n}
kumesiyle uretilen alt modili olsun. Bu durumda
A, R— Ju(R)
R’nin n.mertebeden diferansiyel operatori olmak tzere
RA,(I)C L+ 1J,(R)
saglanar.

Ispat. A, k—lineer bir déniigiim oldugundan her ¢ € R icin A, (fig) € L+ 1J,(R)
oldugunu gostermek yeterlidir. g € R alinsin. Bu durumda a,,bg € k ve |a| > n ,

|3 < n olmak tizere
g= Zaax“ + Zbgﬂfﬁ
a B

olarak yazilir. Boylece

An(fig) = ZaaAn(xafi) + Z b (2" ;)
B

07

elde edilir. Burada > bsA,(z°f;) € L dir. Diger taraftan, A, € D%(R, J.(R))
B

oldugundan c¢arpim kuralindan ¢, ¢, € R ve |e| < n ve |y| < n olmak fizere

(a*fi) = Zsos xﬁﬂ@Z%

saglanir. Bunlar1 bir onceki denklemde yerine yazarsak,

g)zzzaagps :sz +ZbﬁA x fz +fzzzaa(p’y

olur ve A, (fig) € L + I.J,(R) bulunur. Yani RA,(I) C L + IJ,(R) elde edilir. m
R = k|xy, ...,z bir polinomlar cebiri ve I = (fi, ..., f), R'nin bir ideali olmak
tizere S = R/I olsun. 3.3.1’den S—modiillerin

0 — RAL(I) + IJy(R)/IJ,(R) —> Jo(R)/IJ(R) — J.(S) — 0

tam dizisi vardir.
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Onerme 3.6.7 RA,(I) + I1J,(R)/1J.(R) modiili
{An(xf)+ T (R):i=1,....,m, |a| <n}
kiimesi tarafindan S—modil olarak tretilir.
Ispat. L modiilii .J,(R) nin
{A,(zf):i=1,...,m , |a] <n}
kiimesi ile iiretilen alt modiilii olmak iizere L + I.J,(R)/IJ,(R),
{Au(zof)):i=1,...,m, |a| <n}
kiimesi tarafindan iiretilir. Son 6nermeden RA,,(I) C L+ I.J,,(R) oldugundan
L+1J,(R)/1J,(R)=RA,(I)+ 1J,(R)/1J,(R)

elde edilir. m

Sonug 3.6.8 6, : R/I — J,(R/I) , R/I’'nin n. mertebeden evrensel diferansiyel

operatori olmak uzere J,,(R/I),
{00z + 1) : || < n}

kiimesi tarafindan dretilir ve (A, (x® f;) + IJ,(R)) = 0 esitligi saglanar.
Ispat. 3.3.6’dan J,(R), tabam

{An(2?) : |a] < n}
olan serbest bir modildiir. Buradan J,,(R)/IJ,,(R), tabani

{Anu(a) : o] < n}
olan serbest R/I—modiildiir. Boylece J,(R/I),

{0(8u (%)) : Ja] < n} = {6u(2 + 1) : o] < n}

kiimesi tarafindan tiretilir. Ifadenin son kismi i¢in bir onceki 6nerme goz Oniine

alinirsa istenen elde edilir. m
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Ornek 3.6.9 ([3]) R = k[z,y] polinomlar cebiri ve I, R'nin f = y> — x* elemam
tarafindan dretilen bir ideali olsun. S = R/1 alinsin. Simdi siraswyla J1(S), Jo(S) ve
J3(S) yi bulalum.

(i) J1(S) : F, tabam
{A1($)7A2(y)aA1(1)}

kiimesi olan serbest bir S—modiil ve N modiilii de A;(f) eleman1 tarafindan tiretilen

F’nin bir alt S—modilu olmak tizere
A(f) = Al(y2 — ;1:3) =2y (y) — 3x2A1(aj) + $3A1(1)

olur ve 3.6.8 kullamlarak J;(S) = F/N elde edilir. Diger taraftan, rankJ;(S) = 2
oldugu i¢in
rankN = rankF —rankJ;(S) =3 —-2=1

olur ve lemma 2.5.2’den N bir serbest S—modildir. O halde S—modillerin
00— N—F— Ji(S)2F/N —0

tam dizisi J;(S) nin serbest ¢oziintirlik (free resolution) dizisi olup hdJy(S) < 1
olur.

(ii) Jo(S): F', tabam
{A2($2)aA2(92>»A2($9)7A2(I)7A2(y>»ﬁ2(1)}

kiimesi olan serbest bir S—modiil ve N, {Ax(f), As(zf), Ao(yf)} elemanlarin ile

firetilen F'niin bir S—modiilii olsun. Oncelikle Ay(f)’yi bulalm.
Do(f) = Doy — 2°) = Da(y?) — Do(a?)
olur. Diger taraftan, [As, x, z, z] = 0 oldugundan
[Ag, 2,2, 7] = Ag(2?)—2L02® —2Dpr? + 02 Doz — 2 Ao +2° Apr+2° Apr+2° Az —2° Ay (1) = 0

olup buradan

As(2?) = 30lq92” — 322 A + 22 — 22 Ay(1)

elde edilir. Bunu yukaridaki egitlikte yerine yazarsak,

As(f) = Do (y?) — 3xlo(2?) + 302 Ag() — 23 A5(1)
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bulunur. Benzer sekilde,

ANo(zf) = xAo(y?) — 6220 (%) + 2yAs(zy) + Tz Ao (z)
—2xyAs(y) — 22 Ay(1)
Do(yf) = —3xyla(r?) + 3yAa(y®) — 322 Ag(zy) + 62°yAs(y)
—y*Qs(y) — 2%y As(1)
olur ve 3.6.8'den J,(S) = F' /N’ dir. rankJ,(S) = 3 oldugundan rankN" = rankF' —
rankJy(S) = 6 — 3 = 3 olur. O halde 2.5.2’den N, serbest S—modiildiir. Boylece

0—N S F S F/N —0

tam dizisi J2(5) igin bir serbest ¢oziiniirliktiir ve hdJ2(S) < 1 bulunur. Burada 7
doniigimi dogal homomorfizma ve ¢ dontigiimii ise

-3z 1 0 322 0 —a3

—622 2y T3 —2xy —2xt

—3zy 3y —32% 62%y —y* 223y
matrisi ile belirlidir.

(iii) J5(S): F", tabam
{As(z'y?): 0, =0,1,2,3;0 <i+j <3}

kiimesi olan serbest S—modiil ve N modiilii

As(f) = As(y?) — As(a?)
As(zf) = As(ay?) —dxAs(2®) + 622A3(2?) — 4a3A3(z) + 24 A3(1)
Az(z%f) = 2zA3(xy?) + 2yAsz(2?y) + 1923 Ag(2?) — 1022 Az(23)
= —22A3(y?) — deyAs(zy) + 22%yAs(y) — 1322 Asz(x) + 325 As(1)

As(yf) = Ds(y’) — 3xls(2%y) — yAs(a®) + 3zyAs(2?) — 327 Ay (wy) — 327 Ay(y)
—3a?yAs(z) + yr’As(1)

As(y’f) = 4yAs(y’) — 327As(zy?) — 6ayAs(2y) + 62y>Ay(2°) — 2°Ag(2?)
—423A3(y?) + 1222y Az(zy) — 2yx3As(y) — 92°As(x) + 328 As(1)

Az(wyf) = 2A3(y°) + 3yAs(wy?) — 622 Ag(2%y) + 122°yAz(2?) — dzyAs(2?)
—3zyAsz(y?) + 523 As(zy) — 1adyAz(z) + 3ztyAs(1)

elemanlariyla tiretilen bir alt modiiludiir.

rankN" = rankF" —rankF"/N" =10 -4=6
92



olmak {izere N ' modiilii 6 eleman tarafindan iiretilir.Buradan, N” modiilii rank: 6

olan serbest bir modiil olur. Boylece
0 _ N// L F// L FII/N// N 0

tam dizisi J3(R) i¢in bir ¢oziiniirliik olur. Burada ¢ doniigiimii,

—1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
—423 0 0 1 0 62 0 —4a3 0 x?
—102% 0 2y 20 —4xy 192° —2% 132 22%y  32°
-y 1 =3z 0 322 3ay 0 =32ty -2 a3y
—2® 4y —6xy —32? 122%y 62 43 —92° 223y 3a®

—4ry x —62° 3y 5r3  122%y —3zy —1lady 0 3ty

matrisi ile belirlidir.

93



3.7 Evrensel Turev Modulleri

Bu boliimde R bir Rg—cebir olmak iizere R’'nin R, iizerinde n. mertebeden tiirev
modiilleri ve evrensel tiirev modiilleri tanimlanacak, ayrica n.mertebeden tiirev
modiilleri ile n.mertebeden diferansiyel operatér modiilleri arasindaki iligki verile-

cektir.
Tanim 3.7.1 M bir R -modil olsun.
{D € D} g, (R,M): D(1) = 0}

ile tanamlanan kiimeye n. mertebeden tiirev modiilii denir ve Derly, (R, M) ile gosteri-
lir.
Onteorem 3.7.2 J,(R), n. mertebeden diferansiyel operatoriin evrensel modiilii ol-

sun. Bu durumda J,(R), ranki 1 olan serbest bir modilin dik toplamadur.

Ispat. 1z : R — R birim déniigiim ve A, : R — Jn(R) evrensel diferansiyel

operator olsun. J,(R)nin evrensellik 6zelliginden,

R 25 R
AN T f
T.(R) " 1 (R)

diagrami degismeli olacak sekilde tek bir
f:Ju(R)— R

R—modiil homomorfizmasi vardir. Bu doniisiim 6rtendir ve fA, (1) = 1 olur. Diger
taraftan R halkasi R iizerinde serbest ve dolayisiyla da projektif oldugundan 6yle
bir

g: R— Ju(R), g(r) = rAn(1)

R—modil homomorfizmas: vardir ki
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diagrami degismeli olur. x € J,(R) alinsm. Bu durumda

r=(x—gf(x)+gf(x)

esitligi vardir ve
flz—gf(z)) =0

saglanir. Buradan

Jn(R) = ker f + RA,(1)
elde edilir. x = rA, (1) € ker f N RA,(1) olsun.

0= f(x)=rfA,(1)=r
bulunur. Yani x = 0 dir. Boylece

Jo(R) =ker f & RA, (1)
olur. m
Onerme 3.7.3 M bir R—modiil olsun ve

p i Ju(R) — ker f

dogal dontsumi verilsin. Bu durumda

(i) pA,, n.mertebeden bir diferansiyel operatordiir ve pA,(1) = 0 saglanar.

(ii)) D € Der (R, M) olsun. Bu durumda

R 2 wm

ker f - M

diagrama degismeli olacak sekilde tek bir
akerf — M

R—modul homomorfizmasi vardar.
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ispat.

(i) An € Dy /g (R, Ju(R)) vep € DOR/RO(Jn(R),ker f) oldugundan 3.1.8’den
pA, € Dy, ro (% ker f) olur. Burada p homomorfizmasimin gekirdegi RA,, (1)
olur. Boylece pA,, (1) = 0 saglanir.

(ii) D € Deryp (R, M) almsm. Bu durumda J,(R)nin evrensellik 6zelliginden

R 2 wm

J(R) L M

diagrami degismeli olacak sekilde tek bir
B:R— Ju(R)

R—modiil homomorfizmasi vardir ve G(A, (1)) = D(1) = 0 saglanir. Béylece

R 2 M
Anl Y

JJ(R) L M
pl L1y

ker f = M

diagrami degismeli olacak sekilde tek bir
a:ker f — M

R—modil homomorfizmas: vardir.

Tanim 3.7.4 ker f := Q’]%/RO moduline R’nin Ry—tzerinde n. mertebeden evrensel
tiirev moduld denir. Ayrica, pA, doniisimine n. mertebeden evrensel tirev opera-

tori denir ve d’é/Ro ile gosterilir.
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Onerme 3.7.5 Jn(R) min projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q%/RO in pro-

jektif olmasidar.

Ispat. J,(R) projektif olsun. Bu durumda P & .J,(R) dik toplami serbest R—modiil
olacak sekilde P, R—modiilii vardir. J,(R) = R ® Qf p oldugundan Qf , bir
serbest R—modiiliin dik toplananidir, dolayisiyla €27, /Ro projektiftir. Tersine, 7, /Ro

projektif olsun. Bu durumda F' serbest R—modiil olmak tizere
= QZE/RO S Q
olacak gekilde ) R—modiilii vardir. Buradan
FOR=Qp ®QOR
olur ve F' @ R serbest oldugundan J,,(R) projektiftir. m
Onerme 3.7.6 M bir R—modiil olsun. Bu durumda
/Ry (1, M) = Dery (R, M) & M
1zomorfizmasy vardur.
ispat. 3.2.4'ten
#/ro (12 M) = Hompg(J,(R), M) = Homp(Qpp, ® R, M)
olur. Buradan
Hompg(Ju(R), M) = Hompg(2g g, M) ® Homp(R, M)
saglanir. 3.7.3’ten ve Hompg(R, M) = M oldugundan
R/ (1, M) = Dery (R, M) @& M
izomorfizmasi elde edilir. m

Ornek 3.7.7 R karakteristigi 2 olan bir halka olmak tizere R[x,y| polinomlar cebiri
¢cm
Ry = Rlz,y]/(z* +y*)

halkasy goz oniine alinsin. Bu durumda

Rdx + Rdy
O g = ot T Ryt R
Fa/Ro (2dx + 2dy) [idz + fidy

bulunur. Yani Q}ﬁ/RO, serbest R—modildir. Ayrica Jy(Ry) = Q}%l/Ro@R oldugundan
J1(Ry) serbesttir ve dolaysiyla pd Jy(Ry) = 0 bulunur.
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