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OZET

TEZ BASLIGI: BiR ELIPSTE ANALITIK VE BIREBIR OLAN FONKSIYONLARIN
FABER KATSAYILARI ICIN UST SINIRLAR

YAZAR ADI: Tugba YAVUZ

Bu tezde,

bolgesinde analitik ve birebir olan fonksiyonlarin Faber katsayilarinin uygun lineer
kombinasyonlar1 i¢in keskin sinirlar elde edilmistir. Bu esitsizlikler, birim dairede analitik ve
birebir fonksiyonlarin olusturdugu siniflara ait olan klasik katsay1 esitsizliklerinden
faydalanilarak elde edilmistir. Ayn1 zamanda, her sinif i¢in elipsin invaryant dénmelerinin de

sayist olan iki extremal fonksiyon elde edilmistir.

Tezin ilk kisminda, problemin tarihgesi ve ortaya konulusundan bahsedilmistir. ikinci
boliimde ise, Faber katsayilarinin tanimi ve Faber serisinin 6zellikleri verilmistir. Son olarak,
tigiincili boliimde ise, birim dairedeki fonksiyon siniflarina paralel olarak E, bolgesinde
analitik ve birebir olan fonksiyonlarin olusturdugu siniflar tanimlanmistir. Ayrica, bu siniflara

ait fonksiyonlarin Faber katsayilarinin uygun lineer kombinasyonlarina ait ist sinirlar ile

ilgili teoremler ispatlanmustir.



SUMMARY

THESIS TITLE: UPPER BOUNS FOR THE FABER COEFFICIENTS OF

THESIS AUTHOR: Tugba YAVUZ

In this thesis, sharp bouns for certain linear combinations of Faber coefficients of functions

analytic and univalent in

are obtained. This result is obtained by using the classical coefficient inequalities in certain
class of analitic and univalent functions in unit disc. At the same time, two extremal functions

for every class which is the same number invariant rotation of elipse are obtained.

In first part of thesis, the history of this problem and display exist. In the second part,
definition of the Faber coefficient and property of Faber series is stated. Finally, in third part,
certain classes of analytic and univalent functions in E, are defined analogously the class of
analytic and univalent functions in the unit disc. In addition to, theorems about sharp bounds
of the certain lineer combinations of Faber coefficients of functions in these classes are

proved.
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ETZ{(%?J)ERQZ le S+ y21 - <1,r>1}
I+2)? (-3

bolgesinde analitik ve birebir olan bazi fonksiyon simflarina ait F'(z) fonksiyon-

larinin Faber katsayilarinin uygun lineer kombinasyonlar i¢in tist sinirlar aragtirilmigtir.
Bu smurlar ise, D = {z: |z| < 1} birim dairesinde analitik ve birebir olan ben-
zer fonksiyon simiflarina ait fonksiyonlar cinsinden tasvir fonksiyonu kullanilarak
belirlenmigtir.

Bu problem ilk olarak DD icin ele alinmistir. Oncelikle I'de baz1 fonksiyon
siniflar1 tanimlayalim.

S Sinifi: D’de analitik ve birebir olup

normalizasyon kogullarini saglayan fonksiyonlarin olugturdugu siiftir. Dolayisiyla,

S sinifina ait f(z) fonksiyonunun z = 0 noktas: civarindaki Taylor agilimi

seklindedir.
C Sinifi: S sinifina ait ve goriintiisii konveks bir kiime olan fonksiyonlarin

olusturdugu smiftir. Yani

C={feS:f(D) konveks}



T Smifi: S siifina ait ve —1 < z < 1 igin reel degerler alan f(z) fonksiyon-

larinin olusturdugu smiftir. Bu fonksiyonlara tipik reel fonksiyonlar denir.

S® Smifi: S siifindan olan tek fonksiyonlarm olusturdugu alt smiftir. f € .S

olmak tizere f(z) fonksiyonunun karekok doniigiimii olarak adlandirilan h(z) =

\/ f(22) fonksiyonu S® simifina aittir. Tersine, Yh(z) € S® fonksiyonu igin

3f(z) € S vardir dyle ki h(z) = /f(2?) dir.

P Smufi: D’de analitik ve f(0) = 1, Re(f(z)) > 0 kogullarim saglayan f(z)

fonksiyonlarinin olugturdugu siniftir.

1907’de Carathedory [3], P smifindan olan bir

p(z) = 1+anz” epr
n=1
fonksiyonu i¢in
by <2, n=1,2,...

egitsizligini ispatlamigtir. Ayrica esitlik halinin ancak ve ancak

71—2
142z

p(2)

fonksiyonunun tiim miimkiin dénmeleri olan

B 1+ ez
1 —eify

—i6 0

p(e”2) ,0€[0,2n)

pe(z) =e

fonksiyonlar: i¢in gecerli oldugunu gostermistir.

1917°de Loewner [16], C' simifina ait fonksiyonlar igin

la,| <1, n=2,3,...

esitsizligini ve esitlik halinin ancak ve ancak

(1.1)

(1.3)

(1.4)



fonksiyonunun tiim miimkiin dénmeleri olan

co(2) = e Pe(e2) = : —Zei% , 8€l0,2m)

fonksiyonlar: i¢in miimkiin oldugunu géstermistir.

1931 ’de Rogosinski [19], T siifina ait fonksiyonlar igin
la,| <n, n=2,3,...

esitsizliginin saglandigini ve egitlik halinin ancak ve ancak ¢ift n degerleri i¢in

z

A

(1.5)

Koebe fonksiyonu ve tek n degerlerinde ise k(z) ve —k(—z) fonksiyonlarinin kon-
veks kombinasyonu i¢in miimkiin oldugunu gostermistir.
Koebe fonksiyonunun karekok doniigiimii

z

k(z?) =o(z) = .

=z2+224+2"+. .. (1.6)

oldugundan S® smifina ait bir fonksiyonun Taylor katsayilarmin smirl oldugu
tahmin edilebilir. S siifina ait olan f(z) fonksiyonlarinin Taylor katsayilarmim
sinirhi oldugu 1932 yilinda Littlewood ve Paley tarafindan gosterilmigtir. Little-

wood ve Paley, A bir sabit olmak iizere

h(z) =z + Z Cons122" € 5@
n=1
fonksiyonlarinin Taylor katsayilarinin
len| <Ay m=3,5,7,...

kogulunu sagladiginm gostermiglerdir. Ayrica yaptiklar: ispat sonucunda

len| < A< 14,n=3,5,7,...



esitsizligini ispatlamiglardir ve bu esitsizlikte A = 1 oldugu tahmininde bulun-
muslardir. Bu tahminin en azindan n = 2 i¢in dogru olmadig1 Fekete ve Szego

6] tarafindan gosterilmistir. Ayrica, V.I.Milin [17] 1980 yilinda
len| <114, =3,5,7,...

esitsizligini gostermistir. En iyi iist sinir heniiz bilinmemektedir.

Robertson 1936°da Vh(z) € S fonksiyonu igin
1+ es) + ...+ |camaa* < m

tahmininde bulunmustur. Bu esitsizligie Robertson Tahmini denir.
Tiim S smufi igin gegerli olan katsay: tahminini Bieberbach yapmigtir. Bieberbach|1]

1916’da f(z) € S fonksiyonu igin
\a2| S 2

oldugunu ispatlamis ve
la,| <n, n=1,2,... (1.7)
esitsizligini tahmin etmigtir.
Bieberbach Tahmini, Robertson Tahmininin bir sonucudur. Kareksk donitigiimii

uyarmca h(z) € S@ ise

olacak sekilde bir ve yalmz bir f € S fonksiyonu vardir. Yukaridaki iliskide 2"

in katsayilar: esitlenirse

ap = C1Cp—1 + C3Cop_3 + ...+ Cop_1c1 , =1



elde edilir. Burada Cauchy Schwarz egitsizligi kullanilarak

n
la,| < Z ’02k71’2
k=1

bulunur. Son egitsizlikte Robertson Tahmini kullanilirsa |a,| < n, n=1,2,...
Bieberbach Tahmini elde edilir.
f(z) € S ve h(z) = (3)log[z7'f(z)] fonksiyonunun h(0) = 0 kogulunu

saglayan dal olsun. O halde, h(z) fonksiyonunun Taylor serisi

h(z) = Z szk
n=1

formunda ise, Milin 1965 yilinda

8 (bhe- 1) <0 (1)

esitsizlginin gergeklendigini ve egitlik halinin f(z) fonksiyonunun Koebe fonksiyo-
nunun bir dénmesi durumunda miimkiin olacagini tahmin etmistir. Bu tahmin
Milin Tahmini olarak adlandirilir.

Milin Tahmininden Robertson Tahmini elde edilir. Milin Tahmininden Robert-
son Tahmini elde edilirken, Ikinci Lebedev-Milin Esitsizligi olarak bilinen, z = 0

noktasinda analitik ve ¢(0) = 0 kogulunu saglayan,

$(z) = Y a2 (1.9)
U(z) =’ =) g2k (1.10)

fonksiyonlar1 i¢in

n+1

§;|ﬁk|2 = (n+1)eXp{ : mﬁij 5 <k|ak\2 - %)} (1.11)

esitsizliginden faydalanilir.



Lemma 1 ¢(z) ve ¢(z) fonksiyonlar siraswyla (1.9) ve (1.10) esitlikleri ile ve-

rilmis olsun. O halde,

S8 < (n+ 1>exp{

k=0

1 n m 9 1
k - —
n+1mz::1kz::1< o k>}

egitsizligi saglanir. FEsitlik hali ancak ve ancak

k
|7|:1,ak:% ,1<k<n

kosulunu saglayan v kompleks sayisiman varlhgr ile mimkindiir.

ispat.

esitliginden

i nB,z"t = <i nanz"_1> (i an">

n=0 n=1 n=0

i nB, 2"t (i nanz”_l> (i Bnlz"_1>
n=1 n=1 n=1

elde edilir. Cauchy ¢arpimi uyarinca,

n—1
np, = Z(k—i—l)akﬂﬁn_l_k, n=0,1,2,...
k=0
1 n
B, = =S kawB, . , n=1,2,... (1.12)
n
k=1

elde ederiz. Elde edilen son egitlikte Cauchy-Schwarz egitsizligini uygularsak,

1 n n
ﬁ <Z ]{72|Oék|2) (Z‘ﬁn—kﬁ)
k=1 k=1
1 n ) n—1 )
= LS el S e
k=1 k=0

18,2

IA



elde ederiz. Son esitsizlikte A, = S 7, k? [ax|? ve B, = 327, |8,[° ile gosterilir

ve esitsizligin her iki tarafina B,,_; eklenirse

IA

1 1
B, _2Aan71 +B,1 =B, |:_2An + 1:|
n n

n—i—l[ A, —n
14+

n(n+ 1)] Ba-s

n

elde edilir. 1+ z < e* egitsizliginden,

n+1 A,—n
B, < —  B,_ 1.1
- n eXp{n(n—i—l)} ! (1.13)

elde edilir. Son elde ettigimiz esitsizligi B, 1 i¢in de yazarsak,

n An_l—(n—l)
B, 1< B, _
nl_n—leXp{ (n—1)n } -2

esitsizliginden

n+1 A,—n A1 —(n=1)
B, < B,
n_n—leXp{n(n+1)+ (n—1)n e

elde ederiz. By = |f3,|> = 1 oldugundan, n. adim sonunda

Ay —k
B < <n+1>exp{ _}
— k(k+1)

_ 1 _F 41— — 1.14
(n+ )eXp{Zkzlk(k+1)+ Zk k} (1.14)
elde edilir.

1 - 1 1
o =ALX =Y =1
k(k+1) =7k ;k(/ﬂ—Fl) n+1

T =



ile gosterilirse, kismi toplama formiiliine gore,

n—1

= ) Xi(Ar— Ap) + X, A,
k=1
k+1

R [1_1{%1] (= (k + 1) Jagaa "] + {1——}2’*@'

k

n—1

- Z{ k+1}

=1

n—1 n—1 n

— 2 2 2
— (k+1)° |opa|? +k§1 (k+1) |ap|? +§ k2 o) — +1k§1k ||

k=1

— k2 o +Zk|ak| +Zk2|a| - +1Zk2]ak|2
k=1
= k|0{k|2—n—+12k2’&k‘2
k=1

=1

3l

3
~
Il
—_

o

bulunur. Buradan,

n n+1 n+1
1
Zk (k+1) ZE - Zk|ak| _—Zk2|ak| +1_Zk
k=1
1 n ) ) ) n+11
= > (n+ 1) ko —Zk vy +(n+1)—ZE
k=1 k=1 k=1
]_ ’Vl { 2 2 2 7'L+1
= > S+ 1) kg = K oy, }
n+1k:1 k

n

1 9 n+1—k
- k I L
n+1;{ ol (n+ 1= 1) - =

1 < , 1
— 1— _ -
e E_ (n+1—k) (k\ak| k)

- SR (He )

m=1 k=1

elde edilir. Son elde ettigimiz esitsizligi (1.14) esitsizliginde yerine yazarsak,

Sl < s e { g 85 85 (ki - 1)

m=1 k=1



Ikinci Lebedev-Milin Esitsizligini (1.11) elde ederiz. (1.11) esitsizliginde esitlik
hali gerceklegsin. O halde, Cauchy-Schwarz ve 1 + o < e” egitsizliklerinde esitlik

durumlarin ele aliriz. Cauchy-Schwarz egitsizliginde esitlik durumundan,
Bk =Amkary 1< k<m (1.15)

elde edilir. 14+ < e” esitsizliginde esitlik hali ancak z = 0 igin saglanir. Buradan,

A,, = n elde edilir.

mBy = 2 kaphnhdy = A 3 K ag|” = An A = mAp,
k=1 k=1

B = Am ,1<m<n
elde edilir. 5, = 1 oldugundan, (1.15) esitligini £ = m igin tekrar yazarsak,

l=pFg=Anma,, , 1<m<n

elde ederiz. m > 2 igin

Am
AL =By = An(m = 1)ag, 1 = \
m—1
)\m = )\1/\m—1
elde edilir. Boylelikle,
B =Am =AAn 1 = XA o =...= A" =" | 4=\

bulunur. (1.15) esitliginde £ = m igin

1 =~"ma,, = ma,, =™
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elde edilir. Fakat, 1 < k < n igin

k k
k= Ay = Zm2\04m|2 = Z’Y2m
m=1 m=1
esitligi 6zel halde £ = 1 i¢in de saglanir. Buradan |y| = 1 elde edilir. (1.15)
esitliginden, 1 < k < n i¢in

V=B = Mka ="k @,

. =

|2

sonucu elde edilir. m
Teorem 1 Milin Tahmininden Robertson Tahmini elde edilir.

Ispat. Milin Tahminin dogrulugunu kabul edelim. g € S® olsun. O halde

3f € S vardir ki, g(z) = \/f(22) dir. f(z) ve g(z) fonksiyonlarimin Taylor agilimi

o0 oo

k 2%+1

2)=z+ g apz®  ve g(z) = g o127 "
k=0 k=0

seklinde olsun. Karekok doniigiimiinden

() 5 (5)

yazilabilir. log (f (ZZ)) ve log (

log( ) Zakz Velog< ) Zﬁkz

> fonksiyonlarinin seri agilimlar: sirasiyla

olsun.

log< )Zﬁkz:—log( ) Zakz

esitliginden;

%ozk, k=2n

0, k=2n-1
-
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O halde, log <g (\‘//EE)> fonksiyonunun seri agilima,

log (g(\\//f)> _ %iakzk

seklindedir.
z bz%+bz%+bzg...
g(\\//z_) = ! 3 T 5 :b1+b32+b522+...
22
= Zb2n+12
n=0

oldugundan lemma uyarinca,

n

D lbaka < (n+1)exp
k=0

—N—
3
+ | =
—
I
M-
/?
g‘g
T
|
~| =
N——
——

elde edilir. Milin Tahmininden ise,

eXp{ . ii(l—

n+1;23=

dir. O halde,
D bk’ < (n+1)
k=0
Robertson Tahmini elde edilir. =
Bieberbach tahmini, 1984 yilinda Louis De Branges tarafindan ispatlanmigtir
[2] . Ayrica Louis De Branges (1.7) esitsizliginde esitlik halinin ancak ve ancak

Koebe fonksiyonunun tiim miimkiin déonmeleri olan
f(z) =ek(e2) , 0€(0,2n)

fonksiyonlar1 i¢in miimkiin oldugunu gostermistir. De Branges ¢ncelikle Milin
Tahminini ispatlamigtir. Milin Tahmininden Bieberbach Tahmini elde edildigin-

den, dolayl olarak Bieberbach Tahminini de ispatlamistir. De Branges ispatinda
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yalinkat fonksiyonlarin parametrik gosterimiyle ilgili olan Loewner Zincir Teorisini
kullanmigtir [4].

Bieberbach Tahmininin ispatlanmasindan sonra, )’de tanimli belirli fonksiyon
siniflar1 i¢in yapilan katsay1 tahminlerine duyulan ilgi azalmigtir. ’de analitik
ve birebir fonksiyonlar i¢in gosterilen katsay: esitsizliklerinin keyfi basit baglantil
bir bolgeye genelleme problemi ortaya ¢ikmigtir.

Faber 1903 yilinda, "ID’deki Taylor ac¢iliminin keyfi basit baglantily bélgelere

" problemiyle ilgilenmigtir. Sonug olarak, sinirli, basit baglantili bir

genellenmesi
Q) bolgesinde analitik olan F'(z) fonksiyonlarimin © bolgesinin Faber Polinomlar:
olarak adlandirilan {P,(z)} -, polinomlarimdan olusan (1.16) serisi ile goster-
ilebildigini ispatlamigtir [7].

Faber, P,(z) n=0,1,... polinomlarmi elde ederken tasvir fonksiyonlarimdan

faydalanmigtir. €2 basit baglantili, sinirh bir bolge ve 0 € €2 olsun. Rieman Tasvir

Teoremi uyarinca g(oo) = oo ve z = oo daki rezidiisii 1 olan
g:A={z:]2| >1} = C\Q

fonksiyonu mevcuttur ve tektir. O halde, g(z) fonksiyonunun z = co civarmdaki

seri acilimi

00 ¢
9(2):Z+§ Z—na|Z’>1
n=0

w.g'(w)

iiretici
g(w)—z

seklindedir. Faber P,(z) n =0,1,... polinomlarimi elde etmek igin

fonksiyonu tanimlamistir. Bu fonksiyon yardimiyla
() - o
— = P.(2)w™"weC\Q, |z >1 1.16
= R \Q, [ (1.16)

P,(z2) n=0,1,... polinomlarim elde etmistir. Elde edilen bu polinomlara Faber

Polinomlar: denir. Faber Polinomlar1 cinsinden elde edilen (1.16) serisine de
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Faber Serisi denir. Faber ayrica gostermigtir ki, Faber Serisindeki A, katsayilari

1
A, = — F(g(2))z " *dz p>1wvele yakin
27
|zl=p

formiilii ile elde edilebilir. A, katsayilarina aym zamanda F'(z) fonksiyonunun
Faber Katsayilary denir.

Faber 1907 yilinda (1.16) serisinin 2 bolgesinin kompakt alt kiimelerinde F(z)
fonksiyonuna diizgiin olarak yakisadigimi gostermistir [8] .

1920’de ise, 2 bolgesinde analitik olan F'(z) fonksiyonuna en iyi diizgiin yak-
lagimin Faber serisi ile yapilabilecegini gstermistir [9] . Bu nedenle Faber serisinin

yaklagim teorisinde 6nemi biiyiiktiir.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Faber Polinomlarinin Tanimi

> = {9(2)

Eger g(z) € ), ise g(z) fonksiyonunun seri agilimi

|z| > r bolgesini C \ Q bolgesine analitik ve birebir
tasvir eden, z = oo daki rezidiisii 1 olan fonksiyonlarin sinifi

g(z) =z + anzfn Jz| >
n=0

seklindedir. w € C olmak tizere, ‘Q(Z)T*w fonksiyonu z = oo noktasinin bir civarinda

analitik ve z = oo daki degeri 1’dir. O halde, g(z)T_“’ fonksiyonu z = oo noktasinin

bir civarinda 0’dan farkhidir. Dolayisiyla ayni civarda Q(Z)T*w fonksiyonu 1 deki
degeri 0 olan analitik logaritmaya sahiptir. Sonug olarak bu fonksiyon z = oo

noktasinin uygun bir civarinda

log (9@7—“’> _ : (—%) Py(w)=* (2.1.1)

seklinde Laurent serisine acilabilir. Burada (—%) carpan1 uygunluk icin eklen-

mistir. (2.1.1) esitliginde her iki tarafi z’e gore tiiretirsek,

(:9/() —g() +w)z i(_;) T

22 (9(2) — w) =\ k
—§+gé;<—z_)w = ng(w)z—k’—l
g(g;—z_)w = ng(w)z_k_l,sz

24’ (2) = [9(z) — w] Z Pp(w)z™" (2.1.2)
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esitliginden Py(w) polinimlarinin geklini belirleyelim.

g(z) = z—i—anz_” , 2zl >
n=0

ifadesini (2.1.2) esitliginde yerine yazarsak

z — inbnz” = |z + i bz " — w] i Pn(w)z"]
n=1 n=0 n=0

elde edilir. Son elde edilen esitlikte z in ayni kuvvetlerinin katsayilar: egitlenerek,

PU(U)) =1

P1<w)+<b0—w)Po<w>:0 :>P1(w):w—b0

—by = Py(w)+ by —wPi(w) + boPr(w) = Py(w) = w?® — 2bow + by — 2by

—nb, = Puai(w)+ (by — w).Po(w) + Y b Pop(w)

n—1

Pn+1(w) = (w_bO)Pn(w) _Zbkpn—k(w) - (n+1)bn y = 1727"'
k=1

bulunur.

Tanim 1 {P,(w)} ~, polinomlarna g(z) fonksiyonunun (veya 2 bolgesinin) Faber

polinomlary denir.

Yukaridaki indirgeme formiiliinden P,(w)nin w’ya gore n. dereceden monik

polinom oldugu goriiliir.

Teorem 2 Bir r > 0 sayse i¢in g € ) fonksiyonunun Faber polinomlar:
{P, (2)}7, ise, Py (z) polinomu (g7 (2))" fonksiyonunun z = oo ’daki esas kus-

madir. Yani, z — oo tken
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Ispat. ' > r says1 icin ,, = {g(2)| |z| ="} ve 7, egrisinin i¢ bolgesi Q.
olsun. p sayisini 1’ < p < oo olacak sekilde secelim. Cauchy Integral Formiilii

uyarinca, iiretici fonksiyon bagintisindan z € €2,, igin

P (2) = % (g)( y %/%dw (2.1.3)
[T|=p Yo

g(00) = o0 ve ¢'(00) = 1 oldugundan yeteri kadar biiyiik z’ler igin

-1 z):z—l—Z%
n=0

—1 n
seklinde yazilabilir. Boylece % fonksiyonu w = oo noktasinda n. dereceden

kutba sahiptir. (2.1.3) esitligi yeteri kadar biiyiik R degerleri igin

1 -1 "

JoNn Py e Oy (2.1.4)
2m w— 2
|w|=R
seklinde yazilabilir
| (n). n—1 (n) D) )
- = D" D" — — e 2.1.5
(g(w)) w" 4+ Dy +...+ +w—|—w2+ ( )
r 1 1 1 N . 2"
w—z wl-—2Z wntl

yazilir ve ¢garpma iglemi yapilirsa, rezidii teoremi uyarinca (2.1.4) esitliginden
P,(2) =2"+ DMzt 4+ D
elde edilir. Son elde ettigimiz esitligi, (2.1.5) esitliginde yerine yazarsak
-1 n 1
(67 (w)" = P (w) + 0O "

elde edilir. =
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Ornek 1 g(z) =z € Y, fonksiyonu |z| > 1 bolgesini, |2| > 1 bélgesine tasvir
eder. g(z) fonksiyonunun Faber polinomlariny bulalim.

zq' (2) z 1 w”

g(z)—w z-w 1-% L=

oldugundan |z| < 1 birim dairesinin Faber polinomlar:
P,(w)=w" , n=0,1,2,...
seklindedir.

Ornek 2

2 2
ET:{(x,y)GRZ: xlz—i- y12<1,r>1}
1+3)2 (1-:2)

elipsinin Faber polinomlar: P, (z) = 2”7’_”Tn(%m) n=0,1,...dir. Oyle ki, burada

T,(z) = 2—n{[z+m}”+[z— 22—1}71} n=012 ...

T()(Z) = 1

n. dereceden monik Chebyshev polinomlaridir.
g(z) =2+ Tle fonksiyonu D nin disina,

2 2

— 2, L Yy
ET_{(:c,y)G]R '(1+L2)2+(1_L)2<1’T>1}

elipsinin dis bolgesine tasvir eder.

g:A—C\E,

2g'(2) _ - w)zF
9(z) —w _,;Pk( )
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egitliginden
z¢'(z) 21— =
g(z)—w 2+ A —w
B r2z2 —1
o222 2z 4 1
_ rlwz — 2
N r222 — 2wz + 1
O halde,
/ 1 2 -9
L(Z):1+—2[ moe } (2.1.6)
g(z) —w 2 [ (z — 21)(2 — 22)
burada
w £ 4 Jw? — 7%
212 = 9
_rwE Vr2w? —4
- 2r
dir.
rPwz—-2 A B
zZ—wz~|—T% C2—z z— 2
Buradan
A+ B =r?w
(e VAR ek AR )
2r 2r N

sistema ¢oziilerek,

A= g\/r2w2—4+% ve B = —g\/r2w2—4+%
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bulunur. Bdylece (2.1.6) egitliginden,

29'(z) gl 1 .f,v‘r'?'wﬁ—— +" —g\/r2w2—4+%"-
g(z) —w r2 z—2z z—2

1 |rw+ vr?w? — rw — Vriw? —
or igrzw’ + rw—grawz—

Lo %ﬂ/("‘“) = \/("") =3
rz 1{3]’? IRAG D

-2 %
- S (@[3
- w3 @]+ [F- )
P, (w) = 2"r~"T, (;‘”) , By(w) =1
elde edilir.

Ornek 3 g(z) =2+ 35 € 3, : |2| >1 — C\ E , Burada E bilgesi asafr-
daki sekilde gosterilen 3 kdseli hiposikloiddir. E bélgesinin Faber polinomlarvm

belirleyelim.

. 4
-afz
i 3
== -4/ =z
- 4

oldujundan g(2) fonksiyonunun Faber polinomlar:

P[](‘w) = i ’ P]_(w) =w, Pg(‘w) =

Py(w) = wPy(w)+3b; — by P(w) =w®+ g
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n—1

Poa(w) = (w = bo) Pu(w) — (n+ 1) by — > b Py (w)

olarak elde edilir.

2.2 Faber Serisinin Ozellikleri

f (2) fonksiyonu D (zg,7) = {z| |z — 20| <7} dairesinde analitik ise f(z)

fonksiyonunun

= (n) ZO n
flz)=>_ / n(' ) (z—2)" , z€D(z,r) (2.2.1)

seklinde Taylor serisi ile temsil edilebilecegini biliyoruz. Bu serinin bildigimiz baz1
ozelliklerini hatirlayalim.

(i) (2.2.1) ile verilen Taylor serisi D (zg, ) dairesinin kompakt alt kiimelerinde
f(z) fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

(i) (2.2.1) serisinin yakinsaklik yaricap: p ise,

1
n

f(”)(zo)

n!

1 :
— = lim sup
p n—oo

(i) £200) kagsayilar tek tiirlii belirlenir. Yani,

f(z) = Zan (z—20)" , z€D(z0,7)

ise
an = f(n;(!ZO) L n=0,12,...
seklindedir.
g(z) fonksiyonu |z| = r gemberinin dig bolgesini v kapali egrisinin dig bol-

gesine birebir ve orten olarak tasvir etsin. Int(y) bolgesinde analitik olan bir

f(w) fonksiyonu g(z) fonksiyonunun Faber Polinomlar: tarafindan olugturulmus
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Faber serisi ile temsil edilebilir. Faber serisinin ¢zellikleri yukarida verilen Taylor

serisinin 6zelliklerine benzerdir. Bu 6zellikler Schober [20]’de verilmistir.

o0

Teorem 3 g(z) € > ve g(z) fonksiyonunun Faber Polinomlar, {P,(w)} ", ol-

sun. R >r saysi igin f(w) fonksiyonu

Tr={w=9()| |2| = R}

egrisinin i¢ bolgesinde analitik olsun. O halde asagidaki énermeler dogrudur:
(i) w € Int(yy) ise

flw) = chPn(w)

n=0

r < p < R olmak tizere c, katsayilar:

_ 1 fg(7)) _
Cn—%%ﬁd’?' 5 n—0,1,2,...
ITl=p

formiilii ile elde edilir.

S=

< dir.

(it) lim,,_ sup|c,| =

(iii) Z cn Py (w) serisi Int(yg) bolgesinin kompakt alt kiimelerinde f(w) fonksi-
n=0

yonuna diizgiin yakinsaktar.

Ispat. (i) w € Int(yg) olsun. p sayismi 7 < p < R ve w € Int(y,) olacak

sekilde segelim. Burada,

v, ={w=g(2)| || =p}
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seklinde tanimlanan egridir. Cauchy Integral formiiliinden

1
— —f(z) dz
211 zZ—w
Tp
_ b fem)d(@)
27Ti g(’r) w
[7|=p
T 2mi 7{ 19 2_; Tn+1
ITI=p =
esitligi elde edilir. Z Po(w)

7-n+1
n=0

serisi |7| = p gemberinin iginde diizgiin yakimsak
oldugundan integral ile toplam isareti yer degistirebilir

oo

fly(7))

= -— P,
— 27m‘% Tl dr | Pulw)
" |7l=p
Buradan,

RNy Y

"o T+l
ITI=p

elde edilir.

(i) f(g(7)) fonksiyonu |7| = p kompakt kiimesinde anlitik oldugundan aym
zamanda simirhdir. O halde

M,

= max |f(g(r))| < +o0

esitsizligi elde edilir. Buradan

1 f 1 M
= | § 28] < 1

M
p _ My

— 9 pn+1 271',0 -
IT|=p

M,)»
lim sup|cn|% < lim (M)

<
n—oo p

elde edilir. Son elde edilen esitsizlikte p — R kosulunda limite gegilirse

1
lim sup ]cn| n R



elde ederiz.
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(iii) K C Int(yg) kiimesi kompakt olsun. p sayisim K C Int(y,) olacak

sekilde segelim. w € K noktasi alalim.

[l = R

_ k+1
g(z) —w = 2

g'(2) i By(w)

esitliginin her iki tarafim 2™ ile carpip |z| = p cemberi iizerinden integre edersek,

1 2" (2) 1 = ke
B A A P > Puw)2" d
omi ° T om £ e(w)z :

9(z) —w
lz1=p lz|=p
- 1 dz
= D B | o= ¢ o
k=0 _
lz|=p
elde ederiz. Ayrica
1 7{ dz | 1,k=n
A1 Zk-l—l—n 0 , k 7& n
lz|=p
oldugundan,
1 n ./
P,(w) = — 92 dz
2mi g(z) —w
lz|=p
elde edilir.
/
Q,~ max |4 ]<+oo
|2|=p, weK | g(2) — w

oldugundan w € K igin

Pn(w) < Qppn+1

esitsizligi dogrudur. p' sayisimi p < p' < R olacak sgekilde segelim.

ispatinda oldugu gibi
c
()"

olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. w € K iken

en| <

S ot /AN
eaPu(w)] < Qe = (5)

(ii) nin
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esitsizligini elde ederiz. Z (/f—,) geometrik serisi yakinsak oldugundan Weier-

n=0

strass M-Testine gore Z ¢ P (w) serisi kompakt K kiimesinde diizgiin yakinsak-
n=0

tir. m
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3 BIiR ELIPSTE ANALITIiK VE BiREBIiR OLAN
FONKSIYONLARIN FABER KATSAYILARI

ICIN UST SINIRLAR

2 basit baglantili, sirh bir bolge, 0 € Q ve 02 analitik olsun. F(z) fonksiyonu

Q) bolgesinde analitik ise F'(z) fonksiyonunun
F(z) =Y APu(z) z€Q (3.1)
n=0

seklinde bir seri agilimina sahip oldugunu biliyoruz. Faber katsayilar1 da

1
Ay =— | F(g(z)z " 'dz n=12,... (3.2)
2mi

|z|=p

formiilii ile elde edilir.

S smifina paralel olarak 2 bolgesinde analitik, birebir ve
F(0)=0 F'(0)=1

kosullarini saglayan fonksiyonlarin sinifini S(2) olarak tammlayalim.

©(z), € bolgesini D bolgesine tasvir eden analitik, birebir ve

©(0)=0,¢(0)>0

kosullarim saglayan fonksiyon olsun. O halde, VF(z) € S(Q) i¢in 3f € S vardir

ki

(3.3)
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seklinde de ifade edilebilir. Buradan A,, = A, (f), n = 1,2, ... Faber katsayilarinin
f € S fonksiyonuna bagh oldugu goriiliir.

Ayni anda hem i¢ tasvir, hem de dig tasvir fonksiyonunu elde etmek kolay
degildir. Bunun igin i¢ ve dig tasvir fonksiyonlarimin kolaylikla hesaplanabilecegi

bir bolge ele alalim.

Q:ET:{(:p,y)GRQ: <1+i)2+(1_i)2 <1,r>1}
bolgesini goz oniine alalim.

1
g(z)—ZWL@

fonksiyonu I birim dairesinin dis bélgesini, C \ E, bolgesine tasvir eder.

sn(z;q) nomu g ve modiilii ko olan Jacobi eliptik siniis fonksiyonu ve [15]

1
dt
K= [ e
A V1—12/1 — k2t
olmak {izere,
2K . _yrz 1
©(z) = Vkosn (7 sin~! X ﬁ)
[18] fonksiyonu E,.(r > 1) elipsini D’ye tasvir eder. Burada ¢(z) fonksiyonunun

o(0) =0 , (o) ="Kk

™

kosullarini sagladig1 goriiliir.
’de tanimladigimiz fonksiyon siniflarina paralel olarak FE,. eliptik bolgesi i¢in
de benzer simiflar tanimlayalim:

S(E;): E,. (r > 1) elipsinde analitik, birebir ve
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kosullarini saglayan fonksiyon simifi,
C(E,):{F(z) € S(E.) : F(E,) konveks},
S®)(E,):{F(z) € S(E,) : F(2) tek fonksiyondur},

P(E,): E, (r > 1) elipsinde analitik, ayrica

F(0) = = ——— ve Re{F(2)} >0

kosullarini saglayan fonksiyonlarin olusturdugu simif olsun.
Eger F(z) fonksiyonu S(E,),C(E,),S®(E,) veya P(E,) smmflarindan her-
hangi birine aitse, F'(z) fonksiyonu (3.3) esitligi ile belirlenebilir. Burada f

fonksiyonu sirasiyla S, C, S® veya P smiflarmndan birine aittir.

Lemma 2 F(z) fonksiyonu E, (r > 1) elipsinde analitik ve birebir fonksiyon

olsun. O halde, F(z) fonksiyonunun {A,} ", Faber katsayilar:

n r 2
An:r—/F( COSH) cosnfdf , n=0,1,2,... (3.4)
7T r

formiili ile elde edilir.

Ispat. F(z) € E, olmak iizere, Ornek 2’de elde ettigimiz gibi E. (r > 1)

elipsinin Faber Polinomlar:

1
P.(z) =2"r""T, <§7"z> , n=0,1,...
seklindedir. Burada T,,(z) n =0,1,... n. dereceden monik Chebyshev polinom-
laridir.

ZA P.( ZA 2", (%rz)

z= QCOSQ yazilirsa,

(QCOSQ> ZA2” T, (cos )
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T, (cosf) = 217" cos nf esitliginden,

2cos b >
F = A 2r " 0

n=0

elde ederiz. Son elde ettigimiz egitligin her iki tarafin1 cos mf ile ¢arpip 0 dan =’

ye integre edersek,

™

/ F (2 cos Q) cos midh = / Z A, 2r7" cos nb cos mbdo
r n=0
0 0

elde edilir. cosnf , n =0,1,2,... fonksiyonlarinin ortagonalligi kullanilirsa,

A, = T—/F (20089) cosnfdf
7 r
0

elde edilir. =

Sonug 1 Eger F(z) fonksiyonu S(E,),C(E,), S®(E,) veya P(E,) simiflarimdan

herhangi birine aitse F(z) fonksiyonunun Faber katsayilar

n—1 T 9
An(f):[;—\/k—o f(90< C289>)cosn9d9 , n=0,1,2,... (3.5)
0

formiili ile verilir. Burada, (3.3) formili ile belirlenen f(z) fonksiyonu siraswyla

S, C, 8@ weya P sumflarindan birine aittir.

ispat.

F <2C°SQ> _ S () QiAn(f)r”coan

w = ZiAn(f)r_" cos nd

2 cos 0 - Y
e (2 (577)) =2 At cosms

n=0
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Son elde ettigimiz esitligin her iki tarafin1 cos mf ile carpip, 0 dan 7’ ye integre

edersek,
2 cos 0 )
cos cos mbdf = 2 / An ™ cosnb cosmbdo
rKko —
o n=0
cosnf , n=0,1,2,... fonksiyonlarimin ortagonalligi kullanilirsa,
2 cos
— \/_ ( ( o8 )) cosnfdf = " A, (f)

veya

n—1 r
Au(f) = I:.\/k—o/f<90 (2(3289))(308719(19, n=0,1,2,...
0

elde edilir. m
Sonug 2 Ejer F(z) € SP(E,) ise, 0 halde Ay,(f) =0, n=0,1,2,... di.

Ispat. Sonuc 1’den

2n—1 0
Aon(f) = [T(\/k—o/f (90 (2(:7(38 )) cos 2nfdo

elde edilir.

Aon(f) = K\/_/ ( (2C080)>0052n9d¢9+ f/ ( (20—089)>C052719d9

Ikinci integralde t = 7 — 6 degisken doniisiimii yapilirsa,

i - (e
+;:ki0 / f (w (M)) cos(2n(m — 0))do

2n—1 % Iz 0
= e [ [T (7)) 4 (o (5577) ) oo
0
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elde edilir. Burada ¢(z) i¢ tasvir fonksiyonu tek fonksiyon oldugundan,

Aznm%WCW»+f<—w<%:89>>}wmwe

esitligi saglanir. Ayrica, F(z) € S?(E,) oldugunda, f(z) € S dir. Dolyisiyla,

us

7,,277,—1 ? 0 0
A2n(f):K—\/k‘_0 / {f <90 <20;S ))—f(go <2C;)S ))1 cos2nfdd =0 , n=0,1,2,...

elde edilir. =

Sonug 3 Eger F(z) fonksiyonu S(E,),C(E,), S®(E,) veya P(E,) simiflarindan

herhangi birine aitse, {An(f)} 52 Faber katsayilary igin

2nplyn—l . Com
An(f) = Ve @n '/ (2)))¢ )|w:2%gsm2 0d6 n=0,1,2,... (3.6)

formiilii gegerlidir. Yine burada f fonksiyonu birim dairede karsy gelen sinifa

arttar.
Ispat. (3.5) formiiliinde
cosnf) = 2" 1T, (cos )

esitligi kullanilirsa,

pr—ign=1 | 2cosd

bulunur. x = cosf degisken doniisiimii uygulanirsa,

elde edilir. Ayrica,
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esitliginden,

e [ ()

elde ederiz.

=)

integralinde n kez kismi integrasyon uygularsak,

i o b))

An(f) = % ]1(1 _a?)nh [f (@ (27;5))](70 N

elde ederiz. x = cosf eski degiskenine geri donersek,

M) = s / e

veons sin®" 0df, n=0,1,2,...

elde edilir. =

Teorem 4 k(z),c(2),p(z) ve o(z) swraswyla (1.5),(1.4),(1.2) ve (1.6) ile belir-

lenmig fonksiyonlar olmak tizere

13A1(f) + 72 A3(f)| < 3Ai(k) +72A3(k) , f€ S (3.7)
13A1(f) +r72A5(f)| < 3A1(c) + 77 A3(c) , f€C (3.8)
13A1(f) +r 2 As(f)| < 3Ai(p) +r2As(p) , feP (3.9)
13A1(f) + 772 A3(f)| < 341(0) +772A3(0) , fe€S® (3.10)

egitsizlikleri saglanar. (3.7)—(3.10) egitsizliklerinde egitlik durumu siraswyla f(z) =

k(2) veya f(2) = —k(—2), f(2) = c(2) veya f(z) = —c(—=2), f(2) = p(z) veya

f(z) =p(=2), f(2) = o(2) fonksiyonlar: i¢in mimkindiir.
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Ispat. f c S olsun. (3.7) esitsizligini elde etmek icin

Lo (f) = 7}” ((p (207?8‘))) cos® 06 (3.11)

integraling ele alalym.

Ln(f)Z/f(@ <2C280>)60s39d9+/f(<p (2C2S8)>c0839d6
0

Ikinci integralde t = m — 0 degisken dontisiimii uygulayalim. ©(z) i¢ tasvir fonksi-

(NE]

yonunun tek fonksiyon olmasindan dolay

jus

S (D )

integralini elde ederiz. f(z) fonksiyonunun z = 0 civarindaki

f(z)=z+ Zanz"
n=2

Taylor a¢iliminy goz dniine alirsak,

()
(- (55))
(o (220)) s (o (2220)) =2 {o () # Smene (2220)

m=1

2cost > 2 cos b
Ly (f) = 2/ {90 ( . ) + Z gmy10”" (T) } cos®0df  (3.13)
0

integraling elde ederiz. 6 € [0, %] iken cos*0 > 0 ve x € [0, %} icin @(x) > 0 dar.

Il
S
7 N

)
o
< |0
2]
Sa)
~_
+
\M8
=)
3
A
3
VR
)
o
< | O
»n
e
N~

Il
|
A
VR
[\
@)
el e}
o)
>
N~
+
[~
T
—_
S~—
3
Q
3
AS)
3
VR
(N}
@)
s | O
9]
>
~

Dolaysiyla,

i 2cosf > 2cosf
Lo (f)] < 2/ {80 < , ) + Z |a2m+1] 802m+1 (T) } cos® 0d0
0

m=1
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Bieberbach tahminiden,

L, (f)] < 2/{90 (20086) +i(2m+1)902m+1 (w)}cos‘o’%@

elde ederiz. L, (f) integraline kars: gelen katsayr kombinasyonu

i 2cos b
Lof) = [f 90( ))cos30d0
o (5
— /f 90(2(:7(389)){ZCOSQ—i—iCOSgH}dH
0
K

- (3A1(f) + 172 A5(f))

seklindedir. O halde yukarida elde ettigimiz esitsizlik takima

K\/_ K\/_
K\/_

N+ < (2)) + 7 Ay (k (=)

—k (=2)) + 172 As(—k (—2))]

seklindedir. Buradan f € S i¢in,
‘3A1(f) + r’2A3(f)‘ < ‘3141(]6 (2)) +r2A43(k (z))|
= [3A1(=k (=2)) + 772 A3(—k (—2))]|
oldugundan (3.7) egitsizligi elde edilir.
f € C olsun. (3.8) egitsizligini elde etmek i¢in, (3.13) integralini ele alalim.

0 e [0, g} icin cos® 0 > 0 ve x € [0, %] icin o(x) > 0 oldugundan,

jus

y 2cosf > 2cosf
Lo (f)] < 2/ {90 < ) Z |2 1] 7 <T> } cos® 6d6
0

elde ederiz. (1.3) egitsizliginden,

Jus

2/{ (20059) "’ZSOzmH <2C089)}cos39d9

0 m=1

= Ln(c(2)) = Lu(=c(=2))

| L ()]

IN
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elde edilir. O halde, f € C fonksiyonu i¢in (3.8) egitsizligi ispatlanmag olur.
f € P olsun. (3.9) egitsizligini elde etmek i¢in (3.12) integralini ele alalim.

f € P fonksiyonunun z = 0 civarindaki

flz)=1 +anz"

Taylor agilimina (3.12) integralinde yerine yazarsak,

s

Lo(f) = /{1+me<p (2COSQ)—1—i(—1)mbmgom <2C280>}c0536d9

m=1

s

/{me L (2C080>}c0536d9

elde edilir. 0 € [O 5} icin cos® 0 > 0 ve ¢ (2‘3059) > 0 oldugundan,

us

b 2
|Ln |<2/{Z|bgm 1| ™ ( Cose)}cosgedﬁ

egitsizligini elde ederiz. (1.1) esitsizliginden,

[Ln (f)] < 2/{i2w2m_1 (20;)50)}00839(10

0 m=1

= Ln(p(2))

elde edilir. Ayrica,

/(0 (7)) (£ (50) = b (57) 2 (- (55)).

oldugundan

egitsizligi elde edilir. O halde, f € P fonksiyonu igin (3.9) egitsizligi gergeklenir.

f € 8@ olsun. f(z) fonksiyonu igin (3.12) integrali

Jus

L,(f) = 2/f (cp (2(:7(389)) cos® 0df
0




seklindedir. 0 € [0, %] icin cos® 0 > 0 oldugundan,

ILa (£)] < 27‘f (90 (20?89))

egitsizligini elde ederiz. Distortion Teoremine gore [5],

cos® 0dp

fel <P pese

R

esitsizligi dogrudur. 0 € [(), g} 1 @ (2‘;&9) > 0 oldugundan,

IA

[ el
I 9 [ 7\ r )
| L (f)] /1—S02(2CT°S0) cos” 0do
0
= Ly, (o)
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elde edilir. Dolasiswyla, f € S® fonksiyonu igin (3.10) esitsizligi elde edilmis

olur. m

Teorem 5 k(2),c(2),p(z) ve o(2) swraswyla (1.5),(1.4),(1.2) ve (1.6) ile belirlen-

mis fonksiyonlar olmak tizere

’10141(.}0) + 5T_2A3(f) + T_4A5(f)| < ].0141(]{3) + 57’_2143(]{3) + 7"_4A5<k’) s f es

(3.14)

[10A1(f) + 5r2As(f) + 7 *As(f)| < 10A1(c) +5r > As(c) + r*A4s(c) , f € C

(3.15)

|10AL(f) + 5r2As(f) + 7 *As(f)| < 10A1(p) + 5r 2 As(p) +r*As(p) , f € P

(3.16)

|10A;(f) + 572 A3(f) + 7 *As(f)| < 104;(0) + 5r2As(0) + 7 *45(0) , f € S®

(3.17)
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egitsizlikleri saglamir. (3.14) — (3.17) egitsizliklerinde egitlik durumu siraswyla
f(2) = k(2) veya f(2) = —k(=2), f(2) = ¢(2) veya f(2) = —c(=2), f(2) = p(2)
veya f(z) = p(—2), f(z) = o(z) fonksiyonlar: i¢in mimkindir.

Ispat. f € S olsun. (3.14) esitsizligini elde etmek icin

I, (f) = ]f (gp (207‘?89» cos® 0 (3.18)

integraling ele alalim.

jus

I, (f) I/f(w (QC?SQ)>COS59d0—|—/f (go (207?80)) cos® 0d6
0

Ikinci integralde t = 7 — 0 degisken déndisiimii uygulanirsa, p(2) i¢ tasvir fonksi-

(VB

yonunun tek olmasindan dolay

us

) )

integrali elde edilir. f € S fonksiyonunun, z = 0 civarinda

f(z)=z+ Zanz”

seklinde Taylor a¢ilimina sahip oldugunu biliyoruz. f(z)’in Taylor agilimana (3.19)

da yerine koyarsak,

_ ] 2cost - om+1 [ 2cos 0 5
L (f) —2/{go( ; )+mz_1a2m+1so ( ; )}cos 0do  (3.20)
A =

elde edilir. 0 € [O, g} icin cos® 0 > 0 ve (2%&9) > 0 oldugundan,

jus

y 2cosf > 2cosf
11, (f)] < 2/ {80< ; > + Z |a2m+1\<ﬂ2m+1 (T>}cos56d9

0 m=1

elde ederiz. Ayrica Bieberbach tahmininden,

1L, (f)] < 2/{90 (2C286) + i@m—i—l)%@zmﬂ <2CTOSQ>}COS59d9

0 m=1

= I,(k(2)) = L, (—k(-2))
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elde edilir. I, (f) integraline karsi gelen katsayr kombinsyonu,

L(f) = /f<90 <2Cise))cos59d0
0
i 2cosf 5 1
= /f<g0< . )){§0089+1—6C0839+1—600850}d9

0

= K\/_ (10A:(f) +5r243(f) + 17 45(f))

seklindedir. O halde, yukarida elde ettigimiz egitsizlik takima
K \/k_o
K \/k_o

_ K“’f_“ [10A44(—k(~2)) + 512 A5(—k(~2)) + ™~ As(~k(~2)

1104, (f) + 52 As(f) + A5 ()|

1041 (k(2)) + 572 A3 (k(2)) + 7" A5 (k(2))|

seklindedir. Buradan f € S i¢in

}10141 (f) + 5T_2A3<f) + T’_4A5(f>‘ S }1014.1 (]C(Z)) + 5T_2A3(]€(Z)) + T_4A5(]€(Z))|

= [10A41(=k(—2)) + 5r2A3(—k(=2)) + r*As(—k(—2))|

oldugundan (3.14) esitsizligi elde edilir.
f € C olsun. (3.15) esitsizligini elde etmek igin (3.20) integralini ele alalum.

0 € [0,Z] igin cos®0 > 0 ve ¢ (2232) > 0 oldugundan,

jus

y 2cosf s 2cosf
11 (f)] < 2/ {80 < ; > + Z |a2m 1] Valiah (T) } cos® 0d6
0

m=1

egitsizligi elde edilir. f € C' fonksiyonu i¢in (1.3) esitsizliginden,

™

2/{ (20089) Z ot <2COSQ>}COS5H(19
0

m=

= In(c(2)) = I (=¢(=2))

|1n ()

IN

elde edilir. Boylelikle, (3.15) egitsizligi ispatlanmasg olur.
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f € P olsun. (3.16) esitsizligini elde etmek i¢in (3.19) integralini ele alalum.

f € P fonksiyonunun z = 0 civarinda

z)=1+ f: b,z"
n=1

Taylor agilimana (3.19) integralinde yerine yazarsak,

s

L(f) = /{1+me<p (26089) —1—%(—1)’”%& (2‘3;89>}c0s59d9

m=1

s

_ /{me g2 <2€OSQ>}COS50d9

elde edilir. 0 € [O E} icin cos® 0 > 0 ve (QCOSQ) > 0 oldugundan,

jus

L,(f)] <2 bom_1| p*™ 1 2cosf cos® 0df
r
0

m=1

elde edilir. (1.1) egitsizliginden,

()]

- 2
{ E @1 < COSG) } cos® 0df
r
1

VAN
N
o\mm

elde edilir. Ayrica,

p(e (7)) (o (57)) = (e (57)) - (o (57))]

oldugundan,

[In()] < In(p(2)) = —In(p(=2))

elde ederiz. Dolayiswyla, f € P fonksiyonu i¢in (3.16) egitsizligi elde gerceklenir.

f €S olsun. f(z) fonksiyonu icin (3.19) integrali

jus

L, (f) = Q/f <gp (267?86)) cos” 0df)
0
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seklindedir. 0 € [0, E] igin cos® 0 > 0 oldugundan,

iz (- (22))

elde edilir. Distortion Teoreminden [4],

2 cosf @(QCTOSQ)
(o ()=

esitsizligi elde edilir. O halde,

cos® 6df

(VB

2 cos
—T) cos® Odb

|In(f)| (2 2 cos
-9 (29)

IA
Do

sonucu elde edilir. Dolaypswyla, f € S®) fonksiyonlar igin (3.17) esitsizligi gercek-

lenir.
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4 SONUC

Bu tezde oncelikle D’ye paralel olarak elipsin i¢ bolgesinde analitik ve birebir
fonksiyonlardan olugmusg simiflar tanimlanmigtir. Sonrasinda ise eliptik bolgede
analitik ve birebir fonksiyonlarin Faber katsayilarinin uygun lineer kombiansyon-
lar1 i¢in D’deki klasik katsay1 esitsizlikleri kullanilarak, her bir sinif i¢in keskin iist
siirlar elde edilmistir. S smifi hari¢ diger tiim smiflarda ekstremal fonksiyon
sayisinin iki oldugu ve bunun da elipsin invaryant dénme sayisina esit oldugu

saptanmigtir.
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