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ÖZET 

 
TEZ BAŞLIĞI: BİR ELİPSTE ANALİTİK VE BİREBİR OLAN FONKSİYONLARIN         

                                 FABER KATSAYILARI İÇİN ÜST SINIRLAR 

 

YAZAR ADI:   Tuğba YAVUZ 

 

    Bu tezde, 
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bölgesinde analitik ve birebir olan fonksiyonların Faber katsayılarının uygun lineer 

kombinasyonları için keskin sınırlar elde edilmiştir. Bu eşitsizlikler, birim dairede analitik ve 

birebir fonksiyonların oluşturduğu sınıflara ait olan klasik katsayı eşitsizliklerinden 

faydalanılarak elde edilmiştir. Aynı zamanda, her sınıf için elipsin invaryant dönmelerinin de 

sayısı olan iki extremal fonksiyon elde edilmiştir.  

                                         

    Tezin ilk kısmında, problemin tarihçesi ve ortaya konuluşundan bahsedilmiştir. İkinci 

bölümde ise, Faber katsayılarının tanımı ve Faber serisinin özellikleri verilmiştir.  Son olarak, 

üçüncü bölümde ise, birim dairedeki fonksiyon sınıflarına paralel olarak  bölgesinde 

analitik ve birebir olan fonksiyonların oluşturduğu sınıflar tanımlanmıştır. Ayrıca, bu sınıflara 

ait fonksiyonların Faber katsayılarının uygun lineer kombinasyonlarına ait üst sınırlar  ile 

ilgili teoremler ispatlanmıştır. 

rE
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SUMMARY 

 
THESIS TITLE: UPPER BOUNS FOR THE FABER COEFFICIENTS OF           

                                    

THESIS AUTHOR: Tuğba YAVUZ 

 

    In this thesis, sharp bouns for certain linear combinations of Faber coefficients of functions 

analytic and univalent in 
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are obtained. This result is obtained by using the classical coefficient inequalities in certain 

class of analitic and univalent functions in unit disc. At the same time, two extremal functions 

for every class which is the same number invariant rotation of elipse are obtained. 

 

    In first part of thesis, the history of this problem and display exist. In the second part, 

definition of the Faber coefficient and property of Faber series is stated. Finally, in third part, 

certain classes of analytic and univalent functions in  are defined analogously the class of 

analytic and univalent functions in the unit disc. In addition to, theorems about sharp bounds 

of the certain lineer combinations of Faber coefficients of functions in these classes are 

proved. 

rE
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1 G·IR·IŞ

Bu tezde

Er =

�
(x; y) 2 R2 : x2

(1 + 1
r2
)2
+

y2

(1� 1
r2
)2
< 1; r > 1

�
bölgesinde analitik ve birebir olan baz¬fonksiyon s¬n¬�ar¬na ait F (z) fonksiyon-

lar¬n¬n Faber katsay¬lar¬n¬n uygun lineer kombinasyonlar¬için üst s¬n¬rlar araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Bu s¬n¬rlar ise, D = fz : jzj < 1g birim dairesinde analitik ve birebir olan ben-

zer fonksiyon s¬n¬�ar¬na ait fonksiyonlar cinsinden tasvir fonksiyonu kullan¬larak

belirlenmi̧stir.

Bu problem ilk olarak D için ele al¬nm¬̧st¬r. Öncelikle D0de baz¬ fonksiyon

s¬n¬�ar¬tan¬mlayal¬m.

S S¬n¬f¬: D�de analitik ve birebir olup

f(0) = 0; f 0(0) = 1

normalizasyon koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu s¬n¬ft¬r. Dolay¬s¬yla,

S s¬n¬f¬na ait f(z) fonksiyonunun z = 0 noktas¬civar¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬

f(z) = z +

1X
n=2

anz
n ; f 2 S

şeklindedir.

C S¬n¬f¬: S s¬n¬f¬na ait ve görüntüsü konveks bir küme olan fonksiyonlar¬n

oluşturdu¼gu s¬n¬ft¬r. Yani

C = f f 2 S : f(D) konveksg
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T S¬n¬f¬: S s¬n¬f¬na ait ve �1 < z < 1 için reel de¼gerler alan f(z) fonksiyon-

lar¬n¬n oluşturdu¼gu s¬n¬ft¬r. Bu fonksiyonlara tipik reel fonksiyonlar denir.

S(2) S¬n¬f¬: S s¬n¬f¬ndan olan tek fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu alt s¬n¬ft¬r. f 2 S

olmak üzere f(z) fonksiyonunun karekök dönüşümü olarak adland¬r¬lan h(z) =p
f(z2) fonksiyonu S(2) s¬n¬f¬na aittir. Tersine, 8h(z) 2 S(2) fonksiyonu için

9f(z) 2 S vard¬r öyle ki h(z) =
p
f(z2) dir.

P S¬n¬f¬: D�de analitik ve f(0) = 1; Re(f(z)) > 0 koşullar¬n¬sa¼glayan f(z)

fonksiyonlar¬n¬n oluşturdu¼gu s¬n¬ft¬r.

1907�de Carathedory [3] ; P s¬n¬f¬ndan olan bir

p(z) = 1 +
1X
n=1

bnz
n 2 P

fonksiyonu için

jbnj � 2 , n = 1; 2; : : : (1.1)

eşitsizli¼gini ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca eşitlik halinin ancak ve ancak

p(z) =
1� z

1 + z
(1.2)

fonksiyonunun tüm mümkün dönmeleri olan

p�(z) = e�i�p(ei�z) =
1 + ei�z

1� ei�z
, � 2 [0; 2�)

fonksiyonlar¬için geçerli oldu¼gunu göstermi̧stir.

1917�de Loewner [16] ; C s¬n¬f¬na ait fonksiyonlar için

janj � 1; n = 2; 3; : : : (1.3)

eşitsizli¼gini ve eşitlik halinin ancak ve ancak

c(z) =
z

1� z
(1.4)
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fonksiyonunun tüm mümkün dönmeleri olan

c� (z) = e�i�c(ei�z) =
z

1� ei�z
, � 2 [0; 2�)

fonksiyonlar¬için mümkün oldu¼gunu göstermi̧stir.

1931 �de Rogosinski [19] ; T s¬n¬f¬na ait fonksiyonlar için

janj � n; n = 2; 3; : : :

eşitsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬ve eşitlik halinin ancak ve ancak çift n de¼gerleri için

k(z) =
z

(1� z)2
(1.5)

Koebe fonksiyonu ve tek n de¼gerlerinde ise k(z) ve �k(�z) fonksiyonlar¬n¬n kon-

veks kombinasyonu için mümkün oldu¼gunu göstermi̧stir.

Koebe fonksiyonunun karekök dönüşümü

p
k(z2) = o(z) =

z

1� z2
= z + z3 + z5 + : : : (1.6)

oldu¼gundan S(2) s¬n¬f¬na ait bir fonksiyonun Taylor katsay¬lar¬n¬n s¬n¬rl¬oldu¼gu

tahmin edilebilir. S(2) s¬n¬f¬na ait olan f(z) fonksiyonlar¬n¬n Taylor katsay¬lar¬n¬n

s¬n¬rl¬oldu¼gu 1932 y¬l¬nda Littlewood ve Paley taraf¬ndan gösterilmi̧stir. Little-

wood ve Paley, A bir sabit olmak üzere

h(z) = z +
1X
n=1

c2n+1z
2n+1 2 S(2)

fonksiyonlar¬n¬n Taylor katsay¬lar¬n¬n

jcnj � A; n = 3; 5; 7; : : :

koşulunu sa¼glad¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Ayr¬ca yapt¬klar¬ispat sonucunda

jcnj � A < 14; n = 3; 5; 7; : : :
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eşitsizli¼gini ispatlam¬̧slard¬r ve bu eşitsizlikte A = 1 oldu¼gu tahmininde bulun-

muşlard¬r. Bu tahminin en az¬ndan n = 2 için do¼gru olmad¬¼g¬Fekete ve Szegö

[6] taraf¬ndan gösterilmi̧stir. Ayr¬ca, V.I.Milin [17] 1980 y¬l¬nda

jcnj � 1:14; n = 3; 5; 7; : : :

eşitsizli¼gini göstermi̧stir. En iyi üst s¬n¬r henüz bilinmemektedir.

Robertson 1936�da 8h(z) 2 S(2) fonksiyonu için

1 + jc3j2 + : : :+ jc2n�1j2 � n

tahmininde bulunmuştur. Bu eşitsizli¼gie Robertson Tahmini denir.

Tüm S s¬n¬f¬için geçerli olan katsay¬tahminini Bieberbach yapm¬̧st¬r. Bieberbach[1]

1916�da f(z) 2 S fonksiyonu için

ja2j � 2

oldu¼gunu ispatlam¬̧s ve

janj � n ; n = 1; 2; : : : (1.7)

eşitsizli¼gini tahmin etmi̧stir.

Bieberbach Tahmini, Robertson Tahmininin bir sonucudur. Karekök dönüşümü

uyar¬nca h(z) 2 S(2) ise

fh(z)g2 = f(z2)

olacak şekilde bir ve yaln¬z bir f 2 S fonksiyonu vard¬r. Yukar¬daki ili̧skide z2n

in katsay¬lar¬eşitlenirse

an = c1c2n�1 + c3c2n�3 + : : :+ c2n�1c1 , c1 = 1
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elde edilir. Burada Cauchy Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬larak

janj �
nX
k=1

jc2k�1j2

bulunur. Son eşitsizlikte Robertson Tahmini kullan¬l¬rsa janj � n; n = 1; 2; : : :

Bieberbach Tahmini elde edilir.

f(z) 2 S ve h(z) =
�
1
2

�
log [z�1f(z)] fonksiyonunun h(0) = 0 koşulunu

sa¼glayan dal¬olsun. O halde, h(z) fonksiyonunun Taylor serisi

h(z) =

1X
n=1


kz
k

formunda ise, Milin 1965 y¬l¬nda

nP
m=1

mP
k=1

�
k j
kj

2 � 1

k

�
� 0 (1.8)

eşitsizl¼ginin gerçeklendi¼gini ve eşitlik halinin f(z) fonksiyonunun Koebe fonksiyo-

nunun bir dönmesi durumunda mümkün olaca¼g¬n¬tahmin etmi̧stir. Bu tahmin

Milin Tahmini olarak adland¬r¬l¬r.

Milin Tahmininden Robertson Tahmini elde edilir. Milin Tahmininden Robert-

son Tahmini elde edilirken, ·Ikinci Lebedev-Milin Eşitsizli¼gi olarak bilinen, z = 0

noktas¬nda analitik ve �(0) = 0 koşulunu sa¼glayan,

�(z) =
1X
k=1

�kz
k (1.9)

ve

 (z) = e�(z) =
1X
k=0

�kz
k (1.10)

fonksiyonlar¬için

nX
k=0

j�kj
2 � (n+ 1) exp

�
1

n+ 1

nP
m=1

mP
k=1

�
k jakj2 �

1

k

��
(1.11)

eşitsizli¼ginden faydalan¬l¬r.
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Lemma 1 �(z) ve  (z) fonksiyonlar¬ s¬ras¬yla (1:9) ve (1:10) eşitlikleri ile ve-

rilmiş olsun. O halde,

nX
k=0

j�kj
2 � (n+ 1) exp

�
1

n+ 1

nP
m=1

mP
k=1

�
k jakj2 �

1

k

��

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Eşitlik hali ancak ve ancak

j
j = 1 , �k =

k

k
, 1 � k � n

koşulunu sa¼glayan 
 kompleks say¬s¬n¬n varl¬¼g¬ile mümkündür.

·Ispat.

 0(z) = �0(z) exp(�(z)) = �0(z) (z)

eşitli¼ginden

1X
n=0

n�nz
n�1 =

 1X
n=1

n�nz
n�1

! 1X
n=0

�nz
n

!
1X
n=1

n�nz
n�1 =

 1X
n=1

n�nz
n�1

! 1X
n=1

�n�1z
n�1

!

elde edilir. Cauchy çarp¬m¬uyar¬nca,

n�n =

n�1X
k=0

(k + 1)�k+1�n�1�k , n = 0; 1; 2; : : :

�n =
1

n

nX
k=1

k�k�n�k , n = 1; 2; : : : (1.12)

elde ederiz. Elde edilen son eşitlikte Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini uygularsak,

j�nj
2 � 1

n2

 
nX
k=1

k2 j�kj2
! 

nX
k=1

���n�k��2
!

=
1

n2

nX
k=1

k2 j�kj2
n�1X
k=0

j�kj
2
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elde ederiz. Son eşitsizlikte An =
Pn

k=1 k
2 j�kj2 ve Bn =

Pn
k=0 j�kj

2 ile gösterilir

ve eşitsizli¼gin her iki taraf¬na Bn�1 eklenirse

Bn � 1

n2
AnBn�1 +Bn�1 = Bn�1

�
1

n2
An + 1

�
=

n+ 1

n

�
1 +

An � n

n (n+ 1)

�
Bn�1

elde edilir. 1 + x � ex eşitsizli¼ginden,

Bn �
n+ 1

n
exp

�
An � n

n (n+ 1)

�
Bn�1 (1.13)

elde edilir. Son elde etti¼gimiz eşitsizli¼gi Bn�1 için de yazarsak,

Bn�1 �
n

n� 1 exp
�
An�1 � (n� 1)
(n� 1)n

�
Bn�2

eşitsizli¼ginden

Bn �
n+ 1

n� 1 exp
�
An � n

n (n+ 1)
+
An�1 � (n� 1)
(n� 1)n

�
Bn�2

elde ederiz. B0 = j�0j
2 = 1 oldu¼gundan, n. ad¬m sonunda

Bn � (n+ 1) exp

(
nX
k=1

Ak � k

k (k + 1)

)

= (n+ 1) exp

(
nX
k=1

Ak
k (k + 1)

+ 1�
nX
k=1

1

k

)
(1.14)

elde edilir.

xk =
1

k (k + 1)
, yk = Ak , Xn =

nX
k=1

1

k (k + 1)
= 1� 1

n+ 1



8

ile gösterilirse, k¬smi toplama formülüne göre,

nX
k=1

Ak
k (k + 1)

=

n�1X
k=1

Xk (Ak � Ak+1) +XnAn

=
n�1X
k=1

�
1� 1

k + 1

�" kX
m=1

m2 j�mj2 �
k+1X
m=1

m2 j�mj2
#
+

�
1� 1

n+ 1

� nX
k=1

k2 j�kj2

=

n�1X
k=1

�
1� 1

k + 1

� �
� (k + 1)2 j�k+1j2

�
+

�
1� 1

n+ 1

� nX
k=1

k2 j�kj2

= �
n�1X
k=1

(k + 1)2 j�k+1j2 +
n�1X
k=1

(k + 1) j�k+1j2 +
nX
k=1

k2 j�kj2 �
1

n+ 1

nX
k=1

k2 j�kj2

= �
nX
k=1

k2 j�kj2 +
nX
k=1

k j�kj2 +
nX
k=1

k2 j�kj2 �
1

n+ 1

nX
k=1

k2 j�kj2

=
nX
k=1

k j�kj2 �
1

n+ 1

nX
k=1

k2 j�kj2

bulunur. Buradan,

nX
k=1

Ak
k (k + 1)

+ 1�
n+1X
k=1

1

k
=

nX
k=1

k j�kj2 �
1

n+ 1

nX
k=1

k2 j�kj2 + 1�
n+1X
k=1

1

k

=
1

n+ 1

(
nX
k=1

(n+ 1) k j�kj2 �
nX
k=1

k2 j�kj2 + (n+ 1)�
n+1X
k=1

1

k

)

=
1

n+ 1

nX
k=1

�
(n+ 1) k j�kj2 � k2 j�kj2 + 1�

n+ 1

k

�
=

1

n+ 1

nX
k=1

�
k j�kj2 (n+ 1� k)� n+ 1� k

k

�
=

1

n+ 1

nX
k=1

(n+ 1� k)

�
k j�kj2 �

1

k

�
=

1

n+ 1

nX
m=1

mX
k=1

�
k j�kj2 �

1

k

�

elde edilir. Son elde etti¼gimiz eşitsizli¼gi (1:14) eşitsizli¼ginde yerine yazarsak,

nX
k=0

j�kj
2 � (n+ 1) exp

�
1

n+ 1

nP
m=1

mP
k=1

�
k jakj2 �

1

k

��



9

·Ikinci Lebedev-Milin Eşitsizli¼gini (1:11) elde ederiz. (1:11) eşitsizli¼ginde eşitlik

hali gerçekleşsin. O halde, Cauchy-Schwarz ve 1 + x � ex eşitsizliklerinde eşitlik

durumlar¬n¬ele al¬r¬z. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginde eşitlik durumundan,

�m�k = �mk�k 1 � k � m (1.15)

elde edilir. 1+x � ex eşitsizli¼ginde eşitlik hali ancak x = 0 için sa¼glan¬r. Buradan,

An = n elde edilir.

m�m =
mP
k=1

k�k�mk�k = �m
mP
k=1

k2 j�kj2 = �mAm = m�m

�m = �m , 1 � m � n

elde edilir. �0 = 1 oldu¼gundan, (1:15) eşitli¼gini k = m için tekrar yazarsak,

1 = �0 = �mm�m , 1 � m � n

1

�m
= m�m

elde ederiz. m � 2 için

�1 = �1 = �m(m� 1)�m�1 =
�m
�m�1

�m = �1�m�1

elde edilir. Böylelikle,

�m = �m = �1�m�1 = �21�m�2 = : : : = �m1 = 
m , 
 = �1

bulunur. (1:15) eşitli¼ginde k = m için

1 = 
mm�m ) m�m = 
m
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elde edilir. Fakat, 1 � k � n için

k = Ak =
kX

m=1

m2 j�mj2 =
kX

m=1


2m

eşitli¼gi özel halde k = 1 için de sa¼glan¬r. Buradan j
j = 1 elde edilir. (1:15)

eşitli¼ginden, 1 � k � n için


n�k = �n�k = �nk�k = 
nk �k

�k =

k

k
, 1 � k � n

sonucu elde edilir.

Teorem 1 Milin Tahmininden Robertson Tahmini elde edilir.

·Ispat. Milin Tahminin do¼grulu¼gunu kabul edelim. g 2 S(2) olsun. O halde

9f 2 S vard¬r ki, g(z) =
p
f(z2) dir. f(z) ve g(z) fonksiyonlar¬n¬n Taylor aç¬l¬m¬

f(z) = z +
1X
k=0

akz
k ve g(z) =

1X
k=0

b2k+1z
2k+1

şeklinde olsun. Karekök dönüşümünden

log

�
g(z)

z

�
=
1

2
log

�
f(z2)

z2

�
yaz¬labilir. log

�
f(z)
z

�
ve log

�
g(z)
z

�
fonksiyonlar¬n¬n seri aç¬l¬mlar¬s¬ras¬yla

log

�
f(z)

z

�
=

1X
k=1

�kz
k ve log

�
g(z)

z

�
=

1X
k=1

�kz
k

olsun.

log

�
g(z)

z

�
=

1X
k=1

�kz
k =

1

2
log

�
f(z2)

z2

�
=
1

2

1X
k=1

�kz
2k

eşitli¼ginden;

�k =

(
0, k = 2n� 1

1
2
�k, k = 2n
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O halde, log
�
g(
p
z)p
z

�
fonksiyonunun seri aç¬l¬m¬,

log

�
g(
p
z)p
z

�
=
1

2

1X
k=1

�kz
k

şeklindedir.

g(
p
z)p
z

=
b1z

1
2 + b3z

3
2 + b5z

5
2 : : :

z
1
2

= b1 + b3z + b5z
2 + : : :

=
1X
n=0

b2n+1z
n

= exp

�
log

�
g(
p
z)p
z

��
= exp

 
1

2

1X
k=1

�kz
k

!
oldu¼gundan lemma uyar¬nca,

nX
k=0

jb2k+1j2 � (n+ 1) exp
(

1

n+ 1

nP
k=1

kP
l=1

 
l
j�lj2

4
� 1
l

!)
elde edilir. Milin Tahmininden ise,

exp

(
1

n+ 1

nP
k=1

kP
l=1

 
l
j�lj2

4
� 1
l

!)
� 1

dir. O halde,
nX
k=0

jb2k+1j2 � (n+ 1)

Robertson Tahmini elde edilir.

Bieberbach tahmini, 1984 y¬l¬nda Louis De Branges taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r

[2] : Ayr¬ca Louis De Branges (1:7) eşitsizli¼ginde eşitlik halinin ancak ve ancak

Koebe fonksiyonunun tüm mümkün dönmeleri olan

f(z) = e�i�k(ei�z) , � 2 [0; 2�)

fonksiyonlar¬ için mümkün oldu¼gunu göstermi̧stir. De Branges öncelikle Milin

Tahminini ispatlam¬̧st¬r. Milin Tahmininden Bieberbach Tahmini elde edildi¼gin-

den, dolayl¬olarak Bieberbach Tahminini de ispatlam¬̧st¬r. De Branges ispat¬nda
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yal¬nkat fonksiyonlar¬n parametrik gösterimiyle ilgili olan Loewner Zincir Teorisini

kullanm¬̧st¬r [4]:

Bieberbach Tahmininin ispatlanmas¬ndan sonra, D�de tan¬ml¬belirli fonksiyon

s¬n¬�ar¬için yap¬lan katsay¬tahminlerine duyulan ilgi azalm¬̧st¬r. D�de analitik

ve birebir fonksiyonlar için gösterilen katsay¬eşitsizliklerinin key�basit ba¼glant¬l¬

bir bölgeye genelleme problemi ortaya ç¬km¬̧st¬r.

Faber 1903 y¬l¬nda, "D�deki Taylor aç¬l¬m¬n¬n key� basit ba¼glant¬l¬ bölgelere

genellenmesi " problemiyle ilgilenmi̧stir. Sonuç olarak, s¬n¬rl¬, basit ba¼glant¬l¬bir


 bölgesinde analitik olan F (z) fonksiyonlar¬n¬n 
 bölgesinin Faber Polinomlar¬

olarak adland¬r¬lan fPn(z)g1n=1 polinomlar¬ndan oluşan (1:16) serisi ile göster-

ilebildi¼gini ispatlam¬̧st¬r [7] :

Faber, Pn(z) n = 0; 1; : : : polinomlar¬n¬elde ederken tasvir fonksiyonlar¬ndan

faydalanm¬̧st¬r. 
 basit ba¼glant¬l¬, s¬n¬rl¬bir bölge ve 0 2 
 olsun. Rieman Tasvir

Teoremi uyar¬nca g(1) =1 ve z =1 daki rezidüsü 1 olan

g : � = fz : jzj > 1g ! C n 


fonksiyonu mevcuttur ve tektir. O halde, g(z) fonksiyonunun z =1 civar¬ndaki

seri aç¬l¬m¬

g(z) = z +

1X
n=0

cn
zn

; jzj > 1

şeklindedir. Faber Pn(z) n = 0; 1; : : : polinomlar¬n¬elde etmek için
w:g0(w)
g(w)�z üretici

fonksiyonu tan¬mlam¬̧st¬r. Bu fonksiyon yard¬m¬yla

zg0(z)

g(z)� w
=

1X
n=0

Pn(z)w
�n; w 2 C n 
; jzj > 1 (1.16)

Pn(z) n = 0; 1; : : : polinomlar¬n¬elde etmi̧stir. Elde edilen bu polinomlara Faber

Polinomlar¬ denir. Faber Polinomlar¬ cinsinden elde edilen (1:16) serisine de
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Faber Serisi denir. Faber ayr¬ca göstermi̧stir ki, Faber Serisindeki An katsay¬lar¬

An =
1

2�i

Z
jzj=�

F (g(z))z�n�1dz � > 1 ve 10e yak¬n

formülü ile elde edilebilir. An katsay¬lar¬na ayn¬zamanda F (z) fonksiyonunun

Faber Katsay¬lar¬denir.

Faber 1907 y¬l¬nda (1:16) serisinin 
 bölgesinin kompakt alt kümelerinde F (z)

fonksiyonuna düzgün olarak yak¬nsad¬¼g¬n¬göstermi̧stir [8] :

1920�de ise, 
 bölgesinde analitik olan F (z) fonksiyonuna en iyi düzgün yak-

laş¬m¬n Faber serisi ile yap¬labilece¼gini göstermi̧stir [9] : Bu nedenle Faber serisinin

yaklaş¬m teorisinde önemi büyüktür.
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2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1 Faber Polinomlar¬n¬n Tan¬m¬

X
r
=

(
g(z)

����� jzj > r bölgesini Cr 
 bölgesine analitik ve birebir
tasvir eden, z =1 daki rezidüsü 1 olan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬

)

E¼ger g(z) 2
P

r ise g(z) fonksiyonunun seri aç¬l¬m¬

g(z) = z +
1X
n=0

bnz
�n ; jzj > r

şeklindedir. w 2 C olmak üzere, g(z)�w
z

fonksiyonu z =1 noktas¬n¬n bir civar¬nda

analitik ve z =1 daki de¼geri 1�dir. O halde, g(z)�wz
fonksiyonu z =1 noktas¬n¬n

bir civar¬nda 0�dan farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla ayn¬civarda g(z)�w
z

fonksiyonu 1 deki

de¼geri 0 olan analitik logaritmaya sahiptir. Sonuç olarak bu fonksiyon z = 1

noktas¬n¬n uygun bir civar¬nda

log

�
g(z)� w

z

�
=

1X
k=1

�
�1
k

�
Pk(w)z

�k (2.1.1)

şeklinde Laurent serisine aç¬labilir. Burada
�
� 1
k

�
çarpan¬uygunluk için eklen-

mi̧stir. (2:1:1) eşitli¼ginde her iki taraf¬z�e göre türetirsek,

(zg0(z)� g(z) + w) z

z2 (g(z)� w)
=

1X
k=1

�
�1
k

�
Pk(w)(�k)z�k�1

�1
z
+

g0(z)

g(z)� w
=

1X
k=1

Pk(w)z
�k�1

g0(z)

g(z)� w
=

1X
k=0

Pk(w)z
�k�1 , P0 = 1

zg0(z)

g(z)� w
=

1X
k=0

Pk(w)z
�k

zg0(z) = [g(z)� w]
1X
k=0

Pk(w)z
�k (2.1.2)
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eşitli¼ginden Pk(w) polinimlar¬n¬n şeklini belirleyelim.

g(z) = z +

1X
n=0

bnz
�n , jzj > r

ifadesini (2:1:2) eşitli¼ginde yerine yazarsak

z �
1X
n=1

nbnz
�n =

"
z +

1X
n=0

bnz
�n � w

#" 1X
n=0

Pn(w)z
�n

#

elde edilir. Son elde edilen eşitlikte z in ayn¬kuvvetlerinin katsay¬lar¬eşitlenerek,

P0(w) = 1

P1(w) + (b0 � w)P0(w) = 0 ) P1(w) = w � b0

�b1 = P2(w) + b1 � wP1(w) + b0P1(w)) P2(w) = w2 � 2b0w + b20 � 2b1

...

�nbn = Pn+1(w) + (b0 � w):Pn(w) +
nX
k=0

bkPn�k(w)

Pn+1(w) = (w � b0)Pn(w)�
n�1X
k=1

bkPn�k(w)� (n+ 1)bn , n = 1; 2; : : :

bulunur.

Tan¬m 1 fPn(w)g1n=0 polinomlar¬na g(z) fonksiyonunun (veya 
 bölgesinin) Faber

polinomlar¬denir.

Yukar¬daki indirgeme formülünden Pn(w)�n¬n w�ya göre n. dereceden monik

polinom oldu¼gu görülür.

Teorem 2 Bir r > 0 say¬s¬ için g 2
P

r fonksiyonunun Faber polinomlar¬

fPn (z)g1n=1 ise, Pn (z) polinomu (g�1 (z))
n fonksiyonunun z = 1�daki esas k¬s-

m¬d¬r. Yani, z !1 iken

�
g�1 (z)

�n
= Pn (z) +O

�
1

z

�
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·Ispat. r0 > r say¬s¬için 
r0 = fg(z) j jzj = r0g ve 
r0 e¼grisinin iç bölgesi 
r0

olsun. � say¬s¬n¬ r0 < � < 1 olacak şekilde seçelim. Cauchy ·Integral Formülü

uyar¬nca, üretici fonksiyon ba¼g¬nt¬s¬ndan z 2 
r0 için

Pn (z) =
1

2�i

Z
j� j=�

�ng0(�)

g(�)� z
d� =

1

2�i

Z

�

(g�1(w))
n

w � z
dw (2.1.3)

g(1) =1 ve g0(1) = 1 oldu¼gundan yeteri kadar büyük z�ler için

g�1 (z) = z +
1X
n=0

dn
zn

şeklinde yaz¬labilir. Böylece (
g�1(w))

n

w�z fonksiyonu w =1 noktas¬nda n. dereceden

kutba sahiptir. (2:1:3) eşitli¼gi yeteri kadar büyük R de¼gerleri için

Pn (z) =
1

2�i

Z
jwj=R

(g�1(w))
n

w � z
dw (2.1.4)

şeklinde yaz¬labilir.

�
g�1 (w)

�n
= wn +D

(n)
1 wn�1 + : : :+D(n)

n +
D
(n)
�1
w

+
D
(n)
�2
w2

+ : : : (2.1.5)

1

w � z
=
1

w

1

1� z
w

=
1

w
+

z

w2
+ : : :+

zn

wn+1
+ : : :

yaz¬l¬r ve çarpma i̧slemi yap¬l¬rsa, rezidü teoremi uyar¬nca (2:1:4) eşitli¼ginden

Pn (z) = zn +D
(n)
1 zn�1 + : : :+D(n)

n

elde edilir. Son elde etti¼gimiz eşitli¼gi, (2:1:5) eşitli¼ginde yerine yazarsak

�
g�1 (w)

�n
= Pn (w) +O

�
1

w

�

elde edilir.
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Örnek 1 g(z) = z 2
P

1 fonksiyonu jzj > 1 bölgesini, jzj > 1 bölgesine tasvir

eder. g(z) fonksiyonunun Faber polinomlar¬n¬bulal¬m.

zg0 (z)

g (z)� w
=

z

z � w
=

1

1� w
z

=

1X
n=0

wn

zn

oldu¼gundan jzj < 1 birim dairesinin Faber polinomlar¬

Pn (w) = wn , n = 0; 1; 2; : : :

şeklindedir.

Örnek 2

Er =

�
(x; y) 2 R2 : x2

(1 + 1
r2
)2
+

y2

(1� 1
r2
)2
< 1; r > 1

�

elipsinin Faber polinomlar¬Pn(z) = 2nr�nTn(12rz) n = 0; 1; : : :dir. Öyle ki, burada

Tn(z) = 2�n
nh
z +

p
z2 � 1

in
+
h
z �

p
z2 � 1

ino
, n = 0; 1; 2; : : :

T0(z) = 1

n. dereceden monik Chebyshev polinomlar¬d¬r.

g(z) = z + 1
r2z
fonksiyonu D nin d¬̧s¬n¬,

Er =

�
(x; y) 2 R2 : x2

(1 + 1
r2
)2
+

y2

(1� 1
r2
)2
< 1; r > 1

�

elipsinin d¬̧s bölgesine tasvir eder.

g : �! C�Er

zg0(z)

g(z)� w
=

1X
k=0

Pk(w)z
�k
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eşitli¼ginden

zg0(z)

g(z)� w
=

z
�
1� 1

r2z2

�
z + 1

r2z
� w

=
r2z2 � 1

r2z2 � r2wz + 1

= 1 +
r2wz � 2

r2z2 � r2wz + 1

O halde,

zg0(z)

g(z)� w
= 1 +

1

r2

�
r2wz � 2

(z � z1)(z � z2)

�
(2.1.6)

burada

z1;2 =
w �

q
w2 � 4

r2

2

=
rw �

p
r2w2 � 4
2r

dir.

r2wz � 2
z2 � wz + 1

r2

=
A

z � z1
+

B

z � z2

Buradan

A+B = r2w

A
(rw �

p
r2w2 � 4)
2r

+B
(rw +

p
r2w2 � 4)
2r

= 2

sistemi çözülerek,

A =
r

2

p
r2w2 � 4 + r2w

2
ve B = �r

2

p
r2w2 � 4 + r2w

2
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Pn+1(w) = (w � b0)Pn(w)� (n+ 1) bn �
n�1X
k=1

bkPn�k (w)

olarak elde edilir.

2.2 Faber Serisinin Özellikleri

f (z) fonksiyonu D (z0; r) = fz j jz � z0j < rg dairesinde analitik ise f(z)

fonksiyonunun

f(z) =
1X
n=0

f (n)(z0)

n!
(z � z0)

n , z 2 D (z0; r) (2.2.1)

şeklinde Taylor serisi ile temsil edilebilece¼gini biliyoruz. Bu serinin bildi¼gimiz baz¬

özelliklerini hat¬rlayal¬m.

(i) (2:2:1) ile verilen Taylor serisi D (z0; r) dairesinin kompakt alt kümelerinde

f(z) fonksiyonuna düzgün olarak yak¬nsar.

(ii) (2:2:1) serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬� ise,

1

�
= lim

n!1
sup

����f (n)(z0)n!

����
1
n

, � � r

(iii) f (n)(z0)
n!

katsay¬lar¬tek türlü belirlenir. Yani,

f(z) =

1X
n=0

an (z � z0)
n , z 2 D (z0; r)

ise

an =
f (n)(z0)

n!
, n = 0; 1; 2; : : :

şeklindedir.

g(z) fonksiyonu jzj = r çemberinin d¬̧s bölgesini 
 kapal¬ e¼grisinin d¬̧s böl-

gesine birebir ve örten olarak tasvir etsin. Int(
) bölgesinde analitik olan bir

f(w) fonksiyonu g(z) fonksiyonunun Faber Polinomlar¬taraf¬ndan oluşturulmuş
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Faber serisi ile temsil edilebilir. Faber serisinin özellikleri yukar¬da verilen Taylor

serisinin özelliklerine benzerdir. Bu özellikler Schober [20]�de verilmi̧stir.

Teorem 3 g(z) 2
P

r ve g(z) fonksiyonunun Faber Polinomlar¬fPn(w)g
1
n=1 ol-

sun. R > r say¬s¬için f(w) fonksiyonu


R = fw = g(z) j jzj = Rg

e¼grisinin iç bölgesinde analitik olsun. O halde aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

(i) w 2 Int(
R) ise

f(w) =
1X
n=0

cnPn(w)

r < � < R olmak üzere cn katsay¬lar¬

cn =
1

2�i

I
j� j=�

f(g(�))

�n+1
d� , n = 0; 1; 2; : : :

formülü ile elde edilir.

(ii) limn!1 sup jcnj
1
n � 1

R
dir.

(iii)
1X
n=0

cnPn(w) serisi Int(
R) bölgesinin kompakt alt kümelerinde f(w) fonksi-

yonuna düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat. (i) w 2 Int(
R) olsun. � say¬s¬n¬r < � < R ve w 2 Int(
�) olacak

şekilde seçelim. Burada,


� = fw = g(z) j jzj = �g
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şeklinde tan¬mlanan e¼gridir. Cauchy ·Integral formülünden,

f(w) =
1

2�i

I

�

f(z)

z � w
dz

=
1

2�i

I
j� j=�

f(g(�))g0(�)

g(�)� w
d�

=
1

2�i

I
j� j=�

f(g(�))
1X
n=0

Pn(w)

�n+1
d�

eşitli¼gi elde edilir.
1X
n=0

Pn(w)
�n+1

serisi j� j = � çemberinin içinde düzgün yak¬nsak

oldu¼gundan integral ile toplam i̧sareti yer de¼gi̧stirebilir.

f(w) =

1X
n=0

0B@ 1

2�i

I
j� j=�

f(g(�))

�n+1
d�

1CAPn(w)

Buradan,

cn =
1

2�i

I
j� j=�

f(g(�))

�n+1
d�

elde edilir.

(ii) f(g(�)) fonksiyonu j� j = � kompakt kümesinde anlitik oldu¼gundan ayn¬

zamanda s¬n¬rl¬d¬r. O halde,

M� = max
j� j=�

jf(g(�))j < +1

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan,

jcnj =

�������
1

2�i

I
j� j=�

f(g(�))

�n+1
d�

������� �
1

2�

M�

�n+1
2�� =

M�

�n

lim
n!1

sup jcnj
1
n � lim

n!1

(M�)
1
n

�
� 1

�

elde edilir. Son elde edilen eşitsizlikte �! R koşulunda limite geçilirse,

lim
n!1

sup jcnj
1
n � 1

R
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elde ederiz.

(iii)K � Int(
R) kümesi kompakt olsun. � say¬s¬n¬K � Int(
�) olacak

şekilde seçelim. w 2 K noktas¬alal¬m.

g0(z)

g(z)� w
=

1X
k=0

Pk(w)

zk+1
, jzj � R

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬zn ile çarp¬p jzj = � çemberi üzerinden integre edersek,

1

2�i

I
jzj=�

zn:g0(z)

g(z)� w
dz =

1

2�i

I
jzj=�

 1X
k=0

Pk(w)z
n�k�1

!
dz

=
1X
k=0

Pk(w)

0B@ 1

2�i

I
jzj=�

dz

zk+1�n

1CA
elde ederiz. Ayr¬ca

1

2�i

I
jzj=�

dz

zk+1�n
=

(
1 , k = n

0 , k 6= n

oldu¼gundan,

Pn(w) =
1

2�i

I
jzj=�

zng0(z)

g(z)� w
dz

elde edilir.

Q� = max
jzj=�; w2K

���� g0(z)

g(z)� w

���� < +1
oldu¼gundan w 2 K için

Pn(w) � Q��
n+1

eşitsizli¼gi do¼grudur. �0 say¬s¬n¬ � < �0 < R olacak şekilde seçelim. (ii) nin

ispat¬nda oldu¼gu gibi

jcnj �
c

(�0)n

olacak şekilde bir c > 0 say¬s¬vard¬r. w 2 K iken

jcnPn(w)j �
c

(�0)n
Q��

n+1 = c�Q�

�
�

�0

�n
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eşitsizli¼gini elde ederiz.
1X
n=0

�
�
�0

�n
geometrik serisi yak¬nsak oldu¼gundan Weier-

strass M-Testine göre
1X
n=0

cnPn(w) serisi kompakt K kümesinde düzgün yak¬nsak-

t¬r.
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3 B·IR EL·IPSTEANAL·IT·IKVEB·IREB·IROLAN

FONKS·IYONLARIN FABERKATSAYILARI

·IÇ·IN ÜST SINIRLAR


 basit ba¼glant¬l¬, s¬n¬rl¬bir bölge, 0 2 
 ve @
 analitik olsun. F (z) fonksiyonu


 bölgesinde analitik ise F (z) fonksiyonunun

F (z) =
1X
n=0

AnPn(z) z 2 
 (3.1)

şeklinde bir seri aç¬l¬m¬na sahip oldu¼gunu biliyoruz. Faber katsay¬lar¬da

An =
1

2�i

Z
jzj=�

F (g(z))z�n�1dz n = 1; 2; : : : (3.2)

formülü ile elde edilir.

S s¬n¬f¬na paralel olarak 
 bölgesinde analitik, birebir ve

F (0) = 0 F 0(0) = 1

koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬S(
) olarak tan¬mlayal¬m.

'(z); 
 bölgesini D bölgesine tasvir eden analitik, birebir ve

' (0) = 0 , '0 (0) > 0

koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyon olsun. O halde, 8F (z) 2 S (
) için 9f 2 S vard¬r

ki

F (z) =
f('(z))

'0(0)
(3.3)

şeklinde yaz¬labilir. Böylelikle, (3:1) ile verilen Faber Serisi

F (z) =

1X
n=0

An(f)Pn(z) ; f 2 S
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şeklinde de ifade edilebilir. Buradan An = An(f), n = 1; 2; ::: Faber katsay¬lar¬n¬n

f 2 S fonksiyonuna ba¼gl¬oldu¼gu görülür.

Ayn¬anda hem iç tasvir, hem de d¬̧s tasvir fonksiyonunu elde etmek kolay

de¼gildir. Bunun için iç ve d¬̧s tasvir fonksiyonlar¬n¬n kolayl¬kla hesaplanabilece¼gi

bir bölge ele alal¬m.


 = Er =

�
(x; y) 2 R2 : x2

(1 + 1
r2
)2
+

y2

(1� 1
r2
)2
< 1; r > 1

�
bölgesini göz önüne alal¬m.

g(z) = z +
1

r2z

fonksiyonu D birim dairesinin d¬̧s bölgesini, C n Er bölgesine tasvir eder.

sn(z; q) nomu q ve modülü k0 olan Jacobi eliptik sinüs fonksiyonu ve [15]

K =

1Z
0

dtp
1� t2

p
1� k20t

2

olmak üzere,

'(z) =
p
k0sn

�
2K

�
sin�1

rz

2
;
1

r4

�
[18] fonksiyonu Er(r > 1) elipsini D�ye tasvir eder. Burada '(z) fonksiyonunun

'(0) = 0 ; '0(0) =
rK
p
k0

�
> 0

koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬görülür.

D�de tan¬mlad¬¼g¬m¬z fonksiyon s¬n¬�ar¬na paralel olarak Er eliptik bölgesi için

de benzer s¬n¬�ar tan¬mlayal¬m:

S(Er): Er (r > 1) elipsinde analitik, birebir ve

F (0) = 0 ; F 0(0) = 1



27

koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyon s¬n¬f¬,

C(Er):fF (z) 2 S(Er) : F (Er) konveksg ;

S(2)(Er):fF (z) 2 S(Er) : F (z) tek fonksiyondurg ;

P(Er): Er (r > 1) elipsinde analitik, ayr¬ca

F (0) =
1

'0(0)
=

�

rK
p
k0

ve Re fF (z)g > 0

koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu s¬n¬f olsun.

E¼ger F (z) fonksiyonu S(Er); C(Er); S
(2)(Er) veya P (Er) s¬n¬�ar¬ndan her-

hangi birine aitse, F (z) fonksiyonu (3:3) eşitli¼gi ile belirlenebilir. Burada f

fonksiyonu s¬ras¬yla S;C; S(2) veya P s¬n¬�ar¬ndan birine aittir.

Lemma 2 F (z) fonksiyonu Er (r > 1) elipsinde analitik ve birebir fonksiyon

olsun. O halde, F (z) fonksiyonunun fAng1n=0 Faber katsay¬lar¬

An =
rn

�

�Z
0

F

�
2 cos �

r

�
cosn�d� ; n = 0; 1; 2; : : : (3.4)

formülü ile elde edilir.

·Ispat. F (z) 2 Er olmak üzere, Örnek 2�de elde etti¼gimiz gibi Er (r > 1)

elipsinin Faber Polinomlar¬

Pn(z) = 2
nr�nTn

�
1

2
rz

�
, n = 0; 1; : : :

şeklindedir. Burada Tn(z) n = 0; 1; : : : n. dereceden monik Chebyshev polinom-

lar¬d¬r.

F (z) =

1X
n=0

AnPn(z) =

1X
n=0

An2
nr�nTn

�
1

2
rz

�
z = 2 cos �

r
yaz¬l¬rsa,

F

�
2 cos �

r

�
=

1X
n=0

An2
nr�nTn(cos �)
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Tn(cos �) = 2
1�n cosn� eşitli¼ginden,

F

�
2 cos �

r

�
=

1X
n=0

An2r
�n cosn�

elde ederiz. Son elde etti¼gimiz eşitli¼gin her iki taraf¬n¬cosm� ile çarp¬p 0 dan �0

ye integre edersek,

�Z
0

F

�
2 cos �

r

�
cosm�d� =

�Z
0

1X
n=0

An2r
�n cosn� cosm�d�

elde edilir. cosn� , n = 0; 1; 2; : : : fonksiyonlar¬n¬n ortagonalli¼gi kullan¬l¬rsa,

An =
rn

�

�Z
0

F

�
2 cos �

r

�
cosn�d�

elde edilir.

Sonuç 1 E¼ger F (z) fonksiyonu S(Er); C(Er); S(2)(Er) veya P (Er) s¬n¬�ar¬ndan

herhangi birine aitse F (z) fonksiyonunun Faber katsay¬lar¬

An(f) =
rn�1

K
p
k0

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cosn�d� , n = 0; 1; 2; : : : (3.5)

formülü ile verilir. Burada, (3:3) formülü ile belirlenen f(z) fonksiyonu s¬ras¬yla

S;C; S(2) veya P s¬n¬�ar¬ndan birine aittir.

·Ispat.

F

�
2 cos �

r

�
=
f
�
'
�
2 cos �
r

��
'0(0)

= 2
1X
n=0

An(f)r
�n cosn�

f
�
'
�
2 cos �
r

��
rK
p
k0

�

= 2
1X
n=0

An(f)r
�n cosn�

�

rK
p
k0
f

�
'

�
2 cos �

r

��
= 2

1X
n=0

An(f)r
�n cosn�
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Son elde etti¼gimiz eşitli¼gin her iki taraf¬n¬cosm� ile çarp¬p, 0 dan ��ye integre

edersek,

�

rK
p
k0

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cosm�d� = 2

�Z
0

1X
n=0

An(f)r
�n cosn� cosm�d�

cosn� , n = 0; 1; 2; : : : fonksiyonlar¬n¬n ortagonalli¼gi kullan¬l¬rsa,

�

rK
p
k0

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cosn�d� = r�n�An(f)

veya

An(f) =
rn�1

K
p
k0

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cosn�d� , n = 0; 1; 2; : : :

elde edilir.

Sonuç 2 E¼ger F (z) 2 S(2)(Er) ise, o halde A2n(f) = 0; n = 0; 1; 2; : : : d¬r.

·Ispat. Sonuç 1�den

A2n(f) =
r2n�1

K
p
k0

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos 2n�d�

elde edilir.

A2n(f) =
r2n�1

K
p
k0

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos 2n�d�+

r2n�1

K
p
k0

�Z
�
2

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos 2n�d�

·Ikinci integralde t = � � � de¼gi̧sken dönüşümü yap¬l¬rsa,

A2n(f) =
r2n�1

K
p
k0

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos 2n�d�

+
r2n�1

K
p
k0

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos(� � �)

r

��
cos(2n(� � �))d�

=
r2n�1

K
p
k0

�
2Z
0

�
f

�
'

�
2 cos �

r

��
+ f

�
'

�
�2 cos �

r

���
cos 2n�d�
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elde edilir. Burada '(z) iç tasvir fonksiyonu tek fonksiyon oldu¼gundan,

A2n(f) =
r2n�1

K
p
k0

�
2Z
0

�
f

�
'

�
2 cos �

r

��
+ f

�
�'

�
2 cos �

r

���
cos 2n�d�

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca, F (z) 2 S(2)(Er) oldu¼gunda, f(z) 2 S(2) dir. Doly¬s¬yla,

A2n(f) =
r2n�1

K
p
k0

�
2Z
0

�
f

�
'

�
2 cos �

r

��
� f

�
'

�
2 cos �

r

���
cos 2n�d� = 0 , n = 0; 1; 2; : : :

elde edilir.

Sonuç 3 E¼ger F (z) fonksiyonu S(Er); C(Er); S(2)(Er) veya P (Er) s¬n¬�ar¬ndan

herhangi birine aitse, fAn(f)g 1
n=0 Faber katsay¬lar¬için

An(f) =
2nn!rn�1

K
p
k0(2n)!

�Z
0

(f('(x)))(n)
��
x= 2 cos �

r

sin2n �d� n = 0; 1; 2; : : : (3.6)

formülü geçerlidir. Yine burada f fonksiyonu birim dairede karş¬ gelen s¬n¬fa

aittir.

·Ispat. (3:5) formülünde

cosn� = 2n�1Tn(cos �)

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

An(f) =
rn�12n�1

K
p
k0

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
Tn(cos �)d�

bulunur. x = cos � de¼gi̧sken dönüşümü uygulan¬rsa,

An(f) =
rn�12n�1

K
p
k0

1Z
�1

f

�
'

�
2x

r

��
Tn(x)p
1� x2

dx

elde edilir. Ayr¬ca,

Tn(x)p
1� x2

=
(�1)n 21�n

1:3 : : : (2n� 1)
dn
h
(1� x2)n�

1
2

i
dxn



31

eşitli¼ginden,

An(f) =
(�1)n 21�n

1:3 : : : (2n� 1)
rn�12n�1

K
p
k0

1Z
�1

f

�
'

�
2x

r

�� dn
h
(1� x2)n�

1
2

i
dxn

dx

elde ederiz.

I =

1Z
�1

f

�
'

�
2x

r

�� dn
h
(1� x2)n�

1
2

i
dxn

dx

integralinde n kez k¬smi integrasyon uygularsak,

An(f) =
(�1)n rn�1

1:3 : : : (2n� 1)
(�1)n2nn!
K
p
k02nn!

1Z
�1

(1� x2)n�
1
2

�
f

�
'

�
2x

r

���(n)
dx

An(f) =
rn�12nn!

K
p
k0(2n)!

1Z
�1

(1� x2)n�
1
2

�
f

�
'

�
2x

r

���(n)
dx

elde ederiz. x = cos � eski de¼gi̧skenine geri dönersek,

An(f) =
rn�12nn!

K
p
k0(2n)!

�Z
0

f (' (x))(n)
���
x= 2 cos �

r

sin2n �d�; n = 0; 1; 2; : : :

elde edilir.

Teorem 4 k(z); c(z); p(z) ve o(z) s¬ras¬yla (1:5) ; (1:4) ; (1:2) ve (1:6) ile belir-

lenmiş fonksiyonlar olmak üzere

��3A1(f) + r�2A3(f)
�� � 3A1(k) + r�2A3(k) , f 2 S (3.7)

��3A1(f) + r�2A3(f)
�� � 3A1(c) + r�2A3(c) , f 2 C (3.8)

��3A1(f) + r�2A3(f)
�� � 3A1(p) + r�2A3(p) , f 2 P (3.9)

��3A1(f) + r�2A3(f)
�� � 3A1(o) + r�2A3(o) , f 2 S(2) (3.10)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r. (3:7)�(3:10) eşitsizliklerinde eşitlik durumu s¬ras¬yla f(z) =

k(z) veya f(z) = �k(�z); f(z) = c(z) veya f(z) = �c(�z); f(z) = p(z) veya

f(z) = p(�z); f(z) = o(z) fonksiyonlar¬için mümkündür.



32

·Ispat. f 2 S olsun. (3:7) eşitsizli¼gini elde etmek için

Ln (f) =

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos3 �d� (3.11)

integralini ele alal¬m.

Ln (f) =

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos3 �d� +

�Z
�
2

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos3 �d�

·Ikinci integralde t = �� � de¼gişken dönüşümü uygulayal¬m. '(z) iç tasvir fonksi-

yonunun tek fonksiyon olmas¬ndan dolay¬

Ln (f) =

�
2Z
0

�
f

�
'

�
2 cos �

r

��
� f

�
�'

�
2 cos �

r

���
cos3 �d� (3.12)

integralini elde ederiz. f(z) fonksiyonunun z = 0 civar¬ndaki

f(z) = z +

1X
n=2

anz
n

Taylor aç¬l¬m¬n¬göz önüne al¬rsak,

f

�
'

�
2 cos �

r

��
= '

�
2 cos �

r

�
+

1X
n=2

an'
n

�
2 cos �

r

�
f

�
�'

�
2 cos �

r

��
= �'

�
2 cos �

r

�
+

1X
n=2

(�1)n an'n
�
2 cos �

r

�

f

�
'

�
2 cos �

r

��
�f
�
�'

�
2 cos �

r

��
= 2

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

a2m+1'
2m+1

�
2 cos �

r

�)

Ln (f) = 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

a2m+1'
2m+1

�
2 cos �

r

�)
cos3 �d� (3.13)

integralini elde ederiz. � 2
�
0; �

2

�
iken cos3 � � 0 ve x 2

�
0; 2

r

�
için '(x) � 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

ja2m+1j'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�
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Bieberbach tahminiden,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

(2m+ 1)'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

= Ln (k(z)) = Ln (�k(�z))

elde ederiz. Ln (f) integraline karş¬gelen katsay¬kombinasyonu

Ln (f) =

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos3 �d�

=

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

���
3

4
cos � +

1

4
cos 3�

�
d�

=
K
p
k0
4

�
3A1(f) + r�2A3(f)

�
şeklindedir. O halde yukar¬da elde etti¼gimiz eşitsizlik tak¬m¬

K
p
k0
4

��3A1(f) + r�2A3(f)
�� � K

p
k0
4

��3A1(k (z)) + r�2A3(k (z))��
=

K
p
k0
4

��3A1(�k (�z)) + r�2A3(�k (�z))��
şeklindedir. Buradan f 2 S için,

��3A1(f) + r�2A3(f)
�� �

��3A1(k (z)) + r�2A3(k (z))��
=

��3A1(�k (�z)) + r�2A3(�k (�z))��
oldu¼gundan (3:7) eşitsizli¼gi elde edilir.

f 2 C olsun. (3:8) eşitsizli¼gini elde etmek için, (3:13) integralini ele alal¬m.

� 2
�
0; �

2

�
için cos3 � � 0 ve x 2

�
0; 2

r

�
için '(x) � 0 oldu¼gundan,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

ja2m+1j'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

elde ederiz. (1:3) eşitsizli¼ginden,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

= Ln(c(z)) = Ln(�c(�z))
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elde edilir. O halde, f 2 C fonksiyonu için (3:8) eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧s olur.

f 2 P olsun. (3:9) eşitsizli¼gini elde etmek için (3:12) integralini ele alal¬m.

f 2 P fonksiyonunun z = 0 civar¬ndaki

f(z) = 1 +
1X
n=1

bnz
n

Taylor aç¬l¬m¬n¬(3:12) integralinde yerine yazarsak,

Ln (f) =

�
2Z
0

(
1 +

1X
m=1

bm'
m

�
2 cos �

r

�
� 1�

1X
m=1

(�1)m bm'm
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

= 2

�
2Z
0

( 1X
m=1

b2m�1'
2m�1

�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

elde edilir. � 2
�
0; �

2

�
için cos3 � � 0 ve '

�
2 cos �
r

�
� 0 oldu¼gundan,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

( 1X
m=1

jb2m�1j'2m�1
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

eşitsizli¼gini elde ederiz. (1:1) eşitsizli¼ginden,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

( 1X
m=1

2'2m�1
�
2 cos �

r

�)
cos3 �d�

= Ln (p(z))

elde edilir. Ayr¬ca,

p

�
�'

�
2 cos �

r

��
�p
�
'

�
2 cos �

r

��
= �

�
p

�
'

�
2 cos �

r

��
� p

�
�'

�
2 cos �

r

���
oldu¼gundan

jLn (f)j � Ln (p(z)) = �Ln (p(�z))

eşitsizli¼gi elde edilir. O halde, f 2 P fonksiyonu için (3:9) eşitsizli¼gi gerçeklenir.

f 2 S(2) olsun. f(z) fonksiyonu için (3:12) integrali

Ln (f) = 2

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos3 �d�
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şeklindedir. � 2
�
0; �

2

�
için cos3 � � 0 oldu¼gundan,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

����f �'�2 cos �r

������ cos3 �d�
eşitsizli¼gini elde ederiz. Distortion Teoremine göre [5],

jf(z)j � jzj
1� jzj2

, f 2 S(2)

eşitsizli¼gi do¼grudur. � 2
�
0; �

2

�
için '

�
2 cos �
r

�
� 0 oldu¼gundan,

jLn (f)j � 2

�
2Z
0

'
�
2 cos �
r

�
1� '2

�
2 cos �
r

� cos3 �d�
= Ln (o)

elde edilir. Dolas¬s¬yla, f 2 S(2) fonksiyonu için (3:10) eşitsizli¼gi elde edilmiş

olur.

Teorem 5 k(z); c(z); p(z) ve o(z) s¬ras¬yla (1:5) ; (1:4) ; (1:2) ve (1:6) ile belirlen-

miş fonksiyonlar olmak üzere

��10A1(f) + 5r�2A3(f) + r�4A5(f)
�� � 10A1(k) + 5r�2A3(k) + r�4A5(k) , f 2 S

(3.14)��10A1(f) + 5r�2A3(f) + r�4A5(f)
�� � 10A1(c) + 5r�2A3(c) + r�4A5(c) , f 2 C

(3.15)��10A1(f) + 5r�2A3(f) + r�4A5(f)
�� � 10A1(p) + 5r�2A3(p) + r�4A5(p) , f 2 P

(3.16)��10A1(f) + 5r�2A3(f) + r�4A5(f)
�� � 10A1(o) + 5r�2A3(o) + r�4A5(o) , f 2 S(2)

(3.17)
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eşitsizlikleri sa¼glan¬r. (3:14) � (3:17) eşitsizliklerinde eşitlik durumu s¬ras¬yla

f(z) = k(z) veya f(z) = �k(�z); f(z) = c(z) veya f(z) = �c(�z); f(z) = p(z)

veya f(z) = p(�z); f(z) = o(z) fonksiyonlar¬için mümkündür.

·Ispat. f 2 S olsun. (3:14) eşitsizli¼gini elde etmek için

In (f) =

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos5 �d� (3.18)

integralini ele alal¬m.

In (f) =

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos5 �d� +

�Z
�
2

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos5 �d�

·Ikinci integralde t = � � � de¼gişken dönüşümü uygulan¬rsa, '(z) iç tasvir fonksi-

yonunun tek olmas¬ndan dolay¬

In (f) =

�
2Z
0

�
f

�
'

�
2 cos �

r

��
� f

�
�'

�
2 cos �

r

���
cos5 �d� (3.19)

integrali elde edilir. f 2 S fonksiyonunun, z = 0 civar¬nda

f(z) = z +
1X
n=2

anz
n

şeklinde Taylor aç¬l¬m¬na sahip oldu¼gunu biliyoruz. f(z)�in Taylor aç¬l¬m¬n¬(3:19)

da yerine koyarsak,

In (f) = 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

a2m+1'
2m+1

�
2 cos �

r

�)
cos5 �d� (3.20)

elde edilir. � 2
�
0; �

2

�
için cos5 � � 0 ve '

�
2 cos �
r

�
� 0 oldu¼gundan,

jIn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

ja2m+1j'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

elde ederiz. Ayr¬ca Bieberbach tahmininden,

jIn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

(2m+ 1)'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

= In (k(z)) = In (�k(�z))
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elde edilir. In (f) integraline karş¬gelen katsay¬kombinsyonu,

In (f) =

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos5 �d�

=

�Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

���
5

8
cos � +

5

16
cos 3� +

1

16
cos 5�

�
d�

=
K
p
k0

16

�
10A1(f) + 5r

�2A3(f) + r�4A5(f)
�

şeklindedir. O halde, yukar¬da elde etti¼gimiz eşitsizlik tak¬m¬

K
p
k0

16

��10A1(f) + 5r�2A3(f) + r�4A5(f)
��

� K
p
k0

16

��10A1(k(z)) + 5r�2A3(k(z)) + r�4A5(k(z))��
=

K
p
k0

16

��10A1(�k(�z)) + 5r�2A3(�k(�z)) + r�4A5(�k(�z))��
şeklindedir. Buradan f 2 S için

��10A1(f) + 5r�2A3(f) + r�4A5(f)
�� �

��10A1(k(z)) + 5r�2A3(k(z)) + r�4A5(k(z))��
=

��10A1(�k(�z)) + 5r�2A3(�k(�z)) + r�4A5(�k(�z))��
oldu¼gundan (3:14) eşitsizli¼gi elde edilir.

f 2 C olsun. (3:15) eşitsizli¼gini elde etmek için (3:20) integralini ele alal¬m.

� 2
�
0; �

2

�
için cos5 � � 0 ve '

�
2 cos �
r

�
� 0 oldu¼gundan,

jIn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

ja2m+1j'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

eşitsizli¼gi elde edilir. f 2 C fonksiyonu için (1:3) eşitsizli¼ginden,

jIn (f)j � 2

�
2Z
0

(
'

�
2 cos �

r

�
+

1X
m=1

'2m+1
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

= In (c(z)) = In (�c(�z))

elde edilir. Böylelikle, (3:15) eşitsizli¼gi ispatlanm¬̧s olur.
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f 2 P olsun. (3:16) eşitsizli¼gini elde etmek için (3:19) integralini ele alal¬m.

f 2 P fonksiyonunun z = 0 civar¬nda

f(z) = 1 +

1X
n=1

bnz
n

Taylor aç¬l¬m¬n¬(3:19) integralinde yerine yazarsak,

In(f) =

�
2Z
0

(
1 +

1X
m=1

bm'
m

�
2 cos �

r

�
� 1�

1X
m=1

(�1)m bm'm
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

= 2

�
2Z
0

( 1X
m=1

b2m�1'
2m�1

�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

elde edilir. � 2
�
0; �

2

�
için cos5 � � 0 ve '

�
2 cos �
r

�
� 0 oldu¼gundan,

jIn(f)j � 2

�
2Z
0

( 1X
m=1

jb2m�1j'2m�1
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

elde edilir. (1:1) eşitsizli¼ginden,

jIn(f)j � 4

�
2Z
0

( 1X
m=1

'2m�1
�
2 cos �

r

�)
cos5 �d�

= In(p(z))

elde edilir. Ayr¬ca,

p

�
�'

�
2 cos �

r

��
�p
�
'

�
2 cos �

r

��
= �

�
p

�
'

�
2 cos �

r

��
� p

�
�'

�
2 cos �

r

���

oldu¼gundan,

jIn(f)j � In(p(z)) = �In(p(�z))

elde ederiz. Dolay¬s¬yla, f 2 P fonksiyonu için (3:16) eşitsizli¼gi elde gerçeklenir.

f 2 S(2) olsun. f(z) fonksiyonu için (3:19) integrali

In (f) = 2

�
2Z
0

f

�
'

�
2 cos �

r

��
cos5 �d�
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şeklindedir. � 2
�
0; �

2

�
için cos5 � � 0 oldu¼gundan,

jIn(f)j � 2

�
2Z
0

����f �'�2 cos �r

������ cos5 �d�
elde edilir. Distortion Teoreminden [4] ;

����f �'�2 cos �r

������ � '
�
2 cos �
r

�
1� '2

�
2 cos �
r

�
eşitsizli¼gi elde edilir. O halde,

jIn(f)j � 2

�
2Z
0

'
�
2 cos �
r

�
1� '2

�
2 cos �
r

� cos5 �d�
= In (o)

sonucu elde edilir. Dolay¬s¬yla, f 2 S(2) fonksiyonlar¬için (3:17) eşitsizli¼gi gerçek-

lenir.
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4 SONUÇ

Bu tezde öncelikle D�ye paralel olarak elipsin iç bölgesinde analitik ve birebir

fonksiyonlardan oluşmuş s¬n¬�ar tan¬mlanm¬̧st¬r. Sonras¬nda ise eliptik bölgede

analitik ve birebir fonksiyonlar¬n Faber katsay¬lar¬n¬n uygun lineer kombiansyon-

lar¬için D�deki klasik katsay¬eşitsizlikleri kullan¬larak, her bir s¬n¬f için keskin üst

s¬n¬rlar elde edilmi̧stir. S(2) s¬n¬f¬hariç di¼ger tüm s¬n¬�arda ekstremal fonksiyon

say¬s¬n¬n iki oldu¼gu ve bunun da elipsin invaryant dönme say¬s¬na eşit oldu¼gu

saptanm¬̧st¬r.
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