ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI % FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKIMI AKIMLARININ
BENZERLIK COZUMLERININ
ASIMPTOTIK YONTEMLERLE ELDE EDILMESI

YUKSEK LISANS TEZI

Mat. Miih. Hale AYTAC

Anabilim Dali  : MATEMATIK

Program :  MATEMATIK MUHENDISLIGI

HAZIRAN 2008



ISTANBUL TEKNIK UNIVERSITESI % FEN BILIMLERI ENSTITUSU

ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKIMI AKIMLARININ
BENZERLIK COZUMLERININ
ASIMPTOTIiK YONTEMLERLE ELDE EDILMESI

YUKSEK LISANS TEZI
Mat. Miih. Hale AYTAC

(509051005)

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih : 5 Mayis 2008
Tezin Savunuldugu Tarih : 6 Haziran 2008

Tez Damismam : Doc. Dr. Nalan ANTAR
Diger Jiiri Uyeleri Yrd. Doc. Dr. Ilkay BAKIRTAS AKAR (1.T.U.)

Yrd. Doc. Dr. Giiler GAYGUSUZOGLU (N.K.U.)

HAZIRAN 2008



ONSOZ

Tez galismam sirasinda destegini her zaman arkamda hissettigim danigman hocam
sayin Doc¢. Dr. Nalan ANTAR’a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Sevgili arkadaglarim Yrd. Dog. Dr. Giilgin M. MUSLU, Ars. Gor. Al
DEMIRCI, Ars. Gor. Derya SAHIN, Ars. Gor. Ali DINLER, Ars. Gor. Senay
PASINLIOGLU, Ars. Gor. Sevgi HARMAN’a her zaman yanimda olduklar: ve
tez caligmam sirasinda maddi-manevi desteklerini benden esirgemedikleri i¢in ¢ok
tesekkiir ederim.

Bugiinlere gelmemde, siiphesiz en biiyiik payin sahibi olan degerli ve ¢ok sevgili
aileme tesekkiir ederim.

Calismalarim sirasinda bana gerekli ortami saglayan ITU Matematik Béliimiine,
degerli hocalarima ve meslektaglarima tesekkiirlerimi sunarim.

Haziran 2008 Hale AYTAC

i



ICINDEKILER

KISALTMALAR
SEKILLER LISTESI
SEMBOL LISTESI
OZET

SUMMARY

1. GIRIS

2. ICERISINDE PARCACIK BULUNMAYAN YER CEKIMi AKIMLARI
2.1. Icerisinde Parcactk Bulunmayan Yer Cekimi Akimi I¢in Tek
Tabakali S1g Su Denklemlerinin Elde Edilmesi
2.2. Boyutsuzlagtirma
2.3. Smir Kosullar
2.4. Boyut Analizi Altinda Benzerlik Coziimlerinin Elde Edilmesi

3. ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKIMI AKIMLARI
3.1. Icerisinde Parcacik Bulunan Yer Cekimi Akimi I¢in Tek Tabakal
S1g Su Denklemlerinin Elde Edilmesi
3.2. Boyutsuzlagtirma
3.3. Smir Kogullar:
3.4. Hidrostatik Yaklagim
3.5. Hidrostatik Olmayan Yaklagim
3.6. Ortalama Alan Denklemleri

4. ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKIMI AKIMLARI iCIN
BENZERLIK COZUMLERI
4.1. Boyut Analizi Yaklagimi
4.2. Asimptotik Yaklagim
4.2.1. Yaklagim I
4.2.2. Yaklagim II
4.3. Smir Kogullar
4.4. Benzerlik Cozlimlerinin Elde Edilmesi

5. SONUCLAR

KAYNAKLAR

EKLER

A. LEGENDRE DENKLEMININ COZUMLERININ ELDE EDILMESI

OZGECMIS

11

vi
vii
viii
ix

© © Ot

10

15

15
17
18
18
19
21

23
23
27
27
30
34
35

41

42

44

44

50



KISALTMALAR

Fr : Froude Sayist
Re : Reynolds Sayisi

v



SEKIL LISTESI

Sekil 2.1
Sekil 3.1
Sekil 4.1
Sekil 4.2

Sayfa No
: Parcaciksiz Tek Tabakali Yer Cekimi Akimi . . . . . . . . .. 6
: Parcacikli Tek Tabakali Yer Cekimi Akimi . . . . . . . . . .. 15
. hy benzerlik ¢oziimiiniin {’ya gore degigimi . . . . . . . . . .. 40
: @1 benzerlik ¢oziimiintin {’ya gore degigimi . . . . . . . . . .. 40



SEMBOL LISTESI

P1,P2,P3

T Qe

g®e T = 5
-~
~
()

e I
S =
Es!]

> &0 % Q

yogunluk

Hiz vektorii

Akigkanin karakteristik hizi
Akigkanin karakteristik derinligi
Akigkanin karakteristik uzunlugu
Yatay hiz bilegeni

Eksenel yondeki hiz bilegeni
Yiikseklik fonksiyonu

Pargacik konsantrasyonu

Basing fonksiyonlari

Maddesel tirev

Benzerlik degiskeni

Benzerlik ¢oziimleri

Yer ¢ekimi kuvveti

Yer ¢ekimi ivmesi

Indirgenmis yer cekimi ivmesi

S1g su parametresi

Boyutsal homojenlik parametreleri
Akigkan hacmi

Akimin 6nii

Birinci tiir Legendre fonksiyonlari
Ikinci tiir Legendre fonksiyonlar

vi



ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKiMI AKIMLARININ
BENZERLIK COZUMLERININ ASIMPTOTIK YONTEMLERLE ELDE
EDILMESI

OZET

Yogunluklar1 birbirinden farkli iki akiskandan birinin digerinin i¢ine dogru yer
¢ekiminin etkisiyle akmasi sonucu olusan yer ¢ekimi akimlari bir ¢ok dogal olay
yva da insanlik etkisiyle ortaya ¢ikmaktadir. Yer ¢ekimi akimlar: yogunluk farki,
1s1l etkiler ya da maddenin erimesi nedeniyle olugabilir. Firtinalar, yogun soguk
havanin atmosferde olugturdugu yer ¢ekimi akimlaridir ve okyanuslardaki tuzlu
suyun yogunlugu diger suyun yogunluguna gére daha biiyilik oldugundan okyanus
tizerindeki akiskanin hareketi bir yer cekimi akimi olusturur. Icerisinde parcacik
bulunan yer ¢ekimi akimlarina 6rnek olarak ise volkanik patlamalar sonucu ortaya
¢ikan lavlar ve nehirlere karigan fabrika atik sular1 verilebilir.

Icerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi probleminde akim hareketi siispansiyon
yogunlugu ile igine birakildigi cevreleyen akiskanin yogunlugu arasindaki farktan
kaynaklanmaktadir. Siispansiyonun yogunlugu, karigima katilan parcacik ve
akigkanin karigima katilma oranlarina bagl olarak belirlenmektedir. Ancak
siispansiyonda bulunan parcaciklar yer ¢ekimi kuvvetinin etkisiyle zaman iginde
tabana c¢okmeye baglamaktadir, yani akimi terk etmektedir.  Dolayisiyla
siispansiyonun yogunlugu ve akim hareketine sebep olan yogunluk farki
azalmaktadir. Bu nedenle, parcaciklarin yer degistirmesi ile akimin dinamigi
arasinda onemli bir baglant1 bulunmaktadir.

Yer c¢ekimi akimlarimin hareketini analiz etmek i¢in genellikle sig su teorisi
kullanilir ve bu baglamda sig su denklemlerinden yararlanilir. Sig su denklemleri
hiperbolik tipte diferansiyel denklemlerdir. Baslangi¢c kosulu diizgiin bile olsa
hiperbolik tipte diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde belli bir f zamanindan sonra
siireksizlikler olusabileceginden sig su denklemlerinde de siireksizligin s6z konusu
oldugu durumlarda ¢oziime ulagmak icin sayisal ¢oziim yonteminin bu siireksizligi
ortadan kaldiracak sekilde uygulanmasi gerekir.

Benzerlik ¢oziimlerini analitik olarak elde etmek igin boyut analizi literatiirde
sik kullanilan bir yontemdir. Boyut analizi altinda yapilan tiim calismalarda

benzerlik degigskeni § = % formunda ele alinmigtir. Burada & sayisal bir
sabittir. Bu benzerlik degigkeni kullanilarak yapilan doniigiim neticesinde orijinal

diferansiyel denklem sisteminin 6zel bir formda indirgenmis olan yapisi elde
edilmektedir.

Bu tez calismasinda, igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akiminin benzerlik
¢Oziimleri, parcaciksiz durumda boyut analizi teknigiyle analitik olarak elde edilen
benzerlik ¢oziimleri tizerinden asimptotik acilim uygulamak suretiyle yaklagik
olarak bulunacaktir.

Vil



FINDING SIMILARITY SOLUTIONS OF PARTICLE DRIVEN GRAVITY
CURRENTS VIA ASYMPTOTIC METHODS

SUMMARY

Gravity currents which consist of fluid of one density flowing under the influence
of gravity into fluid of another density, occur in many natural and man-made
situations. The density difference in gravity currents can be caused by thermal
effects or as the result of dissolved material. Storms are the gravity currents that
caused by the dense cold air in the atmosphere and the salt water drives a motion
being more dense then water in the ocean. Volcanic eruptions and industrial waste
waters that get into the rivers are the examples of particle-driven gravity currents.

Particle-driven gravity currents occur because of the density differences of the
suspension and the ambient fluid. The bulk density of the suspension depends on
the concentration of the particles. However particles in the suspension settle out
in time. Thus the bulk density of the suspension and also the density difference
which drives the motion decay with time. Hence there is an important relation
between the particle concentration and the dynamics of the current.

Shallow water equations are usually used to analyze the motion of the gravity
currents. Shallow water equations are hyperbolic differential equations. In
hyperbolic equations there would be discontinuities even if the initial conditions
are smooth. In that case, numerical methods are used in a convenient way so
that these discontinuities are removed.

In the literature, dimensional analysis is widely used to determine similarity

solutions. The similarity variable in all related studies is usually considered as
X

{= ] where 8 is a numerical constant. After the change of variables directed

to this similarity variable gives a special reduced form of the original governing

equations.

In this thesis, the similarity solutions of the particle-driven gravity currents will
be determined by using asymptotic methods to derive the solutions from the
similarity solutions of homogeneous gravity currents determined by dimensional
analysis.

viil



1. GIRIS

Yogunluklar1 birbirinden farkl iki akiskandan birinin digerinin igine dogru
yer ¢ekiminin etkisiyle akmasi sonucu olugan yer ¢ekimi akimlari yogunluk
akimlar: olarak da adlandirilmaktadir ve bir ¢ok dogal olay ya da insanlik
etkisiyle ortaya c¢ikmaktadir. Yer c¢ekimi akimlari yogunluk farki, 1sil etkiler
ya da maddenin erimesi nedeniyle olugabilir. Firtinalar, yogun soguk havanin
atmosferde olusturdugu yer c¢ekimi akimlaridir ve okyanuslardaki tuzlu suyun
yogunlugu diger suyun yogunluguna gore daha biiyiik oldugundan okyanus
tizerindeki akiskanin hareketi bir yer cekimi akimi olusturur. Icerisinde parcacik
bulunan yer ¢ekimi akimlarina 6rnek olarak ise volkanik patlamalar sonucu ortaya
¢ikan lavlar ve nehirlere karigan fabrika atik sulari verilebilir. Sivilar iizerinde yer
¢ekimi etkisiyle olugan akim hareketi incelenmek istenirse barajlar ve su bendleri

deneysel olarak yeterli gbzlem olanagi saglamaktadir.

Bir¢ok deneysel ve teorik caligmada sabit hacimli bir sivi tarafindan iiretilen
yer cekimi akimlarinin davranglari incelenmektedir. Yer cekimi akimlariyla
ilgili en genis kapsamh gozlemleri Simpson [1] elde etmigtir.  Yer ¢ekimi
akimlarimin hareketini analiz etmek igin genellikle s1g su teorisi kullanilir ve bu
baglamda sig su denklemlerinden yararlanilir. S1g su denklemleri hiperbolik tipte
diferansiyel denklemlerdir. Basglangic kosulu diizgiin bile olsa hiperbolik tipte
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde belli bir r zamanindan sonra siireksizlikler
olugabileceginden si1g su denklemlerinde de siireksizligin s6z konusu oldugu
durumlarda c¢oziime ulasmak igin sayisal ¢oziim yonteminin bu siireksizligi
ortadan kaldiracak gekilde uygulanmasi gerekir. Sig su denklemlerinin ¢oziimleri
elde edilirken sonlu farklar yontemi, sonlu elemanlar yontemi, spektral metodlar
[2] gibi bir¢ok sayisal ¢oziim yontemi kullamlmaktadir. Ayrica McCormack’ i
[3] ve [4] Godunov’un metodlar: standart olarak kullanilan sayisal metodlardir.
Korunum yasalar1 geklinde ifade edilen denklem sistemlerinin ¢oziimiinii elde

etmek i¢in Jin ve Xin [5] tarafindan kullamilan sonlu farklar yontemi olan



rolaksasyon yontemi kullanilan yontemlerden birisidir. D’Alessio ve digerleri
[6], belli miktarda bir agirhga sahip siviyr dikdortgen bir kanalda yatay
bir gekilde serbest birakarak olugan yer ¢ekimi akimi problemini McCormak
yontemini kullanarak incelemislerdir ve hiperbolik sistemi sayisal olarak integre
ederek c¢oziimiin deneylerden elde edilen verilerle uygun sonuclar verdigini

gozlemlemiglerdir.

Parcgacikli yer ¢ekimi akimlari, icerisinde yogunlugu karigima katilan akiskanin
yogunlugundan biiyiik olan pargaciklar bulunan bir siispansiyonun, kendi
yogunlugundan daha diigiik yogunluklu bagka bir akiskan icine birakilmasiyla
meydana gelen yer cekimi akimlaridir. Akim hareketi slispansiyon yogunlugu
ile i¢ine birakildigi c¢evreleyen akigkanin yogunlugu arasindaki farktan
kaynaklanmaktadir. Siispansiyonun yogunlugu, karisima katilan parcacik ve
akigkanin karigima katilma oranlarina bagl olarak belirlenmektedir. Ancak
siispansiyonda bulunan parcaciklar yer ¢ekimi kuvvetinin etkisiyle zaman iginde
tabana c¢okmeye baglamaktadir, yani akimi terk etmektedir.  Dolayisiyla
siispansiyonun yogunlugu ve akim hareketine sebep olan yogunluk farrki
azalmaktadir. Bu nedenle, parcaciklarin yer degistirmesi ile akimin dinamigi

arasinda 6nemli bir baglant:1 bulunmaktadir [7,8].

Literatiirde, icerisinde parcacik bulunan yer c¢ekimi akimlar: ile ilgili birgok
sayida calisma yer almaktadir ve bu galigmalarin biiyiik bir kisminda akimin
yatay bir diizlem tizerinde seyrettigi kabul edilmektedir [7-9]|. Ayrica vizkoziteler
ihmal edilmektedir. Akimin 6n kisminda hareket duragan degildir. Kdrmdn
[10] akimin 6n kismimin dinamigini Bernoulli denklemlerinden yararlanmak
suretiyle incelemis; elde edilen sonuglar daha sonra Benjamin [11] tarafindan
diizeltilmigtir. Her ikisi de akimin 6n kismindaki hizini gosteren uy ile akimin
buradaki yiiksekligine karsi gelen hy arasinda su sekilde bir iligki oldugunu
gostermistir: uy = Fr(g'hy)"/? [7]. Burada Fr, Froude sayisim gostermekte
ve sabit olarak alinmaktadir. Benjamin, Fr sayisinin akiskanin 6n kisminin
yiiksekliginin ¢evreleyen akiskanin derinligine oranina bagl oldugunu ve ¢ok derin
siv1 icine daldirilan akimlar icin teorik olarak v/2 degerini aldigini gostermistir
[11]. Huppert ve Simpson ise bu degeri yar1 deneysel olarak Fr = 1.19 geklinde
bulmuglardir [12]. Bu ¢aligma igerisinde de Fr = 1.19 degeri kullamlacaktir.



Bonnecaze ve digerleri tek tabakali ve iki tabakali model iizerinde pargacikli yer
gekimi akimi problemini ele almiglar, ortaya ¢ikan hiperbolik tipte diferansiyel
denklemleri sayisal olarak c¢ozmiisler ve deneysel caligmalarla uyumlu sonuclar
elde etmiglerdir [7,8]. Sayisal ¢oztimleri elde etmek igin iki adimh Lax-Wendroff
yontemini kullanmiglardir [7]. Hogg ve digerleri [8] pargacikl yer ¢ekimi akimi

problemini asimptotik ve kutu modeli kullanarak incelemislerdir.

Bu ¢aligmada yapilmak istenen igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akimlarim
modellemek ve bunlarin benzerlik ¢oziimlerini elde etmektir. Ancak, bunun
i¢in oncelikle pargaciksiz durum ele alinmakta ve parcaciksiz durumda benzerlik

¢Oziimleri boyut analizi teknigi kullanilarak bulunmaktadir.

Benzerlik analizindeki temel yaklagim, orijinal denklem veya denklem sisteminin
adi tiirevli bir denklem veya denklem sistemine indirgenmesini saglayacak
olan benzerlik degiskeninin elde edilmesidir.  Benzerlik degigkeni, orijinal
denklemin bagimsiz degiskenlerini iceren belirli bir fonksiyon yapisindadir. Boyut
analizi yardimi ile bu fonksiyonun bicimi acik olarak elde edilebilmekte ve bu
fonksiyon yardimi ile orijinal denkleme ait diger bagimli degiskenlerin benzerlik
formlar1 bulunabilmektedir. Sonug olarak, bagimli ve bagimsiz degigskenlere
ait benzerlik yapilarindan hareketle orijinal denklemin basamagi bir mertebe
diigiiriilebilmektedir. Buna ek olarak problemde yer alan sinir kogullari da
elde edilen benzerlik doniisiimleri altinda yeniden olusturulmaktadir. Bu sayede
problem artik basamagi bir mertebe diigliriilmiis yeni hareket denklemleri

yardimiyla ve dontigmiis sinir kosullar: altinda incelenmektedir.

Boyut analizi altinda yapilan tiim caligmalarda benzerlik degigskeni § = bti‘s
formunda ele almmigtir. Burada § sayisal bir sabittir [13]. Benzerlik degiskeninin
bu formu boyut analizi yaklagimindan gelmektedir ve bu benzerlik degiskeni
kullanilarak yapilan doniisiim neticesinde orijinal diferansiyel denklem sisteminin
ozel bir formda indirgenmis olan yapisi elde edilmektedir. Hogg ve digerleri [§],
igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akimi problemi i¢in benzerlik ¢oztimlerinin
bulunamadigini séylemislerdir. Ancak bu tez ¢alismasinda benzerlik doniistimleri

boyut analizi yontemiyle elde edilmekte ve asimptotik yontemlerle elde edilen

¢oziimlerle uygun diistiigii gosterilmektedir.



2. boliimde pargaciksiz yer cekimi akimlari modellenecek ve boyut analizi
yardimiyla benzerlik ¢oziimleri elde edilecektir. 3.  boliimde ise bu tez
¢alismasinin konusu olan parcacikli yer ¢ekimi akimi i¢in model olugturulacaktir.
Bu baglamda 3.1. kisimda igerisinde pargacik bulunan yer ¢ekimi akimlar: igin
tek tabakali sig su denklemleri elde edilecek; kisim 3.2’de boyutsuz biiytikliikler
cinsinden denklemler bulunacak; kisim 3.3 ve 3.4'te sirasiyla hidrostatik olan
ve olmayan yaklagimlardan bahsedilip, kisim 3.5’te ortalama alan denklemleri
olugturulacaktir. Buna bagl olarak elde edilen hareket denklemlerinin benzerlik
¢oziimlerini bulmak icin 4. boliimde boyut analizi yaklagimi ve asimptotik
yaklagim kullanmilacaktir. Kisim 4.2" de yer alan asimptotik yaklagim icin de
iki farkli yol izlenecektir. Birincisi B belirli bir parcacigin yere ¢okme hizini
gostermek iizere ve B < 1 kabulu altinda, alan degigkenlerine B parametresine
bagh bir asimptotik aciim uygulamaktir. Ikinci durumda ise Hogg ve digerlerinin
makalesinde oldugu gibi 7 = [3Kt5/ 3 parametresine gore bir asimptotik acilim
uygulamaktir [8]. Kisum 4.3’te parcacikli yer ¢ekimi akimi problemi igin gegerli
olan smir kogullar elde edilmekte ve kisim 4.4’te ¢oziimler bulunmaktadir. Bu
kisimda ¢oziimler bulunmaya calisilirken 2. mertebeden adi tiirevli bir diferansiyel
denklem ile karsilagilmaktadir. Bu denklem uygun bir déniisiim altinda Legendre
diferansiyel denklemine doniistiiriilmekte ve denklemin ¢oziimii literatiirde yer
alan standart yontemlerle Legendre fonksiyonlari cinsinden elde edilmektedir

[14,15).



2. ICERISINDE PARCACIK BULUNMAYAN YER CEKIMi AKIMLARI

2.1 Icerisinde Parcacik Bulunmayan Yer Cekimi Akinu I¢in Tek Tabakah Sig Su

Denklemlerinin Elde Edilmesi

Akigkanlar mekaniginin en temel belirleyici denklemleri, kiitlenin korunumu,
momentumun korunumu ve enerjinin denkligi yasalarindan gelmektedir. x konum
vektorii ve ¢ zaman degiskeni olmak tizere, u(x,r) fonksiyonu akigkanin herhangi
bir noktadaki hizini, p(x,#) yogunlugunu, P(x,t) ise basmcini gostermektedir.
u(x,t), p(x,t) ve P(x,t) fonksiyonlar1 diferansiyellenebilen fonksiyonlardir. G(x,?)
fonksiyonu akigkanin birim kiitlesine etki eden kuvveti gostermek iizere, G
korunumlu bir kuvvet ise G = V@ olacak sekilde bir ¢ potansiyel fonksiyonu
vardir [16]. Akigkanlar mekaniginin en temel denklemlerinden olan kiitle korunum

yasalarini temsil eden stireklilik denklemleri

Dp B
FtﬁLpV.u_O (2.1)

ve momentum korunum yasalarini temsil eden denklemler
Du

seklindedir. (2.2) denkleminde yer alan F(u) terimi, akigkana etkiyen korunumsuz
bir kuvveti temsil etmektedir. Bu calismada, F(u)= 0 olarak alimacaktir.

D
Denklemlerde goriilen Dr ifadesi maddesel tiireve kargilik gelmekte olup

D 9
E—E-i—uv (2.3)

seklinde tanimlanmaktadir.
Bu calismada, sabit hacimli p; yogunluklu bir akigkanin icerisine p; < p;

olacak sekilde p yogunluklu bir akigkan girisi yapildigi ve akigkanlarin birbirine

karigmadigr varsayilmigtir.
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Sekil 2.1: Parcaciksiz Tek Tabakal1 Yer Cekimi Akimi

Yukaridaki sekilde, H toplam derinligi, h tabandaki akiskanin derinligini,
u = (u,w) olmak tizere u akigkan hizimnin yatay bilegenini, w ise eksenel yondeki
bilegenini gostermektedir. Ayrica, Py ylizeydeki basing ve P, akigkanlar arasindaki

basing olmak {izere P toplam basinci gostermek icin kullanilacaktir.

Yiizeyde her yerde basing ayni ve sabit oldugundan, akiskanin yilizeyi denge
konumundadir. Yer ¢ekimi akimlarinda akigkanin birim kiitlesine etki eden
kuvvet yer ¢ekimidir; bu nedenle, G = (0,0,—g) olarak alinmahdir. Ap, iki
akigkan arasindaki yogunluk farkimi gostermek iizere, A—pg ifadesine indirgenmis
yer ¢cekimi denir ve g’ ile gosterilir. Ayrica ele alinan rﬁodel icin her iki akigkan

da sikigtirilamaz kabul edildiginden akigkan yogunlugu her yerde sabittir.

Yer c¢ekimi akimlarinin incelenmesi sirasinda, yapilan gozlemlere dayanarak
hiperbolik s1g su denklemlerinden yararlanmilmaktadir [17,18|. Sig su teorisinde,
akigkanin derinliginin uzunluguna orani oldukca kiiciik kabul edilir. Bu yaklagim,
@)2
L Y
0 << 1 geklinde tamimlanarak ifade edilebilir. Elde edilen 8 parametresi sig su

ho akigkanin derinligi, L akigkanin olarak uzunlugu olmak iizere § = (

parametresi olarak isimlendirilir. Bu calismada da degisken akimli olmayan yer
¢ekimi akimlar1 tek tabakali s1g su denklemleri ele alinarak incelenmistir. Ayrica,
viskosite ve yiizeydeki gerilmeler ihmal edilmistir. Bu durumda séz konusu yer
¢gekimi akiminin kiitle korunumu denkleminde akigkanin sikigtirilamaz oldugu

kabulu kullanilirsa,

dp
= =0 24
5 (2.4)
olacagindan,
Vu=0 (2.5)



elde edilir. (2.5) denklemi u(x,t) ve w(x,) cinsinden

du Jdw
—+—=—=0 2.6
dx + dz (26)
seklindedir.

Basincin hidrostatik olmasi kabuliine bagl olarak akigkanin yatay hiz bilegeni

u=u(x,t), Z’den bagimsizdir. (2.6) denklemi z’ye gore integre edilecek olursa

w(x,z,t) = —z% +w(x,t) (2.7)

elde edilir.

Akigkanin z =h’ deki kinematik kogulu

Dh
hit)=— 2.8
Wi hr) = 2 28)
ve z = 0’daki kinematik kogulu
w(x,0,¢) =0 (2.9)

seklindedir. (2.9) kinematik kogulu kullamlacak olursa, (2.7) denkleminde goriilen
w(x,t) ifadesi
W(x,t) =0 (2.10)

seklinde bulunur. z =/ igin (2.7) denklemi (2.8)’de yerine konuldugu takdirde

du Jh
—h—=—+uV .
hax 5 +u.Vh (2.11)
bulunur. Bu denklem, V = P olmak {izere,
X
dh du Jh
o g Tug =0 *12)

seklinde yazilabilir.

Momentum korunum denklemleri ise u = (u,w) olmak {izere,

po = ~VP—pg (2.13)
du u ow 1
§+u$+w8_z = —EVP—g (2.14)

seklindedir.



Yer ¢ekimi akimlarinda akigkanlarin yogunluk farklarinin kiigiik varsayildig
Boussinesq yaklagimina gore, yogunluk farkini gésteren Ap terimi ihmal edilirken
bu terimin yer ¢ekimi ivmesi g ile ¢arpimiyla elde edilen (Ap)g teriminin dikkate

alinmas1 gerekmektedir [19].

Daha o6nce de belirtildigi iizere Sekil 2.1 ile gosterilen yer ¢ekimi akimi igin
yiizeydeki basicin her yerde ayni oldugu kabul edilmektedir. Ayrica ele alinan
modelde akigkanlar arasinda olugan tabakadaki basing P»(x,z,t) ile gosterildiginde,

hidrostatik yaklagim kullanilarak
PZ(X7Zat) :—ngZ—}—ﬁz(X,t) (215)

elde edilir. Burada P;(x,t) dinamik basinc gdstermektedir. z = h icin, basicim

hidrostatik olmasi nedeniyle dinamik kosul P, = P; seklinde olacagindan
Py(x,h,t) = —pigh (2.16)

olmak iizere P;(x,t) dinamik basmeci

—pagh+P(x,1) = —pigh (2.17)

F’z(x,t) = (pz—pl)gh (2.18)

seklinde ifade edilir. Burada (p, — p;)g ifadesi yerine Mgp2 yazildigi
2

takdirde
Po(x.1) = pag'h (2.19)

oldugu goriiliir.

Ayrica hidrostatik basing altinda akigkan hizinin yatay bileseni u, z’den bagimsiz
oldugundan u = u(x,r) seklindedir. Bu durumda, momentum denklemi (2.13)

ifadesi kullanilarak

u u 1 9P,

gy = 2.20
o Uax T " ox (2.20)
seklinde yazilabilir ve (2.15) ifadesi kullanilarak (2.19) denkleminden
d d oh
CruZ g T =0 21)

E—f—l/ta—f—ga—

elde edilir.



Dolayisiyla (2.12) ve (2.21) denklemlerinden olugan bir lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu denklem sistemi

tek tabakali s1g su denklemleri olarak isimlendirilir [13].

2.2 Boyutsuzlastirma

Akigkanlar mekanigi, fizik ve miihendislik gibi alanlarda yaygin olarak
kullanilmaktadir.  Ancak, kullanilan birim sistemlerinin ¢ok c¢esitli olmasi
hesaplarda karigikliga neden olabilmektedir. Bu karigikligi 6nlemek amaciyla
boyutsuzlagtirma iglemi yapilmaktadir. Bu islemde, boyutsuz degiskenler adi
verilen parametreler yardimiyla yonetici denklemlerde yer alan degigkenler
boyutsuz hale getirilir. Sonug olarak, elde edilen denklemler boyutsuz olacagindan
tiim birim sistemlerinde sorunsuzca kullanilabilir. Bu baglamda, tek tabakali
sig su denklemlerini boyutsuzlagtirmak icin, yonetici denklemlerde yer alan tiim

degiskenler boyutsuz degiskenler cinsinden yazilmalidir. Bu boyutsuz biiyiikliikler

u=Ui,  x=L&i, z=hoZ, h = hoh
L_ ~ Uh
t=of B=UpE;, w=—ow UR=glho (2.22)

seklinde tamimlansin [20]. Tek tabakali sig su denklemleri, (2.22) ile gosterilen

boyutsuz biiyiikliikler cinsinden yazilarak boyutsuzlagtirilabilir.

(2.12) ve (2.21) denklemlerinin boyutsuzlagtirilmasi sonucunda

dh du oh
u Ju oh
it 0 (224

hareket denklemleri elde edilir.

2.3 Smur Kosullar:

xn(t) akimin 6nii olarak adlandirilan 6n cephesini gésteren boyutsuz bir biiytiklik
olmak tizere, hareket denklemleri 0 < x < xy () i¢in ve agagida verilecek olan simir

kosullar1 altinda gegerlidir.



Akimi ihtiva eden akigkan hacmi sabit ve baglangigta verilen boyutsuz biiytikliik

v, 'ye esit kabul edilmektedir. Bu sebeple

/O ™ B t)dx = vy (2.25)

olmalidir [8].

Ele alinan problemde degisken bir akimin olmadigi kabul edildiginden
u(0,¢) =0 (2.26)

seklinde alinmaktadir.

Akimin 6n kisminda hareketler ii¢ boyutlu ve diizensiz oldugu i¢in, bu kisimda
hareketi temsil etmek i¢in s1g su teorisi kullanilamaz. Ancak literatiirde yer alan
calismalarda, akimin buradaki hizi ile s1ig su denklemlerinden elde edilen yerel
dalga hiz1 arasinda su sekilde bir iligki oldugu gosterilmistir ve bu kogul dinamik

kogul olarak isimlendirilir [8]:
u(xy,t) = Frih(xy,1)]'/? (2.27)

Son olarak, akimin 6n kisminda

d

EXN(I) = u(xy,1) (2.28)

kinematik kosulu saglanmalidir.

2.4 Boyut Analizi Altinda Benzerlik Coziimlerinin Elde Edilmesi

Bu kisimda yapilmak istenen, sabit hacimli yer ¢ekimi akimlarimin benzerlik
¢oziimlerini boyut analizini kullanarak belirlemektir. Boyut analizi altinda
yapilan tiim caligmalarda benzerlik degiskeni, & sabit bir say1 olmak iizere,
= b);—s bigiminde ele alinmugtir [13]. Bu sgekilde, problemi temsil eden kismi

tiirevli diferansiyel denklem sistemi adi tiirevli diferansiyel denklem sistemine

indirgenmis olur.

Fiziksel problemleri modellemede kullanilan matematiksel ifadelerin gecerli
olabilmesi i¢in, problemde yer alan biitiin faktorlerin boyut bakimindan uyumlu

hale getirilmesi gerekir. Aksi takdirde matematiksel iglem yapmak imkansizlagir.
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Boyut analizi, bu gibi durumlarda kullanilan, bir denklemin boyut bakimindan

uygunlugunu test etmeye yarayan bir yontemdir |21].

Boyut analizinin énemli bir diger 6zelligi de problemle iligkilendirilecek bagimsiz
degisken sayisini1 azaltmaya ve ¢oziimii elde edilmeye calisilan bagiml degiskeni
daha az karmagik bir formda ifade etmeye yaramasidir. Eger bir olay n adet
boyutlu degigkene dayaniyorsa boyut analizi kullanilarak bu olay k& < n olmak

tizere k adet boyutsuz degiskene indirgenebilir [20].

Boyut analizi teknigi boyutsal homojenlik kanununa dayanir [20]. Boyutsal
homojenlik kanununa gore fiziksel bir olay1 ifade eden bir bagmti boyut
bakimindan homojen olmalidir. Yani, denklemde yer alan biitiin terimlerin
boyutu ayni olmalidir. Ayrica olayla ilgili tiim degiskenler sonug bagintida mevcut

olmalidir.

Akigkanlar mekaniginde sonsuz sayida boyutsuz degigken iiretilebilir. Bunlardan
Ingiliz deniz subay1 William Froude ve oglu Robert Edmund Froudeun bulduklar:
Froude sayisi, bu caligma cercevesinde ele alinan modelde oldugu gibi, yer
¢ekimi akimlarinin etkisi altindaki problemlerde kullanilmaktadir ve eylemsizlik
kuvvetlerinin yer ¢ekimi kuvvetlerine orani geklinde ifade edilmektedir. Froude
sayisi, U akigkanin karakteristik hizi, g yer ¢ekimi ivmesi, H akigkanin

karakteristik derinligini gostermek tizere

seklinde tanimlanmig olup akimlarda serbest yiizey etkileri i¢in ¢ok Onemlidir

[13,22].

Froude sayisinin diginda sikca kullanilan boyutsuz degiskenlerden Reynolds
say1s1, 1880’lerde Ingiliz miihendis Osborne Reynolds tarafindan bulunmustur
ve siirtlinme kuvvetlerinin 6nemli oldugu durumlarda kullanilir. Eylemsizlik
kuvvetlerinin vizkosite kuvvetlerine oranini gésteren Reynolds sayisi, U akigkanin

karakteristik hizi, L uzunlugu, v akigkanin kinematik hizin1 gostermek iizere

L
Re = UT (2.30)

seklinde ifade edilir [13,22].

11



Boyut analizi teknigi ile, ele alinan sistemin benzerlik dontistimleri elde edilir ve

bu benzerlik dontigiimleri kullanilarak problemin benzerlik ¢éziimleri aragtirilir.

X

Ktl/C
alinarak tek tabakali sig su denklemlerinin benzerlik ¢oziimleri elde edilmeye

Bu kisimda benzerlik degigkeni, ¢ bir sabit say1 olmak tizere { = bigiminde
calisilmaktadir. Bu baglamda, segilen benzerlik degiskenine baglh olarak degisken
doniisiimii yardimiyla tek tabakali sig su denklemlerinin degismez denklemleri

elde edilmigtir.

(2.23) ve (2.24) denklemleri i¢in 0 < 4 < oo ve a,b,c boyutsuz sayilar olmak
iizere ii({) = Au(x,t), h(§) = A’h(x,t), ' =A%, x' = Ax seklinde degisken
doniigiimii yapildiginda (2.21)’den,

lf}ﬁcail(C) _'_)LfaquLla(C)ail(C) _f_}t—aqutlil(c) aﬂ(C) 0 (2.31)

ot ox' ox

esitligi elde edilir. (2.31) esitliginin saglanabilmesi igin boyutsal homojenlik
kanununa gore, A’larin kuvvetleri birbirine egit olmahdir. Dolayisiyla a,b,c

sabitleri i¢in

—b+c = —a—b+1 (2.32)

at+c = 1 (2.33)

bagtilar: elde edilir. Ay gekilde (2.24)’den,

)va+cal’;(t§) _}_A,*“*GJFIIZ(C) agg::;) _i_lberl &ng) =0 (2.34)

bulunur ve buradan

—a+c=—-2a+1=-b+1 (2.35)

b+c—a=1 (2.36)
elde edilir. (2.33) ifadesi (2.36)’de yerine kondugunda ise
b=2a (2.37)

bulunur.

Uygulanan benzerlik doniigimleri yardimiyla boyut analizinde alinan benzerlik
X

degiskenlerinin genel formuna ulagilabilmektedir. Benzerlik degigkeni § = K7
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olarak almsm. Bu durumda (&) = A%(x,t), h({) = APh(x,t) ifadelerinden u(x, 1),

h(x,t) fonksiyonlar: yeni degiskenler cinsinden yazlacak olursa

X
Ktl/c

X
Ktl/C

u(x,r) = 1/°a( ), h(x,t) ="k( ) (2.38)

denklemleri elde edilmis olur.

3 1
b= —1i¢in (2.36) ve (2.37) esitliklerinden faydalanilarak ¢ = 5 a=-3 bulunur
ve (2.38)’den

w(x,t) =1 V30— ), h(xt) =t 2BR(—2 a

K72/3 Ktz/s)’ = K72/3 (2.39)

elde edilir.

/

u(x,t) ve h(x,t)’nin x ve t’ye gore kismi turevleri, ’ sembolii {’ya gore tiirevi

gostermek iizere, agagidaki sekilde bulunur:

ot 3 3 ox

du(x,t) _lt—4/3ﬂ_%;—4/3§a’, du(x,1) Il{‘lﬁ’ (2.40)

Oh(x,t) 2 s5p37 2 53,7, OJh(xt) 1 ;s
3 ——gt h—gl‘ Ch', T—Et h (2.41)

(2.40)-(2.41) tiirevleri (2.23) denkleminde yerine yazilacak olursa

IPL2RE) ~ S+ M OTE) + R OF (O] =0 @42)
elde edileceginden
372 €hE) + 2 2p MORE) =0 2.43)

bulunur ve (2.43) denklemi, (2.26) smir kosulu altinda incelendigi takdirde
i 2
i(f) = §K§ (2.44)
olarak bulunur. O halde u(x,7)nin benzerlik ¢oziimi
2
u(x,t) = §KC (2.45)

seklinde elde edilir.

(2.40)-(2.41) ve (2.44) denklemlerinden yararlamlarak (2.24) denklemi

P SAE) 2O+ paOF Q)+ H (O] =0 246)
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oldugundan,

2 4 4 1-

TKE— SKE+ g KL+ () =0 2.47)
denkleminden (2.26) kosulu altinda

(2.48)

h(¢) = éKZ(C2+C) (2.49)

¢oziimii elde edilir. (2.27) ile verilen dinamik kosul kullanilacak olursa (2.49)

¢oziimiinde yer alan C sabiti; xy = Kr2/3 ve v = % =1 oldugundan,
4 1
§K2t_2/ 3S1=FrY 351(2(4;2 +0) (2.50)
denkleminden
4
C=—5— 2.51
Fr? ( )
olarak bulunur. O halde, h({) benzerlik ¢oziimii icin
WE) = gk ) (2:52)
9 Fr? '
ya da
A a1, 1]
O 2.
yazilabilir. Bu durumda h(x,7) ¢6ziimiiniin,
1 4
_ L2 4
) = K (4 )
ya da
4 1 1 1
h(x,t) = K2 23024 — = 2.54
seklinde oldugu goriilebilir. Ayrica (2.25) kogulundan
w 4 x? 11
—2/37 2 T —
/O PSR o — = (2.55)
yazilabilir ve buradan
27Fr?
K= (—rvd)l/3 (2.56)

12 —2Fr?

oldugu goriiliir. Bundan sonra ¢oziimlerde yer alan K sabitinin, (2.56) geklinde

oldugu kabul edilmelidir.

Sonug olarak (2.23), (2.24) denklemlerinden olugan denklem sisteminin
(2.25)-(2.28) smir kogullarmi saglayan (2.45) ve (2.54) seklinde benzerlik

¢Oziimleri elde edilmig olur.
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3. ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKIMI AKIMLARI

3.1 Icerisinde Parcacik Bulunan Yer Cekimi Akim I¢in Tek Tabakah Si1g Su

Denklemlerinin Elde Edilmesi

Bu boéliimde, p; < p2 < p3 olmak tizere, p; yogunluklu akigkan ve p3 yogunluklu
parcaciklardan olusan iyi karigmig stispansiyonun, p; yogunluklu akigan igerisine
niifuz etmesiyle olusan yer ¢ekimi akiminin modellenmesi iizerinde durulacaktir.
Burada siispansiyonun yogunlugu p ile gosterilecektir. u = (u,w), akigkanin
kartezyen koordinatlardaki hizini; x = (x,z) ise konum vektoriinii gostermektedir.
Akigkanin hareketi, iyi karigmig siispansiyonun yogunlugu olan p ile gevreleyen

akigkanin yogunlugu olan p; arasindaki farktan kaynaklanmaktadir.

> XU
Sekil 3.1: Parcacikli Tek Tabakal1 Yer Cekimi Akimi

¢, karigimdaki pargacik hacminin siispansiyon hacmine oranini géstermek iizere

© = @(x,z,t) seklindedir ve buna bagh olarak siispansiyonun yogunlugu

p(@)=p30+(1-9)p2 (3.1)

seklinde bulunur. Siispansiyonun c¢ok seyrek oldugu kabuliine bagl olarak
0 < ¢ < 1 olarak alinmasi gerekir. Siispansiyonun iyi karigmig oldugu kabuliinden

¢’ nin yalnizca x’ in ve ¢'nin fonksiyonu oldugu sonucu gikmaktadir [8,23].
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Stispansiyonun yogunlugu olan p’nun, ¢'nin bir fonksiyonu oldugu géz oniinde

bulundurularak, bu akigkan icin stireklilik denklemi

2 1p(@)]+ - p(9)+ -[p()w) =0 62)

seklinde elde edilir [23].

Bu calisma cergevesinde Reynolds sayisi, vizkoziteyi ihmal edebilecek olciide
biiylik alinmaktadir. Buna bagl olarak, akigkanin hareketi yer ¢ekimi kuvveti

ve kaldirma kuvvetleri arasindaki etkilesimden kaynaklanmaktadir [8,23].

Cevreleyen akigkan icin toplam basing, p} dinamik basing alanini géstermek iizere,

pP1=—pi18z+pi (3.3)

seklindedir.

Modelde ele alinan, igerisinde parcacik bulunan akiskan i¢in momentum

denklemleri,
du  du du,  dp;
P(‘P)[§+”$+W8—Z] = T (3.4)
dw  dw ow.  dp;
P(‘P)[Wﬂ”fla +W<9_z] = T — ¢g(p3 —p2) (3.5)

seklinde yazilabilir. Buradaki toplam basing ise

p2 = Ppi1gH — p2gz+ p3 (3.6)

seklindedir ve pj = p3(x,z,t) yine dinamik basing alanini gostermektedir.

Akigkan akimindaki parcacik bilesimi ¢Okmeye bagl olarak zamanla degisim
gosterir. Bu nedenle, tabakada yer alan parcaciklarin korunumunu ifade etmek
tizere bir denkleme gereksinim duyulmaktadir. Genel olarak parcacik korunum

denklemi su gekildedir |7, 8]:

pa) h(x,t) pa) h(x,t)
S ewand)+ 5 ([ otz nutnznds) + o008 =0 ()
at *Jo dx " Jo
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3.2 Boyutsuzlastirma

Icerisinde parcacik bulunan tek tabakali s1g su denklemlerinin terimleri
boyutsuzlagtirilmak istenirse siireklilik, momentum ve parcacigl yoneten hareket
denklemlerinde kullanilan degigkenlerin yeni boyutsuz degiskenler cinsinden
yazilmasi gerekir. Bu durumda asagidaki sekilde boyutsuz biiyiikliikler

tanimlansin [23]:

- L. ~
x=L%, ¢=HI t=_I h=Hh
~ U _ * % ~% ~%
u=Uiw=H-W, (pi.p3) =U(pipl.pap3), U=(iH)'2 (38
~ R P2 —pPi1 p3—p2
p=ep, B=38B, g\ = g &= g
p2 P2

Bu boyutsuz degiskenler kullanilarak modeli ifade eden yonetici denklemler
yeniden yazilacak olursa, (3.2), (3.4), (3.5) ve (3.7) denklemlerinden

2099, 9 (o1 2 du, ow _
du Jdu  du gh du Jdu  du aps
FUT-+W-+EQ o=

(3.10)

PR S A R R
52(%+u3—:+w%—j) 52g/2<p(%—w+ugi’ w‘;—v;):—aa—’?—g‘gfé G.11)
3 / odz x(/o (pudz)+(p(x,0,t)§:O (3.12)
elde edilir. Burada, & = (H/L)> olup sig su parametresi olarak

isimlendirilmektedir. € parametresi ise, € = ¢y < 1 olup baslangicta siispansiyon

i¢cinde bulunan parcacik yogunlugunu gostermektedir [23].

y=4g|/g ve a = ¢egh/g seklinde tammlanacak olursa (3.9)-(3.12) denklemleri
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

dep 0 d Ju Jdw
1 (G + gelo0+ getom ) + Gee 5T = 0 G
au du du 8u du du,  dp;
d d adw d d d ap;
é(avtv+ug—w+wa—)+y 6<p(a—w+ua—w+wa—j) = - apZ—fpa (3.15)
i/hd +i/ i2) +9x00P = o (3.16)
T O(PZ o O(puz P60, = :
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3.3 Smir Kosullar:

2. boliim kisim 2.3’te verilen sinir kogullarina benzer olarak, pargacikli yercekimi
akimlar igin agagidaki sekilde siir kogullar1 verilmektedir [8]. xy(z) akimin 6nii
olarak adlandirilan ve 6n cephesini gosteren boyutsuz bir biiyiikliik olmak {izere,

hareket denklemleri 0 < x < xy(#) i¢in bu kosullar altinda gegerlidir.

Akimi ihtiva eden akigkan hacmi sabit ve baglangigta verilen boyutsuz biiyiiklik

v, 'yve esit kabul edilmektedir. Bu sebeple

/xNh(x,r)dx: vy (3.17)
0

olmalidir [8].

Ele alinan problemde degigsken bir akimin olmadigi kabul edildiginden
u(0,¢) =0 (3.18)

seklinde alinmaktadir [8].

Akimin 6n kisminda hareketler ii¢ boyutlu ve diizensiz oldugu i¢in, bu kisimda
hareketi temsil etmek icin si1g su teorisi kullanilamaz. Akimin buradaki hizi ile
sig su denklemlerinden elde edilen yerel dalga hizi arasindaki iligkiyi gosteren

dinamik kogul su sekildedir [8,10,11]:

u(xn,t) = Frih(xy, 1) @(xy,)]/? (3.19)

Akimin 6n kisminda

d
EXN(I) = u(xy,1) (3.20)

kinematik kosulu saglanmalidir [8].

3.4 Hidrostatik Yaklasim

Bu kisimda, Moodie'nin ¢alismasinda oldugu gibi o ~ § < 1 alinacak; yani
karigimin seyrek oldugu varsayilacak ve bu durumda hidrostatik olmayan etkileri
goz ardi etmek amaciyla Gladstone ve digerlerinin yaptigi deneysel caligmalarin
sonucu olan, @y = O(10™*) degerine karsilik gelen o ~ & ~ O(1072) sonucu ele
alimacaktir [23,24].
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(3.13)-(3.16) alan denklemleri agagidaki sekilde yazlabilir:

Ju Jdw
S.tg, =0 (3.21)
du Jdu Ju  dp;
In _ (3.23)
dz
0 h 0 h B

(3.23) denklemi, akigkanin hidrostatik denge basinci altinda oldugunu
ve alan degiskenlerinin z’den bagimsiz oldugunu gostermektedir. Yani,
u=u(x,t), h=h(xt) ve ¢ = ¢(x,t) seklindedir. Yukarida verilen kinematik
ve dinamik smir kosullar1 kullanilacak olursa, igerisinde pargacik bulunan tek

tabakali s1g su denklemleri agagidaki sekilde verilebilir:

du du Jh

o Toxt o0 522
o 9

2 =0 (3.26)
do do B _

ar i TP, =0 G20

Bu durumda, alan denklemlerinin ve parcacik denklemlerinin kuple olmadig:

goriillmektedir.

3.5 Hidrostatik Olmayan Yaklasim

Eger hacim icerisinde parcacigi yogunlugu artirilacak olursa, yani 6 < 1 ve
o = O(1) almirsa alan degiskenleri z’den bagimsiz olamaz [§8]. Bu durumda
u=u(x,z,t), w=wx,zt)olur. 6 <1, y<1vea=0(1) kabul edilip alan
denklemlerinde kullanilirsa, (3.15) denkleminden

Ip; _
dz

elde edilir. (3.28) ifadesi z'ye gore integre edilecek olursa

—oQ (3.28)

py=—0pz+¢(x,1) (3.29)
bulunur ki burada ¢ (x,¢) keyfi bir integrasyon fonksiyonudur.
z = h’de dinamik sinir kogulu kullanilacak olursa,
Pi=r2 2=h pi=po (3.30)
—0@h+ ¢ (x,1) = po (3.31)
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bulunur. Buradan

¢ (x,t) = a@h+ po (3.32)
ve
Py = —0Qz+oph+ po
Py = pot+ap(h—7z) (3.33)

seklinde elde edilir.

01, y<1vea=0(1) kosullar altinda (3.13), (3.14) ve (3.16) denklemleri
asagidaki sekilde verilebilir:

du Jow
g—l—a—z =0 (3.34)
du  dw du _ dp;
0 h 0 h
E(/o (pdz>+$(/0 goudz)+qo(x,0,r)[3 ~ 0 (3.36)

Akigkanin yatay hiz bilegeni olan u = u(x,z,t) i¢in agagidaki gekilde bir kuvvet
serisi ifadesinin kargilik geldigi kabul edilsin [23].

u(x,z,t) =To+2l1 + 2T +... = Y Ty(x,1)7" (3.37)
n=0

Bu durumda diisey hiz bilesenini gosteren w = w(x,z,¢) ifadesi (3.34)

denkleminden

+0(x,1) (3.38)

seklinde elde edilir ve z = 0'da w = 0 kinematik kogulu kullamlirsa ¢(x,r) =0

olarak bulunur.

Dh
Akigkanin z = h’'deki kinematik kosulu w(x,z,7) = Dr kullanilacak olursa,

hidrostatik olmayan alan denklemleri

%Jr% h(F0+F1§+F2h;) =0 (3.39)
%+%(%Fﬁ+a<ph) =0 (3.40)
%Jrro%—a‘;—f =0 (3.41)
%Jr%(%r%rorz) —2rz% =0 (3.42)
EAZRE NS VLS U L (3.43)
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seklinde elde edilir. Bu ifadeler, igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akimi

probleminin hidrostatik olmayan basing altindaki hareket denklemleridir.

3.6 Ortalama Alan Denklemleri

Bu kisimda, ortalama alan denklemleri elde edilmeye ¢aligilacaktir.

8u ow

P 8z =0 (3.44)

denklemi derinlik boyunca integre edilecek olursa

h 9 h 9
Lazt+ | LLaz=0 (3.45)
0 dx 0 0z
bulunur. Buradan
h Qu
—dz+w(h)—w(0)=0 (3.46)
0 dx
denklemi elde edilir.
z = h’deki kinematik kogul
oh du
== — 4
wih) =5, Tugy (3.47)

seklinde elde edilmigti. (3.47) kosulu (3.46) denkleminde yazilir ve w(0) = 0 kogulu

da kullanilirsa

h ou oh  oJh

bulunur. (3.48) denkleminden, u = u(x,t) seklinde olmasi1 gerektigi goriliir ve
sonug olarak
dh 0

5+ 5. (uh) =0 (3.49)

sureklilik denklemi elde edilir.

Momentum korunum denklemi derinlik boyunca integre edilecek olursa

/h(g?+uau+ap)dz =0
h— +hu— + /h @dz =0 (3.50)
bulunur.
p=a@(h—2z) (3.51)
oldugundan
P a2 (gh) - a2 (3.52)



seklinde elde edilir. (3.52) ifadesi (3.50) denkleminde yazilir ve integral alinirsa

du w9 Jem

bulunur. (3.49) denkleminin her iki tarafi u ile ¢arpilacak olursa

Oh du 20k
+us-—+u

usy tugy Ty =Y

elde edilir. (3.53) ile (3.54) denklemleri taraf tarafa toplanacak olursa

d d

o) dh
g7 (uh) + 5 (u

1
2 2 _
(u"h)+ = ah I +aoph e =0

denklemi elde edilir. (3.55) denkleminde o = 1 alinacak olursa

P 1,09 9

ax( h)+2 Fp +oh— =0

P
o; () + o

bulunur ve buradan
10 o
ot "ax 2" ax TP

momentum denklemine ulagilir.

=0

Pargacik korunum denklemi ise

do  Jd¢ Bo

o Yox T T h

seklindedir.
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4. ICERISINDE PARCACIK BULUNAN YER CEKIMi AKIMLARI ICIN
BENZERLIK COZUMLERI

Bu béliimde igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akiminin benzerlik ¢oziimleri

boyut analizi kullanilarak elde edilmeye caligilacaktir. Boyut analizi altinda,
X

Kr*
olarak alinmigtir. Bu boliimde de aynmi benzerlik dontigiimii goz 6niine alinarak

icerisinde parcacik olmayan si1g su denklemlerinin benzerlik doniisiimi § =

igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akimlarimin benzerlik ¢oéziimleri elde

edilecektir.

4.1 Boyut Analizi Yaklasim

X
0 <t < o parametre; p,q,r,s boyutsuz sayilar ve { = X benzerlik degiskeni

olmak tlizere

h(x,t) = t1h({), 4.1)

seklinde bir degigsken doniigtimii yapilsin. Bu durumda

J¢ _ X o1 _ -1
5 = S = st (, 4.2)
a6 1

olacagindan (3.49), (3.57) ve (3.58) hareket denklemlerinde yer alan r ve x

degiskenine gore kismi tiirevler, benzerlik degigkeni cinsinden

Ju dii

e p=lgiry o=l 22

5 ptPia(8) —t SCdC 4.4)
du P dii

= Kt (4.5)
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seklinde yazlabilir. Benzer sekilde, h(x,t) ve u(x,t)’nin ¢ ve x degigskenlerine gore

{ cinsinden kismi tiirevleri

%
ot
%
ox
ve
99
ot
99
ox

seklinde bulunur.

Q) s 0

1975 dh
K dC

gy 1 4D
) s

IV*S@
K dt

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.4)-(4.9) ile verilen tiirev ifadeleri ve (4.1) ile verilen ifadeler (3.49), (3.57)

ve (3.58) hareket denklemlerinde yerine yazildiginda, yeni degiskenler cinsinden

hareket denklemleri

qtq—llfl(c) std™ IC (C) tp—i—q—si

dii 1di

tp_1~_ tp_l— t2p s 77 5
ptP i —s¢ dC—I— ch
’

seklinde elde edilir. (4.10) denklemi =7 ve (4.12) denklemi de ¢~"

olursa,

dg
1 do
+ q+r s 4+ =
€
r—1~ r 1
t CdC

tq+r s(p

1
K
1 tp+r s~d(P
K

7z (@)
dh

dg
Yaz

d

= 0 (4.10)
= 0 @11
_pra?

= Bt 7
(4.12)

ile garpilacak

-I¢ C-l-t” Sdc(%) = 0 4.13)

ptp_lﬁ—sCtp_lZ—Z-H Il(;iu L geres j‘g %ﬂ“ “ZZ = 0 (4.14)
rt_l(p—st_lé’dc Ktp “Z(g = —ﬁt_q%

(4.15)

denklemlerine ulagilir. Boyutsal homojenlik kanununa gore, yukaridaki

denklemlerde yer alan ¢ parametresinin kuvvetleri egit alindigi takdirde, uygunluk

saglanmig olur. Buna gore (4.13) denkleminden

p—s=—1
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olmasi gerektigi goriiliir. Benzer gekilde (4.14) denkleminden
p—1=2p—s=q+r—s 4.17)

ve (4.15) denkleminden
—l=p—s=—¢q (4.18)

iligkisi elde edilir.
Dikkat edilecek olursa (4.18) denklem takiminda birinci ve tgilincii ifadelerin
esitliginden
q = 1 (4.19)
oldugu goriiliir; birinci ve ikinci ifadelerin esitligi ise
p—s=—1 (4.20)

oldugundan, (4.16) ile uygun diigmektedir. Benzer sekilde, (4.17) denklem

takiminda birinci ve iigiincii ifadelerin esitliginden
q+r—s=p—1 (4.21)

g =1 ve (4.16) ifadesinden
2s—r=3 (4.22)

iligkisi elde edilir; birinci ve ikinci ifadelerin egitligi ise
p—s=—1 (4.23)

oldugundan, yine (4.16) ile uygun diismektedir. Son olarak ikinci ve {iglincii
ifadelerin esitliginden

2p—s=q+r—s (4.24)
oldugu goriiliir ki ¢ = 1’den ve (4.16) iligkisinden
2s—r=3 (4.25)
(4.22) ifadesine esit oldugu goriilmektedir.

Biitiin bu esitliklerden geriye kalan (4.16), (4.19) ve (4.22) ifadeleridir. (4.16) ile
(4.22) ifadeleri agagidaki gekilde

2s—r = 3



3-bilinmeyen ve 2 denklemden olusan bir denklem sistemi belirlediginden aranan
2
sayilar, bir parametreye bagh olarak belirlenebilir. s = 3 olarak segilirse, (4.16)

ifadesinden
(4.26)

olarak bulunur. Benzer gekilde s degerine bagh olarak (4.22) denkleminden

5
= —= 4.27
r 3 (4.27)
. . . 2 . 1
seklinde elde edilir. g =1 ile s = 3 secimine karsilik gelen p = —3 r=

—% degerleri (4.13)-(4.15) hareket denklemlerinde yerine yazilir ve denklemler

diizenlenirse,
j 2 dh d
_ = =0 4.28
1 2 di 1 du 1~d(p _dh
- — = O 429
LT T T dC+K dac (4.29)
5. 2,.d¢p 1 d(p ¢
_— _—— —_— = — -~ 4.30
37350 Tx"ae P (30)
elde edilir. Bu sekilde, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem

sisteminin boyut analizi yaklagimi kullanilarak adi tiirevli bir diferansiyel denklem
sistemine indirgendigi goriiliir. (3.19) ve (3.20) ile verilen siir kogullarinda (4.1)

ile verilen degisken déniisiimleri kullamlirsa, xy = Kr%/3 olmak iizere

u(an,t) = Frilh(oy,)@(w,1)]
2Pa() = FRR(1) 50(1)]
=i(l) = Fri[h(1)¢(1)] (4.31)
ve
de 2
— 1 =K 4.32
(o) = (1) = 3 @32)
bulunur.
Ikinci bir durum olarak, r = 0 secilirse (4.22) denkleminden
3
= 2 433
s 7 (4.33)
ve buna baglh olarak (4.16) denkleminden
1
P =3 (4.34)
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seklinde elde edilir. Bu durumda ise benzer gekilde, lineer olmayan kismi tiirevli

diferansiyel denklem sisteminin

; 3.dh d
__Cdc dC( h) = 0 (4.35)
1. 3, .da 1 _di 1 .d@ dh_
- ZCdC X dC+2Kth+K ac - 0 (4.36)
3.dp 1 dgo L ?
-5 %Jrl( dC = [)’E (4.37)

adi tiirevli diferansiyel denklem sistemine indirgendigi goriiliir. Benzer sekilde,
(4.1) ile verilen yeni degigkenler cinsinden simir kosulunda yazlacak olursa,
xy = K1?/3 olmak {izere smir kogullar1 elde edilebilir. (4.31)’deki siir koguluna ek
olarak

i(l)==K (4.38)
kogulu bulunur.

(4.28)-(4.30) ile (4.35)-(4.37) denklemleri lineer olmayan kuple adi tiirevli
diferansiyel denklem sistemleridir. ~ Bu denklem sistemleri, ¢ = 1 oldugu
durumda, igerisinde parcacik olmayan yer ¢cekimi akiminin benzerlik ¢éziimlerine
indirgenmekte ve bu denklemler analitik olarak ¢oziilebilmektedir. ¢ # 1 oldugu
durumda ise bu denklemleri analitik olarak ¢ozmek miimkiin degildir. Bu nedenle,

ilgili sinir kogullar1 kullanilarak bu denklemler sayisal olarak ¢oziilebilir.

4.2 Asimptotik Yaklasim

Bu kisimda iki farkli asimptotik yaklagim kullanilarak benzerlik ¢oziimleri elde

edilmeye cahigilacaktir.

4.2.1 Yaklasim I

B < 1 parametre olmak iizere alan degigkenleri i¢in asagidaki sekilde asimptotik

seri agilimi yapilabilir:

u = ug+Pu+--- (4.39)
h = ho+Bhi+--- (4.40)
¢ = 1+B¢o+-- (4.41)
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Buna gore, hareket denklemlerinden O(B°) mertebesinde denklemler,

dhy 9 -
7 + a(uoho) =0 (4.42)
dug dug Jdhy

T + up P + - 0 (4.43)

olarak bulunur. Benzer sekilde, O(f) mertebesinde denklemler,

ohy d
=, o (ki tuho) = 0 (444)

aul 8u1 8u0 aho 1 8q)1 ahl 8h1 o
TR P T R L T T o (I
P Ipr 1

seklinde elde edilir. O(B°) mertebesindeki denklemlere dikkat edilecek olursa,
bu denklemler ikinci béliimde parcaciksiz yer ¢ekimi akimi probleminden elde
edilen denklemleri vermektedir.  Yani parcaciklarin yere ¢Okme hiz1 sifir

oldugunda problem, igerisinde parcacik bulunmayan yer ¢ekimi akimi problemine

indirgenmektedir [12]. Bu durumda, (4.42) ve (4.43) denklemlerinin benzerlik

¢oziimleri, § = # olmak iizere, boyut analizi kullanilarak
2 13
uop(x,t) = gKt io(8) (4.47)
4 -
ho(x,1) = §K2t—2/3h0(§) (4.48)

olarak bulunur. Burada () ve ho(¢) ifadeleri 2. boliimde (2.44), (2.53) ile

verilen bigimdedir.

O(P) mertebesindeki denklemlerin benzerlik ¢oztimleri ise agagidaki sekilde elde

edilebilir:
(4.44) denkleminde gerekli tiiretmeler yapihirsa,

oh
ot

auo 8141 8h0 o
o + hy ox +uj B =0 (4.49)

h
Lo,
X

1
—Htoa

bulunur. u; ve hy ¢oziimleri su seklide tanimlansin:

(o) = SKPE(Q) (4.50)
4 .
M) = ghi(Q) (4.51)

28



(4.47) ve (4.48) ¢oziimleri ve ip(§) = § oldugu (4.49) denkleminde yazilirsa

4 -2 dh 1apd gdhy 1
Zatd lh 14— 1 1/3 t
g?" Mm—3! Cg ¢t dCKt2/3
4 .2 4 diiy, 1
t9h =KtV — K2 2%, 214
gtims Kt 2/3 3 03 d¢ Ki2/3
2 4 dhy 1
PR, ~ k2230
H3K agK PR =0 (42)

elde edilir. (4.52) denkleminde boyutsal homojenlik kanununa gore, t’lerin

kuvvetlerinin egit olmas1 gerektiginden

Y p:%‘ (4.53)

alimabilir. O halde u; ve h; ¢oziimleri,
n(et) = %K—lﬁﬁal(g), (4.54)
h(x1) = gﬂ%l(C) (4.55)

seklinde olacaktir. (4.54), (4.55) benzerlik ¢oziimleri (4.49) denkleminde yazilirsa

g[ill + 3+ 5 = (hot)] = 0 (4.56)

d
elde edilir. — ifadesi ’ kullamilarak gosterilmek iizere, sonuc olarak

d¢
Shy +2(hoii;) =0 (4.57)

denklemine ulagilir.

@1 = K27 ({) olarak alindig1 takdirde, (4.47)-(4.48) ve (4.54)-(4.55) ile verilen

¢oztimleri (4.45) denkleminde yerine yazihirsa

2 14 /35 2 4/3d”1 1
-K -K
3 3 13 3 dg ( <)
21 134, 14/3d”1 1 21 435, 2 L 1/3d”0 1
-K K K t K —
3 03 at k2P 13 ag kil
K2t hok > K

+29 dC Kt2/3 dCKZ/S
4K2t’2/3 dhy 1 27

+§ d§ Kr2/3

'¢r=0 (4.58)
bulunur. (4.58) denklemi, gerekli sadelegtirmeler yapildiktan sonra
1/3~ L+ = tr 4/3h (P1+ l.l/3h/ 4 tr 4/3h/(p (459)
3 9 9
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4 1

halini alir. Boyutsal homojenlik kanununa uygunluk saglanmasi i¢in » — 353

3
olmasi gerektiginden
5
== 4.60
r=3 (4.60)
bulunur. Bulunan r degeri (4.59) denkleminde yerine yazilacak olursa
1
elde edilir.
@1 = K233 ¢, ({) ifadesi (4.46) denkleminde yerine yazilirsa
5 2213, 2,5/3491 do 271
-K~ K~
2 dp; 1 1
by Al euae — (462
*3 6 dC K23~ ngt*2/3ho (4.62)
bulunur ve yapilan sadelegtirmeler sonucu
27 1
P = ——=— 4.63
] 207 (4.63)

5
elde edilir. Dikkat edilecek olursa r = 3 degeri (4.46) denkleminde de boyutsal

homojenlik kanununa uygunlugu saglamaktadir.

Sonug olarak, (4.57), (4.61) ve (4.63) denklemleri ¢Oziilmesi gereken

denklemlerdir.

4.2.2 Yaklasim II

Bu kisimda asimptotik agihm 7= K ~245/3 seklinde alinip, alan degiskenlerine bu

T parametresi cinsinden agagidaki gekilde bir asimptotik agilim uygulansin [8,25]:

xy = K231 41X + 72X, + .. (4.64)
2
u= 3K Plug(§) +7ur (§) + PPua(§) + .. (4.65)
4
h= §1<2z-2/3 [ho(8) + Thi (§) + T2ha (§) + ...] (4.66)
¢ =1+701(5)+7°02(L)... (4.67)
{ = K); 7 benzerlik degigkeni kullanilarak yeni koordinatlara gecilirse,
d
5 ve P diferansiyel operatorleri,
d J 2 _,,0
d 1,230
=K 9t (4.69)



olarak bulunur. (4.68) ve (4.69) ifadeleri hareket denklemlerinde yazilirsa,

% 1,-2/3 2 1 ~1,-2/3 du

Y +(K 't u— 3 ¢) C+K h8§ 0 (4.70)
du ~1,-2/3, —1 1,23, 00  hoh

8t+(K t —3! C)8C+K t ((P8§+28§) 0 471
Ie ~1,-2/3, _2 Nl _ﬁ‘P

o +(K 't 3 (:) 3 o (4.72)

ifadeleri elde edilir.

(4.64)-(4.67) ifadeleri kullanilarak (4.70)denkleminden,

2 R B0+ o (0 + )
K t—z/SgKﬂ/S[uo«:)+wl<c>+...1—%z—lc} S 5T (€ + e () +.])
KRR () + o (£)-+ ) 5 R i)+ T (§) 4.} =0
(4.73)
(4.71) denkleminden,
2 G @) + @)+ ])
NG §Kr1/3[uo<c>+w1<c>+ 1=3718) R Plul@)+ e () +..])
R Q)+ ) 5 R O+ () 4]}
+ S R0+ T (§) + ) S (K2 ho() + Thi () 4.1} =0
4.74)

ve (4.72) denkleminden,

%(1+r<p1(§)+...)
KT 2K (@) 4t () 4] - 21 ¢) %uw«pl(m...)

B+ 018+ K fho(€) + T (©) +. ]} (4.75)

ifadeleri elde edilir.
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(4.73)-(4.75) denklemlerinde #’ye gore kismi tiirevler hesaplanirken 7 = BK =25/

oldugu gbz oniine alinirsa

(R ho(Q) + ()4 ]} = SRS 2ho(§) + i (0 + )
(4.76)

2 G (@) 4 (€)1} = KB (@) + Fe(@) +.0)
4.77)

d 5

E{l-i—rgol(é)-l—---}:gt T01(8)+ ... (4.78)

ifadeleri elde edilir [8]. (4.76)-(4.78) tiirevleri (4.73)-(4.75) denklemlerinde
yerine yazilir; (4.75) denkleminde esitligin sag tarafinda bulunan BK—2r%/3
ifadesinin yerine 117 ve [ho({) + thi({)+...] ! ifadesinin yerine de binom agilimi

uygulanarak

[ho(8)+th (§) +..]7 ' = +...] (4.79)

alinirsa denklemler su gekilde elde edilir:

SR h0(£) 4 Thi(§) 4]+ o Ko o (§) + () + Th (§) + ]
F o K 0(0) + Thi(§) + - Jlh(§) + 6 (£) + ] =0
(4.80)
SR Suo(§) 5T (§) 4]+ K () + (€ + 7 (€) + -]
oK 1u(0) + B (E) + T (O + )
K o €) + T (§) - [0 (§) ] =0
(4.81)
5 9 1 Si()
3! t01()+...= 4! ho(C)[T Tho(C)ij] (4.82)
Buna gére, O(7°) mertebesinde denklemler
S K 2ho() 4 2o O(€)] = 0 (4.8
2K u0(0) + (0] = 0 (484

olarak bulunur.
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O(t') mertebesinde denklemler ise

2

S K () + 2 () + 2ho()h(§) + m(Qub(O)] = O (485)

4 2

K (6)+ 3 () + 5 (1) + @i (E)(S))
2

+Zh(O)el(C)] = 0 (436)

(4.87)

seklindedir.

Yukaridaki denklemlerde u;({) =1 oldugu dikkate almarak (4.85) denkleminden

2 2
h] + §(h()ul)/ + §h1 =0

ve sonug olarak

5hy +2(houi) =0 (4.88)
esitligi elde edilir.

Benzer sekilde (4.86) denkleminde

St 2w 2 (6 + i) + hog] =0
olacagindan
3uy 4 hy + by + %ho(p{ =0 (4.89)
bulunur.
(4.87) denkleminden ise
o= _%hio (4.90)

oldugu goriilir.

Sonu¢ olarak (4.88)-(4.90) esitlikleri O(t') mertebesinde denklemleri
gostermektedir.  Bu denklemlerin uygun simir kosullar1 altinda c¢oziimleri

analitik olarak elde edilecektir.
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4.3 Smr Kosullar:

Bu kisimda (4.88),(4.89) ve (4.90) alan denklemlerinin ¢oziilebilmesi i¢in gerekli
olan simir kogullar1 elde edilecektir. x = 0’da akim olmamasi kogulu u(0,7) =0 ve

(4.65) ile verilen asimptotik agilim kullanilacak olursa

up(0) =0, u1(0)=0 (4.91)
siir kogullar: elde edilir. § = Kt); 7 benzerlik doéniigimii ve (4.64) asimptotik
acilimi kullanilacak olursa,

Ov=1+1X1+72X + ... (4.92)
bulunur. x = xy’de verilen
u(xy,t) = Fr [h(xy, 1)@ (xy,1)] '/ (4.93)

dinamik kogulu i¢in (4.65)-(4.67) asimptotik agilimlar: ve (4.92) ifadesi de dikkate

alinirsa

u0(1)+TX1u6(1)+Tu1(1) 4=

1/2

Fr{(ho(1)+ tXiho(1) +thi (1) + - )1+ 701 (1) +---)] ' (4.94)

elde edilir. 7'nun cesitli mertebelerine gore denklemler diizenlenecek olursa,

asagidaki sekilde verilen siir kogullar: elde edilir:

O(1%) mertebesinde

uo(1) = Frlho(1)]'/?, (4.95)
O(7) mertebesinde
1
X (1) = 3PP (1) + (1) +ho(1) 1 (1) (4.96)
bulunur. x = xy’de
%x;v(t) = u(xn,t) (4.97)

ile verilen kinematik sinir kogulunda (4.65)-(4.67) asimptotik agihimlar yazilir ve
7'nun mertebelerine gore denklemler diizenlenecek olursa, O(7) mertebesinde

2
X| = gul(l) (4.98)
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ve O(1?) mertebesinde

1
Xzzg[Xlull(l)—l—uz(l)] (4.99)

1
elde edilir. (4.98) ifadesi (4.96)’da yazilir ve hy(1) = 5 oldugu dikkate alinirsa,

14 — Fr?

5 ur(1) = Frrhy (1) + (1) (4.100)

elde edilir. (4.90) ifadesinde § =1 olarak alimirsa,

27
¢1(1) Z—%Fr (4.101)

bulunur. (4.89) ile verilen hareket denklemi { = 1’de yazilacak olursa,

S (1) 4+ (1) + By (1)1 (1) + 5ho(1)] (1) = 0 4.102)

elde edilir. Denklemde yer alan @;(1), @{(1), ho(1) ve hy(1) degerleri su sekilde

bulunabilir:
_ _E; ey 27 3¢ >
1 , 1
ho(§) = ﬁ—— —Cz o(§) = 3¢ (4.103)

(4.103) ifadeleri T = 1’de degerlendirilecek olursa su gekilde bulunur:

2 27

_ 2 / _ =
1 1
ho(1) = 72 h6(1) = 2 (4.104)

4.4 Benzerlik Coziimlerinin Elde Edilmesi

Bu kisimda 4.3’te elde edilen smir kosullari kullamilarak (4.88) ve (4.89)

denklemlerinin analitik ¢oziimleri elde edilmeye caligilacaktir.

Kisim 4.2°de elde edilen (4.90) ifadesi (4.89) denkleminde yerine yazilir ve ifadeler

diizenlenirse
1., 27 4

P 5 (4.105)
3 B0igzy L1

olarak bulunur ve bulunan bu esitlik (4.88) denkleminde yerine yazilacak olursa

1 1 1 15 27
GO+ = P+ 5L~ =k

= (4.106)
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adi diferansiyel denklemi elde edilir.

i =+/—1 olmak tizere

o 4 -
gle(Frz_l) 1/2 (4.107)
doniigiimii altinda
Jd .4 ipd 2?5 4 1 97
B R T T 109

a
oldugundan (4.106) denklemi & parametresine gore yeniden yazilacak olursa,

{ =8y

Fr?

4

1)1/2 : C2:_§2(ﬁ_1) (4.109)

ifadeleri ve (4.108) diferansiyel operatorlerine baglh olarak

2
{1+ G- PG -5

4 1O 1527

2L et ) S i
D5 = 1) 58 Shi=g5 (4110

denklemi elde edilir ve (4.121) denkleminde

ELENE R S P T SR | G SRR R
{Fr2 1Tl (52 1>1}—<F,2 2(1-8) (4.111)
ve
do oyt L
(ﬁ 1) _4(Fr2 4) (4.112)
yazilabileceginden
1 1., 0%
—(ﬁ —)( 5)4(”2 4_1) a_gzhl
—5( it el B _ T )

denklemine ve buradan

1 5 0%y 1_0h; 15 27

—(1-¢& )a—aiz 55%—7 1= (4.114)

denklemine ulagilir [8].

Kisim 4.3’te elde edilen (4.104) ifadeleri (4.102) denkleminde yerine yazilacak

olursa

1 27
ul(l):§[—h’1( )+ %Fr] (4.115)
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bulunur. (4.115) olarak elde edilen simir kogulu (4.100)’de yerine yazilirsa, h;(§)

i¢cin = 1’deki siir kogulu

14— Fr? 27.  14—Fr?

e (1) = S5l
15Fr? 20 60

seklinde bulunur. ¢ =0’ daki diger bir smr kogulu ise (4.89) denkleminden

hi(1)+

] (4.116)

hareketle
301 (0) 4 0) + (0)@1(0) + 3 o(0) (0) =0 @.117)
seklinde bulunur. u;(0) =0, i;5(0) =0 ve @](0) = 0 kogullar1 kullamlacak olursa
h(0) =0 (4.118)

olmas1 gerektigi goriiliir. (4.107) doniigimii altinda (4.116) ve (4.118) kosullar:
i¢in, { =0 iken & =0; { =1 iken & = i(% —1)~1/2 olacagimdan

n0) = 0 (4.119)
14— Fr? 27 . 14— Fr?
h I ¥ = -1 4.120
yazilabilir.
Dikkat edilecek olursa (4.114) denklemi y =5 olmak {izere
9%h ohy
1-E2)—— — 28— 1) =0 4.121

homojen olmayan Legendre denklemi yapisindadir. Bu Legendre denkleminin

homojen ¢oziimii

hi (&) = c1Ps(§) +c205(8) (4.122)
seklinde olup, Ps(§) 5. dereceden bir polinomdur ve (A.36) Rodrigues formiili
yardimiyla

L & .5 s
Ps(g):z?ﬁ@(é —1) (4.123)
ifadesinden elde edilmektedir. (4.123) ifadesinde yer alan tiirevler

d

E(iz— 1)° = 10§(&%-1)*
d2
@(52— 1)’ = 10[(&> - 1)*+88%(&* 1)’

3
THET = 1024E(E - 1)+ 485 E -1

4
TG E 1 = 20(E -1+ 1282 - 1) 8EHER - 1)

5
T E1 = 0637 -702 +156) (@124
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seklinde hesaplanip (4.123)’de yazilacak olursa Ps(&) ifadesi
1
Ps(§) = 5(6357 =708 +158) (4.125)

seklinde elde edilir.
Ikinci bagimsiz ¢oziim olan Qs ifadesi ise (A.40) denkleminde n =5 icin

5
05(8) = 38 I 12 — ¥ A (E)u(d) (@126

olarak alinabilir. Esitligin sag tarafinda yer alan 22:1 %Pk_l(é)Pig_k(&) toplam
ifadesini elde etmek i¢in (A.37) ifadeleri yardimiyla

Ein

olarak bulunur. (4.127) toplami ve Ps(&) ifadesi (4.126) denkleminde yerine

63 49 8
E)Ps_i(&) = ;54—?5%5 (4.127)

a~|>~

yazilirsa

1+§

49 8
e 85 _§§2+E (4.128)

1
0s(8) = R(63€5 70&° +15&)1n
olacaktir.
Boylece (4.114) Legendre denkleminin Ay, ile gosterilecek olan homojen ¢oziimii
icin

1
hy, = cl—(63§5 —70E3 +15&)

+§
[

yazilabilir. (4.119) kogulunun saglanabilmesi igin ¢; = 0 segilerek ¢oziim

+ <116(63§5 70E3 +15€)In aj“ §2+%>(4.129)

hlh:c2<11—6(63§5 70E3 +15€)In 1+§ 54 5%%) (4.130)

seklinde alinmalidir.

(4.114) denkleminin h;, seklinde gosterilen ozel ¢Ozlimii, belirsiz katsayilar
yontemi kullanilarak

hy, = C = sabit (4.131)

seklinde aranabilir [26]. Buna gore, bu 6zel ¢oziim (4.114) denkleminde yerine

yazilacak olursa

2%C aC 27
2 —_ — —
(1-¢& )a52 —28— ag +30C % (4.132)
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ifadesi elde edilir ve buna gore

9

200

olarak bulunur. (4.114) denkleminin ¢6ziimii

hl = hlh +h10

oldugundan

9

h(§) = 205(8) — 5

seklinde elde edilir.

200

Cozitmdeki ¢, katsayist (4.120) kogsulundan & = & = i(-2; — 1)1/ icin

-
9
hi(&1) = c205(&1) — 200
ve
hi(&1) = c205(61)
oldugundan
9 14—Fr? 27 14— Fr?
205(81) = 256 T g2 2256 = 551+ 5]
denkleminden )
14—F
94270 {1+ - d }
Cy) =
14 —Fr?
200 05(80) + 1320481

seklinde Fr sayisina bagh olarak elde edilir. Fr = 1.19 degerine

ca = —0.05623 olarak bulunur [§].
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Asimptotik agilim kullanilarak boyut analizi yontemiyle elde edilen hj(&),u; ()
ve —@1 (&) benzerlik ¢oziimlerinin grafikleri agagida goriildiigi gibidir:

0.2 0.4 0.6 0.8 1
4

Sekil 4.1: /1 benzerlik ¢6ziimiiniin {’ya gore degisimi

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
4

Sekil 4.2: ¢, benzerlik ¢oziimiiniin {’ya gore degisimi
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasi1 kapsaminda igerisinde parcacik bulunan yer cekimi akimi
problemi i¢in model olugturulmusg, basincin hidrostatik olmamasi kogulu altinda
alan denklemleri elde edilmigtir. Cesitli kabuller altinda basincin hidrostatik
oldugu kabul edilmig ve ortalama alan denklemleri elde edilmistir. Ortalama
alan denklemleri kullanilarak, boyut analizi yaklagimi ile lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklem sistemi, benzerlik degiskeni cinsinden adi tiirevli
diferansiyel denklem sistemine indirgenmistir. Bu denklemlerin ¢oziimiinii
analitik olarak bulmak miimkiin olmadigindan asimptotik yontemler kullanilarak
benzerlik ¢oziimleri yaklagik olarak elde edilmistir. Ayrica, boyut analizi teknigi
kullanilarak igerisinde parcacik bulunan yer ¢ekimi akimi problemi i¢in benzerlik
¢oziimlerini verecek diferansiyel denklem sistemi elde edilmigtir. Lineer olmayan
bu diferansiyel denklem sistemi hiperbolik tiptedir ve analitik olarak ¢Oziimii
miimkiin degildir. Bu sebeple, uygun sayisal yontemler kullanilarak benzerlik

¢oziimlerinin yaklagik olarak bulunabilecegi goriilmiigtiir.
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A. LEGENDRE DENKLEMININ COZUMLERININ ELDE EDILMESI

Y bir sabit olmak {izere
(1=x*)y" =20/ +7(y+ 1)y =0 (A1)

seklindeki ikinci mertebe diferansiyel denklem, Legendre denklemi olarak
adlandirilir.

A.1. Siradan bir nokta civarinda seri ¢coziimii

2x Y(y+1)
7 /I — A2
Y+a Va1 70 (A.2)
Legendre denklemi
1 2x I yy+1)x—1)
! = =0 A3
Y +x—1x+1y (x—1)2 x+1 Y (&-3)
seklinde ifade edilsin. Burada
2x +1
P =2, o =11 (A

1—x2

katsay1 fonksiyonlari orijinde analitik oldugundan, orijin (A.1) denkleminin
siradan noktasidir. O halde,

y= i apx" (A.5)
n=0

bigiminde bir kuvvet serisi ¢éztimiiniin olabilecegi diigiiniilebilir [14]. (A.5) serisi
ve

y = Z na,X" ! = Z (n41)a,+1x" (A.6)
n=1 n=0
Y'=Y nn—1ax"?=Y (n4+1)(n+2)a %" (A7)
n=2 n=0

tiirevleri verilen denklemde yerine konur ve x"nin katsayilari sifira egitlenirse
(n+1)(n+2)apir — (n—1)na, —2na, +y(y+1)a, =0 (A.8)

olacagindan
(y=n)(y+n+1)
(n+1)(n+2) "

nir = — n=0,1,2,... (A.9)
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rekiirans bagintisi elde edilir. Bu bagmt1 yardimiyla a, katsayilari, ay ve a;
tiriinden bulunabilir:

_ ry+D
@2 = 12«
_ (r-Hlr+2)
o= 23
o (r=2)(r+3)  _yyr=2)(r+D(r+3)
= 34 2T 41 a
o (r=3)r+4) (r=Dr=3)(r+2)(r+4)
a = 45 BT 3] a

Burada ap ve aj katsayilari keyfi kalir. Eger a; = 0 ise (A.9) bagintisindan

az = as = ... = 0 olur ve Legendre denkleminin bir ¢6ziimii keyfi sifir olmayan
bir ag i¢in
yi=ao+ Y ayx* (A.10)
k=1

dir. Diger ¢oziim ag = 0 segilip, a; keyfi birakilarak sifirdan farkli a; icin

oo

Y2 =ajx+ Z gy 12 (A.11)
k=1

seklinde yazilabilir. y; ve y, ¢ozlimlerinde yer alan katsayilar (A.9) rekiirans
bagintisinin ardigik olarak uygulanmasi yoluyla hesaplanmahidir [14].

Bu sekilde Legendre denkleminin genel ¢oztimi

Y(r+1) o vy=2)(y+D(y+3) 4
T + 1 xt =]
(r=D+2) 5 (¥=Dy=3)(y+2)(r+4) s

+ al[x—Tx + 5| =] (A.12)

y = ao[l—

serileri seklinde bulunmus olur. Yani ag ve a; keyfi sabitler olmak {izere genel
¢oziim iki kuvvet serisinin toplami seklinde yazilabilir.

Genel ¢oziimde yer alan serilerin yakinsaklik araligini bulmak i¢in, (A.9) rekiirans
bagintisinda n yerine 2n yazilirsa, birinci seri igin

2042
Az X"

an x2n

—2n)(Y+2n+1
_(22n1¥;2niz))hﬁ’zlﬁ‘<l (A.13)

= lim

n—oo

lim

n—o0

ve benzer sekilde ikinci seri i¢in

23 (y=2n—1)(y+2n+2)| , 2
— = 1 A.14
(2n+2)(2n+3) ‘]x =K< ( )

ap+3X

lim | —————
a2n+1x2n+l

n—oo

= lim

n—oo

bulunur. Buradan seriler i¢in yakinsaklik yaricapimnin R =1 oldugu sdylenebilir
[14].

Sonug olarak, (A.12) serisi ag ve a; sabitlerinin her se¢imi i¢in (A.1) denkleminin
kabul edilebilir bir ¢6zimii olur. Dolayisiyla parantezler icindeki seriler birer
ozel ¢oziimdiir. Ayrica bu seriler lineer bagimsiz oldugundan (A.12) serisi |x| < 1
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araliginda Legendre denkleminin genel ¢oziimiidiir. (A.12) denklemiyle verilen
fonksiyonlara Legendre fonksiyonlari denmektedir ve genel olarak elemanter
fonksiyonlarla ifade edilemez. Ancak, ¥ negatif olmayan bir tamsay1 iken, 6rnegin
vy = 2m(gift) oldugunda, (A.12) ¢oztimiindeki birinci seri sonlu digeri sonsuz
olurken, y = 2m+ 1(tek) iken ikinci seri sonlu, diger seri sonsuz olur. Sonlu
kalan seriler birer polinom oldugundan Legendre polinomlar: ismini alr ve P,(x)
ile gosterilir. x = £1 icin 1raksak olan diger sonsuz seriler ikinci tiir Legendre
fonksiyonlar olarak adlandirihr [14].

A.2. Diizenli Tekil Nokta Civarinda Seri Co6ziimiiniin Elde Edilmesi

2x y(y+1)
/! /_ — A.l
Yra Va1 =0 (A.15)

ya da
1 2x I y(y+1)(x—-1)
1/ /
Y +x—1x+1y (x—1)2 x+1

y=0 (A.16)

bi¢iminde yazilsin.  Agikca gorildiigi tizere denklemin x = 1'de tekilligi
bulunmaktadir; ancak

2 1+ (x—1)
C-DPEO =77 = 1+3(x—1)
1 1
= 1+§(x—1)—z(x—1)2+... (A.17)
x—1 1 x—1
(x—1)°0(x) = —Y(Y+1)x+1 2—57’(7’+1)m
— —%y(y—|—1)[(x—1)—%()6—1)24—...] (A.18)

fonksiyonlar1 x = 1’de analitik oldugundan denklemin x = 1’de diizgiin tekil
noktasi oldugu soylenebilir. Benzer sekilde x = —1 noktasinin da diizgiin tekil
noktasi oldugu goriilebilir.

Sonsuzdaki noktasimi incelemek i¢in x = 1/¢ doéniigtimii uygulanirsa,

" 2t oy YD
y (t)+t2_1)’(f)+my(f)—0 (A.19)

denklemi elde edilir. Dikkat edilirse + = 0 bu denklemin diizgiin tekil noktasidir;
yani x = oo (A.1) denkleminin diizenli tekil noktasidir. Buna kargilik gelen indis
denklemi

(m—y—1)(m+7y)=0 (A.20)

dir [14]. Bu ii¢ nokta haricindeki tiim noktalar (A.1) Legendre denkleminin
siradan noktalaridir.

x = 1 komgulugunda ¢6ziimi bulmak i¢in r = (1 —x)/2 doéniisiimii uygulanirsa

t(1=0)y" () + (1 =20)y' (1) + ¥(y+ 1)y(t) =0 (A21)
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hipergeometrik denklemi bulunur. Bu denklem i¢in @ = y+ 1, = —y ve y= 1dir
ve bir ¢oziim

1
= 2A+L-ybL)= of[y+1L-yL5(1-x) (A.22)

olur. Eger vy = n pozitif bir tamsay1 ise bu ¢oziim n. dereceden bir polinom olur
ve y(1) = 1 sartim saglar. Burada y =1 oldugundan indis denklemi m? = 0 olur.
Bu sebeple ikinci ¢ozliimii bulmak i¢in mertebe indirgeme yontemi uygulanabilir.
Buna gore ikinci bagimsiz ¢oziim

1 i 1 12
y2(x) = yl/_ze_jpdtdt:yl/—zef it
M Vi

1,1 dt
= —(—=+—)dt A.23
G (A23)

olarak elde edilir. y%, sabit terimi 1 olan bir polinom oldugundan parantez i¢indeki
ifade orijinde analitiktir ve

1+ait+at*+ ... (A.24)
yazilabilir. Bu durumda
y2=yi(Int+ajt+...) (A.25)
veya _
y2=yiInr+y; Y but" (A.26)
n=1

olarak bulunur. Logaritmik terimden o6tiirli, Legendre denkleminin y = n igin
t = 0 noktasinda, yani x = 1 komsgulugunda sinirli ¢éziimii olamaz. Sonug olarak,
(A.1) denkleminin x = 1I'de smurh olan tek ¢oziimi oF)[—n,n + 1,1;%(1 —x)]
polinomunun sabit katlaridir. Bu polinomlara Legendre polinomlar: denir ve

P,(x) =2 Fi[-n,n+1,1; %(1 —x)] (A.27)

ile gosterilir [14]. Legendre polinomlarimi daha kolay elde edilir bir hale getirmek
i¢cin, (A.9) rekiirans bagntisinda ¥y = n i¢in a,+2 = 0, dolayisiyla a,4 = 0,
any6 = 0,... ve genel olarak a,42j =0(j = 1,2,...) sonucuna ulagilir. Bu sekilde
n. dereceden P,(x) polinomlar: elde edilmis olur. (A.12) ¢oziimiinden goriilecegi
iizere bu polinomlar, n’nin ¢ift ya da tek olmasina bagh olarak x’in ya c¢ift ya da
tek kuvvetlerini igermektedir [14|. Buradan hareketle,

(5]
P,(x) = Z Ay X" = @+ ay X+ . (A.28)
k=0

yazilabilir. Buna gore, n = 2m(¢ift) ise toplamin son terimi ag, n = 2m+ 1(tek)
ise a;x olacaktir.

Legendre polinomlarinin hipergeometrik fonksiyonlarla taniminda x = 1 alinarak,
P,(1) = Fi(—n,n+1,1;0) =1 (A.29)

elde edilir ve (A.28) ifadesinden B,(—1) = (—1)" bulunur. Bu sonuglar, Legendre
polinomsarinin standart taniminda kullanilmaktadir.
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(A.9) rekiirans bagntisinda y = n olmak iizere n yerine k — 2 alinarak

k(k—1)

y=— A.30
g2 (n—k+2)(n+k—1)ak (A.30)
elde edilir.
P,(1) = 1 sart1 saglanacagindan,
~ (2n)!  1.35..(2n—1) B
a, = (12 = Py , n=12 ..
a = 1 (A.31)
alinmalidir. (A.9) rekiirans bagintisimda k =n,n—2,n—4,... alinarak,
nn—1) (2n)!
an—2 — .
2(2n—1) 2*(n!)?
B (2n—2)!
2"(n—1)!(n—2)V
(n—2)(n—13)
fin— 4(2n—3) "2
B (2n—4)!
2l (n—2)!(n—4)!
(A.32)
ve genel olarak
2n—2k
g = (—1)f 2R =20)! (A.33)

2k (n—k)!(n—2k)!
elde edilir. Burada n—2k > 0 oldugundan, n > 0 i¢in pozitif k degerleri 0 <k < %
araliginda olmalidir.

(A.33) ifadesi (A.28) bagintisinda yerine yazilirsa, P,(x) polinomlar i¢in

& (2n —2k)! n—2k
; 2"k' (n—k)(n—2k)1" (A.34)

bagintisina ulagilir. Bu bagintiy1 basitlegtirmek i¢in

% (=1)* d" on—ak
= 2"k (n— k ) (n—2Kk)! dx"
2"n! dx" k;)k!(n—k)!

P,(x) =

() (=1t (A.35)

yazilsm. Son satirdaki {ist siirda [5] yerine n almak sonucu degistirmez; ¢iinkii,

eklenen terimlerin derecesi n’den kiiciik olacag i¢in bunlarin n. tiirevleri sifir
olacaktir. Buna gore,

n
— k
Falx) = 2”n'dx Z (=1)
k=0
1 d"

2'n! dx"

— 1) (A.36)
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bagintisi elde edilir ki (A.36) ifadesi Rodrigues formiilii olarak adlandirilir.

Bu formiil ya}"dlmlyla ardigtk  Legendre polinomlar1 kolay bir gekilde
hesaplanabilir. Ornegin,

P(x) = 1,

Pi(x) = x,

Py(x) = (3 —-1)/2,

Py(x) = (5x°—3x)/2,

Py(x) (35x* —30x% 4 3)/8 (A.37)

olarak bulunur [14].

Y = n tamsay1 oldugunda ikinci ¢oziim x = 1 noktalarinda sinirh degildir. Bu
durumda ikinci tiir Legendre fonksiyonu olarak adlandirilan ve Q,(x) ile gosterilen
bu ikinci ¢oziim mertebe diigiiriilerek su sekilde verilebilir:

0w =R [ i _xz‘jfpn(x)]z (A38)

(A.37) ifadeleri yardimiyla, |x| < 1 igin
dx I, 1+x

— _ _ -1
Qo(x) = l—xz_ilnl—x_tanh X,
dx x. I+x
= - ==-In—-—1
Qi) x/xZ(l—xZ) 2T
1 I+x 3
Q) = ShE)h——x (A.39)
olarak bulunabilir. Genel halde ise,
1 I+x &1
On(x) = =P,(x)In - Z —Pe—1(x)Py_i(x) (A.40)
2 l—x =k

olarak ifade edilebilir [14]. (A.40) ifadesinde toplam semboliiyle gosterilen terim
n. dereceden bir polinom olacaktir. |x| > 1 igin sabit farkiyla

Qo(x) = 1ln L x

— coth™!
2 1_x CO X

bagintisi gecerlidir. Digerleri de benzer sekilde hesaplanabilir. Sonug olarak, y=n
negatif olmayan bir tamsay1 ise Legendre denkleminin genel ¢éziimii

y(x) = c1Py(x) + 20, (x) (A41)

seklindedir ve |x| < 1 araliginda analitik bir fonksiyondur [14,15].
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