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OZET

X, basit irtibatli bir ortilye sahip olan irtibatbir topolojik uzay, x, J X ve H daX
in x, noktasindakis (X, X, )temel grubunun bir alt grubu id¢ ya kasilik gelen
topolojik uzaylarin bir p: )?H - X 0orta fonksiyonu vardir. Buradager X bir
topolojik grup ise )?H da bir topolojik gruptur. Bu yollX in grup yapisinin herhangi

bir drtlye yukselegg sonucu elde edilir.

Diger yandan biiG topolojik grupoidininMG monodromy groupoidiG, starlarinin

G, evrensel Ortllerinin  birkemi olarak tanimlanir. Bu tezde birinci olarak MG

X

monodromy grupoidinin bir grup-grupoid olmasi ignuzerindeki gerekli olagartlar
belirlenmitir.  Ikinci olarak G, starlarinin evrensel ortulerinden ziyade dahaeben
olan ortuler alinarak bir gengteilmis monodromy grupodi elde edilgtir. Bunlara
ilaveten  genelkgirilmis monodromy grupodi Uzerinde star topolojik grupoice

topolojik grupoid yapilarinin vag argtirilmistir.

Bu tezde son olaralki- uzayi veH- grubu yapilarinin ortuleri ele alingnbunlarla ilgili
bazi sonuglar verilngtir. Bu disiince bize H-gruplarin temel grubunu tanimlama
olana vermgtir. Eger X bir topolojik grup ise X in topolojik grup o6rtulerinin
kategorisiTGCoy X ile 73X in grup-grupoid ortllerinin kategori<sdCoy 7z, X nin
denk oldgu 6nceden bilinmektedir. Topolojik gruptan dahangjeolan H- grubu

kavrami icin de benzer bir kategori deggkierilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortii Uzaylari, Genellgiriimis Monodromy GrupoidiH-uzay ,

H-grubu



COVERINGS MORPHISMS AND GENERALIZED
MONODROMY GROUPOID

Berrin KILICARSLAN
Erciyes University, Graduate School of Natural andApplied Sciences
Ph.D. Thesis, July 2009
Thesis Supervisors: Prof. Dr. Osman MUCUK

ABSTRACT

If X is a connected topological group which has a ginephnected covery, [0 X and

H a subgroup of fundamental groupz(X,x, , )then there is a covering
mapp: )?H - X of topological groups corresponding o Here if X is a topological

group, then)?H Is a topological group. By this way, the resulittthe group structure

lifts to covering space is obtained.

On the other hand monodromy groupM of a topological groupoi is defined as
a union of universal coveringéx’s of G, stars. In this thesis, primarily for  the
monodromy groupoidMG to become a group-groupoid, the necessary conditeer
G are stated. Secondly it is obtained a general ah@moy groupoid(MG), using
more general coverings instead of universal cogerof G, stars. In addition to these,

it is investigated if there exists star topologicgbupoid and topological groupoid

structures ove(MG),, .

In this thesis finally, the coverings of the stures ofH-space andH-group are
considered and some results regarding these aem.gibhis progress gives us the
chance to define fundamental groupsHdfroups. If X is a topological group, then
equivalence of the category of topological groaperings ofX, TGCoy X and the
category of group-groupoid coverings of, X, GdCoy ;X is previously known.
Further, it is given a similar equivalence of tlaegory forH-group structure which is

more general than topological group.

Keywords: Covering Spaces, Generalized Monodromy Groug#i8paceH-group
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1. BOLUM
GIRIS

Her morfizmi bir izomorfizm olan kategoriye bgrupoid denir. Bir grupoid, c¢ok
objeli bir grup gibi dg§unulecginden gruptan daha genel bir kavramdir. Grupoid
yapisl ilk olarak 1926 da Branth [1] tarafindanitiimstir.

Bir X topolojik uzay! Utzerinde tanimlanan turgrieerin (u¢ noktalara gére) homotopi
siniflarinin 72, X cumlesi @rilerin birlesimine gore X Uzerinde bir grupoiddir [2].

Temel grupoid olarak bilinen bu grupoid yapisi topk uzaylarin kategorisinden
grupoidlerin kategorisine bir fanktor belirler. Banktor bazi topolojik problemlerin
cebirsel problemlere dowinesini sglar. irtibath olan bir X uzayl basit irtibatli bir

ortlye sahip isez, X temel grupoidinin bitopolojik grupoid oldgu gdsterilmgtir [3].

Monodromy grupoid yapisi 1981-1985 yillarinda Jddares tarafindan R.Brown a
gortsmelerinde aciklanmive bu yapinin tanimi R.Brown [2] tarafindasag@daki

sekilde taslak haline getirilrgiir.

G bir topolojik grupoid veW da tim birimleri kapsaya® nin agik bir alt cimlesi
olsun. Grupoid yapisiniw ctimlesi Gzerine kisitlamagregrupoidolarak adlandirilan

bir yapi olgturur. Yani W, s,t:W - Oy balangic ve bity fonksiyonlarina sahip ve
t(a) =s(b) olacaksekilde a,b OW igin baOW islemi tanimhidir ( Pregrupoidler ile
ilgili daha fazla bilgi icin  Crowell-Smythe [4¢ bakilabilir). F(W), W lzerindeki free
grupoid olsun. N, ba ,a, b U W olmak (zere[ba]™"[ba] formundaki elemanlar

tarafindan UretilenF(W) nin normal alt grupoidi oIsun.F(W)/N bolim grupoidi



M (G;W)ile gosterilir veG nin monodromy grupoidolarak adlandirlir [5]. Bu yolla
elde edilenM(G,W) grupoidi igin herhangi birf :W - H lokal morfizmi  bir
f :M(G,W) - H grupoid morfizmine gegler. Dolayisiyla monodromy grupoidi bir

lokaldan globala problemi olarak g6z éntine alinabil

Monodromy groupoidinin gier bir yapisi starlarin evrensel 6rti kavrami dullarak
[6] tarafindan gagidaki sekilde verilmitir. Basit irtibath bir Ortliye sahip olan irtita

bir X topolojik uzayi ile bir x[O0X noktasi verilsin. X uzayindax noktasindan

baslayan grilerin (u¢c noktalara gore) homotopi siniflariniiandesi >ZX olmak Uzere
)ZX deki her bir homotopi sinifinigenin u¢ noktasina geyen p:)?X - X

fonksiyonu verilsin. X uzayininx noktasindaki evrensel brtUsUn(]ﬁx, p) cifti oldugu

biliniyor.

Simdi G bir topolojik grupoid ve her biG, stari (balangicix olan morfizmlerin sinifi)

basit irtibath bir 6rtiye sahip olsun.G, uzayinin 1, (birim) deki evrensel Ortisu

(CAE—X)lx olsun. O halde yukaridaki agiklamaya gdéx)lx: (7,(G,)), dir. Burada

1,
(éx )1x in elemanlar bgangici1, olan G, deki &rilerin homotopi siniflarindan ogur.

Yani  a0)=1, al)=g ve OtO[0]] igin s(a(t))=x olacak sekildeki bir

X 1

a:[O;L] - G, egrisi icin [a] homotopi sinifi (éx) nin bir elemanidirMG ile

lX

gosterilen G nin  monodromy grupoidiMG = U(éx)

XO0Og

Ob(MG) =Ob(G) ve her x,yJOb(G ) igin MG(x,y) balangici 1, ve bitimi ise

| ile tammlanir. Burada

t(g) =y olacaksekilde gUG, olan G, deki &rilerinin homotopi sinifidir MG , O
uzerinde;

MG(x, y)xMG(y. z) - MG(x,2).(al.[b]) - [bCa)]
seklinde tanimli glemi ile bir grupoid olup bu grupoid> nin monodromy grupoidi
olarak adlandirilir [5,6] .



Her iki yolla tanimlananM (G,W) ve MG grupoidlerininG ve W (zerinde verilen

bazi 6zelsartlar altinda denk oldw orti fonksiyonu 06zellikleri kullanilarak [5]

referansinda gosterilgtir.

Ozel olarak ger G bir topolojik grup iseG nin monodromy grupoidG nin evrensel
ortast olur. Ber X bir topolojik uzay ise G=X x X bir topolojik grupoid ve G nin
monodromy grupoidirzz; X temel grupoidi olur. Burad& nin objeriX in elemanlari
olup bir (x,y) ciftt G dex deny ye bir morfizm olarak alinir. Morfizlerin birjami ise
(V,2) o (X, ¥) =(x,2) olarak tanimlanir. O halde monodromy grupoid yagem

evrensel ortl yapisini, hem de temel grupoid kauragenellgtiren bir yapidir.

Grupoidlerin kategorisinde bir grup objesi birup-grupoidolarak adlandirilir [7]. O
haldeG bir grup-grupoid ise hem objelerin sinifi hem derfzmlerin sinifi birer grup
ve grup slemini olusturan fonksiyonlar birer fanktordur. Bu kavram b&aynaklarda
gruplarin kategorisinde internal grupoid olarakdéaadirilir [8, 9]. Bunlara ilaveten bu
grup yapilari da topolojik grup ise buibapolojik grup-groupoiddenir. Ezer X bir
topolojik grup ise 77, X temel grupodi bir grup-grupoiddir [7].

Bu tezde yapilan c¢amalardan birincisiG bir topolojik grup-grupoid ikenMG

monodromy grupodinin bir grup-grupoid okglinu gdéstermektir.

ikinci olarakG bir topolojik grupoid olmak tizer&, starlarinin evrensel ortilerinden
ziyade daha genel ortileri alinarak biMG),, monodromy grupoidi elde edilgtir.
Bunun icin bir G  topolojik grupoidi ve [OgOG(x,y) icin
m(R,):m(G,) - (G,), [al—[ag] grupoid izomorfizmi altinda invaryant olan bir

H < 7zG normal alt grupoidi segilerekO, Uzerinde bir

(MG, = U(G. e,

X0Og x
grupoidi tanimlanir. Busekilde elde edilen (MG),,, genellgtiriimis monodromy
groupoidi olarak adlandiriimgtir. Bolum 4 de (MG),, Uzerinde bir star topolojik

grupoid ve topolojik grupoid yapisinin ofglugosterilmgtir.



Ayrintili tanimi Bolim 2 de verilen topolojik ortizayr kavrami topolojinin yani sira
cebir ve geometri gibi matematik dallarinda érianggulamalara sahiptir. Bu kavram
bazi uzaylarin temel gruplarinin hesaplanmasindaykk saslar. Ornein bir X

topolojik uzayinin birx noktasindaki temel grubuX in bu noktadaki evrensel

drtusunun fonksiyonunun gekirgidir.

X irtibath bir topolojik grup, el X birim eleman vep: X - X topolojik uzaylarin

bir ortl fonksiyonu olsun. BuradX sadece bir topolojik uzaydir. Bunlara ilaveten

eger X basit irtibatli ve & de p(8) = e olacaksekildeki X nin bir elemani ise birim

elemane olacaksekilde X tizerinde bir grup yapisi vardir. Bu grup yapigjiee X
bir  topolojik grup ve p:)z -~ X de surekli bir grup homomorfizmidir. Ort
uzaylarinda fonksiyonlarin yiukselmelerini kullanardaunu ispatlamak kolaydir [10].
Fakat uzaylarin irtibatsiz olmasi durumunda bbjam olduk¢a karmgktir. Bununla
ilgili ilk olarak Taylor [11] tarafindan bir ker verilmistir. Son zamanlarda Mucuk
[5], Brown ve Mucuk [10] tarafindan grupoid veossed module kavramlari

kullanilarak bu problemin ¢c6zimd ile ilgili dahang bir kriter verilmitir.

Bununla ilgili olarak bir X topolojik uzayi icin bir 6rti uzayinin vagh Ornesi
Rotman [12] tarafindan verilgtir. Burada X basit irtibath bir ortilye sahip olan
irtibatli  bir topolojik uzay,x, X ve H daXin X, noktasindakirz (X,x, )temel
grubunun bir alt grubu olmak Gzeie¢ ye kagilik gelen bir p:)?H - X ortu
fonksiyonu elde edilngtir. Burada gerH sadece birim elemandan gdun bir alt grup

ise p: )?H — X evrensel bir ortiddr. Bunlara ilavetepee X bir topolojik grup ise
p: )ZH - X bir grup homomorfizmi olacakekilde )ZH Uzerinde bir grup yapisi
vardir. Bu grup ile birIikte)ZH bir topolojik gruptur. Buradan hareketle birtopolojik

grubunda grupsieminin herhangi birp: X - X orti fonksiyonu ile X ortusiine

yukseldgi sonucu elde edilir. Bu sonug¢ B{rtopolojik grubunun drtulerinin kategorisi

ile X in temel grupoidinin grupoid ortilerinin denglkullanilarak gosterilnstir [2].



Bo6lum 5 de verilen ger bir calsma ise bu d§iincenin topolojik gruplarlardan ziyade

H-uzaylarina uygulanarak bununla ilgili bazi sdaug elde edilmesi olmtur.

Bu tezde son olarak b{tX,x, H-grubununsz; X temel grupoidi argirilarak bu amaca

uygun olarak biH- grup grupoidtanimi verilmgtir. Bu tanim literatirde kategorik grup

olarak bilinen kavrama oldukca benzer olup biraklfeir. Buna ilaveten(X,x, )H-
grubunun ortt morfizmlerinin kategori$iGCov/(X,x, ik 77X H-grup grupoidinin
ortt  morfizmlerinin  kategorisi HGGdCoV 7z, X  nin birbirine denk oldgu

gOsterilmitir.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bolumde, ileri bolumlerde kullanilacak olan bdaemel kavramlar ile kategori,
kategoriler arasindaki fanktorlar ve kategoriiedtenklgi gibi kavramlar tanitilacaktir.
Bu kavramlardan bazilar bu sahada iyi bilinen rkaMar oldgundan cok fazla

referans belirtiimenstir.
2.1. Temel Kavramlar

Bu kesimde grisel irtibatli topolojik uzay ve topolojik grupilg kavramlar

tanitiimstir.

Tanim 1: X bir topolojik uzay ve r > Oolmak tizere a(0)= x ve a(r)=y olacak
sekildeki sdrekli bir a:[O,r] - X fonksiyonunax deny ye r uzunlgunda biregri
denir. Ozel olaraka(0) = x ve a(l) =y olan a:[O,l] — X surekli fonksiyonunaise
x deny ye bir birim egri denir. Eger a(0)=a(1) ise a:[O,l] - X ya kapall bir egri

denir.

Tanim 2.1.2:Bir X topolojik uzayinda her birx, y [0 X nokta ¢ifti icinX dex deny

ye bir &ri varsa buxX uzayinaegrisel irtibatli uzay denir.

Tanim 2.1.3: Bir X topolojik uzayinda herx,y [0 X nokta ciftini birletiren dagru
parcasl bu uzay icinde kaliyorsa, yani ma[o,l] icin (L-t)x+ytd X ise bu uzaya
konveks uzagenir.

O halde acik olarak konveks bir uzayisel irtibathdir.



Tanim 2.1.4: X herhangi bir topolojik uzay olsun. Her bix[X ve x in her U
komsulugu icin xOV OU olacaksekilde erisel irtibatli olan birV acik kongulugu

varsaX uzayinayerel grisel irtibatl denir.

Tanim 2.1.5: G bir grup, 7 da G Uzerinde bir topoloji olsun. ger grup yapisini
olusturan

)m:GxG - G, (a,b) ~ ab

i) u:G - G,a-at

fonksiyonlari sirekli is& ye bu topoloji ile birlikte bitopolojik grupdenir [13].

Not 2.1.6 :Burada m ve n fonksiyonlari sureklidir ancak ve ancak fark foiyksiu

olarak adlandirilan
J:GxG - G, (a,b) » ab™

fonksiyonu sureklidir.
Ornek 2.1.7: U, alisilmis topolojisine gore(],+,U) bir topolojik gruptur.

Onerme 2.1.8:G ve H birer topolojik grup olsun. ger f :G - H doniimu surekli

ve Ox,yOG igin f(xoy)=f(x)f(y) isef ye bir topolojik grup morfizmenir.
2.2. Kategori

Kategori teorisi matematiksel yapilar ve bunlar sardaki ilgkilerle ilgili  bir
matematik kuramidir. Bir kategori birbirleriylegkili matematiksel nesneler ve bunlar
arasindaki morfizmlerden gjur. Nesneler Uzerine ganlasmak yerine, bu nesneler
arasindaki morfizmler Gzerine gonlasilir. Gruplar érnginde bu morfizmler grup
homomorfizmleridir. Bu sekildeki farkli kategorileri fanktorlar araciiyla

ili skilendirmek mumkianduar. Kategori, fanktor ve g dongumler Eilenberg ve
MacLane tarafindan 1945 yilinda ortaya atstmi Eilenberg ve MacLane [14,15],
kendi ifadelerine gore, bu kavramin gefilmesi dazal donigumleri anlama cabasi ile
olmustur. Bunu yapabilmek icin fanktorlar tanimlamé&knktorlari tanimlamak icin ise

kategorileri tanimlamak gerekiyordu. Kategorinimali tanimi gagidaki sekildedir.



Tanim 2.2.1: Bir C kategorisi gagidaki yapidan olgur: Ob(C) nesnelerin bir sinifi,
OX,YOObB(C) icin C(X,Y), X denY vye tium morfizmlerin bir sinifi, her
0X,Y,ZO0b(C) icin
o:C(X,Y)xC(Y,Z) - C(X,2)
(f.g) = o

morfizmlerin parcali birlgmi olmak tizere gagidakisartlar sglanmalidir.

a) Ber f OC(X,Y), gOC(Y,Z), hOC(z,W) ise (hog)o f =ho(go f) dir.

b) Her bir X DOb(C) igin f OC(X,Y) ve gC(Z,X) olmak izere f oid, = f ve
id, og=g olacaksekilde bir 1, OC(X,X) birim morfizmi vardir .

Ornek 2.2.2: Objeleri tim topolojik uzaylar, morfizmleri ise rtiitopolojik uzaylar
arasindaki surekli fonksiyonlar alinarak topolojikaylar kategorisi elde edilir. Bu
kategori Top ile gosterilir. Benzersekilde gruplarin kategorisGrup ve topolojik
gruplarin kategorisTopGrp elde edilebilir.

Ornek 2.2.3: X bir topolojik uzay olmak Gizerea :[0, p| -~ X egrisi a danb ye ve
B:[0,q] - X egrisi b denc ye ise grilerin boyu dikkate alinarak Sa : [0, p+q] - X
bileske esrisi

Blt-p), pst<p+q
ile tanimlanir X Gzerindeki tim grilerin sinifi busekilde tanimlanangilerin birlesme
islemine gore bir kategori ajturur. Bu kategoriyeX uzayindaki grilerin kategorisi

denir ve E(X )ile gosterilir.

Burada @riler birim uzunlgundaki griler alinir ve birlgim birim uzunlgunda olacak

sekilde



olarak tanimlanirsa bigene 6zellgi sagslanmadgindan bir kategori okiurmaz.

Tanim 2.2.4: C ve D birer kategori olsun. ger aagidaki sartlar sglaniyor iseD
kategorisineC nin bir alt kategorisidenir.

i) Ob(D), Ob(C) nin alt sinifidir.

ii) Her bir X,Y 0Ob(D) igin D(X,Y) O C(X,Y) dur.

lii) D kategorisindeki morfizmlerin birkgmi C kategorisindeki morfizmlerin birkemi
ile aynidir.

iv) Her bir X 0Ob(D) igin D deki 1, birim morfizmi, C deki birim morfizm ile

aynidir.

D kategorisiC kategorisinin bir alt kategorisi olsungé& X,Y DOb(D) obje ciftiicin
D(X,Y)=C(X,Y) ise D alt kategorisine dolu (full) bir alt kategori, ger
Ob(D) = 0b(C) iseD yegenis bir altkategori denir.

Tanim 2.2.5:Bir C kategorisindeki birf : X - Y morfizmi icin eger gf =1, ve
fg =1, olacaksekilde bir g:Y — X morfizmi varsaf ye bir izomorfizmdenir. Bu

durumdaX ve Y objeleriizomorfturdenir ve X =Y seklinde gosterilir. Orngin Topda

izomorfizmler homeomorfizmlerdir.

Tanim 2.2.6: C ve D birer kategori olmak tzer€ nin her birX objesiniD nin bir
F(X) objesineC nin her bir f : X — Y morfizmini iseD nin bir F(f): F(X) - F(Y)
morfizmine dongtiren ve gagidaki sartlari sglayan birF donsimineC denD ye bir
fanktordenir veF :C - D olarak yazilir.

i) C kategorisindeg - f bileskesi tanimli olacakekildekif ve g morfizmleri icin

F(go f)=F(g)o F(f)
dir.
i) Her X DOb(C) igin F(1, ) =1 dir.

Not 2.2.7:Eger F:C - D ve G:D - E fanktorlar iseGF :C - E birlesimi de bir

fanktordur. Ayrical. :C — C birim dongumu de bir fanktordur. O halde objeleri
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kategoriler, morfizmleri ise fanktorlar olan biategori olgturulabilir. Bu kategoriCat
olarak yazilir. BuradaCat de kendisinin bir objesi olarak glintlebilir. Bu zorlgu
ortadan kaldirmak icil€at nin objeleri kicuk kategoriler, yani objeleri roleler veya
cumleler Uzerinde géli yapilar bulunan objeler olan kategoriler almaiterlidir.
Buradan gagidaki ornei verebiliriz.

Ornek 2.2.8: Her X topolojik uzayini E(X) egrilerinin  kategorisine geyen

£ :Top — Cat bir fanktor belirler.

Tanim 2.2.9:C ve D kategoriler olmak tGzereF,G:C - D iki fanktor olsun. Her
X 0Ob(C) objesini D nin bir 7, :F(X) - G(X) morfizmine dénitiren bir

17:0b(C) - Mor(D) déniiimii verilsin. Ber C nin her bir f : X — Y morfizmi igin

Mx
F(X)—a(x)
)

F(f G(f)

F(Y)——c(v)
Ty

diyagrami dgismeli ise7 ya birdogal donyimdenir ve n7: F - G olarak gosterilir.

Tanim 2.2.10: F:C - D ve G:C - D fanktorlar verilsin. Birnp:F - G dogal
dénisiimiinde her birx 0Ob(C) igin 77, : F(X) - G(X), D de bir izomorfizm isey
ya bir dogal izomorfizm F ve G ye dedogal olarak denktirdenir ve F =G seklinde
gosterilir.

Teorem 2.2.11:G,F :C - D fanktorlari verilsin.F =G dir ancak ve ancalgu =1,

ve po =1, olacaksekilde ¢:F - G ve 0:G - F dogal donigtmleri vardir.
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Tanim 2.2.12: F:C - D fanktoru verilsin. Eer GoF =1. ve F.G=1, olacak

sekilde G:D - C fanktoru varsa bukategorilere dogal olarak denktir denir ve

C =D olarak yazilir.
2.3. Temel Grup

Ornek 2.2.3 de bahsediii Gizere birim uzunlgundaki erilerin birlesimi birim
uzunlysunda bir gri olacaksekilde birlestirildi ginde birleme 6zellgi sgglanmaz, yani
pa ve B birlesimleri tanimh olacaksekildeki a, S, y egrileri icin genelde(d8)a
ve O(La) egrileri esit degildir. Bu sorunu ortadan kaldirmak icin denklik shari

homotopi siniflari olacakekilde bir homotopi kavrami tanimlanir.

Tanim 2.3.1: X bir topolojik uzay olmak Uzere kangi¢ noktalarx ve bitis noktalar
y olan a, B egrileri verilsin. s,tD[O,l] icin
F(s0)=af(s), F(0t)=x, F(s1)=(s) ve F(Lt)=y
olacaksekilde surekli bir
F:[oa]x[oa] - X
fonksiyonunaa dan S ya (u¢ noktalarina gére) bmomotopi denir. Eger bdyle bir
homotopi varsaa ve [ egrileri (u¢ noktalarina gérehomotopik denir vea =

rel{01} yazilir [16].

Kolayca gosterilebilega gibi bir X topolojik uzayinda grilerin u¢c noktalara gore
homotopik olmasi Gantisi bir denklik bgintisidir. Bu denklik bantisina gore biwr

egrisinin denklik sinifi [a] olarak yazilir vea nin homotopi sinifolarak adlandirilr.

Homotopi siniflari ile ilgili temel 6zelliklersagidaki sekilde siralanabilir.

Onerme 2.3.2:Bir X uzayinda homotopi atisi ile ilgili asagidaki ifadeler gecerlidir.
i) Bir a: [0,1] - X egrisi ve p(0)=0 ve p(1)=1 olacak sekilde siirekli bir
p:[O,l] - [0,1] fonksiyonu igin a o p=a dir.

i) a, =a, ve B, =, ise B,a, = p,a, dir.

iiiy (yB)a z y(Ba) fakat (yB)a = y(Ba) dir.
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iv) a(0)=x ve a(l)=y olan bira:[O,l] - X egrisiicin a1, =a =1 a dir. Burada
1, vel, siraslylax vey noktalarindan birim gileri temsil etmektedir.

V) a,=a, isea, =a, " dr.

vi) a(0)=x ve a(l) =y olan bira :[01] — X egrisiicin aa™ =1, ve a'a =1, dir

Bu 6zellikler kullanilarak bir temel grugagidakisekilde elde edilir.

Onerme 2.3.3:X bir topolojik uzay vex[ X olsun.x noktasindaki tiim kapalgglerin
homotopi siniflarinin ciimlesiz (X, x) tizerinde tanimlanan
7,(X, x)x (X, x) - (X, x)
(8].la]) = [pa]

islemine gore bir gruptur.
Bu grubax noktasindakitemel grupdenir.

Burada bir X uzayininx noktasindaki 7z(X,x) temel grubununx noktasina bl

olduguna dikkat edelim. Ancal uzayinin @risel irtibath olmasi halindeX in tim

temel gruplari birbirine izomorftur.

Tanim 2.3.4: Objeleri (X, x) noktali uzaylar, morfizmleri iséf (x) = y olacaksekilde
f:(X,x) ~ (Y,y) surekli fonksiyonlar olan kategoriyroktali uzaylarin kategorisi

denir veTop, ile gosterilir.

Ornek 2.3.5: Bir X topolojik uzay igin ﬂi(x,x), x noktasindakiemel grup olmak
lizere 7, : Top, — Grp, (X,x) 77,(X,x) bir fanktordur. Buradaf :(X,x) - (Y,y)
surekli bir fonksiyon isef den uretilen grup homomorfizmi

mtm(X,x) - m(Y,y)
[a] - £ (a])=[fa]

seklinde tanimlanir.
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Tanim 2.3.6: X bir topolojik uzay olsun. Hex [ X i¢in 771(X,x) tek bir elemanli ise

veya buna denk olarak flangi¢ ve bit§ noktalari ayni olan timgeler homotopik ise

bu uzayabasit irtibatli uzaydenir.

Ornek 2.3.7: 0" nin konveks bir alt ctimlesiasit irtibathdir.
Ornek 2.3.8: Eger X ve Y uzaylari basit irtibatli iseX xY de basit irtibatlidir.

Tanim 2.3.9:Her bir x0G igin f(x)=e olan bir f :G — H grup homomorfizmine

asikar donggimdenir [12].

Tanim 2.3.10: X bir topolojik uzay olsun. ger her bir xOX igin
i :m(U,x) - (X,x) aikar dénigiim olacaksekilde birU agik konguluguna sahip
ise X uzayina biryari yerel 1l-irtibatli uzaydenir (Buradai:U — X bir icine

fonksiyon).
2.4. Ortl Uzaylar

Topolojik 6rtl uzayr kavrami sadece topoloji iglesil, ayni zamanda cebir ve
geometri gibi matematik dallari i¢cin de dnemlidiBir topolojik uzayinin orti uzayi
daha sade bir yapiya sahip aldadan bazisiemlerde kolaylik s@ar. Bir topolojik

uzayin temel grubunu hesap etmede evrensel orfagidalanilir.

Tanim 2.4.1:X ve X birer topolojik uzay,p: X - X strekli bir fonksiyon veU da
X in egrisel irtibath acik bir alt cimlesi olsun.ger p‘l(U) ters goruntisandn her bir
egrisel irtibatll olan S bileseni X nin acik bir alt cumlesi ve her bips : S - U

kisittanmg fonksiyonu bir homeomorfizm iséJ [0 X alt cumlesinep tarafindan

ortalen bir konguluk denir [2,12,17].

Tanim 2.4.2: X bir topolojik uzay olsun. gagidaki sartlar sglaniyor ise p: X > X

ye bir 6rtt doniFuimu ve ()Z p) ikilisine X uzayinin bidrtli uzayidenir.
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)] X egrisel irtibath bir topolojik uzaydir.
i) p: X - X surekli bir fonksiyondur.
iif) Her bir xO X noktasi, p tarafindan ortilen biv =U, acik komguluguna sahiptir

[12,17].

Ornek 2.4.3: Bir p: X - X Ortu fonksiyonu 6rten, acik ve her bk X icin
p(X) diskredir.

Tanim 2.4.4: p: X - X bir orti dongimu olsun. Eer p: X - X bir orti
donsimi X in her bir értistine yukseliyor ise, yani her tnjr.\? - X 0rtd dongama

icin p=gp olacaksekilde bir tek p: X — Y Ortii dongimii varsap: X - X ye

evrensel ortidenir.

Not 2.4.5 : X bir topolojik uzay, x, ] X olsun. X uzayinin evrensel ortastX in

temel grupoidinin stari yar(vz, X), dir.

Ornek 2.4.6:Bir p: X - X orti donguminde ger X basit irtibatli isep: X - X

evrensel bir ortadur.

Tanim 2.4.7: X bir topolojik uzay, p: ()Zio) S (X,x,) ve q:(\?, 370) - (X,x,) daX
in birer orti dongimi olsun. Ber gf = polacak sekilde bir f :(iio)a (\7,370)

homeomorfizmi var ise ve q 6rtl dénigtimleri denktirdenir.

Ortii dénigumlerinin denk olmasi obje gruplarindan faydalaakegdsterilebilir.

Tanim 2.4.8: p: ()Zio) - (X,xo) bir 6rt donglmu olsun. Temel gruplar Gzerinde
uretilen grup homomorfizmi 77 (p) = p. :771()2,?0) - T5(X,X%,) olmak Uzere

7,(X,%,) nin pD(nl(Xio)) alt grubunap nin karakteristik grubwenir.
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Lemma 2.4.9: X yerel erisel irtibath bir topolojik uzay ve x,OX olsun.
p:()?,)?o)_, (X,%,) ve q:(\?,?o)ﬁ (X,x,) birer 6rtii déngumi olsun. Bu ortil
donisimleri denktir ancak ve ancak ve g nun karakteristik gruplarﬂl(x,xo) nun

konjuge alt gruplaridir.



3. BOLUM

GRUP-GRUPOIDLER ve MONODROMY GRUPOIDLERI
3.1. Grupoid

Her morfizmi bir izomorfizm olan kategoriye bigrupoid denir. O halde bir kategori
bir monoidin genellgiriimesi oldusu gibi bir grupoid de bir grubun geneitigilmesi
olarak digundlebilir. Bu aradaki ifikiyi vurgulamak bakimindan gruptan grupoide adi
altinda Brown [18] referansi verilebilir. Bir grulpir tek objeli bir grupoid olarak
distnulebilir. Topolojik grupoidleri tanimlamak ic¢in rgpoid yapisini olgturan
fonksiyonlar gerekli oldgundan grupoid tanimini bu hedefe uygun olarakmmak
kolaylik s&lar. Bundan dolay!r grupoid tanimini Mackenit¢ referansinda oldiu

gibi asagida verelim.

Tanim 3.1.1: O, tim objelerin sinifiG tuim morfizmlerin sinifi vex, y 0O, igin x den
y ye morfizmlerin SInIfIG(X, y) olmak uzere gagidaki fonksiyonlar verilsin.

1) Her biraDG(x, y) icin s(a) =X ve t(a): y ile tanimlanan

st:G - Og

sirasiylabaslangicve bitis fonksiyonlari.

2) Her birxOO, objesiicinl,, x noktasindaki birim morfizm olmak tzere

£:05 - G, x> £(x)=1, 0G(x,x)

ile tanimlananbirim morfizmifonksiyonu.

3) Her biradG(x,y) icin a™*0G(y,x) olacaksekilde tanimli olan

u:G - G,a~ufa)=a

ters elemarionksiyonu.

4) G, G ={(b,a)1GxG | slb)=t(a)} olmak tizere
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1:G.x,G - G, (b,a)- ba
ile tanimlanan grupoigarcali islemi.
Eger bu fonksiyonlar gagidaki sartlari sglar ise G ye O, uzerinde bigrupoid denir

ve geneldé&s ile gosterilir.G nin morfizmlerine is& nin elemanlari denir.

i) Her (b,a)0G.x, G icin s(ba)=s(a)vet(ba)=t(b) dr.

i) s(c)=t(b), s(b)=t(a) olacaksekildeki c,b,alG icin c(ba)=(cbja dir.

iii) Her bir x0O, igin 1,, x noktasinda birim morfizm olmak tizesfl ) =t(1,) = x
dir.

iv) Her allG icin aly,) =a vela=adr.

v) Her bir aOdG nin sla?)=t(a), tfa?)=s(a) olmak uzereaa=1, ve

aa_l :lt(a) dir.

Ornek 3.1.2: Eger X bir topolojik uzay ise G=X x X bir grupoiddir. Burads nin

objeri X in elemanlari olup bix, y) cifti G dex deny ye bir morfizm olarak alinir.
Morfizlerin birlesimi ise
(v, ) [(x%,y) = (% 2)

olarak tanimlanir.

Not 3.1.3: Bir G grupoidinde her bir x (1O, objesi iginx denx e tim morfizmlerin

sinifi G(x,x) bir gruptur. Bu grubac noktasindakobje grubudenir.

Asagida verilen temel grupoid kavrami topolojik uzagan grupoidlere bir kopru
sgiladigindan  bazi topolojik problemlerin cebirsel problera donigtiriimesi
bakimindan énemlidir. Org&n homeomorf olan topolojik uzaylarin temel gruged
izomorftur veya buna denk olarak temel grupoidle&zomorf olmayan uzaylar

homeomorf dgildir. Ayrica bazi uzaylarin temel gruplarinin bBp&nmasinda
kullanilabilir. Ornggin S'  birm ¢emberininz (S 1)temel grubunurZ tamsayilar

grubuna izomorf oldgu temel grupoid kavrami kullanilarak gosterilabilBazi

topolojik problemlere denk olan matengati diger dallarindaki problemleri aggrmak
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cebirsel topolojinin ilgi alanina girmektedir. Ofie X basit irtibatli bir ortiiye sahip
bir topolojik uzay olmak UtzereX in ortl uzaylarinin kategorisi ilez, X temel
grupodinin grupoid oOrti morfizmlerinin  kategoridenktir [2]. Bu ise topolojiden

ziyade cebirsel problemlerlegrasma kolaylgl sglar.

Ornek 3.1.4: X bir topolojik uzay olsun. X deki a:[O;L] - X birim uzunlgundaki
egrilerinin [a] ile gosterilen u¢ noktalara gére homotopi sinifiar 7z, X climlesiX

Uzerinde bir grupoiddir. Bu grupotémel grupoidcblarak adlandirilir.

Burada s balangic ve t bitis noktalari fonksiyonlari bir [a]Dnlx icin
Sa])=a(0) vet(a])=alt)  seklinde  tammlamir.  Bir xOX igin
1 :[O,l] - X, t = X, X noktasinda sabitgei olmak Uzere [1X] homotopi sinifix
noktasindaki birim morfizmdir. Bira egrisini takip eden bir S egrisi icin SBa egri

birlesimi

al2t), 0

IN

~—+

IN
N |

Ba:[ol] - X paft)=

ﬁ(Zt—l),%stsl

olmak tzere morfizmlerin birfemi [ﬁ][a]:[ﬂa] seklinde tanimlanir. Burada surekli
fonksiyonlar i¢in Yapgtirma Lemmasi’ndafa bileskesinin de surekli oldtuna dikkat
edelim.  Bira egrisiicin  a*(t)=a(L-t) olmak tzerda™| homotopi sinifia]

nin grupoiddeki tersidir [6].

Not 3.1.5:Eger X topolojik uzayi basit irtibatli ise bu durumda hery 0 X i¢in x den
y ye tum eriler birbirine homotopik olagandan nlx(x, y) morfizmlerin ctimlesi bir

tek elemana sahip olacaktir.

Tanim 3.1.6:G ve H birer grupoid olmak tzerezer f :G — H bir fanktor isef ye

bir grupoid morfizmidenir.
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O halde objeleri tim grupoidler ve morfizmleri iggupoid morfizmleri olan bir
kategori elde etmek mumkun olup, bu kategoriye gidiprin kategorisi denir v&pd

olarak yazilir.

Ornek 3.1.7: Topolojik uzaylarin kategorisiop ve grupoidlerin kategorigspd olmak
uzere her biiX topolojik uzayini 72, X temel grupoidine dontiiren 72, : Top - Gpd

bir fanktordur [2].

Burada ger f: X - Y bir homeomorfizm iser, f : 7, X - 7,Y nin deGpd de bir
izomorfizm old@guna dikkat edelim. AyricaX ve Y topolojik uzaylari igin

n,(X xY)=nXxnY izomorftur.

Tanim 3.1.8:G ve H birer grupoid olmak Uzerezer kategori olarald, G nin bir alt

kategorisi ve her biradH icin a OH iseH ye Gnin bir alt grupoididenir.

Ornek 3.1.9: Bir G grupoidinde H :{1X| XDOG} sinift G nin geng bir alt
grupoididir. Ayrica her xOO; igin G(x), X noktasinda obje grubu olmak Uzere
H = (JG(x) deG nin genj bir alt grupoididir.

X0

Tanim 3.1.10: G bir grupoid veN de G nin gens bir alt grupoidi olsun. ger her
x,y0O, ve alG(xy) icin aN(x}a'ON(y) ise veya buna denk olarak

aN(x) = N(y)a iseN ye G nin birnormal alt grupoididenir.

Ornek 3.1.11:Bir f :G - H grupoid morfizmi igin
Kerf ={a0G| f(a) =1,, (X010, }

f nin ¢ekirdesi, G nin normal bir alt grupoididir.

Bir G grupoidinde her bixOO; igin G, :{aDG | s(a) = x} cumlesineG grupoidinin

X noktasindakstari denir.
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Tanim 3.1.12: p:é —~ G bir grupoid morfizmi olsun. ger her bir xOOg igin
P, :éx - G, kisitlamasi bijektif isep:é - G ye birgrupoid orti morfizmdenir.
Burada ger G ve G birer grup isep:é — G 0Ortd morfizmi bir grup izomorfizmi
olur. Herhangi birp:é ~ G grupoid morfizmi ve X OOz igin G(p(i)) nin p(é(i))

alt grubuna nin X noktasind&arakteristik grubudenir [2].

Asagidaki, ortt morfizmlerinin yikselmeleriyle ilgidnemli bir teoremdir.

Teorem 3.1.13:p:(§,i)_> (G,x) bir ortii morfizmi ve F irtibath olacak sekilde
t :(F,2) -~ (G,x) bir grupoid morfizmi olsun. Bu taktirde bir tek T : (F,z) - (G,%)

grupoid morfizmine vyukselir ancak ve ancakf nin karakteristik grubup nin

karakteristik grubu tarafindan kapsanir [2].

Teorem 3.1.14:r: K - H, q:H - G birer grupoid morfizmi olsun. gerr ve q 6rti
morfizmleri iseqr de bir 6rtt morfizmidir. Eer g ve gr 6rtt morfizmleri iser de orti

morfizmidir. Egerr veqr 6rtl morfizmleri veO, Orten iseq bir 6rtt morfizmidir [2].

Onerme 3.1.15:Eger p: X - X topolojik uzaylarin bir 6rti fonksiyonu isp den

tretilen 7z,(p): X - /,X de bir grupoid értti morfizmidir [2].

Bir G grupoidinde herx,yJOg igin G(x, y) bostan farkh iseG grupoidineirtibath

veya geckken denir. Bir p:é - G grupoid ortl morfizmindeG ve G grupoidleri

geckken isep 6rtt morfizmine geckkendirdenir.

Tanim 3.1.16: G, Oy Uuzerinde bir grupoid olsun.gér Tanim 3.1.1 deki grupoid

yapisini olgturan
St:G - Oy, U:Gx,G -G,e:0, -G, u:G -G

fonksiyonlar! strekli olacakekilde G ve O; cumleleri tzerinde birer topoloji yapisi

varsa G ye O, uzerinde bitopolojik grupoiddenir.
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Ornek 3.1.17: Eger bir X topolojik uzay! basit irtibatli bir 6rtilye sahigei 2, X temel
grupodi bir topolojik grupoiddir [3].

Tanim 3.1.18: Bir G topolojik grupoidinde aldG(x,y) olmak Uzere
:G* - GY,b— ald

a

R,:G, - G,,b>ba donimine sa donjum L

doniGtmuine isesol doniglmdenir.

Bir G topolojik grupoidinde save sol donglmlerin  birer homeomorfizm olgu

aciktir.

Tanim 3.1.19:Bir G grupoidinde her birG, ={a0G:s(a)=x} bir topolojiye sahip
ve aDG(x,y) icin R, :G, -~ G,,b>bla bir homeomorfizm iseG ye bir star
topolojik grupoid denir [2]. BuradaO_ bir elemanl ise star topolojik grupoid bir

topolojik grup olur.
3.2 Grup-grupoid

Grupoidlerin kategorisindeki bir grup objesine giup-grupoiddenir. Grup-grupoidin
ayrintili tanimi Brown ve Spencer [7] referansindgiki asagidaki sekilde verilebilir.

Bu referansta grup-grupoidlerin kategorisinin gaurghki crossed moddillerin
kategorisine denk oldw gdsterilmgtir. Buradan hareketle daha genel olarak c¢ok
islemli gruplarin kategorisindeki internal kategerih bunlara kailik gelen crossed
moddullere denk oldiu Porter [19] tarafindan verilgti. Burada grup-grupoidden
daha genel bir kavram olamternal kategori yapisi da verilmgtir [19]. Buna gbre

grup-grupoid kavrami gruplarin kategorisinde btemal kategoridir.

Tanim 3.2.1: G, O, uzerinde bir grupoid olmak Utzef@ ve O birer grup yapisina

sahip olsun. Eer grup yapisini okturan ve siraslyla ¢carpim, birim ve inverse (ters)

olarak adlandirilan
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) M:GxG - G, (a,b)>acb

iy ex{0 -~ G (burada{l} tek morfizmli bir kategori)

i) u:G - G, a—~a™t
dontsimleri birer fanktor is€s ye O, Uzerinde bilgrup-grupoiddenir. Burada grup
islemi ile grupoid §leminini ayirt etmek i¢cin a,b0G i¢in grup carpimiacb ve

grupoiddeki birleim bla olarak yazilir.

Bu tanimdam nin bir fanktor oldgu biraz daha ayrintili incelenirse & grupoidinde

bla ve dlc grupoid birlgimleri taniml olmak Uzerea,b,c,d OG icin (interchange
law) olarak bilinen
(bra)e(dic)=(bod)i(acc)

kurali elde edilir.
Onerme 3.2.2:Eger X bir topolojik grup iser, X bir grup-grupoiddir [7].

Tanim 3.2.3: G ve H birer grup-grupoid ve f :H - G de bir grupoid morfizmi
olsun. Eer f:H — G grupoidler Uzerindeki grup yapilarini koruyoe isye bir

grup-grupoid morfizmdenir.

Tanim 3.2.4: f : H - G bir grup-grupoid morfizmi olsun.ger f :H - G, GveH
grupoidleri Gzerinde bir grupoid 6rti morfizmi iseye birgrup-grupoid 6rtt morfizmi

denir.

Onerme 3.2.5:X, basit irtibatli bir ortiiye sahip olan irtiballir topolojik uzay olsunX
topolojik uzayinin orttlerinin kategoriSiCoy X ve 7, X temel grupoidinin grupoid

ortulerinin kategorisiGdCoy 7, X denktir [2].

Bunlara ilaveten @er X bir topolojik grup ise X in topolojik grup ortilerinin
kategorisiTGpCoy X ile 7, X nin grup-grupoid értilerinin kategori§§pGdCoy 7, X

nin denk oldgu Brown ve Mucuk [10] referansindan bilinmektediopolojik gruptan
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daha genel olamd - grubu kavrami icin benzer bir kategori depkliBolum 5 de

verilecektir.
3.3 Monodromy Grupoidi

Monodromy grupoid kavrami hem bir topolojik uzayemel grupoid yapisini hem de
bir topolojik grubun evrensel ortisini gengilen bir yapr olmasi bakimindan
onemlidir. Monodromy grupoidi yapisi farkli iki fa olusturulabilir. Fakat bazsartlar
altinda bu grupoidler denktir. Bunlardan biri [2(3feransindaki Lie gruplari icin
verilen bir yapiya benzer olarak Paradines [24&fafindan ele alinmive daha sonra
Brown ve Mucuk [10] tarafindan ggfirilmi stir. Digeri ise direkt olarak bir topolojik
grupodin starlarinin evrensel drttlerinin bgriai olarak tanimlanir [6]. Daha sonra bazi

sartlar altinda bunlarin denk olgu [5] referansinda gosterilgtir.

Monodromy grupoidinin birinci yapisini aiturabilmek icin dnce kisaca free (serbest)
grupoid kavramini aciklayalim.G bir topolojik grupoid veW da tum birimleri
kapsayanG nin acik bir alt cimlelesi olsuMV ciimlesiG deki grupoid yapisinin

kisitlamasi ile birpregrupoidolur (Crowell-Smythe [4] ). YanW, st:W - Og
baslangic ve bity fonksiyonlarina sahip ves(b) =t(a) olacaksekildeki a,bOW igin
boalW islemi tanimhdir. t(a) =s(a,,, )olmak Uzereu=(a,....a, )Wda birzincir
olarak adlandirilir. W ={a:a00W} olmak tizereW W (izerinde tanimli zincirler bir
kategori olgturur ve bu kategoriP(W) ile gosterilir. Burada u=(a,....a, )ve
u=(b,....n) zincirleri igin t(a,) =s(b,) oldugundaveu birlesimi tanimli olup
vou=(b,,...0)e(a,..a)=(0b,..b,a,...a)
olarak tanimlanirP(W) Uzerinde sgagidakisekilde bir denklik baintisi tanimlanir:
u,vOPW) icin u~V < u yaaa, veya aa, seklindeki elemanlarinin eklenip veya

ctkariimasi ilev elde edilir.

Yukarida tanimlanan anti bir denklik bgintisidir ve bu denklik @antisina gore
denklik siniflarinin cUmIesF(W):{[u]:uD P(\N)} dir. Bu sekilde tanimli F(W) bir

grupoid olup bu grupoidV Gzerindeki free grupoidolarak adlandirilir.
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F(W) , W Uzerindeki free grupoid olsurN grupoidi, a,b, bal W olmak Uzere
[b m]‘l[b][a] formundaki elemanlar tarafindan dretiléwW) nin normal alt grupoidi
olsun. Buradabla nin grupoiddeki birlgim, [b][a] nin ise free grupoiddeki bigin
olduguna dikkat edelim. F(W)/N nin bolim grupoidM(G,W) ile gosterilir veG nin

monodromy grupoidolarak adlandirilir [10].

Burada F(W) nin yapisindan verilen herhangi bfr:W - H grup lokal morfizmi

once bir f:F(\N) - H grupoid morfizmine ve daha sonra bif : M(G,W) - H

morfizmine gengler. Bundan dolayr monodromy grupoidi bir lokaldgiobala problem

(local to global) olarak bilinir.

Bir G topolojik grubununMG ile gosterilen monodromy grupodi,G, starlarinin

evrensel o6rtist kavrami kullanilaralkagdaki sekilde olwturulur [6]. Bunun igin 6nce
bir X topolojik uzayinin herhangi bir noktasindaki ewweinortisini hatirlatalim: Basit
irtibath bir 6rtiye sahip olan birX topolojik uzayi ve birxd X noktasi verilsinX in
basit irtibatli bir 6rtiye sahip olmagarti buna denk olarak in yari lokal basit irtibath
olmasiseklinde ifade edilebilir. Buraki dilinceX in her bir noktasiniiX in drtulerine
yukselebilen bir kogulugu bulunmasidir. X1 X noktasindan &yan erilerin (uc
noktalarina gore) homotopi siniflarinin cimlegiz, X), ve (/7 X), deki her bir
homotopi sinifini o ginin bitis noktasina geyen fonksiyon p: (77, X), — X olsun.

X topolojik uzayinin xO X noktasindaki evrensel ortus{(77,X),,p Qifti olarak

bilinir.

Simdi G bir topolojik grupoid ve her biG, stari (balangicix olan morfizmlerin sinifi)

basit irtibath bir 6rtiiye sahip olmak Gze® nin monodromy grupoidi tanimgagidaki
sekildedir.

Tanim 3.3.1 G bir topolojik grupoid ve her biG, stari basit irtibath bir 6rtiye sahip

olsun. G, uzaymin 1, noktasindaki (nl(GX))lx evrensel ortusu (éx)l seklinde

gosterilsin. O halde(éx)lx nin elemanlari bgangici 1, olan G, deki esrilerin
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homotopi sinifidir, yana: [0,1] - G,,al0)=1,a@® =g ve DtD[O,l] icin s(a(t)) =X

olacaksekildeki esrilerin homotopi sinifidir.

MG ile gosterilenG nin monodromy grupoidiMG = U(éx)lx ile tanimlanir. Burada

x10,
Ob(MG) =0Ob(G) vel (x,y)DOKG) icin MG(x,y) balangici a()=1, ve
t(a@) =y olacaksekildeki a:[O,l] - G,, egrilerinin homotopi sinifi olarak alinir. O
halde yukardaki diyagramdakia egrisinin homotopi sinifi MG de x deny ye bir
morfizmdir. MG, O, uzerinde

MG, 2)xMG(x, y) - MG(x.2),([b][a])~ [bCa]

a(2t), 0<t=<1/2

(bOa)(t) = {b(Zt -)@E@®, 1/2<t<1

seklinde tanimh parcalisiemi ile bir grupoid olup bu grupoidG nin monodromy

grupoidiolarak adlandirilir [5,6].

Bu grupoid slemi asagidaki sekilde gosterilebilir.

X 1{ [b[a] h[g
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Her iki yollada tanimlananM (G,W) ve MG grupoidlerinin denk oldgu 6rtl

fonksiyonu 6zellikleri kullanilarak [5] referansiagosterilmgtir.

Ornek 3.3.2: (i) EgerG bir topolojik grup ise bir tek objesi olan bir plojik grupoid
olacazindanG nin monodromy grupoidG nin evrensel 6rtiisti, yaMG = (77,(G)) .
dir.

(i) X bir topolojik uzay olmak Uzere G topolojik grupoidi G=X xX ise
G, ={x}x X OX olacaindan G nin monodromy grupoidi

me|J(G.), =Jmx), = nX

xaOX

temel grupoidi olur.

O halde monodromy grupoid yapisi hem evrensel yafiisini, hem de temel grupoid

kavramini genelkgiren bir yapidir.

Not 3.3.3:Eger X bir topolojik grup iseG = X x X topolojik grupodinin monodromy
grupoidi MG = 72, X olup bir grup- grupoiddir.

Buradan hareketleger G topolojik grubu bir grup-grupoid isé1G monodromy
grupoidinin de bir grup-grupoid olabilirmi sorusikla gelebilir.  Bunun icin 6nce

asagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.3.4:G bir grup-grupoid olsun. ger grup ve grupoid yapisindaki ttigteimler

surekli olacaksekilde G ve O tizerinde birer topoloji yapisi var§aye bir topolojik

grup-grupoid denir [22].
Ornek 3.3.5:G desismeli bir topolojik grup ise bir topolojik grup-gooiddir.

Ornek 3.3.6:X bir topolojik grup iseG = X x X bir topolojik grup-grupoiddir.
Burada G = X x X nin morfizmleri (x,y) ikilileri olmak Uzere bglangic ve bit
fonksiyonlari sirasiylas(x,y) =x ve t(x,y) = yseklinde tanimhdir.G Uzerindeki

grupoid birlgimi
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(v, 2) l(x,y) = (X 2)
ve grup glemi ise

(zt)o (X y) =(zoxteoy)
seklinde tanimlidir. Dier taraftan G = X x X (zerindeki topoloji ¢carpim topolojisi
oldugu icin balangic, bitg, birim, ters eleman, grup ters dgdinleri, grup glemi ve

grupoid birlgimi sureklidir. DolayisiylaG = X x X bir topolojik grup-grupoiddir [22].

Ornek 3.3.7:Eger X bir topolojik grup ve topolojisi basit irtibathir ortiiye sahip ise
7, X temel grupoidi bir topolojik grup-grupoiddir [22].

Teorem 3.3.8:Eger G bir topolojik grup-grupoid isé1G monodromy grupoidi bir
grup-grupoiddir.

Ispat: G bir topolojik grup-grupoid olsun. O hal@ve O, (zerinde birer grup yapisi
mevcut olup grup yapisindaki

) m:GxG - G, (a,b)>acb

iy ex{0} -~ G

i) u:G - G, a~a™

donitmleri birer fanktordur. Burada

m:GxG - G,(a,b)—~ aob

a b

XoVY,Zot xozOMP o yot
grup slemi bir fanktor oldgundan aOG(x,y) ve bOG(zt) iken
acb[dG(xoz yot) ve gerekli olan birlgmler mimkin oldgunda interchange kurali
olarak bilinen
(acb)i(cod)=(alc)e(bld)
esitli gi saglanir. Diger taraftanMG nin O, Uzerinde bir grupoid oldiunu ve Oy

Uzerinde bir grup yapisinin var ofglinu biliyoruz. BuradaMG

MG xMG - MG
[o}[a] +[bCa]
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a(2t), O0<t=<1/2

(bOa)(t) = {b(Zt -)@E@®, 1/2<t<1

parcall §lemine gore Oy Uzerinde bir grupoiddir [6].Simdi MG Uzerinde sagidaki

sekilde bir grup glemi tanimlayalim.

MG x MG — MG, ([a], [b]) — [ac b]

X V% 4 t Xo Z Vot
1x [a] d ’lz [b] h_%lx O:l'z [ao b] g °h
X X Z Z Xo Z Xo 2

Simdi bu lemin iyi tanimli old@gunu gosterelim. Homotopi kavramindan

a D[a] ise F,=a ve F, =b olacaksekilde sureklibirF,:1 - G (0<t<l)
fonksiyonu

b,O[b] ise H, =b ve H, =b, olacaksekilde sirekli bir H, : | -~ G (0<t<1)

fonksiyonu vardir.

BuradaG bir topolojik grup-grupoid oldgundan GxG - G,(a,b) > a-b grup
islemi sdrekli olup dolayisiylaK, =F, cH, :l -~ G (0<t<1) fonksiyonu sureklidir.
Burada
Ko, =F,ocH,=ach, K, =F ocH, =a b
olup & ob, ile acb homotopiktir. Buradaao-b her tD[O,l] icin
(aob)(t) = a(t) - b(t)
ile tanimhidir. O hald®&G Uzerindeki grupslemi iyi tanimhdir. Simdi grupsartlarinin

sglandgini gosterelim. MG  (Uzerinde bu sekilde tanimlanan slemin grup

aksiyomlarini sgladigini géstermek kolaydir. Gergekten

(i) O[al[ol,[c] MG icin ([a]« [b]) < [c] =[a] - ([b] < [c]) dir.

(i) MG nin birim elemani[1, Kir.
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(iii) Bir [a]OMG nin tersi[a] MG dir. Buradaa(t) = a(t) ile tanimlanir.

Xt -1

[a] =  nriersi [a] =

-1

X X
dir.

Son olarak interchange kuraliningEmdgini gosterelim. Burada
(b]clah - (d]clch = (bl [ah (&l [c])
esitli gi yerine ,
[b[a]o[d [c] :[bod][[aoc]

esitli ginin sgslandginin gosterilmesi yeterli olacaktir. Burada

(bCa)e (d o)D) = a(2t), 0sts<1/2 c(2t), 0Osts<1/2
b(2t-1)@&(1), 1/2<t<1 |d@-1&@), 1/2<t<1
a(2t)oc(2t), 0<t<1/2
b(2t -1) (a(l) - d (2t -1) [e (1), 1/2<t<1
(2t)o c(2t), 0<t<1/2

_[(aeoc)(2t) 0<t<1/2
(b"d)m(a"c)“"{(bod)(zt—l)maoc)(l), U2stel

_ [a(2t)oc(2t), 0<t<1/2

_{(b(Zt-l)od(Zt—l)) Ma@)oc@), 1/2<t<1

oldugundan
(o] c[a]) - dd]C[c) = (o] [d] £ (] - [c]
oldugu gorulur. DolayisiylaG bir grup-grupoiddir.
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G bir topolojik grupoid olsunW tim birimleri kapsaya®s nin bir acik alt cimlesi
olmak tizereF (W), W tizerinde bir free grupoid olsu\, ba, a, bl W olmak tizere
[ba‘lj[b][a] formundaki elemanlar tarafindan uretil&{W) nin normal alt grupoidi
olsun. F(W)/N bolim grupoidininM(G,W) ile gosterildgi ve G nin monodromy
grupoidi olarak adlandiriig ifade edilmsti. Bu yolla elde edileiM (G,W) grupoidinin

bir topolojik grupoid oldgu [5] referansinda gosterilgtir. Diger bir monodromy

grupoid yapisi ise bi6 topolojik grubu icinMG monodromy grupodiG, starlarinin

evrensel ortisi kullanilarak eturulmustur [6]. Bu yolla elde edileMG monodromy
grupodi Uzerinde de bir topolojik grupoid yapiglugu gosterilebilir.Simdi bunun igin

gerekli olacak bazi tanimlar verelim.

Tanim 3.3.9: G bir grupoid veO, bir topolojik uzay olsunU, O, de agik bir cimle

olmak Uzere gagidakisartlan sglayan bir s:U - G fonksiyonuna bir tygun lokal
kesit” denir [23].

i) OxOU igin a(s(x)) = x
i) A(s(U)), O5 de agik olmall
i) fs:U - Fs(U) bir homeomorfizmdir.

Tanim 3.3.10: G bir grupoid, O; W olacaksekilde W, G nin bir alt cumlesi veN
Uzerinde bir topolojik uzay yapisi bulunsun. Hev[OW icin asagidaki sartlar
sglanacaksekilde bir s:U - G bir uygun lokal kesitvarsa (a,,[a’,W) ya “surekli
uygun lokal kesite sahiptirdenir [23].

i) s(a(w)=w
i) s(U)Ow
i) s:U — W surekili.

Tanim 3.3.11: X basit irtibath 6rttiye sahip bir topolojik uzayson. W, X in bir alt
cumlesi olsun. Eer W alt cumlesi acikgisel irtibath ve OxOWigin 7T1(W,X) tek

elemanl iseV ya kanonik bir ciimle denir [23].
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Tanim 3.3.12: G bir topolojik grupoid veW, G nin bir alt uzayi olsun. ger her bir
W, =W n G, irtibatli iseW ya star irtibatl ve ger her birW, kanonik iseW ya star

kanonik denir [23].

Simdi MG monodromy grupoidinin bir topolojik grupoide dairtilmesine yonelik bir

sonug verelim.

Teorem 3.3.13:G bir topolojik grupoid vewW, Gnin sagidakisartlari sglayan acgik bir

alt cumlesi olsun.

a) O, OW

by w=w"

c) W, Gyi Uretir.

d) (ay,,B,.W) sirekli uygun lokal kesite sahip olsun.

O, :0, - Oy objeler Uizerinde birim dogiim olacaksekilde p:M - G bir grupoid
morfizmi, pi =i:W - G dahil etme dongiimii veW =i (W), M vyi treteceksekilde
i:W - M bir yerel morfizm olsun. Bu durumda: M - G bir topolojik grupoid

morfizmi olacaksekilde M Uzerinde bir topolojik grupoid yapisi vardir [5].

Simdi bu teoremin bir sonucu olarg&k ve W Uizerinde uygunartlarin sglandgi kabul
edilerek MG monodromy grupoidinin bir topolojik grupoide dgatiirtlebilecei
asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 3.3.14:Bir G topolojik grupoidi ile her birW, stari kanonik olacaekilde
G nin birW agik alt cimlesi verilsin. Kabul edelim kiagidakisartlar sglansin:

a) O; OW, yaniWtum birim morfizmleri igersin.

by W=w™

c) W, G yi Uretsin.

d) (ay,.B,.W) sirekli uygun lokal kesite sahip olsun.

e) W? OV olacaksekildeG de star kanonik biy alt cimlesi bulunsun.
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Bu durumdap: MG - G bir topolojik grupoid morfizmi olacakekilde MG Uzerinde

bir topolojik grupoid yapisi vardir.

Ispat: ispat icin Teorem 3.3.13 {in kallarinin sglandgini géstermek yeterlidir.
p:MG - G p([a]) =a@ ile tanimlanan p  bir grupoid morfizmi olup
O, Oy - O objeler Gzerinde birim, pi =i:W - G dahil etme déngimudiir.
Simdi  bir i :W — MG yerel morfizmini tanimlayalim.uOW(x,y) olsun. Burada
W(x,y) =W n G(x,y) dir. O haldeudW, dir. W, star kanonik oldgundan grisel
irtibathdir vel, denuya bira egrisi vardir. Buraddl, CJW, dir.

:W - MG,ur [4]

[a]= 1« u

seklinde tanimlayalim.W, kanonik oldgundan 7;,(W,,x) ={0} dir ve homotopi

sinifinin teklginden i iyi tanimhidir.

Simdi ise i nin bir yerel morfizm oldgunu gdsterelim.u DW(X, y),VDW(y,Z) ve

vuOW olsun.W? OV veV star kanonik oldgundan

F(vu) =T (W) (u)
dir. Dolayisiyla i bir yerel morfizmdir. Bunlara ilaveteW =i (W) nin MG vyi
urettigi Mucuk [23] tarafindan ayrintili olarak verilgtir. Boyle bir teknik yontem
ileride MG nin daha genel hali O|8.I'(|\/|G)H icin verilecginden burada ispatin
ayrintisina yer verilmergiir. O halde Terorem 3.3.13 dem: MG - G bir topolojik

grupoid morfizmi olacakekildeMG Uzerinde bir topolojik grupoid yapisi vardir [5].



4. BOLUM
GENELLE STIiRiLM iS MONODROMY GRUPOID
4.1. Topolojik Gruplarda Ortii Grubunun Varh g

G bir topolojik grupoid olsun. Her biG, stari evrensel bir Ortliye sahip is& nin
monodromy grupoidinin G, starlarinin evrensel Ortilerinin  bjleesi olarak

X

tanimlandgini Bolum 3.3 den biliyoruz. @er yandan birX topolojik uzayinin bir

X, O X noktasindaki 77,(X, X, )temel grubunun biH alt grubuna karlik gelen bir

ortl uzayr Rotman [12] tarafindan veriktni. BuradaH nin sadece birimden ajan

bir grup olmasi halinde bu oOrti evrensel o6rtiyuirverBu kesimde Rotman [12]
referansindaki bu yapi verilerek monodromy groupgaghisindaki starlarin evrensel
Ortilerden ziyade bunlarin yerine bu tur ortilernatak daha genel olan bir

monodromy grupoidi yapisi elde edilecektir.

Topolojik gruplarin evrensel 6rtustgeir bir yolla Douady ve Lazard [20]sagidaki
sekilde olygturmustur: G bir topolojik grup veU dae birim elemaninin simetrik acik

bir komsulugu olsun.U Uzerindeki free grupF(U ) ve a,b,ablJU olmak Uzere

[ab]_l[a] [b] seklindeki elemanlar tarafindan tretildh(U nyun normal alt grubuN
olsun. BuradanF(U)/N bolum grubu G, olmak Uzere bir/:U - G, igine

fonksiyonu mevcuttur. Herhangi birf :U - H lokal grup homomorfizmi igin
f=fs olacaksekilde bir teki‘u:GLJ - H grup homomorfizmi gesgliemesi vardir.

Ozel olaraki:U - G igine fonksiyonuna karik bir tek p:G, - G grup
homomorfizmi vardir. /:U - G, icine fonksiyonunda /(U):U~ olsun. U

Uzerindeki topolojir :U - U bir homeomorfizm olacakekilde oncel ya daha sonra
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da sg& donGumler yardimi ileG, Uzerine yayginkgirlir. Bu sekilde G, Uzerinde
elde edilen topolojiye gore gae sol donglmler birer homeomorfizm ve: G, - G

bir orti  fonksiyonudur [20]. Bunlara ilavete@ Uzerindeki bazi sartlar altinda

p:G, - G bir evrensel ortt morfizmidir.

Topolojik gruplarin daha genel olan 6rtl grupkavrami Scherer gruplari yardimi ile
Plautt [24] de verilnstir.

Douady ve Lazard [20] bu yapinin grupoid durumungulanmasi ve bu yolla
monodromy grupoidinin elde edilmesi ile ilgili biaslak Pradines nin o6nerisi ile
Brown [2] referansinda verilgi daha sonra Brown- Mucuk [25] referansinda da

ayrintili ispatlar verilmtir.

Simdi X basit irtibath bir 6rtilye sahip olan, yani ensel ortiilye sahip, bir topolojik
uzay olsun. Yukarida bahsedilen Rotman [12] eefemdaki yapisagidaki sekilde

olusturulmustur.

X evrensel bir drttiye sahip bir topolojik uzay xelJ X olsun. X in x, noktasindaki
ﬂl(X,XO) temel grubunun bir alt grubld ve balangi¢ noktasi x, olanX deki tim
egrilerin  ctimlesi P(X,x,) olsun. P(X,x,) climlesi tizerinde bir lanti aagidaki
sekilde tanimlansin:a, BOP(X,x,) icin a ~,, B dir ancak ve ancak(1) = 5(1) ve
[ﬂ‘la]D H dir. Busekilde tanimli bginti bir denklik b&intisidir. a egrisinin denklik

sinifini <a>H ve tum denklik siniflarinin c(]mlesir)ﬂfH ile gosterelim.x, noktasindaki
birim  egri e olmak uzere X, =(e), OX, olsun. Ayrica

p: )?H - X, <a> |—>a(1) seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Burada acik

H
olarak p(X,) =X, dir. Eger X topolojik uzay! @risel irtibatl ve basit irtibath bir
Ortlye sahip isep: )ZH - X, <a>H > a(l) bir orti fonksiyonu olacakekilde )?H

tizerinde bir topoloji vardir. Buna ilaveten p:X, - X, {(a), > a(l) nin

karakteristik grubwH dir.
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)?H Uzerindeki topoloji yapisi bazi ispatlarda gerektluzundansimdi bu topolojiyi

tanitalim.

Tanim 4.1.1: a O P(X,x,) ve a(l) in bir agik komgulugu U olsun. A(0)=af(l) ve
A(l)OU olacaksekilde F =Aa  seklinde tanimh birF OP(X,x,) egrisine a nin

U da bir devamdenir.

Tanim 4.1.2:Bir a OP(X,x,) icin X =(a),, ve a(@) =x in acik bir kongulugu U
olmak Uzere

(U,i):(U,<a>H):{F O0X,| F, X dea nin devam}

tim (U,X) cumleleri X,, tizerindeki bir topoloji igin bir bazdir.

Teorem 4.1.3:(X,x,) noktali bir topolojik uzay verz,(X,x,) temel grubunun bir alt
grubuH olsun. Ber X egrisel irtibatl ve basit irtibatli bir drtliye sahipe ()?H , p)

Gifi X in bir ortd uzayr vey,(7 (X, %)) = H dir [12].

Not 4.1.4: (X,xo) bir noktali topolojik uzay, X egrisel irtibath ve basit irtibath bir
ortilye sahip olsun. Bir q:(>2,>70) S (X, %) orti fonksiyonu verilsin.
q: ()Zio) - (X,x,) nun karakteristik grubt olmak tizere Lemma 2.4.7 denortii

fonksiyonu H ye kaslilik gelen p: )ZH — X Ortl donglmune denktir.

Tum bunlarin bir sonucu olarakagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.1.5 Xirtibath ve basit irtibath bir drtiilye sahip oldoir topolojik grup olsun.
el] X birim eleman olmak Uzere birq:()?,'e’) ~ (X,e) ortii dénigimi verilsin. Bu
durumdaX in grup yap|5|)? ya yukselir, yani X birim elemani& olan bir topolojik
grup ve q: (>“<‘,§) - (X,e) bir topolojik grup morfizmi olacakekilde X uzerinde bir
grup yapisi vardir [12].
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4.2 Genellatirilmi § Monodromy Grupoid

Bu boélimde, Bolim 4.1 de tanitilan ortd uzayi igap monodromy grupoidine
uygulanarak bir geneljériimi s monodromy grupoid yapisi elde edilerek bunurgdiil

bazi sonuclar verilecektir.
Bunun igin 6nce gagidaki hazirlgl yapalim.

G bir topolojik grupoid veH da 77,G temel grupoidinin normal bir alt grupoidi olsun.
G topolojik grupoidindel1g OG(x, y )igin
R,:G, - G,,hi>hy
sg donUmu bir homeomorfizm oldiundan
m(R;): 7(G,) — 1,(G,),[a] - [aly]
donGuma bir izomorfizmdir. Buradga.g)(t) = a(t)g (Ost 51) ile tanimlidir. Simdi
kabul edelim kiH normal alt grupoidilg G(x,y )i¢in 75,(R;) grupoid izomorfizmi

altinda invaryant, yani[a]D H ve [a]D m(G,) iken [a EQ]D H olsun.

Diger taraftanH, 7,G nin bir alt grupoidi oldgundan OxOO, icin H(1,) obje
grubu 77,(GJ1,) temel grubunun bir alt grubudur. Aysekilde G, 0 G oldusundan
(G, 1,) temel grubu darz,(G1,) nin bir alt grubudur. Buradan (G, 1,)n H(L,)
keskimi de 73,(G.1,) nin bir alt grubudur. O halde

H(L) N 73(G, 1)< 4(G1,) )
ifadesinin her iki tarafinrg, (G, 1, e kesktirilirse

HL)n G L) <m(G L )

alt grubu elde edilir. BuradaH (1,) n 77,(G, 1, )fadesi H(x) ile gosterilirse
(G, 1) ninbir H(x) altgrubu elde edilmniolur.

Simdi Bolum 4.1 deki bgntiya benzer olarak sagidaki sekilde bir bginti

tanimlayalim.
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Onerme 4.2.1:G bir topolojik grupoid veH da 7z,G temel grupoidinin normal bir alt
grupoidi olsun. G ulzerinde bglangic noktalari birim olan timgalerin sinifi

uzerinde bir~,, bagintisi gagidakisekilde tanimlansin. Bu tiaveb egrileri icin
a~, b - a(0)=hb(0), a(1)=b(1) ve |p*a|OH
dir. Busekilde tanimlanan [ganti bir denklik bgintisidir.

Ispat: Gergekten
) Bir a icin a(0)=a(0), at)=al) ve |aa|=|L|O0H oldwundan a~, a
dir. BuradaH normal bir alt grupoid oldgundan [a‘la]:[la(o)]DH oldusuna

dikkat edelim.

i) Egeraveb igin a~, b ise a(0)=b(0), al)=b{l) ve |ba|OH dir. H bir

alt grupoid oldlgundan[b‘la]_1 :[a‘lb]DH olup b~, a dir.

i) a~,b ve b~,c ise a(0)=b(0), a1)=b(1) veb(0)=c(0), b(1)=—c(1)
olacazindan a(0)=c(0) ve afl)=c(1) dir. Ayncaa~,b ve b~,c den
lb*a|OH ve |[cb|OH oldusundan |cb||b™a|=|cbb™a|=|ca|OH dir.

Buradan dea ~,, c dir.

Bu denklik bgintisina gore bia egrisinin denklik sm|f|n|<a>H ile gosterilsin.
Buradan anlglacagl Uzere bu denklik @antisi her bir G, UGzerinde tanimlanan ve
baslangici 1, birim olan grilerin sinifi olan p(G, 1,) Uzerinde bir denklik Gantisi
olusturur. Bu denklik baintisina gére her bip(G, 1,) deki tum grilerin denklik

siniflarinin cUmIes(éx) %) ile gosterilsin. Simdi

H

olarak tanimlanan (MG)H nin Oy Uzerinde bir grupoid oldunu godsterelim.
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Teorem 4.2.2: G bir topolojik grupoid,H [ 7zG bir normal alt grupoid olsun. Kabul
edelimki H alt grupoidi OgOG(x,y) icin 7 (R;):m7(G,) - m(G,) grupoid

izomorfizmi altinda invaryant olsun. Bu taktircﬂk/lG)H = U(@x)

X010

ha)» Os Uzerinde

bir grupoiddir.

Ispat: Simdi (MG)H nin bir grupoid oldgunu godstermek icin grupoid yapisini

olusturan fonksiyonlar gagidakisekilde tanimlayalim.

1) Balangic ve bit fonksiyonlari

st:(MG), - Og, sl(@), )=s(a0), t((a),)=t(@) ile tanimiansin.

2) Birim morfizmler fonksiyonue: Oy - (MG)H, X > g(x):<llx>H, 1, noktasinda
kapali gri, olarak alinsin.

3) Ters morfizmler fonksiyonu

u:(MG), - (MG),, (@), u(<a>H):<a>H_1 =(a),, olsun.

Buradaa :[0]] - G,t a(l-t)[{a@)™ ile tanimhdir.

4) Grupoid parcalislemi “concatination” olarak bilinen

4:(MG), 5 (MG), — (MG), . (b),,.(a}, ) (b}, Cla), =(bLa),

a(2t), 0<t<1/2

(bCa)(t) =

bt -1)ad), 1/2<ts<1
ile verilsin. Burada(MG),,.x,(MG),, ={(b),,.(a),.):s[(b),,)=t((),, )} dir. Buseilde

tanimlanany islemi iyi tanimladir. GergektencD<a> ve dD<b> ise siraslyla

H H

c(0)=a(0), c(t)=a(1) ve [c*a|OH(1,), d(0)=b(0), d(1)=b(1) ve [db|OH(,) dir.
Buradan

d 00c(0) = ¢(0) = a(0) = b Ta(0), d Oc(1) = d(1) &) = b(1) a) = bTa(l)
dir. Simdi ise l(d Dc)_l(b Da)]l] H oldugunu gosterelim. Bunun igirc(l) = g olmak

tzered Cc ve b[Ca yi asagidakisekilde gosterelim.
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dlc=(dle@))c=(dy)c=d,c ve bla=(b@A@D))a=(blg)a=ba

olsun. Buradan
(@ ) b 1) = (@ re)e) * (b a@) @)

10,0 (ba)

CRRICEY

£(d ) (b w3l

£ )b w)al

(@D )a)
dir. Diger taraftanH O 7zG grupoidi bir normal alt grupoid veélgOG(x,y )cin
m(R,):m(G,) - m(G,) grupoid izomorfizmi altinda invaryant olgundan
(c),,.(a), O(MG), (x,y) icin lc*a|OH(,) ve aDOH(g) olmak uzere
lc*aa] O H dir. Dolayisiyla @ = (d™b) g O H (g )olduzundan [c™*((d *b) )a]OH,

yani l(d Dc)_l(b Da)JD H dir. Buradanu fonksiyonunun iyi tanimli oldgu gorulir.

Simdi busekilde tanimli fonksiyonlarin grupoighrtlarini sgladigini gésterelim.

i) O(a),,.(b),, O(MG),,.x,(MG), icin
s((b Oay),, ): s(b 0a(0)) = s(a(0)) = s(<a>H )

t(bra),,)=t(b 1) = (o) ) = (o), ) i

i) slib), )=tl(a),) sl(c),, )=t{(b), ) olacaksekiide (a),,,(b),.(c), O(MG), igin
s((c ObCa)),, )

t{(cO(bOa)),, ) =t(c b D)) = t(c() () () = t((c Ob) Ta(y)) = t{((c Ob) Ta),, ) ve
[cO(bTa)] = [(cOb)Ca] oldugundan [(c O(b 0a)) ™ ((c (o) Da)] =[,]oHQ@,)

dir. Buradan((c Ch)a),, =(cO(bOa)),, dir.

iii) a:[01] - G,, a(0)=1,, al)=g vet(g)=y olmak Uzere(a), O(MG), olsun.

Burada s((a)H )= s(a(0)) = x, t((a)H ):t(a(l)) =yvely, )= <ll> ’
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Lia.) = <11y >H dir. Ayrlcas(<a [, >)= s((a% )(O)) = s(]ix (O)) =sl,)=x= s(<a>H )
t(<a[[].lx>H ):t((a 1, J0) = t(a@) [, M)=t(a@m,) =y :t(<a>H) ve

[(aEU.lx)_laJ:[a‘la]z[lx]DH oldugundan (a), =(all, ) dir. Benzer sekilde

<11y>H Ka), :<:I.ly Da>H =(a),, dir.

v) (L), 1L :[0] -G, 1 0)=11(1)=1, ve DtO[o] icin sfy, (t))=x olacak

sekildeki egrilerin denklik sinifi olmak Uzeres(<k>H ):t(<llX>H ): X dir.

v)a:[01] - G, a(0)=1,, all)=g ve t(g)=y olmak uzere(a), O(MG), olsun.
sl(ata), )= slata(0) = sla(0)) = x= {1, ) ).

t{aca), )=t(@na)u) =t(a(0) = x=t{1, ) ) ve

[(a Da)_lllx]: b1, |=[1,]0H oldusundan (a 0a) =(1) dir. Benzersekilde

ala), = <11y>H oldugu da gorilebilir. Buradan

Tanim 4.2.3:G bir topolojik grupoid veH da 7zG temel grupoidinin Og 0 G(X,y )

icin 77,(R,):7(G,) - m(G,) izomorfizmi altinda invaryant olan normal bir alt

grupoidi olmak tzere O, Uuzerinde yukarida tanlmlanan(MG)H = U(éX)H(lx)
X0Og

grupoidine H ye bali) genellatiriimis monodromy grupoididenir.
Simdi H alt grupoidin varkiina birka¢ 6rnek verelim.

Ornek 4.2.4: G bir topolojik grupoid olsun.
I) Her biraldG icin 1, :[01] - G, 1,(t) =a ile tanimlanan birim @i olmak tzere

H ={ [1.]: aDG} (sadece birimlerin sinifi)7zzG nin normal bir alt grupoidi olup
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her gOG(x,y) icin m(R,):m(G,) - 71,(G,) izomorfizmi altinda invaryanttir.
Cunkd m (Ry)([1,]) =M. 9] = [, JOH dr.

i) Her bir hOJG icin 77,(G,h) obje grubu (temel grup) olmak tzerél = Uﬂ'l(G,h)

900G
birlesimi TG nin normal bir alt grupoidi olup her gOG(x,y )icin
m(R,):m(G,) - 1 (G,) izomorfizmi altinda invaryanttir. Gegektefp] 1H ve

[al0m(G,) ise m(R,)([al) =[a.g]TH dir.

Sonug 4.2.5: G bir topolojik grupoid olsun. ger H normal alt grupoidi  6zel olarak (i)

deki gibi H ={ [L.]: aOG} alnirsa (G, ), =G, evrensel 6rtii vdMG),, = MG

H (L)

olur. Bundan dolayl(MG)H grupoidi MG den daha genel bir grupoiddir.

Sonug 4.2.6Diger yandanG = X x X topolojik grupoidi olarak alinirsad normal alt
grupoidine kagilik gelen (MG),, grupoidini inceleyelim. Burad&, ={x}x X OX dr.

Dolayisiyla (MG), = | J (%G, )., = J(mX)y =(mX),, olur. Burada (73X),,,

x0Og x0Og

Ofx), = X Ve Mor (7, X), = (71, X),, olacaksekilde X tUzerinde bir grupoiddir. Ayni

zamand&(7z; X),, grupoidi 7z X/H boélim grupoididir.

MG  monodromy grupoidi tGzerinde bir star topolojikugoid yapisi oldgu [5]

referansinda gosterilgtir. Buradan hareketle{(MG), genellstiriimis monodromy

grupoidi Uzerindede bir star topolojik grupoid yapolabilecgi distnulebilir. Bunun
icin Once star topolojik grupoid yapisinin taninifade edelim.

Tanim 4.2.7:Bir G grupoidinde her bitG, ={al0G:s(a)=x} stari birer topolojiye
sahip ve her biraOG(x,y) i¢in R,:G, - G,, [b]~>[boa] déniimi bir

homeomorfizm iseG ye birstar topolojik grupoiddenir [2].

bir topolojik grupoid bir star topolojik grupoiddir Simdi elde edilen (MG)H
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genellgtiriimis monodromy grupoidi Uzerinde bir star topolojik goid yapisi

olusturulabileceini gorelim.

Teorem 4.2.8:G bir star topolojik grupoid olsun. Her b, stari irtibath ve bir
evrensel Ortuye sahip olsubl [0 7zG bir normal alt grupoid olsun. Kabul edelimiki
alt grupoidi Og 0G(x,y ) icin 77,(R;): 75,(G,) - m,(G,) grupoid izomorfizmi altinda
invaryant olsun.0x00O, icin 77, (G, 1 ) temel grubunun birH(x)O 77, (G, 1,) alt

grubu verilsin. Bu durumda (MG)H grupoidi lUzerinde bir star topolojik grupoid

yapisi olgturulabilir.

Ispat: Teorem 4.2.2 der(MG)H In bir grupoid oldgunu biliyoruz. BuradaG, stari

irtibatl ve bir evrensel 6rtiye sahip ofglindan p, : (7TlGX)H(X) - G, ortu fonksiyonu

olacaksekilde (7TlGX)H(X) Uzerinde bir topoloji vardir. Bundan dolayl Tardmi.2 den
B :{ljg +(b),, :(b), D(lTlGX)H(X)} sinifi, (MG),,, Uzerindeki topoloji iin bir bazdir.

urada U, ={(¢), :(d), )= =b@} veU, +(), ={ic), +(b), :(e), 0U,} ar

simdi her bir (a),, O(MG), (x,y) igin

Ra, 1 (MG),), - ((MG),),.(b),, = (D),
sg donumuanin bir homeomorfizm ol@unu g(‘jstermeliyiz.R<a>H sg donguma
birebir ve drten bir fonksiyon olup terfl ™), olduzundan, bu doniiimiin sadece agik
oldugunu gostermek yeterliditJ ; +(b),,. g=b(l) olmak uzere(MG). ), nin agik
bir (baz komgulugu) alt cimlesi olsun. Bu durumda
Ra, Uy +(b),) =W, +(b),) Ha),
H(c),, +(b),)0a),, :(c),, 0U,]
=(calt),, +(b0a),

=U ,a(l)+(bCa),,
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ve U a(l)+(bCa), , ((MG).), in bazinin bir elemanidir ya(MG).), nin agik bir
alt cimlesidir. Dolay|S|yIaR<a> donUmi agik olup bir homeomorfizmdir. Buradan

(MG). tizerinde bir star topolojik grupoid yapisi giurulabildigi gérilir.

Simdi ise Teorem 3.3.13 U kuIIanara(IIt/IG)H Uzerinde bir topolojik grupoid yapisi

oldugunu gostereggz.

Teorem 4.2.15:Bir G topolojik grupoidi ile her birW, stari canonical olacak
sekilde G nin bir W acik alt cimlesi verilsin. Kabul edelim kisagidaki sartlar
sglansin:

a) O, OW, yaniWtim birim morfizmleri igersin.

by w=w"

c) W, Gyi Uretsin.

d) (a,,. B, .W) sirekli admissible local sectiona sahip olsun.

e) W? OV olacaksekildeG de star kanonik by alt ciimlesi bulunsun.

Bu durumdap: (MG), — G bir topolojik grupoid morfizmi olacalekilde (MG),

Uzerinde bir topolojik grupoid yapisi vardir.

Ispat: : Ispat icin Teorem 3.3.13 iin kallarinin sglandgini gostermek yeterlidir.

(MG),,, O, tizerinde bir grupoid oldiwndanO, : O, - O objeler tizerinde birim
olacaksekilde bir p: (MG), - G, p((a),) =a() grupoid morfizmi vardir. Burada
pi =i:W - G dahil etme fonksiyonudugimdi i :W - (MG),, yerel morfizmini

tanimlayalim.

uOW(x, y) olsun. BuradaV(x,y) =W n G(x, y) olup udW, dir. W star kanonik
oldugundan erisel irtibathdir vel, denu ya bira egrisi vardir. Buradal, OW, dir.

i ‘W - (MG),,um(a),,
seklinde tanimlayallim.W, kanonik oldgundan 7z (W,, X) :{E} dir ve H Uzerinde

tanimlanan denklik Hantisindan dolayii iyi tanimiidir. Gergektean<a>H olmak

lizereb(0) =a (0)b(1) = a(t) ve |b™a|=[L,]OH d.
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Simdi ise i nin bir yerel morfizm oldgunu gdsterelim.u DW(X, y),VDW(y,Z) ve
vuOW olsun. Varsayimdalw> OV veV star kanonik oldgundan
i (vu) =T (V)i (u)

Dolayisiyla i bir yerel morfizmdir.

Bunlara ilavetegimdi W = (W) nin (MG),, yi trettigini gosterelim. Bunun icin bir
(a), O(MG), (x,y) verilsin. (a), in W=i(W) nin elemanlaninin herhangi bir
birlesimi olarak yazilalabileggni gdsterelim. (MG)H In yapisindan dolayi

(a), O(MG), (x, y) morfizmi

sl(a),, )= slal0)) = x. a(0) =1, vet{(a),,)=t(alt) = y.a(l) = g OG(x. )
olacaksekilde G, de bir eridir.

Simdi SD[O,l] ve
Sz{sD [01]:a° =al[0, 5], a° =a,..a,,Ima DW}
olsun. SO [01] oldugundan dstten 1 ile sinirli olup ssipu mevcuttur. Dolayisiyla
ajuls
bu=1

oldugunu gostermeliyiz.

a) a(u)0G(x,x,), x, =t(a(u)) olacaksekilde bir eri olsun. Buradan sagidaki
sekilde tanimli

f:[01] - G, .t alt)a(u)™
fonksiyonu sureklidir. Clnku,

a:[O;L] - G,t—>at) ve R .:G, -G, b ba(u)™ doniimleri  sireklidir.

(u)
Burada f(u)=au)a(u)™ =1, OW dir. Diger taraftanW acik ve f surekli
oldugundan f(Ju-&,u+&])OW olacaksekilde bir £ > Osayisi vardir. Burad& bir
topolojik grupoid oldgundan

5 :G*G - G,(g,h) - gh™
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fark fonksiyonu sudreklidir. O halde bu fonksiyonuw ya kisitlamasi olan

Oy -WxW - G fark fonksiyonu da sureklidir. Dolayisiyla,
Iy o(fxf)u-gu+elxu-gu+el - WxW - G

(t,.t,) - (a(tl)a(u)‘l, a(tz)a(u)‘l) - alt,)alt,)™
donisiimiide sireklidir.Bu yiizdea < & olacaksekilde bir & > Qigin
dyo(fxf)lu-g,u+elx[u-¢,u+e]) OW 1)
dir. u=sugSoldugundanu — £ < s olacaksekilde birs[JS vardir. O haldéma, OW
olacaksekilde n ler icin a® =a,..a, seklinde yazilabilir ve buradaril[s,u i¢in
a,,(t)=alt)a(s)™ olmak tizerea" = a,,,(t)(a,..a,) dir. (1) den dolayima,,, OW
dir. Bu yuzdenu O S dir.

b) u=1 oldyunu gdsterelim. Bunun icin u<l oldygunu kabul edelim.udS
oldugundan Ima, OW olacaksekilde bazin ler igin a“ =a,.....a, dir. 1<i<n igin
X, =X ve x, =y olmak iizerea, (1) = g, 0G(x_,,x ) olsun. Buradara(u)=g,....g,

dir ve a asagidaki gibi kiicuk gri pargalarina boltnebilir.

a(u)|a(u+e)

ai

Burada,
[ul] - G, ,t— alt)a(u)™
dénttim strekli oldgundan,t Ofu,u + €] icin a(t)a(u)™ OW olacaksekilde bir
£ >0 vardir. Bu yiizden Ou,u+£] icin a, ., (t) =a(t)a(u)™ olmak tizere
a"** =a,_,,(a,....a,) seklindedir. Dolayisiylaa"*® O Solur ki bu bir gelkidir. Bu ise

u=1 olduzunu ispatlar ve boylecd/ =i (W) nin (MG),, yi rettigi goriilar.
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O halde Terorem 3.3.13 demp: (MG),, - G bir topolojik grupoid morfizmi olacak
sekilde (MG)H Uzerinde bir topolojik grupoid yapisi vardir.



5. BOLUM

H-UZAYI ve H-GRUBU

5.1. H -Uzayi

Bu bélimde, B6lim 4.1 de Rotman [12] tarafindamrtdanan yapiyr énce birH-
uzayina uygulayaralkd-uzay! yapisinin ortilerine yukselmesi ile ilgilad sonuclar

verilecektir. Bunun igin 6ncelikle gerekli olan baanim ve teoremleri verelim.

Tanim 5.1.1:X, Y topolojik uzaylar vef,g: X — Y ye sirekli fonksiyonlar olsunlar.
Eger tim x[O X ler icin F(x,0) = f(x) ve F(x,1) = g(x) olacaksekilde surekli bir
F:IxX - Y fonksiyonu mevcut isé¢ ve g fonksiyonlarinahomotopiktir denir ve
f C g seklinde gosterilir.

Asagidaki teorem literattirde “ Covering Homotopy Temi" olarak bilinir.

Teorem 5.1.2:p:>2 - X bir 6rtt dongimiu ve Z irtibath bir uzay olsun.

OzOZigin j:Z - Zx1,j(2) =(z0) olacak sekilde sdrekli  donglimlerin

degismeli diyagramini gz 6niine alalim.
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Bu taktirde plE =Fve F~j =f olacaksekilde bir tekF :Z x| - X siirekli dongumu
vardir [2].

Bu teoremin bir sonucwagidaki sekilde ifade edilebilir.

Sonu¢ 5.1.3: Eger f,g:Z - X fonksiyonlari homotopik ise sirasi ile bu
fonksiyonlarin yiukselmeleri olarf ve g da homotopiktir. Clnklger f C g ise
F(z,0)=f(z) ve F(z,1)=9(z) olacaksekilde F:Zx| - X surekli fonksiyonu
vardir. Diger taraftan Teorem 5.1.2 dén:Zx1 - X sirekli fonksiyonu mevcuttur.
Burada pIE(z,O)=F(z,O)= f(z) ve pIE(z,l): F(z,) =g(z) dir. Yukselmenin
tekliginden dolayr F(z,0)=f(z ) ve F(z1) =g(z) dir. Buradan f 0§ oldusu

gorular.

Onerme 5.1.4:Eger F : 1% — X surekli bir dongim vea,3,y,0 da

F(s0)=a(s). F(s1)=p(s). Flot)=pt) ve FLt)=4lt)
seklinde tanimh griler, yani F fonksiyonunun yuzey fonksiyonlar ise
ad OyBrel{01} homotopiktir [12].

Tanim 5.1.5: (X, x,) bir noktali topolojik uzay,m: (X x X, (x,,%,)) » (X,%,) stirekli
bir fonksiyon olsun. m(x,,=) ve m(-,x,) déngumleri

mlx, =): (X, %) - (X,%,),ar> m(x,,a)
ve

m(=,%,): (X, %) = (X, %), ar> m(ax,)
seklinde tanimlansin. ger m(x,,—) O1rel {x,} ve m(-,x,) 01, rel{x,} ise yani
ug noktalara gére homotopik i§,x,) noktali uzayina birH - uzayidenir. Burada

1, fonksiyonu X denX e birim fonksiyonudur [12].
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Tanm 5.1.6: (X,x,) ve (Y,y,) birer H-uzayi olsun. x,x OX igin
f(xox')= f(x)o f(x') olacaksekilde sirekli bir f:(X,x,) - (Y,y,) donisiimiine

bir H-uzay! morfizmdenir.

O halde objeleri H-uzaylari ve morfizmleri is¢d-uzay morfizmleri olan bir kategori

elde edilebilir.
Ornek 5.1.7 :Birim elemanie olan birX topolojik grubu birH -uzayidir.

H uzaylari icin Teorem 4.1.5 e benzer bir sonug @tineden dncesagidaki ifadeyi

verelim.

(X,x,) bir H-uzay ise m(x,,— ) fonksiyonu birim déngiime homotopik olagandan
F(x,0)=x, o x ve F(x]) =x olacaksekilde sirekli bir F:XxI — X dénisimi
mevcuttur Burada F,(x) = F(x,t) olarak yazilirsa F, =m(x,,) ve F, =1, olmak
Uzere DtD[O,l] icin  F,: X - X surekli olur. Benzer olarak m(—,x, Jirim
déntstime homotopik olagandan H, =m( ,x,) ve H, =1, olacaksekilde Ot 1[0]]

icin bir H, : X — X surekli dongumu vardir.

Teorem 5.1.8 {X,x,) bir H-uzayi veG de x, 0X noktasindakiz(X,x,) temel

grubunun bir alt grubu olsun. Kabul edelimbki Uzerindeki topoloji basit irtibath bir

Ortiye sahip, yaniX uzayi irtibath, lokal grisel irtibath ve yari lokal basit irtibath

olsun.G alt grubuna karlik gelen 6rtt fonksiyonup: ()?G,io) - (X,xo) olsun. Bu

~

durumda X Uzerindeki H-uzayi yapisi X, Uzerine yukselir. Yani

p:()ZG,io) - (X,xo) H-uzaylarinin bir morfizmi olacakekilde ()?G,io) uzerinde

bir H-uzay! yapisi vardir.

ispat: (X,x,) bir H-uzay! oldgundan
m(x,,—) 01, rel{x,} vem(-,x,) 01, rel{x,}

homotopik olacaksekilde surekli bir
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m:(XXX,(XO,XO)) - (X’Xo)'(X’Y)H Xoy

doniimua mevcuttur.

P(X,x,) tzerinde bir ¢arpima, BOP(X,x,) ve OtOl icin (ao B)t)=alt)- Alt)
seklinde tanimlansin. Burada x 5 ve m donGgumleri surekli oldgundan a- 8 nin
da sirekli oldguna dikkat edelim. Burada a(0)=x,=/(0) oldusundan
(@ B)0)=a(0)o B(0) = x, o %, =X, ve buradana-BOP(X,x,) olur. Simdi m
donsUmUni gagidakisekilde tanimlayalim.

M1z Xo * X (01%) = (Ko %),

(@)e(B)e) = (@oB)s @

Simdi bu slemin iyi tanimh oldgunu gdstermek icin gerekli olan bazi sonuclari

verelim.

a,(1) = 5,(0) ve a,(1) = 5,(0) olacaksekilde a,,a,,3,, 3, egrileri igin

(alﬁl)o(UZﬁZ):(alOUZ)(ﬁloﬂZ) (2)
dir.

Diger yandan bir egrisi icin a‘l(t)= a(l—t) seklinde tanimli oldgundan
(@,0ca,) =a,"ca,™ 3)
dir. Simdi a, X, noktasinda kapali geler olmak tzere
afLa-p 4)
oldugunu gdsterelim. Bunun igin
F:lxl - X,F(st)=a(st)o A(s)
surekli dongimand gbéz 6ndnd alahm. Burada
F(ot)=x, F(st)=als)oB(s) F(s0)=x,A(s) ve FLt)=alt)ox,
dir. BuradaF(0,t)=x, birim egridir. m(x,,-) 01, rel{x,} ve m(-,x,) 01, rel{x}
oldugundan x,o 808 ve aox, Oa dir. Dolayisiyla Onerme 5.1.4 deao B C Ba
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oldugu goriiliir. Teorem 3.20 de[12] bifX,x,) H-uzayinda 7;(X,x,) temel grubu
degismeli oldusundana o 5 C af dir.
Eger a, O(a),, B8, 0(B), ise a,(1) = a(1), (1) = A1) ve lo.*a|0G, |82 8]0G dir.
Burada
(a2 B)1)= alt) BQ)
ax{1) 5,(1)
(8,2 B)0)
ve (2), (3) ve (4) den
(@ 8) e A=l 5.7 far - )
o) (8]
(al_la)(ﬂl_l )J
(o) [(878) DG dir.

Buradan <a >G °(B), =(ae B), oldugu gorulir.

Simdi M donigtimiiniin sirekli oldgunu gésterelim. Bunun igin (@ 8)(1) nin birw
aclk komyulugu ile
UoV ={uov:uOU,vOV}OW

olacaksekilde a(1) ve B(1) nin sirasiylaJ ve V agik konguluklari verilsin. Buradan

(), )x(v.(8). ) oW, (aeB),) olupm strekiidir.

Bunlara ilaveten m(%, —)D1X~G ve m(-,%; ) (1, _homotopilerinin vargini gostermek
gereklidir. Fakatrﬁ(iov —) vel; sirasi ile birbirine homotopik olam(x,, ) ve 1, in
yiikselmeleri oldgundan Teorem 5.1.2 nin bir sonucu olarafg, —)DliG dir. Benzer
sekilde (-, %, ) (1 _oldugu géraltr. Tum bunlarin bir sonucu olaréﬂzG,io) bir H-

uzaydir.

Bu kesimde son olaral-uzaylar1 Gzerinde bir yerel morfizme ytkselmeiiggli bir

sonug veregaz.
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Tanim 5.1.9 :Bir X topolojik uzayinin biV alt cimlesi agik, gisel irtibath veX in
her ortiisiine yukseliyor ise yam: X — X bir ortii dénguma, i:V - X bir dahil
etme fonksiyonu vex 0 X, p(X)=x iken pi =ive i(x)=X olacaksekilde bir tek

i :V - X morfizmi varsaV yeyukseltilebilirdir denir.

Teorem 5.1.10: (X,x,), (Y,y,) birer H-uzayl ve q:()z,io)_»(x,xo) uzaylar
Uzerinde bir orti doniimu olacaksekilde bir H-uzayr morfizmi olsun.x, O X in
egrisel irtibatll bir W agik komgulugu verilsin. Kabul edelim kiW? OV olacak
sekilde x, 00X in yukseltilebilir bir V ag¢ik kongulugu bulunsun. Bu takdirde
i:(W,x,) - (X,x,) dahil etme fonksiyonu H-uzaylarinin biri:(W,x,) - ()Zio)

yerel morfizmine yukselir.

Ispat: Vv, X ya ylkseldginden, i :W - X donumu ile W, X ya ylkselir.Simdi 1
nin H-uzaylarinin bir yerel morfizmi oldiunu go6sterelim. Buradai :W - X
sureklidir. xo y[OW olacaksekilde x, y JW verilsin. a veb sirasiylax, danxveyye
W da iki eri ve c=aobolsun. VarsayimdanW? 0V oldugundan busekilde
tanimlananc, V de x, danxoy ye bir eridir. Boylecea,b ve c egrileri X ya

yikselir. 3,b ve € sirasiylaa,bvec nin X daki yiikselmeleri olsury bir H-uzayi

morfizmi olduzundan
o(€)=c=asb=q(a)-qfo)=afa-b)
dir. ve dob nin balangic noktas| X, O X olup, yiikselmenin tektinden € =dob
dir. Bu erilerin ug noktalar @it oldugundan
i(xoy)=i(x)o7(y)

dir. Dolayisiylai : (W,xo) - ()Zio) H-uzaylarin bir yerel morfizmidir.

5.2.H -Grubu

Bu bolimde, H-grubu yapisi incelenerek Bolim 4.1 de tanitilantniRm [12]

referansindaki yapiyr dnce biH-grubuna uygulayaraki-grubu yapisinin ortilerine
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yukselmesi ile ilgili bazi sonugclar verilecektir.aBa sonrebir (X,%,) H-grubunun
X temel grupoidi tanitilacak, bu amaca uygun oldoakH grup-grupoid tanimi
verilecektir. Buna ilaveten bi(X,x, H-grubunun o6rtt morfizmlerinin kategorisi olan
HGCov/(X,%,) ile X temel grupoidinin H grup-grupoid orti morfizmlerinin

kategorisi olanHGGdCov/z, X in birbirine denk oldgu gosterilecektir.

Tanim 5.2.1: (X, x,) bir noktaliuzay olmak tzere
12 (XXX, (X, %)) = (X, %) Ve r7: (X, %) — (X, %)
surekli dongiamleri verilsin.
I,0, 0 X o XXX, (X) = (X, %) Ve iy (X) = (X, X)

icine dongumleri vec: X - (X, X, ) noktasinda sabit dogiim olmak tzere

M@y x p) D p(ux1y)

i 01, dui,
H@y ) OeOu(nly)

homotopileri mevcut is€X, X, Jzayina birH-grubudenir [12].

Not 5.2.2: Tanim 5.2.1 dekj i, 01, 0w i, sartindan birH-grubunun ayni zamanda
bir H-uzay! oldgu aciktir.

Ornek 5.2.3:Bir X topolojik grubu birim elemare olan bir H-grubudur. Burada

homotopi yerine fonksiyonlarirsidi gi gelir.

Tanim 5.2.4: (X, X,) bir noktall uzay vel :[0,1] dan X e tum surekli fonksiyonlarin
sinfi - X' olsun. X' in bir alt uzayr olan Q(X,%,) = (X, %)  ( kapall

egrilerin sinifi) fonksiyon uzayinaliigiim uzaydenir. BuradaX' tzerindeki topoloji

kompakt-agik topoloji olug(X, x, Jizerindeki topoloji alt topolojidir [12]

Teorem 5.2.5: Bir (X,X,) noktali uzayindaQX dugum uzay! biH-grubudur[12].
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Tanim 5.2.6:(X,x,) ve (Y,yo) birer H-grubu olsun. Ox,x OX igin
f(xox)=f(x)o f(x) olacaksekildeki f :(X,x,) - (Y,Y,) strekli fonksiyonuna bir

H-grup morfizmidenir.

O halde objeleri H-gruplari , morfizmleri ise x, X0 X igin f(xox)=f(X)o f(x)
olacak sekildeki surekli f :(X,x%,) - (Y,Y, ) fonksiyonlarindan olan bir kategori

olusturmak mumkundur. Bu kategori@iGrup ile gosterelim.

Teorem 5.2.7: (X,X%,), X irtibatli ve temel uzayi basit irtibath bir Oxtél sahip olacak

sekilde bir H-grubu olsun.7z, (X, X, )temel grubunun bir alt grub@ verilsin. G alt

grubuna kaglik gelen orti dongiimu p:()ZG,io) - (X,%,) olsun. Bu durumd in

H-grup yap|5|)zG ya yukselir, yani()ZG,Y(O) bir H-grup ve bir p:(>ZG,>~<0) - (X,X)

H-grup morfizmidir.

Ispat: (X,x,) bir H-grubu oldgundan;

M@y x p) O p(ux1y)

pip 01, dui,

M@y, OeOu(nly)

homotopik olacakekilde
Hi(Xx X, (X, %)) = (X,%,) ve n7:(X,%) - (X,X,)

surekli dongimleri mevcuttur. Bgangi¢c noktasix, olan tum esrilerin sinifi olan
P(X, %) uzerinde bir carpim a,FUOP(X,X, ) Ve tD[O,l] Icin
(@oB)t)=al(t)o Bt) seklinde tamimlansin. Burada dikkat edelim ki
M (XXX, (X, X%)) = (X,X%,) surekli oldlgundan(ao,B) tanimh veP(X, x,) dadir.

7 (X %X (%, %)) = (X6, %),
Al(a)(B)=(a)+(B)=(a°B) ()

seklinde tanimlansin. Bu garpimin iyi tanimli ofdunu ispatlamaliyiz. Bunun igin
gerekli olan hazirgin yapiimasi gereklidir.
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Bir o egrisiigin a*(t)=a(l-t) olmak uzere
(al °a, )_1 = al_l ° 0,2—1 (2)

dir.

a,a,, B, 5, egrileri a,(1)= B(0) ve a,(1)=5,(0) olacaksekilde eriler olsun.

Bu durumda

(allgl) ° (azﬁz) = (alaZ ) ° (:81:82) 3

Simdi a ve B, X, noktasinda kapaligeiler olsun.
K:lIxl - X,K(st)=a(st)o A(s)
seklinde tanimlanan surekli dégitmini g6zondne alalm. Burada
K(0t)=x%, K(s1)=a(s)e Als) .K(s0)=x,° B(s) ve K(Lt)=alt)ox,
dir. Buradan ui, 01,  homotopisinden y# i, 01, = dir ve bu yuzden
X,o UL dir. Benzersekilde pi, 01, den pi,aUl,a=a dir ve buradan

a o X, Da elde edilir.

Onerme 5.1.4 derBa O(a - B) rel{01} homotopisi elde edilir. Teorem 3.20 de [12]
(X,x,) H-uzayi igin bundan dolay bit-grubu igin 77,(X, x, ) temel grubu degineli
oldugundan
aBLaop 4)
dir. Simdi eger a, 0(a), B, 0(B) ise a,(1) = a(1), 4,(1) = A1) ve
[al_la]D G, lﬁl_lﬁ]D G dir. Buradan
(a° B)V)=alr) BQ)
ax{l)e 4,(1)
(2,0 8)1)
ve (2),(3) ve (4) den
(@2 8) (@ B)| =]l 7 Na - £)]
tero)as)
={(al_1a)(,81_1,8 )J
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Ao a) lg78) oG
dir. Buradan<a >G °(B), =(aeB), oldugu gorulir.
s : Xg — Xg,{a) — {na) nin surekli oldgunu gérmek icin (7a) nin bir agik baz
komsulugu (U,(qa)) olsun.Burada U, na(l) in agik kanonik kongulugudur.
n:(X,%) - (X,%) strekli oldgundan/(U') 0 U olacaksekilde a(1) in bir U" acik
komsulugu mevcuttur. Burada U nii kanonik kabul edebiliriz. Bu ise
/7(U ',a)D (U,</7a>) olmasini gerektirir. Buradaf, : X — )ZG,<a> - (na)

donGumua sdreklidir.

Simdi

7: (R Xe (%0 ) - (Ko %)
dénistimiiniin sirekli oldgunu gostermeliyiz(a - £) nin bir agik baz kogulugu
(W,(a-p) olsun. Burada W, (a-p)1) in bir agk kongulugudur.
1 (XxX, (%5, %)) - (X,%,) donigimi  sirekli  oldgundan a, ve B, in
(U xV)=U oV OW olacaksekilde U veV agik baz korguluklar mevcuttur. Burada
(u,(a)) ve <v<ﬂ>> sirasiyla(a) ve () nin acik baz koguluklaridir ve

U@ ()= ev.iae p)oWw.(aep))

olup 4 sireklidir.

Simdi i, : X - XxX,,(X)=(%,%,) ve i,(X) = (%,,X) seklinde tanimli izdgiimler
olmak Gzere,
AL, x )0 alEx1,, )
ALy, x7)0€ Dl <1, )
/i, 01, O,

homotopilerin varkini ispatlayalim.

alt, xa) ve alax1,_) sirasiile birbirine homotopik olap(L,_ x [ px px p)
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ve /,1(,u><1xG ><)(p>< p x p) nin yikselmeleri oldgundan Teorem 5.1.2 nin sonucundan
Al < B)0 alEx1y,)
dir. Benzewekilde ﬁ(lXG ></7) ve [1(/7 ><1XG) sirasiylabirbirine homotopik olan
ﬁ(le ></7)(p>< p) ve [1(/7 x1, )(px p) nin yikselmeleri oldgundan Teorem 5.1.2 nin
sonucundan
AL, xi7)0e 0a =1y, )
dir. Benzer sebeplerden
i, 01, O i,

elde edilir.

Sonug 5.2.8X in temel uzay! basit irtibath bir ortiiye sahila@aksekilde (X,xo) bir
H-grubu olsun.p: (X,%,) - (X,x,) bir 6rti déngimii olsun. Bu takdirddX,x,) in

H-grup yap|S|(>z, io) yayukselir.
Simdi fanktorlarla ilgili gagidaki 6zellikleri verelim.

Onerme 5.2.9: C, D,¢ birer kategori olmak lizere blr :C XD - & fanktoru
verilsin.  Bu durumda

OxOOb(C) igin F(x,—):D - &

OyOOb(D) icin F(-,y):C- ¢

fanktorlari vardir [2].

Ispat: Ispati sadeceF (x,— igin agiklamak yeterlidir. eri ise benzerdir.
Bir yOOb(D) icin F(x,-)(y) =F(x,y) ve bir a:y - y"'morfizmi icin
F(x,-)(@)=F(x,a)=F(@,,a):F(x,y) - F(X,y")

ile tanimlanirSimdi fanktorsartlarinin sglandgini gosterelim.

1) addD(y,y), D de birim morfizm olsun. Bu durumdg(x,a): F(x,y) - F(x,y )

olup F(x,a) =1, =1, dir.
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2) aldD(y,z),b0D(z,w) D nin morfizmleri olmak tzerdallD(y,w da D nin bir

morfizmidir. O halde
F(x, )(ba) = F(x,ba) = F((x,b)(x,a)) = F(x,b)F(x,a)
dir. DolayisiylaF (x,— )bir fanktordir.

Surekli fonksiyonlarin homotopisine benzer olaraikktorlarin homotopisini vermeden

once aagidaki 6zel bir kategoriyi tanitalim.

1

Ornek 5.2.10: Objeleri Oile 1 ve birimlerden farkli morfiznrlése i vei™ olan bir

kategori J ile gOsterilsin. Bu kategori ayni zamanda bir grddo [2].

Sonug 5.2.11: Bir F:CxJ — D fanktoru verilsin. Onerme 5.2.9 daR(- e

F (- ) fanktorlari mevcuttur.

Surekli fonksiyonlarin homotopisine benzer olarakktorlarin homotopisisagidaki
sekilde tanimlanir.

Tanim 5.2.12: C ve D  kategorileri i¢cin f,g:C - D fanktorlar verilsin. Eer
F(- 0=f ve F(-,)) =golacaksekilde bir F:CxJ - D fanktoru varsaf veg

fanktorlarinahomotopiktirdenir ve f T g seklinde gosterilir [2].

Onerme 5.2.13: Eger f,g:X - Y fonksiyonlari homotopik iser, : Top - Gpd
(temel grupoid) fanktoru tarafindan Uretilem f,77,9: 7 X - Y fanktorlari da

homotopiktir [2].

Ispat Eger f C g (homotopik) iseF(- 0) = f ve F(-)]) =g olacaksekilde siirekli
bir F: X x| - Y fonksiyonu vardir. Buradam;F : 7;; X x 7,1 — 7Y bir fanktor olup
J Ozl oldugundan birrmF : ;X xJ — Y fanktoru elde edilir. Burad& (,0) = f

oldugundan mF(-0)=mf ve F(1)=g oldeundan mF(]1)=7mg olup

. f Omg homotopisi elde edilir.
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Bir H-grubunun temel grup yapisini verebilmek iggagadaki tanimi yapalim.

Tanim 5.2.14: G bir grupoid olsun.
m@xm) C m(mx 1)
mi, 01, Omi,
m(,n) 01, Om(n 1)
fanktorlari homotopik olacajekilde
m:GxG - G, (a,b)— (acb)

n:G-G,a—~a

{J-c

fanktorlari vars& ye birH grup-grupoiddenir. BuradaalOlG icin
i, 1,,(n)), @n):G - GxG
(@) = (a,€),i,(a) = (ea), I,n)(a) = (a,n(a)), (nN)(a) = (n(a),a)

ile tanimhdir.

Tanim 5.2.15: G ve K birer H grup-grupoid olsunlar. [Oa,bOG igin
f(acb) = f(a)o f(b) olacaksekildeki f:G - K grupoid morfizmine birH grup-

grupoid morfizmidenir.

Burada objeleri H grup-grupoidler ve morfizmleri isea,bdG icgin
f(aecb)=f(a)o f(b) olacak sekilde f:G — K grupoid morfizmleri olan bir

kategori elde etmek mumkundir. Bu kategoH%pGd ile gosterelim.

Simdi  (X,X%,) bir H-grubu iken temel grupoidinin biH grup-grupoid oldgunu

gdsterelim.
Onerme 5.2.16:(X,X,) bir H-grubu ises;, X temel grupoidi biH grup-grupoididir.

ispat: Ornek 3.1.3 denz, X in bir grupoid oldgunu biliyoruz. Buna ilaveten(X,x, )
bir H-grubu oldgundan homotopi ile ilgili gagidakisartlar sglanacaksekilde
H (XXX, (%, %)) = (X,%), (X, y) > Xy
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ve
n:(X,%X,) = (X, %), X X
surekli fonksiyonlari mevcuttur:
M@y x ) Op(ux1y)
pi 01, dui,
H@y ) UeOunly)
Burada i,,i, : X - XxX,i;(X) =(XX, )ve i,(X)=(x,,x) icine fonksiyonlar ve
c: X - (X,X,) noktasinda sabit fonksiyondur.x, 7 fonksiyonlarina 7z, temel
grupoid fanktoru uygulanginda
M= mXxmX - mX
ve
n=mn:mX - mX
fanktorlari elde edilir. Buraday ve n fonksiyonlari sirekli oldgundan bu
fonksiyonlardan uretilenzi ve /7 grupoid morfizmleri iyi tanimlidir. Onerme 5.2.13
den
M@y x ) Dp(ux1,) oldugundan 7z p@Ax 7rp) O p(rn p 1)
pi, 01, Owpi, oldugundan 7 urmi, U (L, ) Omuri,
H@y ) OcOunly) oldwundan rmuQ,, ,mn) Ume Omu(mnl,, )
fanktorlarinin homotopisi elde edilir. O haldanktorlarin homotopisine gome X

temel grupoidi birH grup-grupoididir.

Bu bolimiun giginde bahsedilen kategorilerin dergitii gostermek tzere 6nce bu

kategorileri tanimlayalim.

Ornek 5.2.17: (X,%,) bir H-grubu olsun. ObjeleriH-gruplarin (X,xo) Uzerindeki
p:()Z,iO) - (X,%,) ortt morfizmleri ve morfizmleri ise bunlar arasikdaurekli
fonksiyonlar olan bir kategori elde etmek mumtiin Buradap:()?,io) - (X,%,)

den q:(>2,>?0) - (X,%,) ye bir morfizm p= gf olacaksekilde strekli bir
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f:(X,%) - (X,%,) fonksiyonu olup ayni zamanda bir érti fonksiydau Bu

kategoriyi HGCov/(X, X, ) ile gosterelim.

Ornek 5.2.18 : (X, x,) bir H grubu ikensz; X temel grupoidi biH grup-grupoididir.
Objeleri 7, X Uzerinde p:é — 75X H grup-grupoid 6rti morfizmleri ve morfizmleri
ise bunlar arasindakH grup-grupoid morfizmleridir. Buradap:é - ;X den
q:é - ;X ye bir morfizm p= gf olacaksekilde bir f GG H grup-grupoid
morfizmi olup ayni zamanda bir ortti morfizmidir.uBategoriyi HGGdCov/ir, X ile

gdsterelim.

Bu bolimin sonucu olan kategorilerin degkide kullanilan lifted topoloj’
kavramini kisaca hatirlatalim. Bununla ilgili daffazla ayrinti Brown [2] referansinda

mevcuttur:

X, basit irtibatli bir drtiilye sahip olan bir toppkouzay olmak tzere birp: G- mX
grupoid ortt morfizmi verilsin. Burad& bir grupoiddir. X basit irtibatli bir 6rttye
sahip oldgundan her birx[] X noktasi yukselen bid agik konguluga sahiptir. Bu tir
cumlelerin G ye yUkseImeIeriOb(é) =X Uzerindeki bir topoloji icin baz ofturur.
Ob(é) =X Uzerinde buekilde olyturulan topolojiyeylikselen(lifted) topoloji denir.

Bu topoloji gagidaki teoremde verilen ozellisaslar.

Teorem 5.2.19: X basit irtibath bir 6rtiye sahip bir topolojik uzaolmak Uzere
p:é — ;X grupoidlerin bir 6rtd morfizmi olsun. Ob(CE) = X olmak tzereX
Uzerindeki yikselen topolojiskagidaki 6zelliklere sahiptir:

a) g=0b(p): X - X bir orti dongima

b) Asagidaki diyagrami dgismeli yapan ve objeler tzerinde birim olan

bir r :G - 7X grupoid izomorfizmi mevcuttur [2].
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G__ " K
7X
Simdi bu bolimiin sonucu olan kategorilerin degikii verelim.

Teorem 5.2.20 : X basit irtibatli bir 6rtiye sahip olan bir topolojikzay olmak tzere

(X,X%,) bir H-grubu olsun. Bu durumdB-gruplarinin 6rti morfizmlerinin kategorisi
HGCov/(X,%,) ile /X nin H grup-grupoid orti morfizmlerinin kategorisi olan

HGGdcov/, X birbirine denktir.

Ispat: Bir 7, :HGCoVv/(X,x,) ~ HGGdCoV /X fanktorunu gagidaki sekilde
tanimlayalim. p:()?,)?o) - (X,%,) H-gruplarinin bir 6rtd morfizmi olsun. Onerme
5.2.16 dan(X,x,) ve ()?io) birer H-grubu iken, X ve ﬂli temel grupoidleri birer
H grup-grupoididir. O haldél-gruplarinin p:()Z,iO) - (X,%,) 0rtd morfizminerr,
fanktort uygulan@inda p den Uretilen l'quITl)z - X morfizmi H  grup-
grupoidlerin  bir morfizmidir. Dier yandan p:()Z,iO) - (X,%,) topolojik uzaylar
uzerinde bir 6rtt morfizmi oldiundan 77, p: nli - X grupoidler tizerinde bir ortu

morfizmidir. Dolayisiyla ﬂlp:nj - X, HGGdCovir X kategorisinin bir
objesidir. Bu yolla bir
71, : HGCoV/(X, X,) - HGGdCoV 77, X

fanktort elde edilngiolur.

Simdi  bir 77:HGGdCov i;,x - HGCoV/(X,x,) fanktorunu gagidaki sekilde
tanimlayalim. BirH grup-grupoid 6rti morfizmi p:é - ;X  verilsin.. Teorem
5.2.19 dan q:Ob(p):()z,io)a(X,xo) bir ~ orti fonksiyonu olacaksekilde
X :Ob(é) tzerinde bir ltopoloji (lifted topoloji) mevcut Wb p =77qor olacak

sekilde birr -G - zrl)z izomorfizmi vardir. BuradaX (tizerindeki topolojinin yukselen
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topoloji oldusuna dikkat edilmelidir. Burad&® UzerindekiH-grup groupoid yapisi
X Uzerine aktarilir. Dolayisiylaz,qo M= mo (7,qxma) ve nmq=mgq(i) olacak
sekilde
m: X x X - mX

FimX - mX
grupoid morfizmleri vardir. Bu morfizmlerden dolaybjeler Gzerinde

m:XxX - X

A:X - X

donttimleri vardir. Dger taraftan(X, x, )bir H-grubu oldgundan;

M@y x () Op(uxly)

i 01, dwi,
HQ@y,m) Oc O u(n L)

homotopik olacakekilde
M (XXX, (%, %)) = (X, %) ve 7:(X,%) - (X,X)
surekli dongimleri mevcuttur. Dolayisiyla Teorem 5.1.2 dggmee yukarida

homotopik olan fonksiyonlarin ytikselmeleride
Al x @) Dp(axly )
fi, 01, Of i,
Ay .7) OcOu( 1z)
homotopiktir. Bu yUzder()Z,Y(O) bir H-grubu veq = Ob(p) : (~,io) - (X,%,) ise H-
gruplarinin bir 6rtt morfizmidir. Bgekilde bir
n :HGGdCoV 5, x - HGCoV/(X, X,)

fanktoru elde edilmgiolur.

Bu kategorilerin denkgini géstermek icin 7z7 U1 ve nm U1 (dogal olarak izomorf)

oldugunu gostermeliyiz. 77z, 01 dogal olarak izomorf oldgunu goéstermek icin
HGCoV/(X, x,) kategorisinin bir objesip: ()z,io) - (X,X,) olmak uzere(n7r)(p) ye

bakalim.p den Uretilenﬂlp:ﬂl)z — ;X morfizmi H grup-grupoidlerin  bir orta
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morfizmidir. Burada (n77z)(p), p =Ob(/z,p) ve X = Ob(ﬂl)z) olmak Uzere Teorem

5.2.19 dan p: X - X bir orti donigumuddr. BuradaX uzerindeki topolojinin
yukselen topoloji oldguna dikkat edilmelidir. Burada Sonu¢ 5.2.11 gevee X
Uzerindeki H-grup yapisip: X - X bir H-grup morfizmi olacakekilde X Uzerine

yukselir. Dolayisiyla (n77z,)(p) =n7(7m,p) = p olup nm =1 dir.

Diger yandansz,p 01 dogal olarak izomorf oldgunu gostermek icirHGGdCoV 77, X
kategorisinin bir objesi p:é - ;X olmak tzere (777)(p) ye bakalm. Teorem
5.2.19 dann(p): X - X topolojik uzaylarin bir 0Orti  fonksiyonudur. BEada
X = Ob(é) Uzerindeki topoloji yukselen topoloji olmak Uze(rg,io) bir H-grubu ve
n(p):()z,io) - (X,X,) bir H-grup morfizmidir. Buradan(7z,/7)(p) : 771(>Z) - 14(X )
H grup-grupoidlerin 6rtt morfizmi elde edilir. Fakbeorem 5.2.19 danp:é - mX

ile (rmn)(p): 711(>Z) - 7,(X) morfizmleri izomorftur. Dolayisiylarz,p 01 olup bu

kategoriler birbirine denktir.



65

KAYNAKLAR

. Brandt, H., Uber eine Verallgemeinerungdes Gruppgriffes, Math. Ann., 96, 360-

366, 1926.

2. Brown, R., Topology and groupoids , BookSurge LLIK., 2006.

. Brown, R., Danesh-Naruie, G., The Fundamental Goamupas a Topological

Groupoid, Proc. Edinburgh. Math. Soc.(2) 19, 234;2875.

. Crowell, R.H., Smythe,N., The Subgroup TheoremAoralgamated Fre@roducts,

HNN-Constructions and Colimits, Proc.Second Inte@anf.Theory of  Groups,
Canberra, 241-280, 1987.

. Mucuk, O., Covering Groups of non-connected TopialigGroups and Monodromy

Groupoid of a Topological Groupoid, PhD Thesis, énsity of Wales, 1993.

. Mackenzie, K., Lie Groupoids and Lie AlgebroidsDifferential Geometry, London

Math. Soc. Lec. Notes Series,Cambridge Universigs®, 1987.

. Brown,R., Spencer,C.,B., G-groupoids, Crossed Mesluhnd the Fundamantal

Groupoid of Topological Group, Proc. Konn. Ned.aflk v. Wet., 79, 296-302,
1976.

8. Porter,T., Internal Categories and Crossed Modutdsamps et al., [7], 249-255.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

. Datuashvili, T., Categorial, Homological and Honmt@al Properties of Algebraic

Objects, Dissertation, Georgian Academy of Sciembdisi, 2006.

Brown, R., Mucuk, O., Covering Groups of non-cortedcTopological Groups
Reviseted, Math. Proc. Camb. Phill. Soc., BI/5110, 1994.

Taylor, R., L., Coverings Groups of non-connectegdlogical Groups, Proc.Amer.
Math. Soc. 5, 753-768, 1954.

Rotman, Joseph J., An Introduction to Algebraic dlogy, Springer- Verlag New
York inc., 1988.

Higgins, P. J., Notes on Categories and Groupdds,Nostrand, 1971.

Eilenberg, S., Maclane, S., The General Theory afuMNl Equivalences, Trans.
Amer Math. Soc., 58, 231-294, 1945.

Maclane, S., Categories for the working MathematiciSpringer- Verlag, Berlin,
1971.

Greene, R. E., Gamelin W. T., Introduction to Tagy, University of California,
Los Angeles, 1983.



66

17. Massey, W. S., Algebraic Topology: An Introductid®pringer-Verlag New York
Inc., 1990.

18. Brown, R., From Groups to Groupoids: A Brief Sury®ull. London Math. Soc.,
19, 113-134, 1987.

19. Porter, T., Extensions, Crossed Modules and InteDategories in Categories of
Groups with Operations, Proc. Edinburgh. Math. Sé@, 373-381, 1987.

20. Douady, A., Lazard, M., Espaces fibrés en algéleckie et en groupes, Invent.

Math. 1, 133-151, 1966.

21. Pradines, J., Théories de Lie pour les GroupoidgirBntiables: relations entre
propriétés locales et globales, C. R. Acad. SasRér., A 263, 907-910, 1966.

22. icenj., Ozcan, A.,F., Topological Group-Groupoids anceiThCoverings, Indian
J.Pure Appl.Math., 36(9): 493-502, 2005.

23. Mucuk, O., Locally Topological Groupoids,Turkishusoal of Mathematics 21- 2,
235-243, 1997.

24. Plaut, C., Berestovskii, V., Covering Groljmeory for Topological Groups,
Topology and Its Applications, 114, 141-186, 2001.

25. Brown, R., Mucuk, O., Foliations, Locally Lie Granigds and Holonomy, Cah. Top.
Géom. Diff.Cat., 37, 61-67, 1996.

26. Mucuk, O., Icen, I., Holonomy, extendibility and the star universalver of a
topological groupoid, Applied General Topology,79;89, 2003.

27. AOF. M.E-S.A-F., Brown, R., The Holonomy Grupoidat.ocally Topological
Groupoid, Top. Appl., 47, 97-113, 1992.

28. Bagriyanik, B., Mucuk, O., Covering Maps of H-Spac Hadronic Journal 29-6,
711, 2006.

29. Mucuk, O., Kilicarslan, B., Alemdar, N., Ay, H.,YCovering Groupoids and
Fundamental Groupoids of H-Groups, Homology,Homptapd Applications, 2009
(incelemede)

30.Mucuk, O., Kilicarslan, B., Group Groupoids and @matized Monodromy
Groupoids, International Conference on Topology ésdpplications, Departmant

of Mathematics, Hacettepe University, July16-2009.



67

OZGECMis

Berrin KILICARSLAN, 1980 yilinda Kayseri'de dalu. Ilk ve orta @renimini Kayseri’
de tamamladi. Erciyes Universitesi Fen-Edebiyatiifeki Matematik Bolimirnden
2001 yilinda mezun oldu. 29.09.2001 tarihinde Keyde Matematik @retmeni olarak
goreve bgadi. 2003 yilinda yiksek lisans tezini tamamladl ayni yilda Erciyes
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Arnlidn Dali’ nda doktora programina
kabul edildi.

fletisim Bilgileri:

Tel. Nu.: 05056494807
e-posta: berrinbagriyanik@yahoo.com.



