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ÖZET 

 

X, basit irtibatlı  bir örtüye sahip  olan   irtibatlı   bir topolojik  uzay,  Xx ∈0  ve  H da X 

in 0x  noktasındaki ),( 01 xXπ  temel grubunun bir alt grubu  ise H ya karşılık gelen 

topolojik uzayların bir XXp H →~
:  örtü fonksiyonu vardır.  Burada eğer   X  bir 

topolojik grup ise  HX
~

 da bir topolojik gruptur.  Bu yolla X in grup yapısının herhangi 

bir  örtüye yükseleceği sonucu elde edilir.   

 

Diğer yandan bir G topolojik grupoidinin MG  monodromy groupoidi, xG  starlarının 

xG
~

  evrensel örtülerinin  birleşimi olarak tanımlanır. Bu tezde birinci olarak     MG   

monodromy  grupoidinin bir grup-grupoid olması için G üzerindeki gerekli olan şartlar 

belirlenmiştir.   Đkinci olarak  xG  starlarının evrensel  örtülerinden ziyade daha genel 

olan  örtüler alınarak  bir genelleştirilmi ş monodromy grupodi elde edilmiştir.  Bunlara 

ilaveten   genelleştirilmi ş monodromy grupodi  üzerinde star topolojik grupoid  ve 

topolojik grupoid yapılarının varlığı araştırılmıştır.  

 

Bu tezde son olarak  H- uzayı ve H- grubu yapılarının örtüleri ele alınmış, bunlarla ilgili 

bazı sonuçlar verilmiştir. Bu düşünce bize  H-grupların temel grubunu tanımlama 

olanağı vermiştir. Eğer   X  bir topolojik grup ise  X in topolojik grup örtülerinin 

kategorisi XTGCov  ile  1π X  in grup-grupoid örtülerinin kategorisi XGdCov 1π   nin  

denk olduğu önceden bilinmektedir. Topolojik  gruptan daha genel olan  H- grubu 

kavramı için de benzer bir kategori denkliği verilmiştir.  

 

Anahtar Kelimeler: Örtü Uzayları, Genelleştirilmi ş Monodromy Grupoidi, H-uzayı , 

H-grubu 
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ABSTRACT 
 

If X is a connected topological group which has a simply connected cover, Xx ∈0 and 

H a subgroup of fundamental group ),( 01 xXπ , then there is a covering 

map XXp H →~
:  of topological groups corresponding to H. Here if X is a topological 

group, then HX
~

 is a topological group. By this way, the result that the group structure 

lifts to covering space is obtained. 

 

On the other hand  monodromy groupoid MG of a topological groupoid G is defined as 

a union of universal coverings xG
~

’s of xG  stars. In this thesis, primarily for    the 

monodromy  groupoid MG  to become a group-groupoid, the necessary conditions over 

G are stated. Secondly it is obtained a general monodromy groupoid HMG)(  using 

more general coverings instead of universal coverings of xG  stars.  In addition to these, 

it is investigated if there exists star topological groupoid and topological groupoid 

structures over HMG)( . 

 

In this thesis  finally,  the coverings of the structures of H-space and H-group are 

considered and some results regarding these are given. This progress gives us the 

chance to define fundamental groups of H-groups. If X is a topological group, then 

equivalence of  the category of topological group coverings of X, XTGCov  and the 

category of group-groupoid coverings of  1π X, XGdCov 1π  is previously known. 

Further, it is given a similar equivalence of the category for H-group structure which is 

more general than topological group. 

 

Keywords: Covering Spaces, Generalized Monodromy Groupoid, H-Space, H-group 
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                                                            1. BÖLÜM 

 

GĐRĐŞ 

 

Her morfizmi bir izomorfizm olan  kategoriye bir grupoid denir.  Bir grupoid,  çok 

objeli bir  grup gibi düşünüleceğinden  gruptan daha genel bir  kavramdır. Grupoid 

yapısı ilk olarak 1926 da Branth   [1] tarafından tanıtılmıştır.   

 

Bir X topolojik uzayı üzerinde tanımlanan tüm eğrilerin (uç noktalara göre) homotopi 

sınıflarının 1π X cümlesi eğrilerin birleşimine göre  X  üzerinde bir grupoiddir [2]. 

Temel grupoid olarak bilinen bu grupoid yapısı topolojik uzayların kategorisinden 

grupoidlerin kategorisine bir fanktor belirler.  Bu fanktor bazı topolojik problemlerin 

cebirsel problemlere dönüşmesini sağlar. Đrtibatlı olan bir X uzayı basit irtibatlı bir 

örtüye sahip ise X1π  temel grupoidinin  bir topolojik grupoid olduğu  gösterilmiştir [3].  

 

Monodromy grupoid yapısı 1981-1985 yıllarında J.Paradines tarafından R.Brown a 

görüşmelerinde açıklanmış ve bu yapının tanımı R.Brown [2] tarafından aşağıdaki 

şekilde taslak haline getirilmiştir. 

 

G bir topolojik grupoid ve W  da tüm birimleri kapsayan G nin açık bir alt cümlesi 

olsun. Grupoid yapısının W cümlesi üzerine kısıtlaması  pregrupoid olarak adlandırılan  

bir yapı oluşturur.  Yani  W,  GOWts →:,  başlangıç ve bitiş fonksiyonlarına sahip ve 

( )at  = ( )bs  olacak şekilde Wba ∈,  için Wba∈   işlemi tanımlıdır ( Pregrupoidler ile  

ilgili daha fazla bilgi için   Crowell-Smythe [4]  e bakılabilir). ( )WF , W üzerindeki free 

grupoid olsun.  N, ba ,a, b ∈ W olmak üzere [ ] [ ]baba 1−  formundaki elemanlar 

tarafından üretilen F(W) nın normal alt grupoidi olsun. ( )WF /N bölüm grupoidi 
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);( WGM ile gösterilir ve G nin monodromy grupoidi olarak adlandırılır [5]. Bu yolla 

elde edilen M ( )WG,  grupoidi için herhangi bir HWf →:  lokal morfizmi   bir 

HWGMf →),(:  grupoid morfizmine genişler.  Dolayısıyla monodromy grupoidi  bir 

lokaldan globala problemi olarak göz önüne alınabilir. 

 

Monodromy groupoidinin diğer bir yapısı starların  evrensel örtü kavramı kullanılarak  

[6] tarafından aşağıdaki şekilde verilmiştir.  Basit irtibatlı bir örtüye sahip olan  irtibatlı 

bir   X  topolojik uzayı ile  bir   x X∈   noktası verilsin.  X uzayında x noktasından 

başlayan eğrilerin (uç noktalara göre) homotopi sınıflarının cümlesi  xX
~

  olmak üzere 

xX
~

 deki her bir homotopi sınıfını eğrinin uç noktasına eşleyen    XXp x →~
:  

fonksiyonu verilsin.  X uzayının x  noktasındaki evrensel örtüsünün ),
~

( pX x  çifti olduğu 

biliniyor. 

 

Şimdi G  bir topolojik grupoid ve her bir xG  starı (başlangıcı x olan morfizmlerin sınıfı) 

basit irtibatlı bir örtüye sahip olsun.  xG  uzayının  x1  (birim) deki evrensel örtüsü 

( )
xxG 1

~
 olsun. O halde yukarıdaki açıklamaya göre ( )

xxG 1

~
= ( )( )

xxG 11π  dır. Burada 

( )
xxG 1

~
 in elemanları başlangıcı x1  olan xG  deki eğrilerin homotopi sınıflarından oluşur.  

Yani   ( ) xa 10 = , ( ) ga =1  ve [ ]1,0∈∀ t  için ( ) xtas =)(  olacak şekildeki bir 

[ ] xGa →1,0:  eğrisi için ][a   homotopi sınıfı ( )
xxG 1

~
 nin bir elemanıdır. MG  ile 

gösterilen G  nin monodromy grupoidi MG = ( )∪
G

x
Ox

xG
∈

1

~
ile tanımlanır. Burada 

)()( GObMGOb =  ve her )(, GObyx ∈  için MG( )yx,   başlangıcı x1   ve bitimi ise 

ygt =)(   olacak şekilde  xGg ∈  olan xG  deki eğrilerinin homotopi sınıfıdır.  MG , GO  

üzerinde; 

                                     ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( ) [ ]abbazxMGzyMGyxMG ∗→× ֏,,,,,                                                                                                                                                                     

şeklinde tanımlı işlemi ile bir grupoid olup  bu grupoid  G  nin  monodromy grupoidi 

olarak adlandırılır [5,6] . 
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Her iki yolla  tanımlanan ( )WGM ,  ve  MG  grupoidlerinin G ve W üzerinde verilen 

bazı özel şartlar altında denk olduğu örtü fonksiyonu özellikleri kullanılarak [5] 

referansında gösterilmiştir.  

 

Özel olarak eğer G  bir topolojik grup ise G nin monodromy grupoidi G nin evrensel  

örtüsü olur.  Eğer  X  bir topolojik uzay ise   G=X X×  bir topolojik grupoid ve  G nin 

monodromy grupoidi 1π X  temel grupoidi olur.  Burada G nin objeri X in elemanları 

olup bir ),( yx  çifti G  de x den y ye bir morfizm olarak alınır. Morfizlerin birleşimi ise 

),(),(),( zxyxzy =�  olarak tanımlanır. O halde monodromy grupoid yapısı hem 

evrensel örtü yapısını, hem de temel grupoid kavramını genelleştiren bir yapıdır. 

 

Grupoidlerin kategorisinde bir grup objesi bir grup-grupoid olarak adlandırılır [7].   O 

halde G bir grup-grupoid ise hem objelerin sınıfı hem de morfizmlerin sınıfı birer grup 

ve grup işlemini oluşturan fonksiyonlar birer fanktordur. Bu kavram bazı kaynaklarda 

grupların kategorisinde internal grupoid olarakta adlandırılır [8, 9].  Bunlara ilaveten bu 

grup yapıları da topolojik grup ise buna topolojik grup-groupoid denir. Eğer   X  bir 

topolojik grup ise  X1π  temel grupodi  bir grup-grupoiddir [7]. 

 

Bu tezde yapılan çalışmalardan birincisi G  bir topolojik grup-grupoid iken MG 

monodromy grupodinin bir grup-grupoid olduğunu  göstermektir.   

 

Đkinci olarak G  bir  topolojik grupoid olmak üzere xG   starlarının  evrensel örtülerinden 

ziyade daha genel  örtüleri alınarak bir  HMG)(   monodromy grupoidi elde edilmiştir.  

Bunun için bir G topolojik grupoidi ve ),( yxGg ∈∀  için 

].[][),()(:)( 111 gaaGGR xyg ֏πππ →  grupoid izomorfizmi altında invaryant  olan bir 

GH 1π≤  normal alt grupoidi seçilerek   GO  üzerinde bir  

( ) ( ) ( )∪
G

x
Ox

HxH GMG
∈

= 1

~
 

grupoidi tanımlanır. Bu şekilde elde edilen  HMG)( ,  genelleştirilmi ş monodromy 

groupoidi  olarak adlandırılmıştır.  Bölüm 4 de  HMG)(  üzerinde bir  star topolojik 

grupoid  ve topolojik grupoid  yapısının olduğu gösterilmiştir. 
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Ayrıntılı tanımı Bölüm 2 de verilen  topolojik örtü uzayı kavramı topolojinin yanı sıra 

cebir ve geometri gibi  matematik  dallarında önemli uygulamalara sahiptir.  Bu kavram 

bazı uzayların temel gruplarının hesaplanmasında kolaylık sağlar. Örneğin bir X 

topolojik uzayının bir x noktasındaki temel grubu  X  in bu noktadaki evrensel 

örtüsünün fonksiyonunun çekirdeğidir. 

 

X   irtibatlı bir topolojik grup,  Xe∈  birim eleman ve XXp →~
:  topolojik uzayların 

bir örtü fonksiyonu olsun. Burada X
~

  sadece bir topolojik uzaydır.  Bunlara ilaveten 

eğer X
~

 basit irtibatlı ve  e~  de eep =)~(  olacak şekildeki   X
~

 nın bir elemanı ise birim 

eleman e~   olacak şekilde X
~

 üzerinde bir grup yapısı vardır. Bu  grup yapısına göre  X
~

 

bir  topolojik grup ve XXp →~
:  de sürekli bir grup homomorfizmidir. Örtü 

uzaylarında fonksiyonların yükselmelerini kullanarak bunu ispatlamak kolaydır [10].  

Fakat uzayların irtibatsız olması  durumunda bu problem oldukça karmaşıktır.  Bununla 

ilgili ilk olarak  Taylor  [11]  tarafından  bir kriter verilmiştir.  Son zamanlarda Mucuk 

[5],  Brown ve Mucuk [10] tarafından  grupoid ve crossed module kavramları 

kullanılarak bu problemin çözümü ile ilgili daha genel bir kriter verilmiştir. 

 

Bununla ilgili olarak bir  X topolojik uzayı için  bir örtü uzayının varlığı  örneği    

Rotman [12] tarafından  verilmiştir.  Burada  X  basit irtibatlı  bir örtüye sahip olan   

irtibatlı   bir topolojik uzay, Xx ∈0  ve  H  da X in 0x  noktasındaki ),( 01 xXπ  temel 

grubunun bir alt grubu  olmak üzere H ye karşılık gelen  bir XXp H →~
:  örtü 

fonksiyonu elde edilmiştir.   Burada  eğer H sadece birim elemandan oluşan bir alt grup 

ise XXp H →~
:  evrensel bir örtüdür. Bunlara ilaveten eğer X  bir topolojik grup ise 

XXp H →~
:   bir grup homomorfizmi olacak şekilde HX

~
 üzerinde  bir grup yapısı 

vardır. Bu grup ile birlikte HX
~

 bir topolojik gruptur. Buradan hareketle bir X topolojik 

grubunda  grup işleminin herhangi bir XXp →~
: örtü fonksiyonu ile   X

~
 örtüsüne 

yükseldiği  sonucu elde edilir.  Bu sonuç bir X topolojik grubunun örtülerinin kategorisi 

ile X in temel grupoidinin grupoid örtülerinin denkliği kullanılarak  gösterilmiştir [2].  
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Bölüm 5 de  verilen diğer bir çalışma ise  bu düşüncenin topolojik gruplarlardan ziyade  

H-uzaylarına uygulanarak  bununla  ilgili bazı sonuçların  elde edilmesi olmuştur.  

 

Bu tezde son olarak bir ),( 0xX  H-grubunun X1π  temel grupoidi araştırılarak bu amaca 

uygun olarak bir H- grup grupoid tanımı verilmiştir. Bu tanım literatürde kategorik grup 

olarak bilinen kavrama oldukça benzer olup biraz farklıdır. Buna ilaveten ),( 0xX  H-

grubunun örtü morfizmlerinin kategorisi ),/( 0xXHGCov  ile  X1π  H-grup grupoidinin 

örtü morfizmlerinin kategorisi XHGGdCov 1/π  nin birbirine denk olduğu 

gösterilmiştir. 

 

 



2. BÖLÜM  

 

TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

 

Bu bölümde, ileri bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar ile kategori, 

kategoriler arasındaki  fanktorlar  ve kategorilerin denkliği gibi kavramlar  tanıtılacaktır.  

Bu kavramlardan bazıları bu sahada  iyi bilinen kavramlar olduğundan çok fazla 

referans belirtilmemiştir.  

 

2.1. Temel Kavramlar 

 

Bu kesimde eğrisel irtibatlı topolojik uzay ve topolojik  grup gibi kavramlar 

tanıtılmıştır. 

 

Tanım 1:  X  bir topolojik uzay ve   0≥r  olmak üzere  ( ) x=0α  ve ( ) yr =α  olacak 

şekildeki  sürekli bir   [ ] Xr →,0:α  fonksiyonuna  x  den  y  ye  r uzunluğunda bir eğri 

denir. Özel olarak ( ) x=0α  ve ( ) y=1α  olan  [ ] X→1,0:α  sürekli fonksiyonuna  ise   

x den y ye bir  birim eğri  denir. Eğer  ( ) )1(0 αα =  ise [ ] X→1,0:α  ya  kapalı  bir  eğri  

denir.   

 

Tanım 2.1.2: Bir X  topolojik uzayında her bir  Xyx ∈,  nokta çifti  için X de x den y 

ye bir eğri varsa bu X  uzayına eğrisel irtibatlı uzay  denir.  

 

Tanım 2.1.3: Bir  X  topolojik uzayında her Xyx ∈,  nokta çiftini birleştiren doğru 

parçası bu uzay içinde kalıyorsa, yani her [ ]1,0∈t  için Xytxt ∈+− )1(  ise bu uzaya 

konveks uzay denir. 

O halde açık olarak  konveks bir uzay eğrisel irtibatlıdır.  
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Tanım 2.1.4: X herhangi bir topolojik uzay olsun.  Her bir  Xx∈  ve x in her U 

komşuluğu için UVx ⊆∈  olacak şekilde eğrisel irtibatlı olan bir V açık komşuluğu 

varsa X uzayına yerel  eğrisel irtibatlı denir. 

 

Tanım 2.1.5: G bir grup, τ  da G üzerinde bir topoloji olsun. Eğer grup yapısını 

oluşturan  

i) ( ) abbaGGGm →→× ,,:   

ii) 1,: −→→ aaGGu   

fonksiyonları sürekli ise G ye bu topoloji ile birlikte bir topolojik grup denir [13]. 

 

Not 2.1.6 : Burada  m ve n fonksiyonları süreklidir ancak ve ancak fark fonksiyonu 

olarak adlandırılan   

( ) 1,,: −→→× abbaGGGδ  

fonksiyonu süreklidir. 

 

Örnek 2.1.7: U, alışılmış topolojisine göre ( )U,,+ℜ  bir topolojik gruptur. 

 

Önerme 2.1.8: G ve H birer topolojik grup olsun. Eğer HGf →:  dönüşümü sürekli 

ve Gyx ∈∀ ,  için ( ) ( ) ( )yfxfyxf =�  ise f  ye  bir  topolojik grup  morfizmi denir. 

 

2.2. Kategori 

 

Kategori teorisi matematiksel yapılar ve bunlar arasındaki ilişkilerle ilgili  bir 

matematik kuramıdır. Bir kategori birbirleriyle ilişkili matematiksel nesneler  ve bunlar 

arasındaki morfizmlerden oluşur.   Nesneler üzerine yoğunlaşmak yerine, bu nesneler 

arasındaki morfizmler üzerine yoğunlaşılır. Gruplar örneğinde bu morfizmler grup 

homomorfizmleridir. Bu şekildeki farklı kategorileri fanktorlar aracılığıyla 

ili şkilendirmek mümkündür. Kategori, fanktor ve doğal dönüşümler Eilenberg ve 

MacLane tarafından 1945 yılında ortaya atılmıştır. Eilenberg ve MacLane [14,15], 

kendi ifadelerine göre, bu kavramın  geliştirilmesi  doğal dönüşümleri anlama çabası ile 

olmuştur.   Bunu yapabilmek için fanktorlar tanımlamak, fanktorları tanımlamak için ise 

kategorileri tanımlamak gerekiyordu. Kategorinin ayrıntılı tanımı aşağıdaki şekildedir. 



 8 

Tanım 2.2.1: Bir C kategorisi aşağıdaki yapıdan oluşur:  )(COb  nesnelerin bir sınıfı, 

)(, CObYX ∈∀  için ),( YXC , X  den Y  ye tüm morfizmlerin bir sınıfı, her  

)(,, CObZYX ∈∀  için 

( ) ( ) ( )
( ) gfgf

ZXCZYCYXC

֏

�

,

,,,: →×
 

morfizmlerin parçalı birleşimi olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanmalıdır. 

  a) Eğer ( ) ( ) ( )WZChZYCgYXCf ,,,,, ∈∈∈  ise ( ) ( )fghfgh ���� =  dır. 

  b) Her bir ( )CObX ∈  için ( )YXCf ,∈  ve ( )XZCg ,∈   olmak üzere  fidf X =�  ve 

ggid X =�   olacak şekilde  bir  ( )XXCX ,1 ∈  birim morfizmi vardır . 

 

Örnek 2.2.2: Objeleri tüm topolojik uzaylar,  morfizmleri ise tüm topolojik uzaylar 

arasındaki sürekli fonksiyonlar alınarak  topolojik uzaylar kategorisi elde edilir.  Bu  

kategori  Top ile gösterilir. Benzer şekilde grupların kategorisi Grup ve topolojik 

grupların kategorisi TopGrp  elde edilebilir. 

 

Örnek 2.2.3:   X bir topolojik uzay olmak üzere  [ ] Xp →,0:α  eğrisi a dan b ye ve  

[ ] Xq →,0:β  eğrisi b den c ye ise eğrilerin boyu dikkate alınarak   [ ] Xqp →+,0:βα   

bileşke eğrisi  

( )
( )

( )







+≤≤−

≤≤
=

qptppt

ptt

t

,

0,

β

α
βα  

ile tanımlanır. X üzerindeki tüm eğrilerin sınıfı bu şekilde tanımlanan eğrilerin birleşme 

işlemine göre  bir   kategori oluşturur. Bu kategoriye X uzayındaki eğrilerin kategorisi 

denir ve )(XE  ile gösterilir.  

 

Burada eğriler birim uzunluğundaki eğriler alınır ve birleşim birim uzunluğunda  olacak 

şekilde  

( )
( )

( )








≤≤−

≤≤
=

1
2

1
,12

2

1
0,2

tt

tt
t

β

α
βα  
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olarak tanımlanırsa birleşme özelliği sağlanmadığından bir kategori oluşturmaz.  

 

Tanım 2.2.4: C ve D birer kategori olsun. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise D 

kategorisine C nin bir alt kategorisi denir. 

  i) ( )DOb , ( )COb  nin alt sınıfıdır. 

  ii) Her bir ( )DObYX ∈,  için  ( ) ( )YXCYXD ,, ⊆  dır. 

  iii) D kategorisindeki morfizmlerin birleşimi C kategorisindeki morfizmlerin birleşimi 

ile aynıdır. 

  iv) Her bir ( )DObX ∈  için D deki X1  birim morfizmi, C deki birim morfizm ile 

aynıdır. 

 

D kategorisi C kategorisinin bir alt kategorisi olsun. Eğer ( )DObYX ∈,  obje çifti için 

( ) ( )YXCYXD ,, =  ise D alt kategorisine dolu (full) bir alt kategori, eğer 

( ) ( )CObDOb =  ise D ye geniş  bir alt kategori denir.  

 

Tanım 2.2.5: Bir C  kategorisindeki bir YXf →:   morfizmi için eğer  Xgf 1=  ve 

Yfg 1=  olacak şekilde bir  XYg →:   morfizmi varsa  f   ye bir  izomorfizm denir. Bu 

durumda  X ve Y objeleri izomorftur denir ve YX −~  şeklinde gösterilir. Örneğin  Top da 

izomorfizmler  homeomorfizmlerdir. 

 

Tanım 2.2.6: C ve D birer kategori olmak üzere C nin her bir X objesini D nin bir 

( )XF  objesine, C nin her bir YXf →:  morfizmini ise D nin bir ( ) ( ) ( )YFXFfF →:  

morfizmine dönüştüren ve aşağıdaki şartları sağlayan bir F dönüşümüne C den D ye bir 

fanktor denir ve DCF →:  olarak yazılır. 

i) C kategorisinde fg �  bileşkesi tanımlı olacak şekildeki f  ve g morfizmleri için 

( ) ( ) ( )fFgFfgF �� =  

dır.  

  ii)  Her ( )CObX ∈  için ( ) ( )XFXF 11 =  dır. 

 

Not 2.2.7: Eğer DCF →:  ve EDG →:  fanktorlar ise ECGF →:  birleşimi de bir 

fanktordur. Ayrıca CCC →:1  birim dönüşümü de bir fanktordur. O halde objeleri 
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kategoriler, morfizmleri ise  fanktorlar olan bir kategori oluşturulabilir. Bu kategori Cat 

olarak yazılır. Burada Cat de kendisinin bir objesi olarak düşünülebilir. Bu zorluğu 

ortadan kaldırmak için Cat nin  objeleri  küçük kategoriler, yani objeleri  cümleler veya 

cümleler üzerinde çeşitli yapılar bulunan objeler olan kategoriler almak yeterlidir. 

Buradan aşağıdaki örneği verebiliriz. 

 

Örnek 2.2.8: Her X topolojik uzayını ( )XE  eğrilerinin kategorisine eşleyen 

CatTop→:ε  bir fanktor belirler. 

 

Tanım 2.2.9: C ve D kategoriler olmak üzere  DCGF →:,  iki fanktor olsun. Her 

( )CObX ∈  objesini D nin bir ( ) ( )XGXFX →:η  morfizmine dönüştüren bir 

( ) ( )DMorCOb →:η  dönüşümü verilsin. Eğer C nin  her bir YXf →:  morfizmi için  

  

Xη  

( )XF                  ( )XG  

  ( )fF  ( )fG  

 
 
 

( )YF                  ( )YG  

Yη  

 

diyagramı değişmeli ise η  ya bir doğal dönüşüm denir ve  GF →:η  olarak gösterilir. 

 

Tanım 2.2.10: DCF →:  ve DCG →:  fanktorları verilsin. Bir GF →:η  doğal 

dönüşümünde her bir ( )CObX ∈  için ( ) ( )XGXFX →:η ,  D de bir izomorfizm ise η  

ya bir doğal izomorfizm, F ve G ye de doğal olarak denktir denir ve GF −~  şeklinde 

gösterilir. 

 

Teorem 2.2.11: DCFG →:,  fanktorları verilsin. GF −~  dir ancak ve ancak F1=σµ  

ve G1=µσ  olacak şekilde GF →:µ  ve FG →:σ  doğal dönüşümleri vardır. 
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Tanım 2.2.12: DCF →:  fanktoru verilsin. Eğer CFG 1~−�   ve DGF 1~−�  olacak 

şekilde CDG →:  fanktoru varsa bu kategorilere doğal olarak denktir denir ve 

DC −~ olarak yazılır. 

 

2.3. Temel Grup 

 

Örnek 2.2.3 de bahsedildiği üzere birim uzunluğundaki eğrilerin birleşimi birim 

uzunluğunda bir eğri olacak şekilde birleştirildi ğinde birleşme özelliği sağlanmaz, yani  

βα   ve  γβ  birleşimleri tanımlı olacak şekildeki γβα ,,  eğrileri için genelde αδβ )(  

ve  )(βαδ  eğrileri eşit değildir. Bu sorunu ortadan kaldırmak için denklik sınıfları 

homotopi sınıfları olacak şekilde bir  homotopi  kavramı tanımlanır.   

 

Tanım 2.3.1:  X bir topolojik uzay olmak üzere  başlangıç noktaları x ve bitiş noktaları  

y  olan  βα ,  eğrileri verilsin.  [ ]1,0, ∈ts   için  

( ) ( )ssF α=0, , ( ) xtF =,0 , ( ) ( )ssF β=1,   ve ( ) ytF =,1  

olacak şekilde sürekli bir  

[ ] [ ] XF →× 1,01,0:  

fonksiyonuna α   dan β  ya (uç noktalarına göre)  bir homotopi  denir.  Eğer böyle bir 

homotopi varsa  α   ve  β   eğrileri  (uç noktalarına göre)  homotopik  denir  ve βα −~  

{ }1,0rel  yazılır [16]. 

 

Kolayca gösterilebileceği gibi bir X  topolojik uzayında eğrilerin uç noktalara göre 

homotopik olması bağıntısı bir  denklik bağıntısıdır.  Bu denklik bağıntısına göre bir α  

eğrisinin denklik sınıfı [ ]α  olarak yazılır ve α  nın  homotopi sınıfı olarak adlandırılır. 

Homotopi sınıfları ile ilgili temel özellikler aşağıdaki şekilde sıralanabilir. 

 

Önerme 2.3.2: Bir X uzayında homotopi  bağıntısı ile ilgili aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

 i) Bir [ ] X→1,0:α  eğrisi ve  ( ) 00 =p  ve ( ) 11 =p  olacak şekilde sürekli bir 

[ ] [ ]1,01,0: →p   fonksiyonu için  αα −~p�  dir. 

 ii) 10
~αα −  ve 10

~ ββ −  ise 1100
~ αβαβ −  dir. 

 iii) ( ) ( )βαγαγβ ≠  fakat ( ) ( )βαγαγβ −~  dır. 
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 iv)  ( ) x=0α  ve ( ) y=1α  olan bir [ ] X→1,0:α  eğrisi için ααα yx 1~~1 −−  dır. Burada  

x1  ve y1   sırasıyla x ve y noktalarından birim eğrileri temsil etmektedir. 

 v)  10
~αα −  ise 1

1
1

0
~ −− − αα  dır. 

 vi) ( ) x=0α  ve ( ) y=1α  olan bir [ ] X→1,0:α  eğrisi için y1~1 −−αα  ve x1~1 −− αα  dır  

Bu özellikler kullanılarak  bir  temel grup aşağıdaki şekilde elde edilir. 

 

Önerme 2.3.3: X bir topolojik uzay ve Xx∈  olsun. x noktasındaki tüm kapalı eğrilerin 

homotopi sınıflarının cümlesi  ( )xX ,1π  üzerinde tanımlanan  

( ) ( ) ( )
[ ] [ ]( ) [ ]βααβ

πππ
֏,

,,, 111 xXxXxX →×
 

işlemine göre bir gruptur.  

 

Bu gruba  x  noktasındaki  temel grup denir. 

 

Burada bir X uzayının x noktasındaki ( )xX ,1π  temel grubunun x noktasına bağlı 

olduğuna dikkat edelim. Ancak X uzayının eğrisel irtibatlı olması halinde X in tüm 

temel grupları birbirine izomorftur. 

 

Tanım 2.3.4: Objeleri ( )xX ,  noktalı uzaylar, morfizmleri ise ( ) yxf =   olacak şekilde  

( ) ( )yYxXf ,,: →  sürekli fonksiyonlar olan kategoriye noktalı uzayların kategorisi 

denir ve ∗Top  ile gösterilir. 

 

Örnek 2.3.5: Bir X topolojik uzayı için ( )xX ,1π ,  x noktasındaki temel grup olmak 

üzere ( ) ( )xXxXGrpTop ,,,: 11 ππ ֏→∗  bir fanktordur. Burada ( ) ( )yYxXf ,,: →  

sürekli bir fonksiyon ise  f den üretilen grup homomorfizmi  

( ) ( )
[ ] [ ]( ) [ ]ααπα

πππ
ff

yYxXf

=
→

1

111 ,,:

֏
 

şeklinde tanımlanır. 
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Tanım 2.3.6: X bir topolojik uzay olsun. Her Xx∈  için ( )xX ,1π  tek bir elemanlı ise 

veya buna denk olarak başlangıç ve bitiş noktaları aynı olan tüm eğriler homotopik ise 

bu uzaya basit irtibatlı uzay denir. 

 

Örnek 2.3.7: nℜ  nin konveks bir alt cümlesi basit irtibatlıdır. 

 

Örnek 2.3.8:  Eğer X ve Y uzayları basit irtibatlı ise YX ×  de basit irtibatlıdır. 

 

Tanım 2.3.9: Her bir   Gx∈  için ( ) exf =   olan bir HGf →:  grup homomorfizmine 

aşikar dönüşüm denir [12]. 

 

Tanım 2.3.10: X bir topolojik uzay olsun. Eğer her bir Xx∈  için  

( ) ( )xXxUi ,,: 11 ππ →∗   aşikar dönüşüm olacak şekilde bir U açık komşuluğuna sahip 

ise X uzayına bir yarı yerel 1-irtibatlı uzay denir (Burada XUi →:  bir içine 

fonksiyon). 

 

2.4. Örtü Uzayları 

 

Topolojik örtü uzayı kavramı  sadece topoloji için değil,  aynı zamanda  cebir ve 

geometri gibi matematik dalları için de önemlidir.  Bir topolojik uzayının örtü uzayı 

daha sade bir yapıya sahip olduğundan bazı işlemlerde kolaylık sağlar.  Bir topolojik 

uzayın temel grubunu hesap etmede evrensel örtüden faydalanılır.  

 

Tanım 2.4.1: X ve X
~

 birer topolojik uzay, XXp →~
:  sürekli bir fonksiyon ve  U da  

X  in eğrisel irtibatlı açık bir alt cümlesi olsun. Eğer ( )Up 1−  ters görüntüsünün her bir 

eğrisel irtibatlı olan iS  bileşeni  X
~

 nın açık bir alt cümlesi ve her bir USp iSi
→:  

kısıtlanmış fonksiyonu bir homeomorfizm ise XU ⊆  alt cümlesine p tarafından 

örtülen bir komşuluk denir [2,12,17]. 

 

Tanım 2.4.2:  X bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki şartlar sağlanıyor ise XXp →~
:  

ye bir  örtü dönüşümü  ve   ( )pX ,
~

 ikilisine X uzayının bir örtü uzayı denir. 
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  i) X
~

 eğrisel irtibatlı bir topolojik uzaydır. 

  ii) XXp →~
:  sürekli bir fonksiyondur. 

  iii) Her bir  Xx∈  noktası,  p tarafından örtülen bir xUU =  açık komşuluğuna sahiptir 

[12,17]. 

 

Örnek  2.4.3: Bir XXp →~
:  örtü fonksiyonu  örten, açık ve her bir Xx∈  için 

)(1 xp−  diskredir.  

  

Tanım 2.4.4: XXp →~
:   bir örtü dönüşümü olsun.  Eğer  XXp →~

:   bir örtü 

dönüşümü  X  in her bir örtüsüne yükseliyor ise, yani her bir  XYq →~
:  örtü dönüşümü 

için pqp ~=  olacak şekilde bir tek YXp
~~

:~ →  örtü dönüşümü varsa XXp →~
:  ye 

evrensel örtü denir.  

 

Not 2.4.5 :  X  bir topolojik uzay, Xx ∈0 olsun. X  uzayının evrensel örtüsü,  X   in 

temel grupoidinin starı yani 
0

)( 1 xXπ  dır. 

 

Örnek 2.4.6: Bir XXp →~
:  örtü dönüşümünde eğer X

~
 basit irtibatlı ise XXp →~

:   

evrensel bir örtüdür. 

 

Tanım 2.4.7:  X bir topolojik uzay, ( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXp →  ve ( ) ( )00 ,~,
~

: xXyYq →  da X 

in birer örtü dönüşümü olsun. Eğer pqf = olacak şekilde bir ( ) ( )00
~,

~~,
~

: yYxXf →  

homeomorfizmi var ise p ve q örtü dönüşümleri denktir denir. 

 

Örtü dönüşümlerinin denk olması obje gruplarından faydalanılarak gösterilebilir. 

 

Tanım 2.4.8: ( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXp →  bir örtü dönüşümü olsun. Temel gruplar üzerinde 

üretilen grup homomorfizmi  ( ) ),(~,
~

:)( 0101*1 xXxXpp πππ →=   olmak üzere 

( )01 , xXπ  nin ( )( )01
~,

~
xXp π∗   alt grubuna  p nin karakteristik grubu denir. 
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Lemma 2.4.9: X yerel eğrisel irtibatlı bir topolojik uzay ve Xx ∈0  olsun. 

( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXp →  ve ( ) ( )00 ,~,
~

: xXyYq →  birer örtü dönüşümü olsun. Bu örtü 

dönüşümleri denktir ancak ve ancak  p ve q nun karakteristik grupları ( )01 , xXπ  nun 

konjuge alt gruplarıdır. 



 

 

 

 

3. BÖLÜM 

 

GRUP-GRUPOĐDLER ve MONODROMY  GRUPOĐDLERĐ 

 

3.1. Grupoid 

 

Her morfizmi bir izomorfizm olan  kategoriye bir  grupoid denir. O halde bir  kategori 

bir monoidin genelleştirilmesi olduğu gibi bir grupoid de bir grubun genelleştirilmesi 

olarak düşünülebilir.  Bu aradaki ilişkiyi vurgulamak bakımından gruptan grupoide adı 

altında Brown [18] referansı verilebilir.  Bir grup bir tek objeli bir grupoid olarak 

düşünülebilir. Topolojik grupoidleri tanımlamak için grupoid yapısını oluşturan 

fonksiyonlar gerekli olduğundan grupoid tanımını bu hedefe uygun  olarak tanımlamak 

kolaylık sağlar. Bundan dolayı  grupoid tanımını Mackenzie [6] referansında olduğu 

gibi aşağıda  verelim.  

 

Tanım 3.1.1: GO  tüm objelerin sınıfı, G tüm morfizmlerin sınıfı ve GOyx ∈,  için x den 

y ye morfizmlerin sınıfı ( )yxG ,  olmak üzere aşağıdaki fonksiyonlar verilsin. 

  1)  Her bir ( )yxGa ,∈   için   ( ) xas =   ve ( ) yat =  ile tanımlanan   

GOGts →:,  

sırasıyla başlangıç ve bitiş fonksiyonları. 

  2)  Her  bir GOx∈  objesi için x1 ,  x noktasındaki birim morfizm olmak üzere  

( ) ( )xxGxxGO xG ,1,: ∈=→ εε ֏  

ile tanımlanan  birim morfizmi fonksiyonu. 

  3)  Her bir ( )yxGa ,∈  için  ( )xyGa ,1 ∈−   olacak şekilde tanımlı olan     

                             ( ) 1,: −=→ aauaGGu ֏  

 ters eleman fonksiyonu.  

  4)  ( ) ( ) ( ){ }atbsGGabGG ts =×∈=× ,  olmak üzere 
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                                       ( ) baabGGG ts ֏,,: →×µ  

ile tanımlanan  grupoid parçalı işlemi. 

Eğer bu fonksiyonlar aşağıdaki şartları sağlar ise  G  ye  GO   üzerinde bir grupoid denir 

ve  genelde G ile gösterilir. G  nin morfizmlerine  ise G nin elemanları denir. 

 

i)  Her ( ) GGab ts×∈,   için ( ) ( ) ( ) ( )btbatasbas ==   ve   dır. 

ii) ( ) ( ) ( ) ( )atbsbtcs == ,  olacak şekildeki  Gabc ∈,,   için ( ) ( )acbbac =   dır.  

iii) Her bir GOx∈   için x1 ,  x noktasında birim morfizm olmak üzere ( ) ( ) xts xx == 11  

dir.  

iv)  Her  Ga∈   için ( ) ( ) aaaa atas == 1    ve1  dır. 

v) Her bir  Ga∈  nin ( ) ( ) ( ) ( )asatatas == −− 11  ,  olmak üzere ( )asaa 11 =−  ve 

( )ataa 11 =−   dir. 

 

Örnek 3.1.2:  Eğer  X  bir topolojik uzay ise   G=X X×  bir  grupoiddir. Burada G nin 

objeri X in elemanları olup bir ),( yx  çifti G  de x den y ye bir morfizm olarak alınır. 

Morfizlerin birleşimi ise 

),(),(),( zxyxzy =⋅  

olarak tanımlanır. 

 

Not 3.1.3: Bir G grupoidinde her bir  GOx∈   objesi için x den x e tüm morfizmlerin  

sınıfı ( )xxG ,    bir gruptur. Bu gruba  x  noktasındaki obje grubu denir. 

 

Aşağıda verilen temel grupoid kavramı topolojik uzaylardan grupoidlere bir  köprü 

sağladığından  bazı topolojik problemlerin cebirsel problemlere dönüştürülmesi 

bakımından önemlidir. Örneğin homeomorf olan topolojik uzayların temel grupoidleri 

izomorftur veya buna denk olarak temel grupoidleri izomorf olmayan uzaylar 

homeomorf değildir. Ayrıca  bazı uzayların temel gruplarının hesaplanmasında 

kullanılabilir. Örneğin 1S   birm çemberinin )1,( 1
1 Sπ  temel grubunun Z tamsayılar 

grubuna  izomorf olduğu temel grupoid  kavramı kullanılarak gösterilebilir. Bazı 

topolojik problemlere denk olan matematiğin diğer dallarındaki problemleri araştırmak 
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cebirsel topolojinin ilgi alanına girmektedir. Örneğin X  basit irtibatlı bir örtüye sahip 

bir topolojik uzay olmak üzere X  in örtü uzaylarının kategorisi ile 1π X  temel 

grupodinin grupoid örtü morfizmlerinin  kategorisi denktir [2]. Bu ise topolojiden 

ziyade cebirsel problemlerle uğraşma kolaylığı sağlar. 

 

Örnek 3.1.4: X bir topolojik uzay olsun.  X deki [ ] X→1,0:α  birim uzunluğundaki 

eğrilerinin  [ ]α  ile gösterilen uç noktalara göre homotopi sınıflarının 1π X cümlesi X 

üzerinde bir grupoiddir. Bu grupoid temel grupoid olarak adlandırılır. 

 

Burada s başlangıç ve t bitiş noktaları fonksiyonları bir [ ] X1πα ∈  için 

[ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )1    ve0 αααα == ts  şeklinde tanımlanır. Bir Xx∈  için 

[ ] xtXx ֏,1,0:1 → , x noktasında sabit eğri olmak üzere  [ ]x1  homotopi sınıfı x 

noktasındaki birim morfizmdir.  Bir  α  eğrisini takip eden bir  β  eğrisi için βα  eğri 

birleşimi  

[ ] X→1,0:βα  ( )
( )

( )











≤≤−

≤≤

=

1
2

1
,12

2

1
0,2

tt

tt

t

β

α

βα  

olmak üzere morfizmlerin birleşimi [ ][ ] [ ]βααβ =  şeklinde tanımlanır. Burada sürekli 

fonksiyonlar için Yapıştırma Lemması’ndanβα  bileşkesinin de sürekli olduğuna dikkat 

edelim.     Bir α  eğrisi için   ( ) ( )tt −=− 11 αα  olmak üzere [ ]1−α   homotopi sınıfı [ ]α  

nın grupoiddeki tersidir [6]. 

 

Not 3.1.5: Eğer X  topolojik uzayı basit irtibatlı ise bu durumda her Xyx ∈, için x den 

y ye tüm eğriler birbirine homotopik olacağından  ( )yxX ,1π  morfizmlerin cümlesi  bir  

tek elemana sahip olacaktır. 

 

Tanım 3.1.6: G ve H  birer grupoid olmak üzere eğer  HGf →:   bir fanktor ise f  ye 

bir grupoid morfizmi denir. 
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O halde objeleri tüm grupoidler ve morfizmleri ise grupoid morfizmleri olan bir 

kategori elde etmek mümkün olup, bu kategoriye grupoidlerin kategorisi denir ve Gpd 

olarak yazılır. 

 

Örnek 3.1.7: Topolojik uzayların kategorisi Top  ve grupoidlerin kategorisi Gpd olmak 

üzere her bir X topolojik uzayını  X1π  temel grupoidine dönüştüren GpdTop→:1π  

bir fanktordur [2]. 

 

Burada eğer YXf →:  bir homeomorfizm ise YXf 111 : πππ →  nin de Gpd de bir 

izomorfizm olduğuna dikkat edelim. Ayrıca X ve Y topolojik uzayları için 

( ) YXYX 111
~ πππ ×−×   izomorftur. 

 

Tanım 3.1.8: G ve H  birer grupoid olmak üzere eğer kategori olarak H, G nin  bir alt 

kategorisi ve  her bir  Ha∈  için Ha ∈−1  ise H ye G nin  bir   alt grupoidi denir. 

 

Örnek 3.1.9: Bir G grupoidinde  { }Gx OxH ∈= 1   sınıfı G nin geniş bir alt 

grupoididir. Ayrıca her GOx∈  için ( )xG , x noktasında obje grubu olmak üzere  

( )∪
GOx

xGH
∈

=   de G nin geniş bir alt grupoididir. 

 

Tanım 3.1.10: G bir grupoid ve N de G nin geniş bir alt grupoidi olsun. Eğer her 

GOyx ∈,  ve ( )yxGa ,∈  için ( ) ( )yNaxaN ⊆−1  ise veya buna denk olarak 

( ) ( )ayNxaN =  ise N  ye G nin bir normal alt grupoidi denir. 

 

Örnek 3.1.11: Bir  HGf →: grupoid morfizmi için   

( ){ }Gx OxafGaKerf ∈∃=∈= ,1  

f  nin çekirdeği,  G  nin normal  bir alt grupoididir.  

 

Bir G grupoidinde her bir GOx∈  için ( ){ }xasGaGx =∈=  cümlesine, G grupoidinin 

x noktasındaki starı denir. 
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Tanım 3.1.12: GGp →~
:  bir grupoid morfizmi olsun. Eğer her bir 

G
Ox ~∈  için 

( )xpxx GGp →~
:   kısıtlaması bijektif ise GGp →~

:  ye bir grupoid örtü morfizmi denir. 

Burada eğer G  ve G
~

 birer grup ise GGp →~
:  örtü morfizmi bir grup izomorfizmi 

olur.  Herhangi bir GGp →~
:  grupoid morfizmi ve  

G
Ox ~

~ ∈   için ( )( )xpG ~  nın ( )( )xGp ~~
 

alt grubuna p nin x~  noktasında karakteristik grubu denir [2]. 

 

Aşağıdaki,  örtü morfizmlerinin  yükselmeleriyle  ilgili önemli bir teoremdir.  

 

Teorem 3.1.13: ( ) ( )xGxGp ,~,
~

: →  bir örtü morfizmi ve F irtibatlı olacak şekilde 

( ) ( )xGzFf ,,: →  bir grupoid morfizmi olsun. Bu taktirde f  bir tek  ( ) ( )xGzFf ~,
~

,:
~ →  

grupoid morfizmine yükselir ancak ve ancak  f nin karakteristik grubu p nin 

karakteristik grubu tarafından kapsanır [2]. 

 

Teorem 3.1.14: GHqHKr →→ :,:  birer grupoid morfizmi olsun. Eğer r ve q örtü 

morfizmleri ise qr de bir örtü morfizmidir. Eğer q ve qr örtü morfizmleri ise r de örtü 

morfizmidir. Eğer r ve qr örtü morfizmleri ve rO  örten ise q bir örtü morfizmidir [2]. 

 

Önerme 3.1.15: Eğer XXp →~
: topolojik uzayların bir örtü fonksiyonu ise p den 

üretilen ( ) XXp 111

~
: πππ →  de  bir grupoid örtü morfizmidir [2]. 

 

Bir G grupoidinde her GOyx ∈,  için ( )yxG ,  boştan farklı ise G grupoidine irtibatlı  

veya geçişken denir. Bir GGp →~
:  grupoid örtü morfizminde G

~
 ve G grupoidleri 

geçişken ise p örtü morfizmine  geçişkendir denir. 

 

Tanım 3.1.16: G, GO  üzerinde bir grupoid olsun. Eğer Tanım 3.1.1 deki grupoid 

yapısını oluşturan  

GOGts →:, , GGG ts →×:µ , GOG →:ε , GGu →:  

fonksiyonları sürekli olacak şekilde G ve GO   cümleleri üzerinde birer topoloji yapısı 

varsa  G ye GO  üzerinde bir topolojik grupoid denir.  
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O halde bir topolojik grup bir objeli topolojik  grupoid olarak düşünülebilir. 

 

Örnek 3.1.17 : Eğer bir X topolojik uzayı basit irtibatlı bir örtüye sahip ise 1π X temel 

grupodi bir topolojik grupoiddir [3].  

 

Tanım 3.1.18: Bir  G  topolojik grupoidinde ),( yxGa∈  olmak üzere 

abbGGR xya .,: ֏→  dönüşümüne sağ dönüşüm, babGGL yx
a ⋅→ ֏,:  

dönüşümüne ise sol dönüşüm denir. 

 

Bir G  topolojik grupoidinde sağ ve sol dönüşümlerin  birer homeomorfizm olduğu 

açıktır.  

 

Tanım 3.1.19: Bir G  grupoidinde  her  bir  ( ){ }xasGaGx =∈= :  bir topolojiye sahip 

ve ( )yxGa ,∈ için xya GGR →: , abb ⋅֏  bir homeomorfizm ise G ye bir star 

topolojik grupoid denir [2]. Burada GO  bir elemanlı ise star topolojik grupoid bir 

topolojik grup olur. 

 

3.2 Grup-grupoid 

 

Grupoidlerin kategorisindeki bir grup objesine bir grup-grupoid denir. Grup-grupoidin 

ayrıntılı tanımı Brown ve Spencer [7] referansındaki gibi aşağıdaki şekilde verilebilir. 

Bu referansta grup-grupoidlerin kategorisinin gruplardaki  crossed modüllerin 

kategorisine denk olduğu gösterilmiştir. Buradan  hareketle daha genel olarak  çok 

işlemli grupların kategorisindeki internal  kategorilerin  bunlara karşılık gelen crossed 

modüllere denk olduğu  Porter [19]  tarafından  verilmiştir.  Burada  grup-grupoidden 

daha  genel  bir kavram olan “internal kategori” yapısı da verilmiştir [19]. Buna  göre 

grup-grupoid kavramı grupların kategorisinde bir internal kategoridir.    

 

Tanım 3.2.1: G, GO  üzerinde bir grupoid olmak üzere G ve GO  birer grup yapısına 

sahip olsun. Eğer grup yapısını oluşturan ve sırasıyla çarpım, birim ve inverse (ters) 

olarak adlandırılan  
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  i) ( ) babaGGGm �֏,,: →×  

  ii) { } Ge →∗:    (burada { }∗  tek morfizmli bir  kategori )  

  iii) 1,: −→ aaGGu ֏   

dönüşümleri birer fanktor ise G  ye GO   üzerinde bir grup-grupoid denir. Burada grup 

işlemi ile grupoid işleminini ayırt etmek için  Gba ∈,  için grup çarpımı ba�  ve 

grupoiddeki birleşim ab ⋅  olarak yazılır. 

 

Bu tanımda  m nin bir fanktor olduğu biraz daha ayrıntılı incelenirse bir G grupoidinde 

  ab ⋅ ve cd ⋅  grupoid birleşimleri tanımlı olmak üzere Gdcba ∈,,,  için  (interchange 

law) olarak bilinen 

( ) ( ) ( ) ( )cadbcdab ��� ⋅=⋅⋅  

kuralı elde edilir.  

 

Önerme 3.2.2: Eğer X  bir topolojik grup ise 1π X  bir grup-grupoiddir [7]. 

 

Tanım 3.2.3: G ve H  birer grup-grupoid ve  GHf →:  de bir grupoid morfizmi 

olsun. Eğer GHf →:   grupoidler üzerindeki grup yapılarını  koruyor ise f ye bir 

grup-grupoid morfizmi denir. 

 

Tanım 3.2.4: GHf →:  bir grup-grupoid morfizmi olsun. Eğer GHf →: ,  G ve H 

grupoidleri üzerinde bir grupoid örtü morfizmi ise f  ye bir grup-grupoid örtü morfizmi 

denir. 

 

Önerme 3.2.5: X,  basit irtibatlı bir örtüye sahip olan irtibatlı bir topolojik uzay olsun. X  

topolojik uzayının örtülerinin kategorisi XTCov  ve  1π X  temel grupoidinin grupoid 

örtülerinin kategorisi XGdCov 1π  denktir [2]. 

 

Bunlara ilaveten  eğer  X  bir topolojik grup ise  X in topolojik grup örtülerinin 

kategorisi XTGpCov  ile  1π X nin grup-grupoid örtülerinin kategorisi XGpGdCov 1π   

nin  denk olduğu Brown ve Mucuk [10] referansından bilinmektedir. Topolojik gruptan 
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daha genel olan H - grubu kavramı için benzer bir kategori denkliği  Bölüm 5 de 

verilecektir. 

 

3.3 Monodromy Grupoidi 

 

Monodromy grupoid kavramı hem bir topolojik uzayın temel grupoid yapısını hem de   

bir topolojik grubun evrensel örtüsünü genelleştiren bir yapı olması bakımından  

önemlidir. Monodromy  grupoidi yapısı farklı iki yolla oluşturulabilir. Fakat bazı şartlar 

altında bu grupoidler denktir. Bunlardan biri  [20] referansındaki Lie grupları için 

verilen bir yapıya benzer olarak  Paradines [21]  tarafından ele alınmış ve daha sonra 

Brown ve Mucuk [10] tarafından geliştirilmi ştir. Diğeri ise direkt olarak   bir topolojik 

grupodin starlarının evrensel örtülerinin birleşimi olarak tanımlanır [6]. Daha sonra bazı 

şartlar altında bunların denk olduğu [5] referansında gösterilmiştir. 

 

Monodromy grupoidinin birinci yapısını oluşturabilmek için önce kısaca free (serbest) 

grupoid kavramını açıklayalım.  G bir topolojik grupoid ve W  da tüm birimleri 

kapsayan G nin  açık bir alt cümlelesi olsun. W cümlesi G  deki grupoid  yapısının 

kısıtlaması ile bir pregrupoid olur (Crowell-Smythe [4] ).   Yani W,  GOWts →:,  

başlangıç ve bitiş fonksiyonlarına sahip ve ( )bs  = ( )at  olacak şekildeki  Wba ∈,  için 

Wab ∈�   işlemi tanımlıdır.  )()( 1+= ii asat  olmak üzere ).....( 1aau n=  W da  bir zincir 

olarak adlandırılır.  { }WaaW ∈= :  olmak üzere WW ∪  üzerinde tanımlı zincirler bir 

kategori oluşturur ve bu kategori )(WP  ile gösterilir.  Burada  ).....( 1aau n=  ve 

).....( 1bbu m=  zincirleri için )()( 1bsat n =   olduğunda uv�  birleşimi  tanımlı olup  

).....,,...,().....(),...,( 1111 aabbaabbuv nmnm == ��  

olarak tanımlanır. )(WP  üzerinde  aşağıdaki şekilde bir denklik bağıntısı tanımlanır: 

)(, WPvu ∈  için   vu ~ ⇔ u  ya ii aa  veya  ii aa  şeklindeki elemanlarının eklenip  veya 

çıkarılması ile v elde edilir. 

 

Yukarıda tanımlanan bağıntı bir denklik bağıntısıdır ve bu denklik bağıntısına  göre 

denklik sınıflarının cümlesi ( ) [ ]{ })(: WPuuWF ∈=  dir. Bu şekilde tanımlı ( )WF  bir 

grupoid  olup bu grupoid  W üzerindeki  free grupoid olarak adlandırılır. 
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( )WF  , W üzerindeki free grupoid olsun. N grupoidi, a,b, ba∈  W olmak üzere 

[ ] [ ][ ]abab 1−⋅  formundaki elemanlar tarafından üretilen F(W) nın normal alt grupoidi 

olsun.  Burada ab ⋅  nin grupoiddeki birleşim, ]][[ ab  nın ise free grupoiddeki birleşim 

olduğuna dikkat edelim.  ( )WF /N nin bölüm grupoidi M ( )WG,  ile gösterilir ve G nin 

monodromy grupoidi olarak adlandırılır [10].   

 

Burada  F(W)  nin yapısından verilen herhangi bir HWf →:  grup lokal morfizmi 

önce bir  HWFf →)(:ˆ  grupoid morfizmine ve daha sonra bir  HWGMf →),(:
~

 

morfizmine genişler.  Bundan dolayı monodromy grupoidi bir lokaldan globala problem 

(local to global) olarak bilinir. 

 

Bir G topolojik grubunun MG ile gösterilen  monodromy grupodi,  xG  starlarının 

evrensel örtüsü kavramı kullanılarak  aşağıdaki şekilde oluşturulur [6]. Bunun için önce 

bir X topolojik uzayının herhangi bir noktasındaki evrensel örtüsünü hatırlatalım:  Basit 

irtibatlı bir örtüye sahip olan bir   X  topolojik uzayı ve   bir  x X∈  noktası verilsin. X in 

basit irtibatlı bir örtüye sahip olması şartı buna denk olarak X in yarı lokal basit irtibatlı 

olması şeklinde ifade edilebilir. Buraki düşünce X in her bir noktasının X in örtülerine 

yükselebilen bir komşuluğu bulunmasıdır.  Xx∈   noktasından başlayan eğrilerin (uç 

noktalarına göre) homotopi sınıflarının cümlesi  xX )( 1π   ve  xX )( 1π  deki her bir 

homotopi sınıfını o eğrinin bitiş noktasına eşleyen fonksiyon   XXp x →)(: 1π    olsun.   

X  topolojik uzayının    x X∈  noktasındaki  evrensel örtüsü  ),)(( 1 pX xπ   çifti olarak 

bilinir.  

 

Şimdi G bir topolojik grupoid ve her bir xG  starı (başlangıcı x olan morfizmlerin sınıfı) 

basit irtibatlı bir örtüye sahip olmak üzere G  nin monodromy grupoidi tanımı aşağıdaki 

şekildedir. 

 

Tanım 3.3.1: G   bir topolojik grupoid ve her bir xG  starı  basit irtibatlı bir örtüye sahip 

olsun. xG  uzayının  x1  noktasındaki ( )( )
xxG 11π  evrensel örtüsü  ( )

xxG 1

~
şeklinde 

gösterilsin.  O halde 
xxG 1)

~
( nin elemanları başlangıcı x1  olan xG  deki eğrilerin 
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homotopi sınıfıdır, yani [ ] xGa →1,0: , gaa x == )1(,1)0(  ve [ ]1,0∈∀ t  için ( ) xtas =)(  

olacak şekildeki eğrilerin homotopi sınıfıdır. 

 

                                                x                                             y  

                                

                                            x1                      ( )ta                 g  

                                                                                   

                                                  x                                    x  

 

MG  ile gösterilen G  nin monodromy grupoidi  MG = ( )∪
G

x
Ox

xG
∈

1

~
ile tanımlanır. Burada 

)()( GObMGOb =  ve )(),( GObyx ∈∀  için MG( )yx,   başlangıcı xa 1)0( =  ve 

yat =))1((  olacak şekildeki [ ] ,1,0: xGa →  eğrilerinin homotopi sınıfı olarak alınır. O 

halde yukarıdaki diyagramdaki  a eğrisinin homotopi sınıfı  MG de x den y ye bir 

morfizmdir.  MG , GO  üzerinde 

                                   MG( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( ) [ ]ababzxMGyxMGzy ∗→× ֏,,,,,   

                                         




≤≤⋅−
≤≤

=∗
12/1),1()12(

2/10,)2(
))((

tatb

tta
tab      

       

şeklinde tanımlı parçalı işlemi ile bir grupoid  olup  bu grupoid  G  nin monodromy 

grupoidi olarak adlandırılır [5,6]. 

 

Bu grupoid işlemi aşağıdaki şekilde gösterilebilir. 

                                                                                                                        

 

x1
 

x  

x  x  

x  

x  

y  z  

x  

x  

x  

x  h  y1
 

g
 

x  

y  y  

[ ]a  

[ ]b  

x  

x  

z  

x  

x1
 

gh ⋅  [ ]ab∗  
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Her iki yollada  tanımlanan ( )WGM ,  ve MG  grupoidlerinin denk olduğu örtü 

fonksiyonu özellikleri kullanılarak [5] referansında gösterilmiştir.   

 

Örnek 3.3.2: (i)  Eğer G  bir topolojik grup ise bir tek objesi olan bir  topolojik grupoid 

olacağından G nin monodromy grupoidi G nin  evrensel  örtüsü, yani ( )( ) eGMG 1π=  

dir. 

 (ii) X bir topolojik uzay olmak üzere  G topolojik grupoidi  G=X X×   ise 

{ } XXxGx ≅×=  olacağından  G nin monodromy grupoidi  

                                    MG = ( ) ==
∈∈

x
XxXx

x XG
x

)(
~

11 ∪∪ π 1π X  

temel grupoidi olur. 

 

O halde monodromy grupoid yapısı hem evrensel örtü yapısını, hem de temel grupoid 

kavramını genelleştiren bir yapıdır. 

 

Not 3.3.3: Eğer  X  bir topolojik grup ise XXG ×=  topolojik grupodinin monodromy 

grupoidi XMG 1π=  olup bir grup- grupoiddir.   

 

Buradan hareketle eğer G  topolojik grubu bir grup-grupoid ise MG  monodromy 

grupoidinin de bir grup-grupoid olabilirmi  sorusu akla gelebilir.   Bunun için önce 

aşağıdaki tanımı verelim.  

 

Tanım 3.3.4: G bir grup-grupoid olsun. Eğer grup ve grupoid yapısındaki tüm işlemler  

sürekli olacak şekilde G ve GO üzerinde birer  topoloji yapısı varsa G ye bir topolojik 

grup-grupoid denir [22].  

 

Örnek 3.3.5: G  değişmeli bir topolojik grup ise  bir topolojik grup-grupoiddir. 

 

Örnek 3.3.6: X  bir topolojik grup ise XXG ×=  bir topolojik grup-grupoiddir. 

Burada XXG ×=  nin morfizmleri ),( yx  ikilileri olmak üzere başlangıç ve bitiş 

fonksiyonları sırasıyla xyxs =),(  ve  yyxt =),( şeklinde tanımlıdır. G üzerindeki 

grupoid birleşimi  
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                                          ),(),(),( zxyxzy =⋅  

ve grup işlemi ise  

                                          ),(),(),( ytxzyxtz ��� =  

şeklinde tanımlıdır. Diğer taraftan  XXG ×=  üzerindeki topoloji çarpım topolojisi 

olduğu için başlangıç, bitiş, birim, ters eleman, grup ters dönüşümleri, grup işlemi ve 

grupoid birleşimi süreklidir. Dolayısıyla XXG ×=  bir topolojik grup-grupoiddir [22]. 

 

Örnek 3.3.7: Eğer X  bir topolojik grup ve topolojisi basit irtibatlı bir örtüye sahip ise 

X1π  temel grupoidi bir topolojik grup-grupoiddir [22]. 

 

Teorem 3.3.8: Eğer  G  bir topolojik grup-grupoid ise MG monodromy grupoidi bir 

grup-grupoiddir. 

 

Đspat: G bir topolojik grup-grupoid olsun.  O halde G ve GO  üzerinde birer grup yapısı 

mevcut olup grup yapısındaki  

  i) ( ) babaGGGm �֏,,: →×  

  ii) { } Ge →∗:     

  iii) 1,: −→ aaGGu ֏  

dönüşümleri  birer fanktordur. Burada    

 

                                       babaGGGm �֏),(,: →×  

                                        tyzxtzyx ba
ba

��֏
�→→→ ,  

grup işlemi bir fanktor olduğundan ),( yxGa∈  ve ),( tzGb∈  iken  

),( tyzxGba ��� ∈   ve gerekli olan birleşimler mümkün olduğunda interchange kuralı 

olarak bilinen  

( ) ( ) )()( dbcadcba ⋅⋅=⋅ ���  

eşitli ği sağlanır. Diğer taraftan MG nin GO  üzerinde bir grupoid olduğunu ve GO  

üzerinde bir grup yapısının var olduğunu biliyoruz.  Burada   MG 

[ ] [ ] [ ]abab

MGMGMG

∗
→×
֏,
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



≤≤⋅−
≤≤

=∗
12/1),1()12(

2/10,)2(
))((

tatb

tta
tab  

parçalı işlemine göre  GO  üzerinde bir grupoiddir [6].  Şimdi MG üzerinde aşağıdaki 

şekilde bir grup işlemi tanımlayalım.     

                                   

                                              ][])[],([, babaMGMGMG �֏→×  

 

Şimdi bu işlemin iyi tanımlı olduğunu gösterelim.  Homotopi kavramından   

[ ]aa ∈1   ise  aF =0  ve  bF =1   olacak şekilde sürekli bir  GIFt →:   )10( ≤≤ t    

fonksiyonu  

[ ]bb ∈1   ise  bH =0  ve  11 bH =   olacak şekilde sürekli bir  GIH t →:  )10( ≤≤ t   

fonksiyonu vardır. 

 

Burada G  bir topolojik grup-grupoid  olduğundan  babaGGG �֏),(,→×  grup  

işlemi  sürekli olup dolayısıyla  GIHFK ttt →= :�   )10( ≤≤ t  fonksiyonu süreklidir. 

Burada   

baHFK �� == 000 , 11111 baHFK �� ==  

olup 11 ba �    ile ba �  homotopiktir. Burada ba �  her    [ ]1,0∈t  için 

)()())(( tbtatba �� =  

ile tanımlıdır.  O halde MG  üzerindeki grup işlemi iyi tanımlıdır.  Şimdi grup şartlarının 

sağlandığını gösterelim.  MG  üzerinde bu şekilde tanımlanan işlemin grup 

aksiyomlarını sağladığını göstermek kolaydır. Gerçekten    

 

(i) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )cMGcba ���� b[a][c])ba(için ,, =∈∀  dir.  

(ii) MG nin birim elemanı  ]1[ e  dir. 

x y 

x x 

z t

z z 

yt 

zx�  zx�  

[ ]a  [ ]b  [ ]ba �
 

x1
 z1,  zx 11 �

 

zx�  ty �

g h hg �  
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1−x 1−x

1−y
1−x

=][a =][a

(iii) Bir  MGa ∈][  nin tersi MGa ∈][   dır. Burada )()( tata =   ile tanımlanır. 

 

 

dir. 

 

Son olarak interchange kuralının sağlandığını gösterelim. Burada 

                                [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )cadbcdab ��� ∗=∗∗ )()()(  

eşitli ği yerine , 

                                                  [ ] [ ] [ ] [ ]cadbcdab ��� ∗=∗∗  

eşitli ğinin sağlandığının gösterilmesi yeterli olacaktır. Burada  

 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )




≤≤⋅−
≤≤





≤≤⋅−
≤≤

=∗∗
12/1),1()12(

2/10,2

12/1,112

2/10,2
)(

tctd

ttc

tatb

tta
tcdab ��  

                            =
( ) ( )





≤≤⋅−⋅−
≤≤

12/1),1()12()1()12(

2/10,22

tctdatb

ttcta

�

�
 

                            =
( ) ( )
( ) ( )( ) ( )




≤≤⋅−−
≤≤

12/1,)1()1(1212

2/10,22

tcatdtb

ttcta

��

�
 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )





≤≤⋅−−
≤≤

=





≤≤⋅−
≤≤

=∗

12/1)),1()1(())12()12((

2/10,22

12/1,112

2/10,2
)(

tcatdtb

ttcta

tcatdb

ttca
tcadb

��

�

��

�
��

 

 

olduğundan  

                                 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )cadbcdab ��� ∗=∗∗ )()()(  

olduğu görülür. Dolayısıyla MG bir grup-grupoiddir. 

 

     

 

                                                 nin tersi 
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G bir topolojik grupoid olsun. W  tüm birimleri kapsayan G nin  bir  açık alt cümlesi 

olmak üzere ( )WF , W üzerinde bir free grupoid olsun. N, ba, a, b ∈ W olmak üzere 

[ ][ ][ ]abba 1−  formundaki elemanlar tarafından üretilen F(W) nin normal alt grupoidi 

olsun. ( )WF /N bölüm grupoidinin M ( )WG,  ile gösterildiği ve G nin monodromy 

grupoidi olarak adlandırıldığı ifade edilmişti. Bu yolla elde edilen M ( )WG,  grupoidinin 

bir topolojik grupoid olduğu [5] referansında gösterilmiştir. Diğer bir monodromy 

grupoid yapısı ise bir G topolojik grubu için MG  monodromy grupodi, xG starlarının 

evrensel örtüsü kullanılarak  oluşturulmuştur [6]. Bu yolla elde edilen MG  monodromy 

grupodi üzerinde de  bir topolojik grupoid yapısı olduğu gösterilebilir. Şimdi bunun için 

gerekli olacak bazı  tanımları verelim. 

 

Tanım 3.3.9: G bir grupoid ve GO  bir topolojik uzay olsun. U, GO  de açık bir cümle 

olmak üzere aşagıdaki şartları sağlayan bir  s: GU →  fonksiyonuna bir  “uygun lokal 

kesit ” denir [23]. 

 

i) ( )( ) xxsUx =∈∀ αiçin  

ii) ( )( ) GOUs ,β  de açık olmalı 

iii) )(: UsUs ββ →  bir homeomorfizmdir.  

 

Tanım 3.3.10: G bir grupoid, WOG ⊆ olacak şekilde W, G nin bir alt cümlesi ve W 

üzerinde bir topolojik uzay yapısı bulunsun. Her  Ww∈ için aşağıdaki şartlar 

sağlanacak şekilde  bir GUs →:  bir uygun lokal kesit varsa ( )W,,βα  ya “sürekli 

uygun lokal kesite sahiptir ” denir [23]. 

 

i) ( )( ) wws =α  

ii) ( ) WUs ⊂   

iii) WUs →:  sürekli. 

 

Tanım 3.3.11: X  basit irtibatlı örtüye sahip bir topolojik uzay olsun. W, X in bir alt 

cümlesi olsun. Eğer W  alt cümlesi açık,eğrisel irtibatlı ve ( )xWWx ,için 1π∈∀   tek 

elemanlı ise W ya  kanonik  bir cümle denir [23]. 
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Tanım 3.3.12: G bir topolojik grupoid ve W, G nin bir alt uzayı olsun. Eğer her bir 

xx GWW ∩=  irtibatlı ise W  ya star irtibatlı ve eğer her bir xW  kanonik ise W ya star 

kanonik denir [23]. 

 

Şimdi MG monodromy grupoidinin bir topolojik grupoide dönüştürülmesine yönelik bir 

sonuç verelim. 

   

Teorem 3.3.13: G bir topolojik grupoid ve W, G nin aşağıdaki şartları sağlayan açık  bir 

alt cümlesi olsun. 

a) WOG ⊆  

b) 1−= WW  

c)  W, G yi üretir. 

d) ( )WWW ,,βα  sürekli uygun lokal kesite sahip olsun. 

GMp OOO →:  objeler üzerinde birim dönüşüm olacak şekilde GMp →:  bir grupoid 

morfizmi,  GWiip →= :
~

 dahil etme dönüşümü ve ( ) MWiW ,
~~ =  yi üretecek şekilde 

MWi →:
~

 bir yerel morfizm olsun. Bu durumda GMp →:  bir  topolojik grupoid 

morfizmi olacak şekilde M üzerinde bir topolojik grupoid yapısı vardır [5]. 

 

Şimdi bu teoremin bir sonucu olarak G ve W üzerinde uygun şartların sağlandığı kabul 

edilerek  MG  monodromy grupoidinin bir topolojik grupoide dönüştürülebileceği 

aşağıdaki şekilde verilebilir. 

 

Teorem 3.3.14:  Bir  G   topolojik grupoidi ile  her bir xW  starı kanonik olacak şekilde  

G nin bir W açık alt cümlesi verilsin.  Kabul edelim ki aşağıdaki şartlar sağlansın: 

a) WOG ⊆ ,  yani W tüm birim morfizmleri içersin. 

b) 1−= WW  

c)  W, G  yi üretsin. 

d) ( )WWW ,,βα  sürekli uygun lokal kesite sahip olsun. 

e) VW ⊆2  olacak şekilde G  de star kanonik bir V alt cümlesi bulunsun.  
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Bu durumda GMGp →:   bir topolojik grupoid morfizmi olacak şekilde MG üzerinde 

bir topolojik grupoid yapısı vardır. 

 

Đspat:  Đspat için  Teorem 3.3.13 ün koşullarının sağlandığını göstermek yeterlidir.   

GMGp →:  [ ] )1()( aap =  ile tanımlanan  p  bir grupoid morfizmi olup 

GMGp OOO →:  objeler üzerinde birim,  GWiip →= :
~

 dahil etme dönüşümüdür. 

Şimdi  bir MGWi →:
~

 yerel morfizmini tanımlayalım. ( )yxWu ,∈  olsun. Burada 

( )yxGWyxW ,),( ∩=  dir. O halde xWu ∈  dir. xW  star kanonik olduğundan eğrisel 

irtibatlıdır ve x1  den  u ya  bir a eğrisi vardır. Burada xx W∈1 dir.  

                                                     [ ]auMGWi ֏,:~ →  

                                                 

şeklinde tanımlayalım. xW  kanonik olduğundan { }∗=),(1 xWxπ  dır ve homotopi 

sınıfının tekliğinden i
~

iyi tanımlıdır. 

 

Şimdi ise i
~

nın bir yerel morfizm olduğunu gösterelim. ( ) ( )zyWvyxWu ,,, ∈∈  ve 

Wvu∈ olsun. VW ⊂2  ve V  star kanonik olduğundan  

                                           

                                                         ( ) ( ) ( )uivivui
~~~ =  

dır. Dolayısıyla  i
~

 bir yerel morfizmdir.  Bunlara ilaveten ( )WiW
~~ =  nin  MG yi 

ürettiği Mucuk [23] tarafından ayrıntılı olarak verilmiştir. Böyle bir teknik yöntem 

ileride MG nin daha genel hali olan ( )HMG  için verileceğinden  burada ispatın 

ayrıntısına yer verilmemiştir.  O halde Terorem 3.3.13 den GMGp →:  bir  topolojik 

grupoid morfizmi olacak şekilde MG  üzerinde bir topolojik grupoid yapısı vardır [5]. 

 

 

 

 

 

[a]=  1x u 
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4. BÖLÜM  

 

GENELLE ŞTĐRĐLM ĐŞ  MONODROMY   GRUPOĐD 

 

4.1.  Topolojik Gruplarda  Örtü Grubunun  Varlı ğı 

 

G bir topolojik grupoid olsun.  Her  bir xG   starı evrensel bir örtüye  sahip ise   G  nin 

monodromy grupoidinin  xG  starlarının evrensel örtülerinin bileşkesi olarak 

tanımlandığını Bölüm 3.3  den biliyoruz.  Diğer yandan bir  X  topolojik uzayının bir 

Xx ∈0  noktasındaki  ),( 01 xXπ  temel grubunun bir H  alt grubuna karşılık gelen bir   

örtü uzayı  Rotman [12] tarafından verilmiştir.  Burada H  nin sadece birimden oluşan 

bir grup olması halinde bu örtü evrensel örtüyü verir.  Bu kesimde Rotman [12] 

referansındaki bu yapı verilerek monodromy groupoid yapısındaki  starların evrensel 

örtülerden ziyade bunların yerine bu tür örtüler alınarak  daha genel olan bir 

monodromy grupoidi  yapısı elde edilecektir. 

 
Topolojik grupların evrensel örtüsü diğer bir yolla  Douady ve Lazard [20], aşağıdaki 

şekilde oluşturmuştur:  G bir topolojik grup ve U da e birim elemanının  simetrik  açık 

bir komşuluğu olsun. U üzerindeki free grup )(UF   ve  Uabba ∈,,  olmak üzere 

[ ] [ ] [ ]baab 1−   şeklindeki elemanlar tarafından üretilen )(UF  nun normal  alt grubu  N 

olsun.   Buradan NUF /)(  bölüm grubu UG  olmak üzere bir UGU →:ι   içine 

fonksiyonu mevcuttur.  Herhangi bir HUf →:  lokal grup homomorfizmi için 

ιff
~=   olacak şekilde bir tek HGf U →:

~
 grup homomorfizmi  genişlemesi vardır.  

Özel olarak GUi →:   içine fonksiyonuna karşılık  bir tek  GGp U →:  grup 

homomorfizmi vardır.   UGU →:ι  içine fonksiyonunda  UU
~

)( =ι  olsun.  U 

üzerindeki topoloji UU
~

: →ι  bir homeomorfizm olacak şekilde önce U
~

 ya daha sonra 
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da sağ dönüşümler yardımı ile UG  üzerine yaygınlaştırılır.  Bu şekilde UG  üzerinde 

elde edilen topolojiye göre  sağ ve sol donüşümler birer homeomorfizm ve GGp U →:   

bir örtü  fonksiyonudur [20]. Bunlara ilaveten G  üzerindeki  bazı  şartlar altında  

GGp U →:  bir evrensel örtü morfizmidir.  

Topolojik grupların daha genel olan  örtü grupları kavramı  Scherer grupları yardımı ile 

Plautt [24]  de verilmiştir. 

 

Douady ve Lazard [20]  bu yapının grupoid durumuna uygulanması ve bu yolla  

monodromy grupoidinin  elde edilmesi ile ilgili bir taslak  Pradines  nin önerisi ile    

Brown [2]  referansında verilmiş, daha sonra  Brown- Mucuk [25]  referansında da 

ayrıntılı ispatlar verilmiştir.  

 

Şimdi X   basit irtibatlı  bir örtüye sahip olan, yani evrensel örtüye sahip,  bir topolojik 

uzay olsun. Yukarıda bahsedilen   Rotman [12] referansındaki  yapı aşağıdaki şekilde 

oluşturulmuştur. 

 

 X  evrensel bir örtüye sahip bir topolojik uzay ve Xx ∈0  olsun.   X  in 0x  noktasındaki 

( )01 , xXπ  temel grubunun bir alt grubu H ve  başlangıç noktası  0x  olan X  deki  tüm  

eğrilerin  cümlesi ( )0, xXP  olsun. ( )0, xXP  cümlesi üzerinde bir bağıntı aşağıdaki 

şekilde tanımlansın:  ( )0,, xXP∈βα  için  βα H~   dir  ancak ve ancak ( ) ( )11 βα =  ve 

[ ] H∈− αβ 1  dir.  Bu şekilde tanımlı bağıntı bir denklik bağıntısıdır. α  eğrisinin denklik 

sınıfını  
H

α  ve tüm denklik sınıflarının cümlesini HX
~

 ile gösterelim. 0x  noktasındaki 

birim eğri   0e  olmak üzere  HH
Xex
~~

00 ∈=   olsun. Ayrıca 

( )1,
~

: αα ֏
HH XXp →   şeklinde tanımlanan bir fonksiyon olsun. Burada açık 

olarak  00 )~( xxp =  dır.  Eğer X  topolojik uzayı eğrisel irtibatlı ve basit irtibatlı bir 

örtüye sahip ise ( )1,
~

: αα ֏
HH XXp →  bir örtü fonksiyonu olacak şekilde HX

~
  

üzerinde bir topoloji vardır. Buna ilaveten  ( )1,
~

: αα ֏
HH XXp →  nin 

karakteristik grubu H dir. 
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HX
~

 üzerindeki topoloji yapısı bazı ispatlarda gerekli olduğundan şimdi bu topolojiyi 

tanıtalım.  

 

Tanım 4.1.1: ( )0, xXP∈α  ve ( )1α  in bir açık komşuluğu U olsun. ( ) ( )10 αλ =    ve 

( ) UI ⊂λ  olacak şekilde αλ=F    şeklinde tanımlı bir ( )0, xXPF ∈  eğrisine  α   nın   

U da bir  devamı denir.   

 

Tanım 4.1.2: Bir ( )0, xXP∈α  için 
H

x α=~  ve   x=)1(α   in açık bir komşuluğu U  

olmak üzere 

( ) ( ) { }ıdevamnin    de,
~

,~, αα XFXFUxU HH
∈==  

tüm  ( )xU ~,   cümleleri HX
~

 üzerindeki  bir topoloji için bir bazdır. 

 

Teorem 4.1.3: ( )0, xX  noktalı bir topolojik uzay ve ( )01 , xXπ  temel grubunun bir alt 

grubu H olsun. Eğer X   eğrisel irtibatlı ve basit irtibatlı bir örtüye sahip ise  ( )pX H ,
~

 

çifti   X  in bir örtü uzayı ve ( )( ) HxXp H =∗ 01 ,
~π  dir [12]. 

 

Not 4.1.4: ( )0, xX   bir noktalı  topolojik uzay,   X   eğrisel irtibatlı ve  basit irtibatlı bir 

örtüye sahip olsun. Bir  ( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXq →    örtü fonksiyonu verilsin.  

( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXq →   nun karakteristik grubu H  olmak üzere   Lemma 2.4.7 den  q  örtü 

fonksiyonu   H  ye karşılık gelen  XXp H →~
: örtü dönüşümüne denktir. 

  

Tüm bunların bir sonucu olarak aşağıdaki teorem verilebilir. 

 

Teorem 4.1.5 : X irtibatlı ve basit irtibatlı bir örtüye sahip olan bir topolojik grup olsun.  

Xe∈  birim eleman olmak üzere bir  ( ) ( )eXeXq ,~,
~

: →  örtü dönüşümü verilsin. Bu 

durumda X in grup yapısı X
~

 ya yükselir, yani  X
~

 birim elemanı e~  olan bir topolojik 

grup ve  ( ) ( )eXeXq ,~,
~

: →   bir topolojik grup morfizmi olacak şekilde X
~

 üzerinde bir 

grup yapısı vardır [12]. 
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4.2 Genelleştirilmi ş Monodromy Grupoid 

 

Bu bölümde,  Bölüm 4.1 de  tanıtılan örtü uzayı yapısı  monodromy grupoidine 

uygulanarak bir genelleştirilmi ş monodromy grupoid yapısı elde edilerek  bununla ilgili 

bazı sonuçlar verilecektir.  

 

Bunun için önce aşağıdaki hazırlığı yapalım.  

 

G bir topolojik  grupoid ve H da G1π  temel grupoidinin  normal bir  alt grupoidi olsun.  

G  topolojik grupoidinde ),( yxGg ∈∀  için  

                                      ghhGGR xyg ⋅→ ֏,:  

sağ dönüşümü bir homeomorfizm olduğundan  

                                    [ ] [ ]gaaGGR xyg ⋅→ ֏),()(:)( 111 πππ  

dönüşümü bir izomorfizmdir. Burada gtatga )())(.( =  ( )10 ≤≤ t  ile tanımlıdır. Şimdi  

kabul edelim ki H  normal alt grupoidi ),( yxGg ∈∀  için )(1 gRπ  grupoid izomorfizmi 

altında invaryant, yani  [ ] Ha ∈ ve [ ] )(1 yGa π∈  iken [ ] Hga ∈⋅  olsun. 

 

Diğer taraftan GH 1, π  nin bir alt grupoidi olduğundan GOx∈∀   için )1( xH  obje 

grubu ( )xG 1,1π  temel grubunun bir alt grubudur. Aynı şekilde GGx ⊆  olduğundan  

)1,(1 xxGπ  temel grubu da ( )xG 1,1π  nin bir alt grubudur. Buradan   ( ) ( )xxx HG 11,1 ∩π   

kesişimi de  ( )xG 1,1π  nin bir alt grubudur.    O halde  

)1,()1,()1( 11 xxxx GGH ππ ≤∩       (1) 

ifadesinin her iki tarafını )1,(1 xxGπ ile kesiştirilirse  

                                       )1,()1,()1( 11 xxxxx GGH ππ ≤∩  

 alt grubu elde edilir. Burada )1,()1( 1 xxx GH π∩  ifadesi  )(xH  ile gösterilirse  

)1,(1 xxGπ  nin bir    )(xH   alt grubu elde edilmiş olur.  

 

Şimdi Bölüm 4.1 deki bağıntıya benzer olarak aşağıdaki şekilde bir bağıntı 

tanımlayalım. 
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Önerme 4.2.1: G bir topolojik  grupoid ve H  da G1π  temel grupoidinin  normal bir  alt 

grupoidi olsun.   G üzerinde başlangıç noktaları birim olan  tüm eğrilerin sınıfı   

üzerinde bir H~  bağıntısı aşağıdaki şekilde tanımlansın.  Bu tür a ve b eğrileri için  

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] Habbababa H ∈==⇔ −1 ve11,00~  

dir.  Bu şekilde tanımlanan bağıntı  bir denklik bağıntısıdır. 

 

Đspat: Gerçekten  

  i) Bir  a  için ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] [ ] Haaaaaa a ∈=== −
)0(

1 1 ve11,00  olduğundan  aa H~  

dir.  Burada H normal bir alt grupoid olduğundan  [ ] [ ] Haa a ∈=−
)0(

1 1   olduğuna 

dikkat edelim. 

 

  ii) Eğer a ve b  için ba H~  ise ( ) ( ) ( ) ( )11,00 baba ==   ve    [ ] Hab ∈−1   dir.    H  bir 

alt grupoid  olduğundan [ ] [ ] Hbaab ∈= −−− 111  olup  ab H~  dır. 

 

  iii)  ba H~   ve cb H~   ise ( ) ( ) ( ) ( )11,00 baba ==  ve ( ) ( ) ( ) ( )11,00 cbcb ==   

olacağından ( ) ( )00 ca =   ve  ( ) ( )11 ca =    dır.  Ayrıca ba H~   ve cb H~  den  

[ ] Hab ∈−1  ve [ ] Hbc ∈−1  olduğundan  [ ] [ ] [ ] [ ] Hacabbcabbc ∈== −−−−− 11111  dir.   

Buradan da ca H~  dır. 

 

Bu denklik bağıntısına göre  bir a  eğrisinin denklik sınıfını 
H

a  ile gösterilsin. 

Buradan anlaşılacağı üzere bu denklik bağıntısı her bir xG  üzerinde tanımlanan ve 

başlangıcı x1  birim olan eğrilerin sınıfı olan )1,( xxGP  üzerinde  bir denklik bağıntısı 

oluşturur.  Bu denklik bağıntısına göre  her bir )1,( xxGP  deki  tüm eğrilerin  denklik 

sınıflarının cümlesi ( ) ( )xHxG
~

  ile gösterilsin.  Şimdi  

 

( ) ( )∪
GOx

xHxH GMG
∈

= )(

~
 

 

olarak tanımlanan   ( )HMG   nin GO  üzerinde bir  grupoid olduğunu gösterelim. 
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Teorem 4.2.2:  G  bir topolojik grupoid, GH 1π⊆  bir normal alt grupoid olsun. Kabul 

edelimki H  alt grupoidi ),( yxGg ∈∀  için )()(:)( 111 xyg GGR πππ →  grupoid 

izomorfizmi altında invaryant olsun.  Bu taktirde ( ) ( ) ( )∪
G

x
Ox

HxH GMG
∈

= 1

~
,  GO  üzerinde 

bir grupoiddir.  

 

Đspat: Şimdi  ( )HMG  nin bir grupoid olduğunu göstermek için  grupoid yapısını 

oluşturan fonksiyonları  aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

 

1)  Başlangıç ve bitiş fonksiyonları  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ))1(),0(,:, atatasasOMGts
HHGH ==→   ile tanımlansın. 

2)  Birim morfizmler fonksiyonu ( ) ( ) xHHG x
xxMGO 1,1,: 1=→ εε ֏  noktasında 

kapalı eğri, olarak alınsın. 

3) Ters morfizmler fonksiyonu  

 ( ) ( ) ( )
HHHHHH aaauaMGMGu ==→ −1,: ֏  olsun.  

Burada [ ] ( ) 1))1((1,1,0: −⋅−→ atatGa ֏     ile tanımlıdır. 

4) Grupoid parçalı işlemi “concatination”  olarak bilinen  

( ) ( ) ( ) ( )
HHHHHHHtsH abababMGMGMG ∗=∗→× ֏,,:µ  

 

                   ( )( )








≤≤⋅−

≤≤
=∗

12/1,)1()12(

2/10,)2(

tatb

tta

tab                                                  

ile verilsin. Burada ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
HHHHHtsH atbsabMGMG ==× :,  dir. Bu şekilde 

tanımlanan µ  işlemi iyi tanımladır.  Gerçekten  
H

ac∈  ve 
H

bd ∈  ise  sırasıyla 

( ) ( ) ( ) ( )11,00 acac ==  ve [ ] ( )xHac 11 ∈− , ( ) ( ) ( ) ( )11,00 bdbd ==  ve [ ] ( )yHbd 11 ∈−  dir. 

Buradan  

( ) ( ) ( ) ( )0000 abaccd ∗===∗ , ( ) ( ) ( ) ( )1)1(1)1(11 ababcdcd ∗=⋅=⋅=∗  

dir. Şimdi ise  ( )[ ] Habcd ∈∗∗ − )(1  olduğunu gösterelim. Bunun için gc =)1( olmak 

üzere cd ∗  ve ab∗  yı aşağıdaki şekilde gösterelim. 
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          cdcgdccdcd 1)())1(( =⋅=⋅=∗ ve  abagbaabab 1)())1(( =⋅=⋅=∗   

 olsun. Buradan 

( )[ ] [ ])))1((()))1((()( 11 aabccdabcd ⋅⋅=∗∗ −−  

                          = [ ])()( 1
1

1 abcd −  

                          = [ ]))(( 1
1

1
1 abdc −−  

                          = [ ]agbgdc )()( 11 ⋅⋅ −−  

                          = [ ]agbgdc ))(( 11 ⋅⋅−−  

                          = [ ]agbdc ))(( 11 ⋅−−   

dır. Diğer taraftan GH 1π⊆  grupoidi bir normal alt grupoid ve ),( yxGg ∈∀  için 

)()(:)( 111 xyg GGR πππ →  grupoid izomorfizmi altında invaryant olduğundan 

),()(, yxMGac HHH
∈  için [ ] ( )xHac 11 ∈−  ve )(gH∈α  olmak üzere  

[ ] Hac ∈− α1 dır. Dolayısıyla  )()( 1 gHgbd ∈⋅= −α  olduğundan [ ] Hagbdc ∈⋅−− ))(( 11 , 

yani ( )[ ] Habcd ∈∗∗ − )(1 dir. Buradan µ  fonksiyonunun iyi tanımlı olduğu görülür. 

 

Şimdi bu şekilde tanımlı fonksiyonların grupoid şartlarını sağladığını gösterelim. 

i) ( ) ( )HtsHHH
MGMGba ×∈∀ ,  için  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
HH

asasabsabs ==∗=∗ 00 , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
HH

btabtabtabt =⋅=∗=∗ 111  dir. 

 

ii) ( ) ( ) ( ) ( )
HHHH

btcsatbs == ,  olacak şekilde ( )HHHH
MGcba ∈∀ ,,  için 

( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
HHH

abcsasasabcsabcs ∗∗===∗∗=∗∗ 00 ,

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
HH

abctabctabctabctabct ∗∗=∗∗=⋅⋅=∗∗=∗∗ 11111  ve  

( )[ ] ( )[ ]abcabc ∗∗=∗∗    olduğundan  ( )( ) ( )( )[ ] [ ] ( )xx Habcabc 111 ∈=∗∗∗∗ −
 

dır. Buradan ( ) ( )
HH

abcabc ∗∗=∗∗  dir. 

 

iii) [ ] ( ) ( ) gaaGa xx ==→ 1,10,1,0: ve ( ) ygt =  olmak üzere ( )HH
MGa ∈  olsun. 

Burada ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) yatatxasas
HH

==== 1,0  ve ( ) xH
as 111 = , 
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( )
Hat yH

111 =  dır. Ayrıca ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
Hx asxssasas

xxx
====∗=∗ )1(01011 111 , 

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
HxH

atyatatatat
xxx

==⋅=⋅=∗=∗ )1)1(()1(11111 111       ve  

( )[ ] [ ] [ ] Haaaa xx
∈==∗ −− 11 11

1  olduğundan 
HH x

aa 11∗=  dir. Benzer şekilde 

HHHH
aaa

yy
=∗=∗ 11 11  dir. 

 

iv) 
Hx11 , [ ] ( ) xxx xxx

G 111,1)0(11,0:1 111 ==→  ve [ ]1,0∈∀t  için ( ) xts
x

=)(11  olacak 

şekildeki eğrilerin denklik sınıfı olmak üzere  ( ) ( ) xts
HH xx

== 11 11  dir. 

 

v) [ ] ( ) ( ) gaaGa xx ==→ 1,10,1,0:  ve ( ) ygt =  olmak üzere ( )HH
MGa ∈  olsun. 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
HH x

sxasaasaas 1100 ===∗=∗ ,  

( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
HH x

txataataat 1101 ===∗=∗  ve  

( )[ ] [ ] [ ] Haa xx xx
∈==∗ −−

1111 1
1

1

1
 olduğundan 

HH x
aa 11=∗   dir. Benzer şekilde 

HH y
aa 11=∗  olduğu da görülebilir. Buradan 

( )
Hx asHHHH

aaaa 111 ==∗=∗  ve  ( )
Hy atHHHH

aaaa 111 ==∗=∗  

dir. 

  

Tanım 4.2.3: G  bir topolojik grupoid ve H  da  G1π  temel grupoidinin  ),( yxGg ∈∀  

için )()(:)( 111 xyg GGR πππ →  izomorfizmi altında invaryant olan normal bir alt 

grupoidi olmak üzere  GO  üzerinde yukarıda tanımlanan  ( ) ( ) ( )∪
G

x
Ox

HxH GMG
∈

= 1

~
 

grupoidine  (H ye  bağlı)  genelleştirilmi ş monodromy grupoidi  denir. 

 

Şimdi  H   alt grupoidin varlığına  birkaç  örnek verelim. 

     

Örnek 4.2.4: G bir topolojik grupoid olsun. 

i)  Her bir Ga∈  için atG aa =→ )(1,]1,0[:1  ile tanımlanan birim eğri olmak üzere  

{ }GaH a ∈= :]1[  (sadece birimlerin sınıfı)  G1π  nin    normal bir alt grupoidi olup 
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her ),( yxGg ∈  için )()(:)( 111 xyg GGR πππ →  izomorfizmi altında invaryanttır. 

Çünkü HgR agaag ∈== ]1[]1[])1)([(1π   dır.  

ii) Her bir Gh∈   için ),(1 hGπ   obje grubu (temel grup) olmak üzere   ∪
Gg

hGH
∈

= ),(1π   

birleşimi  G1π   nin normal bir alt grupoidi olup her  ),( yxGg ∈  için 

)()(:)( 111 xyg GGR πππ →  izomorfizmi altında invaryanttır. Geçekten Ha ∈][  ve 

)(][ 1 yGa π∈  ise HgaaRg ∈= ].[]))([(1π  dır.  

    

Sonuç 4.2.5:  G bir topolojik grupoid olsun. Eğer H normal alt grupoidi   özel olarak (i) 

deki gibi { }GaH a ∈= :]1[    alınırsa  ( ) ( ) xHx GG
x

~~
1 =  evrensel örtü ve ( ) MGMG H =  

olur.  Bundan dolayı  ( )HMG  grupoidi  MG den daha genel bir grupoiddir. 

 

Sonuç 4.2.6: Diğer yandan XXG ×=  topolojik grupoidi  olarak alınırsa,  H normal alt 

grupoidine karşılık gelen ( )HMG  grupoidini inceleyelim. Burada { } XXxGx ≅×=  dır. 

Dolayısıyla ( ) ( )∪ ∪
G GOx Ox

HxHxH XGMG
∈ ∈

== )( 1)(1 ππ = HX )( 1π  olur. Burada HX )( 1π , 

( ) XO
HX =

1π  ve HH XXMor )()( 11 ππ =  olacak şekilde X üzerinde bir grupoiddir. Aynı 

zamanda HX )( 1π  grupoidi HX /1π  bölüm grupoididir. 

 

MG   monodromy grupoidi üzerinde bir star topolojik grupoid yapısı  olduğu [5]  

referansında gösterilmiştir. Buradan hareketle ( )HMG  genelleştirilmi ş monodromy 

grupoidi üzerindede bir star topolojik grupoid yapısı olabileceği düşünülebilir. Bunun  

için önce star topolojik grupoid yapısının tanımını ifade edelim. 

 

Tanım 4.2.7: Bir G  grupoidinde her bir ( ){ }xasGaGx =∈= :  starı  birer topolojiye 

sahip ve her bir ( )    , yxGa∈  için [ ] [ ]abbGGR xya �֏,: →  dönüşümü bir 

homeomorfizm ise  G  ye  bir star topolojik grupoid denir [2]. 

 

Bir topolojik grupoidinde her bir sağ ve sol dönüşüm birer homeomorfizm olduğundan 

bir topolojik grupoid bir star topolojik grupoiddir.  Şimdi  elde edilen ( )HMG  
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genelleştirilmi ş monodromy grupoidi üzerinde bir star topolojik grupoid yapısı 

oluşturulabileceğini görelim. 

 

Teorem 4.2.8: G  bir star topolojik grupoid olsun.   Her bir xG  starı irtibatlı ve bir 

evrensel örtüye sahip olsun. GH 1π⊆  bir normal alt grupoid olsun. Kabul edelimki H  

alt grupoidi ),( yxGg ∈∀  için )()(:)( 111 xyg GGR πππ →  grupoid izomorfizmi altında 

invaryant olsun. GOx∈∀   için ( )xxG 1,1π  temel grubunun bir  ( ) ⊆xH ( )xxG 1,1π   alt 

grubu verilsin. Bu durumda   ( )HMG   grupoidi üzerinde bir  star topolojik grupoid 

yapısı oluşturulabilir. 

 

Đspat: Teorem 4.2.2 den ( )HMG  ın bir grupoid olduğunu biliyoruz. Burada xG  starı 

irtibatlı ve bir evrensel örtüye sahip olduğundan  ( ) ( ) xxHxx GGp →1: π  örtü fonksiyonu 

olacak şekilde  ( ) ( )xHxG1π  üzerinde bir topoloji vardır. Bundan dolayı Tanım 4.1.2 den   

( ) ( ){ }xHxHHg GbbU 1:ˆ πβ ∈+=  sınıfı, ( )xHMG)(  üzerindeki topoloji için bir bazdır.  

Burada  ( ){ })1(:ˆ bgcscU
HHg ===   ve { }gHHHHg UcbcbU ˆ:ˆ ∈+=+  dır. 

 

 Şimdi her bir  ( ) ),( yxMGa HH
∈  için  

                                ( )( ) ( )( )
HHxHyHa abbMGMGR

H
∗→ ֏,:  

sağ dönüşümünün bir homeomorfizm olduğunu göstermeliyiz. 
H

aR sağ dönüşümü 

birebir ve örten bir fonksiyon olup tersi 
H

aR 1−  olduğundan, bu dönüşümün sadece açık 

olduğunu göstermek yeterlidir. 
Hg bU +ˆ , ( )1bg =  olmak üzere ( )( )yHMG  nin açık  

bir (baz komşuluğu) alt cümlesi olsun. Bu durumda  

                              )ˆ(
Hga bUR

H
+  =

HHg abU ∗+ )ˆ(  

                                                            ={ }gHHHH
Ucabc ˆ:)( ∈∗+  

                                                            = ( )
HH

abca ∗+1  

                                                            = ( )
Hg abaU ∗+1ˆ  
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ve ( )
Hg abaU ∗+1ˆ  , ( )( )xHMG  in bazının bir elemanıdır yani ( )( )xHMG  nin açık bir  

alt cümlesidir. Dolayısıyla 
H

aR dönüşümü açık olup bir homeomorfizmdir. Buradan 

( )HMG  üzerinde bir star topolojik grupoid yapısı oluşturulabildiği görülür. 

 

Şimdi ise Teorem 3.3.13 ü kullanarak ( )HMG  üzerinde bir topolojik grupoid yapısı 

olduğunu göstereceğiz. 

 

Teorem 4.2.15: Bir  G   topolojik grupoidi ile  her bir xW  starı canonical olacak 

şekilde  G nin bir W açık alt cümlesi verilsin. Kabul edelim ki aşağıdaki şartlar 

sağlansın: 

a) WOG ⊆ , yani W tüm birim morfizmleri içersin. 

b) 1−= WW  

c)  W, G yi üretsin. 

d) ( )WWW ,,βα  sürekli admissible local sectiona sahip olsun. 

e) VW ⊆2  olacak şekilde G  de star kanonik bir V alt cümlesi bulunsun.  

Bu durumda GMGp H →)(:  bir topolojik grupoid morfizmi olacak şekilde ( )HMG  

üzerinde bir topolojik grupoid yapısı vardır. 

 

Đspat: :  Đspat için  Teorem 3.3.13 ün koşullarının sağlandığını göstermek yeterlidir.   

( )HMG , GO üzerinde bir grupoid olduğundan GMGp OOO
H

→)(:  objeler üzerinde birim  

olacak şekilde bir GMGp H →)(:  , )1()( aap
H

=  grupoid morfizmi vardır. Burada  

GWiip →= :
~

 dahil etme fonksiyonudur. Şimdi HMGWi )(:
~ →   yerel  morfizmini 

tanımlayalım. 

( )yxWu ,∈  olsun. Burada ( )yxGWyxW ,),( ∩=  olup xWu ∈  dir.  xW  star kanonik 

olduğundan  eğrisel irtibatlıdır ve x1  den u ya bir a eğrisi vardır. Burada xx W∈1 dir. 

                                   
HH auMGWi ֏,)(:

~ →  

şeklinde tanımlayalım. xW  kanonik olduğundan { }∗=),(1 xWxπ  dır ve H üzerinde 

tanımlanan denklik bağıntısından dolayı i
~

iyi tanımlıdır. Gerçekten 
H

ab∈  olmak 

üzere )0()0( ab = , )1()1( ab =  ve [ ] [ ] Hab x ∈=− 11  dır. 
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Şimdi ise i
~

nın bir yerel morfizm olduğunu gösterelim. ( ) ( )zyWvyxWu ,,, ∈∈  ve 

Wvu∈ olsun. Varsayımdan VW ⊂2  ve V  star kanonik olduğundan  

                                          ( ) ( ) ( )uivivui
~~~ =  

Dolayısıyla  i
~

 bir yerel morfizmdir.  

 

Bunlara ilaveten şimdi ( )WiW
~~ =  nin  ( )HMG  yi ürettiğini gösterelim. Bunun için bir  

( )yxMGa HH
,)(∈  verilsin. 

H
a  ın ( )WiW

~~ =  nin elemanlarının herhangi bir 

birleşimi olarak yazılalabileceğini gösterelim. ( )HMG  ın yapısından dolayı 

( )yxMGa HH
,)(∈  morfizmi  

( ) ( )( ) xasas
H

== 0 , ( ) xa 10 =  ve ( ) ( )( ) ( ) ( )yxGgayatat
H

,1,1 ∈===  

 olacak şekilde  xG  de bir eğridir. 

 

Şimdi [ ]1,0⊆S   ve 

{ }WaaaasaasS in
ss ⊆==∈= Im,...,],0/[:]1,0[ 1  

olsun. ]1,0[⊆S  olduğundan üstten 1 ile sınırlı olup supS =u mevcuttur. Dolayısıyla 

       a) Su ∈  

       b) 1=u   

olduğunu göstermeliyiz. 

 

a)  ( ) ( )uxxGua ,∈ , ( )( )uatxu =  olacak şekilde bir eğri olsun. Buradan   aşağıdaki 

şekilde tanımlı      

                                ( ) ( ) 1,]1,0[: −→ uatatGf
ux ֏  

fonksiyonu süreklidir. Çünkü, 

[ ] )(,1,0: tatGa x ֏→  ve ( )
1)(,: 1

−→− ubabGGR
uxxua
֏  dönüşümleri süreklidir. 

Burada  ( ) ( ) ( ) Wuauauf
ux ∈== − 11  dır. Diğer taraftan W  açık ve  f  sürekli 

olduğundan [ ]( )  , Wuuf ⊆+− εε  olacak şekilde bir 0>ε sayısı vardır. Burada G bir 

topolojik grupoid olduğundan               

                                    1),(,: −→× ghhgGGGG ֏
α

δ  
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fark fonksiyonu süreklidir. O halde bu fonksiyonun W ya kısıtlaması olan 

GWWW →×
α

δ :  fark fonksiyonu da süreklidir. Dolayısıyla, 

                         ( ) [ ] GWWuuuuffW →×→+−×+−×
α

εεεεδ ,],[:�  

                                      ( ) ( ) ( ) ( ) 1
21

1
2

1
121 )()(,)()(, −−− tatauatauatatt ֏֏  

dönüşümüde süreklidir.Bu yüzden εε <'  olacak şekilde bir 0' >ε  için  

                            ( ) WuuuuffW ⊆+−×+−× ]),[],([ '''' εεεεδ �             (1)   

dır. u=supS olduğundan su <− 'ε  olacak şekilde bir Ss∈  vardır. O halde Wai ⊆Im  

olacak şekilde n  ler  için 1...  aaa n
s = şeklinde yazılabilir  ve  buradan ],[ ust ∈  için 

( ) ( ) ( ) 1
1

−
+ = satatan  olmak üzere ( )11 ...)( aataa nn

u
+=  dır. (1) den dolayı Wan ⊆+1Im  

dır. Bu yüzden Su ∈  dir. 

 

b) u=1 olduğunu gösterelim. Bunun için  u<1 olduğunu kabul edelim. Su ∈  

olduğundan Wai ⊆Im  olacak şekilde bazı n ler için 1......aaa n
u =  dır. ni ≤≤1  için 

xx =0  ve yxn =   olmak üzere ( ) ( )iiii xxGga ,1 1−∈=  olsun. Buradan ( ) 1.....ggua n=  

dir ve a aşağıdaki gibi küçük eğri parçalarına bölünebilir. 

                                 

  

   an 

   

   

a1   

 

 

a(u) 

 

 

a(u+ε ) 

 

Burada, 

                                        ( ) ( ) 1,[u,1] −→ uatatG
nx ֏                                                                             

dönüşümü sürekli olduğundan, [ ]ε+∈ uut ,  için ( ) ( ) Wua ∈−1ta olacak şekilde bir 

0>ε  vardır. Bu yüzden [ ]ε+∈ uut ,  için ( ) ( ) 1
1 ta (t) −

+ = uaan  olmak üzere 

( )11 .....aaaa nn
u

+
+ =ε  şeklindedir. Dolayısıyla Sa eu ∈+ olur ki bu bir çelişkidir. Bu ise 

u=1 olduğunu ispatlar ve böylece ( )WiW
~~ =  nin  ( )HMG  yi ürettiği görülür. 

 

x 

x x 

y 
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O halde Terorem 3.3.13 den  GMGp H →)(:   bir topolojik grupoid morfizmi olacak 

şekilde ( )HMG  üzerinde bir topolojik grupoid yapısı vardır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5. BÖLÜM 

 

H-UZAYI ve H-GRUBU 
 

5.1. H -Uzayı 

 

Bu bölümde, Bölüm 4.1 de Rotman [12]  tarafından tanımlanan yapıyı önce bir  H-

uzayına uygulayarak H-uzayı yapısının örtülerine yükselmesi ile ilgili bazı sonuçlar 

verilecektir. Bunun için öncelikle gerekli olan bazı tanım ve teoremleri verelim.  

 

Tanım 5.1.1: X,  Y  topolojik uzaylar ve YXgf →:,  ye sürekli fonksiyonlar  olsunlar. 

Eğer tüm Xx∈  ler için )()0,( xfxF =  ve )()1,( xgxF =  olacak şekilde sürekli bir 

YXIF →×:  fonksiyonu mevcut ise f ve g fonksiyonlarına homotopiktir denir ve 

gf ≅  şeklinde gösterilir.  

 

Aşağıdaki teorem literatürde  “ Covering Homotopy  Teoremi" olarak bilinir. 

 

Teorem 5.1.2: XXp →~
:  bir örtü dönüşümü ve Z irtibatlı bir uzay olsun. 

)0,()(,:için zzjIZZjZz =×→∈∀  olacak şekilde sürekli dönüşümlerin 

 

 

değişmeli diyagramını göz önüne alalım. 

 

Z  X
~

 

IZ ×  X  

f
~

 

p  

F  

j  
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Bu taktirde FFp =~
ve fjF

~~ =  olacak şekilde bir tek XIZF
~

:
~ →×  sürekli dönüşümü 

vardır [2]. 

 

Bu teoremin bir sonucu aşağıdaki  şekilde ifade edilebilir. 

 

Sonuç 5.1.3: Eğer XZgf →:,  fonksiyonları homotopik ise sırası ile bu 

fonksiyonların yükselmeleri  olan f
~

 ve  g~   da homotopiktir. Çünkü eğer gf ≅  ise 

)()0,( zfzF =  ve )()1,( zgzF =  olacak şekilde XIZF →×:  sürekli fonksiyonu 

vardır. Diğer taraftan  Teorem 5.1.2 den XIZF
~

:
~ →×  sürekli fonksiyonu mevcuttur. 

Burada  )()0,()0,(
~

zfzFzFp ==  ve )()1,()1,(
~

zgzFzFp ==  dir. Yükselmenin 

tekliğinden dolayı  )(
~

)0,(
~

zfzF =  ve )(~)1,(
~

zgzF =  dir. Buradan gf ~~ ≅  olduğu 

görülür. 

 

Önerme 5.1.4: Eğer XIF →2:  sürekli bir dönüşüm  ve δγβα ,,,  da  

( ) ( )ssF α=0, , ( ) ( )ssF β=1, , ( ) )(,0 ttF γ=  ve  ( ) ( )ttF δ=,1  

şeklinde tanımlı eğriler, yani F  fonksiyonunun yüzey fonksiyonları ise 

{ }1,0relγβαδ ≅  homotopiktir [12]. 

 

Tanım 5.1.5: ( )0, xX  bir noktalı topolojik uzay, ( )( ) ( )000 ,,,: xXxxXXm →×  sürekli 

bir fonksiyon olsun.   ( )−,0xm  ve  ( )0, xm −  dönüşümleri  

( ):,0 −xm ( ) ( ) ( )axmaxXxX ,,,, 000 ֏→  

ve      

( ) :, 0xm − ( ) ( ) ֏axXxX ,,, 00 → ( )0, xam  

şeklinde tanımlansın.  Eğer ( )−,0xm X1≅ rel { }0x   ve  ( ) Xxm 1, 0 ≅−  rel{ }0x   ise  yani 

uç noktalara göre homotopik ise ( )0, xX noktalı uzayına bir  H - uzayı denir.  Burada  

X1  fonksiyonu  X  den X  e birim fonksiyonudur [12]. 

 



 49

Tanım 5.1.6: ( )0, xX  ve ( )0, yY  birer H-uzayı olsun. Xxx ∈',  için 

( ) ( ) ( )'' xfxfxxf �� =  olacak şekilde  sürekli bir  ( ) ( )00 ,,: yYxXf →  dönüşümüne 

bir H-uzayı morfizmi denir. 

 

O halde objeleri  H-uzayları ve morfizmleri ise H-uzay morfizmleri olan bir kategori 

elde edilebilir.  

 

Örnek 5.1.7 : Birim elemanı e olan bir X  topolojik grubu bir  H -uzayıdır.  

 

H  uzayları için Teorem 4.1.5 e benzer bir sonuç elde etmeden önce aşağıdaki ifadeyi 

verelim. 

   

( )0, xX  bir H-uzayı ise  ( )−,0xm  fonksiyonu  birim dönüşüme homotopik olacağından 

( ) xxxF �00, =  ve xxF =)1,(  olacak şekilde sürekli bir  XIXF →×:   dönüşümü 

mevcuttur. Burada ( ) ( )txFxFt ,=  olarak yazılırsa  ),( 00 xmF =  ve XF 11 =  olmak 

üzere [ ]1,0∈∀t  için  XXFt →:  sürekli olur.  Benzer olarak  ),( 0xm −  birim 

dönüşüme homotopik  olacağından  ( )00 , xmH =  ve XH 11 =  olacak şekilde [ ]1,0∈∀t  

için bir XXH t →:  sürekli dönüşümü vardır. 

 

Teorem 5.1.8 :( )0, xX  bir  H-uzayı ve G  de Xx ∈0   noktasındaki ( )01 , xXπ  temel 

grubunun bir alt grubu olsun. Kabul edelimki  X  üzerindeki topoloji basit irtibatlı bir 

örtüye sahip, yani  X uzayı irtibatlı, lokal eğrisel irtibatlı ve yarı lokal basit irtibatlı 

olsun. G  alt grubuna  karşılık gelen örtü fonksiyonu ( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXp G →  olsun.  Bu 

durumda X  üzerindeki H-uzayı  yapısı GX
~

 üzerine yükselir.  Yani 

( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXp G →   H-uzaylarının bir morfizmi olacak şekilde  ( )0
~,

~
xXG  üzerinde  

bir H-uzayı yapısı vardır. 

 

Đspat: ( )0, xX  bir  H- uzayı  olduğundan  

                               ( )−,0xm X1≅  rel{ }0x   ve ( ) Xxm 1, 0 ≅−  rel{ }0x  

homotopik olacak  şekilde  sürekli bir  
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( )( ) ( ) ( )֏yxxXxxXXm ,,,,,: 000 →× yx �  

dönüşümü mevcuttur. 

 

( )0, xXP  üzerinde bir çarpım ( )0,, xXP∈βα  ve It ∈∀  için ( )( ) ( ) ( )ttt βαβα �� =  

şeklinde tanımlansın. Burada βα ×  ve m dönüşümleri sürekli olduğundan  βα �   nın 

da sürekli olduğuna dikkat edelim. Burada  ( ) ( )00 0 βα == x  olduğundan      

( )( ) ( ) ( ) 000000 xxx === ��� βαβα  ve buradan ∈βα � ( )0, xXP  olur.   Şimdi m~  

dönüşümünü aşağıdaki şekilde tanımlayalım. 

( ) ( )000
~,

~
,,

~~
:~ xXxxXXm GGG →× ,  

( )
GGG

βαβα �→,              (1) 

 

Şimdi bu işlemin iyi tanımlı olduğunu göstermek için gerekli olan bazı sonuçları 

verelim.  

 

( ) ( )01 11 βα =  ve ( ) ( )01 22 βα =  olacak şekilde 2121 ,,, ββαα  eğrileri için  

( ) ( ) ( )( )21212211 ββααβαβα ��� =         (2) 

 dir. 

 

Diğer  yandan bir α  eğrisi için ( ) ( )tt −=− 11 αα  şeklinde tanımlı olduğundan   

( ) 1
2

1
1

1
21

−−− = αααα ��     (3) 

dir.  Şimdi βα ,   0x  noktasında kapalı  eğriler olmak üzere   

βααβ �≅      (4) 

olduğunu gösterelim. Bunun için  

( ) ( ) ( )ssttsFXIIF βα �=→× ,,:  

sürekli dönüşümünü göz önünü alalım. Burada 

( ) ,,0 0xtF =  ( ) ( ) ( ),1, sssF βα �= ( ) ( )sxsF β�00, =  ve  ( ) ( ) 0,1 xttF �α=  

dır.  Burada ( ) 0,0 xtF =  birim eğridir.  ( )−,0xm X1≅  rel{ }0x  ve ( ) Xxm 1, 0 ≅−  rel{ }0x  

olduğundan   ββ ≅�0x  ve αα ≅0x�  dır. Dolayısıyla Önerme 5.1.4 den  βαβα ≅�  



 51

olduğu görülür. Teorem 3.20 de[12] bir  ( )0, xX    H-uzayında   ( )01 , xXπ  temel grubu 

değişmeli olduğundan αββα ≅�  dır.  

Eğer 
GG

ββαα ∈∈ 11 ,  ise ( ) ( ) ( ) ( )11,11 11 ββαα ==  ve [ ] [ ] GG ∈∈ −− ββαα 1
1

1
1 ,  dir. 

Burada  

                            ( )( ) ( ) ( )111 βαβα �� =  

                                             =( ) ( )11 11 βα �  

                                             = ( )( )111 βα �                                                                                      

ve  (2), (3) ve (4) den 

                            ( ) ( )[ ] ( )( )[ ]βαβαβαβα ����
1

1
1

1
1

11
−−− =                  

                                                           =( ) ( )[ ]ββαα 1
1

1
1

−−
�         

                                                           =( )( )[ ]ββαα 1
1

1
1

−−     

                                                           =( )] [( )[ ]ββαα 1
1

1
1

−−  G∈  dir. 

Buradan  
GGG

βαβα �� =  olduğu görülür. 

 

Şimdi m~  dönüşümünün sürekli olduğunu gösterelim. Bunun için  ( )( )1βα �  nin bir W 

açık komşuluğu ile 

{ } WVvUuvuVU ⊆∈∈= ,:��  

 olacak şekilde ( )1α  ve ( )1β  nin sırasıyla U ve V açık komşulukları verilsin. Buradan  

( ) ( ) ( )
GGG

WVU βαβα �,,, ⊆×   olup m~  süreklidir. 

 

Bunlara ilaveten  ( )
GX

xm ~,0 1~~ ≅−  ve ( )
GX

xm ~,0 1~,~ ≅− homotopilerinin varlığını göstermek 

gereklidir.  Fakat ( )−,0
~~ xm  ve

GX
~1  sırası ile birbirine homotopik olan ( ),0xm  ve X1  in 

yükselmeleri olduğundan Teorem 5.1.2 nin bir sonucu olarak ( )
GX

xm ~,0 1~~ ≅− dir. Benzer 

şekilde ( )
GX

xm ~,0 1~,~ ≅− olduğu görülür.  Tüm bunların bir sonucu olarak ( )0
~,

~
xXG  bir H-

uzayıdır. 

 

 Bu kesimde son olarak H-uzayları üzerinde bir yerel morfizme yükselme ile ilgili bir 

sonuç vereceğiz. 
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Tanım 5.1.9 : Bir X  topolojik uzayının  bir V alt cümlesi açık, eğrisel irtibatlı ve X in 

her örtüsüne yükseliyor ise yani XXp →~
: bir örtü dönüşümü, XVi →:  bir dahil 

etme fonksiyonu ve ( ) xxpXx =∈ ~,
~~  iken  iip =ˆ ve ( ) xxi ~ˆ =  olacak şekilde bir tek 

XVi
~

:ˆ →  morfizmi varsa, V ye yükseltilebilirdir  denir. 

 

Teorem 5.1.10: ( )0, xX , ( )0, yY  birer H-uzayı ve ( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXq →  uzaylar 

üzerinde bir örtü dönüşümü olacak şekilde bir H-uzayı morfizmi olsun. Xx ∈0  in  

eğrisel irtibatlı bir  W açık  komşuluğu verilsin.  Kabul edelim ki  VW ⊆2   olacak 

şekilde Xx ∈0  in yükseltilebilir bir V açık komşuluğu bulunsun. Bu takdirde 

( ) ( )00 ,,: xXxWi →  dahil etme fonksiyonu  H-uzaylarının bir ( ) ( )00
~,

~
,:ˆ xXxWı →  

yerel morfizmine yükselir. 

 

Đspat: V , X
~

 ya yükseldiğinden, XWı
~

:ˆ →  dönüşümü ile XW
~

,  ya yükselir. Şimdi ı̂  

nın H-uzaylarının bir yerel morfizmi olduğunu gösterelim. Burada XWı
~

:ˆ →  

süreklidir. Wyx ∈�  olacak şekilde Wyx ∈,  verilsin.  a ve b sırasıyla 0x   dan x ve y ye   

W  da iki eğri  ve bac �= olsun.  Varsayımdan  VW ⊆2   olduğundan bu şekilde 

tanımlanan c ,  V  de 0x   dan yx �  ye  bir eğridir.  Böylece a,b ve c eğrileri  X
~

 ya 

yükselir.  ba
~

,~  ve c~  sırasıyla  a,b ve c nin X
~

 daki  yükselmeleri olsun. q bir H-uzayı 

morfizmi olduğundan  

( ) ( ) ( ) ( )baqbqaqbaccq
~~~~~ ��� ====  

dır.  c~ ve  ba
~~ � nın başlangıç noktası  Xx

~~
0 ∈ olup, yükselmenin tekliğinden bac

~~~ �=  

dır. Bu  eğrilerin uç noktaları eşit olduğundan  

                                                      ( ) ( ) ( )yıxıyxı ˆˆˆ �� =   

dir. Dolayısıyla ( ) ( )00
~,

~
,:ˆ xXxWı →  H-uzayların bir yerel morfizmidir. 

 

5.2. H -Grubu 

 

Bu bölümde, H-grubu yapısı incelenerek  Bölüm 4.1 de tanıtılan Rotman [12] 

referansındaki yapıyı önce bir  H-grubuna uygulayarak H-grubu yapısının örtülerine 
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yükselmesi ile ilgili bazı sonuçlar verilecektir. Daha sonra bir ),( 0xX  H-grubunun  

X1π  temel grupoidi tanıtılacak, bu amaca uygun olarak bir H grup-grupoid tanımı 

verilecektir. Buna ilaveten bir ),( 0xX  H-grubunun  örtü morfizmlerinin kategorisi olan 

HGCov/( 0, xX )  ile X1π  temel grupoidinin  H  grup-grupoid örtü morfizmlerinin 

kategorisi  olan  HGGdCov/ X1π  in  birbirine denk olduğu gösterilecektir. 

                                

Tanım 5.2.1: ),( 0xX  bir noktalı uzay olmak üzere  

),()),(,(: 000 xXxxXX →×µ  ve ),(),(: 00 xXxX →η  

sürekli dönüşümleri verilsin.  

),()(,:, 0121 xxxiXXXii =×→ ve ),()( 02 xxxi =  

 içine dönüşümleri ve ),(: 0xXXc →  noktasında sabit dönüşüm olmak üzere  

                                         )1()1( XX ×≅× µµµµ  

                                                21 1 ii X µµ ≅≅  

                                                )1,(),1( XX c ηµηµ ≅≅  

homotopileri  mevcut ise ),( 0xX  uzayına bir  H-grubu denir [12]. 

 

Not 5.2.2:  Tanım 5.2.1 deki 21 1 ii X µµ ≅≅  şartından bir  H-grubunun  aynı zamanda 

bir H-uzayı olduğu açıktır.   

 

Örnek 5.2.3: Bir  X  topolojik grubu birim elemanı e olan bir  H-grubudur. Burada 

homotopi yerine fonksiyonların eşitli ği gelir.  

 

Tanım 5.2.4: ),( 0xX  bir noktalı uzay  ve  [ ]1,0=I  dan  X e tüm sürekli fonksiyonların 

sınıfı   IX   olsun.  IX   in  bir alt uzayı olan  { }( )1,0,
00 ),(),( IxXxX =Ω    ( kapalı 

eğrilerin sınıfı) fonksiyon  uzayına  düğüm uzayı denir.  Burada IX  üzerindeki topoloji 

kompakt-açık topoloji olup ),( 0xXΩ  üzerindeki topoloji alt topolojidir [12]. 

 

Teorem 5.2.5:  Bir  ),( 0xX  noktalı uzayında  XΩ   düğüm  uzayı  bir H-grubudur[12]. 
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Tanım 5.2.6: ),( 0xX  ve ( )0, yY  birer H-grubu olsun.  Xxx ∈∀ ',  için 

)()()( '' xfxfxxf �� =  olacak şekildeki ),(),(: 00 yYxXf →  sürekli fonksiyonuna bir 

H-grup morfizmi denir.  

 

O halde objeleri  H-grupları , morfizmleri ise  Xxx ∈',  için  )()()( '' xfxfxxf �� =  

olacak şekildeki sürekli ),(),(: 00 yYxXf →  fonksiyonlarından oluşan bir kategori 

oluşturmak mümkündür. Bu kategoriyi HGrup ile gösterelim. 

 

Teorem 5.2.7:  ),( 0xX ,  X  irtibatlı ve temel uzayı basit irtibatlı bir örtüye sahip olacak 

şekilde bir   H-grubu olsun. ),( 01 xXπ  temel grubunun bir alt grubu G verilsin.  G  alt 

grubuna karşılık gelen örtü dönüşümü ( ) ),(~,
~

: 00 xXxXp G →   olsun. Bu durumda X in 

H-grup yapısı GX
~

   ya yükselir, yani ( )0
~,

~
xXG  bir H-grup ve bir ( ) ),(~,

~
: 00 xXxXp G →  

H-grup morfizmidir. 

 

Đspat: ),( 0xX  bir H-grubu olduğundan; 

)1()1( XX ×≅× µµµµ  

21 1 ii X µµ ≅≅  

)1,(),1( XX c ηµηµ ≅≅  

homotopik olacak şekilde  

  ),(),(:),()),(,(: 00000 xXxXvexXxxXX →→× ηµ               

sürekli dönüşümleri mevcuttur. Başlangıç noktası 0x  olan  tüm eğrilerin sınıfı olan 

),( 0xXP  üzerinde bir çarpım ),(, 0xXP∈βα  ve [ ]1,0∈t  için 

( )( ) ( ) ( )ttt βαβα �� =  şeklinde tanımlansın. Burada dikkat edelim ki 

),()),(,(: 000 xXxxXX →×µ sürekli olduğundan ( )βα �  tanımlı ve ),( 0xXP dadır. 

( )( ) ),~,
~

(~,~,
~~

:~
000 xXxxXX GGG →×µ  

                                    ( ) ( )1,~ βαβαβαµ �� ==  

şeklinde tanımlansın. Bu çarpımın iyi tanımlı olduğunu ispatlamalıyız. Bunun için 

gerekli olan  hazırlığın yapılması gereklidir.  
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Bir α  eğrisi için ( ) ( )tt −=− 11 αα olmak  üzere  

                                          ( ) 1
2

1
1

1
21

−−− = αααα ��                  (2) 

dir.  

 

212,1 ,, ββαα eğrileri ( ) ( )01 11 βα =  ve ( ) ( )01 22 βα =  olacak şekilde  eğriler  olsun. 

Bu durumda  

  ( ) ( ) ( ) ( ) )3(21212211 ββααβαβα �� =  

 

Şimdi  α  ve β ,  0x   noktasında kapalı eğriler olsun. 

  ( ) ( ) ( )ststs,K,X IIK βα �=→×:  

şeklinde tanımlanan sürekli dönüşümünü  gözönüne alalım.  Burada  

     ( ) 0,0 xtK = ,  ( ) ( ) ( )sssK βα �=1,  , ( ) ( )sxsK β�00, = ve ( ) ( ) 0,1 xttK �α=  

dır. Buradan Xi 12 ≅µ   homotopisinden βββµ =≅ Xi 12  dır ve bu yüzden  

ββ ≅�0x  dır. Benzer şekilde Xi 11 ≅µ  den αααµ =≅ Xi 11  dır ve buradan 

αα ≅0x�  elde edilir.  

 

Önerme 5.1.4 den  ( ) { }1,0relβαβα �≅  homotopisi elde edilir. Teorem 3.20 de [12] 

( )0, xX  H-uzayı için  bundan dolayı  bir H-grubu için ),( 01 xXπ  temel grubu degişmeli 

olduğundan 

                         )4(βααβ �≅   

dır. Şimdi eğer ββαα ∈∈ 11 ,  ise ( ) ( ) ( ) ( )11,11 11 ββαα ==  ve 

[ ] [ ] GG ∈∈ −− ββαα 1
1

1
1 ,  dir. Buradan  

                            ( )( ) ( ) ( )111 βαβα �� =  

                                             =( ) ( )11 11 βα �  

                                             = ( )( )111 βα �                                                                                      

ve  (2),(3) ve (4) den 

( ) ( )[ ] ( )( )[ ]βαβαβαβα ����
1

1
1

1
1

11
−−− =  

                                                           =( ) ( )[ ]ββαα 1
1

1
1

−−
�         

                                                           =( )( )[ ]ββαα 1
1

1
1

−−     
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                                                           =( )] [( )[ ]ββαα 1
1

1
1

−−  G∈   

dir. Buradan  
GGG

βαβα �� =  olduğu görülür.  

 

ηααη →→ ,
~~

:~
GGG XX  nın sürekli olduğunu görmek için  ηα  nın bir açık baz 

komşuluğu ( )ηα,U  olsun.Burada U, ( )1ηα  in açık kanonik komşuluğudur. 

( ) ( )00 ,,: xXxX →η  sürekli olduğundan ( ) UU ⊆'η olacak şekilde ( )1α  in bir 'U  açık 

komşuluğu mevcuttur. Burada 'U  nü kanonik kabul edebiliriz. Bu ise 

( ) ( )ηααη ,,' UU ⊆  olmasını gerektirir. Buradan ηααη →→ ,
~~

:~
GGG XX  

dönüşümü süreklidir.  

 

Şimdi  

                                    ( )( ) )~,
~

(~,~,
~~

:~
000 xXxxXX GGG →×µ  

dönüşümünün sürekli olduğunu göstermeliyiz. ( )βα �  nın bir açık  baz komşuluğu   

( )βα �,W olsun. Burada W , ( )( )1βα �  in bir açık komşuluğudur. 

( )( ) ( )000 ,,,: xXxxXxX →µ  dönüşümü sürekli olduğundan 1α  ve 1β  in 

( ) WVUVU ⊆=× �µ  olacak şekilde  U ve V açık baz komşulukları mevcuttur. Burada 

( )α,u  ve β,v  sırasıyla α  ve β  nın açık baz komşuluklarıdır  ve  

( ) ( ) ( ) ( )βαβαβα ���� ,,,, WVUVU ⊆=  

olup µ~  süreklidir. 

 

Şimdi  ( ) ( ) ( ) ( )xxxixxxiXXXii ~,~~~
ve~,~~~

,
~~~

:
~

,
~

020121 ==×→  şeklinde tanımlı izdüşümler 

olmak üzere, 

   ( ) ( )
GG XX 1~~~1~ ×≅× µµµµ  

                                       ( ) ( )
GG XX c 1~~~~1~ ×≅≅× ηµηµ  

                                                    21

~~1
~~ ii

GX µµ ≅≅  

homotopilerin varlığını ispatlayalım. 

 

( )µµ ~1~ ×
GX   ve ( )

GX1~~ ×µµ   sırası ile birbirine homotopik olan ( )( )ppp
GX ××× µµ 1  
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ve ( )( )ppp
GX ××××1µµ  nin  yükselmeleri olduğundan Teorem 5.1.2 nin sonucundan    

   ( ) ( )
GG XX 1~~~1~ ×≅× µµµµ  

dır. Benzer şekilde ( )ηµ ~1~ ×
GX   ve ( )

GX1~~ ×ηµ  sırasıyla birbirine homotopik olan 

( )( )pp
GX ××ηµ 1~  ve ( )( )pp

GX ××1~ ηµ  nin yükselmeleri olduğundan Teorem 5.1.2 nin  

sonucundan   

   ( ) ( )
GG XX c 1~~~~1~ ×≅≅× ηµηµ            

dır. Benzer sebeplerden  

          21

~~1
~~ ii

GX µµ ≅≅   

elde edilir. 

 

Sonuç 5.2.8: X in temel uzayı  basit irtibatlı bir örtüye sahip olacak şekilde ( )0, xX  bir 

H-grubu olsun. ( ) ( )00 ,~,
~

: xXxXp →  bir örtü dönüşümü olsun. Bu takdirde ( )0, xX  ın 

H-grup yapısı ( )0
~,

~
xX  ya yükselir. 

 

Şimdi fanktorlarla  ilgili aşağıdaki özellikleri   verelim. 

 

Önerme  5.2.9:  C, D,ε  birer kategori olmak üzere bir ε→× DCF :  fanktoru 

verilsin.   Bu durumda 

)(CObx∈∀ için  ε→− DxF :),(  

 )(DOby∈∀ için ε→− CyF :),(  

fanktorları vardır [2].   

 

Đspat: Ispatı sadece  ),( −xF  için açıklamak yeterlidir.  Diğeri ise benzerdir.  

Bir )(DOby∈  için ),())(,( yxFyxF =−  ve bir   ': yya →  morfizmi için   

)',(),(:),1(),())(,( yxFyxFaFaxFaxF x →==−  

 ile tanımlanır. Şimdi fanktor şartlarının sağlandığını gösterelim. 

 

1) ),( yyDa∈ , D de birim morfizm olsun. Bu durumda ),(),(:),( yxFyxFaxF →  

olup  ),(),( 11),( axFyxFaxF ==  dır. 
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2) ),( zyDa∈ , ),( wzDb∈  D nin morfizmleri  olmak üzere ),( wyDba∈  da  D nin bir 

morfizmidir. O halde   

                          ),(),()),)(,((),())(,( axFbxFaxbxFbaxFbaxF ===                      

dır. Dolayısıyla ),( −xF  bir fanktordür. 

 

Sürekli fonksiyonların homotopisine benzer olarak fanktorların homotopisini vermeden 

önce aşağıdaki özel bir kategoriyi tanıtalım.  

 

Örnek 5.2.10:  Objeleri  0 ile  1 ve birimlerden farklı  morfizmleri ise  i  ve 1−i   olan bir 

kategori  J  ile gösterilsin. Bu kategori aynı zamanda bir grupoiddir [2]. 

 

Sonuç 5.2.11:  Bir DJCF →×:  fanktoru verilsin. Önerme 5.2.9 dan )0,( −F  ve 

)1,(−F  fanktorları mevcuttur. 

 

Sürekli fonksiyonların homotopisine benzer olarak fanktorların homotopisi aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. 

 

Tanım 5.2.12:  C ve D   kategorileri için  DCgf →:,  fanktorları verilsin. Eğer  

fF =− )0,(  ve gF =− )1,( olacak şekilde bir DJCF →×:  fanktoru varsa  f   ve g 

fanktorlarına homotopiktir denir ve gf ≅ şeklinde gösterilir [2]. 

 

Önerme 5.2.13:  Eğer YXgf →:,  fonksiyonları homotopik ise GpdTop→:1π  

(temel grupoid) fanktoru tarafından  üretilen YXgf 1111 :, ππππ →  fanktorları  da 

homotopiktir [2]. 

 

Đspat: Eğer gf ≅  (homotopik) ise fF =− )0,(  ve gF =− )1,(  olacak şekilde sürekli 

bir YIXF →×:  fonksiyonu vardır. Buradan YIXF 1111 : ππππ →×  bir fanktor olup 

IJ 1π⊆  olduğundan bir YJXF 111 : πππ →×  fanktoru elde edilir.  Burada fF =)0,(   

olduğundan fF 11 )0,( ππ =−  ve gF =)1,(  olduğundan gF 11 )1,( ππ =  olup  

gf 11 ππ ≅  homotopisi  elde edilir. 
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Bir H-grubunun temel grup yapısını verebilmek için aşağıdaki tanımı yapalım. 

 

Tanım  5.2.14:   G bir grupoid olsun.  

                                    )1()1( ×≅× mmmm  

                                        21 1 imim G ≅≅  

                                    )1,(1),1( nmnm G ≅≅  

fanktorları homotopik olacak şekilde  

GGGm →×: , )(),( baba �֏   

GGn →: , aa֏      

{ } G→∗  

fanktorları varsa G  ye  bir H grup-grupoid denir. Burada  Ga∈   için 

GGGnnii ×→:),1(),1,(,, 21  

),()(1 eaai = , ),()(2 aeai = , ))(,())(,1( anaan = , )),(())(1,( aanan =  

ile tanımlıdır. 

 

Tanım 5.2.15: G ve K birer H grup-grupoid  olsunlar.  Gba ∈∀ ,  için 

)()()( bfafbaf �� =  olacak şekildeki KGf →:  grupoid morfizmine bir H grup- 

grupoid morfizmi denir.  

                           

Burada objeleri  H grup-grupoidler  ve morfizmleri ise Gba ∈,  için  

)()()( bfafbaf �� =  olacak şekilde KGf →:  grupoid morfizmleri   olan bir 

kategori elde etmek mümkündür. Bu kategoriyi HGpGd  ile gösterelim. 

 

Şimdi  ),( 0xX  bir H-grubu iken temel grupoidinin bir H grup-grupoid olduğunu 

gösterelim. 

 

Önerme  5.2.16: ),( 0xX  bir H-grubu ise X1π  temel grupoidi  bir H grup-grupoididir. 

 

Đspat : Örnek 3.1.3 den 1π X   in bir grupoid olduğunu biliyoruz. Buna ilaveten, ),( 0xX  

bir H-grubu olduğundan homotopi ile ilgili  aşağıdaki şartlar sağlanacak şekilde  

yxyxxXxxXX �֏),(),,()),(,(: 000 →×µ   
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 ve   

 xxxXxX ֏),,(),(: 00 →η  

sürekli  fonksiyonları mevcuttur: 

                                            )1()1( XX ×≅× µµµµ  

                                                21 1 ii X µµ ≅≅  

                                             )1,(),1( XX c ηµηµ ≅≅  

Burada ),()(,:, 0121 xxxiXXXii =×→ ve ),()( 02 xxxi =  içine fonksiyonlar  ve 

),(: 0xXXc →   noktasında sabit fonksiyondur.  ηµ   ,  fonksiyonlarına  1π  temel 

grupoid fanktoru uygulandığında  

XXX 1111 :~ πππµπµ →×=  

ve                                

XX 111 :~ ππηπη →=  

fanktorları elde edilir.  Burada  µ ve η  fonksiyonları sürekli olduğundan bu 

fonksiyonlardan üretilen  µ~  ve η~  grupoid morfizmleri  iyi tanımlıdır. Önerme 5.2.13 

den 

)1()1( XX ×≅× µµµµ   olduğundan  )1,()1( 1111 µπµπµπµπ ≅×  

21 1 ii X µµ ≅≅  olduğundan  2111111 )1( ii X µπππµππ ≅≅  

)1,(),1( XX c ηµηµ ≅≅   olduğundan  )1,(),1(
11 11111 XX c ππ ηπµππηπµπ ≅≅  

fanktorlarının homotopisi  elde edilir.  O halde  fanktorların  homotopisine göre X1π  

temel grupoidi bir  H grup-grupoididir. 

 

Bu bölümün girişinde bahsedilen kategorilerin denkliğini göstermek üzere önce bu 

kategorileri tanımlayalım. 

 

Örnek 5.2.17: ),( 0xX  bir H-grubu olsun. Objeleri  H-grupların  ( )0, xX  üzerindeki 

),()~,
~

(: 00 xXxXp →  örtü morfizmleri ve morfizmleri ise bunlar arasındaki sürekli 

fonksiyonlar olan   bir kategori  elde etmek mümkündür.  Burada ),()~,
~

(: 00 xXxXp →  

den ),()ˆ,ˆ(: 00 xXxXq →  ye bir  morfizm     p= qf  olacak şekilde  sürekli bir  
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)ˆ,ˆ()~,
~

(: 00 xXxXf →  fonksiyonu  olup aynı zamanda  bir örtü fonksiyonudur. Bu 

kategoriyi   HGCov/( 0, xX ) ile gösterelim. 

 

Örnek 5.2.18 : ),( 0xX  bir H  grubu iken X1π  temel grupoidi  bir H grup-grupoididir. 

Objeleri X1π  üzerinde  XGp 1

~
: π→  H grup-grupoid örtü morfizmleri ve  morfizmleri 

ise bunlar arasındaki H grup-grupoid morfizmleridir. Burada XGp 1

~
: π→  den  

XGq 1
ˆ: π→  ye bir  morfizm    p= qf  olacak şekilde bir GGf ˆ~

: →   H  grup-grupoid  

morfizmi olup aynı zamanda bir örtü morfizmidir.  Bu kategoriyi  HGGdCov/ X1π  ile 

gösterelim. 

 

Bu bölümün sonucu olan kategorilerin denkliğinde kullanılan “lifted topoloji” 

kavramını kısaca hatırlatalım.  Bununla  ilgili daha fazla  ayrıntı Brown [2] referansında 

mevcuttur:   

 

X , basit irtibatlı bir örtüye sahip olan bir topolojik uzay olmak üzere bir  XGp 1

~
: π→  

grupoid örtü morfizmi verilsin.  Burada G
~

  bir  grupoiddir.  X  basit irtibatlı bir örtüye 

sahip olduğundan her bir Xx∈  noktası yükselen bir U açık komşuluğa sahiptir. Bu tür 

cümlelerin  G
~

 ye yükselmeleri XGOb
~

)
~

( =  üzerindeki bir topoloji için baz oluşturur. 

XGOb
~

)
~

( =  üzerinde bu şekilde oluşturulan   topolojiye yükselen (lifted) topoloji denir. 

Bu topoloji aşağıdaki teoremde verilen özelliği sağlar.  

 

Teorem 5.2.19:  X basit irtibatlı bir örtüye sahip bir topolojik uzay olmak  üzere    

XGp 1

~
: π→   grupoidlerin bir örtü morfizmi olsun.   XGOb

~
)

~
( =  olmak üzere X

~
 

üzerindeki yükselen topolojisi aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

a) XXpObq →= ~
:)(  bir örtü dönüşümü 

b)  Aşağıdaki diyagramı değişmeli yapan ve objeler üzerinde birim olan  

bir XGr
~~

: π→   grupoid  izomorfizmi mevcuttur [2]. 
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Şimdi bu bölümün sonucu olan kategorilerin denkliğini verelim. 

 

Teorem 5.2.20 :  X  basit irtibatlı bir örtüye sahip olan bir topolojik uzay olmak üzere   

),( 0xX  bir H-grubu olsun. Bu durumda H-gruplarının örtü morfizmlerinin kategorisi  

HGCov/( 0, xX )  ile X1π  nin H grup-grupoid örtü morfizmlerinin kategorisi olan  

HGGdcov/ X1π  birbirine denktir. 

 

Đspat: Bir XHGGdCovxXHGCov 101 /),/(: ππ →  fanktorunu aşağıdaki şekilde 

tanımlayalım. ),()~,
~

(: 00 xXxXp →   H-gruplarının bir örtü morfizmi olsun.   Önerme 

5.2.16 dan  ( )0, xX  ve ( )0
~,

~
xX  birer H-grubu  iken X1π  ve X

~
1π  temel grupoidleri birer 

H grup-grupoididir. O halde H-gruplarının   ),()~,
~

(: 00 xXxXp →  örtü morfizmine 1π  

fanktorü uygulandığında p den üretilen XXp 111

~
: πππ →  morfizmi H  grup-

grupoidlerin  bir morfizmidir. Diğer yandan ),()~,
~

(: 00 xXxXp →  topolojik uzaylar 

üzerinde bir örtü morfizmi olduğundan  XXp 111

~
: πππ →  grupoidler üzerinde bir örtü 

morfizmidir. Dolayısıyla XXp 111

~
: πππ → , HGGdCov/ X1π  kategorisinin bir 

objesidir. Bu yolla  bir  

XHGGdCovxXHGCov 101 /),/(: ππ →  

fanktorü elde edilmiş olur. 

 

Şimdi bir ),/(/: 01 xXGCovHxHGGdCov →πη  fanktorunu aşağıdaki şekilde 

tanımlayalım.  Bir H grup-grupoid örtü morfizmi  XGp 1

~
: π→    verilsin.. Teorem  

5.2.19 dan  ( ) ),(~,
~

:)( 00 xXxXpObq →=  bir  örtü fonksiyonu olacak şekilde 

)
~

(
~

GObX =  üzerinde bir ltopoloji (lifted topoloji) mevcut olup rqp �1π=  olacak 

şekilde bir XGr
~~

: 1π→  izomorfizmi vardır. Burada X
~

 üzerindeki topolojinin yükselen 

G
~

 X
~π  

Xπ  

r  
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topoloji olduğuna dikkat edilmelidir.  Burada G
~

 üzerindeki H-grup groupoid  yapısı 

X
~

1π  üzerine aktarılır. Dolayısıyla )(~
111 qqmmq πππ ×= ��  ve ( )ηπηπ ~

11 qq =  olacak 

şekilde  

                                               XXXm
~~~

:~
111 πππ →× ü 

                                                XX
~~

:~
11 ππη →   

grupoid morfizmleri vardır. Bu morfizmlerden dolayı objeler üzerinde 

                                                XXXm
~~~

:~ →×  

                                                   XX
~~

:~ →η  

dönüşümleri vardır. Diğer taraftan ),( 0xX  bir H-grubu olduğundan; 

                                                )1()1( XX ×≅× µµµµ  

                                                                 21 1 ii X µµ ≅≅  

                                                )1,(),1( XX c ηµηµ ≅≅  

homotopik olacak şekilde  

  ),(),(:),()),(,(: 00000 xXxXvexXxxXX →→× ηµ               

sürekli dönüşümleri mevcuttur. Dolayısıyla Teorem 5.1.2  gereğince yukarıda 

homotopik olan fonksiyonların yükselmeleride  

                                          )1~(~)~1(~
~~
XX

×≅× µµµµ  

                                               2~1

~~1
~~ ii

X
µµ ≅≅  

                                                   )1,~(~)~,1(~
~~
XX

c ηµηµ ≅≅  

homotopiktir. Bu yüzden )~,
~

( 0xX  bir H-grubu ve ( ) ),(~,
~

:)( 00 xXxXpObq →=  ise  H-

gruplarının bir örtü morfizmidir. Bu şekilde bir  

),/(/: 01 xXGCovHxHGGdCov →πη  

 fanktoru elde edilmiş olur. 

 

Bu kategorilerin denkliğini göstermek için  11 ≅ηπ  ve 11 ≅ηπ  (doğal olarak izomorf) 

olduğunu göstermeliyiz. 11 ≅ηπ  doğal olarak izomorf olduğunu göstermek için 

),/( 0xXHGCov kategorisinin bir objesi ),()~,
~

(: 00 xXxXp → olmak üzere ))(( 1 pηπ  ye 

bakalım. p den üretilen XXp 111

~
: πππ →  morfizmi H  grup-grupoidlerin  bir örtü  
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morfizmidir. Burada ))(( 1 pηπ , )( 1 pObp π=  ve  )
~

(
~

1XObX π= olmak üzere Teorem 

5.2.19 dan   XXp →~
:   bir örtü dönüşümüdür.  Burada X

~
 üzerindeki topolojinin 

yükselen topoloji olduğuna dikkat edilmelidir. Burada Sonuç 5.2.11 gereğince X 

üzerindeki  H-grup  yapısı XXp →~
:  bir H-grup morfizmi olacak şekilde  X

~
 üzerine 

yükselir. Dolayısıyla ppp == )())(( 11 πηηπ  olup 1 1 =ηπ  dir. 

 

Diğer yandan 11 ≅ηπ  doğal olarak izomorf olduğunu göstermek için XHGGdCov 1/π  

kategorisinin  bir objesi  XGp 1

~
: π→  olmak üzere  ))(( 1 pηπ ye bakalım.   Teorem 

5.2.19 dan XXp →~
:)(η  topolojik uzayların bir  örtü  fonksiyonudur.  Burada  

)
~

(
~

GObX =  üzerindeki topoloji yükselen topoloji olmak üzere )~,
~

( 0xX  bir H-grubu ve 

( ) ),(~,
~

:)( 00 xXxXp →η  bir  H-grup morfizmidir. Buradan  )()
~

(:))(( 111 XXp ππηπ →  

H grup-grupoidlerin örtü morfizmi elde edilir.  Fakat Teorem 5.2.19 dan  XGp 1

~
: π→  

ile  )()
~

(:))(( 111 XXp ππηπ →  morfizmleri izomorftur.  Dolayısıyla 11 ≅ηπ  olup bu 

kategoriler birbirine denktir. 
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