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TESEKKUR

Bu tez calismasinin hazirlanmas: sirasinda, gérev saatleri igerisinde olsun olmasin
bana desteklerini esirgemeyen degerli tez damigmani hocam Yardimci Dogent Dr.
Sevket CIVELEK’ in 6zverileri ve katkilan igin tesekkiir ederim. Ayrica bu calismamin
bir cok agamasinda bilgisine bagvurdugum degerli hocam; Yardimci Dogent Dr. Cansel
AYCAN’a bu destegi i¢in tesekkiirii bir borg bilirim.

Tez konusunun soyut ve kolay anlagilabilir nitelikte olmamasi, bu konuda yerel
kaynaklarin yeterli olmamasi, yabanci kaynaklara ise ulagmanin zorlugu nedeni ile
zaman ve emek yontinden giicliikklerle kargilaghk. Bu donemde ozellikle G.
Sardanashvilly nin ‘Gauge Theory in Jet Manifolds’ adli eserini temin edebilmek igin
olduke¢a zaman ve emek harcadik. Ancak yazarin kendisine kadar ulasmamiza ragmen,
yazar eserin kendisinde de bulunmadigim bildirmis, yayiner kurulustan ve ¢evremizde
yaptifimiz aragtirmada da bu kaynaga ulamilamamugtir, Caligmamizin uygulama
kisminda yaptigimiz 6rnegin bilgisayar modellemesini yapmak arzumuzu, biraz da bu

zaman kaybindan dolay1 bu agamada gergeklestiremedik. Bunu da ¢alismamizin bundan
sonraki hedefi olarak belirledik.

Tez galigmam esnasinda anlayig ve destegini esirgemeyen degerli esim Mustafa
Tahsin BADEM’ e tesekkiir ederim. Beni bugiinlere getiren, yetistiren aileme de gok
tesekkiir ederim. Ayrica bazen sevgi, ilgi ve zamammi veremedigim minik oglum

Kagan Furkan’dan beni affetmesini istiyorum.
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denklemler elde edilmistir.

Besinci biliimde; Gauge jet teorinin bir mekanik probleme nasil uygulanacag
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This thesis consists of five sections. In first section of this study, Basic
definitions of bundle theory, multi vector fields and differential forms, connections
are given. Besides, basic definitions and theories related to first jet bundles are
given.

In the second section, after time-depended mechanical systems are mentioned,
Poisson, symplectic and Jacobi manifolds are described. Third section is devoted to
basie definitions, theory, and examples about gauge theory.

In fourth section, properties of jet bundles on R are given. After that the
formulations of Langrangien time-dependent systems om a phase space of
coordinates and velocities are obtained.

In the fifth section, it has been shown how can apply the Gauge Jet Theory to a
problem in mechanics.

In the last section the conclution and evaluation of these studies are expressed.
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1.BOLUM

TEMEL YAPILAR

1.1. Giris ve Onceki Calismalar

Bu ¢aligmada; son zamanlarda miihendislikte diferensiyel geometrik yapilan
kullanarak; kendine 6nemli bir calisma alami bulan Gauge Mekanigi konusu ele
alinacaktir. Yapilan galigmalar degerlendirildiginde, Gauge yapilari 1.mertebe jet
yapilari ile elde edilmektedir. Fakat Saunders’m jetler iizerine yaymnlamig oldugu
¢aligmalarinda jet demet yapilanmin yiksek mertebeden ¢alisilabildigi goriilmektedir.
Ayrica Yrd.Dog.Dr. Cansel Aycan’a ait olan Yiitksek Lisans ve Doktora tezleri ile
yapilan diger yaymnlarda yiiksek mertebeden jetler iizerinde tanimli diferensiyel
yapilarin yani sira jet demet dizileri ve yiiksek mertebeden Lagrange ve Hamilton enerji
denklemleri elde edilmigtir. 1940’1 ve 1950°li yillarda F. Bob, Ostrogransky,
B.Podolsky tarafindan baglatilan yiiksek mertebeden tiirevienebilme ¢alismalan
Ch.Ehresman tarafindan jet manifold kavramina uyarlanmistir. Daha sonra Saunders ve

Kupper Shimidt bu ¢aligmalan yiiksek mertebeden jet kavramina genisletmiglerdir.

Oncelikle 1960’11 yillarda J.Klemn‘in calismalarinda goriilmeye baglanan Hamilton
Teorisi 1980°1i yillarda daha yogun olarak M.Crampin, De Leon ,Rodrigues, I.Mendez,
P.Dirac gibi matematikgilerin yaymlarmda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu calismalarn
temelinde de 1.mertebeden jet manifold yapilari vardir. Lagrangien ve Hamiltonien
dinamikleri ¢aligmalarinda gerekli olan Jakobi, Poisson, Simplektik yapilar 1980°lerin
sonlarina dofru yogun olarak, 1990’larda G.Sardanashvily, M.Gokheler ve
T.Schucker’e ait ¢ahgmalarda ele alinmmgtir. Gauge teorisi ise bahsettigimiz geometrik

yapilarin birer dinamik yap: olarak ele alinmasimin yam sira, ziyadesiyle fiziksel



uygulama ve yorumlarmma dayanmaktadir. M. Gokheler bir fizik¢i oldugundan Gauge
Teoriyi Einstein-Cartan teori ile birlestirerek ele almistir.

Bu ¢alismanin amaci ise; yukarida bahsedilen &nceki calismalarin Gizerine, sadece
temel dinamikte kullamlan tanjant demete ve klasik zamana dayal 1jet kavramina
nazaran daha detayh bir jet incelemesiyle bu kavramlan yeniden ele almaktir. Ayrica
“Genisletilmis Jet Demetler Uzerinde Euler-Lagrange ve Hamilton Denklemlerinin
Liftleri doktora tezinde kullamlmis olan farkli zaman parametreleri Einstein teoride

kendine yer edinebildigi i¢in bu sekliyle Gauge Teoriyi ele almaktir,

Oncelikle giriste temel kavramlar tammlanacaktir. Lifli demet yapist verildikten
sonra, cebirden bilinen Lie Cebiri kavramini genelleyen Schouten Nijenhius Braketi
tammlanacaktir. Sonra birinci mertebeden jet verildikten sonra calisma zamana bagh
gelisecegi i¢in zamana bagli mekanik sistemler sunulacaktir. Poisson yapisi, Simplektik
yap: gibi temel yapilar ele alimp, Gauge Teoriye ait tizerinde calisilacak kavram ve
Ozellikler verilecektir. Son olarak Lagrangien zamana bagli mekanikler ele alimp

yaptigimiz ¢calismalarla ilgili uygulamaya yer verilecektir.

1.2, Lif Demetleri

Tamim 1.2.1. (Lifli Manifold)
E,M C” - manifoldlar,

T:E—> M

bir Cwudﬁm'isﬁm olsun. Efer s, Orten submersiyon ise (E,z,M) iiclisine /lifli
manifold denir. (E, 7 ;M) lifli manifoldunda, E’ye total uzay M’ye taban uzay, z’ye

projeksiyon denir. Her bir p € M noktas: i¢in E’nin 7™ (p) ctimlesine de p iizerindeki
lif denir. (Civelek 1993)

o 77 (p)lifi E,ile gosterilebilir.



°Bir (E,7,M) lifli manifoldunun = projeksiyonu bir &rten submersiyon

oldugundan, £ lifinin her bir irtibath bileseni M’in bir alt manifoldudur ve
BoyE , = boyE —boyM sayisina x “nin lif boyutu denir.
* Bir (E,7,M) lifli manifoldu i¢in genelde E uzaymn tiimii, M uzay: ile bir

bagka manifoldun kartezyen carprmma diffeomorfik olmak zorunda degildir. Fakat =
projeksiyonunun submersion olmasindan dolayr bir lokal ¢arpim yapist belirlemek
miimkiindiir. Kapal: fonksiyon teoreminden, her bir a € E noktas: i¢in;

i, () ==b), VbeU,
sartim saglayacak bir U, c E komsulugu, bir diger ¥, manifoldu ve bir ;

LU, —»alU)xV,
diffeomorfizmi vardir. Boylece, total uzayin her bir noktasi, bir ¢arpim manifolduna
benzeyen bir komguluga sahip olur. ¢, tizerindeki yukarida belirtilen sart :
U,—=—— =U)xV,
JTIU i {pr
AU)——> (U,

degismeli diyagram: ile ifade edilebilir. Burada pr; ile birinci izdiigiim fonksiyonu ve id

ile de dzdeslik fonksiyonu gosterilmektedir.

Tanim 1.2.2.

Bir lifli manifold (E,7,M), boyM =m, boyE=m+n, UcCE acik alt ciimlesi
lizerinde bir koordinat sistemi; y:U — R™" olsun. pri:R"™" — R" olmak iizere;
a,bel ve n(a)=n(b)= p= pr,(a)) = pr(¥(B))

onermesi dogru ise ’ ye bir uyarlanmis (adapted) koordinat sistemi denir. (Civelek
1993)

e Bu tamma gire, aym E,nUlifinde bulunan noktalarm ilk m tane

koordinatlarinin esit ve geri kalan son n tane koordinatlarn ise farkl: olabilecegi bir

koordinat sisterni segilebilecegi anlasilmaktadir.

¢ Bir lifli manifold (E,7,M) ve a < E olsun. a civarinda uyarlanmis koordinatlar

lokal ¢arpim yapisindan olusturulabilir. Bunun icin, W cxz(U) olmak iizere



n(a)=pr(t,(a))e M noktasi civarinda bir x:W — R” koordinat sistemi ve
pr(t,(a))eV cV, civarinda bir u:¥ — R"koordinat sistemi segerek, tipki ¢arpim
manifoldlarinda oldugu gibi;
y=(xopret,uoprot,)
esitligi ile y:£'(WxV) — R™" dénisiimiinii tammlayalim. E’nin bir uyarlanmig
koordinat sistemi oldugu agiktir. Karsit olarak, herhangi bir
y:U— R™"

uyarlanmus koordinat sistemi,

x(p)=pr(y(a@)),ac E,NnU

olarak bir
x:m(U)—> R"
koordinat sistemi verir.
° Bir uyarlanmis koordinat sisteminin bilegen fonksiyonlar: ile ilgilenirken

genellikle asagidaki notasyon kullamlir:

M {iizerindeki koordinatlar (x*) (1<i<m) ise E {iizerindeki koordinat

fonksiyonlari (x”,4°*) 1< <n seklinde ifade edilecektir. Burada x** sembolii icin

#(U) — R fonksiyonu ve U — #(U) - R bileske fonksiyonu kullanilacaktir.

Tamm 1.2.3. (/Global] Trivial Lifli Manifold)
Bir lifli manifold (E,7, M) ve bir C* -manifold F olmak iizere eger;
1E—>MxF
déniisiimi,
P 8F =%
olacak gekilde bir diffeomorfizm ise; (F,¢) ikilisine 7z *nin bir [global] trivializasyonu,

F* ye 7z ’nin model (tipik) lifi ve en azindan bir trivializasyona sahip bir (E,z, M) lifli

manifolduna da [global] trivial lifli manifold veya yalmzcea trivial lifli manifold denir.
(Civelek 1993)



Tamm 1.2.4. ([Lokal] Trivial Lifli Manifold)
Bir lifli manifold (E,7,M) ve pe M olsun. F,bir C”-manifold, p’in bir

komgulugu W, ve pr, o t,=x sartim saglayacak bir diffeomorfizm,
7! (W,

|
L,:7 (Wp)—>prFp
ise; o zaman (W,.V,.t,) ucliisiine p civarinda 7 * nin bir lokal trivializasyonu ve
taban uzayin her bir noktas: civarinda en az bir lokal trivializasyona sahip bir (E,7, M)

1ifli manifolduna da lokal trivial lifli manifold veya demet denir. (Civelek 1993)

P = {(Wp,t P)} lif demetinin bir atlasidir.

Tamm 1.2.5 . (Lif Demetinin Tanjant Demeti)
7, . TE > E,
7 : E — M lif demetinin tanjant demeti olsun. E iizerindeki 1ifli koordinatlar
G
olmak iizere; 7E tanjant demetinin koordinatlary; (x”, 4°* x' w'*Yolur. Tx:TE - TM
tanjant déndisiim iken 7 tanjant demeti 7 o 77, : TE — M , M iizerinde bir lif demetidir.
7 ,oTn =rmoxm, olup asafidaki degismeli diyagram vardir:
TE - 5 TM
P \: 7,

(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 1.2.6. (Diisey Tanjant Alt Demeti)

def
E — M lif demetinin 7E — E tanjant demeti VE = CekTr olacak gekilde bir diigey

tanjant alt demete sahiptir. x" =0 koordinat bagintis1 vardir. (x%,u°* 4'* ) koordinatlar:

ile ve { BM} catisi ile verilir.
ou

Bu alt demet E’nin liflerine teget vektsrlerden olusur. (Sardanashvily and Mangiarotti
1998)



Tamm 1.2.7. (Kotanjant Demet)
E — M lif demetinin kotanjant demeti T * E olup, (xﬂi,uo" -X1i, 4, ) koordinatlariyla

donatilmigtir. M iizerinde 7 * E — M dogal liflenmesi vardir.

Tamm 1.2.8. (Diisey Kotanjant Demet)
E — M lif demetinin ¥ *E — E diigey kotanjant demeti, VE — E diisey tanjant

demetinin duali olan vektér demetidir. {duo"}, V*Enin lifleri i¢in bazdr.

(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 1.2.9. (Kesit)
(E,7,M) lifli manifold ve ¢: M — E bir doniisiim olsun. Eger 7o ¢ =id,, kosulu
gercekleniyorsa, ¢ ya 7 ’nin bir kesiti denir. 7 ’nin tiim kesitlerinin kiimesi [(7)ile

gosterilir.(Civelek 1993)

Tamm 1.2.10. (Legendre demeti)
E— Mkeyfi bir lif demeti olsun. E dzerinde (x™,u",pY) holonomik
koordinatlanyla ve

o oul ax' .,
b = g )] (12.1)

gegisli fonksiyonuyla verilen,

m~1

H=KT‘M@TM§:V*EEV*EA(A T* M) (1.2.2)

lif demetine Legendre Demeti denir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 1.2.11.(Legendre Déniigiimii)

TE konfigiirasyon uzay! iizerinde her £ Langrangian’s, E {izerinde asagida verilen;

A def
L=Rp, o odf:TES>T*TE >TT*E —T+*E (1.2.3)
Poe =00, L (1.2.4)

A

lifli morfizmini verir. Bu £ ifli morfizmine Legendre doniigiimii denir. Burada

B:TT"M =T'TM dir.(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)



Tamm 1.2.12. (Legendre morfizmi)

J'E — E afin jet demetinden T*E — E kotanjant demetine bir 1ifli morfizm

H.:J'E >T*E (1.2.5)

(p(](zip)o H‘r, =(ﬂ0a9_£__7z-0au:)a

seklinde tammli olup, (¢,u"*, p, p,, ) koordinatlariyla donatilan bir homojen legendre

demetidir. Bu H, doniiglimiine; H, Poincare Cartan formuna bagl legendre morfizmi

A

denir. L Lejendre dniigiimii ve H; Legendre morfizmi arasinda L T*E—>V*E ya

bir kanonik projeksiyon olmak tizere; L=¢ o H , bagntisi vardir. (Sardanashvily and

Mangiarotti 1998)

1.3.Multivektsr Alanlar: ve Diferensiyel Formlar

Tanmm 1.3.1. ( Schouten-Nijenhuis Braketi )

E manifoldu tizerinde multivektér alanlarinin dig cebiri asafidaki vektor alanlarinin

Lie braketini genelleyen Schouten-Nijenhuis braketi ile verilir ;

olup,

[" ']SN : Zf' (E) *X, (E) i Zr-t-s—] (E)

.9=l"9“f---“r af“ A aj (13.1)
r! ! &

1 40 0 0
D=—phmt A

s! ou™ ou’s

def
[9.0]y = 9*v+(-1)"v* 8

IHv = (g phehg A ND A NLAB, )

J"!S! H ay a, 1 Ly
[9,0]g, =(-1)* " [v, 9], (13.2)
[, 8 Avly=lv. Loy Av+ DM WAy 0], (13.3)

esitlikler saglamr. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)



Ornek 1.3.1 :

0= %wﬂ"aﬂ 79, bivekisr alant olsun,

[0, 0], =0""8,0%"8, ~8, " 0,
olur. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
Tanim 1.3.2.
RiveRysirasiile 7z, ve 7, boyunca p -bagli vektor degerleri r-formlar ve S; ve S,

P1: P, boyunca 7 -bagli vekior degerli s-formlan ise [R,, S, ] braketi
d[Rl Sl = de ° dSz _,(_.1)"-" dS] odRz

olarak tanimlanan 7, o p, = p, 7, boyunca r+s- vektor degerli formdur. Burada d[R“S]]

kolaylikla goriiliir ki 7, o p,boyunca d. tipinden (r+s) - dereceden bir derivasyondur.
Bu braket bazen Frolicer-Nijenhuis braketi olarak adlandirilir.(Saunders 1989)

Ornek 1.3.2.

7, p; ler M manifoldu tizerinde kurulmug 6zdeslik doniisiimit ile elde edilen
demetler olmak fizere R ve S ler vektor degerli O-formlar oldugu kabul edilirse;
[R,S]garplml Lie braket g:afpnmna dontiglir. Daha genel olarak; sadece R bir vekior
alam ise bu durumda [R,S], L,S Lie tiirevidir. .(Saunders 1989)

Lemma 1.3.1.
AM® y(M), M iizerindeki vektdr degerli tim formlarn kiimesi Frolicher-
Nijenhuis braketi ¢arpim yardimiyla bir Lie cebiri olur. .(Saunders 1989)

ispat:
Braket iglemi agik¢a R-lineerdir ve tammdan
[, R]= (-1""[&.5]
saglar. Bu tanim kullamlarak basit bir hesaplama yapilirsa; Jakobi Ozdesliginin
asafidaki versiyonu elde edilir:

[RS8, T+ 7S, [, R] + [, [R, ST = 0
R ve S vektdr degerli 1-formlar oldugunda bu yapmn énemli drnegi ortaya ¢ikar, bu

durumda vekttr degerli 2-form [R,S] .R ve S “nin Nijenhuis tensorii olarak adlandinlir.



Teorem 1.3.1.
VX,Y € y(M) igin,

(x,7)|[RS]=[X.¥]I RI SHX IR, Y IS]-[X IR, Y] IS—[X,Y IR] | ST+

XY]ISIRHX] S, YJR]I{XIS, YIIR-[X,Y]S]IR
(Saunders 1989)
ispat :
Yukaridaki esitligin her tarafi bir vektor alanidir. Her taraf bir keyfi tam 1-form ile
kuruldugu zaman asagidaki esitligi kanitlayacagiz. Simdi eger feC?(M) ise;

(X.V) ] [RSD]df = XY | i[.ve,:;]‘.ff
=XY) | d[R,S]f
=X.Y) ldydydf + (X.Y) | dyd, f

Birinci terim detaylariyla acilirsa; tanimdan;

(X,Y) ldydgdf =(X,Y) | (ig o d —d 0 i) (i,df) ve
(X.1) ) ipdigdf =(X | RY)1d(S | df)+ (X,¥ |R) |d(S | df)
=dxr(Y IS ] df)-d,(X IR IS | df)-[X IR, Y] IS ] df+

dy (Y IRISdf)-dyir (X 18 1df)~[XY IR1IS | df - CX.Y) | dijigdf
= —d,(Y IR | S]1df y+d,(X IR | S] df)+[X.Y] IR | S | df
olur ve

XY) ldydsf=[X, Y] IRIS ] df -[XIRY] S |df-[X, Y R] JS|df +

dxr (Y | 8] df) -dvjr (X | 8] df)
seklindedir. Benzer sekilde:

(X.Y) ldd,f =[X,Y]] S IRl df -[X | S,Y]IR Jdf-[x,¥ ]S ]| R Jdr-

dejs (Y IR 1df )-dys (X IR ]| d,)
ve
dx/r (Y 1 S |dfy - dyis (X IR | df) = dyjr dyjsf-dy)s dyjef
~d[X] R, Y | SIf
=X IRY |S]ldf
esitligi elde edilir.
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Tanm 1.3.3.(D1s Diferensiyel)

E iizerinde bir dis r-form,

¢ =l'¢al...a au™ A..Andu”,
F !

1r\T *E — E dig carpimimn bir kesitidir. E manifoldu iizerinde bir r formlarm vektor
uzayr A'E ile temsil edilir. A°E =C™E halkas: iizerinde bir modildir. A°E bu
fonksiyonlarin vektor uzay: iken C*(E), E manifoldu iizerinde diizgiin fonksiyonlarin

halkasidur. E tizerinde biittin dig formlar, dig ¢arpima bagli A'E dis cebirini olusturur.

Duy diferansiyel, A * E tizerinde 1. mertebeden diferansiyel operatdr olup
d:N(E)—> A(E)

do =ia @, _du' adu™ .. .Adu®™
r! M a..a,

dir,

@ ¢'nin derecesi olmak iizere;

dp no)=d(g)ro+ (-1 A dc) dod=0
bagintilart vardir, (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 1.3.4. (Lif Demeti Uzerinde Dis Form)
m:E—> M, (x”,u’)koordinatlariyla bir lif demeti olsun.
7 KM —>ANE
7’nin pull back déniigiimii olup, dis formlar,

¢:E—>Ir\T'M ,¢=ll¢. LA AL Adx"
rl i

(s

seklindedir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 1.3.5 (I¢ Carpim )

v=v0, vektbr alani ve ¢ dis r formunun ig:' carpimi

For 13kl 5
v1g =2(—--1~)—V‘"’E B e, AU A d U™ AL AdU™ (1.3.4)

1
(r —1)!

koordinat ifadesi ile verilir. Asagidaki bagimtilar salamr:

s @ a,
VD 0 QU A AdU

R

VeV, )=v, | v ] @ (1.3.5)

L]
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vi@roy=v] grc+(-)gav] o (1.3.6)
vvllg=vidw | ¢)—v'idw ] ¢)—v'Iv]ds g NE (1.3.7)

Multivekidr alanlan igin i¢ carpimin genellestirilmesi dis formlarin ve multivektor

alanlarinin sol ig ¢arpim
81 9=¢(9).|9<lp| . ¢cANE, Iez.(E)
seklindedir. ¢(v, A...AV,)=g(v,..»2,) dir. Bu durumda,

dlv] g=aD] ¢=D"v] 8] ¢, g AE, 9,ve y.(E)

esitligi elde edilir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Ornek 1.3.3
(1.3.7) formiilii multivekttr alanlari i¢in asagidaki gibi genellestirilebilir ;
[9.0)w 16 = D" a@w 19)+ (Do Jagg 19)-v 18] dg
9] =9+ -1

dir. D1s formlar ve multivektSr alanlarinin sag i¢ ¢arpim,

ILé= 9@ <) . $eNE, Iez (E)
B $)=9 1 8,.... L 4 $eNE, ey (E)
__1__ o) ..., g 1 1
9| p= v _1)!3 P00 nnar, peNE

esitliklerle verilir. I¢ carpim islemi igin;

GAv) | d=8A @]+ =D d)Av, ¢cAE
Sgnro)=8l ol ¢, .0 € D' (M)
esitlikler gegerlidir. Eger ||9\ = |¢| ise;

(2 (EYx NE - C*(E)
(S.4)=91¢ =8| ¢ = 9g)=6(%)

dogal garpim tamimlanabilir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Tanmm 1.3.6
X € y(n) olmak iizere; o e AM formu icin X] o e ¢ (E) fonksiyonu
Xl o)a)=0,,(X,)

seklinde tamimlamr. Eger o ;» M ftzerinde lokal fonksiyonlar olmak tizere lokal
koordinatlarda o =0 ,dx’ ise; X| o=x'c; olur. Eger 8 A'M ise; X] 6eAE
seklinde bir (r —1) - formdur. .(Saunders 1989)

Tamm 1.3.7

(z*(T*M),n" o1, * E) demetinin herhangi bir & kesitine E iizerinde M nin yatay-
I formu denir. 7 demetinin 1-formlarmmn kiimesini A7z ile gosterilecektir. Benzer
sekilde; M iizerinde k formlarin kiimesini de A’z ile gosterilecektir. Yatay 1-formlarin
diger ad1 yart basit 1- formdur, A7z bir vektor uzayidir. {z"(c’):c € AM } tarafindan

C®(E) iizerinde liretilmig modiildiir. ¥'(7) ’nin annihilatériidiir. (Saunders 1989)

Lemma 1.3.2
o € NE 1-formunun 7 ’nin bir & € Az 1-formu olmasi igin < VX €V (x) diisey

vektor alani i¢in X | o =0 olmalidir. (Saunders 1989)

ispat :
Eger o € Ay ise bu durumda Va e E vebazi €T oM igin o, =" () olur.
Bu durumda eger X € V() ise

Xlo),=0,(X,)

=7 (MX,)

= n(z.(X,)

=0
olur. Tersine o e AE ve VX eV (x) icin; X.] o =0oldugu kabul edilirse; ae E
olsun. Vg el z igin X, =¢ olmak iizere bir X e V(x) diisey vektdr alani vardir. X,

omegin ¢ lokal koordinatlarda yazilarak, degerleri a da olan diizgiin fonksiyonlar

segilerek olusturulabilir. Bu durumda
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olur. Ee IM,nnel "2@M kotanjant vektdrii ve £ e T,E igin 7.(£)=& tammlansm,
Eger (&) =m.(&,) = £ ise & —¢&, €V, m oldugundan #.(& —¢&,) =0dir. Ve bu nedenle
o,(é)=0,(,) iken 77(_(5 =0,(£) olur. Herhangi £eT,Eigin, o,=7n*(n)
oldugundan o,(£) =n(7.(£)) =7 (7)(€) olur, bu yiizden ¢ € Az dir.

Lokal olarak; herhangi bir o € A'E 1-formu;

o =0,d" + o, du’™®
seklinde yazilabilir. Eger o € A\z ise o zaman;
o =oydx"

olacaktir. Buradaki du®® mn biitiin bilesenleri sifir olmaktadir. .(Saunders 1989)

Tanim 1.3.8
X € y(M) ve o € Ayrigin X] o e C*(E) ¢arpimi Va e E igin
Xlo)ay=n(X,,)

seklinde tanimli olup burada n e T, ,M , z"(7) =0, esitligini saplar. .(Saunders 1989)

Tanim 1.3.9
X € y(n), c e A,M icin x | ¢ € C*(E)carpim1 Va e Eigin
(x ]o)(@)=n(X,)

tanimh olup, 77 € Tr(a;M olup, z" (1) = o, dir. .(Saunders 1989)

Lemma 1.3.3
@ NE igin 8eANwr 1<s<r-1 olmasi igin © VX eV(x) igin x |fe N 7
olmalidir, .(Saunders 1989)

Ispat :
Lemma 1.2.2 nin ispatina benzemektedir. Bu sefer multilineer cebir kullamlarak,

6,E N'T,* E A N *(T,,M) oldupu ispat edilir.
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Tanim 1.3.10.

Bir R-lineer D :AM — AE doniisiimii eder ;
1) 8e A'M igin DB e A™E
2-) 6 eA"M ve 8, e A" M igin

D(6, A0,)=DO, A7’ (0,)+(-1)" 7" (6,) A D8,

kosullan gercekleniyorsa bu D doniigiimiine r. dereceden m demeti boyunca bir
derivasyon denir. .(Saunders 1989)
Tamm 1.3.11.

VfeC?(M)=A"M igin Df =0 olup, D’ye & boyunca i, tipinden bir derivasyon
denir. .(Saunders 1989)

Tamm 1.2.12,

Dod= (— l)’d o D kosulunu saglayan D derivasyonuna cl» tipinden r. dereceden

7 demeti boyunca bir derivasyon denir. .(Saunders 1989)

Tanmm 1.3.13. (Bivektor Alanlar: )

o= % o""9, * 8, E manifoldu iizerinde her bivektor alam

" :T*ETTE

seklinde bir lineer lifli morfizm tammilar.

def
o*(@) = —winlae, ac T,E (1.3.9)

o' (@)= 0"’ (),
o). py=o" @l pla, yeE a.peTE

Eger " lineer lifli morfizm y’de r rankl: ise, w bivektdr alam y € £ noktasinda r

ranklidir.
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Eger bu morfizm ye E£’nin biitlin noktalarinda bir izomorfizm ise, @ non-

dejeneredir. Bu gibi bir vektdr alami sadece ¢ift manifoldlar {izerinde wvardir,

(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 1.3.14. (2- Formlar)

Her 2-form ,
Q= lQ dau' adu',
2 Y
E manifoldu iizerinde,
Q":TE>T'E (1.3.10)
def
Q'@)=-v | Q) vel,E

Qv)=-Q, (yw*du’

bir lineer lifli morfizm tanimlar.

Eger y e E noktasinda morfizm r rankh ise, 3 2-form r ranklidir. Eger y € E ’nin

biitiin noktalarinda E’ nin ranki Q nin rankina esitse, { non-dejeneredir. (Sardanashvily
and Mangiarotti 1998)

Tanmm 1.3.15. (Lie Tiirevi )
Bir v vektdr alam1 boyunca ¢ dig formunun Lie tiirevi
Lg=v]dp+dv] ¢)
esitligiyle verilir. Eger f fonksiyon ise,
Lf=v(f)=v] df
olur.
Lgno)y=Lgnoc+palo
dir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)



16

1.4. Konneksiyonlar

Tanm 1.4.1.

E — M lif demeti tizerinde bir konneksiyon J'E — E afin jet demetinin bir global
kesiti,
[:E—>JE

i 5, o 0
I'= dxo ® (@ 2k 1_‘1 (xo”,uo“')auﬁ)
olarak tammlanir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 1.4.2 (Konneksiyon)

V_eAyr igin T' |c=0 sartim saglayan bir [ e ANz ® y(E)vektor degerli 1-
formuna 7 demeti iizerinde bir konneksiyon denir,

Bu tammdan sonra hemen herhangi o € A'E igin I' | I’ = I' oldugundan

I' T |o=T|]o

esitligi yazilabilir.

Buradan T,, T,E {izerinde bir projeksiyon operatérii olarak gdz Oniine almur.
Koordinatlarda, bir konneksiyon agagidaki gibi yazilabilir:

i a a a
F=dx° ®(gxﬁ+1"§, auT)

(Saunders 1989)

Ornek 1.4.1.

7, (M x R, pr,, M) seklinde trivial déniisiime sahip olsun. (x*,f) koordinatlariyla
verilsin. t, R tizerinde M x R ’nin kanonik koordinatlarinin pull-back déniistimiidiir. Bu

durumda I konneksiyonunun koordinat temsili,

; ) o
Fr=d"®(—+I.,—
(a 0f Oiar)

seklindedir. I' konneksiyonu bir yatay 1- form
U | dt = T,,cd”
olusturur .(Saunders 1989)
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Ornek 1.4.2.

7,(t,g°%) koordinatlariyla tammli (Rx F, pr;,R) seklinde bir trivial demet olsun.

I" nin koordinat temsili :

0 3,
Ir=dt®(—+T% - _
(6t 8q°")

olur. Eger ¥ € y;, (x) vektor alanlarini dikkate alirsak bu durumda bu gibi herhangi Y

vektor alani, diisey vektdr alamyla farklilasir, ¥ | ', Y’nin &6zel segimine bagh

olmadig igin, Bu durumda bu yap g; 1 T" seklinde yazilabilir, bu yolla R x F iizerinde;

9 Il _in
ot og“

ozel formlarin bir vektor alam elde edilir. .(Saunders 1989)

1.5. Birinci Mertebeden Jetler

Teorem 1.5.1.

(E,7,M)bir demet, pe Molsun. Kabul edelim ki; ¢(p)=w(p) olacak sekilde

¢ €T, () kesitleri verilsin. (x”,u°*) ve (y*,v"?), ¢(p) civarinda iki koordinat

sistemi ve
O | l=ogl=2] [ooy] asizm, 1<as<n) (1.5.1)
ox” , ox ;

olsun. O zaman ;
d 0 .
= B2osl= | BPew]  as<ism 1<p<n) (1.5.2)
1 7|

dur.

Tanim 1.5.1

(E,z,M)bir demet ve (x” 4" demet koordinatlart ve peM olsun. ¢,y el (7)

lokal kesitleri igin @(p)=w(p) olmak iizere; ¢(p)civarmdaki (x™u"*) koordinat

sistemi g6z oniine alindifinda ;



18

a¢ﬂa
'

aworz
6x0i

P P

(1<i<m 1<a<n) (1.5.3)

ise bu bir denklik smifi olup, ¢ ° yi igeren denklik siniflarina¢ nin p noktasindaki /-jeti
denir. Ve J1¢ ile gosterilir. (Aycan 2003)

Tamm 1.5.2. (. Jet Manifold)
(E,7,M)bir demet olsun. Bu durumda,

J'z='¢:peM,geT (x)}

ciimlesine z’nin 1. jel manifoldu denir. r, kaynak ver, hedef projeksiyonlan

sirastyla:
m S —>M Mo J'r—>E
T >p Jip > 4(p) (1.55)
seklinde tammlidir. (Aycan 2003)
Tamm 1.5.3

(E,z,M) bir demet, (U,u), u:(in ,uoa) olmak {fizere E {izerinde adapte

koordinat sistemi olsun, Bu durumda J'z {izerinde (U',#') indirgenmis koordinat

sistemi

U'={J'¢:6(p)eU}
u] - (xl]i,uﬂa ’um(]a)

(1.5.6)

ile tammli olup, burada
() =x"(p)
u' (f,8) = u" ($(p))
dir. Yeni mn adet uy =U' — R fonksiyonu,

a¢0a
axﬂi

tty, (S, 9) =

r

seklinde tamimlidir, (Aycan 2003)
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Sonug¢ 1.5.1 :

(E,7,M)Dbir demet, {U ol j} jed s E iizerinde adapte harita koleksiyonu olsun. Bu

durumda; {(U},”f 1 )} jed koleksiyonu J:,n' iizerinde sonlu boyutlu C® -bir atlastir.

(Aycan 2003)

Tamm 1.5.4.

(E,z,M) bir demet, W c M bir agik alt manifold ve ¢TI, (7) ise; o zaman

peW, J¢:WcM-Jrz Jep)=J¢ il tammh J'pel,(7) kesitine ¢

. a O
kesitinin birinci prolongasyonu denir. J'¢ nin koordinat temsili [gﬁ“”, ;jm}
X

seklindedir.(Aycan 2003)

Tamm 1.5.5.

b (wor,) > TJ' 'z donisiimii

D) =D, — o X)) +(J'8)* (X )
ile tamimli olup, burada g=71, 0y ve X : 7, oy dir. (Aycan 2003)
Tanmm 1.5.6
VX € y(E) vektdr alani igin

X5, =bi(J)(X o)), XogeT,(oz,)

esitligi ile tanimh X' ¢ z(J'7) bir vekidr alam olup, buna X’in birinci prolongasyonu

denir.
Béylece X’in koordinat temsili,

X=Xmio.+.X0a ao
ox” ou ™

ise X7 in koordinat temsili
Xpl =Xmi0_+X0a
ox™ ou

seklindedir. (Aycan 2003)

8 A’ &Y. B
Oa +( b — Uy, dx{)i) Bugf'
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2. BOLUM

MEKANIK SISTEMLER

2. 1. Zamana Bagh Mekanik Sistemler

Bu boliimde; Koordinatlarda ikinci dereceden diferansiyel denklemler ile

koordinatlarda ve momentte birinci derece diferansiyel denklemlerce yonetilen mekanik

sistemler ele alinacaktir.

Amag, hareketli ve hareketsiz ¢ati doniistimleri ve faz doniiglimleri igeren zamana

baglh doniisiimleri konu alan non-conservative mekanik sistemlerin tammlanmasidir.

Konneksiyonlar ve jet manifoldlarin uygulamasma dayanan, analitik mekanikte

modern geometrik metotlar tanitilacaktir.

Hamilton yapilarin zamandan bagimsiz conservative mekaniklerinin uygun Hamilton
formiiliinti saglamak igin simplektik teknik iyi bilinmelidir. Ornegin, M konfigiirasyon
uzayimmn, 7*M kotanjant demeti momentum faz uzay: olan bir mekanik sistemdir. Bu

lif demeti, (x*, p,, =x,) holonomik koordinaflarryla verilir,

Bu sistemin ' Hamiltoniam T * M faz uzay iizerinde reel fonksiyondur. Zamana
bagh mekaniklerin genel formiiii :
M bir manifold, R zaman ekseni olmak tizere:
E=RxM (2.1.1)

boliinmesini verir.
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RxTM , Wz faz vzay;; RxT*M momentum faz uzayidir. % Hamiltoniam
RxT* M ’de bir reel fonksiyondur. M =R iken konfigiirasyon uzay1 #:E — R lifli

manifoldu olup, (¢,u"*)koordinat1 ile verilir. R,&¢ standart vektor alani ve d standart

1-formu ile ifade edilir.

Su ana kadar mekanik sistemlerde kullamlan ydntemler momentum faz uzayinda
yeterli olmadiff1 i¢in bu galigmada 6zel alan teorisi olarak; non-relativistik zamana bagh

mekanikler kullanilacaktir. Burada, R zaman ekseni iizerinde, konfigiirasyon uzay1 bir
1ifli manifolddur.

Alan teorisinin geometrik formiilii, £ — M lifli manifoldunun kesitleri ile klasik

alanlarin taminmasina dayanir. Jet manifoldlar, Langrangian alan teorisi i¢in uygun

matematiksel dili verir.

E iizerinde momentum bir Legendre demeti,

m-1

M=V*E®(AT*M) (m = boyM) 2.1.2)

iken hiz faz uzayi, E — M ’in kesitlerinin J'E birinci dereceden jet manifoldudur.

Non-relativistik zamana bagh mekaniklerin hiz faz uzay1 £ — R lifli manifoldunun
kesitlerinin J'E 1. jet manifoldudur. Bu manifold (f,%°*,u’*) adapte koordinat ile
verilir.

M =R iken non-relativistik zamana bagli mekaniklerin momentum faz uzayi (2.1.2)
Legendre demetidir. Bu faz uzay1 I1=V * Ediigey kotanjant demetine izomorfiktir.
((t.u*, py, =u,,)) holonomik koordinatlar: ile verilir. II=V*E almakla, yapilan
kabul Langrange kargiliklara sahip Hamilton sistemlerine sirlanacaktir.

A:J 'E_>T E (kanonik imbedding) (2.1.3)
E
A=8,+u)*d,,

Bu doniisim zamana bagli mekaniklerin formiilinde onemli rol oynar. J'E

manifoldunu bir mekanik sistemin hiz faz uzay olarak ele almamiza imkan saglar. Bu
doniigtim sayesinde E — R1ifli manifoldu iizerinde her T konneksiyonu, R iizerinde
O, standart vektor alanlarimin yatay lifti olan, E lizerinde higbir yerde sifir olmayan

vektdr alam ile 6zdeglestirilebilirler.
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r=E->JECTE (2.1.4)

=9, +T"3,,
Bu konneksiyon E konfigiirasyon uzaymin her noktasinda bir tanjant vektér kurar. O
noktadaki tanjant vektorii de iz vektoriinii temsil eder. Bu da bize birinei jetleri verir.

Jet formiilii jet demetlerin kesitleri ile temsil edilen lineer olmayan konneksiyonlari

konu olarak ele alan diferansiyel geometrinin ¢agdas dilini verir.

Sadece jet uzaylari, konneksiyonlar, Langrangian ve Hamiltonian denklemleri es
zamanl olarak iglenmesine imkan verir. I' zamana bagli mekaniklerin konfglirasyon
uzay1 iizerinde bir referans ¢ati tamimlar. Hiz faz uzay1 iizerinde holonomik
konneksiyonlar, non-relativistik dinamik denklem belirler. Hamilton zamana bagh
mekanikleri, geodezikleri Hamilton denklemlerinin ¢&ziimleri olan Hamilton
konneksiyonlanm konu olarak ele alir. Bir referans ¢atimin varligi, konneksiyon
terimleri iginde ifade edilen, zamana bagh mekaniklerin ana 6zelligidir. Ozellikle her

referans gati bir enerji fonksiyonu tanimlar. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 2.1.1,
E — Rzamana bagli mekaniklerin konfigiirasyon uzayi, bir M lifi ile bir lif demeti
olarak kabul edilir ve konfigiirasyon demeti olarak adlandirilir.

E =Rx M ye diffeomorfik olmasina ragmen, E = Rx M kanonik olarak 6zdeg
olmayabilir.Onun

wiE=RxM,

farkli trivializasyonlari, E — R liflenmeleri, hepsi icin tek iken,E > M

liflenmelerinde birbirinden farklilik g&sterebilir.

Bu trivializasyonun,
Hiz faz uzayi : JJE=RxTM
Momentum fazuzayn : V*E=RxT M dir.

Conservative mekanigin iyi bilinen bir gok kavrami, zamana bagli mekanikler icin
gecerli olmaktan yoksundur ve alan teorisinin metodlarim izlemelidir. Fakat alan teorisi
ve zamana bagli mekanikler arasinda esash farklilk vardir. Alan teoride gauge

potansiyellerine zit olarak, zamana bagli mekaniklerin konfigiirasyon uzay: iizerinde
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konneksiyonlar, egrilikleri benzer bigimde ortadan kaybolduklan igin dinamik degisken
olmaktan yoksundur. Alan teorisinin geometrik metotlarim izleyerek, zamana bagli
mekaniklerin ¢ati-kovaryant formiilii elde edilebilir. Gauge alan teorisine benzetme yolu

ile, gauge zamana bagli mekanikleri hakkinda konusulabilir. (Sardanashvily and
Mangiarotti 1998)

2.2. Poisson Manifoldlarmin Geometrisi

Tamm 2.2.1. (Jakob: Manifoldlary)

E, r-boyutlu (= m+n) (4°*) koordinatlar: ile verilen bir manifold olsun. E

manifoldu {izerinde

NExNE>(f,g)>{f.g}e NE

bilineer dontigiim agagidaki sartlar sagliyorsa E manifolduna Jakebi Manifoldu denir.

A {g, f}=—{f.g} (ters simetri)
@) {f {g.mf+{g.h R+ {m{f,el}=0  (Tacobi szdeslipi)
(A43) { i g} “nin tanim kiimesi f ve g ‘nin tanum kiimelerini igerir.

A’E , E manifoldu iizerine reel fonksiyonlarin vektor uzayidir. (Sardanashvily
and Mangiarotti 1998)

Teorem 2.2.1

E manifoldu iizerinde her Jakobi braketi asagidaki sekilde tanimlanur;
{f.8}=o(df,dg)+u | (fdg - gdf) ue y(E) weNE (2.2.1)
[u,0]=0, [0,0]=2urw (2.2.2)

Ornek 2.2.1

(2.2.1) de u=0'ise {f,g}=w(df +dg) poisson braketidir® bivekior alani,
[0.0]=0#%8,w" %30, A O, AOgy =0

sartim sagliyorsa @, poisson bivektdr alamdir.



24

Tamm 2.2.2.

(E; @ ,u) bir Jakobi manifoldu tizerinde verilen f € A°E fonksiyonu igin,

def
8 = o"(df)+ fu (2.2.3)

vektor alanina f fonksiyonu i¢in Hamiltonian vektor alam denir, Béylece;

|.‘9f’ 3, J = ‘g{f,g}
dir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 2.2.3.(Poisson Yapisi)

E Manifoldu tizerinde @ = %w” o u Oy bivektor alaninin,

-8} =o(df,dg)=0""3,1b,8 (2.2.4)
seklindeki poisson yapisim (poisson braketi) tammlamas icin gerek ve yeter sart
[@,@]=0, "8 ,0"% + 0"%28,0M% + "8 ,0M %2 =0
olmasidrr,

Poisson braketi (41, 43) sartlarmi ve {h, fg}={h, /g + f{h, g} (Leibniz kurah)

kuralini da gergekler. Bu kogullar saglayan E manifolduna, poisson manifoldu denir.

(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 2.2.4.(Hamiltonian vektor alan)
(E. @) poisson manifoldu iizerinde f reel fonksiyonu verildiginde o morfizmiyle df
dis diferansiyelinin gériintiisii,
9 =" (df)
3, =0""0,19, (2.2.5)
olup, © poisson yapisina kargiik gelen f fonksiyonu i¢in Hamiltonian vektor alam
olarak adlandirilir.

Her Hamiltonian vekttr alamnin aym zamanda kanonik vektér alam oldugu

kolayca gdzlemlenir. O halde # vektdr alani, poisson manifoldu tizerinde olmak tizere,
Lo=[uo]l=0 (2.2.6)

ise; boyle bir vektor alanina kanoniktir denir, (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Tanim 2.2.5.
Bir poisson manifoldunun herhangi y noktasi i¢in E* nin bir komsulugunda

2m+1

(@ s @ s Dyees Byt serati”) 2.2.7)

koordinatlarina kanonik koordinatlar denir. Bu durumda, kanonik koordinatlarda bir f

fonksiyonu i¢in Hamiltonian vekior alan,
9, = 0° 18, —8,, /0™ (2.2.8)

olur. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

2.3. Simplektik Yap

Tamm 2.3.1.

Non-dejenere poisson manifoldlar simplektik manifoldlardir. Eger Q kapali ise; yani
dQ =0, ise; o zaman E manifoldu {izerinde non-dejenere Q dis 2-formina simplektiktir
denir. Bir simplektik form ile donatilan bir manifold, bir simplektik manifold olarak

adlandinlir. Her simplektik manifold (E,Q), 2r-boyutludur, yonlendirilebilirdir ve E

lizerinde v = l' A" Q hacim elementidir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
rl

Ornek 2.3.1.

E,(u") koordinatlariyla verilen bir manifold ve (4%, p,, =#,) holonomik

koordinatlariyla donatilan 7T * E, momentum faz uzayr olsun. Bu durumda; kanonik

Liouville formu;

0 = p,,du’® (23.1)
ve kanonik simplektik formu,

do=Q=dp,, A du™ (2.3.2)

olur.

Zamana bagli mekanikte, Rx7T*E momentum faz uzayi, T*E ’nin kanonik

simplektik formun pull-back déniisiimii olan pr, * Q =dp,, A du’* presimplektik formu

ile verilir. pr, *Q kanonik degildir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Ornek 2.3.2.

Non-relativistik zamana bagli mekaniklerin momentum faz uzay: olan V * E diisey
kotanjant demetinin holonomik koordinatlar (£,u°*, p,, =u,,) olmak iizere, kanonik 3-
Jormu:

Q=dp,, ndu’® Adt (2.3.3)

ile verilir. Bu form ¥V * E faz uzay: iizerinde kanonik dejenere poisson yapis: tammlar.

Ornek 2.3.3.
Zamana bagh mekaniklerin homojen Legendre demeti olan (¢,u°",p,p,,)
holonomik koordinatlarla verilen 7' * E kotanjant demetinin, kanonik Liouville formu :
B = pdt+ p,,du’® (2.3.4)
Kanonik simplekiik formu ,
dE=dp Adt+dp,, ndu™ (2.3.5)

ile temsil edilir.

T*E fizerindeki fonksiyonlarin C*(7 * E)uzayi iizerinde yéndes poisson braketi

{f.g}=0"f0,8-0"28,f +8 f8,,8~8"gd,, f (23.6)
olur. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Ornek 2.3.4.

V * E {izerindeki kanonik poisson yapist :

{f.8},=0"f8,,8-8gd,,f 2.3.7)

olur.

V * E tzerindeki poisson bivektorii:

w(df,dg)={f.g}, (2.3.8)
olur. ¥ * E — R liflenmesine bagli olarak diiseydir, Ve
" =0 moao;' =0 0", =1

olarak okunur,

¥ * Etizerinde bir f fonksiyonunun Sf Hamiltonian vektor alani,
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{r.g},=91dg Vvge(+E) (2.3.9)
bagintisiyla tamimlanur,
&, =0 [y, —Byof 0™ (2.3.10)

diigey vektor alamdir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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3. BOLUM

GAUGE TEORISi

3.1. Gauge Transformasyonu

Tanim 3.1.1.
n:E>5>Mvern' E'-> M' C”- doniiglimleri 6rten submersion olmak iizere, efer
O:E— E've f:M— M' doniiglimleri igin 7' o ® = f o7 ise; 0 zaman (D, f) ¢iftine
7 den 7' ye bir demet morfizmi denir. £ ye de @' nin projeksiyonu denir, (@, )
demet morfizmi ise :
E = FE
zy ¥ (3.1.1)
ML 5 M
diyagram degismeli yani f oz =z'og olup, (®,) : (E,# M) =(E,#',M ) biciminde
de gosterilir. Eger; f =id,, ise; bu durumda :
O:E>E
M tizerinde bir /ifli morfizm olarak adlandirilir, (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanm 3.1.2.

Lif demetlerinin bir izomorfizmi, ® bir diffeomorfizm oldugundan, (3.1.1) lifli
morfizmdir. E—> M lif demetinin kendi tizerine lifli morfizmi [Izomorfizmi],
endomorfizm [otomorfizm] olarak adlandinlir. IdM iizerinde bir otomorfizme diisey

otomorfizm denir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Fiziksel terminolojiyi izleyerek, 1if demetlerinin otomorfizmi  gauge

transformasyonlari olarak adlandirilir. Bu tanim biraz daha agilirsa;



29

y. U>G (3.1.2)
doéniistimii, yani lokal gauge transformasyonlari,carpma ile tamimlanan sonsuz boyutlu

bir grup formundadir, G gauge grubu olarak adlandinlir.¥ G ile gésteririz. (sadece G

olarak da adlandirilir.)
Bir sonsuz kiigilkk gauge transformasyonu
R:U—>yg (3.1.3)
iken,
y=e'= 1+X +... (3.1.4)
olarak yazilir. Bu A doniigiimleri sonsuz boyutlu Lie cebiri olugturur. Bu yiizden gauge
cebiri olarak adlandmlir, * g olarak gosterilir.( Gockeller, and Schiicker 1987)

3.2.Gauge Alanlar ve Gauge Freedom

Tanm 3.2.1.
Q presimplektik 2 -formunun gekirdegi ,

def
CekQ = L.{_{u el kv _Iu _IQ =0, VueTlE}
YE&

olmak tizere; sifir Hamiltonian igin (£.,0) presimplektik Hamiltonian sistemlerin
¢ozlimleri oldugunu vurgulamak igin (CekQ — E vekior demetinin kesitleri bazen gauge

alanlart olarak adlandirilir, Onlar fiziksel duruma katkida bulunmaz, gauge freedom

icin sorumludurlar. . (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Gauge alam A, gauge grubun afin temsiline gére doniigiim gegirir,

A=yAy™" +ydy” (3.2.1)
olur. & sonsuz kiigiik gauge doniigiimii altinda A’mn davramsi;
A-A=-{4,x]-di=-Dkx (3.2.2)

yani; gauge cebirinin bir afin temsilcisi olarak verilir.

Alan uzunlugu ,
F=ddA +%[A,F] (3.2.3)

gauge grubunun lineer temsilcisine gore :
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F'=yFy™ (3.2.4)
seklinde doniisiim gegcirir. Sonsuz kiigiik boyutlu olarak;
F'-F=-[F,k| (3.2.5)

G’nin lineer temsilcilerini tasiyan vektor uzaylar i¢inde deger alan @ p-formlar icin

dis kovaryant tiirevi

DO=dP+A4AD (3.2.6)
seklinde tammmlamir. D®, ® gibi déniisiim gecirdidi igin ,

D(y®)=y DD (3.2.7)
olur. .( Gockeller, and Schiicker 1987)

Aymi zamanda fiziksel olarak ilging presimplektik Hamiltonian sistemler vardir.

Omek relativistik mekanikte bir Hamiltonian sifira esit oldugu zaman. Bu durumda

CekdH =TE ve Hamiltonian denklemi v |Q+d# (y)=0, ve T,E, E manifoldu

tizerinde her yerde bir ¢6zlime sahiptir.

Diger pull-back yapi yukaridaki bahsedilen gauge freedom ile iligkilendirilir. E
manifoldu {izerinde Q sabit rankli bir presimplektik form olsun. Ve karakteristik
foliasyonu basit olsun yani lifleri (P,Q2,) simplektik manifold tizerinde 7 :E — Plif
demetinin lifleridir. Bu durumda Q, bu liflenme ile P bazi iizerinde Q,simplektik

formunun 7z *Q,, pull-back dénlisiimiidiir.

Bir % Hamiltoniani, P tizerinde % p fonksiyonunun 7 * 7 p puli-back doniisiimi
olsun. Bu durumda :
CekQ=VN c Cekd H
ve presimplektik Hamiltonian sistem (Q,# ), E manifoldu (izerinde her yerde
¢bzlimlere sahiptir. Gauge alanlari, E — Plif demeti iizerinde diisey vekitr alanlari
iken her hangi &4 ¢6zlimii P manifoldu tizerinde (Q,,%  p ) simplektik Hamilton
sisteminin tek ¢dziimii iizerine izdiisiiriiliir. P, bir fiziksel faz uzay1 oldugunda bu bir

gauge invaryant Hamilton sistemlerinin bir durumunu olusturur. (Sardanashvily and
Mangiarotti 1998)
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3.3.Gauge Cebir Demeti

Tanmm 3.3.1.
M bir diferansiyellenebilir manifold, G lie grubu, z,: P — M projeksiyonu ile M
fizerinde P bir lifli manifold olmak iizere; P, total uzay, X taban uzayr ve G bir Yam

grubu olsun. Bu durumda; P tizerinde G nin sa§ hareketi i¢in;
() 7 (pg)=n(g),pcPvegeC
(ii) P lokal olarak trivialdir. Yani; her p € M igin M’in U, komsulugu igin,
¥ (U) > U, xG diffeomorfizmi vardir.
sartlar1 saglamyorsa; P(M,G, ) ligliistine M fizerinde bir asli demet denir.
¥ (p) = (z(p).@(p)) formunda olup, burada @,
p:r(U)—>G
dontigtimii :
o(pg)=(p(p)) geG,pen’'(U,)
seklinde tammlanur. . (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 3.3.2.
P iizerinde; R, ile G © nin sagda kendi tizerindeki hareketi;
R;:PxG—>P
o (3.3.1)
R.:p—>pg peP, geCG

ile tamiml olup; buna G’nin bir kanonik serbest gegis hareketi denir.

Bir P — M asli demetinin kanonik trivial bsliinmesi,
aVP=Px g

olsun. Burada gr bir sol Lie cebirdir.

TR, tanjant doniiglimiiyle, 7P — P tanjant demeti ve VP — P diisey tanjant

demetinin bdliinmesini alarak; M {izerinde,

TGP=TP/G ve VaP=VP/G (3.3.2)

vekttr demetlerini elde edilir.
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I,P—>M ° nin kesitleri, P {izerinde G invaryant vektér alanlar, V,P — M in
kesitleri P {fizerinde G-invaryant dilsey vektdr alanlanidir. Bu durumda V, P — M in

tipik lifi G grubu lizerinde sa§ invaryant vektor alanlarinin g-sag Lie cebiridir.

P iizerinde vektdr alanlarinin Lie braketi (3.3.2) béliinmelerine gider ve V,,P > M
ve I,P — M vekidr demetlerinin kesitlerinin Lie braketini tammlar. V,;P — M, Lie

cebirlerinin lif demeti olup lifleri G grubunun g, sag Lie cebirine izomorfiktir. Bu demet,

gauge teori terminolojisinde gauge cebir demeti olarak adlandinlir. . (Sardanashvily and
Mangiarotti 1998)

Ornek 3.3.1.
P =M xG trivial oldugu zaman , V,P =M xTG/G= M x g, dir.

Ornek 3.3.2.

P’ nin lokal demet boliinmesi verilsin. 7,PveV,Pnin ydndes lokal demet
bolimmeleri vardir. g Lie cebiri igin {¢,} bazlan verilsin. T,P — M lif demeti igin
{84,,} lokal lif bazlari ve V,,P —> M lif demeti igin {¢, | baz elde edilir. Eger;

En:M->T.P
£=£"0y+&%e, , n=n"d,+ne,
kesitler ise, braketlerinin koordinat ifadeleri;
[£.7]=(&*8,0% —1"8, £ )80, + (£"00m" — 1" Byi&" +cLrE ")z,

olarak hesaplanir,

3.4. Bir Asli Demetin Gauge Transformasyonu

Tanim 3.4.1.
m,: P—>R
G Lie grubu ile bir asli demet verilsin, Bu durumda;

E=PxMIG (3.4.1)
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ile tammli P bagl lif demeti igin, P iizerinde G grup yapisinin (3.3.1) kanonik

hareketine bagh olarak; @ diisey otomorfizmine P asli demetinin gauge

transformasyonu denir. Bu durumda;
Dor,=r,o® , V,eCG (34.2)
dir.

(3.4.2) ozelliinden dolayr, asli demetlerin ® gauge transformasyonlari, P

birlestirilmis lif demetinin gauge transformasyonunu verir.

D, :(PxM)/IG—>(@P)xM)/IG
dir.

Bundan olayi, E lif demeti £ =(PxM)/G G gauge simetri grubuyla bir mekanik

sistemin konfigiirasyon uzay olarak ele alinir.

Her E — R konfigiirasyon demetinin gauge transformasyonu asagidaki gibi kanonik

olarak, V * E — R momentum faz uzayinin holonomik diisey otomorfizmleri olan,

0y
0 o1 ou
*H0a —
4 aulﬂa

déniigiimiinii {iretir. Bunlar ¥ * E {izerinde kanonik poisson yapisi i¢in kanonik

(uoa’poa) - (u Do)

otomorfizmlerdir.

Bir gauge transformasyonu y:% — G seklinde bir doniigiimolup, Konneksiyon
fizerinde bir iyi tammli hareket tamimlardi. Bu gibi doniigiimlerin ¢arpimlarim aym
sekilde tamimlayarak G gauge grubuna ulasildi. Burada; gauge transformasyonlar
kavramim trivial olmayan demetlere genellemek istenecektir. Yani; konneksiyonu

sadece lokal olarak; baz uzay: tizerinde g-degerli 1-form yardimiyla tammlandig bir

duruma genellenecektir.
G yap1 grubuyla (P, M, 7 ) asli demeti icin lokal trivializasyonlar,
O, Us— 77 (P (3.4.3)

lokal kesitlerin bir ailesini belirler.
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Burada :

o' U\ U —GC (3.4.4)
gecisli fonksiyonlariyla :

0,(x)=0,(x)g,(x), xe WU N U (3.4.5)
seklinde tammlanir,

P tizerinde bir .«¢ konneksiyonu, @4, trivializing komsulugu tizerinde
A, =0, o
1-formlar ile temsil edilebilir. G lizerinde ¢ Maurer-Cartan denklemi yardimiyla A, ve
A arasindaki bagint;
Ay, = Ad(GLENA,, +(8108), (346)

olarak yazilir.

@y, ~ % Uzerinde lokal potansiyeller A, ve A;  gauge transformasyonlar ile
iligkilendirilir. Bununla birlikte, bu dntigimler global olarak tanimhl doniistimleri

ortaya ¢ikaramaz. Daha dogrusu onlar A, lokal potansiyelleri i¢in uyumlu olarak
goriiliir. ( Gockeller, and Schiicker 1987)

Problem 3.4.1.
Eger y, : %% — G ile o, lokal kesitleri yeni o, ile yer degistirirse;
O, Ua—> 77 ( U)
x> o, (X)) =0, (X)y; (x) (3.4.7)
A, =0, yeni 1-formlan elde edilir. A, , @ iizerinde temsil edilen bir
konneksiyon olup;
Ay = Ad(r, (N4, + () * s

bagintis1 yazilir.

; (3.4.8)

Elbette 4, (3.4.6.)° ya benzer sartlan saglar.

A, = A4d(g., N4, +(g. ©). (3.4.9)

g.,-0, kesitleri ile tanimly, lokal trivializasyonlara ait gegis fonksiyonlaridir.
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Bu yeni gegis fonksiyonlar:;
o, (x)=0,(0)y; () = 0,(x)g,, (x)7;'(x)
=0,(07,(08,, (x);' (%)
= 0,(%)g,, (%)
seklinde kolayca hesaplamir; yani:

£ () =7,(0g,, (V%) , x€ Uy % (3.4.10)
dir.

A, dan A, ya siiren (3.4.8), transformasyonu aym zamanda biitlin %/, {izerinde
tanimlanir. Fakat global olarak; tammli doniigtim elde etmek igin y,* belirlenmelidir;

yani %% ~ % tzerinde y, dan y_ ye bir déniigtim ifade edilmelidir. Bunun igin

asagidaki iglemler takip edilmelidir.

1. Adim: 4, lokal gauge potansiyelleri arasinda uyusma durumlan orijinal

potansiyelleri ile temsil edilen A, lara Ozdestir. Eger ;

iz =& (3.4.11)

ise; yani :
Yal%) = £(¥) 7,(%) £, (*)

= g,,(x) 7,(x) g3 (x) (3.4.12)

(3.4.11) sart1 {A,} 1-formlarmnn ailesinden {Aq'} yeni ailesine ulastiran doniisiimiin
global obje olmasini saglar.

2. Adim: G-degerli fonksiyonlardan dolay1 y,, P’ye birlestirilmis bir B demetinin
kesitini tamimlar. Bu birlestirilmis demet standart G life sahiptir ve standart lif iizerinde
G yap1 grubunu p* hareketi;

Py g =hgh” | gheG

i¢ otomorfizmi ile verilir.
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B ¢ nin bir asli demet olmadigim goriiliir. Ciinkii yap1 grubu standart lif demeti

lizerinde sol d6niigiim ile temsil edilemez. Bunun Gtesinde; B trivial olmasa da global

kesitleri kabul eder.

3. Adim: Daha fazla ilerlemek igin bakis agis degistirilirse; $imdi . y1 sabit tutup
ve trivial kesitlerin degisimi altinda A, lokal potansiyellerin varyasyonu iizerinde

caligilirsa; ayni zaman da devaminda da A, sabitlenirse Ag, 2y sekline doniisiir.

A, =0, d=0,*% 4’ (3.4.13)

4. Admm: (3.4.13)’ yi saglayan P iizerinde konneksiyon 1-formlar1 .«ve o« *

belirler. Bu durumda; «¢ ve .¢° arasindaki iligki incelenirse; B’nin kesiti,
I'(pg)=g T(p)g , geG,peP (3.4.14)
saglayan I": P — G fonksiyonuna yondeg Ve ' U — G yardimiyla lokal olarak temsil

edilir ve 7, fonksiyonlar,

¥, = Dog, (3.4.15)

formiilii ile yeniden elde edilebilir,

5. Admm;
f:P>P
fp)=pI'(p) , peP (3.4.16)

doniistimiinii tanimlamrsa; ge G igin :

f(pg)=pgl(pg)=pI'(p)g=f(p)g
olur, Yani :

foRy=Reo f (3.4.17)
olup, Bu ylizden (f,id;,id,,), (P,M,x) nin kendi iizerine demet izomorfizmidir, yani

demet otomorfizmidir. file pull-back doniigiimt . y1 diger 1-form konneksiyon iizerine

dniigtiiriir.
fw|,,=Ad(r‘-l(p)J¢[,,+r'g|p (3.4.18)
ve %, lzerindeki lokal potansiyeller igin
o (f* )

=Ad(y] (D)o, &

726l (3.4.19)
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olur.
0, (%)= 0, (x)y; (x) (3.4.20)
doniisiimii altinda o, lokal kesitleri i¢in M {izerinde f~ . konneksiyonunun temsili

o' (f* &), = Add(¥,(x))o,, (*.2)

A7) ¢l

= Ad(y, (x) 4d(y; () (o), & )|, + Ad(r,(N7agl +72)'s

X

~ o) |, (3.421)
olarak bulunur. (3.4.13) ile kiyaslanirsa;

ot =¥l (3.4.22)
bulunur.

(3.4.19) tin gosterdigi gibi olusturulan lokal potansiyeller, gauge transformasyonu ile
iliskilendirildi. Bu nedenle; (f,id,id,,) formunun demet otomorfizmi aym zamanda

diisey otomorfizm olarak adlandirilan bir gauge transformasyonudur.

(3.4.14)’ i saglayan P iizerinde I' mn, G-degerli fonksiyonuyla esdegerli olarak da

(3.4.15) doniisiimii ile lokal olarak verilen B birlestirilmis demetinin kesiti ile
anlatilabilecei goriildii.

6. Adim: P=MxG trivial demetinin durumu iginde y:M — G bir gauge

transformasyonunu temsil eden bir doniisiim vardir, ve;

T(x,g)=g 'y(x)g (3.4.23)

fl,g)=(xy(x)g) xeX , geG (3.4.24)
olarak ifade edilir. .( G6ckeller, and Schiicker 1987)

3.5. Gauge Potansiyelleri

Tanmm 3.5.1.

P — M asli demeti {izerinde;

K:P—>J'P
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ile tammh bir K konneksiyonu, P tizerinde G grubunun (3.3.1) hareketi altinda

equvaryant ise; yani;
1
JR oK=KoR, VgeG 3.5
ise; bu K'ya bir asli konneksiyon ad1 verilir. Bir K konneksiyonu

K =dx™ ®(0,, + K%é,, ) (3.52)

a

seklinde tanimlanir. . (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 3.5.2.

K7, M fizerinde lokal fonksiyonlar olmak iizere, (3.3.2) den dolay1 P — M asli

demeti iizerinde asli konneksiyon ve C - M (C =J'P/G — M) lif demetinin global

kesitleri ile birlikte goz oOniine alimrsa; bir demet olup, bu demete asli konneksiyon

demeti olarak adlandinlir ve arasinda 1:1 bir ddniiglim vardir. . (Sardanashvily and
Mangiarotti 1998)

Tanim 3.5.3
P — M asli demeti iizerinde bir asli konneksiyon,
K =(du* - K dx")Y® 8,

ile temsil edilsin. Bu durumda,

K = P—EST*POVP =T+ PRy
formuna P asli demeti fizerinde bilinen gr - degerli konneksiyon formu denir. P’nin
(U;.y,) lokal demet bolinmesi verilsin. Bu form, 8,, P tizerinde kanonik gr -degerli 1-

form, { €,}, gr nin bir baz1, K" P {izerinde lokal fonksiyonlar olmak iizere ;

0g

Kol (pq)e, = Koi (p) Adg™ (eq)
igin,
K=0,-K%x"® (e (3.53)

olur. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Tanim 3.54.

— = _ g
U,lizerinde K nin y,*K pullback doniigiimii, Ky? = Koio ¥, M tizerinde lokal

fonksiyonlar olmak iizere ;
K, =-K)dx" ® (€q) (3.5.4)

formuna iyi bilinen lokal kownneksiyon I-form denir. . (Sardanashvily and Mangiarotti
1998)

Tamm 3.5.5

Bundan bagka P ‘nin atlas demeti verilsin.C - M ‘in her K kesiti i¢in lokal
fonksiyonlar,

0q¢ _ Og
Ky =,/ oK

(3.5.4) lokal konneksiyon 1- formun katsayilar1 oldugu i¢in, C asli konneksiyonlarinin

demeti (x“,ay!) birlestirilmis demet koordinatlan ile donatilir. Gauge teorisinde bu

katsayilara, gauge potansiyelleri denir. . (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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4.BOLTUM

LANGRANGIEN ZAMANA BAGLI MEKANIKLERI

Bu boliim koordinat ve hizlarin faz uzayr iizerinde zamana bagli mekaniklerin
formiillendirilmesine ayrilmigtir, Bu faz uzayt E — R bir konfigurasyon demetin
J'E birinci mertebeden jet manifoldudur. E = Rx M direk ¢arpim durumu, kesin
referans catimin segimine uyar. Kisalik igin, hareket denklemleri illede Langrange

denklemleri olmamasina ragmen yukarida bahsedilen formiillendirme langrangien

zamana baZli mekanikleri olarak adlandirilir.

Konneksiyonlar zamana bagh mekaniklerin Langrangien formiilleri iginde ana
maddeleri verir. Bunlar £ — R konfigiirasyon demeti {izerinde konneksiyonlar olarak
gorillen referans catilari J'E — R jet demetleri tizerinde konneksiyonlar tarafindan
temsil edilen dinamik denklemler J'E — Eafin jet demetleri iizerinde dinamik
konneksiyonlar, TE — E ve TJ'E — J'E tanjant demetleri iizerinde konneksiyonlar ve
Langrange konneksiyonlandir. Misal olarak, E konfigiirasyon uzayi iizerinde her non-
relativistik dinamik denklemin, 7E — E tanjant demeti iizerinde baz1 konneksiyonlara

bagli bir geodezik denklem olarak ele alinabildigi gosterilebilir.

Zamana baglh mekanikler i¢inde dinamik denklemler, giigler, ivmeler ve koruma

kurallan ele alindig1 zaman, referans ¢atilar mutlaka kapsanir,

Kiitle metrigi, Langrangien ve Newtonian sistemlerin, ters problemin ve holonomik

ve non-holonomik sinirh sistemlerin diger ilgi ¢ekici konusudur.
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Bu bdliim boyunca =z, taban bazi R ,#' =t + const gegisli fonksiyonun sahibi olan t
kartezyen koordinatlanyla parametrize edilirken
7:E—>R 4.0.1)
tipik lifi m-boyutlu olan M manifoldunun bir lif demetidir. Uluslararasi birim
sisteminde, t nin fiziksel boyutu, [length] uzunluga esittir. Bir £ — R lif demeti (t,uo")
demet koordinatlaniyla ile verilir. Uygunluk igin, #° =¢ oldugu yerde aym zamanda;

#"® kompakt notasyonu kullamlacakir. . (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

4.1 R Uzerinde Lif Demetleri
Bu béliimde, R tizerinde lif demetlerinin en $nemli 6zellikleri {izerinde ¢alisilacaktir.

1. Adim: (4.0.1) lif demetinin R bazi ' =¢+ const koordinat ddniistimleri altinda

degismez olan dr standart 1-form ve &, standart vektdr alam ile verilir. Aym dt
sembolii, R tizerinde bir lif demeti {izerinde dt standart 1-formunun herhangi pull-back
donlistimiinii temsil eder. R {izerinde f reel fonksiyonlari ve /8, vektor alanlan arasinda
birebir yondeslik olduguna dikkat edelim. Benzer yéndeslik ddt diisey yogunluklart ve

E — R lif demeti lizerinde ¢ reel fonksiyonlar arasinda yer alir.

Ayni zamanda, uluslararas: birim sisteminin yapisi i¢inde bu gibi basitlegtirmelerle

ilgili dikkatli olunmahdir. Misal olarak; ¢drdiisey yogunlugunun ¢ katsayis: fiziksel
boyut [length]" a sahiptir, halbuki bir ¢ fonksiyonu fiziksel olarak boyutsuzdur.

2. Adm: Eger R kendi {izerinde herhangi lif demetini temsil ediyorsa trivialdir.
E — R bir lif iken,

w: EzRxM (4.1.1)
doniigtimiinde farkh trivializasyonlar, E — M liflerinde birbirinden farklihk gésterir.
Bir J'E,E-> R (4.0.1) lif demetinin birinci mertebeden jet manifoldu, (¢,4°*, u’

adapte koordinatlari ile verilir.
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E=RxM — R direkt carpimu (¢, #°*) koordinatlar ile verilsin. #°* nin déniisiim
formiilii t’den bagimsiz oldugu zaman #® ve %' koordinatlarmin déniisiim
formiilleriyle dogrulugu kamtlanabilecek olan,.
J'(RxM)=RxTM 4.1.2)
70 = e

kanonik izomorfizmi vardir, (4.1.2) izomorfizmi sayesinde, her (4.1.1) trivializasyonu,
J'E=RxTM (4.1.3)

jet manifoldunun yéndes trivializasyonunu verir.

3. Adim: E — Rbir lif demetinin J'E jet manifoldu verilsin, bu durumda kanonik
imbedding,

A:JE—STE

A (u™,u)®) = (t,u i =1L,u"" =u’) (4.1.4)
formunu alir. Kisalik igin,

A=d,=0,+u" 8, (4.1.5)
yazilir. d,, total tiirev anlammdadir. Bundan sonra J'E jet manifoldunu TE *de onun

goriintiisii ile temsil edilecektir.

Uyani 4.1.1:
(4.1.4.) morfizmini su sekilde de yazabiliriz:
A=dt®(8, +u"d,, )
(4.1.4.) morfizmini kullanarak;
J'ExT'E_3yExR
I

(u,o";f, 1200,) 4] (fdt+ iy, du’* ) =i+ u, "1,

déniisiimii yazilabilir. T°E nin koordinatlari (t, uo",i,ﬂna) olur.

4. Adm: E — R Iif demeti iizerindeki konneksiyonlar, E —» Riizerinde diisey
vektdr alanlarmin vektdr uzayi iizerinde modellenmis bir afin uzay meydana getirir.
Buna gore £ — R {lizerinde bir konneksiyon ile birlesen, kovaryant diferansiyel,

E — R’nin VE diisey tanjant demeti iginde degerlerini alir.
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I%JE?WZ

u'“o D =u’* ~T* (4.1.6)

E — R lif demeti tizerinde I" konneksiyonu (flat) diizlemseldir. (Sardanashvily and
Mangiarotti 1998)

4.2 Langrangien Sistemler

Zamana bagli mekaniklerin bir J'Ehiz faz uzayi, herhangi kanonik yapiy1 kabul
etmez. J'E tek boyutlu bir manifold oldugunda, simplektik vapiya sahip degildir.
Halbuki presimplektik ve Poisson yapilan sadece Langrangien sistemler igin tammlanir
ve bir Lagrangien’e bagh olur. Bir Langrangien sistem, hareketleri J'E iz faz uzay
tizerinde bazi langrangien i¢cin Langrange denklemlerinin ¢éziimleri olan bir mekanik
sistemdir. Belli ki bir mekanik sistem Langrangien olmak zorunda degildir, mademki
Langrange denklemleri dinamik denklemler olmak zorunda degildir. Bundan basgka
Langrange denklemleri defigmez anlamda diferansiyel denklemler olmay
bagaramayabilir. Langrange formalizminin yapisinda, Langrangien yapimn yaninda aym
zamanda Cartan ve Hamilton- De Donder denklemleri ile kargilagilir, Bu denklemler

birbirine denktir ve bir diizenli Langangien durumunda Langrange denklemlerine
denktir,

Tamim 4.2.1
Bir mekanik sistemin Langranien’1
LJE->R
L= cdt (4.2.1)
J'E iz faz uzay: tizerinde bir yatay yoguniuk (density) olarak tammlanir. 6yleki eger
karigtirma tehlikesi olmazsa, £ bir langrangien fonksiyon yada basitge bir lagrangien

olarak adlandirtlir. Uluslararasi birim sistemine bagl olarak, bir Langrangien (4.2.1.)

fiziksel olarak boyutsuzdur. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Tanim 4.2.2,
E — R konfigurasyon demeti iizerinde;
v=v'g+0"3, , =01 (4.2.2)
d =8+u0,,+u, "9,
ile tamml: vektor alammna bir izdiigiiriilebilir vekior alan: denir.
Dikkat edilirse; v 'nun jet prolangosyonu;
U =0'8, +v"8, +8,0°°9,
d, =0, +u’®0,, +u, o,

olarak tammlanir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 4.2.3

v: E — R konfigiirasyon demeti {izerinde izdiigiiriilebilir vekt6r alani,v’ nun jet

prolongasyonu o, olmak iizere;
L.L=(U |de)dt = ('8, +0°*8,, +v**8,, +d"°8,,) Ldt 4.2.3)

esitligiyle tanimh ifadeye D, boyunca bir Langrangien’ in Lie tiirevi ad: verilir.

1. formiil, varyasyonel problem geregince (4.2.3) Lie tiirevinin;
0| de=@" -v'u')e, +d (]| H) (4.2.4)
kanonik diizenlemesini verir. Burada:
H, =0"(dL)+ L =m, du"® —(7,,u’® — £)dt (4.2.5)

Poincaré —Cartan form ‘dur. Bu ifadede; $+T*J'E > T*J'E donlsimi + diisey

endomorfizminin transpozesidir :
$(d)=0 v(du*)=0 ,5{du*)=6", 6" =du' -udt

Tanim 4.2.4.
L bir Langrangien fonksiyonu olmak iizere;
g :J’E>V*E
g, = £,,du"™ =(0,,—d0,,) Ldu™® (4.2.6)

ile tanuml1 Euler- Langrange operatérii denir. Bu operatér,
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g, =(0,, —d,8,,) Ldu’* adt
seklinde de goriilebilir. ¢,, katsayilar varyasyonel tiirevlerdir. Béylece; bu varyasyonel
tlirevler igin;
T =00, s Ty =000, L

notasyonu kullanilacaktir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tamm 4.2.5.
Euler-Langrange opeatériiniin (4.2.6.) ¢ekirdegi Ceks, — J°E , E iizerinde;
(B — 8L ) £=0 @2.7)
ile taniml1 bir 2. mertebeden diferansiyel denklem sistemi tammlamir. Bu denklem

sistemi langrange denklemleri olarak adlandinlir. Langrange denklemlerin ¢dziimleri

(4.2.7) de bulunan 2. mertebeden jet prolongasyonlar1 ¢ olan E — R lif demetinin ¢
lokal kesitleridir ve

Doy Lo é—%(ﬂ{,a o) =0 (4.2.8)

denklemlerine uyar. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Uyan1 4.2.1.
Bir Euler-Langrange operatoriiniin ¢ekirdegi Ceks, genellikle J°E — R lif

demetinin alt demeti olmay: bagaramaz. Bu nedenle; yukanda bahsedildigi gibi
Langrange denklemleri mutlak anlamda diferansiyel denklemler degildir. Ozellikle
(4:2.6) morfizmi sabit rankli oldugu zaman; mesela eger bir L langrangien régulerse 0
bir diferansiyel denklemdir. Tekrar vurgulamak gerekirse, eger;J'E iz faz uzayi
iizerinde her yerde;

detz,, #0

ise bir L Langrangien reguler (non-dejenere) olarak adlandirilir. Eger bir L langranien
non-dejenere ise; Langrange denklemleri ikinci mertebe tiirevler icin cebirsel olarak

¢oziilebilir ve bir dinamik denkleme denktir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Ornek 4.2.2.
E=R?> - R bir konfigiirasyon uzay: olsun ve (¢,u)ile koordinatlandirilsin. Yéndes

hiz faz uzayr J'U,(t,u,u,) adapte koordinatlan ile donatilir. J'E {iizerinde Langrangien
1 2.2
L= Eu u, dt
u = () noktasinda gekirdegi bir alt manifold olmayan Euler-Langrange operatér,

g, = luuf —d, (u"u,)] du

ye gOtiiriir.

J'E jet manifoldu tizerinde her L Langrangienine bagh olarak; Legendre doniigiimii;

L:JEV*E

Pog © E’ = oo 4.2.9)
seklinde verilebilir. Burada (f,u"*,p,,), V*E diisey kotanjant demeti {izerinde

koordinatlardir. Gergekten diisey boliinme sayesinde VL — L ye diisey tanjant

morfizmi;
VL:J'ExVE —> R

lineer morfizmini ve sonug olarak; (4.2.9) morfizmini verir.

E — R konfigiirasyon uzay: fizerinde zamana bagl mekaniklerde diisey kotanjant

demeti ¥ *E bir momentum faz uzayi rolii oynar. (Sardanashvily and Mangiarotti
1998)

Uyarn 4.2.2 :
(4.2.9) Legendre doniisiimii bir lokal difeomorfizmdir < JA_', Langrangieni

regulerdir. Efer L legendre doniigiimii bir difeomorfizm ise, L bir langrangien
hiperregulerdir.

Tanim 4.2.6

¥V * E diisey kotanjant demetinin bir polisimplektik formdan tiiretilen;

def
Q =dp,, Andu’* Adt (4.2.10)

kanonik formuna bir kanonik 3-form adi verilir.
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J'E tizerinde L Legendre déniistimii (4.2.9) yardimi ile kanonik form (4.2.10) un

pull-back déniigiimii olan

Q, = I*Q=dn,, Adu" Adt 42.11)
ifadesini gozoniine alalm. Q, formu bir L Langrangienin segimine bagli olarak,

Hamiltonian mekaniklere benzer yapisiyla Langrangien formiiltinii verir, Bu yapida bir

Hamiltonian formunun Langrangien karsihg, (4.2.5) Poincaré-Cartan formdur.

(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 4.2.7.

Eger bir 1. Langrangien regtiler ise; Q, (4.2.11) formunun J'E jet manifoldu
lizerinde tanimladif1 yapiya bir poisson yapist denir,
Q, yardimiyla her J'E —> R jet demeti lizerinde;
9=39%9, +48°d,

diigey vektor alaninin Q, formu ile i¢ ¢arpimi:

LQJ QL: { :.9”71'- +80a(a 71_0 __a P ‘. uUa_[gUajrﬂ. duo"}/\dt
00 0a’* 0a Qa0 j0a f

2-formunu verir.

Eger bir Langrangien regiiler ise bu déniigiim birebirdir. Gergekten J'E iizerinde
keyfi 2-form

¢ = (¢oaduoa + ﬁwdu? Iadt

ile verilsin.
1/ O —
& Zojoe t g (aﬂjﬂﬂa “aOaﬂ'nj) =0 >

_lg{)a”ﬂj()a :¢u

cebirsel denklemleri; ,
tg(}g — _(n—l )Uﬂﬂj¢]j

G = (@), + N g (Bt — Bourt)]

seklinde bir tek ¢éziime sahiptir.- (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)
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Tanim 4.2.8.
J'E {izerinde her f fonksiyonu,

8, | Q, =—df ndr

bagintisi geregince J'E — R tizerinde bir diisey vektor alani;

9 = (1) 8, fByy — (7% By f + (27 Bl [ (B m — Boaor) By, (42.12)

yi belirler.

Bu durumda Poisson braketi :
{f.g}L dzdz,ggj 3.1Q,, fgeNJE (4.2.13)
{Egh=(")" (800S0 ;8 ~ 00800, 1)+
BonTTo, = B, Mo Y™ ) (27)™™ 85, 10,8
J'E jet manifoldu iizerinde, fonksiyonlarnn A°J'E uzay: iizerinde tanimlanabilir.
Ozellikle diisey vektdr alam 8,;(4.2.12), Poisson yapisi (4.2.13) ‘a gore f fonksiyonu
icin Hamiltonian vektor alamdir. Poisson yapist (4.2.13) J'E — R liflenmesi ile
benzeyen, J'E jet manifoldu fizerinde yondeg simplektik foliasyon tanimlar. Bu
foliasyonun J) E lifleri izerinde simplektik form,
Q, =dr,, Andu®

seklindedir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Ornek 4.2.2.
Eger bir L langrangien hiperregiiler ise Poisson yapis1 (4.2.13), ¥ * E momentum

faz uzay: tizerinde kanonik Poisson yapisina izomorfiktir. Gercekten Poisson braketi
(4.2.13)

{ Fous o, }= {u"*,u™ }=0 { Zrgqs ™ }= 0

olur,

Tamm 4.2.9
J'E — R jet demeti lizerinde bir

é:[. = 61 + foaaﬂa + goaa;la
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konneksiyonu verilsin. Eger;
(=0 Ym0, =0 (4.2.152)
Ove £ =070y — [P0y 70 — EY 7y 1oy + (Y — )840 77, ;=0 (4.2.15b)
Koordint formunda olan,

&1 Q=dH (4.2.14)

denklemi saglamiyorsa &, konneksiyonuna, L Langrangien igin bir langrangien

konneksiyon denir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Ornek 4.2.3
(4.2.15a) ve (4.2.15b) denklemlerine bakildiginda bir L regiiler Langrangien icin, bir

tek holonomik Langrangien konneksiyonu vardur.

Tanim 4.2.10.
(4.2.14) denkleminin anlarmm agiklamak icin, J'J'E tekrarlanmis jet manifoldu
lizerinde;
L= L(6,u° u™) + (ugy —u) ")y, (1,0°% ,u®)
esitligi ile tammh £ bir Langrangien olup, bu durumda Yéndes Fuler-Langrange

operatdrii Euler-Langrange-Cartan operatorii olarak adlandirilir ve
g JJEST*J'E (4.2.16
=8 L o 0j _ ,,0f CAZ dﬂa Oj; Ojd[)a d
Ep = | Cgplt ua”'o;(”(x) u,')—di my, Ydu +ﬂ0aﬂj(u(t) u)du " | Adt

d, =0, +ug 0y, +us"0h,
seklinde tammlamr. Bu durumda; (4.2.14), J'E jet manifoldu Uzerinde birinci
mertebeden diferansiyel denklem olan Cartan denklemleri olarak adlandirilan,
&,.(J'E) c Kere;

durumuna denktir ve

oo, (U — 1, *)=0 (4.2.17a)

Bgo L = d, Ty, + (g — %)y, 7y, =0 (4.2.17b)
seklindedirler. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)



50

Uyari 4.2.3

Euler-Langrange-Cartan operatorli (4.2.16), bir Hamilton operatdriiniin Langrange

karsiligidir.

Cartan denklemlerinin (4.2.17a) — (4.2.17b) ¢6ziimleri, bir L Langrangien i¢in &,
Langrangien konneksiyonlarinin ¢ :( )—) J'E (lokal) integral kesitlerdir. Yani
J'€ =& ot. Aynca, bu integral kesitleri igin (4.2.14) denklemi, J'E — R jet demeti
tizerinde herhangi bir diigey vektor alam 4 igin;

c*(&] dH,)=0

bagintisina denktir,

Kolaylikla goriilebilir ki; Euler-Langrange-Cartan operatSrii £;, (4.2.16) nm,

J’E c J'J'E ikinci mertebeden jet manifolduna kisttlamasi olan

Kerg, = J*E N Kere;, (4.2.18)
L Langrangian igin Euler-Langrange operatdrii &; (4.2.6) yi yeniden elde eder. Bu
nedenle; Langrange denklemleri (4.2.7), J'E — R jet demetinin & =.J'c holonomik
kesitleri {izerinde Cartan denklemleri (4.2.17a) — (4.2.17b) ye denktir. Langrange
denklemlerinin (4.2.7) ¢oziimleri, L Langrangian ic¢in holonomik Langrangien
konneksiyonlarimn integral kesitleri olup, Euler Langrangien operatdrii (4.2.18) niin
gekirdefidir. Farkli holonomik Langrangian konneksiyonlar, aym Langrange
denklemlerinin sistemi ile birlegtitilmis farkli dinamik denklemlere gétiiriir. Bir L
Langrangianin reguler olmasi durumunda, Cartan denklemleri (4.2.17a)-(4.2.17b),
Langrange denklemleri (4.2.7) ye denktir. ve E konfigiirasyon uzay: {izerinde;

u0" = (1Y% |- 8, £ + B,y + 1778y 7y, | (4.2.19)
tek dinamik denklemine gdtiiriir. Cogu tammdan, Poincaré-Cartan form Hy (4.2.5) afin

demet J'E — E dan kotanjant demet T * E — E {izerinde lifli morfizm;

H. S EST*E

(Do P) e Hi =(myy . L— m u” (4.2.20)
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tammlar &yleki; bu morfizm (t,u", p,p,,) koordinatlar1 ile donatilmis homojen
Legendre demeti rolii oynar. (4.2.20) morfizmine H,ile birlestirilmis Legendre
morfizmi adi verilir. Legendre déniigiimii, i (4.2.9) ve Legendre morfizmi ﬁ 1. (4.2.20)
arasinda;

I=coH, 42.21)

agagidaki baginti vardir. Burada ¢, T*E—>V*E kanonik projeksiyondur. .
(Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 4.2.11.

H, Poincaré-Cartan formu olmak iizere; Legendre morfizmi (4.2.20) ile belirtilen

birlestirilmig 7 * E kotanjant demeti iizerinde tanimly;
E = pdt + p,, du"*
déniisiimiine kanonik Liouville formu adi verilir. Bu doniisiim H, Poincaré-Cartan

formunun bir pull-back doniigtimtidiir. (Sardanashvily and Mangiarotti 1998)

Tanim 4.2.12.

E konfigiirasyon uzaymin 7*E kotanjant demeti {izerindeki J'E jet manifoldu

tizerinde tanimh
dE=; dp Adt +dp,, A du"®

dontistimiine kanonik simplektik form ad1 verilir. Bu déniisiim

dH, =dny, ndu® —d(z, u° - L) ndt. (4.2.22)

presimplektik formunun bir pull-back déniigiimiidiir.(Sardanashvily and Mangiarotti
1998)
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5. BOLUM

GAUGE JET TEORININ BiR MEKANIK PROBLEME UYGULANMASI

jetler elde edilecektir. Daha sonra, siirtiinmesiz durumda, bu helis egrisi iizerinde
yergekimi altinda hareket eden m kiitleli bir parcacii iceren mekanik sistem icin
Hamilton veLangrange denklemleri incelenecektir.
Dik dairesel silindirin denklemi,
5:[027]xR - F?
(u,v) — S(u,v) = (acosu,asinu,v)

seklinde tammli olup, S([0;27|xR) yada kisaca S ciimlesi olarak ifade edilir. S
tstlindeki her egriye bir;

p: [027]>R , p@)=v
seklinde bir fonksiyon karsihk gelir. Boylece S de, her egri ;

o:(u) = (acosu,asinu, p(u))

esitligi ile belirtilir.

o
T A g
() 48

‘ a a 2n

Sekil 5.1
Dik dairesel silindir iizerine gizilen helis egrisi, silindirin ana dogrulari ile sabit

agilar yapan bir egridir. Bu dik dairesel helisin denklemi;
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H ={a()|o: [0,27] > R?
u — a(u) =v(u)=(acosu,asinu,bu) ,b>0
olarak tanimli H ciimlesi ile ifade edilir.
Ayrica,

vl H - R 0<2u<g2r
(acosu,asinu,bu) > u

dontisiimii siireklidir. Ve (x, H) ikilisi H igin haritadir, dolayistyla {(x, # )} tek haritah

atlas olur. H helis egrileri ciimlesi 1-boyutlu bir manifolddur. Boylece H icin birinci

jetlerin ciimlesi J'H ile gosterilip, izerindeki indirgenmis koordinat sistemi (J'H,x'),
J'H={'a@):a@) e HO<u<2x}

x'=(tu',u)

seklinde tanimlamr, Burada,
t(J'a(u)) =t
u' (J' (e(w) = a(w)

ve u, tirevsel koordinatlari,

u (J'aw)) = dc;gu) = (—asinu%,acosu%,b%)

= (—a sinu, acosu,b)@

=a(w)u,05usly

olarak tanmimlidir. Béylece; kisalik i¢in a(u)helis egrilerin birinci mertebeden jetleri
Ja(u)=tu',u)
seklinde ifade edilecektir.
>
Silindirin ekseninden gecen # dogrusunun u dogrultusu ile helisin teget vektor
alanlar1 daima sabit a¢1 yapar.
Burada & ‘nin 1 jetleri, J'a = (t,u',u)) ve a(u):(acosu,asinu,bu) olup,
J'axT a—>axR
@b, > dr ® (o, [ (fdr + du' ) = F+u) +4l
olarak tammlamr, Aynica f=1 ve #' =du' oldugunu bilinmektedir.

T * @ *nin koordinatlan ise (¢,#',7,4') = (z,u',1,4")) seklindedir,
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J'a jet manifoldunun poisson yapist

2 2 2 2
Q, = 6L1+u: 61Ll_6L1 dt Adu' + u}% dt/\dull+—a—L,dul'/\du'
 \otou, ' ou'dw  ou (0w’ (ou!}

seklinde tanumlanar.

J'a > R jet demeti tizerinde;

G b )
ek N i 5.1
&, o ™ ¢ o (5.1)

konneksiyonu bir Langrangien konneksiyon olup, bu konneksiyon;
£ |9, =dH,;

denklemini saglar. H, Poincare Cartan Formu homojen legendre déniisiimii olan,
H :JaosT*a

lifli morfizmini verir, koordinatlari da (r,u‘ . D, p,) olup

(p,p)e H, =(m,L-mu)
sicklinde ifade edilir.
T*a —>a kotanjant demet olup, koordinatlan (f,u',p,p,) alinrsa; boylece,
p=i=1 ve ' =p,=du' olacakur.
H, Poincare Cartan formu;
8 = (fds +4'du' ) = di + ' dud’
Liouville formunun pull-backidir. Boylece; kanonik simplektik form

de =df ndt +di' A du'
—di' Ady'  (dF=0)

olarak hesaplanir.
Tanjant uzayin baz ; B 0 9L oldugunagore (5.1) vektdr alant igin
4 \or au' ou! RHORENS, o
—aSinu =1
aCosu =X’ ise Sinu= _1
a
b =& !

esitlikleri ele alinir ve Aycan 2003’e gore



2 2 2
1)Xl[6L+1 &L az;]+ch a@L | o

u —
didul ' ou'du] ou'

oL, 8L ,, &L 0L

2 +u + - —
) didu. ' ou'ou g (6u'Y ou'

3) (X‘—u‘)izé——=0

1 (au: )2

a5

denklemleri ele alindiginda Langrange fonksiyonu igin

oL . 0°L , &L  aL
L R g =i
Ot Ou, ou Ou, (aul‘) Ou

diferansiyel denkleminin ¢6ziimii incelediginde
&°L
(Bu} )2

oldugu goriiliir. Boylece;

L(t,u‘ ,u]1 )= u: —b{é—kgu—iz] =0
a

=0

b2

Langrange enerji fonksiyonu elde edilir.

Ayrica
L:J'a>sV'a
olup, bir X € y(J'a) vektdr alani;

N = aSinui—aCosuil+ b—ia—]-
ot Ou,
olarak tamamlandiginda;

1

du' oL =, ::’()—.aCosugu—l+0=Jz'l

= 71, =—aCosu

olarak bulunur.

(Aycan 2003)



56

J'er tizerinde bir T konneksiyonu vektor degerli 1-form olup T e A\ J'a ® x(J'a)

ve [lo=0, oeNJ'a olmakiizere;

0 5
Ir=dt®(—+I,—
G o)
olarak tammlanir. Burada ; [% +1; %J J'a tizerinde bir vektor alanidir. Bu vektor
u
alam yerine Helisin teget vektor alam alinirsa;
' =—aCosudt
olarak bulunur.

J'a demeti izerinde vektor degerl (1,1) tipindeki tensorel formlar

R =btu dt®-a—
ot

S =t a’Cos’u +b*Sin*u dt ®%
olarak tanimlanmirsa; Schouten-Nijenhuis braketi;

2 2 2¢. 2
[R,S]:—] (biu a(t\/a Cos“u+b°Sin u)+[t\/a2Cas2u+b2Sin2u 6btu)

dt ot

=—1 (btu Ja2Cos*u + b*Sin*u + ta*Cosu + b2Sin’u bu)

=—htu (2«./ a*Cos*u+b*Sin*u )

= 2btu \a*Cos*u + b*Sin*u

olarak hesaplanacaktir. Bu durumda; helis egrisinin + yonde ilerledigi siirece; yani
donme yoriingeleri tizerinde hareket eden cisim yukariya dogru z ekseninin (+) yoniinde
yiikselerek harcketine devam eder. Fakat yer cekimi kuvvetinin etkisi altinda helisin
dénme yoriingeleri {izerinde serbest olarak hareketine devam ederse; bu durumda cisim

z eksenine gdre (—) yonde hareketine devam edecektir.

1 @
Ja » Ta
¥ J«T,,
R 5 R

idp
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Yukaridaki diyagram degismeli olup yani idy cr =Tmog dir.¢ diffeomorfizm, idy
otomorfizm olmak iizere, ¢, J'a iizerindeki konneksiyonlan T« iizerine aynen

resmeder, yani tagir. O halde bu bir otomorfizm (endomorfizm) olup. Bu doéniigiim

gauge transformasyonu (doniistimii) olarak kabul edilir.
J'a yapist iizerinde ¢arpma ve toplama iglemlerini ele alinirsa;
®:Ja®Ja>Ja
(TooTo) > Ji0 @ Ty =T, (9+v)
®:R®J'a—Ja
A®J,4)—>J,(1.9)

J'z *nin grup yapisi aragtirihirsa;

(1) Kapalilik 6zelligi:
+: (g ) T g rp)ed'n
Kapalilik 6zelligi vardir.
(2) (J'z,7,R) demeti lizerinde;
0:R>J'z
p—>0(p)=0,¢€ J'n
‘birim eleman 0eT'(7) olmak iizere,
J$+0,=J0=0 +J'¢
oldugundan 0 » birim elemandir.
(3) Ters eleman ozelligi:
(J :,¢ +J },¢) =0, oldugunda —J ;,¢ jeti J :,gé nin tersidir.
(4) J, 8,0 w.J,yeJ'n olmak iizere;
B+ TN+ (T, ) =d,(p+y)+ Ty =T (@ +y +7) (5:2)
Tig+ U +,p)= T g+ Ty +7) =y G+ +7) (5.3)
(5.2)=(5.3) oldugundan, birlegsme Szelligi vardir.

Sonug olarak; bir toplam grup oldugu goriiliir. Aym zamanda bir vektér demet

yapisina sahip oldugu kolaylikla gisterilebilir.
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(J ‘7,7, R) demeti ele alinirsa,
Cekn=n"(0(p))cJ'x
olur. Burada 0,
0:R—>J'x
p—>JI0
olup, sifir kesiti oldugunu gosterir. Buda 0(p) < (J lzr) olmasi anlamina gelir.

Bir alt manifold {zerinde (Q,H) Hamilton sistemlerinin ¢&ziimleri
CekQNTM > M vektdr demetin kesitlerinin lineer uzay: iizerinde bir afin uzay
modeli olusturur, Bu vektdr demeti Sifirdan farkli ise Hamilton denklemlerin ¢ozlimleri
birinci mertebe diferansiyel denkleme karsihk gelir. Bir manifold {izerinde

presimplektik yapiya karsilik gelen Hamilton denklemi bu manifold tizerinde bir birinci

mertebeden diferansiyel denkleme denktir.
Boylece; Aycan’a (2003) gore;

CekQ— J'a

u' (J : (a(u)))= oe(u)

u, (J1 (a(u))) =(~aSinu,aCosu,b).i

vekidr demetinin kesitleri bir gauge alami olur, Yani; bunlar 0 Hamiltonian igin,
Hamilton sisteminin ¢6ziimleri olup, bunlar Gauge freedom(serbestligi)ne karsihk
gelirler. Hamilton enerji fonksiyonu

H =(b+mg)u' —Cotuu, (Aycan 2003))
ve, Hamiltonien vektdr alam

X, P00 O DB G

ot Ou ou' Ou' Ou

Ornegimize gére Hamiltonien vektor alani

7, %, d
X, =aSinu——acos——(b+mg)—
d or PR Gt P
olur. Buradan,
aSinu =1 . —aCosu:a—b: , b+mg=gji

o, '
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esitliklerinden

b+mg=0 ise b=—-mg ve
u= £+2k;vr,k e/
2
olacagindan,
a=SinZ =1
2

bulunur. Boylece; Hamilton enerji fonksiyonu sifir Hamiltoniene karsilik geldiginden

Hamiton vekt6r alani;

%)

x, =2
ot

dir. Sonug olarak; bu problemdeki gauge vektor alam A =% vekidr alamidir. Yine

0

G =(0,0,mg) olmak iizere;
ALG dirve u =% icin a"(¥) =(0,-1,0)

olup,

a'la" a"l-Gve Ala"
oldugu gorillmektedir, Sonu¢ olarak; A1G ve Alea" ise A/GAa" dir
G A a" vektorii yani A, — mg dogrultusundadir.

C s
T e
[ %é

— " . d/dt

- o "(u)

N

( Sekil 5.2)
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6. BOLUM
SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu calismada; zamana bagh mekanik sistemler ele alindiktan sonra Poisson
manifoldlarin geometrisine yer verilmigtir. Daha sonra Gauge jet teorinin bir mekanik
probleme nasil uygulanacag verilmigtir. Bu ¢aliyma; Gauge Jet teori ile Langrangien ve
Hamiltonien mekanik sistemleri birlestirmesi ag¢isindan 6nem arz etmektedir. Bu

calismamn, ayrica bu konuda ileride aragtirma yapacak olan aragtirmacilara yon

verecegi diistiniilmektedir.
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