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Bu tez ii¢ boliimii kapsamaktadir. Birinci boliimde Kinetik denklem i¢in ters problemin incelen

mesinde kullanilan baslhica tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci bolimde bazi Kinetik

denklemler verilmistir. Ugiincii boliimde

*(0H du OH du
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ters problemi incelenmis ve uygun uzay c¢iftinde Hadamard anlaminda iyi konulmus bir

problem oldugu gosterilmistir.
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SIMGELER DiZiNi

c” : Sonsuz kez diferansiyellenebilir fonksiyon sinif1

c* : k. Mertebeye kadar tiirevleri siirekli olan fonksiyonlar sinifi
oy 2
L@ :{f:f olcilebilir ve [|f(x)| dx<oo }
Q
H, () : Kendisi ve m. Mertebeye kadar genellesmis tiirevleri L,(£2)’ya ait olan
fonksiyonlar sinifi.

0
H, () : Kendisi ve m. Mertebeye kadar genellesmis tiirevleri L, (£2)’ya ait olan ve m-1.

mertebeye kadar tiim genellesmis tiirevleri Q ’nin sinirinda sifir olan fonksiyonlar

sinifl.
v :(i,i,...,ij
ox, ox, o,
oD : D bolgesinin sinri.
L :Lineer operator.
2 2 2
A . J 2 + a—z +..+ J 2
ox,”  ox, ox,

X1



Xii



BOLUM 1
GIRiS
1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde kinetik denklem igin ters probleminin incelenmesinde gerekli olan tanim ve

teoremler ele alinmistir.
Tamm 1.1.1: M< E™ nokta kiimesinin her (x,y) nokta cifti icin,

Ddxy) =0 x=y
i) d( x,y) = d(y.x)
i) dx,y) = d(x,z) + d(z,y) (Ucgen esitsizligi)

kosullarina uyan negatif olmayan d(x,y) : M M= R™ fonksiyonu varsa, M nokta kiimesine

metrik uzay, d(x,y)'ye ise x ile y arasindaki uzaklik denir.

Tamm 1.1.2: Bir M metrik uzayinin bir alt kiimesi A olmak iizere, [41 = M ise A kiimesine
M'de her yerde yogundur denir. Ornegin rasyonel katsayili polinomlarin kiimesi Ciz.z1'de her

yerde yogundur.

Tamm 1.1.3: Sayilabilir sayida her yerde yogun bir alt kiime iceren metrik uzaya ayrnlabilir

uzay denir. Ornegin B-R™ Cie.z1 ayrilabilir uzaylardir.

Tamm 1.1.4: M metrik uzay olmak iizere ¥~ € M ve n€ N olsun. k ve p birbirinden bagimsiz
olarak sonsuza gittiginde d@(xip.x1k )= 0 oluyorsa (*») dizisine Cauchy dizisi denir.

Yakinsak her dizi Cauchy dizisidir. Gergekten, ( ¥1m) dizisi x limitine yakinsiyor ise ¥ = 0

dix,,x)

£

icin bir V- sayis1 vardir, dyle ki m > N- icin =2 yapilabilir. Aym1 zamanda tiim

nn = N, igin’



d(xp.x, )2 dl, D+ dlx,x) <€ qur.

Tanmm 1.1.5: Bir M metrik uzayinda secilen her Cauchy dizisinin limiti yine bu uzayda ise M

metrik uzayina tam uzay denir.
Ornek 1.1.1: Cla.b) uzay1 tam uzaydir.

ispat: Cla.bl’de (x.{t)) bir Cauchy dizisi ise ¥& >0 icin bir ¥: sayist vardr, dyle ki tiim

mn > N.ve tiim ela. b] icin,

() - x,(0)] < £

olur. (x.(f)) dizisi diizgiin yakinsaktir. Siirekli fonksiyonlarin diizgiin yakinsak dizisinin limiti

de bir siirekli fonksiyondur. ® — * icin limit alinirsa, tiim 7 > N: ve tela. b1 jcin,
e, (£} - x(f)] < =

bulunur. Yani (n(®)) dizisi Cleb’nin metrigine gore *€Ctap elemanina yakinsar.

Dolayisiyla Cla.8] tam metrik uzaydir.

Tamm 1.1.6: Tam normlu lineer uzaya Banach uzay1 denir.

Ornek 1.1.2: Cl=#1 uzay: fll = (o< ¢ < b™%|f{t)] normu ile bir Banach uzayidir. Bu norma

uygun metrik @{f, g) = (o= t = b™*|f(t) — g(t]] alinarak ispat Ornek 1.1.1°deki gibidir.

Tamm 1.1.7: X bir lineer uzay ve 4 ©X bir alt kiime olsun. A’y1 kapsayan en dar A: alt
uzayina A’nin gereni denir ve spanA ile gosterilir. Burada “: alt uzayi, A’nin elemanlarinin

biitiin sonlu lineer kombinasyonlarinin kiimesini gosterir.

Ornek 1.1.3: R™ reel lineer uzaym goz oniine alalim. € = (1,0,0,...,0).e; = (0,10, ...,0),

ooBn = (0,0,0,...,1) olmak iizere 4 = ley. €z, ..., } alt kiimesi icin 4z = Spand = R™ dir,



Tamm 1.1.8: ¥1. Xz, ... ¥z ’lar X lineer uzayinin elemanlar1 olsun. Eger,

CaXy + CaXz + - CpX,, =0

esitligini gercekleyen, hepsi birden sifir olmayan, €1:€z:--.€x € € gsayilart bulunabiliyorsa

Xy. Xz, . Xy elemanlarina lineer bagimli, aksi halde lineer bagimsiz denir.
1.2 KUVVETLI VE ZAYIF YAKINSAKLIK

Tamm 1.2.1: X normlu lineer uzayinda (¥..} dizisi verilsin. Eger ¥£ = 0 icin 3N(£) sayis1 var
ve ¥n = N{z) jein llvs — xll < £ jge, (¥n) dizisi » = @ i¢in x’e kuvvetli yakinsaktir ya da

norma gore yakinsaktir denir. Bu durum (»— ="™x., =x veya kisaca *» — x ile gosterilir

(Kizmaz 1993).

Tamm 1.2.2: X normlu lineer uzayinda (x,,) dizisi verilsin X' de X’in dual uzayin géstermek
lizere, eger her feX” icin %7 f(x,) = f(x) olacak sekilde bir xeX varsa (x,) dizisine zayif
yakinsak bir dizidir denir ve bu durum x, —x seklinde gosterilir. X elemanina (x,)

dizisinin zay1f limiti ad1 verilir.

Teorem 1.2.1: Normlu bir X uzayinda kuvvetli yakinsak bir dizi {(*») olsun. O taktirde

¥, — ¥ olmak iizere,

(a) (x..) dizisi x’e zayif yakinsaktir.
(b) kel — llxll dir (Kizmaz 1993).

ispat: Her feX icin, 1f(x.)- fON = 1f (e — )< NFN e, —xN— 0] (n — =) dolayisiyla
X, —x dir.
(a) Normun 6zelliklerinden,
bl = ke — x4+ lixll
el < lbe — x|I+ N |l

esitsizlikleri yazilabilir. Bu iki esitsizlikten,

el = kel = e — x



olur. X normlu uzayinda (x~) dizisi x’e kuvvetli yakinsadigindan  — @ icin limite gegilirse

Ik<,. [l = )l sonucuna varilir.
Lemma 1.2.1: Normlu bir X uzayinda zayif yakinsak bir dizi (=) olsun. O taktirde,

(a) (x+)’in zayif limiti tektir.

(b) (*..)’in her alt dizisi de ayn1 zayif limite yakinsar (Kreyszig 1978).

Ispat: (a) Kabul edelim ki (*.) dizisinin x ve y gibi birbirinden farkli iki zayif limiti olsun.
Yani X»-——% ve %.—— olsun. Bu durumda, her f€X’ icin flx..) — fx) ve flx.) — FO)
yazilabilir. fCe.) bir sayr dizisi oldugundan limiti tektir. O halde f(x) = f) olup, her feX
icin,

fG)-f=flx—y)=0
yazabiliriz. Buise ¥ — ¥ = 0 olmasim gerektirir ve zayif limitin tekligini gosterir.

(b) ispatin bu kism, (fx))in yakinsak bir say1 dizisi olmas1 gerceginden kaynaklanir ve

dolayisiyla (f(x,.))in her alt dizisi de yakinsak olup dizi ile ayni limite sahiptir.
1.3 HILBERT UZAYLARI

Hilbert uzayr teorisi 1912 yillarinda {inlii Alman matematik¢ilerinden Hilbert tarafindan
integral denklemlere iligkin bir ¢alismasinda ele alinmis ve incelenmistir. Bununla birlikte,
Hilbert uzaymin aksiyomatik tamimi daha sonralart J.Von Neumann (1927) tarafindan
verilmistir. Bu tanim, Hilbert uzayinin “ayrilabilme” kosulunu icermektedir. Ancak s6z konusu
kosul, H. Lowig (1934), F. Rellich (1934) ve F. Riesz (1934)’in ¢alismalar1 sonucu teorinin bir

cok kisimlarinda gereksiz bir kisitlama olarak goriilmiis ve kaldirilmastir.

Tamm 1.3.1: Elemanlarin1 f,g,4,..., ile gosterdigimiz bir H kiimesi, asagidaki kosullarn sagliyor

ise Hilbert uzayidir denir.

(a) H lineer bir uzaydir.

(b) H icinde bir i¢ ¢carpim tamimlidir; yani her bir f ve g ¢iftine kars,



() {f. 9y = (a.
(ii) voe€ icin {af. g} = aif. g}
(iii) {fi + fz. 03 = {fr. g} + (2. 63
(ivyf=0=4{./1>0
kosullarin1 saglayan bir {f. 2} kompleks sayis1 karsilik gelir.

(a) ve (b) kosullar1 saglaniyorsa H uzayma OKklid uzayr denir. IIFll={f.f} sayisina f

elemaninin normu ad1 verilir.

(¢) H uzay1 4(f. g3 = IIf = gll metrigine gore tamdur.
(d) H uzay:r sonsuz boyutludur; yani her n dogal sayisi i¢in, H i¢inde lineer bagimsiz n tane
vektor bulunabilir.

(e) Her Hilbert uzayinin normu,

If + gl + F — gIF = 2Z.AIFIF + g IF}

sartin1 saglar.

Kisaca i¢ carpimin olusturdugu norm altinda H Banach uzay1 ise H’ye bir Hilbert uzay1 denir.

Dolayisiyla her Hilbert uzay1 ayn1 zamanda bir Banach uzayidir, fakat tersi dogru degildir.

Ornek 1.3.1: k4] uzayr Ifll= (o=t < b™*|f(t}| normuna gore bir Banach uzayidir, fakat

Hilbert uzay1 degildir.

Ispat: E["*ﬂ uzayinin bir Banach oldugu 6rnek 1.1.2°de gosterilmistir. Simdi de CI':-iTi uzayinin
bir Hilbert uzay1 olmadigin1 gosterelim. Bunun icin f{t) = cost g{t) = sint alalim.

A= llgll =1
ve

If4+gll=00=t<naf2'max)|cosit +sintd | =2

If—gll=(0=t<naf2Zmax)|cos Et—sintd | =1
dir. Buradan

IIF + glF + If — glF = 2.(IFIF + g}

sonucuna varilir.



Tamm 1.3.2: = (x) ve /.{x) bir (a,b) arahginda reel degerli ve integrallenebilen iki fonksiyon
olsun. Eger,

€ G Frn () = j; frlt fuldx={ g RIS

esitligi saglamyor ise fm(¥) ve f.(*) fonksiyonlarina (a,b) araligi iizerinde ortogonaldir denir.

Daha genel olarak; eger

. . aao_§ 0 m#nigin
f::c.x)fnl C-fax={_ g mEET .

esitligi saglamyor ise fm{*) ve f.{x) fonksiyonlarina (a,b) aralig1 iizerinde 'x) =0 agirlik

fonksiyonuna gore ortogonaldir denir.

T

~ - - . X X . X
Ornegin (-a,a) aralifinda 1, sin —, cos—, sin
@ Q &

2rmx . .. .
,cos—, ..., fonksiyonlar dizisi ortogonaldir.
&

(1.3.1)’de m=n icin elde edilen integralin,

£, (ol = [T 2 (ax]

degerine f,(x)in normu denir.

1
F

Gl = U; ,.f'_E{x}ri;r}d.x]

degerine f-{x)’in normu denir.

Tamm 1.3.3: f{x) ve f=(x) bir (a,b) arah@inda reel degerli ve integrallenebilen iki fonksiyon
olsun. Eger,

m # nigin
m=mn igin

. fnCN = [ 0 fuldix = )

esitligi saglaniyor ise [ (*) ve f.(*) fonksiyonlarina (a,b) araligi iizerinde ortonormaldir denir.



Ornegin (-a,a) arahginda ortonormal fonksiyonlardir.

Ortonormal bir sistem aym zamanda lineer bagimsizdir. f» n=1,2,... elemanlarinin sayilabilir
sonsuz lineer bagimsiz bir kiimesi, asagidaki gibi Gramm Schmidt’s yontemiyle sayilabilir

sonsuz ortonormal bir sisteme doniistiiriilebilir.

f fa—{fz.81dey fo—Un.erdey ——{faaensdeny

AN TG - Feeatea 5 T U — s 1381 — = s a2 sl ..

£y

Teorem 1.3.1: Ayrnilabilir H Hilbert uzayinda bir ortonormal baz vardir (Mikhailov 1978).

ispat: f 1-f2, . Hda her yerde yogun bir kiime olsun. fi sifir olmayan ilk fe elemam
gostersin. Yani (f AT =f2V = =fi(k—1)"=0). f: ile fe—1-fe_z,..., kiimesinin sifir

olmayan ve /1 ile lineer bagimsiz ilk eleman1 gosterilsin. fi- fz lineer bagimsiz eleman ciftidir.
Boylece, fi-fz.--. sayilabilir sistemi lineer bagimsizdir. Bu sistemin elemanlarmm lineer
kombinasyonlarin kiimesi H’da her yerde yogundur.  fi:fz,.-. sistemini, £1s€z, .-
elemanlarinin sayilabilir ortonormal sisteme doniistiirebiliriz (Gramm S. Yontemiyle) ki onun
lineer kombinasyonu H’de yogundur. Dolayisiyla bu sistem H icin bir ortonormal baz

olusturur.

Teorem 1.3.2: Bir H Hilbert uzay1 iizerinde tanimlanan her sinirl lineer fonksiyonel i¢in bir

tek Z € A vardir. Oyle ki tiim X € H icin,

) = {2} (1.3.2)

dir (Mikhailov 1978).

X e
Ispat: 1.z, .. €5, Higin bir ortonormal baz ve ¥ € # *nin Fourier agilimi £=1 olsun.
P
Xp€p + X
P = jcin, k=1 dir. f’nin siirekliliginden,
v »
fl)= (- -:r'-‘“""f(z .1':{&3.-{) ==, coftm Z [xpflele)== Z Xy I
k=1 k=1 k=1 (1.3.3) olur.



Burada #x = (feed k=1,2,... dir. k=1 elemanini diisiinelim.

IFEFT =171 1=210

Ve

FEP) = ) 2 fle) = il:ﬂ‘ = 7 I

k=1 k=1

oldugundan, tim # = 1 i¢in,
Dkl = W71

2.2 Elzm = IfIF Y e

bulunur. O taktirde =1 serisi yakinsaktir ve k=1 dir. Bu durumda &=:

serisi H’nin normunda bir Z € H  elemanina yakinsar (Zx’lar z'nin Fourier katsayilaridir).

(1.1.3)y’de ¥ = {x. €} yazilir ve f’nin siirekliliginden tekrar yararlamlirsa,

flx) = Zh‘.:;_. g3 = fx. z ey = e 2}
k=1 =1
elde edilir.

Simdi de z’nin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki f icin ) ={x.z} ye flx)={x.2)

olsun. O zaman tiim * € H igin {x,z— 23 =0 olyr. Buradan da Z = Z bulunur.

Lemma 1.3.1: Bir Hilbert uzayinda Xn-——% olmast icin gerek ve yeter kosul, uzaydaki her z
igin,
{ry.z} — {x. 2}

olmasidir.

Ispat: Bir H Hilbert uzay iizerinde her sinirh lineer f fonksiyoneli i¢ ¢arpim cinsinden ifade

edilebilir, yani z f’e bagli olmak iizere ¥z € H icin,



flx) ={x,z)

f tarafindan tek olarak belirlenmis olup |lz|l = || f|| normuna sahiptir. Buna gore,
Smf(x) = f()
{x,,z) = (x,z)
seklinde ifade edilebilir.

Teorem 1.3.3: Bir Hilbert uzayinda Z» .Z ’ye zayif ve *» @€ x ’e kuvvetli yakinsiyor ise o

zaman,
(r,.2.3— {r.2}

dir.
ispat:
[z — (e, 2) + {3, 2,0 — (e, 2 ) < Wy, 2,0 — (x, 2] + s z,) — (2,2,

lx, —x,z, | + Hx,z,.) — (x, 2] < llx, — xll. lz,. ]l + l{x, z,,} — (x, 2}

n — o i¢in limit alinirsa {(x,,,z, ) = (x, =) sonucuna varilr.

Lemma 1.3.2: Hilbert uzayinda *- ~Doxse Il < (o= " e, ) dir.

Ispat: XX ise VZ € H icin €x. 2} — {x. 2} dir. Keyfi Z € H oldugundan, z yerine * € H

alinirsa,
fr.x)— {e.x}= |Ix|F

Ko, 20 < e 1 el
alt limite gecersek,
Il < G oo™ e, I el

el (o= o0 )

bulunur.

Teorem 1.3.4: Bir Hilbert uzaymin her sinirh alt kiimesi zayif kopmaktir (Mikhailov 1978).



Ispat: e« k = 1,2,.. H Hilbert uzay icin ortonormal baz ve M’de H’da smirl1 bir kiime olsun.
M kiimesinin elemanlarinin keyfi bir f “ k=12, dizisini diigiinelim. Tim Kk’lar icin

IF*ll < ¢ oldugundan {F*.es} % = 1.2, sayisal dizisi stnirhidir.

[tF= e < IF% |k llegll < €

f¥.k =12, .. dizisinden bir f**,k = L2, alt dizisi secilebilir oyle ki {F**. €1} sayisal dizisi
bir @1 sayisina yakinsar. {f"*. €2} sayisal dizisi de yakinsaktir. Yani f**.k = L2, ... dizisinden
bir f¥¥. k=12 alt dizisi secilebilir ki {f**.€z} bir @z elemanina yakinsar ve bu sekilde

devam edilebilir.
Biz f**,k = 12, .. diagonal dizisinin zayif yakinsak oldugunu gostermek istiyoruz. Her = 1
igin,

(fT(k.K).e5 ) — 0y5 (k — @ jcin)

dir.O halde her m = 1 igin,

m i o
{II‘-.'-\:.-'-.'JI G:E‘:}= E{rk.k} E':}—ir :I:'ﬁ.'l2
; Z Z (k— = icin)
dir.
- F m m
(.Y ce| <UDl <2 Yo
i=1 =1 =1
oldugundan,
m
lo;|* < c?
= (her m = 1 jcin)
dir. Boylece,
lo;|* < c?

I
-

za:e: IWFIF = z::Ia:I’
=1 dlI'

dir. =1 serisi bir f € H ya yakinsar ve
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Simdi f** k=12 dizisinin f'e zayif yakinsadigim gosterelim. g, H’min herhangi bir

lg:1* < &*
elemam olsun. Keyfi bir £ » 0 icin bir 5 = 5{&) secelim; 6yle ki, :;1 Parseval-

Stelov esitsizliginden,

[ - f.o) = | ) (F**.ed—a)T| < Y Kr**. ey —oi]-1gil
2; Z; (1.3.4)

Ayrica,

(Z Ia,-l.lg:l) ¢ 3 lo. illgaizﬂmﬁ"

i=5+1 i=5+1 =5

( Z I{f“"‘:el‘ml-lg:l) < z [(r*, edf E lg:I* < c?£2
1 1

i=5T i=5+1 =5

o: sayilarimin tammindan ayni ¥e(£) icin k = ko{£) (1.3.4) nin sag tarafindaki 1. terimi £ *dan

kiigiik yapabilir. Boylece ¥ > ka{£) icin,

F** — Fad)l <&+ E(e+ IFID

bulunur.

Tamm 1.3.4: (Ortogonal Projeksiyon) Ayrilabilir bir H Hilbert uzayinin ortonormal bir bazi
€4,€5, ... Olsun. €;,€;,,...,€,,.. bu bazmn sayilabilir alt kiimesi, bu secilen alt kiimenin

timleyeni de €,.e;,...€ olsun. n'.n"" alt uzaylan sirasiyla e, k=12, . ve

jkr

€, k=12, .. elemanlarinin lineer Ortiisiinii gostersin. O taktirde keyfi bir f elemam Fourier

serisine agilabilir. P* ve P''H iizerinde tanimlanan iki operatdr olmak iizere,
ff=Pf=kErsfoesw [ =P'f=X7, Jf:--'-r €

esitliklerinden f = P'f + P" f yazlabilir.

11



Bu operatorlere H nin ortogonal projeksiyonu denir. £ “niin goriintii kiimesi 7, P niin goriintil

kiimesi 1" *diir.

Bir ortogonal projeksiyon operatér smirlidir ve normu 1°dir. Gergekten; ¥/ € f icin,
e FIF = W IF = D1l < Y 1l = WP
k=1 k=1
el <1

ve
Pey=¢e,  oldugundan IP I=1 dir.

Bir ortogonal projeksiyon operator self-adjointtir. Ger¢ekten; ¥/, 7 € H jcin,

{P'f,h}= {if;:ce::;-h} = if:k (e, h) = Ef«ﬁ ={f.P'h}

dir (Mikhailov 1978).

1.4 IiKiNCi BASAMAKTAN YARI LINEER KISMi TUREVLi DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

n boyutlu Q bélgesinde,
Lu=X7 oy a, (Du,.,, + X5 a (Pu, +alx)u= f(x) (1.4.1)

denklemini ele alalim. Burada a,;(x) katsayilari reel degerli, (1.4.1) denkleminin ¢oziimii de
C*(@)ya ait olsun. a,;(x) katsayilarinin olusturdugu A(x) = [a._‘, ( _r]] matrisi simetrik matris
kabul edilmektedir. Gergekten,

= () = X =y af; (g + X7 =y af) (1),

a, = ST q =40

]

- o -

Uyie; = Uyjy Oldufundan 37 _al) (x)u,,,, = 0dr

12



Boylece,

E:;:i a:; [x-)u?::r‘l = E:I‘l='1 ﬂ:-_; f""’]l{t:.?"

olur. Burada [a (xj] matrisi simetriktir.

Q bolgesinin keyfi bir noktast x, ve A(x,) matrisinin dzdegerleri A, (x;),A-(xy), ... A, (x;)
olsun. Pozitif 6zdegerlerinin sayis1 n, = n_(x,), negatif 6zdegerlerinin sayis1 n_ = n_(x,) ve

sifir 6zdegerlerinin sayisim 1, = ng(x;) ile gosterelim. n = n. +n_ + n, dir.

Eger n. =n veya n_ =n ise (1.4.1) denklemine x;, noktasinda eliptik tiptendir denir. Q
bolgesinin her x; € @ noktasinda eliptik ise (1.4.1) denklemine Q bdolgesinde eliptik tiptendir
denir. R™de eliptik tip denkleme 6rnek olarak,

Vu = f

Poisson denklemini verebiliriz.

Eger n.=n-1 ye n.=1 veya n.=1 ve n.=n-1 jse (1.4.1) denklemine ¥a
noktasinda hiperbolik tiptendir denir. (1.4.1) denklemi her *s € ¢ igin hiperbolik ise, Q

bolgesinde hiperbolik tiptendir denir. ™ uzayinda hiperbolik tip denkleme 6rnek olarak,
Uy, +-+ Uy axn—g  Uxpx, = fﬁ}

Dalga denklemini verebiliriz. ny; = 0ve 1 <- n_ <X n — 1 ise (1.4.1) denklemine x, noktasinda

ultra hiperbolik tip denklem denir. Ornegin,

i + Uppwy " Urgwy " Uazyxy, = JF(."}

gy

denklemi R *’iin tiimii iizerinde ultra hiperbolik tipten bir denklemdir.

13



Eger n; = 0 ise (1.4.1) denklemine x; noktasinda parabolik tiptendir denir. Q bolgesinin her
x, € @ noktasinda parabolik ise (1.4.1) denklemine Q bolgesinde parabolik tiptendir denir. R™

‘de parabolik tip denkleme 6rnek olarak,

Up e, 77 T U e, T U, T f("}

181 denklemini verebiliriz.

Bununla birlikte bir denklem verilen bir bolgenin tiim noktalarinda ayni tipten olmayabilir.

Ornegin R*de,

uxi-rl + T("l]!‘ XXz = f{‘-]

Chapligin denklemini ele alalim. Burada T(xi).%; >0 jcin pozitif , *s <0 icin negatif,
Xy =0 jc¢in sifir olan bir fonksiyondur. Chapligin denklemi, ¥1 = 0 icin eliptik, ¥*1 =0 icin

hiperbolik, ¥s = 0 icin parabolik tipten bir denklemdir.

1.5 HADAMARD ANLAMINDA iYi KONULMUS PROBLEMLER

20. yiizyihn baslarinda Fransiz Matematik¢isi Hadamard iyi konulmus problem tanimini
vermistir. Bu tanimi

Au=f (1.5.1)
i¢in verelim.

A:U—=F

operatorii U metrik uzayindan F metrik uzayina tamimli olsun. (1.5.1) denkleminin asagidaki
ozellikleri saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine (U, F) cifti i¢cin Hadamard anlaminda

iyi konulmus problem denir.

1. Her f € F icin problemin U uzayinda ¢oziimii vardir.
2. Problemin ¢oziimii U’da tektir.

PR

3. Problemin kogullar1 F’de az degistiginde ¢6ziim U’da az degisir.

14



Bu sartlardan herhangi biri gerceklesmez ise, probleme (U,F) uzay ciftinde Hadamard

anlaminda kotii konulmus problem adi verilir. Bir problem bir uzay ¢ifti i¢in kotii, bagka bir
uzay c¢ifti igin iyi konulmus olabilir. Ornegin tiirev bulma problemi A = :—x (u(0) =10 ve

stirekli diferansiyellenebilen u(x) fonksiyonlar kiimesi A’nin tanim bolgesi olsun). Tiirev
bulma problemi;

C[0,1] = {flf:[0,1]1 — R siirekii}
I llepay = (€ [0,2]™44 (| flx)]}

ve
C1[0,1] = {f1f:[0,1] — R sirekli ve dif.bilir}
W llespa = (€ (0,117 (I (x)] + 17 G

olmak iizere (CI0.1LCI0.11) uzay cifti icin kotii konulmus, (€1 [9,11. C[0,11) uzay cifti icin
ise iyi konulmustur. Problemin (C[0.11,€[0,11) uzay ciftinde ¢6ziimii var ve tektir fakat stabil

degildir. Gergekten,

u, =ncosnix
yani

(o= oo e, ()l — 0
dir. Fakat,

(= 0" ey (2] ller — 00
olur. Benzer durum, (€™ [0,11.C[0,11) yzay cifti icin,
e G = e Gl
olup tiirev bulma problemi (€™ [0,11.C[0,11) uzay ¢ifti icin iyi konulmustur.
Herhangi bir (Us.Fi) uzay cifti icin iyi, bagska bir (Uz.Fz) uzay cifti icin kotii konulmus

probleme (Usz.Fz)’de zayif kotii konulmus problem denir. Burada uzaylarin metrikleri

fonksiyonun kendisi ve sonlu sayida tiirevleri yardimiyla tanimlanmustir. Ornegin tiirev bulma

problemi (€011, €[0.11) uzay ¢iftinde zayif kotii konulmus problemdir.
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Normlari sonlu sayida tiirevlerin yardimi ile meydana gelmis uzay ¢iftlerinden higbirinde iyi

konulmayan problemlere de kuvvetli k6tii konulmus problem denir.
1.6 BAZI PROBLEMLER

1.6.1 Cauchy,1.,2.ve 3. Karisik Problemler

Q={reDecR"(x1)lx e R",0 <t < T} bolgesinde verilen,

Lu=u,, — Z a;; Mg + z a; O, + blcdu. + aglvde = filx, £)
=1

wI=1

(1.6.1)

hiperbolik tip denkleminden,
wlx, 0 = ug(x), u.{x,0) = u, (x) (1.6.2)

kosulunu saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine Cauchy problemi denir. (1.6.2) sartina

da Cauchy sart1 denir. Eger D = R™ ise hiperbolik denklem i¢in Cauchy problemi (€*{(2). C{(2}}
uzay c¢iftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur. Fakat D bolgesi R™ ile cakismiyor ise
(1.6.1)-(1.6.2) probleminin ¢oziimii birden fazla olabilir. Yani D # R™ iken hiperbolik tip
denklem (C*(Q). C{Q) uzay ciftinde kétii konulmustur. (1.6.1)-(1.6.2) probleminin ¢oziimiiniin

tekligini garanti etmek i¢in 2 bolgesinin sinirinin,

Fr=dDx0,T)={{x.tlxedD, 0=t =T}

kisminda ek kosul vermek gerekir. Ornegin,

U'lr = uy(x, 1) (1.6.3)

kosulu verilebilir. (1.6.1)-(1.6.2)-(1.6.3) problemine 1.karisik problem denir. Bu problem
(C*(Q). €O uzay ciftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur. (1.6.3) kosulu yerine,
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du

anl, = a0

(1.6.4)

kosulu verilebilir. (1.6.1)-(1.6.2)-(1.6.4) problemine 2. karisik problem denir. Bu problem
(C*{Q). C() uzay ¢iftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur.

du
—,\I,ll_ = u,lx, t)

alx, thule, )+ 50x, 1) 3

(1.6.5)

(1.6.5) kosulu verildiginde elde edilen (1.6.1)-(1.6.2)-(1.6.5) problemine 3.karisik problem
denir. Bu problem (C*{(). C(Q))} uzay ¢iftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur. Burada

alx.t) ve Bx.t) verilen keyfi fonksiyonlar olup @*{x.t)+ 5*(x,t1 =0 dir. (1.6.1) denklemi

yerine,

Lu=u.+ Z a;; Ochigy; +Z~n: o, # b0, + aglchu = flx t)
=1 =1 (1.6.6)

eliptik tipten bir denklem alimirsa, tiim bu problem cesitleri (C*{(0)C{Q)) uzay ciftinde

Hadamard anlaminda kétii konulmustur. (1.6.1) denklemi yerine,
Lu=u, - Z a;; Ol ; +Z{1._ O, +agtdu = flx, )
=1 i=1

parabolik tipten bir denklem alinirsa (1.6.2) sart1
ulx, 0) = ugylx)
olur ve parabolik tip denklem i¢cin Cauchy problemi, 1., 2. ve 3. karisik problemleri

(C*(0). () uzay ciftinde Hadamard anlaminda iyi konulmustur.
1.6.2 Dirichlet, Neumann, Roben Problemleri

Q bolgesinde,

T ]

Lu= Z a;; Oy + Z a; O, + alvdu = Flx)
i=1

=1

(1.6.7)
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denkleminden,

= uglx)

ulyg (1.6.8)

kosulunu saglayan coziimiiniin bulunmasi problemine Dirichlet problemi (1.simir deger),

(1.6.8) sartina da Dirichlet sart1 denir.

Eliptik denklem igin Dirichlet problemi {€*{Q). C{()) uzay ciftinde iyi konulmus, hiperbolik ve
parabolik tipten bir denklem icin ise Dirichlet problemi (€*(Q).C{Q) uzay c¢iftinde kotii
konulmugtur. Eger (1.6.8) yerine,

du _ _
Wlzq ~ 11 (1.6.9)

sarti almirsa (1.6.7) denkleminden (1.6.9) sartimt saglayan ¢oziimiin bulunmasi problemine

Neumann problemi (2.sinir deger), (1.6.9) sartina da Neumann sart1 denir. Burada N, 4¢ *nun

dis normalidir.

Eliptik tip denklem i¢in Neumann problemi (€*(Q),C{Q)) uzay ciftinde Hadamard anlaminda
iyi konulmus, hiperbolik ve parabolik tip denklem i¢in ise kotii konulmustur. Eger (1.6.8)

yerine,

a
)+ O | =1 )
aNkag (16.10)

sarti alimrsa, (1.6.7) denkleminden (1.6.10) sartin1 saglayan ¢6ziimiin bulunmasi problemine

Roben problemi (3.sinir deger), (1.6.10) sartina da Roben sart1 denir. Burada @{x) ve 5{x)

siirekli fonksiyonlar olup @*(x) + 5*(x) =0 dur.

Eliptik tip denklem icin Roben problemi (€*{Q),C{Q)) uzay ciftinde Hadamard anlanminda iyi

konulmus, hiperbolik ve parabolik tip denklem i¢in ise kotii konulmustur.

Ornek 1.6.1: Is1 denklemi icin Cauchy problemi kétii konulmustur.
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Ispat:
U, —Au=20
denklemini,
D={{x, )0 < x = m, D=t=<T}
bolgesinde inceleyelim. Cauchy sart1 olarak,
u(x,T) = e sinnx

alalim. Coziimii,

ule, 1) = Z a, {t)sinkx

k=1

seklinde arayalim. Coziimii denklemde yerine yazarsak,
Z(ak:(r} + k3a, () sinkx =0
k=1

elde edilir. sinkx’Jerin lineer bagimsiz olmasindan,

ag () + k3a,(t)=0

a (T = éppe™™

bulunur. Bu denklem adi diferansiyel denklemdir. Problem adi diferansiyel denklem icin

Cauchy problemidir. Bu problem ¢oziildiigiinde,
u(x,t) = e Me™ T Dsinnx

¢cOziimii elde edilir. 7 — @@ jcin € 7 SIANX’in tiim normlan sonlu sayida tiirevlerden olusan

uzayda sifira yaklagsir. Fakat,
ule,ty = e e TP gnny

PR

coziimi boyle uzaylarda +© ‘a yaklasir. Dolayisiyla kosullar az degistiginde ¢oziim ¢ok

degistiginden problem stabillik sartin1 saglamaz.
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Ornek 1.6.2: Dalga denklemi icin Dirichlet problemi kotii konulmustur.

Ispat:

denklemini,

D={(x. )0 < x <1, D<y<T]

bolgesinde inceleyelim. Dirichlet sartlari olarak,

u{0,v3=0 u(x,0J =0
u(l,v3=10 ulx, Ti=0

alalim. Coziimii,

uCe. vl = z a;()sinkmx
k=1

seklinde arayalim. Coziimii denklemde yerine yazarsak,

Z[a iy O+ K32 a, () sinknx = 0

k=1

elde edilir. Problemin kosullarindan,

uly,0) = Z a; (0)sinkmx =0

uly, T) = Z a, (TMsinknx =0

=1
ve sinkx ‘lerin lineer bagimsiz olmasindan,

Gy )+ E2a%a, () =0
a (0)=10 a.{T)=10
bulunur. Bu denklem adi diferansiyel denklemdir. Problem adi diferansiyel denklem icin

Cauchy problemidir. Bu problem ¢oziildiigiinde
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mym

ulx,v) = ayp sin sin kmrx

cOziimii bulunur. Eger T rasyonel ise lineer homogen problemin sifirdan farkli bir ¢oziimii
vardir. Dolayisiyla problemin tek ¢oziimii yoktur. T irrasyonel oldugunda problemin stabilligi

bozulur.
1.7 GENELLESMIS TUREV

fa ve v{x) fonksiyonlar: @ *da integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Her bir @ € Ca (@) i¢in,

lol = ay 4a; + -4 @, olmak lizere,
Lfa 0dQ = (—1;|Iffl_L;-n-= 0d0

ise f=’ya @ bolgesinde v{x) fonksiyonunun @ ’mc1 mertebeden genellesmis tiirevi denir.

« = S5 aen
a-T!. - ai’: Ial =, 40z + -4 £

’

isaret olunur.

Ornek 1.7.1: @ = 8xl <1J bolgesinde &)= Ix.l fonksiyonunun genellestirilmis tiirevleri

fay = sgnxa, 5. =0 #=1LZ .7 gir Gergekten, herhangi @(x) € C3(Q) icin,

fl-‘ﬁlf.ﬂxifil‘:f :pxidx—j ¥y, dx
2 g+ -

dir. Burada Q% =0n(x, =0), Q" =0n(x, <0) bolgeleridir. Ostragradskii formiilii

kullanilirsa,

LI.\',I @, dx = J- wpdx —f pdx = jsgn.\', @pdx
g+ Q- Q

olur. Buradan f&)=lx4l fonksiyonunun *1’e goére genellestirilmis tiirevi $47%: oldugu

goriiliir. Simdide = 2 igin,
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Ll.t}l{p_,:dJr = J;q‘,]x:|-:,e:~:i_,l,E dx =0= —prdx

elde edilir ki bu ) = lx.1 fonksiyonunun *:’ye gore (i=2,3,...,n) genellesmis tiirevinin sifir

oldugunu gosterir.

Ornek 1.7.2: vlr,.x:)= flx )+ glx2) fonksiyonunun —1<x, =1, —lsx; =1 Kkare
d%v
bolgesinde birinci mertebeden genellestirilmis tiirevi yoktur. Ancak 0x,0x:  ikinci

mertebeden genellestirilmis tiirevi var ve sifirdir.

Ispat:
0={(xy,x;)|-1< 2,2, €1}, @lx) =@(x,,x;) € Cf;:(ﬁ)
Iy vDFd = (-1)* [, f, o(x)dn

e:
ﬂfi v(x,.x;) r-:r: dxydx,

- fff,(f(xi).g(xmaf;i: dx,dx;

_H flx 1J d‘idx" ﬂ- g(x,;) dlldrﬂ

_‘F-—:Lf(x'lj(-[-léx 2, 0%z ]dx'l*f g(x }(Jr-léx ax, 4% )d‘

1 ag 1 &
= [ )32 [dxy + [ 02 3 ldx,

yazilir. @ *nin kendisi ve tiirevleri sinirda sifir oldugundan,

ﬂ" T."lf.r,_..r;)[ﬂ:fp]

1 ﬂxla.f:

1 1
diydx, = J-i[f(xl‘jj.[m’xl +f [gix-]).0dxs =0
- =1

dir (Yildiz 1995).
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1.8 GALERKIN METODU

D bolgesi B™ uzayinda siirli bir alt bolge olsun. @+ ile silindirik bolgeyi, I'; ile silindirin
yanal yiizeyini, d@; ile silindirin sinirini, D ile de silindirin tist kismini ve D ise silindirin

tabanin1 gostermek iizere,

Qr ={{x.tlxeD 0=t =T}
Mr={f{v.tNxedD,0 <t =T}
Dy = {{x. Tlx € D}
Dy = f(x,0)lx € 3D}

olsun.

Bu metod bir ¢ok problemin ¢oziimiiniin varligimi ispatlamak i¢in kullanilan bir yontemdir.
Karmagik problemlerde verilen denklemin katsayilarinin zamandan bagimsiz olmasi halinde
problemi Fourier metodu ile ¢dzmek miimkiindiir. Galerkin metodu ise daha genel olup,
karmasik problemlerde verilen denklemin katsayilarinin zamana bagli olmasi 6nemli degildir.

Galerkin metodunu asagidaki 6rnek iizerinde gosterelim:

Lu = u.. — div(k{xIvu) + alrhu = flx. t) (1.8.1)
ki) e (D) alx) € CDY: k(x) 2 kg = sabit > 0

Denkleminin @+ bolgesinde,

ur. )| __ = o) (1.8.2)

u )| _ =Y (1.8.3)
baslangic sartlar ve

ute =0 (1.8.4)
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stnir  sartlarint  saglayan problemin ¢Oziimiinii bulalm. Bunun igin, va(x)vz(x), ..

fonksiyonlari C*(D) den ve k=12,... "klap = ® olmak iizere, keyfi lineer bagimsiz ve H*(D)
de tam olan fonksiyonlar sistemini gdz Oniine alalim. (1.8.1)-(1.8.4) probleminin yaklagik
¢Ozimini,

N

Uyl 3= ¥ o (B, (x)
; (1.8.5)

seklinde arayalim. Yaklasik ¢oziim icin baslangic sartlari,

N
eV (x) = Z @i Vi (x)

k=1

N
Wix) = z W, v, (x)

k=1

biciminde olsun. C6ziimii (1.8.5)’de oldugu gibi,

{uy,, — divk(IVu ) + abdu ., v} = (Fla 1. 1)), J=1LA
burada &.-} Lz(DY de i¢ carpimdir.
{Ly,. v} = {flx.t) v} j=1LN (1.8.6)
sisteminden
. — N
u_v{.x,r}lrzn =g (1.8.7)

. —wN
un ), = (1.8.8)

sartlarin1 saglayacak bicimde arayacagiz.

(1.8.6)-(1.8.8) Cauchy probleminin ¢6ziimiiniin varligr ispatlanabilir. Bunun i¢in uygun
homogen problemin £*(0,T})’de yalmz sifir ¢oziimiiniin oldugunu gostermek yeterlidir
(Naimark 1969).

{fux(x. ) ler icin on degerlendirmelerden f{ux(x.£)} yaklagik ¢oziimler dizisinin #*(@r) de

sinirh oldugu goriiliir. Hilbert uzayinda sinirli bir ciimle zayif kompakt oldugundan, {ux{x. £33
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dizisinin zayif yakinsak bir alt dizisi vardir. Dolayisiyla {uxCr.0}’den H'(Qr)’de zayif
yakisak bir alt dizi se¢ilebilir.

fuy. Lvy = {f.v)), j=1LN
esitliginde NV — @ icin limit alinirsa, genellestirilmis fonksiyonlar anlaminda,

fu. L'v) = {fur) j= LN

{Lu — f- :':f} =0 _,i' =1,N
elde edilir. ¥} 1ler L2(D)"de tam ve lineer bagimsiz oldugundan,
Lu—f=

bulunur (Mikhailov 1978).
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BOLUM 2

KINETiK DENKLEMLER

Bu boliimde en 6nemli kinetik denklemler hakkinda bilgiler verildi. Kinetik denklemler bir
maddenin hareketinin siirekliligini karakterize ederler ve bilimin temel denklemleridirler. Onlar
genel olarak fiziksel, kimyasal, biyolojik ve diger cesit proseslerin mikroskobik Olcekte
niteliksel ve niceliksel tasviri icin kullamilirlar. Kinetik denklemler siklikla temel denklemler
olarak bilinirler. Kinetik denklemler ¢cogunlukla integro-diferansiyel denklemler olup, siklikla
nonlineerdir. (F(x,p,t)) burada F(x,p,t) x uzay koordinatina bagl, p momentumlu, ¢ zamanina
gore maddenin dinamik durumunu karakterize eder. Eger giiclii bir etkilesim varsa kinetik
denklemler icerisinde quantum terimleri ortaya c¢ikar. Kinetik denklem oOrnekleri; Liouville
denklemi, Boltzman denklemi, Vlasov denklemi, Bogolyuboz zincir denklemi, Fokker —Planck
denklemi, Kuantum kinetik denklemleri. Kinetik denklemler ayrmtili bilgi ve uygulamalart
Case ve Zweifel (1967), Klimantovich (1982), Liboff (1979), Polyachenko ve Fridman (1976),
Silin (1971), ve Cercignani (1975) ta bulunabilir. Simdi kinetik denklemlerle ilgili ornekler
veriyoruz. Bundan sonra dagilim fonksiyonu F(x,p,t) yeteri kadar diferensiyellenebilir ve p’ye
gore yeterince hizli azaldigi kabul edilecektir. Burada xe D, pe R",teR', olup D diizgiin
sinirh bir bolge F(x,p,t) AxAp ¢arpimi t aninda faz hacmin birim elemanindaki pargacik sayisini

temsil eder.

2.1 LIOUVILLE DENKLEMIi

Asagidaki sekilde ifade edilir.

a—F+{F,H }=o0, (2.1)
ot

Burada F(x,p,t) dagilim fonksiyonu, xe D, peR", te R', H=H(x,p,t) Hamiltonian

fonksiyonu,
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(2.1) denkleminde Hamiltonian fonksiyonu i¢in siklikla,
H :% | p| *-®(x,t) formu kullanilr.

Bunlar1 Liouville denkleminde yerine yazarsak

oF i(a_Fp. 2 9F 9%y ) elde edilir.
ox,” ' dp, ox,

ot

j=1
2.2 BOLTZMANN DENKLEMI

Boltzman denkleminin formu:

oF " oF
—_— —p . =stF.
8t+zax pi=

j=1 OX;
Burada stF carpisma integrali olarak adlandirilir. F(x,p,t) dagilim fonksiyonu
stF agagidaki bicimde ifade edilir.

stF= [ [ [ wp.piip' P [Fpt) Fx p 1)

Fx,p OFxp0) ldp,dpdp,,

Burada w( p, p, ;P',P'l )

p, p, momentumu iki pargacigin ¢carpisma ihtimalini karakterize eden degisim sonrasi moment

p, p, olur.
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w(p,pip P )=w(p,pip.p, )

Boltzman denklemi genellikle gaz dinamigi yonteminin niteniksel ve niceliksel olarak

anlamamizda yardimeci olur.
2.3 QUANTUM KINETIK DENKLEMLERI
Quantum kinetik denklemlerinin integro diferansiyel denklemleri asagidaki gibidir.

o, {F,H}+ o F
ot

1
CQr)"h

LG [® (x- %hy, t)- d(x+ %hy, 0 le ™" Fx,p,t)dpdy

+ stF +q ( X,p,t) 2.2)
Burada F (x,p,t) quantum dagilim fonksiyonu, H, Hamiltonian fonksiyonu, &, ortalama

potansiyel, o (x,p,t) emilim, h plank sabiti, stF ¢arpigsma integrali, ¢ ( X,p,t) kaynag: belirleyen

fonksiyondur.
[ [@Jexpl-iv(p— p)ldp'dy
Integralin varligi denklemin kuantum karakterini ifade eder. Eger =0, stF=0, g=0 ve

H= | p| >/ 2 + ®(x,t) ise kuantum dagilim fonksiyonu  w (x,t) dalga fonksiyonu ile asagidaki
esitlikle baglhdir.

F(x,p,t)=

(271[)11 J.Rn llV* ('x - %hy’t) eiyp dy

v (x,t) dalga fonksiyonu ile Schrédinger denkleminin ¢oziimiidiir.
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W’nin kuvvetleri genisletilerek quantum kinetik denklemi p’ye gore sonsuz mertebeden bir

denklem formunda gOyle ifade edilebilir:
oF 20 1y 20+ 2a+l
a—+{F,H }+oF =) C,h** D' ®D*'F + stF +q
t

Burada C, sabitler, sirastyla D, ve D | x ve p’ye bagh diferansiyel operatorler.

Onceki denklem cesitli klasik yaklasimlar elde etmek icin kullanilir. (Asagidaki gibi sadece

a =0 durumundaki terimler dikkate alindiginda):

EZ)—I;+{F,H }+O‘F=Z§£8F8pj +5tF +q.
X .

J

Eger H:| p|2 / 2, 80‘/ dp; =0 ve stF'=0, (2) denklemi p’ye gore Fourier transformu asagidaki

ikinci mertebeden denklem w(x,y,7) = I CFe™ dp:
(2m)" K
n 2
a_w -1 z o w +ow
ot il axf

= {@(x—%hy,tj— @[x+lhy,tﬂw+ q.

2.4 TRANSPORT TEORISININ LINEER DENKLEMLERI

Denge denklemleri olarak adlandirilir:

oOF & OJF .
§+;vi a_xl +|v|0'(x, vHF
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= IR” w(', v, x, ) F(x,v',t)dv'+q(x,v,t). (2.3)

Burada FAxAv parcaciklarm sayisini gosterir. Ornegin noétronlar ¢ aminda AxAv birim

hacmindeki elemani, w dagilim gosterir. q(x,v,z) kaynagi karakterize eden fonksiyon,l/o
bunlardan bagimsiz bir tanecik, |\7|, v vektOriiniin mutlak degeridir. v=(v,,v,,...,v,) (2.3)

formundaki lineer denklemler Boltzmann tipi nonlineer denklemlerden elde edilirler. (2.3)

denklemine uygun olarak asagidaki denklem yazilabilir.
aF o o ' ' '
=, *l7iQgrad F +[vloF = [ wxQ,Q.0FdQ+q(x,Q' 1), (2.4)

burada |Q'|:1, |Q|:1 ve w, birim kiire alani.

2.5 VLASOV SISTEMi

Kinetik denklemlerin bu sistemi elektromagnetik alan igindeki yiikli par ¢aciklarin

etkilesimini tanimlar. Bu form:

OF, 45O _ e(E L [VED I o
ot ox C op

OF, _OF, . 1[.=]\0F
T4y i tze E+—[iB||=<=0
L +ze( + L] ]j z

rotE = —l—, rotB = 10E +4m]. (2.5)
c c ot

divB=0,  divE =47mp

p=e[ F,-F)dp,  y=e[ (F,~F,)vdp.
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Burada F, ve F, elektronlar ve iyonlar i¢in dagilim fonksiyonlari, p ve y sirasiyla yiik ve

yogunluk E ve B sirasiyla elektrik ve magnetik alan kuvvetleri, e elektron yiikii, z iyon

yiikiidiir.
(2.5) sistemi F,, F,, E , H icin integro-diferensiyel denklemlerin nonlineer sistemidir.

2.6 FOKKER-PLANCK DENKLEMLERI

Bu denklemler siklikla hafif gazin icindeki agir gazin tasima ve iletim islevini ifade eder.

Bunlar lineer integro-diferansiyel denklemlerdir. Bu gibi denklemlerin genel formu:

a_f +{F.H}= | [W(p+q.9)F(p,p+a.t)-w(p.q)F(p.q.1)Ha. (2.6)

Burada w(p,q) yikli agir parcaciklarin momentumu degistirme olasihigidir. (2.6)

denkleminde integrandin Taylor serisinin acilimi kullamilarak ikinci mertebede fokker-planck

kinetik diferan siyel denklemleri elde edilir:

aF 0 0
+{F.H}= —A F+ —(B,.F)=0,
Z p/ k= 1ap a g
A; = IRn q,wdg, B, = IR” q,;9,wdq,

2.7 BOGOLYUBOV ZiNCiR DENKLEMLERI

Bu denklem sistemleri k tarafli dagilim fonksiyonlart i¢in kinetik denklemler zincirini gosterir.
F, (xl X Pl Pt ,t) =k J‘FNdxk+l dxNdp* . dp",

Burada k=1,2,...,N ve F,, Liouville denkleminin ¢6ziimii.
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oF
a—tN+{FN,HN}=0.

v ¢alisan bolgenin faz uzayinin hacmi.

Bogolyubov zincir denklemlerini takip eden formda yazilima:

oF, + +
atk +{Fk’Hk}:jR2n{®k’Fk+l}1xk ldpk 1,
K=12,...N

burada H, Hamilton fonksiyonu ve ®, potansiyel giic.

2.8 INTEGRAL GEOMETRI PROBLEMLERINDE KINETIK DENKLEMLER

xe R" ve te R’de A(x,t) sonlu siirekli diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. I'(x, p,t) ile

p dogrusu ve (x,t) noktasinin kosesiile (x+ p(z —1),7), <7 <co. 1510111 gOsteriyoruz.
F(x,p.t) = [ Ax+ p(z—1),7)dx.
!

Agik¢a, F(x,p,t), T'(x, p,t) 1sm1 boyunca A'min integralidir. Tanimindan bellidir ki , F(x,p,?),
kinetik denklemi saglar.
oF N Z oF

oF SO ii-o.
o L it

j=1 OX;
Not, 4 p yoniine bagh olabilir. I'(x, p,), 1511 Hamilton sistemini saglayan H (x, p) egrileri

ile yer degistirir. F(x, p,t) integrali icin p dogrusu ve (x,r) noktasinin kosesi ile dyle egriler

var ve biz sag tarafli A ile Liouville denklemini elde ederiz:

a—F+{F,H}:/1.
ot
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Dogrular ve egrilerin dogal paremetrik durumlari A'nin integrali i¢in ilgili kinetik denklem icin

sahip oldugu form:

%0 -4 o=t

J
= Ox;

Daha genel keyfi egriler i¢in,

L OF oF =
=0, K, (D) =2
Z(ax J a¢j) ;1 (6€)

=1 0%,

n=2, x, = x, x, =y i¢in,

a—Fcos¢+a—Fsin(0+ K(x,y,q))a—F =A
ox dy 09

F(x,y,9)= L( )Ms, burada I'(x, y,®) (x,y) noktasinin egrisi
)9

Eger I egrisi ds® = a(dx” +dy?),

a, . a,

K =—(—sin¢p——cos @).

a a
a = A igin ters kinematik denklemini elde ederiz:
oF

—cCos +a—Fsin —(Z‘”sin —icos )a—F—/i
ox (SO ST ST eSS = A
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BOLUM 3

KINETIK DENKLEM iCiN TERS PROBLEM

31 Lu=) OH du _OH du|_ () OPERATORU iCIN TERS PROBLEMIN
'\ dv, dx, dx, dv,
KONULUSU
Bu boliimde

Q ={(x,v)l xe D,ve G} bolgesinde verilen

'\ dv, dx; Ox; dv (3.1
denkleminden,
0
Vne H ,(Q) igin
(A.Ln)=0 (3.2)
u(x,v) lho=1u, (3.3)

kosullarini saglayan (u,A) fonksiyon ¢iftinin bulunmast ters problemi arastirilmistir.

2

Burada L= i

2 dir ve. Q R* (n=1) de bir bolgedir. dD,0Ge C* olan D ve G
i=1 0X;0V;

R"'desimirhdir. 0Q =T, UT,, T, =0DxG, T, =DxJG dir.
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Simdi problemin ¢6ziimii i¢in gerekli olan uzaylar1 tanimlayalim.

0
H ., (Q) Sobolev uzay1 olmak iizere,
H @ =Af[f fo o foo o fo € L)) i= L

0 0
H..=H, ,"H dir.

63 kiimesi, 603 :{(p: peC 3(Q),(p|a Q= O} seklinde tammlansin. {w,}" sistemi, elemanlar

i=1

6; (Q)'dan olan L,(Q)'da tam ve ortonormal fonksiyonlar sistemi olsun. Bu sistemin lineer

0
ortiisiinii  H 12 () ’da her yerde yogun farz edebiliriz. Ger¢ekten foksiyonel analizden bilindigi

~ 0
gibi C, (€)'dan alinan ve lineer ortiisii H1.2(2) da her yerde yogun olan bir sistem vardir. Bu

sistem {(pl. }Zl c 63 (€2) olsun. Gerekirse bunu lineer ortiisii L, (Q)'da her yerde yogun bir
sisteme genisletebiliriz. P, L,(Q)’dan M, ’ye tanimh bir orta projektor olsun. Burada M, ile

W, W,,...,w, fonksiyonlarimin lineer ortiisii gosterilmistir.

I['(A) da asagidaki sartlar1 saglayan u fonksiyonlar kiimesi olsun.
)ue F(A) , genellesmis anlamda Aue L,(Q2); Au= LLu
ii) Her u igin bir {u, } « C;(Q) dizisi vardir ki, L,(€)'da (k — oo icin)

a) u, ——u

b) <Auk,uk> —><Au,u> dur.
Genellesmis anlamda Aue L,(Q) dir. Yani fe L,(Q); Au=f ve Ve C;(Q) i¢in
<u,A*¢> =(f.9)

dir. Burada A", A’1n Lagrange-Conjugate diferansiyel ifadesidir.
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3.2 TERS PROBLEMIN iNCELENMESI

Problem 3.2.1: (3.1) denkleminden (3.2), (3.3) sartlarim saglayan (u,A) fonksiyon ¢iftinin

bulunmasi.
Problem 3.2.1 i¢in asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.2.1: Kabul edelim ki;

DH(x,v)e C*(Q)

2) V&e R",V(x,v)e Q olmak iizere, asagidaki esitsizlikler saglansin:

S OH cigisgf, 3O g (3.4)

i0v,0v; i7710x,0x;

Burada a pozitif bir say1, ue I'(A) ve Ae L,(Q)
Bu durumda problem 3.2.1 en fazla bir (#,A) ¢6ziimiine sahiptir.

Ispat: (u,4) 3.2.1 Problemi’nin c¢oziimiidiir. (3.2.1) ve (3.2.2)’den acikca goriiliiyor ki

Au=0'dir. ue I'(A), {uk} dizisi vardir dyle ki u, € 63 ve k — oo,

u, ——u L,, (3.5)

Bolgenin simirinda #, =0 oldugunu dikkate alirsak, asagidaki sonuca erisiriz.

n

—(Au,u,) = <%(Luk),ukxi > (3.6)

i
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(3.6) denkleminin sag tarafin1 asagidaki gibi yazabiliriz.

auk

Z

(L )

- )

:_z( 0°H auk du, O°H du, du,
v, av axj axl.axj v, avj

ljl

by O | Ouy (Ou, OH _ Juy OH 37
lj lav axj axi avi avi a.xi

BESA L %aﬂ_a_H%
2 50x; _avj

2,-,]-:18_)61- dv, dx; dv,

1< 9 aHaukaukJ lia(aHaukaukJ

Q bolgesinde u, =0 kosulu ile,

—(Augu, ) =J(u,) (3.8)

buluruz.

Burada,

Sy =t Zj J0’H auk du, 9°H du, du, Q.
dv,0v; ox; ox; ax,.axj dv; Iv;

1]1

Q sinirh bir bolge ve bolgenin sinirinda u, =0, (3.4)’ten asagidaki esitsizligi olustururuz.

0’H du, du
J(uy) =~ j Zav ) - axk dQ>Cj uldQ. (3.9)
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Burada C >0 ve k’dan bagimsiz. Boylelikle (3.5) (3.8) ve (3.9)’dan asagida belirtildigi

gibi
C j udQ <0,
Q

Q bolgesinde u =0, (3.2.1)’den A(x,v) =0 bulunur. Homogen sistemin yalniz sifir ¢oziimii

varsa homogen olmayan sistemin ¢oziimii vardir ve tektir. Boylelikle teorem ispatlanmis oldu.
Problem 3.2.1' verilen denklem;

Lu=A+F, (3.10)

Burada A4 (3.2.2)’deki kosula uyar. F, H,(€) nin bilinen bir fonksiyonu (u,A) fonksiyonlar

cifti. ul,,=0 (3.2.11) sart1 altinda bulunur.

Teorem 3.2.2: Farz edelim ki, He C*(Q) ve biitin (x,v)e Q,&e R" icin asagidaki

esitsizlikler saglansin.

190 D 2 1 9? Do 2
SO cigivglgt, Y LH pigi< gl (3.4)

Shov,0v, 5710x,0x

Burada, ¢, ve a, pozitif sayilardir. F(x,v)e H,(Q) i¢in 3.2.1' probleminin (u,4) ¢oziimii

0
vardir, oyle ki u(x,v)e I'(A)N H1(Q) ve A(x,v)e L,(Q) dir.
Ispat: Problem 3.2.1" i¢in asagida ki yardimc1 problemi ele alalim.
Au=3 (3.12)

uly,=0 (3.13)
burada Au=LLu ve 3=LF dir. (3.12)-(3.13) probleminin yaklasik ¢oziimiinii,
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seklinde,
(Auy =3,w,)=0, i=1.2,...N, (3.14)
veya
N
D %y Aw; =3, ) =0 i=1,2,....N, (3.15)
j=1

sisteminden arayalim. (3.15) sistemi ay (G=1,2,...,N) ler icin lineer cebirsel bir denklem sis

temidir. Teorem 3.2.2 nin kosullar1 altinda bir tek (a )Y, ¢oziimiiniin oldugunu ispatlamak

icin, uygun homogen sistemin yalmz sifir ¢6ziimiiniin oldugunu gostermek yeterlidir. Bu

maksatla sistemin i. denklemini —2¢, ile carpip, 1’den N’ye kadar toplarsak;

- 2<AuN,uN> =0 elde ederiz.
(3.8)’den;

—2(Auy,uy)=2J(uy)=0 olur. (3.16)
Teorem 3.2.2 nin kabuliinden Vu, =0 oldugundan, Q bdolgesinde u, =0 dir. w,'ler lineer

bagimsiz oldugundan ay =0, i=1,2,...,N dir. Sonu¢ olarak VF(x,v)e H,(Q) icin (3.15)

sisteminin bir tek «, = (aN )Nl ¢oziimii vardir.
i

Simdi u, (x,v)'yi degerlendirmek i¢in (3.15) sistemini denklemini — 2, ile ¢arpip, i’ye gore

1’den N’ye kadar toplarsak,

~2(Auy,uy)==2(LF,uy) (3.17)
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bulunur. u N|agz =0’e gore (3.17)’lin sag taraf1 diizenlenirse,

gzl i

~2(LF.u,) = 2]2 oF a”N Q< B[V, F d@+ f[|V | a0
Q Q

elde edilir. Burada 7' < @, dir.(3.17)’iin sol tarafi 2J(u,) oldugundan,

-1

-1

[IV,uy| a0 < p[|v,F| ae
Q Q

[V, 41V, b2 < e[|V, F a0
Q

Q

(3.18)

"uN"H]((]Q) = C|||VVF||LZ(Q)

yazilir. Burada c, N’den bagimsiz bir sabittir.

0 0
Boylece u,, N=1,2,... fonksiyonlarinin kiimesi Hi'de smurhdir. H: bir Hilbert uzay:

0 0 0
oldugundan bu kiime H:'de zayif kompakttir. Yani bu kiime, u€ H: fonksiyonuna H.'de

zayif yakinsayan bir alt dizi icerir (Bu alt diziyi de {u N} ile gosterelim. N=1,2,...). {u N}’nin

0
u'ya Hi'de zayif yakinsamasindan

Jul 5, < limey 5 < e[V F, (3.19)

0
yazilir. ue H, oldugundan u|aQ =0 dir. (3.15) sistemi u, |,, = 0'a gore diizenlenirse,

<LuN—F,f,wi>=0 (i< N igin)
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elde edilirr N —co icgin limite gecilir ve {wi }Zl fonksiyonlar sisteminin lineer Ortiisii

0 0
H 12(Q) de her yerde yogun oldugundan V7e Hi2(Q) icin,

<Lu—F,£n> =0 (3.20)

0
dir. A=Lu—F koyarsak, Ve Hi2(Q) igin (3.2.2) kosulunu saglayan A(x,v) (3.20)

denkleminden elde edilir.

1.0 <20, ) +1F],

1A, 0 < el 0y + 17
ve

el 20 < €V,
esitsizliginden

0 <V Al g, 1P
bulunur.

Burada c, bolgenin biiyiikliigiine ve verilen fonksiyonlara bagh farkli sabitleri gosterir. Boylece

0
ue Hi, A€ L,(Q) oldugu zaman Problem 3.2.1' bir (u,4) ¢6zimii vardur.
Simdi u € I'(A) oldugunu gosterelim.
i) ue L,(Q), Fe H,, oldugundan, genellesmis anlamda Au =S e L,(Q) dir. Gergekten;

Vne C;(Q) igin,

(u,A'n) = <u,L*£n> = <Lu,£17> = <F,£77> =(3,7)
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dir. Burada 3 = LF € L,(Q) dur.

i) (Auy,uy)—(Au,u) (N — oo igin)

oldugunu gosterelim. P, ortoprojektorii icin (3.15) denklemleri, P, Au, = P,3 seklinde yazi

labilir. P, ortoprojektor oldugundan, L, (Q)'da P, 3, S'e giiglii yakinsar. Yani

P,Au, — 3 =Au (N — ooigin)

dur. {u N} w’ya zayif, L,(Q)'da {PNAu . Jnin Au'ya giiclii yakinsamasindan,

(PyAuy,uy)— (Au,u) ( N — oo igin)

elde edilir. P, ve u, 'nin tanimindan,

<AuN,uN>=<AuN,PNuN>=<PNAuN,uN>

(Auy,uy)— (Au,u) ( N — oo igin)

Boylece teorem 3.2.2 ispatlanmis olur.

Sonug olarak incelenen bu problemin uygun uzaylarda Hadamard anlaminda iyi konulmus

oldugu goriilmiistiir.
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yilinda M.E.B. atamas: ile Ak¢akoca Hamiyet Sevil 1.0.0’da 3 yil 6gretmenlik yapt1 ve halen
calismakta oldugu Kdz.Eregli Teknik ve Endiistri Meslek Lisesi’nin Anadolu kadrosuna
matematik 6gretmeni olarak atandi. Evli ve yaslar sirasiyla 9 ve 5 olan iki oglu vardir. Halen
2006’da girdigi Z.K.U Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dalinda yiiksek lisans

programini siirdiirmektedir.

Adres : Kirmaci mah. E. Ozdamar sok. No: 29
KDZ. Eregli ZONGULDAK

E-posta : eulkar@anadolusigorta.com.tr
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