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Bu calisma bes bolumden olusmaktadir. Birinci bolumde, maksimumlu fark denklemleri
ve bazi fark denklemlerin denge noktalarinin global asimptotik kararlihgi ile ilgili yapiimis
calismalar hakkinda bilgi verildi.

ikinci boltimde, fark denklemler ile ilgili genel tanim ve teoremler verildi.

Uclincii bélimde, bazi rasyonel fark denklemler hakkinda bilgi verildi.

Dordlncu bolimde de, [26] da verilen fark denkleminin ilk defa kararlilik analizi yapildi.

Daha sonra x,,, = A, +(xn_k/xn)p rasyonel denkleminin ilk defa kararlihgi ve periyodikligi

incelenerek yeni tanim ve teoremler verildi. Son olarak da, X, =(P,X,_, +xn73)/(qn +X,3)

rasyonel fark denkleminin periyodik olma sartlari elde edildi.
Besinci bolimde ise, soz konusu denklemlerin kararlihgi veya periyodikligi ile ilgili

nimerik uygulamalar verildi.
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This study consists of five sections. The first section, information about some difference
equations with maximum and stability of equilibrium points of some difference equations
studied before were given.

The second section, general definitions and theorems related to the difference equations is
given.

In the third section, information was given about some rational difference equations.

In the fourth section, [26] that the stability analysis of difference equation is the first
time.Then the first time, stability and periodicity of rational difference equation

Xpn = A + (X, /%,)" was studied with a new definition and theorems. Finally, periodicity
terms of rational difference equation X, =(P,X,_, +X,5)/(d, + X, 5) Was achieved.

The fifth section, numerical applications were given related to periodicity and the stability
of these equations.
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1. GIRIS

1.1. Maksimumlu Fark Denklemlerle ilgili Yapiimig Caligmalar

Bu boluimde, fark denklemlerinin  6nemli c¢aligma alanlarindan olan
maksimumlu ve minimumlu fark denklemler ile ilgili yapilan bazi ¢calismalar hakkinda

kisa bilgiler verilmigtir.

Amleh (1998), G.Ladas yonetiminde yaptigi doktora tezinde; fark

denklemlerinin ti¢ farkli konusunu ele almistir. ik bolimde, x_, = max{ﬁ, B } fark
Xn %o

n

denkleminin ¢ézumlerinin sifirdan farkl reel sayilar olan A,B parametreleri ve X, X,

baglangic sartlarl icin periyodik oldugunu gdstermistir.  ikinci  bolimde,

_ Xn + Xn—lxn—z

X =
Xn anl + anz

rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararlihdini incelemis

n+1

ve son boluimde ise, Plant-Herbivore sisteminin ¢ozimlerinin sinirhiligi tGzerine

calismistir.

Amleh, Hoag ve Ladas (1998),

fark denkleminin ¢6zumlerinin periyodikligini incelemiglerdir. Bu calismada; A
parametresi ve baglangic sartlarinin sifirdan farkh reel sayilar oldugunu kabul ederek,
bu fark denklemin butin ¢oézumlerinin er ge¢ periyodik oldugunu ve ayrica A
parametresi ve baslangi¢ sartlarina bagh olarak ¢oztmlerin er ge¢ 2, 3 ve 4 periyotlu
olabilecegini gostermiglerdir.

ax. +b

11 otonom
Xn—l

Grove, Kent ve Ladas (1998), yaptiklari ¢aligmada; X, =

max{a, x,,b, }

n“'n?’

anl

olmayan Lyness fark denklemi ile x,,, = maksimumlu fark denkleminde

katsayilarin negatif olmayan {a,}”  ve {b,}”, dizileri oldujunu varsaymislar, bu



varsayimlar dogrultusunda bu denklemlerin bitiin pozitif ¢dzimlerinin sdrekli ve
sinirli olabilmesi icin yeter sartlar elde etmiglerdir. Ayrica ¢alismada zit durumlarin

her biri icin 6érnekler vermislerdir.

Janowski, Kocic, Ladas ve Tzanetopoulos (1998), yaptiklari calismada;

_ B max {x, A} .
X,,, =Mmin : , V& X, =——— maksimumlu rasyonel
ann,l"'xn—k Xn(k+2)"'xn—(2k+2)

Xn—l

fark denklemlerinin ¢ézimlerinin sinirhlik ve salinimlilik 6zelliklerini incelemislerdir.
Bu fark denklemlerde A,k parametreleri ve baslangic sartlarinin pozitif sayi
degerleri aldiklarini varsaymiglar ve ¢alisma sonucunda bu denklemin ¢dzimlerinin
sinirh ve salinimh olma sartlarint A,k parametreleri ile baslangi¢c sartlarina bagh

olarak elde etmiglerdir.

Valicenti (1999), yaptigi doktora tezinde x,Hl:af‘X”—ern otonom olmayan
Xn—l
o max {a,X,,b, } _ -
Lyness fark denklemi ile X ,=————— maksimumlu fark denkleminin
X

n-1

¢6zUmlerinin periyodikligi ve global asimptotik kararlihgi Gzerine calismistir.

Teixeria (2000), yaptigi doktora tezinde; ilk olarak A herhangi bir reel sayi ve

3 max {x,, A}
baslangi¢ sartlar sifir olmayan reel sayilar olmak uzere, X, =———— fark

Xn Xn -1

denkleminin  ¢dziimlerinin  periyodikligini  incelemistir.  ikinci  bélumde ise,

a b c d . - - - : :
X”+1:_+_'y”+1:x_+y_ fark denklem sisteminin ¢Ozumlerini analiz etmis ve
Xn yn n n
sonuncu bolimde de y,m:M fark denkleminin pozitif parametreler ve
aYn + Yo

baslangi¢ sartlari altinda global asimptotik kararli oldugunu géstermigtir.

Papascihinopoulos ve Hatzifilippidis (2001), katsayilarinin pozitif sayi dizileri

max{an( ﬁ xi),bn}
fark

i=n—k+1

f[xi

i=n—-k

ve baglangi¢ sartlarina pozitif sayi olarak aldiklari X,,, =

denkleminin pozitif ¢ozumlerinin sureklilik, smirhlik ve periyodiklik 6zelliklerini

incelemislerdir.



B
Xn—Z

n+1

Mishev, Patula ve Voulov (2002), X :max{ﬁ, } fark denkleminin
Xn

periyodikligi tzerine yaptigi calismada; A, B,k parametreleri ile baslangi¢ sartlarini
pozitif kabul ederek denklemin butun pozitif ¢gdzimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu
ispat etmiglerdir.

Voulov (2002), yaptigi iki calismadan birincisinde; G. Ladas tarafindan verilen

bir acik problemi ¢ozmustir. Bu calismada A, B,C parametreleri negatif olmayan reel

sayllar olmak tzere A+B+C>0 igin xn:max{i,i,i} fark denkleminin
Xn—l Xn—S Xn—5

biitin ¢coziimlerinin  periyodik oldugunu gdstermistir. Ikincisinde ise A ve
B parametreleri pozitif reel sayilar ve k ile m parametreleri pozitif tam sayilar olmak

uzere, X, =maxq—,——,; maksimumlu fark denkleminin pozitif ¢dzimlerinin
Xn—k Xn—m

periyodik karakterini incelemistir. A, B,k ve mparametrelerine bagl olarak denklemin

batln pozitif gézimlerinin er ge¢ periyodik oldugunu ispat etmigtir.

Papaschinopoulos ve arkadaslari (2003), yaptiklari calismada daha o6nce
max {X,, A}
X X

nn-1

Feuer tarafindan calisilmis olan X, = fark denkleminin c¢6zumleri,

¢ozumlerinin periyodikligi ve degismez araligi1 Uzerine calismiglardir.

max{xr'j, A}

Feuer (2003), x,,, = |
ann—l

maksimumlu Lyness fark denklemi Gzerinde

yaptidi calismada; A’nin pozitif bir reel sayi, k,I ve baslangi¢ sartlarinin da keyfi reel

sayllar oldugunu kabul ederek denklemin c¢ozumlerinin periyodiklik 6zelligini

incelemistir.

Patula ve Voulov (2004), yaptiklari calismada A,,B, pozitif terimli ve 3

A B,

periyotlu diziler olmak Uzere, xmzmax{x—,x
n n-2

}fark denkleminin ¢ozumlerinin

periyodikligini incelemiglerdir.



Cinar ve arkadaslari (2005), yaptiklar ¢alismada; A,B >0 olmak tzere, sifirdan

farkl baglangi¢ sartlari igin x_,, :max{é, B } fark denkleminin pozitif ¢ézimlerinin
Xn Xn—2
periyodikligini incelemislerdir. Ayrica, bu denklemi genellestirerek elde ettikleri

B

X,,, =Min ,
XnXH“'Xn—k Xn(k+2)"'xn—(2k+2)

} fark denkleminin pozitif baslangic sartlari

altinda periyodik olma durumlarini incelemislerdir.

Yang ve arkadaglari (2006), x, =max{é,
X

} maksimumlu fark denklemi
n-1 n-2

Uzerine yaptigi calismada O<a <1 ve A>0 olmak Uzere fark denklemi icin pozitif
¢Ozumlerin asimptotik davranisini ¢calismislardir. Bu denklemin her pozitif c6zimunin
x*=1"e yakinsadigini veya bu denklemin her pozitif ¢ozimunin A<1 veya A>1

durumunda 4 periyot ile er ge¢ periyodik oldugunu ispatlamislardir.

Stefanidou ve Papaschinopoulos (2006), yaptiklari calismada; A, A ve

baslangi¢c sartlari pozitif fuzzy sayilari, k ve m parametreleri pozitif tam sayilar

A A

olmak uUzere x, =
X, X

} fuzzy fark denkleminin pozitif ¢oézumlerinin

n-m

periyodikligini incelemiglerdir.
Yalcinkaya ve arkadaglari (2007), yaptiklari calismada; A parametresi
herhangi bir reel sayl ve x ,,x, baglangi¢ sartlari sifirdan farkl reel sayilar olmak

y 1 . -
tzere xM:max{—,Axnl} maksimumlu fark denklemini tanimlamiglar ve bu
X

n
denklemin ¢6zumlerini incelemiglerdir. Bu fark denklemin A parametresine ve

baslangi¢ sartlarina bagli olarak ¢oztmlerinin periyodikligini incelemislerdir.

Gelisken ve arkadaglari (2008), yaptiklari calismada; bir acik problem olan

max X, A - - . S . :
X =M fark denkleminin ¢éziamlerinin periyodikligini incelemislerdir.
Xn—l



1.2. Fark Denklemlerin Global Asimptotik Kararliig: ile ilgili
Yapilmig Caligmalar

Amleh ve arkadaslari (1999),

— Xn + Xn—lxn—Z — anl + Xn Xn—2 — Xn + Xn—lxn—z
- ! - n+l —
X, X1 + X, o X, X X X o + X, 4

n+1 n+1

1
n“n-1 n n—1+xn—2 n‘n-2

denklemlerini incelemisler ve bu denklemlerin pozitif baslangi¢ sartlarina gére X =1
denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu gdstermislerdir. Ayrica bu
denklemlerin yari déngu analizi ile de ilgilenip bir veya iki uzunluklu pozitif, bir veya

u¢ uzunluklu negatif yari dénguye sahip olduklarini géstermislerdir.

Devault ve Galminas (1999), yaptiklari ¢alismada x ,, x,, Ae(O,oo), p>1icin

X A
nl T p
X

S
%

fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu

gOstermiglerdir.

Kruse ve Nasemann (1999), yaptiklari c¢alismada, Xx,,X,,X,,X, pozitif
baslangic sartlari altinda

— Xn + anl + Xn—ZXn—S
X X X, +X 4

n“n-1

n+1
fark denkleminin X=1 denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu
gOstermiglerdir.

Feuer ve arkadaslari (2000), yaptiklar calismada, A herhangi bir reel sayi ve

baslangic sartlari sifir olmayan reel sayilar olmak tzere,

. =max{xn,A}

n+1

Xanfl
fark denkleminin ¢ozimlerinin global asimptotik kararli oldugunu gostermiglerdir.

El-Metwally ve arkadaglari (2001),



—X,
Xn+l =a+ ﬂxn—le

fark denkleminin pozitif ¢6zimlerinin global asimptotik kararli oldugunu
gOstermiglerdir. Bunun yaninda bu denklemin periyodik karakterini de incelemiglerdir.
Li ve Zhu (2003), yaptiklari iki calismadan birincisinde ae[O,oo) ve baslangic

sartlar x_,, x, €(0,0) olmak uzere,

XX, +a

n“n-1

X, + X1

n+1

fark denkleminin ¢6zimlerinin global asimptotik kararli oldugunu ve ikincisinde ise,

ae[0,0) ve baslangic sartlar x_,,x_;, %, €(0,%) olmak tzere,

X Xyq + X, ,+a

nn-1

X, + X9 X,_, +a

Xn +1

ve

_ Xt XX, 2
XX ,+X ,+a

n“n-1

n+1

fark denklemlerini incelemislerdir. Bu calismalarinda bu denklemlerin X =1 denge
noktalarinin global asimptotik kararli oldugunu goéstermiglerdir. Fakat, Yang (2005)
yaptidi calismada; bu incelemelerle ilgili bazi hatalar tespit etmis ve bu hatalari

dizelterek,

X Xoa Xy, +a

n“*n-1

X, + X, X, +a

Xn +1

denklemini yeniden incelemistir.

Yang ve Li (2003), yaptiklari iki ¢alismadan birincisinde, >0 ve g,y >0

oldugunda,

_a+ X,
n+l
7_Xn—1



rasyonel fark denkleminin pozitif ¢ozimlerinin periyodikligini, degismez araligini ve

global asimptotik kararlilik karakterini incelemislerdir. ikinci calismada ise,

_a_ﬂxn

X =
V=X

n+1

rasyonel fark denkleminin, ¢ >0,8,7>0 ve O<a< f(y—/p) sartlarn altinda pozitif

denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu géstermiglerdir.

Cinar ve arkadaglari (2004), k e N olmak tzere,

k
1+ xnz X, .
X,y = L

n+1 k

X X+ X Z X,
i=2

fark denklem ailesindeki denklemlerin pozitif ¢éziimlerinin global asimptotik kararli

oldugunu gostermiglerdir.

El-Afifi (2004), yapti§gi calismasinda; negatif olmayan katsayilar ve pozitif

baslangic sartlari ile,

_ A+ Xt %y
Bx, +Cx,

n+1

rasyonel fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu
goOstermiglerdir. Bununla beraber, bu denklemin yari dongi ve degismez aralk

analizini yapmiglardir.

El-Owaidy, Ahmed ve Mousa (2004), yaptiklari iki calismanin ilkinde,

ae (1,oo),k =1,2,... olmak Uzere pozitif baslangi¢ sartlari icin,

fark denkleminin periyodik karakterini ve X =« +1 pozitif denge noktasinin global

asimptotik kararhligini incelemislerdir. Digerinde ise; «, >0 olmak Uzere,

a_ﬂxn—l
VX,

X =

n+1



rasyonel fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu

gOstermiglerdir.

Papaschinopoulos ve Schinas (2004), yaptiklari calismada, k=12,... icin

X o X a0 %o POZItIf baglangic sartlar altinda, i# j, j—1 ve j=12,..,k olmak uzere,

k
z Xn—i + Xn—j+lxn—j +l
i=0

Xn+1 = k

fark denklem ailesi Uzerine caligmislardir. Bu ailenin fark denklemlerinin pozitif

¢6zUmlerinin salinimh oldugunu ve X =1 denge noktasinin global asimptotik kararli

oldugunu gostermiglerdir.

Li ve Zhu (2004), yaptiklari ki calismada, a,be[0,0) ve X,,X,, X, €(0,)

baslangi¢ sartlari olmak tGzere ilk galismalarinda,

XX, ta

n+1
X, + X5
ve

_ XXy 2
Xna T X2

n+1

rasyonel fark denklemlerinin denge noktalarinin, ikincisinde ise

XX X, A

n“n-1 n

b b
Xo,+ XX, +2a

n’*n-2

Xn +1

fark denkleminin X=1 denge noktasinin global asimptotik kararh

gOstermiglerdir.

Yan ve Li (2004), yaptiklari calismada; A,b,b, e(O,oo);a,bO,bl,...,bk €

k=12,..icin,

oldugunu

[0,00) ve



rasyonel fark denkleminin pozitif ¢oztmlerinin global asimptotik kararli oldugunu

gOstermiglerdir.
Yang ve arkadaglari (2004), yaptiklar iki ¢calismanin ilkinde, a,b>0;c,d >0
icin,

_atbx,, +ext,
n+l d _ Xn72

fark denkleminin, ikincisinde ise, A,A, A, A,,B,B,,B;,B, pozitif sabitleri

A+A +A+A =B +B,+B,+B, sartini saglamak tzere, pozitif baslangi¢ sartlari igin

— Alxn + AZXn—l + ASXn—ZXn—S + A4

n+l —
B x,X,; +B,X, , +B;X, ;+B,

n

Putnam Type rasyonel fark denkleminin global asimptotik kararlilik karakterlerini

incelemislerdir.

Alogeili (2005), yaptigl ¢alismada, x ,,X, € R ve a>0 igin,

rasyonel fark denkleminin kararlihk analizini ve yari dongl analizini yapmistir.
Bununla birlikte bu denklemin bazi sartlar altinda c¢6zimlerini genellemis ve
periyodikligini incelemigtir.

Camouzis (2005), yaptigi calismada; S,7,A X, X, % € R"U{0},B+y>0 ve
B,C >0 olup, paydasi sifir olmamak sartiyla,

_ IBXn + 7/Xn—2
n+l —
A+Bx, +Cx

rasyonel fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu

gOstermigtir.

Dehghan ve Douraki (2005), yaptiklari calismada; B,C,«, 3,7 ve baslangic

sartlari pozitif reel sayilar olmak tizere k =1,2,...i¢in,
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_ O Bria VX
n+l
BXn—k+l + CXn—2k+l

rasyonel fark denkleminin pozitif denge noktasinin global asimptotik kararli oldugunu

gOstermiglerdir.

El-Owaidy, Ahmed ve Youssef (2005); «,f,7,p ve baslangi¢c sartlari negatif

olmayan reel sayilar olmak tzere,

ax, .

B+rXy,

n+1

rasyonel fark denkleminin periyodik karakterini, salimmhiligini, simirhhigmni ve sifir

denge noktasinin global asimptotik kararliligini incelemiglerdir.

Hamza (2005), yaptid1 calismada; a, x_,, X, negatif reel sayilar olmak tzere,

fark denkleminin salinimhligini ve X=a+1 denge noktasinin global asimptotik

kararlihgini caligsmistir.

Saleh ve Alogeili (2005),

yn+1 = A+M

Y

fark denklemi Uzerine yaptiklari calismada, Ae(O,oo),kz{2,3,4,...} alarak pozitif
baslangic sartlari icin bu denklemin periyodik karakterini ve y=a+1 denge

noktasinin global asimptotik kararlihgini incelemislerdir. Ayrica; bu denklemin yari

dongu analizini de s6z konusu sartlar altinda yapmiglardir.

Saleh ve Alogeili (2005),

Yna = A+——

n-k
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fark denklemi UGzerine vyaptiklari calismada; A<O,k:{1,2,3,...} alarak negatif

baglangi¢c sartlar icin tek negatif denge noktasi olan y=A+1 noktasinin global

asimptotik kararlihgini incelemiglerdir. Ayrica bu denklemin sinirhlik ve yari dongu
analizlerini yapmislardir. Bununla birlikte, A=1 iken bu denklemin iki asal periyotlu

¢6zUmlerinin var olmadigini géstermiglerdir.

Stevic (2005), yaptidi calismada; pozitif baslangi¢ sartlari icin,

fark denkleminin ¢o6zimlerinin siirhligini, X=a+1 denge noktasina goére bu
¢6zumlerin salinimhligini ve X =a +1 denge noktasinin global asimptotik kararlihgini

incelemistir.

Yan ve arkadaglari (2005), yaptiklar calismada; «,x ;, X, € R olmak lzere,

fark denkleminin ¢ozimlerinin siirhligini, X=a-1 denge noktasina gobre bu
¢ozumlerin salinimhligini ve X =a —1 denge noktasinin global asimptotik kararlihgini

incelemistir.

Stevo Stevic (2007), ne N i¢in,

maksimumlu fark denklemi Uzerine yaptigi calismada; p,CE(0,00) olmak Uzere bu

fark denklemin X =1 denge noktasinin global cekimliligini ve pozitif ¢coztmlerinin

sinirlihgini calismigtir. Bu ¢alismada,;

a) p >4 oldugunda sinirsiz ¢ézumlerin mevcut oldugunu

b) pe(0,4) oldugunda tim ¢6zuimlerin sinirl oldugunu

c) pe(0,4) ve c>1 oldugunda her pozitif cozimiin er ge¢ X =1"e esit oldugunu
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d) p,ce (0,4) icin de tum pozitif c6zimlerin X =1’e yakinsadigini géstermistir.

Christos Schinas ve Arkadaslari(2008), n=0,1,... ve A, dizisi sinirh ve pozitif

p
bir dizi, pe(0,1)U(L,x) ve x,%, €(0,») olmak lzere x,, = A, +(£j denkleminin
Xn
sinirhiligi, periyodikligi ve ¢ekimliligini incelemiglerdir.
H pnxn—z + Xn—3
Papaschinopoulos G. ve arkadaglari (2008), x.., :q— fark
n + Xn—3

denkleminin ¢ézumlerinin kararhligi, cekimliligi ve sinirlihdini incelemiglerdir.
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2.FARK DENKLEMLER

Fark denklem; bir veya daha c¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile
bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir. Diferansiyel denklemlere
benzerlik gosteren ve inceleme sireci yonunden daha yeni olan fark denklemlere

fonksiyonel denklemler de denir.

Diferansiyel denklemlerde fiziksel olaylarin matematiksel modeli, surekli
degisim oranlari arasindaki denklemler ile ifade ediliyordu. Fakat 20. ylzyilin
baslarinda radyasyondaki quanta ile biyolojide gorilen genetik olaylardaki gelismeler,
tum doga olaylarinin sireklilik terimleri ile ifade edilmeyecegini gostermistir. Boylece
fark denklemler kullanilarak diferansiyel denklemlerde gorulen sureksizlik halleri
kaldiriimak istenmistir. GUnumuzde bircok alanda uygulanan fark denklemler, daha
cok hareket analizinde devreleri matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide talep
ve arz denklemlerini olusturmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri
aciklamada, igsizlik orani hesabinda, spektrum analizinde filtre dizayni gibi alanlarda

yaygin olarak kullaniimaktadir.

Bu bolimde fark denklemler icin literatirde var olan genel tanim ve teoremler
verilmistir.
X bagimsiz degiskeninin surekli oldugu durumda, y(x) bagimh degiskeninin

degisimi  y(x), y'(x),..., Y™ (x) tirevleri yardimiyla aciklanabilmektedir. Ancak x in

kesikli degerler almasi durumunda degisim tirevler yardimiyla aciklanamaz. Bu
bélimde x in tamsayl degerler aldigi durumlarda ortaya cikan ve icinde sonlu

farklarin bulundugu denklemler Gzerinde durulacaktir.

Tanim 2.1 n badimsiz degisken ve buna bagimli degisken de y olmak Uzere,
bagimli ve bagimsiz degisken ile bagimli degiskenin E(y),E*(y),...E™(y),... gibi

farklarini iceren denkleme Fark Denklem denir.

Dikkat edilirse n’nin sirekli oldugu halde diferansiyel denklemler ile arasinda buytk

benzerlikler vardir.

a,y(n)+a,y(n+1) = f(n)
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denklemi birinci mertebeden fark denklemdir.
a,y(n-)+ay(n)+y(n+1)=g(n)
denklemi ise ikinci mertebeden fark denklemdir.

Buradaki E operatort kaydirma operatort olup, bagimsiz dediskeni bir adim

ileri oteler. Yani; x bagimsiz ve y(x) bagimh degisken olmak Uzere, h adim

uzunlugu olsun. Bu durumda,
E(y(x)) = y(x+h)
olur.

Denklemin mertebesinin belirlenmesi; ya y 'nin hesaplanabilmesi icin gerekli

olan baslangic sarti sayisinin, ya da denklemdeki en buyidk mertebeli terimin
mertebesi ile en kicuk mertebeli terimin mertebesi arasindaki farkin tespit
edilmesiyle olur.

2.1. Lineer Fark Denklem

Tanim 2.1.1 Bir fark denklemde bagimh degisken birinci derecedense bu denkleme

Lineer Fark Denklem denir. Genel olarak lineer fark denklemler:
a,y(k+n)+a, y(k+n-1)+..+a,y(k) = f (k)
seklinde gosterilir

Lineer fark denklemler, f(k) ve & (0,12,..n) katsayilarinin durumuna gore

isimlendirilirler.

1) Eger f(k)=0 ise denkleme Lineer Homojen Fark Denklem denir.
i) a,(0,1,2,..n) katsayilar sabit iseler, denkleme Sabit Katsayili Lineer Fark

Denklem denir.
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i) a,(0,1,2,..n) katsayilari bagimsiz degiskenin fonksiyonlari iseler denkleme

Degisken Katsayili Lineer Fark Denklem denir. Ornegin;

(k +DkA%y(k) —6ky(k) +10y(k) =0,k e Z
Euler Fark Denklemi; degisken katsayil lineer homogen bir fark denklemdir.

Ornek 2.1.1. y, ,—ay, =0;a,Y,,Y, € R fark denkleminin genel ¢cozumunu elde ediniz.

GCozum. Bu denklem ikinci mertebeden sabit katsayili lineer homogen bir fark

denklemdir. Simdi, y,,y, baslangi¢c sartlari icin sirayla y, degerleri elde edilsin.
Bunun ic¢in y,,y, baslangi¢ sartlarini denklemde yerine yazarak ¢6zimu baglatmak

gereklidir, soyle ki:
Y2 = aYo
Y; =ay,
Y, =ay, =a(ay,) =a’y,
Y5 = ay, =a(ay,) =a’y,
Ys =ay, =a(a’y,) =a’y,
y, =ay, =a(a’y,) =a’y,
sonugclari bulunur. Bu sekilde iterasyona devam edilirse gorulir ki;

a“y , n=2k
yn:{ Yo k=0,1,..

ay,, n=2k+1

seklinde bir y, ¢6zimu elde edilir.
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2.2.Fark Denklemler i¢cin Genel Tanim ve Teoremler

Teorem 2.2.1[7] I reel sayilarin bir alt araligi olmak Gzere;
filxl—1
surekli diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. O zaman Vx ,,x, €| i¢in

X = f(X,,X%,,), n=012,.. (2.1)
denklemi bir tek {x,}”  ¢6ziimine sahiptir.

Tanim 2.2.1 Eger X noktasi f(X,X)=X denkleminin bir ¢6zimu ise X'e f ‘nin

denge noktasi denir. Eger Yn>0 igin x, =X ise X’e f 'nin sabit noktasi denir.

Ornek 2.2.1.

denkleminin denge noktalarinin X =+JA oldugunu gosterelim.

C6zum. Denge noktasi tanimindan, f(X,X)=X olur. Buradan,

_ A
X :j
X
yazilabilir. Boylece gorulur Ki;
X =+JA
dir.
Tanim 2.2.2. X,

X, = f(X,,X,,) n=0,12,...

denkleminin denge noktasi olmak Uzere:



17

a) Her e >0 sayisi icin eger x,,x, € | iken |x,-X|+|x, -X|<¢ olacak sekilde §>0
sayisi varsa ve Vn>-1 igin |xn-Y|<s esitsizligi saglaniyorsa denklemin X

denge noktasina Lokal Kararhdir denir.

b) X denge noktasi kararli olsun. Eger x,,x, €| iken |x,-X|+|x,-X|<y olacak

sekilde y>0 sayisi varsa ve limx,=X oluyorsa X denge noktasi Lokal

n—oo

Asimptotik Kararlidir denir.

c) Her x,,x, €l icin eger limx,=X ise; o zaman X denge noktasi Global

Cekimlidir denir.
d) Eger X denge noktasi kararli ve global cekimli isex’e Global Asimptotik
Kararhdir denir.

e) Eger X denge noktasi kararl degil ise X denge noktasi Kararsizdir denir.

f) Eger x,.% el iken |x,-X|+|x,-X|<r olacak sekilde bir r>0 sayisi varsa ve
|xN -Y|2 r olacak sekilde birN >-1 sayisi varsa X denge noktasina Repeller

denir.
Ornek 2.2.1. x,,,—ax, , =0; |a| <1,x,,%, € R ikinci mertebeden lineer fark denkleminin
X =0 denge noktasi hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekimli oldugundan
X =0 denge noktasi global asimptotik kararhdir. Asagida s6z konusu denklemin

a=0,5; x, =50; x, =100 gartlari altindaki uygulamasi verilmistir.

n X, n X, n X,

20 0,097656 27 0,003052 34 0.000763
21 0,024414 28 0.006104 35 0,000191
22 0,048828 29 0,001526 36 0,000381
23 0,012207 30 0,003052 37 0,000095
24 0,024414 31 0.000763 38 0,000191
25 0,006104 32 0,001526 39 0,000048
26 0,012207 33 0,000381 40 0,000095

Tablo 1
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1.1e-01

9.0e-02

7.2e-02

5.4e-02

3.6e-02

1.8e-02

4.8e-06 ——— " F—F -0 S @ T T
1.8e+01 2.2e+01 2.6e+01 3.0e+01 3.4e+01 3.8e+01 4.2e+01

Grafik 1

Goruldugu gibi  x,,, —ax,, =0; denklemi, |a|<1 x,,x, €R sartlari altinda global

n+1

asimptotik kararlidir.

Tanim 2.2.3. Eger {x,} dizisi igin x,,, =x, ise, {x,} dizisine p periyotludur denir ve

p bu sarti saglayan en kuguk pozitif tam sayidir.

Tanim 2.2.4. EQer {xn} dizisinde sonlu sayida terim hari¢ tutuldugunda, geriye kalan
sonsuz sayidaki terim icin x =X ise, {xn} dizisine er gec p periyotludur denir ve
p bu sarti saglayan en kicuk pozitif tam sayidir.

Ornek 2.2.2. x_, :Xi denkleminin periyodunun 2 oldugunu gosterelim. X, baslangi¢

n

sarti olmak tzere, n=0,1,2,... i¢in
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seklinde c¢ozumler elde edilir. Bu da stz konusu denklemin 2 periyotlu oldugunu

gOsterir.

Asagida, yukaridaki drnegin nimerik bir uygulamasi verilmigtir. Burada, X, =25 alinip

grafik, Curve Expert 1.1 programinda hazirlanmistir.

n X, n X,
0 25,0 6 25,0
1 0,04 7 0,04
2 25,0 8 25,0
3 0.04 9 0,04
4 25,0 10 25,0
5 0.04 11 0,04
Tablo 2
2.7e+01
] @) @) > Q) D
2.3e+01 —
1.8e+01—_
1.4e+01—_
9.Ze+00—_
4.6e+00—_
4.0e-03 | LI >4 T T LI %4 T T LI T T T T T T T T T
0.0e+00 2.0e+00 4.0e+00 6.0e+00 8.1e+00 1.0e+01 1.2e+01
Grafik 2

Goralduagu gibi

denklemi {...0,04; 25;0,04; 25;...} olacak sekilde iki periyotludur.
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Tanim 2.2.5. Herhangi bir fark denkleminin karakterini inceleyebilmek icin o
denklemin denge noktasindaki kismi tirevleri ile olusturulan yeni denkleme o

denklemin Denge Noktasi Civarindaki Lineer Denklemi denir. (2.1) denklemi igin:

Xpo1 = T (%, %)= f (u,v) olmak tzere olusturulan

n? *n-1

Loy~ =0

Z,— ov Z,,4

of (X,x)_  of (X,X)

denklemi, (2.1) denkleminin denge noktasi civarindaki lineer denklemidir.

. of (X,X)
ou
ve
. of (X, X)
ov
olmak Uzere,
Yo =1y, +SY,. 4 (2.2)

elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarinda lineer denklem denir.
(2.2) denkleminin karakteristik denklemi ise;
AP —ri-s=0 (2.3)
denklemidir.
Teorem 2.2.2.(Lineer Kararlilik Teoremi)

a) Eger (2.3) denkleminin her iki koktu de mutlak degerce 1' den kucuk ise, X
denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

b) Eger (2.3) denkleminin koklerinden en az biri mutlak degerce 1'den buyuk ise,
X denge noktasi kararsizdir.

c) (2.3) denkleminin her iki kokinin de mutlak degerce 1’ den kuguk olmasi igin

gerek ve yeter sart |r| <1-s<2 olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi lokal

asimptotik kararhdir.
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d) (2.3) denkleminin her iki kokinin de mutlak degerce 1’ den biyik olmasi igin

gerek ve yeter sartlar |s|>1 ve |r|<[l-s| olmasidir. Bu durumda, X denge

noktasi repellerdir.

e) (2.3) denkleminin, bir kokinin mutlak degerce 1'den buyuk, diger kokinin
mutlak degerce 1’ den kiicuk olmasi icin gerek ve yeter gartlar r>+4s>0 ve

|r|>[1—s| olmasidir. Bu durumda, X denge noktasi kararsizdir. (Chatterjee ve

arkadaslar1,2003).

Benzer sekilde, mertebesi 3 olan fark denklemleri igcin Teorem 2.2 agagidaki

sekilde genellestirilebilir.

X1 = T (X X X 2), N=0,12,... (2.4)

n+1 n?! *n-1' *n-2
fark denklemini ele alalim.

(2.4) denkleminde, f(x,,X,,,X,,) fonksiyonunu f (u,v,w) seklinde dugtnelim:

ou N ow
olmak Uzere,
yn+l = Iryn + Syn—l +tyn—2 (25)

denklemi elde edilir. Bu denkleme X denge noktasi civarindaki lineer denklem

denir.
(2.5) denkleminin karakteristik denklemi:
2212 —si-t=0 (2.6)
ifadesidir. Teorem 2.2.2 (2.6) denkleminden yararlanilarak tekrar yazilabilir.
Teorem 2.2.3.(Lineer Kararlilik Teoremi)

a) Eger (2.6) denkleminin buttin kdkleri mutlak degerce 1' den kucuk ise, X

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
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b) Eger (2.6) denkleminin koklerinden en az biri mutlak dederce 1’ den biyik ise,
X denge noktasi kararsizdir.

c) (2.6) denkleminin butiin kodklerinin mutlak dederce 1’ den kicuk olmasi icin

gerek ve yeter sartlar |[r+1<1-s, |r—3t/<3+s ve t*~s—rt<1 olmasidir. Bu

durumda, X denge noktasi lokal asimptotik kararhdir. (Chatterjee ve
arkadaslar1,2003)
Tanim 2.2.6. X,

n? “*n-1

s = £ (X, %,4), N=0,12,...
denkleminin bir denge noktasi olsun.

Bu denklemin {xn}::_1 ¢Ozumlerinin bir parcasi igin {x_,X_,;,..-.Xy} ¢0zimlerinin
tamami X denge noktasindan buylk ya da esit ve X, <X ve Xx,,,<X ise

{X_ X 41 Xy } KUMesine Pozitif Yari Donme denir.

Ayni denklemin {xn}:?1 ¢cOozumlerinin  bir pargast i¢in  {X_,X 4y Xy }
¢Ozimlerinin tamami X denge noktasindan kicik ve x ,>X ve Xx,,, =X ise

{X_ X 41, Xy } Kumesine Negatif Yari Donme denir. Burada M ve L degerleri L>-1

ve M < olacak sekilde dustnulmelidir.

Tanim 2.2.7. X,

s = £ (X, %), N=0,1,2,...

n? “*n-1

denkleminin bir denge noktasi olsun. Bu denklemin {xn}:’:_l ¢OzUmlerinin pozitif ya da

negatif yari dénmeye sahip oldugunu varsayalim. E§er bu dénmeyi ters yéne ceviren,
yani; denklemin denge noktasindan kig¢ik ya da denklemin denge noktasindan

buyuk veya esit degere sahip en az bir tane x, (N >-1) ¢6zimu varsa

s = £ (X, %,4), N=0,1,2,...

n? “n-1

denklemine Denge Noktasi Civarinda Salinimhdir denir.
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Tanim 2.2.8. {xn}::_l. c6zUmlerinin hepsi birden ne pozitif nede negatif ise, bu

¢6zUmlere Sifir Civarinda Salinimlidir denir. Aksi halde Salinimli degildir denir.

Tanim 2.2.9. {x,—X| dizisi sahmml ise, {x,}” = c6zimine X Denge Noktas|

Civarinda Salinimhidir denir.

Tanim 2.2.10. {x,}  dizisinde her n igin P<x <Q olacak sekilde P ve Q pozitif

sayllari varsa, {xn}::_1 dizisine Sinirlidir denir.
Teorem 2.2.4 (Clark Teoremi) p,qeR ve k,ne{1,2,...} olmak tzere;
X, + PX,+0gx,, =0

fark denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi icin gerek ve yeter sart |p|+|q|<1

olmasidir.

Ornek 2.2.3. x,,, —ax,, =0; |a| <1, x,,%, € R ikinci mertebeden lineer fark denkleminin

X =0 denge noktasi hem lokal asimptotik kararli hem de global ¢ekimli oldugundan

X =0 denge noktasi global asimptotik kararldir.
C6zum. Denge noktasi tanimindan, X—ax =0 olup, X =0 dir. Bu denklem,
X, =0x +ax, ,

seklinde yazilabilir. Teorem 2.2.4 bu denkleme uygulanirsa agagidaki esitsizlik

yazilabilir.
0] +]a] <1

olup, |a|<1 elde edilir. BOylece, Teorem 2.2.4 (Clark Teoremi)'e gbre x ,—ax,,=0

denklemi, |a]<1,x.,,%, € R sartlari altinda lokal asimptotik kararlidir. Dahasl,

a*x,, n=2k
X, = ,k=01...
a*x,, n=2k+1

oldugundan,
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; ; k
limx, , = Elm ax,=0
—>0

k—o0

ve

; ; k
lim x,, :llma X, =0
—>0

k—o0

olup,

limx, =0=X

n—ow

limiti elde edilir. Bu ise s6z konusu denklemin X =0 denge noktasinin global ¢ekimli

oldugunu gosterir. Boylece denklem global asimptotik kararldir.
Teorem 2.2.5.[7]
f(X,, X, 10X, )=0,n=0]1,.. (2.7)
denkleminin bir X denge noktasi civarindaki lineer denklemi,
Xp1 = PoX, + P Xog +t P X » N=0,1,... (2,8)
denklemidir. (2.8) lineer denkleminin karakteristik denklemi ise,
A = p A == pA-p, =0 (2.9)

denklemidir. Burada p,, p,,..., p, katsayilari reel sayilar olmak tzere;

[pol +[p| [P <1
ise, bu durumda, (2.9)’'un butun kdkleri mutlak degerce 1'den kuguktar.

Teorem 2.2.6.(Comparison Teoremi)[7] m negatif olmayan bir tamsayi,

oy, a,,...,0, negatif olmayan reel sayilar ve £ herhangi bir sayi olsun. {xn}:}m,

{Ya}._ ve{z,} __ reelsaylarn birer dizisi olsun, dyle ki;
X, <Y,<z,, —m<n<0

ve Oyle ki;
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X S QX+ X+ +a X, +6,n=01..
You <oy, taqy,  +oto, Y, B, n=01..

Zo,<ouz, vz, +..+a,z,  +p,n=01..

ise, bu durumda,

olur.
Teorem 2.2.7.[2] [a,b] reel sayilarin bir araligi ve
f :[a,b]x[a,b] > [a,b]
seklinde tanimli f fonksiyonu surekli ve asagidaki 6zellikleri saglasin.

a) f(x,y), her bir ye[a,b] icin xe[a,b]'e gére azalmayan ve f(x,y), her bir
x e[a,b] icin y e[a,b]'ye gore artmayandir.

b) Eger (m,M)e[a,b]x[a,b] ikilisi,

f(mM)=m
ve
f(M,m)=M
sisteminin bir ¢b6zimu ise,
m=M

dir. O zaman s6z konusu denklem bir denge noktasina sahiptir ve butiin ¢oztmleri bu

denge noktasina yakinsar.
ispat. m,=a ve M, =b olsun. i=12,... igin

M, =f(M,,,m.)
ve

m, = f(muv MH)
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olur. Simdi gorulebilir ki; her bir i >0 igin,

my<m <..<m <..<M, <..<M, <M,

ve
m<x <M, k>2i+1
olur. Boylece;
m=limm
ve
M =lim M,

I—>0

yazilabilir. O zaman

M > limsupx, > liminf x, >m
I—00

I—>0

ve f sdrekli oldugundan

m=f(m,M)
ve
M= f(M,m)
olur. Boylece,
m=M

olur. Bu ise istenen sonugtur.

Teorem 2.2.8.[2] [a,b] reel sayilarin bir araligi ve f
f :[a,b]x[a,b] > [a,b]

seklinde tanimli, strekli ve agagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.
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a) f(x,y), her bir ye[ab] icin xe[a,b]'e gore artmayan ve f(x,y), her bir
x e[a,b] icin y e[a,b]’ye gbre azalmayandir.

b) (2.1) fark denklemi [a,b] kapal araiginda asal iki periyotlu ¢dziime sahip
degildir.
O zaman (2.1) denkleminin [a,b] kapall araliginda bir denge noktasi vardir ve

(2.1) denkleminin butin ¢ézimleri bu denge noktasina yakinsar.
Teorem 2.2.9.[7] [a,b] reel sayilarin bir araligi olsun. f de
f :[a,b]x[a,b] > [a,b]
seklinde taniml ve asagidaki 6zellikleri saglayan surekli bir fonksiyon olsun.

a) f(xy), herbir xe[a,b] ve ye[a,b]'ye gore artmayandir.

b) Eger (m,M)e[a,b]x[a,b] ikilisi,

f(mm)=M
ve
f(M,M)=m
sisteminin bir ¢c6zima ise,
m=M

dir. Bu durumda denklem (2.1)'in bir tek Yz[a,b] bir denge noktasi vardir ve

denklem (2.1)'in battin ¢ézuimleri bu denge noktasina yakinsar.
Teorem 2.2.10.[7] [a,b] reel sayilarin bir araligi olmak tGzere. f de
f :[a,b]x[a,b] > [a,b]
seklinde taniml ve asagidaki 6zellikleri saglayan surekli bir fonksiyon olsun.

a) f(x,y), herbir xe[a,b] ve ye[a,b]'ye gére azalmayandir.
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b) f(x,x)=x denklemi bir tek pozitif ¢c6zime sahiptir. Bu durumda denklem
(2.1)'in bir tek Yz[a,b] bir denge noktasi vardir ve denklem (2.1)'in butin

¢Ozumleri bu denge noktasina yakinsar.
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3. RASYONEL FARK DENKLEMLERININ KARARLILIGI

Bu bolimde dnce,

VXo—aksr) T X2l

= , n=0,1,...
n+1 A+ Xn,2|
denkleminin kararlilik karakteri incelenecek ve
_a+BX, X, N=01..

X - 1
" A+Bx +Cx

denkleminin «, 8,7, A,B,C €(0,%0) parametrelerine gore kararlilik analizi yapilacaktir.
Son olarak ise, @ e[L»), k €{1,2,...} ve keyfi reel sayllar olan x_,X_ ;... X, baslangic

sartlari icin,

X
=ag+2*% n=0,1..
X

n

X

n+1

denkleminin kararhlik analizi yapilacaktir.

X + X . .
3.1 xnﬂ:y”:"*“ 2. Denkleminin Kararlilik Karakteri
+Xn—2|

VX akeny T Xo2
A+X

1 , n=0,1,... (3.1)
denkleminin kararlihk karakterini aciklayabilmek icin dncelikle bu denklemin denge

noktalarini elde etmek gerekir. Denge noktasi tanimina gore (3.1) denklemi,

yX+X
A+X

X =

seklinde yazilir. Buradan basit islemlerle,

X[ X-(y+1-A)|=0
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denklemi elde edilir. Boylece, A>0 igin,
X=0
(3.1) denkleminin sifir denge noktasi; ¥ +1> A igin,
X=y+1-A

ifadesi ise (3.1) denkleminin pozitif denge noktasi olur.

3.1.1. ¥ = 0 denge noktasinin kararliligi

X =0 noktasinin (3.1) denkleminin denge noktasi olmasi icin gerek ve yeter sart

A >0 olmasidir. Dahasi;
y+1<A

oldugunda x=0 (3.1) denkleminin tek denge noktasidir. Fakat, y+1>A>0

oldugunda (3.1) denklemi bir tek pozitif denge noktasina sahip olur ve bu denge

noktasi ise;
X=y+1-A
dir.
Asagidaki teorem (3.1) denkleminin X =0 denge noktasinin lokal kararlihgini aciklar.

Teorem 3.1.1.[14] (3.1) denkleminde O0<y ve 0< A olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler dogrudur.

) A>y+1ise, X=0 denge noktasi lokal asimptotik kararldir.
i) A=y+1ise, Xx=0 denge noktasi lokal kararhdir.

i) 0<A<y+1lise, X=0 denge noktasi kararsizdir.

ispat.
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i) (3.1) denkleminin X =0 denge noktasi civarindaki lineer denklemi;
4 1
Lo _K Z,_(2k+1) _K Ly o = 0,n=01,..

ifadesidir. Bu denklemin karakteristik denklemi ise;

pLS! _lﬂK—(Zkﬂ) _i/»LK—ZI ~0

A A
denklemidir.
AN A
A A A
esitligi yazilabilir. Béylece,
A>y+1
oldugundan
}/_+1<1
A

olup karakteristik denklemin batln kdkleri 1'den kig¢uktir. Bu durumda X =0 denge

noktasi lokal asimptotik kararhdir.

i) Simdi de A=y+1 oldugunu kabul edelim. X=0 denge noktasinin kararli

oldugunu gdosterecediz. Bunun icin &£>0 olsun. Ayrica {xn}:’:_K (3.1)

denkleminin negatif olmayan bir ¢oziimii olsun. Oyle ki;

0<x,<¢&,0<x,,<¢,.,08x <¢
kosulu saglandigi takdirde,
0<x <e
oldugunu gostermek yeterlidir. O halde,

X + X X + X
YV Rn_2k+1) T Xnz2l < Y Xn_2k+1) T %02l < rete _ c

0<x = <
% (7 +1)+ X,y y+1 y+1

olur. Boylece iterasyonla islem devam ettirilirse goralr ki;
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0<x,<¢e, n=-K,-K+1,..

dir. Bu da ispati tamamlar.

i) ¢ fonksiyonu,

C:R—->R
c(d) = AK+ _l/iK—(Zkﬂ) _i;tl(—m
A A

seklinde tanimlansin. Eger 0< A<y +1 ise, bu durumda;

A-(y+1)

c@) = y

<0

ve

limc(2) =

A—0

olur. Yani agiktir ki: c¢’nin bir koktu 1'den buyuktir. Bu ise X =0 denge noktasinin

kararsiz olmasi icin yeterli bir sebeptir.

Teorem 3.1.2.[14] y ve A birer pozitif reel sayl olmak tzere, y+1<A olsun. Bu

durumda (3.1) denkleminin X =0 denge noktasi global asimptotik kararlidir.

ispat. X=0 denge noktasi zaten 6nceki teoremden géruldugi gibi lokal kararhdir.

Bu durumda X =0 denge noktasinin global ¢cekimli oldugunu gostermek yeterlidir.
(3.1) denkleminin negatif olmayan bir ¢bzimu {xn}:’:_,< olsun. Bu durumda,

limx, =0

n—oo
oldugu gdosterilmelidir. Bu iki durumda incelenir.

i) A>y+1olsun. ¥n>0 igin,

T Xn_akeny T X2
A+X

n+1 <

Y
A Xo—(aks1) T A Xn-al

yazilabilir. {z,}" dizisiise,



y 1
z :—zn7(2k+1)+xzn72,, n=0.1,..

n+1 A
denkleminin ¢6zUmu olsun. Bu ¢6zUm icin baglangi¢ sartlari,

Z g =X gy Lok = XgurZyg =X

olsun. Teorem 2.2.6’dan,

olur. Simdi de Teorem 2.2.5'ten

limz, =0
ise
limx, =0
olmasi gerekir.
i) A=y+1 olsun. Oncelikle,
A=y+1>y

olur. Bu durumda, 6yle bir N >0 tamsayisi vardir Ki;

X, <1, n=N
esitsizligi saglanir. Bu yuzden,
S =limsupx, £1<7/—Jrl
n—oo 7/

olur. Boylece,

n+1

A+z ,

fark denkleminin bir {L,}”  ¢6ztim vardir. Ayrica L, =S dir. Oyle ki;

0<L,<S, ne{.,-101..}

_ 7/Zn—(2k+1) + anzl ’ ne {_”’—1’0,1,---}

33
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esitsizligi vardir.

oldugu da dikkate alinirsa,

S=L,= 7L iy + Ly < 7S+L 1y < (y+1)S
(r+D)+L gy D+l (P+D+S

oldugu goruliur ve
(y+1)S+S*<(y+1)S

esitsizliginin varh@ da kolayca goriliir. Buradan S*<0 olur. Ve boylece, S=0

olmasi gerekir. Bu da ispatli tamamlar.

3.1.2. Pozitif denge noktasinin kararlihgi

Eger
0<A<y+1

ise (3.1) denkleminin pozitif bir denge noktasi vardir. Bu denge noktasi ise;
X=y+1-A

dir. Asagidaki teorem (3.1) denkleminin X =y +1— A pozitif denge noktasinin kararlilik

karakterini aciklar.

Teorem 3.1.3.[14] (3.1) denkleminde O0<y ve 0<A<y+1 olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler dogrudur.

i) Eger,
y=1<A<y+1

ise (3.1) denkleminin X =y +1— A pozitif denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.
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i) (3.1) denkleminin X =y +1— A pozitif denge noktasi,
0<A<y-1
oldugunda, karakteristik denkleminin en az bir kokiu mutlak degerce 1'den kuguk ve

en az bir kokl mutlak degerce 1'den buyulk olan kararsiz bir denge noktasidir.

ispat. (3.1) denkleminin X =y +1- A pozitif denge noktasi civarindaki lineer denklemi,

/4 y—A
Lo~ Zn—(2k-¢-l) Tl = 0,n=01,..
y+1 y+1

ifadesidir. Karakteristik denklemi ise,

A Y gk _ Y T Ainzl -0
y+1 y+1

dir. Simdi kabul edelim ki;
y=1<A<y+1

esitsizligi vardir. Bu durumda Teorem 2.2.5'ten (3.1) denkleminin X =y +1- A pozitif

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir. Diger taraftan,

0<A<y-1

oldugunu kabul edelim. ¢ fonksiyonu,

C:R->R
tanimli ve
c(;t) = K+ _LEK—(Zkﬂ) _ 7_A/1K—2|
y+1 7+1

kuraliyla verilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
c(0) <1
ve

z“ﬂl c(-1)c(A) =—o0
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olur. Boylece karakteristik denklemin |/11|<1 ve 4, <-1 olacak sekilde iki koku vardir.

Boylece ispat tamamlanir.

_ o B X

3.2. = ,
" A+Bx, +Cx

n=0,1.. Denkleminin Kararhlik Karakteri

Bu kisimda,

« = o+ BX, +yX,
"™ A+Bx, +Cx

n=0.1,.. (3.2)

genel denkleminin denge noktalari incelenecektir. Burada,

a+pf+y,B+Ce(0,»);a,p,7,AB,Ce[0,x) (3.3)
sartlari saglanir. Baglangi¢ sartlari olan x, ve x, ise negatif olmayan keyfi reel
sayilardir. Ayrica, denklem (3.2)'nin sag tarafi, ¥Yn>0 icin iyi tanimhidir.

X =0 noktasl, (3.2) denkleminin bir denge noktasi oldugunda, asagidaki
teorem (3.2) denkleminin global asimptotik kararhliginin sartlarinin tespit edilmesinde

yardimci olur.
Teorem 3.1.[14]

Xoq = Fo (X, X, )X, + F(X,, X, 1)X n=0,1,... (3.4)

n-1
denklemi negatif olmayan baglangic¢ kosullariyla ele alinsin. Ayrica;
fy, f, € C[[0,0)x[0,0),[0,1]]

seklinde tanimh olsun. Asagidaki ifadeler saglanirsa, (3.4) denkleminin X =0 denge

noktasi global asimptotik kararlidir.

i) f, ve f heriki argimanina gore artmayandir.

i) Vx>0 icin f,(x,x)>0
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iiiy WX, ye(0,00) icin f,(x,y)+ f,(x y) <1 dir.
Teorem 3.2.[1]
f <C[00)x[0%). [0.%)]

seklinde tanimli f fonksiyonu verilsin. Oyle ki; VX, y €(0,0) igin

of of
X|—+ < f(x,
kx yay (X, y)

olsun. Bu durumda asagidaki durumlardan biri mutlaka vardir.

i) V(x,, %)= (0,0) baglangi¢ kosullari i¢in limx, =c dur.

n—oo

i) limx, =0 tim baglangi¢ kosullari i¢in vardir ve X =0 tek denge noktasidir.
i) V(x_, %) #(0,0) igin limx, =X €(0,) ifadesi vardir ve X tek pozitif denge
noktasidir.

Bu ucliye Kararhlik Ucliist denir.

3.2.1.Denge noktalari

Denklem (3.2)'nin baglangi¢ sartlarina uygulanan kisitlamaya gore, denklem (3.2)'nin
denge noktalari,

a+(B+y)X

X = — (3.5)
A+(B+C)X
denkleminin negatif olmayan ¢ézumleridir. Ya da buna denk olarak,
(B+C)X*—(f+y-AX-a=0 (3.6)

denkleminin kokleridir. Sifirin bir denge noktasi olmasi icin gerek ve yeter sart,

a=0, A>0 (3.7)
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olmasidir. (3.7) sartl saglanirsa X =0"a ilaveten, denklem (3.2)’'nin pozitif bir denge

noktasina sahip olmasi icin gerek ve yeter sart,
L+y>A

dir. Aslinda bu durumda denklem (3.2)’nin pozitif denge noktasi bir tektir ve,

x=Ltr-A (3.8)
B+C
ifadesiyle verilir.
a=0, A=0

oldugunda ise yine (3.2) denkleminin pozitif denge noktasi bir tektir ve bu denge
noktasit,

Bty
B+C (3:9)

X =

ifadesiyle verilir. (3.3) sartina gére « =0 oldugunda g+ y pozitiftir. Son olarak « >0

oldugunda ise (3.2) denkleminin tek denge noktasi, (3.6) denkleminin pozitif c6zUmu

olan,

B+y+(B+7-A) +4a(B+C)
2(B+C)

X = (3.10)

ifadesidir.

3.2.2.Sifir denge noktasinin kararlligi

(3.2) denkleminin sifir denge noktasinin kararhligi Lineer Kararllik Teoremi esas

alinarak incelenir. Bunun i¢in (3.2) denklemi,

a+ fu+yv

f(u,v)=
V) A+ Bu+Cv
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seklinde yazilir. Buradan gorulir ki; u'ya gore turev,

(BA-aB)+(BC—yB)v

f (u,v)= 3.11
() (A+Bu+Cv)’ R
olur. Ayni sekilde v’ye gore tirev ise,
A- —-7B
f (uy)= ZAZ2C)+H(C—7B)v (3.12)

(A+Bu+Cv)’

olur. Eger (3.2) denkleminin denge noktasi X ile gosterilirse, (3.2) denkleminin X

denge noktasi civarindaki lineer denklemi,
Zn+1 - pzn - qzn—l =0

olur. Burada,
ve

dir. (3.2) denkleminin X denge noktasinin lokal kararllik karakteri, Teorem 2.2.2

(Lineer Kararhlik Teoremi) ile aciklanir. (3.2) denkleminin X =0 denge noktasi icin,

B4
p= A q= A
oldugu goérulur. Bu durumda (3.2) denkleminin X =0 denge noktasi civarindaki lineer

denklemi,
Z,,——1 —Kzn_l:O, n=0,1..

olur. (3.2) denkleminin X=0 denge noktasinin lokal kararliigi icin Teorem 2.2.2
(Lineer Kararlihk Teoremi) ile beraber, global kararlligi icin Teorem 3.1 bu incelemeyi

kolaylastirir. Her iki teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem ortaya cikar.
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Teorem 3.2.2.1.[14] A>0 olsun. EGer f+y <A ise,

_ ot B A%

Xoyg = , n=0,1,..
A+Bx, +Cx

denkleminin X =0 denge noktasi global asimptotik kararldir. Fakat, eger
L+y>A

sartl saglanirsa X =0 denge noktasi kararsizdir.

3.3. x =a+ﬂ, n=0,1.. Denkleminin Kararlilik Karakteri
n+1 X

n

Bu kisimda,

—a+k n=01,. (3.13)
X

n

X

n+1

denkleminin global asimptotik kararliigi incelenecektir. (3.13) denkleminde

ae[lo),ke{l,2,..} ve baslangic sartlari x_,,...,x, keyfi reel sayilardir. Ayrica (3.13)

denkleminin denge noktasi 7=a+é=a+1 dir.
X

Teorem 3.3.1.[6] a,beRve ke{L2,..} olmak tzere,
X,,,—ax +bx , =0, n=01,...
denkleminin lokal asimptotik kararli olmasi icin bir yeter sart,
|a]+|b| <1 (3.14)
olmasidir. Fakat eger;

(@) k tek sayive b<0
(b) k cift say1ve ab<0
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durumlarindan biri mevcut ise, bu durumda (3.14) kosulu
X, —ax,+bx , =0, n=0,1,...

denkleminin asimptotik kararlihgi icin bir gerek kosuldur.
Teorem 3.3.2.[9]

(i) k tek tamsay! olsun. Bu durumda, (3.13) denkleminin denge noktasi olan
X =a+1'in lokal asimptotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart, o >1
olmasidir.

(i) k cift tamsayl olsun. Bu durumda a>1, (3.13) denkleminin asimptotik

kararhligi icin bir yeter sarttir.
Ispat. (3.13) denkleminin X =« +1 denge noktasi civarindaki lineer denklemi,

1 1
+——1z -

Z —_
1
a4+l " oa+l

z,,=0, n=01..

dir. Buradan, ¢ +1>2 ise L<E olur. Buradan da

<1 ve dolayisiyla,
a+l 2 a+1 yIsly

2 |1t
= +|- <1
a+l |a+1| a+1|
yazilabilir. Diger taraftan,
L |+— L |= 2 <1
|a+1| 0(+1| a+l

esitsizliginin varhgi zaten kolayca gortlebilir. Teorem 3.3.1’den ispat tamamdir.

Teorem 3.3.3.[6]
Yoir = F (Yo Vo), N=0,1,... (3.15)

denklemi dikkate alinsin. Burada, k €{1,2,...} ve [a,b] reel sayilarin bir araligi olsun.

Oyle ki; f fonksiyonu,

f :[a,b]x[a,b] > [a,b]
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seklinde tanimli, surekli ve asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyon olsun.

a) f(u,v), uyagore artmayan ve v'ye gore azalmayandir.
b) Eger, (m,M)e[a,b],
m=f(M,m)

ve
M = f(m,M)

sisteminin bir ¢6zimdi ise, o zaman; m=M olup, (3.15) denklemi pozitif bir denge

noktasina sahiptir ve her ¢6zim bu pozitif denge noktasina yakinsar.

Teorem 3.3.4.[9] (3.13) denkleminde « >1 olsun. Bu durumda (3.13) denkleminin

X =a +1 denge noktasi global asimptotik kararlidir.

ispat. u,v e (0,)igin,
f(u,v)=«a +X
u

olur. O zaman,
f :(0,00)x(0,00) = (0,00)
bir surekli fonksiyondur. Ayrica, f, u'ya gore artmayan ve Vye gore de

azalmayandir. Simdi de (m,M)e(0,:0), m=f(M,m) ve M = f(m,M) sisteminin bir

¢6zUmu ise,
m

m=a+—, M=a+—
M

olur. Buradan,
mM =aM +m, Mm=am+M
olup sol taraflarin esitliginden sag taraflar da esittir. Béylece,
aM +m=am+M

olur ve basit islemlerden sonra,



(M =m)(x¢-1)=0
ifadesi elde edilir. Boylece, « >1 oldugundan,
m=M

olur ki, bu da ispati tamamlar.

43
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4.BAZI FARK DENKLEMLERININ KARARLILIGI VE PERIYODIKLIGI

Bu bolumde; oncelikle,

1 . A
Xn+1 = max {_’ min {l, _}} (41)
Xn Xn

denkleminin denge noktasi hesaplanarak, C')nceAe[l,oo),x0 E(l,oo) ve VneN, i¢in
A" <x, ve sonra da Ae[l,©),x,€(0,1) ve YneN, icin A", <1 olacak sekilde x=1

denge noktasina gore kararhlik karakteri incelendi. Daha sonra ise,

rasyonel fark denkleminin, kararlihigi ve periyodik ¢ézimlerinin varli§i incelendi. Son

olarak da

— pnxn—z + Xn—3

X
n+1
qn + Xn—S

denkleminin iki periyotlu ¢ozimlerinin varligi ve periyodik olma sartlar elde edildi.

1 . A . .
4.1.xn+1=max{x—,m|n{1,x—}} Denkleminin Kararlilik Karakteri

n

Bu kisimda (4.1) denkleminin hangi gartlar altinda lokal asimptotik kararli oldugu

incelenecektir. Bunun igin 6énce birka¢ lemma verelim.
Lemma 4.1.1. (4.1) denkleminin tek denge noktasi X =1'dir.

ispat. Denge noktasi tanimindan,
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£ ras{ s 2]

dir. Burada, maksimum ve minimum operatOrlerinin icini ayri ayri degerlendirmek

gerekir.

1)@31 icin
X

£ ras{ 2]

iy L5 A olarak dustinalduginde,
X

X
X=1
olur.
i) i é durumunda ise,
X
X =vA

ise, A>1 olup VA>1 ve \/__1 olur. Gercekten;

Lol

X =max

—



oldugu gorultr. Goéraldugu gibi eger denge noktasi X =~/A ise v/A=1 olur.

2) é>1 ise
X

)y L1 kabul edilirse;
X

x|
Il
x|~

ifadesi elde edilir. Negatif ¢oziim kabul etmedigimizden,
x=1

olur.

1 .

1) =<1 kabul edilirse;
X

X=1

olur. Buradan (4.1) denkleminin tek denge noktasinin X =1 oldugu goralur.

46

Lemma 4.1.2.[26] Eger Ac[Lo), x,e(Lo), A*<x,,ke N, ise (4.1) denkleminin

¢cozumleri,
X
A—?(, n= 2k
Xn = Ak
—, n=2k+1
XO

seklinde yazilabilir.

Teorem 4.1.1. Ae[lL,»),x, (L) ve A"<Xx, olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin

X =1denge noktasi lokal kararlidir.

ispat. x, e(l,oo) oldugundan her zaman
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X, <0,
olacak sekilde bir o, >0 sayisi vardir. 5, -1=¢ olmak Uzere,
%=1 =% —X|<&

yazilabilir. Cinkl Lemma 4.1.2'ye goére,

X, = L ox

-y o
XO
X

X, =2 <X,
A

X, =2 < x

3 XO 0

olur. Bu gekilde devam edilirse goralir ki, Yne N, icin, x, =X, olup, 6 =¢ olacak

sekilde bir £ >0 sayisi daima vardir. Boylece;

X, =1 =|x,-X|<e

sartl saglanir. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 4.1.2. Ae[L®),% (L) ve A*<X, olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin
X =1 denge noktasi lokal asimptotik kararhdir.
ispat. Ac[Lo),x e(Lo) ve A“<x, (4.1) denkleminin ¢oziimleri {X,} _, olsun.

Lemma 4.1.2'den {Xn}::0 ¢cOzumleri

seklindedir.

o0 o0 0

{Xn}n=0 dizisinin, {XZH}n=0 ve {X2“+1}n=0 olacak sekilde iki tane alt dizisi vardir.
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k
X
A" <X, esitsizliginden dolay! X—<1 ve dogal olarak A—°k>1 esitsizlikleri mevcut olur.
0
Yani;

k

X A o © L
Xk =A—?<>1 ve sz+1=x—<1 olur. Boylece, {¥u},, dizisi alttan, {¥n.},, dizisi ise
0

ustten simirlidir. Diger taraftan; A>1 oldugundan,

X X
X >—2>..>—2>1

A A
olur ki bu,

Xg > Xy > > Xy >1
olmasi demektir. Ayni distnce ile,

1 A A
—<—<..<x—x1
X0 X0 XO

olur ki bu da,

X <Xy <o < Xy <1

esitsizliginin varhgini gosterir. Batin bunlar géz 6nune alindiginda agsagidaki esitsizlik

yazilabilir.

X <Xy <o < Xgpyy <L<Xy, < <X, <X

yukaridaki bu esitsizlikte,

limx, =limx, =1
k—0

k—o0

limitlerinin var oldugu agik¢a gorulir. Sonug olarak;

limx, =1=X

n—oo

limiti vardir. Boylece Teorem 4.1.1'den x,e(l,) baglangic sarti icin (4.1)

denkleminin X =1denge noktasi lokal asimptotik kararldir.
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Lemma 4.1.3. Ae[lx©),x,€(0,1) ve VneN; icin A'x,<1 ise (4.1) denkleminin

¢cozumleri,
A%, , n=2k
X = , k=0,1,...
" nl , n=2k+1
XO
selindedir.

Ispat. Ae[L,%),x €(0,1) ve ¥neN, icin A"x, <1 olsun. Bu durumda,

X, =maxy—,min{l,—;r=max{—,1l,=—
X0 XO XO XO

X, = max{l min{l,é}} = max {X,, min {1, Ax, }} = Ax,
X X

1 . A 1 . A 1
X; =Mmax3y—, min<l,—»>=maxs——,min4l, =
{ X2 { X2 }} { AXO { AXO }} AXO

n>4icin iterasyona devam edilirse asagidaki gibi bir eslestirme ve siniflandirma

yapilabilir. Yani; ¢ift indisli terimler,

ve tek indisli terimler,
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olarak yazilabilir. Boylece goéralur ki, bu durumda (4.1) denkleminin ¢dézimleri

A*x, , n=2k
X = , k=0,1,
" kl , n=2k+1
XO

seklinde parcali olarak yazilabilir.

Teorem 4.1.3. Ae[lx), % €(0,1) ve VneN, icin A'x, <1 ise (4.1) denkleminin

X =1 denge noktasi lokal kararlidir.

Ispat. %, €(0,1) oldugundan,

0<x, <1 (4.2)
yazilabilir. Buradan,
-1<x,-1<0<1
veya
-1<x,-1<1

yazilabilir. Buradan,
%=1 =|%,—X|<1=6
olup bu sartlari saglayan Vx, €(0,1) igin k>0 olmak uzere,
X, < X,
oldugundan Ve, =4 icin
Xy = X| =Xy —1 < &

sartl saglanir. Benzer sekilde k >0 igin,

1
Xy S—=X%
Xy
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oldugundan ve (4.2) sartindan dolayi, V¢, > L >1 igin,
XO

|X2k+1 - 7| = |X2k+l _1| <&
sartl saglanir. Simdi,
&=max{¢,, &}
olsun. Boylece;
X, —X| =[x, U <e
esitsizligi yazilabilir. Bu da, ispati tamamlar.

Teorem 4.1.4 Ae[l»), %, €(0,1) ve VneN, igin A'x, <1 ise (4.1) denkleminin X =1

denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Ispat. {x}, , dizisi (4.1) denkleminin bir ¢6ziimi olsun. Lemma 4.1.3.ten {x,}.

¢Ozumd,
A*x, , n=2k
X, =1 1 , k=0,1,
—, h=2k+1
X

seklindedir. Agikga gortlur ki; {x},  ¢6zim dizisinin {x,,}

o V& {Xy.1}, , seklinde

iki alt dizisi vardir. Lemma 4.1.3. kullanilarak,
X, = A%, <1

oldugundan {XZK}:):O alt dizisi Ustten X =1 denge noktasiyla sinirlidir. Diger taraftan,

A"x, <1 oldugundan,

1

Xop g = ———
2k+1
A,

>1

olup, {xzm}f:=0 alt dizisi de alttan X=1 denge noktasiyla sinirhdir. $imdi, A>1

oldugundan kolayca goralur ki;
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k
Xg < AX, <..<A'X, <1

dir. Dolayisiyla,
Xg < Xy <o < Xy <1 (4.3)
olur. Benzer sekilde,
Xio> Alxo >..> kXo >1
dir. Dolayisiyla,
X, > Xg > > Xy >1 (4.4)

olur. (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri birlestirilerek.

Xg <Xy <o <Xy <L1<Xyp, <on <X <X

esitsizligi elde edilir. Bu halde,

limx,, = Eim Xopog =1
—o

k—o0

olur. Boylece,

limx, =1=X
k—c0

olup Teorem 4.1.3'ten, (4.1) denkleminin X=1 denge noktasi lokal asimptotik

kararhdir.

Xn—k
X

n

p
4.2. Xn+l=A1+( j Rasyonel Denklemi

Bu kisimda [27] de verilen denklem yeniden yazilarak,

Xn—k i
Xns1 = A1 + [X_J (45)

n
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denklemi elde edilip, bu denklemin periyodiklik ve kararhlik 6zellikleri incelenecektir.
Bu inceleme yapilirken, baslangic sartlari herhangi reel sayilar ve pe(%,lj
alinacaktir.

Tanim 4.2.1.
Xn+1 = f (Xn’ Xn—l"--’ Xn—k)
fark denkleminin denge noktasi X =X(n) ise

limX(n) =X

n—oo

limit degerine Limit Denge Noktasi denir.

Teorem 4.2.1. pe(%,lj ve VneNj igin A, 2p-1< A, sartini saglayan bir dizi
olsun. Bu durumda,

A=IlimA

n—ow

olmak Uzere, (4.5) denkleminin X=A+1 limit denge noktasi lokal asimptotik

kararhdir.

ispat. Denge noktasi tanimindan

- X\
=[5

olur ve (4.5) denkleminin limit denge noktasi,

X=A+1

olarak bulunur. Tanim 2.2.5’e gore (4.5) denkleminin X=A+1 limit denge noktasi
civarindaki lineer denklemi ve bu lineer denklemin karakteristik denklemi bulunur.

Bunun i¢in dnce,

u p
f(u,v):A1+(Vj
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fonksiyonu verilsin. Buradan r degeri,

olarak bulunur. Ayni sekilde s degeri,

S:(ﬁf(u,v)
ov

x| x|

u
V:

ov

~PA

seklinde bulunur. Boylece, (4.5) denkleminin X =A +1 denge noktasi civarindaki

lineer denklemi,

z,,=S2,+rz,,, n=0.1...

z ., =—p—2,+p——2z.,, n=0,1,...
n+l pA]-l—l n pA]_'_l n—-k

Zn+1+p 1 Zn_p ! Zn,kzo, n=0,1,...

A +1 A +1

olarak elde edilir. Bu lineer denklemin karakteristik denklemi ise,
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lk+l+ p ﬂk— p :0
A +1 A +1

seklinde elde edilir. Teorem 2.2.4(Clark teoremi)’e gore,

| P |+— P |<1
A +1 | A+
1 1
A+1 [2p]
2p-1<A,
sonucuna varilr,
Teorem 4.2.2. pe(%,lj olsun.
A:!]imA]
| =liminf {x,} >0

nN—oo

S =limsup{x,} <o

olmak tzere, A>1 ve 1<S ise bu durumda, (4.5) denkleminin X=A+1 denge

noktasi global cekimlidir.

Ispat. pe(%,lj ve 1 <S ise,

olur. Buradan,
ISP < S|P

dir. Burada,
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egitsizlikleri yazilabilir. Cunku, bu esitsizliklerin sag taraflari sirasiyla X=A+1 limit
denge noktasinin yukarisinda ve asagisindadir. Ayrica, S ’'den onceki degerler S’'den

blyuk ve | ’dan dnceki degerler ise | 'dan kicuktir. Boylece,

SIP <AIP+SP
ISP > ASP +1°

olur. Burada, IS? <SI*oldugu da dikkate alinirsa,
Al? +SP > ASP +|°P

ifadesi yazilabilir. Bu durumda basit igslemlerden sonra asagidaki esitsizlige

ulasilabilir.

(1°-8")(A-1)=0
Buradan, S?<1" ve dolayisiyla, S<I olmasi i¢cin A>1 olmasi gerekir. Bdylece
S =1 olur ki bu da (4.5) denkleminin global ¢ekimli oldugunu gosterir.

Sonuc¢.4.2.1. Teorem 4.2.1. ve Teorem 4.2.2.den (4.5) denklemi global asimptotik
kararhdir.

Teorem 4.2.3. %< p<lve A =A,, olsun. A)j=¥ ve A #® olacak sekilde sayilar

ve k=2n, neN olsun. Bu durumda (4.5) denkleminin iki periyotlu ¢dzumleri

mevcuttur.
ispat. Kabul edelim ki; (4.5) denkleminin
@Y, 0, V...

seklinde ¢ozimleri mevcut olsun. O zaman

X;

>

X2n+1

Aoy
= A2n+1

> P> L5
[

olur. Boylece,
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(I):Ai-i-(%jp:Ai-‘rl
‘PzAﬁ(%)p:Aﬁl

yazilabilir. Bu durumda (4.5) denkleminin ¢6zim;

LGA+L A+ A+L A+

seklinde iki periyotludur.

X + X .. T . e .
4.3. xM:M Denkleminin Iki Periyotlu C6zumleri
qn+Xn—3

Bu kisimda,

— ann—Z + ans

X
n+1
qn + Xn—3

denkleminin asal iki periyotlu c¢oztmlerinin varhginin hangi kosullar altinda
saglandiginin incelemesi yapilacaktir. Bu inceleme yapilirken, baslangic sartlari

negatif olmayan reel sayilar olarak kabul edilecektir.

Teorem 4.3.1. X ,,X,, X, %, negatif olmayan baglangi¢ sartlari olmak tzere

X, = PaXn 2 + X3 (4.8)
qn + Xn—3

denkleminin asal iki periyotlu bir ¢c6zim, {xn}‘::0 dizisi olsun. Bu durumda,

X 3 =1- do
X, =1_Q1

olur. Ayrica; p, =0 ve g, €(0,1) olur.

ispat. (4.8) denklemi igin x_, = X,, X5 =X, ise, sirastyla n=0 ve n=1 icgin,
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_PoXo X, X

= TA1T A3
Qo+ X5
X,+X

2:p1 ==X =X,
O+ X,

esitlikleri yazilir. Buradan sirasiyla,

)
PoX_, + X3 =X5+ (X4

Y2
plx—?: + X—Z - X—2 + qu—Z

esitliklerine ulasilir. Buradan basit yer degistirmelerle,

2
PoX_; = QX3 = X35

U2
P Xg =X, =X, =X,

— X,

ifadeleri elde edilir. Bu son ifadeler taraf tarafa bir toplanirsa,
( Py _q1)x—2 +( P, _qo)x—s =X, (X—s _1)+ X, (X—z _1)
esitligi yazilir. Polinom esitligi ilkesi geregince,

X3=P—0 +1
X, =Py —CI1+1

olarak x, ve x, bulunur. Ayni dugtinusle, yine ayni ifadeler taraf tarafa gikarilrsa,

( Po + ql) X2 _( P+ qo)x—3 = X3 (st _1)_ X (sz _1)
esitligi yazilir. Yine polinom esitligi ilkesi geregince,

X3 =_p1_q0+1
X, :_po_q1+1

olarak x, ve x_, bulunur. Boylece anlagilir ki; p,=0 ve p,=0 dir. Yani; p, dizisi

bir sifir dizisidir. Boylece;

X 3 =1- Jo
X, :1_q1

olur. Buradan anlagilir ki, x,>0 ve x, >0 oldugundan,
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p,=0
a, 6(0,1)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. x,=X,, X, =X, negatif olmayan baglangi¢c sartlari olmak uzere,

p,=0 ve gq,, iki periyotlu bir dizi olsun. Xx,=1-q, ve x,=1-qg, olup

X, =Xy, X5 =X, ise bu durumda, (4.8) denklemi asal iki periyotlu ¢coztimlere sahiptir.

ispat. (4.8) denkleminde n=0 igin,

X1 = X_3 = X_3 e 3
Qo+ X5 1-X;+X, h
olur. Ayni sekilde, n=1 igin,
X X
X2 = =2 = =2 = X_2
0 +X, 1-X,+X,
olur. n=2 igin,
X—l X—l X—3 _

X, X5

Qo +X,; 1-X,+X, 1-X,+X,

ve boyle devam edilecek olursa, n={-3,-2,-1,0,...} icin,

X, = {10y, 1- 0, 1=y, 1— 0, ...

periyodik ¢cozimi elde edilir.
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5. NUMERIK SONUCLAR

Bu bolimde, dordinci bolimdeki bazi teoremlerin nimerik uygulamalarina yer

verilecektir.

Teorem 4.1.1 i¢in bir uygulama:

Bu uygulamada, (4.1) denkleminde x,=550 ve A=2 alinarak C*" program kodu

kullanilarak, bu programdan elde edilen degerlerle asagidaki tablo hazirlanmistir.

Grafik ise tablo degerlerine uygun olarak Curve Expert 1.1 programinda cizilmistir.

main(Teorem 4.1.1. icin uygulama)
{ inti
float m1,m2,A,x[20];
float m3,max;
X[0]=0.005; A=2;
printf("\n N sayac degeri  Sonuc\n");
printf("....cccoeeeei \n");
printf(\n  %d %f \n",0,x[0]);
for(i=0;i<20;i++)
{
m1=1/x[i]; m2=A/X[i];
if(1<m2) m3=1;
else
m3=m2;
if(m3>m1) max=ma3;
else

max=m1l; X[i+1]=max; printf("  %d %f \n",i+1,x[i+1]); }}

n X, n X, n X,

0 550,0000 7 0,029091 14 4,296875
1 0,003636 8 34,37500 15 0,465455
2 275,0000 9 0,058182 16 2,148438
3 0,007273 10 17,18750 17 0,930909
4 137,5000 11 0,116364 18 1,074219
5 0,014545 12 8,593750 19 1,000000
6 68,75000 13 0,232727 20 1,000000

Tablo 3




6.0e+02
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4.0e+02

3.0e+02

2.0e+02
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Teorem 4.1.3. i¢in bir uygulama:

—
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Grafik 3
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A
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Bu uygulamada, (4.1) denkleminde x, =550 ve A=2 alinarak C*" programinda elde

edilen degerlerle asagidaki tablo hazirlanmistir. Grafik ise tablo degerlerine uygun

olarak Curve Expert 1.1 programinda gizilmistir.

main(Teorem 4.1.3. i¢in uygulama)
{ inti
float m1,m2,A,x[20];m3,max;
X[0]=0.005; A=2;

printf("\n N sayac degeri  Sonuc\n");

PrNtf( ... \n");
printf("\n  %d
for(i=0;i<20;i++)
{
m1=1/x[i]; m2=A/X[i];
if(1<m2)
m3=1;
else
m3=m2;
if(m3>m1)
max=m3;
else
max=m1;
X[i+1]=max; printf("  %d

%f \n",0,x[0]);

%°f \n

"L X[i+1]); B
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n X, n X, n X,
0 0,0050 I 25,000 14 0,6400
1 200,00 8 0,0800 15 1,5625
2 0,0100 9 12,500 16 1,0000
3 100,00 10 0,1600 17 1,0000
4 0,0200 11 6,2500 18 1,0000
5 50.000 12 0,3200 19 1,0000
6 0,0400 13 3,1250 20 1,0000
Tablo 4
2.2e+02 .
1.8e+02—:
1.5e+02—_
1.1e+02—:
7.3e+01—:
3.7e+01—:
50e04 4 & & &/ v/@\&%% —= —=—
0.0e+00 3.7e+00 7.3e+00 1.1e+01 1.5e+01 1.8e+01 2.2e+01
Grafik 4

Teorem 4.2.2 icin bir uygulama:

Asagidaki tabloda, denklem (4.5) icin Teorem 4.2.2.’nin Maple 12'de hazirlanmis bir
uygulama programi bulunmaktadir.

restart;

p:=evalf(2/3);k:=3;d:=20;

x(0):=1;x(1):=0.1;x(2):=0.5;x(3):=2;

for n from O to d do
Y:=(2/3)+(1/2)"n;
A(n):=evalf(Y);

end do;

for n from 3 to d do
x(n+1):=A(n)+(x(n-K)/x(n))"p;

end do;

for n from O to d do
Z:=1+(2/3)+(1/2)"n; B(n):=evalf(2);

end do;

Tablo 5
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Yukaridaki programda B(n)= A(n)+1 atamasi yapilarak X(n)= A(n)+1 denge nokta
dizisi de hesaplanmigtir. Asagida d=100 alinarak elde edilen degerlerden ilk 10 ve

son 10 tanesi, Xx(n) ve X(n)= A(n)+1 icin birer tablo halinde verilmistir.

n X, n X, n X, n X,
0 25 5 6,660600 | 92 1,666388 | 97 1,666848
1 35 6 4,218594 | 93 1,666923 | 98 1,666500
2 44 7 2,689885 | 94 1,666432 | 99 1,666819
3 12 8 1,607153 | 95 1,666882 | 100 1,666526
4 2,422861 | 9 3,250678 | 96 1,666469 | 101 1,666795
Tablo 6

4.8e+01 ]

4.0e+01£

3.29+01:

2.4e+01£

1.6e+01£

8.1e+OOE

0.0e+00 ] T : : : T T T T Y T

0.0e+00 1.7e+00 3.3e+00 5.0e+00 6.6e+00 8.2e+00 9.9e+00
Grafik 5

n A(n)+1 n A(n)+1 n A(n)+1 n A(n)+1
0 2,666666 | 5 1,697916 | 92 1,666666 | 97 1,666666
1 2,166666 | 6 1,682291 | 93 1,666666 | 98 1,666666
2 1,916666 | 7 1,674479 | 94 1,666666 | 99 1,666666
3 1,791666 | 8 1,670572 | 95 1,666666 | 100 1,666666
4 1,729166 | 9 1,668619 | 96 1,666666 | 101 1,666666

Tablo 7
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2.9e+00

2.4e+00

2.0e+00 —

1.5e+00 —

0.0e+00 T T T T T T T T T T T T T T T
0.0e+00 1.7e+00 3.3e+00 5.0e+00 6.6e+00 8.2e+00 9.9e+00

Grafik 6

Goruldagu gibi x(n) ve X(n)=A(n)+1 dizileri n=100 durumunda birbirine ¢ok yakin
degerler almistir. Bu da gosteriyor ki; gercekten,

limx(n)=IlimA(n)+1=X

olur.

Teorem 4.3.2 i¢in bir uygulama:

Bu uygulamada, (4.7) denkleminde x ,=x,=0,455 ve x, =x,=0,375 ve alinip, C*™

program kodu verilerek, elde edilen degerlerle asagidaki tablo hazirlanmistir. Grafik
ise tablo degerlerine uygun olarak Curve Expert 1.1 programinda cizilmigtir.
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main(Teorem 4.3.1. icin uygulama)
{ intik;

float p[20],q[20],x[20],A[20],m;
X[0]=0.375;x[1]=0.455;x[2]=0.375;x[3]=0.455;9[0]=0.545;9[1]=0.625,9[2]=0.545;q[3]=

0.625;

printf("\n N sayac degeri
PNt (" e

for(i=3:i<20:i++)
{

p[i]=0;k=fmod(i,2);

\n");

Sonuc\n");
printf("\n

%f \n",0,x[0]);

if(k==0)
q[i]=0.545;
else
q[i]=0.625;
X[i+1]=(p[i*x[i-2]+x[i-3D/(q[i]+x[i-3]); printf(" %d %f \n",i+1,x[i+1]); }}
n x, n x, n x,
0 0,375 7 0,455 14 0,375
1 0,455 8 0,375 15 0,455
2 0,375 9 0,455 16 0,375
3 0,455 10 0,375 17 0,455
4 0,375 11 0,455 18 0,375
5 0,455 12 0,375 19 0,455
6 0,375 13 0,455 20 0,375
Tablo 8
4.6e-01
: 4y Q) @ o) o) Q) o) Q) D

4.5e-01 :

4.3e-01 :

4.2e-01 :

4.0e-01 :

3.8e-01 :

: ® ) O O ) O O O, @
3.7e-01 ] Y Y Y Y Y
0.0e+00 3.7e+00 7.3e+00 1.1e+01 1.5e+01 1.8e+01 2.2e+01

Grafik 7
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SONUC VE ONERILER

Bu calismada;

X,y = Maxy—, min{l,—
Xn Xn

denkleminin ¢ozimlerinin A ve Xx,’a konulan sartlara gore kararlhgi incelenmisgtir.

p
X—k
Xn+l:A1+( ; ]

denkleminin, A, ve pe(%,l} arasinda bazi kiyaslamalar yapilarak kararlihg ve

Daha sonra,

periyodikligi incelendi. Bu iglemler yapilirken, yeni bir tanima ihtiya¢ duyuldugundan
denge noktasinin bagimsiz degiskene bagimli bir dizi gtkmasi sonucunda, bu diziye
bazi kisitlar getirilerek Limit Denge Noktasi adinda yeni bir tanima ulasildi.

Son olarak ise,

— pn Xn—2 + Xn—3

X
n+1
qn + Xn—S

denkleminin ¢o6zumlerinin iki periyotlu olmasi igin p, dizisinin bir sifir dizisi, q,

dizisinin ise baslangi¢c sartlarina bagh periyodik bir dizi olmasi gerektigi sonucuna
varildi. Bu islemlerde baslangic¢ sartlari iki periyotlu olarak secildi.

Bu tir denklemler icin parametrelere farkli kisitlamalar getirilip, kararhlik,
periyodiklik, sinirliik ve yari dongu analizleri yapilabilir.
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