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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Fibonacci Sayıları, adını13. yüzyılda yaşamı̧s İtalyan matematikçi Leonardo Fibonacci’den

almı̧stır. Leonardo Fibonacci’nin yaşamı hakkında pek az bilgi bulunmakla birlikte,

genellikle yazdı̆gımatematiksel eserler ve 1202 yılında yayımladı̆gıilk kitabıLiber Abaci

ile tanınmaktadır. Fibonacci, Kuzey Afrika’da öğrendiği 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 rakamlarını

Avrupa’ya tanıtmı̧s ve bu sayısisteminin Avrupa’da yaygınlaşmasına öncülük etmi̧stir.

Fibonacci’yi asıl tanıtan konu ise, tavşanların üremesiyle ilgili meşhur problemdir. Bu

problem şu şekilde ifade edilir:

“Bir çift tavşan her ay bir çift yavru tavşan doğurursa ve her yeni tavşan çifti doğumundan

iki ay sonra yavrulamaya başlarsa, bir çift tavşandan bir yılın sonunda kaç çift tavşan elde

edilir?”Bu problemde tavşanların hiç ölmediği ve her doğan çiftin bir di̧si bir erkekten

oluştuğu kabul edilmektedir.

İlk bakı̧sta bir matematik problemi gibi görünmeyen bu durum, belirli bir mantıkla

düşünüldüğünde aşağıdaki sayıdizisini verir:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, . . . .

Bu dizinin kuralıoldukça basittir: İlk iki sayıdı̧sındaki her sayı, kendisinden önce gelen

iki sayının toplamıdır. Bu sayıdizisine Fibonacci dizisi denir. Diziyi ilgi çekici ve tanınır

kılan çeşitli matematiksel ili̧skiler vardır. Bunlardan en bilineni, her Fibonacci sayısının

kendinden önceki sayıya bölünmesiyle elde edilen oranın giderek Altın Oran (yaklaşık

1, 6180339 . . .) değerine yaklaşmasıdır [41].

Fibonacci sayıları’nın literatürde birçok genelleştirilmesi bulunmaktadır. Bunlardan en

önemlilerinden biri de özellikle Altın Oran kullanılarak yapılan bir analiz yöntemi olan

Golden Calculus’tur.

Polinomlar; matematik başta olmak üzere ekonomi, fizik, kimya, biyoloji, sayısal analiz,

mühendislik, bilgisayar programlama ve kriptoloji gibi birçok alanda matematiksel mod-

ellemeler yapmak ve sonuçlara ulaşmak amacıyla kullanılan çok önemli araçlardır. Poli-

1



nomlar genellikle birden fazla terimden oluşur ve bu terimler sayı, deği̧sken ya da bunların

kombinasyonlarından meydana gelir.

Matematikte birçok özel polinom tanımlanmı̧s ve bu polinomlar üzerine çalı̧smalar günümüzde

de devam etmektedir. Özel polinomların ve sayıdizilerinin araştırılmasında kullanılan

temel araçlardan biri ise üreteç fonksiyonlarıdır. Üreteç fonksiyonları; sayı problem-

lerinin çözümünde, olasılık ve istatistik gibi alanlarda da sıkça kullanılır. Bunlar, be-

lirli bir diziyle ili̧skili sürekli fonksiyonlardır. Matematikte herhangi bir diziyle çalı̧smak

çoğu zaman sürekli bir fonksiyonla çalı̧smaktan daha zor olduğundan, sayıproblemlerinin

çözümünde üreteç fonksiyonlarının kullanımıönemli kolaylık sağlar.

Bu tez çalı̧smasında, Fibonacci sayıları, bazı özel polinomlar, bu polinomların üreteç

fonksiyonlarıve elde edilen özelliklerine yer verilmi̧s; ayrıca literatürde var olan özel poli-

nomlar, Golden Calculus analiz yöntemi kullanılarak yeniden tanımlanmı̧s ve çeşitli özel-

likleri incelenmi̧stir.
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BÖLÜM 2

ÖNBİLGİLER VE TEMEL TANIMLAR

Bu bölümde, tez kapsamında yararlanılan temel tanımlar, kavramlar ve bunlara ili̧skin

özellikler sistematik biçimde sunulacaktır. İlgili ön bilgilerin ortaya konulmasının ardın-

dan, sonraki bölümlerde tanımlanacak olan bazıözel tipteki polinom aileleri ve bu poli-

nomlara ait çeşitli özellikler ayrıntılıolarak incelenecektir.

2.1 FİBONACCİ DİZİSİ

Fibonacci sayıları, matematikte çok önemli bir yere sahip olan ve çeşitli bilim alanlarında

da kullanılan özel bir sayıdizisi olarak bilinmektedir. Fibonacci dizisi yalnızca matematik-

sel açıdan değil, aynızamanda doğadaki çeşitli oluşum ve düzenlerin incelenmesinde de

temel bir rol üstlenmektedir. Doğada birçok yapının geometrik düzeni Fibonacci sayıları

ile ili̧skilidir. Özellikle ayçiçeği tohumlarının spiral düzeninde, çam kozalağıpullarının

diziliminde, yaprakların gövde etrafındaki konumlanı̧sında ve deniz kabuklarının büyüme

oranlarında Fibonacci sayılarının izleri gözlemlenmektedir. Bu nedenle söz konusu dizi,

doğanın yapısal organizasyonunun matematiksel bir ifadesi olarak değerlendirilmektedir.

Ayrıca Fibonacci dizileri altın oran ile doğrudan bağlantılıdır. Ardı̧sık iki Fibonacci

dizisinin oranın→∞ için altın orana yakınsar. Altın oran ise mimarlık, sanat, biyoloji

ve finans matematiği gibi farklıalanlarda kaŗsımıza çıkmaktadır. Bu nedenle Fibonacci

sayıları çoğu zaman “dŏganın mükemmel sayıları” olarak nitelendirilmekte ve matem-

atiksel düzenin evrensel bir yansımasıolarak kabul edilmektedir.

Tanım 2.1 n ≥ 2 tam sayısıiçin, F0 = 0 ve F1 = 1 başlangıç koşullarıile verilen

Fn = Fn−1 + Fn−2 (2.1)

rekürans băgıntısıile tanımlı{Fn}n≥0 dizisine Fibonacci dizisi denir [18]. Burada Fn n.

Fibonacci sayısıdır.
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Fibonacci dizisinin ilk birkaç terimi;

F0 = 0, F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, F5 = 5

biçimindedir.

Fibonacci dizisinin bazıözellikleri aşağıda listelenmi̧stir [18, 40]:

• Fibonacci dizisinin ilk n teriminin toplamı

n∑
i=1

Fi = Fn+2 − 1,

• Fibonacci dizisinin tek terimlerinin toplamı

n∑
i=1

F2i−1 = F2n,

• Fibonacci dizisinin çift terimlerinin toplamı

n∑
i=1

F2i = F2n+1 − 1,

• Fn n. Fibonacci sayısıolmak üzere

n∑
i=1

F 2i = FnFn+1,

dir.

• n ≥ 1 tamsayısıiçin

Fn−1Fn+1 − F 2n = (−1)n

dir ve bu eşitlik Cassini Formülü olarak isimlendirilir [18, 22].

• Ayrıca Fibonacci sayıları

F−n = (−1)n+1Fn

özelliğini de sağlar.
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• Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

x2 − x− 1 = 0

şeklindedir. Bu karakteristik denklemin kökleri

α =
1 +
√
5

2
, β =

1−
√
5

2

dir. Burada α ≈ 1, 6180339 . . . dır ve bu sayıaltın oran olarak isimlendirilir. α ve

β için aşağıdaki eşitlikler sağlanır:

α + β = 1,

α× β = −1,

|α− β| =
√
5.

Tanım 2.2 Fibonacci dizisinin n. terimini veren Binet formülü

Fn =
αn − βn

α− β (2.2)

şeklindedir [18].

Tanım 2.3 Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu

GF (t) =
∞∑
n=0

Fnt
n =

t

1− t− t2 (2.3)

biçimindedir [18].

2.2 FİBONOMİYEL KATSAYILAR

Klasik binom (binomiyel) katsayılarına benzer olarak Fibonacci dizisi için tanımlanan

katsayılara Fibonomiyel katsayılar denir ve aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.4 {Fn}n≥0 Fibonacci dizisi ve F0! = 1 olmak üzere, F -faktöriyel

Fn! = FnFn−1Fn−2 . . . F1 (2.4)

şeklinde tanımlanır [19].
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Örnek 2.1

F0! = 1 , F1! = 1 , F2! = F2F1 = 1 , F3! = F3F2F1 = 2

şeklindedir.

Tanım 2.5 Fn n. Fibonacci sayısıolmak üzere Fibonomiyel katsayı

(
n

k

)
F

=


Fn!

Fn−k!Fk!
, 0 ≤ k ≤ n

0 , n < k

, (2.5)

biçiminde tanımlanır [19].

Şimdi Fibonomiyel katsayılar ile ilgili bir örnek verelim.

Örnek 2.2(
4

0

)
F

=
F4!

F4!F0!
= 1,(

4

1

)
F

=
F4!

F3!F1!
= 3,(

4

2

)
F

=
F4!

F2!F2!
= 6,(

4

3

)
F

=
F4!

F1!F3!
= 3,(

4

4

)
F

=
F4!

F0!F4!
= 1,

biçimindedir.

Fibonomiyel katsayılar, binomiyel katsayıları gibi simetri özelliğini sağlarlar. Bu kat-

sayıların bazıözellikleri aşağıda verilmi̧stir.(
n

0

)
F

=

(
n

n

)
F

= 1,

n < k için
(
n
k

)
F
= 0 dır. Ayrıca(

n

k

)
F

= Fk+1

(
n− 1
k

)
F

+ Fn−k−1

(
n− 1
k − 1

)
F

,

(
n

k

)
F

=

(
n

n− k

)
F

,(
n

k

)
F

(
k

j

)
F

=

(
n

j

)
F

(
n− j
k − j

)
F
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eşitlikleri sağlanır [15, 20, 27].

Bu kısımda, Sonlu BinomTeoremi’nin, Golden Calculus (Altın Analiz) yaklaşımıçerçevesinde

elde edilen iki farklıtanımısunulacaktır. Söz konusu tanımlar, klasik binom teoreminin

Altın Oran ile ili̧skilendirilerek genelleştirilmesine olanak tanımakta ve Golden Calcu-

lus’un temel kavramlarıkullanılarak yapılandırılmaktadır.

Tanım 2.6 Binom formülünün F - benzeri yani F -Binomiyel

(x+F y)
n =

n∑
k=0

(
n

k

)
F

xkyn−k (2.6)

şeklinde tanımlanır [19].

Tanım 2.7 Binom formülünün F - benzeri yani Golden Binomiyel açılımı

(x+ y)nF =
n∑
k=0

(−1)(
k
2)
(
n

k

)
F

xkyn−k (2.7)

biçiminde tanımlıdır [27, 28].

Örnek 2.3 Eşitlik (2.6) da n = 3 alınırsa,

(x+F y)
3 =

3∑
k=0

(
3

k

)
F

xky3−k

=

(
3

0

)
F

x0y3−0 +

(
3

1

)
F

x1y3−1 +

(
3

2

)
F

x2y3−2 +

(
3

3

)
F

x3y3−3

= y3 + 2xy2 + 2x2y + x3

elde edilir.

Örnek 2.4 Eşitlik (2.7) de n = 3 alınırsa,

(x+ y)3F =
3∑

k=0

(−1)(
k
2)
(
3

k

)
F

xky3−k

=

(
3

0

)
F

x0y3−0 +

(
3

1

)
F

x1y3−1 −
(
3

2

)
F

x2y3−2 −
(
3

3

)
F

x3y3−3

= y3 + 2xy2 − 2x2y − x3

elde edilir.

Tanım 2.8 F -türev fonksiyonu, klasik türev yaklaşımının Fibonacci dizisi temel alınarak

genelleştirilmesiyle tanımlanmaktadır. α = 1+
√
5

2
ve β = 1−

√
5

2
olmak üzere herhangi bir

f fonksiyonunun F -türevi

dF
dFx

(f(x)) = DF,x(f(x)) =
f(αx)− f(βx)
(α− β)x (2.8)

şeklindedir [28].
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• Özel olarak f(x) = xn polinom fonksiyonunun F -türevi

dF
dFx

(xn) = Fnx
n−1 (2.9)

dir [19].

• c bir sabit sayıolmak üzere

dF
dFx

(cf(x)) = c
dF
dFx

f(x)

dir [19].

Tanım 2.9 F -üstel fonksiyonlarıaşăgıdaki gibi iki farklıbiçimde tanımlıdır. Bunlar exF

ve Ex
F olmak üzere

exF =
∞∑
n=0

xn

Fn!
, (2.10)

ve

Ex
F =

∞∑
n=0

(−1)(
n
2) x

n

Fn!
, (2.11)

şeklinde tanımlanır [19, 27, 28].

• F -üstel fonksiyonlarıarasında

exFE
y
F = e

(x+y)F
F (2.12)

ve

exF e
y
F = e

(x+F y)
F (2.13)

eşitikleri sağlanır [19, 27, 28].

• Ayrıca F -üstel fonksiyonların F -türevleri

dF
dFx

(etxF ) = tetxF , (2.14)

dF
dFx

(Etx
F ) = tE−txF (2.15)

şeklindedir [19, 27, 28].
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2.3 CAUCHY ÇARPIMI VE F-CAUCHY ÇARPIMI

Tanım 2.10 P (t) =
∞∑
n=0

pn
tn

n!
ve R(t) =

∞∑
n=0

rn
tn

n!
iki yakınsak kuvvet serisi olmak üzere

bu kuvvet serilerinin Cauchy çarpımı

S(t) = P (t)R(t) =

( ∞∑
n=0

pn
tn

n!

)( ∞∑
n=0

rn
tn

n!

)
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
pkrn−k

)
tn

n!
(2.16)

şeklinde tanımlıdır [29, 30].

Tanım 2.11 PF (t) =
∞∑
n=0

pn,F
tn

Fn!
ve RF (t) =

∞∑
n=0

rn,F
tn

Fn!
iki yakınsak kuvvet serisi olmak

üzere bu kuvvet serilerinin F -Cauchy çarpımı

SF (t) = PF (t)RF (t) =

( ∞∑
n=0

pn,F
tn

Fn!

)( ∞∑
n=0

rn,F
tn

Fn!

)
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
F

pk,F rn−k,F

)
tn

Fn!

(2.17)

biçimindedir [19].

2.4 BAZI ÖZEL POLİNOMLAR VE ONLARIN ÖZELLİKLERİ

Bu kısımda, Bernoulli, Euler, Genocchi, Frobenius-Euler, Frobenius-Genocchi, Frobenius-

Euler-Genocchi polinomlarıile onların Apostol tipli genelleştirmelerinden bahsedeceğiz.

Tanım 2.12 n ∈ N0, t, x ∈ R ve |t| < 2π olsun. Bn (x) ile gösterilen Bernoulli polinom-

larıaşăgıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlıdır [4, 5, 9, 36].

tetx

et − 1 =
∞∑
n=0

Bn (x)
tn

n!
. (2.18)

Bernoulli polinomlarından bazılarıaşăgıda verilmiştir:

B0 (x) = 1

B1 (x) = x− 1
2

B2 (x) = x2 − x+ 1
6

B3 (x) = x3 − 3x
2

2
+
x

2

B4 (x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30

B5 (x) = x5 − 5x
4

2
+
5x3

3
− x

6
.

9



Bernoulli polinomlarıiçin özel olarak x = 0 alınırsa üreteç fonksiyonu

t

et − 1 =
∞∑
n=0

Bn
tn

n!

olan Bernoulli sayılarıelde edilir. Burada Bn = Bn (0) dır.

Tanım 2.13 n ∈ N0, t, x ∈ R ve |t| < π olsun. En (x) ile gösterilen Euler polinomları

aşăgıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlıdır [1, 10, 25, 26, 34].

2etx

et + 1
=

∞∑
n=0

En (x)
tn

n!
. (2.19)

Euler polinomların birkaç terimi:

E0 (x) = 1

E1 (x) = x− 1
2

E2 (x) = x2 − x

E3 (x) = x3 − 3x
2

2
+
1

4

E4 (x) = x4 − 2x3 + x

E5 (x) = x5 − 5x
4

2
+
5x2

2
− 1
6
,

biçimindedir. Euler polinomunda x = 0 alınırsa üreteç fonksiyonu

2

et + 1
=
∞∑
n=0

En
tn

n!

olan Euler sayılarıelde edilir. Burada En = En (0) dır.

Tanım 2.14 n ∈ N0, t, x ∈ R ve |t| < π olsun. Gn (x) ile gösterilen Genocchi polinomları

aşăgıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlıdır [1, 10, 13, 25, 26, 34, 43].

2tetx

et + 1
=
∞∑
n=0

Gn (x)
tn

n!
. (2.20)

Genocchi polinomların ilk birkaç terimi

G0 (x) = 0

G1 (x) = 1

G2 (x) = 2x− 1

G3 (x) = 3x2 − 3x

G4 (x) = 4x3 − 6x2 + 1,

10



biçimindedir. Genocchi polinomlarında x = 0 alınırsa üreteç fonskiyonu

2t

et + 1
=

∞∑
n=0

Gn
tn

n!

olan Genocchi sayılarıelde edilir. Burada Gn = Gn (0) dır.

Tanım 2.15 n ∈ N0, t, x ∈ R, λ ∈ C olmak üzere B(α)
n (x;λ) ile gösterilen α. mertebeden

Apostol tipli Bernoulli polinomlarının üreteç fonksiyonu(
t

λet − 1

)α
ext =

∞∑
n=0

B(α)
n (x;λ)

tn

n!
(|t+ log λ| < 2π) (2.21)

şeklindedir [23, 24, 35, 37]. Burada hemen not edelim ki

• λ = 1 için B(α)
n (x; 1) = B

(α)
n (x) şeklinde ve üreteci(

t

et − 1

)α
ext =

∞∑
n=0

B(α)
n (x)

tn

n!

olan α. mertebeden Bernoulli polinomları,

• x = 0 için B(α)
n (0;λ) = B

(α)
n (λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu(

t

λet − 1

)α
=
∞∑
n=0

B(α)
n (λ)

tn

n!

olan α. mertebeden Apostol-Bernoulli sayıları,

• x = 0, α = 1 için B(1)
n (λ) = Bn (λ) şeklinde ve üreteci

t

λet − 1 =
∞∑
n=0

Bn (λ)
tn

n!

olan Apostol-Bernoulli sayıları,

elde edilir.

Tanım 2.16 n ∈ N0, t, x ∈ R, λ ∈ C olmak üzere E(α)n (x;λ) ile gösterilen α. mertebeden

Apostol tipli Euler polinomlarının üreteç fonksiyonu(
2

λet + 1

)α
ext =

∞∑
n=0

E(α)n (x;λ)
tn

n!
(|t+ log λ| < π) (2.22)

şeklindedir [24, 35, 37]. Burada
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• λ = 1 için E(α)n (x; 1) = E
(α)
n (x) şeklinde ve üreteç fonskiyonu(

2

et + 1

)α
ext =

∞∑
n=0

E(α)n (x)
tn

n!

olan α. mertebeden Euler polinomları,

• x = 0 için E(α)n (0;λ) = E
(α)
n (λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu(

2

λet + 1

)α
=
∞∑
n=0

E(α)n (λ)
tn

n!

olan α. mertebeden Apostol-Euler sayıları,

• x = 0, α = 1 için E(1)n (λ) = En (λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu

2

λet + 1
=
∞∑
n=0

En (λ)
tn

n!

olan Apostol-Euler sayıları,

elde edilir.

Tanım 2.17 n ∈ N0, t, x ∈ R, λ ∈ C olmak üzere G(α)n (x;λ) ile gösterilen α. mertebeden

Apostol tipli Genocchi polinomlarının üreteç fonksiyonu(
2t

λet + 1

)α
ext =

∞∑
n=0

G(α)n (x;λ)
tn

n!
(|t+ log λ| < π) (2.23)

şeklindedir [24, 35, 37, 43]. Burada

• λ = 1 için G(α)n (x; 1) = G
(α)
n (x) şeklinde ve üreteç fonksiyonu(

2t

et + 1

)α
ext =

∞∑
n=0

G(α)n (x)
tn

n!

olan α. mertebeden Genocchi polinomları,

• x = 0 için G(α)n (0;λ) = G
(α)
n (λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu(

2t

λet + 1

)α
=
∞∑
n=0

G(α)n (λ)
tn

n!

olan α. mertebeden Apostol-Genocchi sayıları,
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• x = 0, α = 1 için G(1)n (λ) = Gn (λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu

2t

λet + 1
=
∞∑
n=0

Gn (λ)
tn

n!

olan Apostol-Genocchi sayıları,

elde edilir.

Tanım 2.18 n ∈ N0, t, x ∈ R ve u ∈ C\ {1} olsun. Mertebesi k olan H
(k)
n (x;u) ile

gösterilen Frobenius-Euler polinomlarıaşăgıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlıdır [6, 16,

33](
1− u
et − u

)k
ext =

∞∑
n=0

Hk
n (x;u)

tn

n!
. (2.24)

Frobenius-Euler polinomunda k = 1, x = 0 alınırsa üreteci;

1− u
et − u =

∞∑
n=0

Hn (u)
tn

n!

olan Frobenius-Euler sayılarıelde edilir. Yani Hn (u) = Hn (0;u) dır.

Tanım 2.19 n ∈ N0, t, x ∈ R ve u ∈ C\ {1} olsun. GF
n (x;u) ile gösterilen Frobenius-

Genocchi polinomlarıaşăgıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlıdır [2, 42]

(1− u)
et − u te

xt =
∞∑
n=0

GF
n (x;u)

tn

n!
. (2.25)

Frobenius-Genocchi polinomlarında x = 0 alınırsa, üreteç fonksiyonu

(1− u)
et − u t =

∞∑
n=0

GF
n (u)

tn

n!

olan Frobenius-Genocchi sayılarına dönüşür. Burada GF
n (u) = GF

n (0;u) dır.

Tanım 2.20 n ∈ N0, t, x ∈ R, u ∈ C\ {1} , r ≥ 0 olsun. A
(r)
n (x;u) ile gösterilen

Frobenius-Euler-Genocchi polinomlarıaşăgıdaki üreteç fonksiyonu ile tanımlıdır [2]

(1− u)
et − u t

rext =

∞∑
n=0

A(r)n (x;u)
tn

n!
. (2.26)

Burada

A
(r)
0 (x;u) = A

(r)
1 (x;u) = . . . = A

(r)
r−1 (x;u) = 0 (2.27)

şeklindedir.
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Frobenius-Euler-Genocchi polinomlarında x = 0 alınırsa üreteç fonksiyonu

(1− u)
et − u t

r =

∞∑
n=0

A(r)n (u)
tn

n!
(2.28)

biçiminde verilen Frobenius-Euler-Genocchi sayılarıelde edilir. Yani,

A(r)n (u) = A(r)n (0;u)

dır.

• (2.26) eşitliğinde r = 0 alınırsa;

A(0)n (x;u) = Hn (x;u) (2.29)

eşitliği elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi polinomları Frobenius-Euler

polinomlarına dönüşür.

• (2.28) eşitliğinde r = 0 alınırsa;

A(0)n (u) = Hn (u)

eşitliği elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi sayılarıFrobenius-Euler sayılarına

dönüşür.

• (2.26) eşitliğinde r = 1 alınırsa;

A(1)n (x;u) = GF
n (x;u) (2.30)

eşitliği elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi polinomlarıFrobenius-Genocchi

polinomlarına dönüşür.

• (2.28) eşitliğinde r = 1 alınırsa;

A(1)n (u) = GF
n (u) (2.31)

eşitliği elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi sayıları Frobenius-Genocchi

sayılarına dönüşür.

Tanım 2.21 n ∈ N0, t, x ∈ R, u ∈ C\ {1} , olmak üzere H(α)
n (x;u;λ) ile gösterilen α.

mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler polinomlarının üreteç fonksiyonu(
1− u
λet − u

)α
ext =

∞∑
n=0

H(α)
n (x;u;λ)

tn

n!

(
|t| <

∣∣∣∣ln(λu
)∣∣∣∣) (2.32)

şeklindedir [2, 7, 8, 17, 31, 32, 33]. Burada

14



• x = 0 için H(α)
n (u;λ) = H

(α)
n (0;u;λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu(

1− u
λet − u

)α
=

∞∑
n=0

H(α)
n (u;λ)

tn

n!

olan α. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler sayılarıelde edilir.

2.5 FİBONACCİ TİPLİ POLİNOMLAR VE ONLARIN BAZI ÖZELLİK-

LERİ

Bu bölümde, bir önceki başlıkta ele alınan bazıözel polinomların Fibonacci tipli versiy-

onlarıve bu polinomlara ili̧skin çeşitli özellikler incelenecektir. Bu tanımlardan hareketle,

bir sonraki bölümde yeni bir Fibonacci tipli polinom ailesi tanımlanacaktır.

Tanım 2.22 n ∈ N0, t, x ∈ R olmak üzere

tetxF
etF − 1

=
∞∑
n=0

BF
n (x)

tn

Fn!
, (2.33)

ile tanımlıBF
n (x) ile gösterilen polinomlara Bernoulli-Fibonacci polinomlarıdenir [27].

Örnek 2.5 Bernoulli-Fibonacci polinomlarının birkaç terimi aşăgıdaki gibidir.

BF
0 (x) = 1,

BF
1 (x) = x− 1,

BF
2 (x) = x2 − x+ 1

2
,

BF
3 (x) = x3 − 2x2 + x− 1

3
,

BF
4 (x) = x4 − 3x3 + 3x2 − x+ 3

10
,

BF
5 (x) = x5 − 5x4 + 15

2
x3 − 5x2 − 3

2
x+

5

8
.

Eşitlik (2.33) de x = 0 alınırsa,

t

etF − 1
=
∞∑
n=0

BF
n

tn

Fn!
(2.34)

üreteç fonksiyonu ile tanımlanan Bernoulli-Fibonacci sayıları elde edilir. Yani BF
n =

BF
n (0) dır.
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Tanım 2.23 n ∈ N0, t, x ∈ R, olmak üzere

2etxF
etF + 1

=

∞∑
n=0

EF
n (x)

tn

Fn!
, (2.35)

üreteç fonskiyonu ile tanımlıEF
n (x) ile gösterilen polinomlara Euler-Fibonacci polinomları

denir [20, 21, 38].

Euler-Fibonacci polinomlarından bazılarıaşağıdaki biçimdedir.

EF
0 (x) = 1,

EF
1 (x) = x− 1

2
,

EF
2 (x) = x2 − x

2
− 1
4
,

EF
3 (x) = x3 − x2 − x

2
+
1

4
,

EF
4 (x) = x4 − 3

2
x3 +

3

2
x2 − 3

4
x+

5

8
,

EF
5 (x) = x5 − 5

2
x4 − 15

4
x3 − 15

4
x2 +

25

8
x− 13

16
.

Euler-Fibonacci polinomlarında x = 0 alınırsa, üreteç fonksiyonu

2

etF + 1
=
∞∑
n=0

EF
n

tn

Fn!
, (2.36)

olan Euler-Fibonacci sayılarıelde edilir. Yani EF
n = EF

n (0) dır.

Tanım 2.24 n ∈ N0, t, x ∈ R, α, λ ∈ C\ {1} olmak üzere B(α)
n,F (x;λ) ile gösterilen

genelleştirilmiş Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlarının üreteç fonksiyonu(
t

λetF − 1

)α
extF =

∞∑
n=0

B
(α)
n,F (x;λ)

tn

Fn!
(2.37)

şeklindedir [12, 14] . Burada hemen not edelim ki

• Eşitlik (2.37) da α = 1, için B(1)
n,F (x;λ) = Bn,F (x;λ) şeklinde ve üreteç fonskiyonu

textF
λetF − 1

=

∞∑
n=0

Bn,F (x;λ)
tn

Fn!
,

olan Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlarıelde edilir.

• Eşitlik (2.37) da α = 1 ve x = 0 için, Bn,F (0;λ) = Bn,F (λ) şeklinde ve üreteç

fonksiyonu

t

λetF − 1
=
∞∑
n=0

Bn,F (λ)
tn

Fn!
,

olan Apostol Bernoulli-Fibonacci sayılarıelde edilir.
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Tanım 2.25 n ∈ N0, t, x ∈ R, α, λ ∈ C\ {1} olmak üzere E(α)n,F (x;λ) ile gösterilen

genelleştirilmiş Apostol Euler-Fibonacci polinomlarının üreteç fonksiyonu(
2

λetF + 1

)α
extF =

∞∑
n=0

E
(α)
n,F (x;λ)

tn

Fn!
(2.38)

şeklindedir [12, 14]. Burada

• Eşitlik (2.38) de α = 1 için, E(1)n,F (x;λ) = En,F (x;λ) şeklinde ve üreteç fonskiyonu

2extF
λetF + 1

=
∞∑
n=0

En,F (x;λ)
tn

Fn!
,

olan Apostol Euler-Fibonacci polinomlarıelde edilir.

• Eşitlik (2.38) de α = 1 ve x = 0 alınırsa, En,F (0;λ) = En,F (λ) şeklinde ve üreteç

fonksiyonu

2

λetF + 1
=
∞∑
n=0

En,F (λ)
tn

Fn!
,

olan Apostol Euler-Fibonacci sayılarıelde edilir.

Tanım 2.26 n ∈ N0, t, x ∈ R, α, λ ∈ C\ {1} olmak üzere G(α)n,F (x;λ) ile gösterilen

genelleştirilmiş Apostol Genocchi-Fibonacci polinomlarının üreteç fonksiyonu(
2t

λetF + 1

)α
extF =

∞∑
n=0

G
(α)
n,F (x;λ)

tn

Fn!
, (2.39)

şeklindedir [3, 11, 14]. Burada

• Eşitlik (2.39) de α = 1 için, G(1)n,F (x;λ) = Gn,F (x;λ) şeklinde ve üreteç fonksiyonu

2textF
λetF + 1

=

∞∑
n=0

Gn,F (x;λ)
tn

Fn!

olan Apostol Genocchi-Fibonacci polinomlarıelde edilir.

• Eşitlik (2.39) de α = 1 ve x = 0 alınırsa, G1n,F (0;λ) = Gn,F (λ) şeklinde ve üreteç

fonksiyonu

2t

λetF + 1
=

∞∑
n=0

Gn,F (λ)
tn

Fn!

olan Apostol Genocchi-Fibonacci sayılarıelde edilir.
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Tanım 2.27 n ∈ N0, t, x ∈ R, α, u ∈ C\ {1} olmak üzere H(α)
n,F (x;u) ile gösterilen

genelleştirilmiş F -Frobenius-Euler polinomlarının üreteç fonksiyonu(
1− u
etF − u

)α
extF =

∞∑
n=0

H
(α)
n,F (x;u)

tn

Fn!
, (2.40)

şeklindedir [39]. Burada

• α = 1 için H(1)
n,F (x;u) = Hn,F (x;u), Frobenius-Euler-Fibonacci polinomları elde

edilir.

• α = 1 ve x = 0 için H(1)
n,F (0;u) = Hn,F (u), Frobenius-Euler-Fibonacci sayılarıelde

edilir.
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BÖLÜM 3

İKİ DEĞİŞKENLİ FROBENİUS-EULER-GENOCCHİ-FİBONACCİ

POLİNOMLARI VE ONLARIN ÖZELLİKLERİ

Bu bölümde bir önceki bölümde ele aldı̆gımız temel tanım ve özelliklerden yararlanarak,

iki deği̧skenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarınıtanımlayacağız. Bu poli-

nomlar için, onların üreteç fonskiyonlarıyardımıyla bu polinomlarıiçeren bazıözellikler

vereceğiz.

3.1 İKİ DEĞİŞKENLİ FROBENİUS-EULER-GENOCCHİ-FİBONACCİ POLİ-

NOMLARI

Tanım 3.1 n ∈ N0, t, x ∈ R, u ∈ C\ {1} , r ≥ 0 olsun. A(r)0,F (x, y;u) = A
(r)
1,F (x, y;u) =

· · · = A
(r)
r−1,F (x, y;u) = 0 başlangıç sartları ile tanımlı, A(r)n,F (x, y;u) ile gösterilen iki

dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarının üreteç fonksiyonu

1− u
etF − u

trextF E
yt
F =

∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!
, (3.1)

biçiminde tanımlanır.

Bu polinomların bazıözel durumlarıaşağıda verilmi̧stir.

• Eşitlik (3.1) de y = 0 alınırsa,

1− u
etF − u

trextF =
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x;u)

tn

Fn!
(3.2)

ile tanımlıFrobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomu elde edilir. YaniA(r)n,F (x;u) =

A
(r)
n,F (x, 0;u) dır.

• Eşitlik (3.1) de x = y = 0 alınırsa,

1− u
etF − u

tr =
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (u)

tn

Fn!
, (3.3)
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ile tanımlıFrobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci sayısıelde edilir. Yani A(r)n,F (u) =

A
(r)
n,F (0, 0;u) dır.

• Eşitlik (3.1) de u = −1, y = 0, r = 0 seçilirse,

2extF
etF + 1

=

∞∑
n=0

EF
n (x)

tn

Fn!
, (3.4)

ile tanımlıEuler-Fibonacci polinomu elde edilir. Burada A(r)n,F (x, 0;−1) = EF
n (x)

dir.

• Eşitlik (3.1) de u = −1, r = 0 ve x = y = 0 alınırsa, polinom na dönüşür ve üreteç

fonksiyonu

2

etF + 1
=
∞∑
n=0

EF
n

tn

Fn!
, (3.5)

ile tanımlıEuler-Fibonacci sayısıelde edilir. Yani A(0)n,F (0, 0;−1) = EF
n dir.

• Eşitlik (3.1) de u = −1 ve r = 1 alınırsa,

2t

etF + 1
extF E

yt
F =

∞∑
n=0

GF
n (x, y;−1)

tn

Fn!
, (3.6)

ile tanımlıiki deği̧skenli Genocchi-Fibonacci polinomu elde edilir.

• Eşitlik (3.1) de u = −1, r = 1 ve x = y = 0 alınırsa,

2t

etF + 1
=
∞∑
n=0

GF
n (0, 0;−1)

tn

Fn!
, (3.7)

ile tanımlıGenocchi-Fibonacci sayısıelde edilir.

Teorem 3.1 İki dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomları için aşăgı-

daki toplam eşitlĭgi săglanır:

A
(r)
n,F (x, y;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u) y

n−k. (3.8)

İspat. Eşitlikler (3.1) ve (2.11) den yararlanarak,
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!
=

1− u
etF − u

trextF E
yt
F

=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x;u)

tn

Fn!

∞∑
n=0

(−1)(
n
2)yn

tn

Fn!
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elde edilir. F -Cauchy çarpımından

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

A
(r)
k,F (x;u)

tk

Fk!
(−1)(

n−k
2 )yn−k

tn−k

Fn−k!

dır. Gerekli düzenlemelerden sonra

∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u) y

n−k

)
tn

Fn!

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte tn

Fn!
’in katsayılarıeşitlenirse,

A
(r)
n,F (x, y;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u) y

n−k,

elde edilir ve ispat biter.

Teorem 3.2 İki dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomları için aşăgı-

daki F -binom eşitlĭgi săglanır:

A
(r)
n,F (x, y;u) =

n∑
k=0

(
n

k

)
F

(x+ y)n−kF A
(r)
k,F (u) (3.9)

İspat. Eşitlik (3.1) den

∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!
=

1− u
etF − u

trextF E
yt
F

=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (u)

tn

Fn!

∞∑
n=0

(x+ y)nF
Fn!

tn,

elde edilir. Buradan

=
∞∑
n=0

n∑
k=0

A
(r)
k,F (u)

tk

Fk!

(x+ y)n−kF

Fn−k!
tn−k

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa

∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!
=

∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(
n

k

)
F

(x+ y)n−kF A
(r)
k,F (u)

)
tn

Fn!

bulunur. Yukarıdaki eşitlikte tn

Fn!
’in katsayılarıeşitlenirse,

A
(r)
n,F (x, y;u) =

n∑
k=0

(
n

k

)
F

(x+ y)n−kF A
(r)
k,F (u)

elde edilir. Dolayısıyla ispatımız tamamlanır.
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Teorem 3.3 İki dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomları için aşăgı-

daki eşitlik săglanır:

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x, y;u)z

n−k (3.10)

İspat. Eşitlik (3.1) de, x yerine x+ y alalım. Dolayısyla aşağıdaki ifade elde edilir.

∞∑
n=0

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u)

tn

Fn!
=
1− u
etF − u

tre
(x+y)F t
F Ezt

F .

Eşitlik (2.12) den faydalanırsak,

∞∑
n=0

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u)

tn

Fn!
=
1− u
etF − u

trextF E
yt
F E

zt
F

elde edilir. İki deği̧skenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomunun üreteç fonksiy-

onu ve eşitlik (2.11) den

∞∑
n=0

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u)

tn

Fn!
=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!

∞∑
n=0

(−1)(
n
2) z

n

Fn!
tn

elde edilir. Buradan
∞∑
n=0

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u)

tn

Fn!
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

A
(r)
k,F (x, y;u)

tk

Fk!
(−1)(

n−k
2 ) z

n−k

Fn−k!
tn−k

dır. Gerekli düzenlemeler yapılırsa

∞∑
n=0

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u)

tn

Fn!
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x, y;u)z

n−k

)
tn

Fn!

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte tn

Fn!
’in katsayılarıeşitlenirse,

A
(r)
n,F ((x+ y)F , z;u); =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x, y;u)z

n−k,

bulunur ve ispat biter.

Sonuç 3.1 Eşitlik (3.10) da, y = 1 alırsak, aşăgıdaki eşitlĭgi elde ederiz.

A
(r)
n,F ((x+ 1)F , z;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x, 1;u)z

n−k

Teorem 3.4 İki dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarıaşăgıdaki eşitlĭgi

săglarlar:

A
(r)
n,F (x, (y + z)F ;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u) (y + z)n−kF . (3.11)
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İspat. Eşitlik (3.1) de, y yerine y + z alınırsa
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, (y + z)F ;u)

tn

Fn!
=
1− u
etF − u

trextF E
(y+z)t
F

elde edilir. Eşitlik (2.11) den

=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x;u)

tn

Fn!

∞∑
n=0

(−1)(
n
2) (y + z)nF

Fn!
tn

ve F -Cauchy çarpımından yararlanırsak,

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

A
(r)
k,F (x;u)

tk

Fk!
(−1)(

n−k
2 ) (y + z)n−kF

Fn−k!
tn−k

elde edilir. Gerekli düzenlemelerden sonra
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, (y + z)F ;u)

tn

Fn!
=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u)(y + z)n−kF

)
tn

Fn!

elde edilir ve yukarıdaki eşitlikte tn

Fn!
’in katsayılarıeşitlenirse,

A
(r)
n,F (x, (y + z)F ;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u)(y + z)n−kF

elde edilir. Dolayısıyla ispatımız tamamlanır.

Sonuç 3.2 z = 1 için (3.11) eşitlĭgi;

A
(r)
n,F (x, (y + 1)F ;u) =

n∑
k=0

(−1)(
n−k
2 )
(
n

k

)
F

A
(r)
k,F (x;u) (y + 1)

n−k
F (3.12)

şeklindedir.

Teorem 3.5 İki dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarıaşăgıdaki türev

eşitlĭgini săglar:

Dx
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

}
= FnA

(r)
n−1,F (x, y;u). (3.13)

İspat. Eşitlik (2.14) ü kullanarak, her iki tarafın x e göre F -türevini alalım.

Dx
F

{ ∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!

}
= Dx

F

{
1− u
etF − u

trextF E
yt
F

}
∞∑
n=0

Dx
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

} tn

Fn!
=

1− u
etF − u

trextF E
yt
F t

=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!
t

=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn+1

Fn!
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elde ederiz. Son eşitlikten yola çıkarak

∞∑
n=0

Dx
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

} tn

Fn!
=

∞∑
n=0

A
(r)
n−1,F (x, y;u)

tn

Fn−1!

∞∑
n=0

Dx
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

} tn

Fn!
=

∞∑
n=0

Fn A
(r)
n−1,F (x, y;u)

tn

Fn!

dir. Yukarıdaki eşitlikte tn

Fn!
’in katsayılarıeşitlenirse,

Dx
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

}
= FnA

(r)
n−1,F (x, y;u)

elde edilir ve ispat biter.

Teorem 3.6 İki dĕgişkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarıaşăgıdaki türev

eşitlĭgini săglar:

Dy
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

}
= FnA

(r)
n−1,F (x,−y;u). (3.14)

İspat. Eşitlik (2.15) ten dolayı, Eşitlik (3.1) de her iki tarafın y deği̧skenine göre F -

türevini alalım. O halde

Dy
F

{ ∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x, y;u)

tn

Fn!

}
= Dy

F

{
1− u
etF − u

trextF E
yt
F

}
∞∑
n=0

Dy
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

} tn

Fn!
=

1− u
etF − u

trextF E
−yt
F t

=
∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x,−y;u)

tn

Fn!
t

=

∞∑
n=0

A
(r)
n,F (x,−y;u)

tn+1

Fn!

elde edilir. Buradan da
∞∑
n=0

Dy
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

} tn

Fn!
=

∞∑
n=0

A
(r)
n−1,F (x,−y;u)

tn

Fn−1!

∞∑
n=0

Dy
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

} tn

Fn!
=

∞∑
n=0

A
(r)
n−1,F (x,−y;u)Fn

tn

Fn!

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte tn

Fn!
’in katsayılarıeşitlenirse,

Dy
F

{
A
(r)
n,F (x, y;u)

}
= FnA

(r)
n−1,F (x,−y;u)

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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BÖLÜM 4

SONUÇ

Bu tez kapsamında, iki deği̧skenli Frobenius-Euler-Genocchi polinomları, Golden Cal-

culus çerçevesinde incelenmi̧s ve bu bağlamda iki deği̧skenli Frobenius-Euler-Genocchi-

Fibonacci polinomlarıtanımlanmı̧stır. Bu yeni tanım aracılı̆gıyla, literatürde mevcut bazı

çalı̧smalar genelleştirilmi̧s ve alana ili̧skin çeşitli yeni özellikler ortaya konulmuştur.

Ayrıca, ilerleyen çalı̧smalarda bu polinomların diğer özel sayıdizileri veya polinom aileleri

ile ili̧skilerinin araştırılması, yeni fonksiyonel denklemlerin geli̧stirilmesi ve matematiksel

fiziğe yönelik uygulamalarda kullanılmasıyönünde yapılacak çalı̧smaların, mevcut liter-

atüre önemli katkılar sağlayacağıöngörülmektedir.
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