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chapters are provided, thereby establishing the theoretical foundation of the study. In the third
chapter, the two-variable Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polynomials are defined, and
with the aid of their generating function, various summation formulas, derivative properties,
and certain identities are derived. In the fourth and final chapter, the results of the study are
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BOLUM 1

GIRIS

Fibonacci Sayilari, adini 13. yiizyilda yagsamis italyan matematikci Leonardo Fibonacci’den
almigtir. Leonardo Fibonacci’nin yasami hakkinda pek az bilgi bulunmakla birlikte,
genellikle yazdigi matematiksel eserler ve 1202 yilinda yayimladig: ilk kitabi Liber Abaci
ile tammmaktadir. Fibonacci, Kuzey Afrika’da ¢grendigi 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 rakamlarin
Avrupa’ya tanitmig ve bu say1 sisteminin Avrupa’da yayginlagmasina onciilitk etmistir.
Fibonacci’yi asil tanitan konu ise, tavsanlarin iiremesiyle ilgili meshur problemdir. Bu
problem su sekilde ifade edilir:

“Bir ¢ift tavsan her ay bir ¢ift yavru tavsan dogurursa ve her yeni tavsan ¢ifti dogumundan
iki ay sonra yavrulamaya baslarsa, bir ¢ift tavsandan bir yilin sonunda kag ¢ift tavsan elde
edilir?” Bu problemde tavsanlarin hi¢ 6lmedigi ve her dogan ciftin bir disi bir erkekten
olustugu kabul edilmektedir.

Ilk bakista bir matematik problemi gibi gériinmeyen bu durum, belirli bir mantikla

diisiiniildiigiinde asagidaki say1 dizisini verir:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ...

Bu dizinin kurali oldukca basittir: Ilk iki say1 disindaki her say1, kendisinden énce gelen
iki sayinin toplamidir. Bu say1 dizisine Fibonacci dizisi denir. Diziyi ilgi ¢ekici ve taninir
kilan cegitli matematiksel iligkiler vardir. Bunlardan en bilineni, her Fibonacci sayisinin
kendinden 6nceki sayiya boliinmesiyle elde edilen oranin giderek Altin Oran (yaklagik
1,6180339...) degerine yaklagmasidir [41].

Fibonacci sayilari’nin literatiirde bircok genellestirilmesi bulunmaktadir. Bunlardan en
onemlilerinden biri de 6zellikle Altin Oran kullanilarak yapilan bir analiz yéntemi olan
Golden Calculus’tur.

Polinomlar; matematik basta olmak iizere ekonomi, fizik, kimya, biyoloji, sayisal analiz,
miihendislik, bilgisayar programlama ve kriptoloji gibi bircok alanda matematiksel mod-

ellemeler yapmak ve sonuglara ulagsmak amaciyla kullanilan ¢cok énemli aracglardir. Poli-



nomlar genellikle birden fazla terimden olusur ve bu terimler say1, degisken ya da bunlarin
kombinasyonlarindan meydana gelir.

Matematikte bircok 6zel polinom tanimlanmais ve bu polinomlar {izerine caligmalar giiniimiizde
de devam etmektedir. Ozel polinomlarin ve say1 dizilerinin arastirilmasinda kullanilan
temel araclardan biri ise iirete¢ fonksiyonlaridir. Uretec fonksiyonlari; say1 problem-
lerinin ¢oziimiinde, olasilik ve istatistik gibi alanlarda da sik¢a kullanilir. Bunlar, be-
lirli bir diziyle iligkili siirekli fonksiyonlardir. Matematikte herhangi bir diziyle caligmak
¢ogu zaman siirekli bir fonksiyonla calismaktan daha zor oldugundan, say1 problemlerinin
¢oziimiinde tireteg fonksiyonlarinin kullanimi énemli kolaylik saglar.

Bu tez caligmasinda, Fibonacci sayilari, bazi ¢zel polinomlar, bu polinomlarin {ireteg
fonksiyonlar1 ve elde edilen 6zelliklerine yer verilmis; ayrica literatiirde var olan 6zel poli-
nomlar, Golden Calculus analiz yontemi kullanilarak yeniden tanmimlanmig ve gesitli 6zel-

likleri incelenmigtir.



BOLUM 2
ONBILGIiLER VE TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde, tez kapsaminda yararlanilan temel tanimlar, kavramlar ve bunlara iligkin
ozellikler sistematik bicimde sunulacaktir. Ilgili on bilgilerin ortaya konulmasinin ardin-
dan, sonraki boliimlerde tanimlanacak olan bazi 6zel tipteki polinom aileleri ve bu poli-

nomlara ait cesitli ozellikler ayrintili olarak incelenecektir.

2.1 FIBONACCI Dizisi

Fibonacci sayilari, matematikte ¢ok 6nemli bir yere sahip olan ve gegitli bilim alanlarinda
da kullanilan 6zel bir say1 dizisi olarak bilinmektedir. Fibonacci dizisi yalnizca matematik-
sel acidan degil, ayn1 zamanda dogadaki cesitli olusum ve diizenlerin incelenmesinde de
temel bir rol istlenmektedir. Dogada bircok yapinin geometrik diizeni Fibonacci sayilari
ile iligkilidir. Ozellikle aycicegi tohumlarinin spiral diizeninde, cam kozalagl pullarimin
diziliminde, yapraklarin givde etrafindaki konumlaniginda ve deniz kabuklarinin biiytime
oranlarinda Fibonacci sayilariin izleri gézlemlenmektedir. Bu nedenle s6z konusu dizi,
doganin yapisal organizasyonunun matematiksel bir ifadesi olarak degerlendirilmektedir.
Ayrica Fibonacci dizileri altin oran ile dogrudan baglantihidir. Ardigik iki Fibonacci
dizisinin oran1 n — oo i¢in altin orana yakinsar. Altin oran ise mimarlik, sanat, biyoloji
ve finans matematigi gibi farkl alanlarda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu nedenle Fibonacci
sayilarlt cogu zaman “doganin mikemmel sayilar” olarak nitelendirilmekte ve matem-

atiksel diizenin evrensel bir yansimasi olarak kabul edilmektedir.
Tanim 2.1 n > 2 tam saypse i¢in, Fo =0 ve Fy = 1 baslangi¢ kosullar: ile verilen
F,=F, 1+ F, (2.1)

rekiirans bagintisy ile tammh {F,}, ., dizisine Fibonacci dizisi denir [18]. Burada F,, n.

Fibonacci sayisidar.



Fibonacci dizisinin ilk birkag terimi;
FO :O,Fl == 1,F2 = 1,F3 :2,F4:3,F5 :5

bicimindedir.

Fibonacci dizisinin baz 6zellikleri agagida listelenmigtir [18, 40]:
e Fibonacci dizisinin ilk n teriminin toplami
i Fi=Fu2— 1,
i=1
e Fibonacci dizisinin tek terimlerinin toplami
i Fyi1 = Fap,
i=1

e Fibonacci dizisinin ¢ift terimlerinin toplami

> By =Py — 1,
=1

e [, n. Fibonacci sayisi olmak iizere
Z -Fz? = FnFn+17
i=1
dir.
e 1 > 1 tamsayisi i¢in
Fo1Fny — FZ = (_1>n

dir ve bu esitlik Cassini Formiilii olarak isimlendirilir [18, 22].

e Ayrica Fibonacci sayilar
F.,=(-1)""F,

ozelligini de saglar.



e Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi
?—r—-1=0

seklindedir. Bu karakteristik denklemin kokleri

1+v5 , 1-+5
2 B = 2

o =

dir. Burada a ~ 1,6180339... dir ve bu say1 altin oran olarak isimlendirilir. o ve

[ icin asagidaki esitlikler saglanir:

atB = 1,

a5l = V5

Tanim 2.2 Fibonacci dizisinin n. terimini veren Binet formdili

_ane
R =L 22

geklindedir [18].

Tanim 2.3 Fibonacci dizisi i¢in trete¢ fonksiyonu

C t
n=0

bicimindedir [18].

2.2 FIBONOMIYEL KATSAYILAR

katsayilara Fibonomiyel katsayilar denir ve agagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.4 {F,}, ., Fibonacci dizisi ve Fy! = 1 olmak iizere, F'-faktoriyel
Fol = FyFy \Fy ... Iy (2.4)

seklinde tanimlanar [19].



Ornek 2.1
Rl=1, i!=1, BI=KF =1, F3! = F3FF =2
seklindedir.

Tanim 2.5 F,, n. Fibonacci sayist olmak tizere Fibonomayel katsay

E,) 0<k
_ < k<
(n) = ¢ BdRL TR (2.5)
k) r 0, n <k

bi¢iminde tanamlaner [19].

Simdi Fibonomiyel katsayilar ile ilgili bir 6rnek verelim.

(4) B
0),  FlF!
(0, - s
1), BR

(0, - s
2),  RIF
(0, -
3),  FRF

N VU
4),  RIF 7

bicimindedir.

Fibonomiyel katsayilar, binomiyel katsayilar1 gibi simetri ¢zelligini saglarlar. Bu kat-

sayilarin baz1 ozellikleri agagida verilmistir.

0), ), o),
(Z>F N (nﬁk)F
00,067,



esitlikleri saglanir [15, 20, 27].

Bu kisimda, Sonlu Binom Teoremi’nin, Golden Calculus (Altin Analiz) yaklagimi ¢ergevesinde
elde edilen iki farkli tanimi sunulacaktir. S6z konusu tanimlar, klasik binom teoreminin
Altin Oran ile iligkilendirilerek genellestirilmesine olanak tanimakta ve Golden Calcu-

lus’un temel kavramlar: kullanilarak yapilandirilmaktadir.

Tanim 2.6 Binom formiilinin F- benzeri yani F'-Binomiyel

(z+ry)" = i (Z) Fx’“y”"“ (2.6)

k=0

seklinde tanimlanar [19].

Tanim 2.7 Binom formiiliiniin F- benzeri yani Golden Binomiyel agilima

= 0O () st 27

k=0
bigiminde tanwmludur [27, 28].

Ornek 2.3 Esitlik (2.6) dan = 3 almrsa,
3

(@+ry)’ = > (Z) F:B’“ys"“

k=0
_ (3 0,3-0 3 1,3-1 3 2 3.9 3 3, 3-3
= (o), (), () e () o
= o° 4 2y + 227y + 23

elde edilir.

Ornek 2.4 FEsitlik (2.7) de n = 3 almrsa,

ek = YO (3) st

_ (3) x0y3_0+(3) x1y3_1—(3) ayS2 <3> 3y33
0/ p 1) p 2)p 3)p

= ® 4+ 2y — 2%y — 2°
elde edilir.

Tanim 2.8 F'-tirev fonksiyonu, klasik tirev yaklasiminin Fibonacci dizisi temel alinarak

145

genellestirilmesiyle tanimlanmaktadir. o = %5 ve B = 1’2 olmak tizere herhangi bir

f fonksiyonunun F-tiirevi

5 (5(2)) = Dra(f(2)) =

dF{E

seklindedir [28].

flax) — f(Br)
(o =P

(2.8)



e Ozel olarak f(z) = 2" polinom fonksiyonunun F-tiirevi

dr

ny ol 2.
o) = B (29)

dir [19].

e ¢ bir sabit say1 olmak {izere
dp _ dp
dF—I(Cf(x)) = Cdp_xf(x)
dir [19].

Tanim 2.9 F'-istel fonksiyonlar asagidaki gibi iki farkly bicimde tanimbidir. Bunlar e,

ve B olmak iizere

e = i ;—n!, (2.10)
n=0""
ve
By = i(—l)(g) ;n!, (2.11)
n=0 "
geklinde tammlanwr [19, 27, 28].
e ['-iistel fonksiyonlar: arasinda
L EY, = @tvr (2.12)
ve
erel, = eEerFy) (2.13)
esitikleri saglanir [19, 27, 28].
e Ayrica F-iistel fonksiyonlarin F-tiirevleri
i—Fx(e?) = telf, (2.14)
d—F(E;E) =tE" (2.15)
drx

seklindedir [19, 27, 28].



2.3 CAUCHY CARPIMI VE F-CAUCHY CARPIMI

o0 n o0 n

t t
T 2.10 P(t) = n— ve R(t) = n— ki yakinsak kuvvet serisi olmak i
anim (1) Zp o ve (1) ZT ] Wi yakinsak kuvvet serisi olmak dzere

bu kuvvet serilerinin Cauchy ¢arpima

S(t) = (an |> (Z T”g) = Z (Z (Z)pkrn_k> i—n' (2.16)

seklinde tanimbidur [29, 30).

[e.9]

Tamim 2.11 Prp(t Z Dn,F Fn, ve Rp(t) = Z Tn, F}—:, ki yakinsak kuvvet serisi olmak

=0 n=0
tizere bu kuvvet semlemmn F-Cauchy ¢arpima

o0 (o, ¢] n tn
SF () PF (anFF'> (ZTnFF,> Z(k 0( >Fpk,F7°n—k,F> F_n'

n=0 n=0
(2.17)

bicimindedir [19].
2.4 BAZI OZEL POLINOMLAR VE ONLARIN OZELLIKLERI

Bu kisimda, Bernoulli, Euler, Genocchi, Frobenius-Euler, Frobenius-Genocchi, Frobenius-

Euler-Genocchi polinomlari ile onlarin Apostol tipli genellegtirmelerinden bahsedecegiz.

Tanim 2.12 n € Ny, ¢,z € R ve |t| < 27 olsun. B, (x) ile gosterilen Bernoulli polinom-
lar asagidaki direteg fonksiyonu ile tanvmbdur [4, 5, 9, 36].

TL

i (2.18)

n=0

Bernoulli polinomlarindan bazilar asagida verilmistir:

By(z) = 1

By (x) = x—%

By (z) = 91:2—:64—%

Bs(xz) = x?’—%ﬁ?%-g
By(x) = m4—2x3+x2—%
Bs(x) = x5_57x4+5?x3_%



Bernoulli polinomlar: i¢in ozel olarak x = 0 alinirsa tireteg fonksiyonu

olan Bernoulli sayilary elde edilir. Burada B,, = B,, (0) dur.

Tanim 2.13 n € Ny, t,x € R ve |[t| < 7 olsun. E, () ile gosterilen Fuler polinomlar:
asagrdaki tireteg fonksiyonu ile tanambdir [1, 10, 25, 26, 3/).

o n

2 =Y E, (2.19)
et +1 ’

n=0

FEuler polinomlarin birkag terimi:

E()(ZE) = 1

1
Ey(x) = z-3
Ey(z) = 2°—x

322 1
By(r) = 2% = =-+7
Ey(z) = 2* -2+ 2

5zt bx? 1
Bl = r@=% 5

bicimindedir. Euler polinomunda x = 0 alinairsa tirete¢ fonksiyonu
2 Lt
1 2 Enli
n=0

olan Euler sayilary elde edilir. Burada E,, = E,, (0) dur.

Tanim 2.14 n € Ny, t,z € R ve |t| < 7 olsun. G, (z) ile gosterilen Genocchi polinomlar:
asagidaki tireteg fonksiyonu ile tanambder [1, 10, 13, 25, 26, 34, 43].

tx ’fL

6t — => G (2.20)

n=0

Genocchi polinomlarin ilk birkac terims

Go(z) = 0

Gi(z) =1

Gy(x) = 2x—1

G3(r) = 323w
Gy(r) = 4a® — 622 +1,

10



bicimindedir. Genocchi polinomlarinda x = 0 alvmrsa trete¢ fonskiyonu

olan Genocchi saylar elde edilir. Burada G,, = G,, (0) dur.

n

Tanim 2.15 n € Ny, t,2 € R, A € C olmak tzere B (x; \) ile gosterilen cv. mertebeden

Apostol tipli Bernoulli polinomlarinin trete¢ fonksiyonu

(Aet — 1) ZB<a 1:A) (|t +logA| < 27) (2.21)
seklindedir [23, 24, 35, 37]. Burada hemen not edelim ki
o A =1 icin B (2;1) = B\ (z) seklinde ve iireteci

t ¢ rt S (o) "
(et—l) e _ZBH (l’)g

olan a. mertebeden Bernoulli polinomlari,

e v =0 icin B (0 A) = B (N\) seklinde ve tireteg fonksiyonu

() =m0

olan o.. mertebeden Apostol-Bernoulli sayilar,

e 2=0,a=1igin BY (A\) = B, (\) seklinde ve tireteci

olan Apostol-Bernoulli saylar,

elde edilir.

Tanim 2.16 n € Ny, t,z € R, A € C olmak tizere £ (x; \) ile gosterilen «v. mertebeden

Apostol tipli Euler polinomlarimin treteg fonksiyonu

(Aet — 1) Z B (|t +log A| < ) (2.22)

seklindedir [24, 35, 37]. Burada

11



o \=1icin B (z;1) = E () seklinde ve irete¢ fonskiyonu

2 ° xt = (a) "
<et+1) =2 F, @)

n=0

olan . mertebeden Euler polinomlar:,

o =0 icin ES (0;\) = EX (\) seklinde ve iiretee fonksiyonu

2 \" S tn
_ (@ () =
(Aet+1> =) B, ()\)n!

n=0

olan . mertebeden Apostol-Euler saylar,

e 1=0,a=1icin EY (A\) = E,, (\) seklinde ve tireteg fonksiyonu

2 > tn
— E -
et +1 nz% n () n!

olan Apostol-Euler saiilar,
elde edilir.

Tanim 2.17 n € Ny, t,z € R, A € C olmak tizere Gl (x; \) ile gosterilen cv. mertebeden

Apostol tipli Genocchi polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu
2 ae“t = iG(a) (:c)\)ﬁ (It +log \| < ) (2.23)
Aet +1 — " "l '

seklindedir [24, 35, 37, 43]. Burada

o \=1icin G (z;1) = G (z) seklinde ve iirete¢ fonksiyonu

2t “ xt = (a) "
<et+1) ‘ _;G” (@) 5

olan o.. mertebeden Genocchi polinomlars,

o =0 icin G (0;)) = G\ (\) seklinde ve tirete fonksiyonu

2t \Y t"
_ (@) (\) o
(Aet+1> =2 G ()\)n!

n=0

olan . mertebeden Apostol-Genocchi sayilari,
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e v =0,a=1 ic¢in el (A) = G (N) geklinde ve dreteg fonksiyonu

olan Apostol-Genocchi saylar,
elde edilir.

Tanim 2.18 n € Ny, t,2 € R ve u € C\ {1} olsun. Mertebesi k olan HP (z;u) ile
gosterilen Frobenius-Euler polinomlart asagidaki treteg fonksiyonu ile tanimbdur [6, 16,

33]

(61_“) ZH’“ Tiu) —. (2.24)

Frobenius-Fuler polinomunda k = 1, x = 0 alinirsa tireteci;

olan Frobenius-Fuler saylar: elde edilir. Yani H, (u) = H, (0;u) dur.

Tamim 2.19 n € Ny, t,2 € R ve u € C\ {1} olsun. GI (z;u) ile gésterilen Frobenius-

Genocchi polinomlary asagqudaki treteg fonksiyonu ile tanvmbidir [2, 42]
(1 — U xt F
t ZG x;u) (2.25)
Frobenius-Genocchi polinomlarinda x = 0 alinarsa, diretec fonksiyonu
Z Gy
olan Frobenius-Genocchi saylarma doniisiir. Burada GE (u) = GE (0;u) dar.

Tanim 2.20 n € Ny, t,z € R, u € C\ {1}, r > 0 olsun. A (x;u) ile gosterilen

Frobenius-Euler-Genocchi polinomlar: asagidaki treteg fonksiyonu ile tanimlidur [2]

(1 t’" ot ZA“" T u) (2.26)
Burada

AL (wu) = A (mu) = ... = A, (23 u) = (2.27)
seklindedir.

13



Frobenius-Euler-Genocchi polinomlarinda x = 0 alinirsa iireteg fonksiyonu
(1—w),, & gy "

bigiminde verilen Frobenius-FEuler-Genocchi sayilar: elde edilir. Yani,

A (u) = AT (0;u)

dur.

(2.26) esitliginde r = 0 alinirsa;
A (ziu) = H, (z;u) (2.29)

esitligi elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi polinomlar1 Frobenius-Euler

polinomlarina doniisiir.

o (2.28) esitliginde r = 0 alinirsa;

esitligi elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi sayilari1 Frobenius-Euler sayilarina
doniigtir.

e (2.26) esitliginde r = 1 alinirsa;
A (w;u) = G (x50) (2.30)

esitligi elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi polinomlar: Frobenius-Genocchi

polinomlarina doniisiir.

o (2.28) esitliginde r = 1 alinirsa;
AW (u) = GF (u) (2.31)

esitligi elde edilir. Yani Frobenius-Euler-Genocchi sayilar1 Frobenius-Genocchi

sayilarina dontisiir.

Tamm 2.21 n € Ny, ¢,z € R, u € C\ {1}, olmak dizere H\” (z;u; \) ile gdsterilen .

mertebeden Apostol tipli Frobenius-FEuler polinomlarimn tireteg fonksiyonu

1—u \" , = tn A
ot H(a) - z 1 _ 2.32
() =X moeant (<m(3)) 232

seklindedir [2, 7, 8, 17, 31, 32, 33]. Burada
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e =0 icin ae) (u; \) = ae) (0; u; A) seklinde ve iireteg fonksiyonu

1—u\" < tn
_ @ (e 3y L
()\et — u) nZ:O H, (w3 ) n!

olan a. mertebeden Apostol tipli Frobenius-Euler sayilar: elde edilir.

2.5 FIBONACCI TiPLi POLINOMLAR VE ONLARIN BAZI OZELLIiK-
LERI

Bu boliimde, bir 6nceki baglikta ele alinan bazi 6zel polinomlarin Fibonacci tipli versiy-
onlar1 ve bu polinomlara iligkin ¢esitli 6zellikler incelenecektir. Bu tanimlardan hareketle,

bir sonraki boliimde yeni bir Fibonacci tipli polinom ailesi tanimlanacaktir.

Tanim 2.22 n € Ny, t,x € R olmak tizere

F S pr ) (2.33)
= x) — .
el — 1 e " E,V

ile tamwmly BY (z) ile gésterilen polinomlara Bernoulli-Fibonacci polinomlar: denir [27].

Ornek 2.5 Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin birkac terimi asagidaki gibidir.

1
Bf () = 2* -2+,

2
1
Bi (z) = x3—2x2+x—§,
3
Bl (z) = x4—3x3+3x2—x+ﬁ,
15 3 )
B (z) = x5—5w4+?x3—5m2—§x+§.
Fsitlik (2.33) de x = 0 alinarsa,
t N
=Y Bl — 2.34
et —1 ; " F,! (2:34)

tireteg fonksiyonu ile tanymlanan Bernoulli-Fibonacci saylar elde edilir.  Yani BEY =

BE(0) dur.
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Tanim 2.23 n € Ny, t,xz € R, olmak 1izere

2 NS g () (2.35)
= T) — .
el 41 e " E,

iireteg fonskiyonu ile tammh EX (x) ile gdsterilen polinomlara Euler-Fibonacci polinomlar

denir [20, 21, 38].

Euler-Fibonacci polinomlarindan bazilari asagidaki bicimdedir.

By (x) = 1,

B (@) = o-3,

B@) = -2

B @) = @ -S4,

Ef (z) = 3:4—5333—%;332—%964—2,

Ef (z) = x5—gx4—1z5x3—§x2+%x—§.

FEuler-Fibonacci polinomlarinda z = 0 alinirsa, iireteg fonksiyonu

6F+1 Z "F" (2.36)

olan Euler-Fibonacci sayilar elde edilir. Yani E" = E (0) dur.

Tanim 2.24 n € Ny, t,z € R, a,A € C\{1} olmak dizere B,(La} (x; \) ile gosterilen

genellestirilmis Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlarinin treteg fonksiyonu

t\° @ (
()\e}—l) et —ZBHF ; A)Fl (2.37)

seklindedir [12, 14] . Burada hemen not edelim ki

o Esitlik (2.37) da o =1, igin B ) (x A) = By, r (x; A) seklinde ve iireteg fonskiyonu

xt
tep

o0 tn
= Bn a)‘ FnRE
el — 1 7; Gy

olan Apostol Bernoulli-Fibonacci polinomlar: elde edilir.

o Esitlik (2.37) da o = 1 ve © = 0 i¢in, B, r (0;\) = B, r ()\) seklinde ve iireteg

fonksiyonu

/\eF _ZBnF F‘a

olan Apostol Bernoulli-Fibonacci sayilar1 elde edilir.
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Tanim 2.25 n € Ny, t,2 € R, a,\ € C\ {1} olmak tzere E (x A) ile gosterilen

genellestirilmis Apostol Fuler-Fibonacci polinomlarimn tireteg fonkszyonu

2\ o N @ gy
seklindedir [12, 14]. Burada
e Esitlik (2.38) de a = 1 igin, Efll} (x;A) = E, r (x; ) seklinde ve iireteg fonskiyonu

2e%! iE (2: 1) t"
= n Z; T
A +1 - =" F,!

olan Apostol Euler-Fibonacci polinomlar: elde edilir.

o Esitlik (2.38) de @ = 1 ve x = 0 almursa, E, g (0;\) = E, p (\) seklinde ve tireteg

fonksiyonu

)\eF—i-l Z

n=0

7’l
TL‘

olan Apostol Euler-Fibonacci sayilar: elde edilir.

Tanim 2.26 n € Ny, t,x € R, o, A € C\ {1} olmak dizere G;Laf)w (x; ) ile gosterilen

genellestirilmis Apostol Genocchi-Fibonacci polinomlarinin tirete¢ fonksiyonu

(A;H) eF—ZGO‘ o (2.39)

seklindedir [3, 11, 14]. Burada

o Esitlik (2.39) de a = 1 igin, GS}, (2;X) = Gy (23 \) seklinde ve iireteg fonksiyonu

2tel > tn
_&tF G, ) —
ek + 1 nz; # (TN

olan Apostol Genocchi-Fibonacci polinomlar elde edilir.

e Esitlik (2.39) de o = 1 ve & = 0 alwrsa, G, - (0;A) = G, r (A) seklinde ve tireteg

fonksiyonu

/\eF—i-l Z

n=0

'n

olan Apostol Genocchi-Fibonacci sayilar: elde edilir.
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Tanim 2.27 n € Ny, t,x € R, a,u € C\ {1} olmak iizere HT(LO% (x;u) ile gosterilen

genellestirilmis F-Frobenius-FEuler polinomlariman reteg fonksiyonu

(A=2) e = w4y (2.40)

t
ep — U

seklindedir [39]. Burada

e o = 1 igin Hflll)p (x;u) = H, r(x;u), Frobenius-Euler-Fibonacci polinomlar: elde

edilir.

e a=1vex=0ign HT(LIZ)J (0;u) = H, r (u), Frobenius-Euler-Fibonacci sayilar1 elde

edilir.
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BOLUM 3

iKi DEGISKENLi FROBENiUS-EULER-GENOCCHI-FIBONACCi
POLINOMLARI VE ONLARIN OZELLIKLERI

Bu boliimde bir onceki boliimde ele aldigimiz temel tamim ve 6zelliklerden yararlanarak,
iki degigkenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarini1 tanimlayacagiz. Bu poli-
nomlar i¢in, onlarin iirete¢ fonskiyonlar1 yardimiyla bu polinomlar: igeren bazi tzellikler

verecegiz.

3.1 IKi DEGISKENLi FROBENiUS-EULER-GENOCCHI-FIBONACCi POLi-
NOMLARI

Tanmim 3.1 n € Ny, t,2 € R, u € C\ {1}, r > 0 olsun. AOF(:r y;u) = Agt}(x,y;u) =
- = AY_)LF (z,y;u) = 0 baglangi¢ sartlary ile tanimis, AELF (x,y;u) ile gosterilen iki

degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlarimin dreteg fonksiyonu

l—uw . . "
etF_ t tE%‘t _ZATLF T, Y; )F_'n" (31)

n=0

biciminde tanimlanar.

Bu polinomlarin baz ¢zel durumlar agagida verilmistir.
e Esitlik (3.1) de y = 0 alinirsa,

1—u
—t'en ot AT) 2
ST R 32

eF

ile tanimh Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomu elde edilir. Yani Ag% (x;u) =

Aq(f)F(x, 0;u) dir.
o Esitlik (3.1) de z = y = 0 alinirsa,

1_“ 7" ZA (3.3)
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ile tanimh Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci sayisi elde edilir. Yani Amp(u) =

AE;};(0,0;U) dur.
o Esitlik (3.1) de u = —1, y = 0, r = 0 segilirse,

26"}‘3? P tn
Z EF F oL (3.4)

ile tanimh Euler-Fibonacci polinomu elde edilir. Burada Agzp(m, 0;—1) = EF (x)

dir.
o Esitlik (3.1) de u = —1,7 = 0 ve x = y = 0 aliirsa, polinom na déniigiir ve iireteg
fonksiyonu
5 grt 3.5
n=0

ile tamimh Euler-Fibonacci sayisi elde edilir. Yani Agf;—, (0,0; —1) = EF dir.
o Egsitlik (3.1) de u = —1 ve r = 1 alinirsa,

2t
U EY = ZGF T,y —1)F i (3.6)

—F F —
F+1 n=0

ile tanimli iki degigskenli Genocchi-Fibonacci polinomu elde edilir.

o Esitlik (3.1) deu = —1,7r =1 ve x = y = 0 alinirsa,

2t = tn
. ngn (0,05 _1)F_n!7 (3.7)

ile tamimli Genocchi-Fibonacci sayis1 elde edilir.

Teorem 3.1 [ki dejiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlar: icin asaj-
daki toplam egitligi saglanr:
r - n=k) (T r n—
A0 = 00 () ATk (35)
k=0 F

Ispat. Esitlikler (3.1) ve (2.11) den yararlanarak,

tn . 1— r xt yt
ZA (z,y;u F‘ = - ut o
oo t” o0 N . tn
= ZAq(z)F(x,U)T Z(—l)(2)y il
n=0 n=0



elde edilir. F-Cauchy ¢arpimindan

— '
n=0 k=0 1! Fr_y

dir. Gerekli diizenlemelerden sonra

- T tn > i n—k n r . tn

> Ay =2 (kz<_1>< 2 >(k> AL () ) -

n= n—= =0

elde edilir. Yukaridaki esitlikte %’in katsayilari esitlenirse,

T . n—k n r n—
A i) = 00 (1) A i o
F

k=0

elde edilir ve ispat biter. m

Teorem 3.2 Iki degiskenli Frobenius-FEuler-Genocchi-Fibonacci polinomlar: icin asagi-

daki F-binom esitligi saglanr:
T & n n— T
A0 =3(}) @+t A0 (39)
k=0 F

Ispat. Esitlik (3.1) den

[e.e]

tn l—u r at t
ZA (x,y;u F' = e%_uteFElyF
o0 e YR,
= ZAnF(“)jz A
n=0 n=0

elde edilir. Buradan
N TA Y ek
=2 D Air —t”
|
— Fo k!
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
IEEVRICEDY i D) Grort )
n,F Y Y U n! <\ 4 L h Yk k,F Fn'
n= =0

bulunur. Yukaridaki e§1thkte 'in katsayilar1 esitlenirse,

n

T n n— T
A (e, ysu) = (k) ()5 Alp(w)
F

k=0

elde edilir. Dolayisiyla ispatimiz tamamlanir. m

21



Teorem 3.3 Iki dejiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlar: icin asaj-
daki egitlik saglanar:
r n n—k n r n—
A4z = 00 (1) A (3.10)
k=0 F

Ispat. Esitlik (3.1) de, = yerine 2 4 y alalim. Dolayisyla asagidaki ifade elde edilir.

o0

" 1—u
AV (@ + y)p zu) = = el ort pat
nz_% o F E) e.—u ¥

Esitlik (2.12) den faydalanirsak,

tn ]__u t
tremtEyEzt
t F~F~F
F' el —u

S AT (@ + )50

n=0
elde edilir. Iki degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomunun iiretec fonksiy-

onu ve egitlik (2.11) den

n e . tn £9 2" .
ZA (z+y)p, 2 u)Fn! :;A;}(x,y;u)F—n! ;(—1)(2)F—n!t
elde edilir. Buradan

tn S n ., tk I znfk -
S Ak i = 33 A f O 2

n=0 k=0

dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
fe’e) . n 0o n . n . . 4
> AL =) gy = 2 <k2<—1>< () Atk ) =
n= n—= =0

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte %’in katsayilar1 esitlenirse,

r " n—k n r n—
A 4w zi= Y00 (]) At
F

k=0

bulunur ve ispat biter. m

Sonug 3.1 Egitlik (3.10) da, y = 1 alwrsak, asagidaki esitligi elde ederiz.

A4 Dpzio) = Y00 (1) ALk g
F

k=0

Teorem 3.4 Iki degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlar: asajidaki esitligi

saglarlar:

Al ) = S (Y A nk 511

wE(@, (Y +2) ) = (<1) i) Arr(ziu) (y+2)F (3.11)
F



Ispat. Esitlik (3.1) de, y yerine y + 2z almirsa

" 1 —u r z
ZA T, (Y +2)p; )ert —ut tE(y+)
n F

elde edilir. Esitlik (2.11) den

ve F' —Cauchy garplmmdan yararlanirsak,

ZZAkF ;) (—1)(n2k)%tn—k

n=0 k=0

elde edilir. Gerekli diizenlemelerden sonra
Ay niy (M . e) "
> bt 0+ iy = <;<_1)< (3) Ak ) -
n= =0
elde edilir ve yukaridaki e31thkte 'in katsayilar: egitlenirse,

ALy ( (4 2)piw) = Y (=D(F) @ A+ 25

k=0

elde edilir. Dolayisiyla ispatimiz tamamlanir. m

Sonug 3.2 z =1 i¢in (3.11) esitligi;

r " n—=k n r n—
Ao+ D) = S0 (1) AL i) 03 (3.12)
k=0 F
seklindedir.

Teorem 3.5 Iki degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlar: asagidaki tirev

esitligini saglar:
D5 {A(T) (x,y;u )} = FnAEQLF(a:,y;u). (3.13)

Ispat. Esitlik (2.14) i kullanarak, her iki tarafin o e gore F-tiirevini alalim.

& 1—u
Dj, A = Df t'ef By
(St} - o {f=tra)

- tn 1—
S i {Alk @y} = e Byt
s o E,! el —
t’n
= E A T,y u Fn!t

o0 tn+1

:ZA (x,y;u F_n'
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elde ederiz. Son esitlikten yola ¢ikarak

0.9}

ZDF{ASF@: v}y = AL e

n=0
ZDm {AgF(g; yiu )} ;n‘ ZF AY (g );:!

dir. Yukaridaki e§1thkte 'in katsayilar1 egitlenirse,

Dy {A%(w, Y; U)} = FnAle,F(w, y; u)
elde edilir ve ispat biter. m

Teorem 3.6 Iki degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-Fibonacci polinomlar: asagidaki tiirev

egitligini saglar:
DY { ATy (v, ys0) } = FuAL), o, —ys ). (3.14)

Ispat. Esitlik (2.15) ten dolay1, Esitlik (3.1) de her iki tarafin y degiskenine gore F-

tiirevini alalim. O halde

l—uw , .
{ZA”ny’ E,! } - D%{e%—ut eFtEly;}
1-—
5 Dy{ rlz,yu } - tr "En vty

€p —

r "
= Z Afl}(a:, —; u)F—n't
n=0
o thrl

n=0

elde edilir. Buradan da

> . t" "

ZDy {Afsz(x Y u )} }in‘ = ZA” e )Fn;_:,

elde edilir. Yukaridaki esmhkte +in katsayilar: esitlenirse,

Dp {Afﬁw(w,y; U)} = FnAirll,F(fE, —y;u)

elde edilir ve ispat tamamlanir. m
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BOLUM 4

SONUC

Bu tez kapsaminda, iki degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi polinomlari, Golden Cal-
culus gercevesinde incelenmis ve bu baglamda iki degiskenli Frobenius-Euler-Genocchi-
Fibonacci polinomlar: tanimlanmigtir. Bu yeni tanim araciligiyla, literatiirde mevcut bazi
caligmalar genellestirilmis ve alana iligkin gesitli yeni 6zellikler ortaya konulmusgtur.

Ayrica, ilerleyen ¢aligmalarda bu polinomlarin diger 6zel say1 dizileri veya polinom aileleri
ile iligkilerinin arastirilmasi, yeni fonksiyonel denklemlerin gelistirilmesi ve matematiksel
fizige yonelik uygulamalarda kullanilmasi yoniinde yapilacak galismalarin, mevcut liter-

atiire onemli katkilar saglayacag1 ongoriilmektedir.
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