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OZET

YAKIN KUMELERIN TOPOLOJIK YAPILARI

SULEYMAN SARIKAYA

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dal
Damisman: Dog. Dr. Serkan ATMACA
2022, 43+x sayfa

Belirsizlik i¢eren kiime teorilerinden baslica iki tanesini tanitmay1 amaclayan bu
tez iki ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, belirsizliklerin incelenmesinde 6nemli bir kilometre tasi olan
kaba kiimeler ve ozellikleri tanitilmistir. 3 alt boliimden olusan ikinci boliimde ise
birinci alt boliimde kaba kiime teorisinin bir genellemesi olan yakin kiimeler ve
ozellikleri tanmitilmistir. ikinci alt boliimde ise r-yakin topolojik uzaylar ve temel
kavramlar1 tamitilmistir. Tezin orijinal kismi olan ii¢lincii alt boliimde ise r-yakin taban
ve r-yakin alt uzaylara giris yapilmis temel 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Kaba Kiimeler, Yakin Kiimeler, r-Yakin Topolojik Uzaylar
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ABSTRACT

TOPOLOGICAL STRUCTURES OF NEAR SETS
SULEYMAN SARIKAYA

Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof.Dr. Serkan ATMACA
2022, 43+x pages
This thesis, which aims to introduce two of the main uncertainty-containing set theories,

consists of two main parts.

In the first chapter, rough sets and their properties, which are an important milestone in
the study of uncertainties, are introduced. In the second part, which consists of 3
subsections, close sets, which are a generalization of rough set theory, and their
properties are introduced in the first subsection. In the second subsection, r-near
topological spaces and their basic concepts are introduced. In the third subsection,
which is the original part of the thesis, the basic properties of r-near base and r-close

subspaces are examined.

Key Words: Rough Sets, Near Sets, r-Near Topological Spaces.
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1. GIRIS

Kiime teorisi Matematigin en karmagik alanlarindan bir tanesidir. Bunun nedeni
kiime kavraminin kesin bir taniminin verilememesidir. Giintimiizde kullanilan mod-
ern kiime teorisi George Cantor tarafindan 6ne siiriilmiistiir. Fakat bu teoride yine
kiime kavraminin muglakligini agsamamigtir. Cantor teorinin bu aksakliklarinin ak-
siyomlarla giderilmesi fikrini savunarak birgok aksiyomla teorinin eksik alanlarini
aciklamaya calismustir. Ote yandan kiime teorisi, tiim matematik icin temeldir ve
matematik, tiim matematiksel kavramlarin kesin olmasini gerektirir. Bu nedenle
klasik kiime teoride kiime kavramina ait tek bilgimiz kiimenin elemanlarinin kesin-

ligidir. Yani bir eleman kiimeye ya aittir ya da degildir.

Kiime kavraminin kesinligine ragmen etrafimiz belirsiz verilerle doludur. Ornegin
dil bilimsel veriler kisiye, zamana ve mekéna gore degisiklik gosterebilir. Bu nedenle
hammaddesi dilbilimsel veriler olan bilgisayar bilimleri, ekonomi, miihendislik ve
benzeri bircok bilim alaninda klasik kiime teorisinin basarili bir bicimde uygulan-
mas1 miimkiin degildir. Bununla beraber bu gereksinim dogrultusunda 20. yiizyilin
ortalarinda klasik kiime teoriyi temel alan belirsizlik iceren kiime teorileri ortaya
¢ikmaya baglamistir. Bunlardan en popiiler olan ikisi kuskusuz bulanik kiimeler
ve kaba kiimelerdir. Bu teoriler belirsizligi modellemek igin klasik kiime teorisinin
genellemeleridir. Bulanik kiimeler 1965’te Lotfi Zadeh tarafindan ortaya atilmigtir.
Bulanik kiimeler klasik kiime taniminda kullanilan kesin iiyeligin aksine, kiimenin
elemanlarina kiimeye ait olma derecesi vererek tanimlanir. Burada bu derece 0 ve
1 araliginda bir sayidir. Ote yandan 1982’de Z. Pawlak tarafindan tanitilan kaba
kiime teorisi, belirsizligi iiyelik yoluyla degil, bir kiimenin simir bolgesini kullanarak
ifade eder. Burada simir bolgesi kiimeyi tam olarak anlamak icin yeterli bir aractir.
Bir kiimenin sinir bolgesi bossa, kiime kaba olmayandir, aksi takdirde kiime kabadir
(kesin degildir). Bulamk kiimeler ve Kaba kiimeler, klasik kiime teorisine bir al-
ternatif degildir. Aksine icerisinde kiime kavramini bulundururlar. Dolayisiyla bu
teorilerden klasik kiime teorisini temel alan belirsizlikleri modelleyen yeni araclar

olarak bahsetmek daha dogru bir yaklagimdir.
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Kaba kiime teoride ayni bilgi ile karakterize edilen nesneler ayirt edilemez
olarak tamimlanir. Bu sekilde olusturulan ayirt edilemezlik bagintisi, kaba kiime
teorisinin matematiksel temelini tegkil eder. Ayrica bu bagint1 bir denklik bagin-
tisidir ve evreni denklik siniflarina ayirir. Pawlak’ in kaba kiimelerinde denklik
siniflari, alt ve iist yaklagimlarin insasi i¢in yapi taglaridir. Alt yaklagim, kesinlikle
kiimeye ait olan tiim nesnelerden olusur. Yani kiimenin alt kiimesi olan tiim denklik
siiflarmim birlesimidir. Ust yaklasim, kiimeye ait olabilecek tiim nesneleri icerir.
Yani, kiime ile bog olmayan bir kesigimi olan tiim denklik simiflarinin birlegimidir.
Boylece kaba kiimelerin ¢zellikleri, boliim kiimeleri veya denklik simiflar1 araciligiyla
incelenebilir. Ust ve alt yaklasim arasindaki fark, kaba kiimelerin smir bolgesini
olugturur. Bu yaklagimlar, kaba kiime teorisinin temel kavramlaridir.

Kaba kiime teorisi, gelisimine ve uygulamalarina esas olarak katkida bulu-
nan bir¢ok arastirmaci ve uygulamacinin diinya capinda dikkatini ¢cekmistir. Kaba
kiime teorisi, diger bircok teori ile ortiigmektedir. Dolayisiyla kaba kiime teorisi
bagli bagina bagimsiz bir disiplin olarak kabul edilebilir. Pratik acidan bakildiginda,
kaba kiime teorisi, yapay zeki ve biligsel bilimler, makine ¢grenimi, akilli sistem-
ler, tiimevarimsal akil yiiriitme, oriintii tanmima, goriintii igleme, sinyal analizi, bilgi
kesfi, karar analizi gibi bir¢cok alanda uygulama bulmusgtur. Veri analizinde kaba
kiime teorisinin temel avantaji, istatistikteki olasilik dagilimlari, Dempster-Shafer
teorisindeki temel olasilik atamalari, bir tiyelik derecesi veya bulanik kiimedeki
olasilik degeri gibi veriler hakkinda herhangi bir 6n veya ek bilgiye ihtiyac duy-
mamasidir.

J.F. Peters ve Z. Pawlak tarafindan 2002 yilinda yazilan “Ne Kadar Yakin”
baglikli bir siirden ilham alinarak nesnelerin yakinhginin algilanmasi tizerinde calis-
maya bagladilar. Siirin temasi, insanin yakinlk algisi, kar tanelerinin agaclara yakin-
lig1 ve buz sarkitlarinin zemine yakinligi gibi goriintiileri aktarmasidir.

Ne kadar yakin;

Bir agacin kabuguna siiriiklenen kar taneleri ne kadar yakin,

Kisin gokyiiziinden asag1 dogru hafif hafif ve donerek mi?

Buz sarkitlar yere ne kadar yakin,

Pencere kenarlarinda birikintiler yavagca mi1 olusuyor?
2



Bazen baz1 agaclarin karla kaplh dallar1 sarkar,

Bazilar1 yere yakin,

Bazilar1 zaman zaman riizgarda sallanir,

Bazilar1 kar yagarken neredeyse birbirine degiyor,

Bazilar1 bale danscilarinin uzuvlarina benzeyen sekillerle,

Bazilar1 kar yagis1 ve riizgardan korunan piiriizlii kenarlara sahiptir,

ve daha sonra,

Bir sekilde,

Sabah giinesinde yeniden dogar.

Ne kadar yakin...

7. Pawlak ve J.F. Peters,
Bahar, 2002

Yakinlik, giinliik hayatimizda iglev gormemizi saglayan sezgisel bir kavramdir.
Giinliik konugmalarimizda ¢evremizdeki gseylerin yakinligini 6zetlemek i¢in pek ¢ok
zarflar ve sifatlar kullaniriz. Ornegin; "senin kadar zayift1" veya "bu arabalar bir-
birine benziyor" gibi ifadeler ayni1 olmayan nesnelere benzetmeler yapma sikligimizi
gosterir ve bazi ortak ozellikleri verir. Dolayisiyla yakinlik kavrami ile giinliik hay-
atimizin bircok alaninda sikga karsgilagiriz. 2007 yilinda Peters belirsizliklerin ince-
lenmesinde yeni bir teori olan yakin kiime teorisini "Near sets. Special theory about
nearness of objects" isimli makalesinde tamitmistir. Peters, bu makalesinde nes-
nelerin yakinligin1 ve dolayisiyla nesnelerin mevcut bilgilerine gore evrensel kiimeyi
siniflandirmanin nesnelerin 6zelliklerine bagl oldugu fikrini ileri siirmiigtiir. Bu
teoride indirgenemezlik bagintisi, kaba kiimelerdeki herhangi bir denklik bagintisi
ile degil nesne ozelliklerini veren fonksiyonlarin her bir alt kiimesinin olusturdugu
denklik bagintilar1 yardimiyla kurulur. Yakin kiimelerde bulunan yakinlik, kaba
kiimelerdeki eglikten ziyade nesnelerin ortak ozelliklerini nitelemektir. Bu ortak
ozellik sayis1 ne kadar fazla ise nesneler birbirine o kadar yakindir.

Yakin kiimeler matematik, bilgisayar bilimleri ve miihendislik gibi birgok
bilim alaninin c¢esitli dallarinda bilim adamlar1 tarafindan calisilmig ve genis bir
calisma yelpazesine sahip olmustur. Yakin kiime teorisinin uygulamasinin diger

ornekleri sunlar1 igerir: otomatik bir yiiz 6zelligi ¢cikarma isleminde 6zelliklerin be-
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lirlenmesi, goriintiilii yazigma, uyarlanabilir 6grenme, etoogramlar ve son olarak
goriintii morfolojisi ve segmentasyon degerlendirmesi.

Belirsizlikler tizerine iki 6nemli teori olan kaba kiimeler ve yakin kiimeler iiz-
erine olan bu tez iki ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kaba kiime teorisi
ile ilgili temel tanmimlamalar ve ¢rnekler verilerek, bu teorinin temel 6zellikleri teo-
rem ve orneklerle aciklanmaya calisilacaktir. Uc alt boliimden olusan ikinci boliimiin
birinci alt boliimiinde yakin kiimelerin temel tanim ve 6rnekleri tanitilmistir. Ikinci
alt boliimde ise r-yakin topolojik uzaylar ve bu kavramin sagladigi temel 6zellikler
verilmistir. Son olarak tezin orijinal kismi olan ti¢iincii alt boliimde ise r-yakin alt
uzay ve r-yakin taban kavramlari tanimlanarak bu kavramlarin sagladigi 6zellikler

ornek ve teoremlerle agiklanmaya caligilmigtar.



2. KABA KUMELER

Belirsizliklerin incelemesinde énemli bir arag olan kaba kiime teorisi Pawlak tarafin-
dan 1982 yilinda tanimlanmigtir. Bu teori bilgi sistemlerindeki kararsiz ve belirsiz
verilerin anlagilmasi i¢cin matematiksel bir arag olarak ortaya atilmistir. Dolayisiyla
veri madenciligi, makine 6grenimi, Oriintii tanima, goriintii igleme, tibbi olaylar
gibi bircok bilim ve miihendislik alaninda uygulanmistir. Kaba kiimeler alt ve iist
yaklagimlar olarak adlandirilan temel yaklasimlar ile tanimlanir. Bu yaklagimlar
indirgenemezlik bagintisi olarak adlandirilan bir denklik bagintisi yardimiyla elde
edilir. Alt yaklagim kiimenin alt kiimesi olan denklik siniflarinin birlegimi iken iist
yaklagim kiime ile arakesiti bostan farkli olan denklik siniflarinin birlesimidir. Kaba
kiimeler hakkinda detayli bilgi i¢cin Simdi bu teorinin temel tanim ve ¢rneklerinden

bahsedelim.

Tanmim 2.0.1 X nesnelerin bostan farkly bir kiimesi, A C X wve R, X tizerinde

bir denklik bagintisy olsun. Bu durumda A kimesinin alt, st ve sinwr yaklasimlar

siraswyla;
R‘(A):{:EEX:[x]CA}:[x
Ry(A) ={zr e X :[z]NA# T}
BNa(A) = RA(A) — Ry(A)

Y 1]

U [z]
[z]NA#D
bigiminde tanamlanyr. Burada [x], x elemanmin R bagintisina gore denklik sinifina

gostermektedir(Pawlak, 1982).

1
R“" S R -
I |
X Re(X) = X = I*X)
1.png | | | |

bt



Tanmim 2.0.2 X nesnelerin bostan farkl bir kiimesi, A C X wve R, X tizerinde
bir denklik bagintisy olsun. Bu durumda A kiimesinin pozitif ve negatif yaklasimlar
siraswyla;

POSR(A) = Ry(A)

NEGgr(A) = X — R*(A)
bigiminde tanimlanir(Pawlak, 1982).

Ornek 2.0.1 X = {a,b,c,d,e, f} ve X iizerinde R = {(a, a), (b,b), (b, c), (b,d), (c,b),
(¢,¢),(c,d),(d,b),(d,c),(d,d),(ee), (e f),(f,e),(f, )} denklik bagintisi verilsin. Buna
gore R nin denklik sinaflar asagudaki gibidir.

la] = {a}

[b] = [c] = [d] = {b, ¢, d}

le] = [f] = {e, }
A={ce, [} C X kiimesi i¢in

R* (X) ={b,c,d,e, f}

Ry (X) = {e, [}

BNg(X) = RYX) — Ry(X) = {b,c,d}

bicimindedir.

Ornek 2.0.2 X = {1, 9, 3, T4, x5, T, T7, Tg, Tg, T10} nesnelerin bir kimesi, ' =
{a1,as,a3} niteliklerin kimesi ve V,, = {1,2,3}, Vo, = {1,2}, Vo, = {1,2,3,4}
kiimeleri de her bir niteligin aldige degerlerin kiimelerini gostersin. Yukarida verilen

10 nesnenin sahip oldugu nitelikleri bir matris formunda asagidaki gibi verelim.



X |ay|as| as
1 |2 |1 |8
T | 3|2 |1
x3 |2 |1 |8
e |2 |2 |8
x5 |1 |1 |4
ze | 1 |1 |2
zr | 3|2 |1
xg |1 |1 |4
9 |2 |1 |3
T | 3 |2 | 1

yukaridaki sekilde verilen verilere gore [x;], x; elemanwmn denklik sinafine gostermek

tzere [x;) = {x; : xj,x; ile aym degerlere sahip, 1 <1i <10 ve 1 < j <10} seklinde

tamamlansin. Buna gore

[71] = [ws] = [m9] = {@1, 23,70}
[w2] = [z7] = [310] = {@2, 27, 210}
[w4] = {z4}

5] = [ws] = {5, xs}

[6]

denklik sinaflary bicimindedir. X in A = {1, x3, x4, T5, 9} alt kiimesi i¢in

RA(A) = {xb T3, Ty, Ts5,Tg, 379}

Ry(A) = {1, 23, 74,79}
BNR(A) = {$5,$8}

bigimindedir(Aktas ve Cagman, 2005).

Tamim 2.0.3 X nesnelerin bostan farkl bir kimesi, A C X, R, X dtzerinde bir

denklik bagintiss ve U C X/R olsun. Bu durumda A = Upeylz] ise A ya kaba

olmayan kiime denir.

X deki R bagintisina gore kaba olmayan biitiin kiimelerin ailesi RX ile gos-

terilir(Bonikowski, 1992).




Sonug 2.0.1 X nesnelerin bostan farkl bir kiimesi, A C X ve R, X dizerinde bir
denklik bagintise olsun. Bu durumda asagidakiler denktir(Bonikowski, 1992).

(i) A e RX

(ii)) A = R*(A)

(111)) A= Ry(A)

Ornek 2.0.3 X = {a,b,c,d} ve X tizerinde R = {(a,qa), (b,b), (b, ¢), (c,b), (¢, c), (d,d)}
denklik bagintisy verilsin. Buna gore R nin denklik siniflar asagidaki gibidar.

la] = {a}

[b] = [c] = {b, ¢}

[d] = {d}
A ={b,c,d} C X kiimesi i¢in
R* (X) ={b,c,d}
Ry (X) = {b,c,d}
BNp(X) = RY(X) = By(X) = @

X
X
bicimindedir. Bu durumda A kiimesi kaba olmayan kiimeye bir érnektir.

Teorem 2.0.1 X nesnelerin bir kiimesi, A, B C X ve R, X fdizerinde bir denk-
lik bagintisy olsun. Buna gore asagudakiler dogrudur(Pawlak, 1982 ve Bonikowski,
1992).

(i) Ry(A) C AC R*(A)

(ii)) Ry(X) =R*(X)=X

(i1i) Ry(@) = R*(@) = @

(iv) R*(AU B) = R*(A) U R*(B)

(v) Re(AN B) = Ry(A) O Re(B)

(vi) Ry(AU B) 2 Ry(A) U Ry(B)

(vii) R*(AN B) C R*(A) N R*(B)

(viii) A C B = Ry(A) C Ry(B), RA(A) C RA(B)

(i) Re(X\A) = X\RA(A)

(x) RYH(X\A) = X\Ry(4)

(xi) Ry(Ry(A)) = R*(Ry(A)) = Ry(A)

(zit) R*(R*(A)) = Ry(R*(A)) = R*(A)

8



(iti) Ry(A\B) C Ry(A)\Ry(B)
(wiv) RE(A)\R*(B) € R*(A\B)

Ispat. (i)

T € Ry(A) =uz¢€ [I]LéA[x]

= J[z]icinz € [z] C A
=ze€A

r€A = zeAverxe 1]
=zecz]nA

=ze U [z
[z]NA#>

=z € R*(A)

A pr—
RAX) =w€ Y ]

= En az bir [z] N X # @ i¢in z € [7]

=X
(iii)
Ry(@) =x€ U [z]

[z]co

= 3J[z] C & i¢in z € [7]



r€ RMAUB) <<€ U [x]
[z]N(AUB)#£@

< Jz]N (AU B) # @ i¢in = € [z]
& Jz]NA#@igin x € [z] veya J[z]|N B # & icin x € 7]
& x € RY(A) veya x € R*(B)
& € RYA)UR*(B)
r€ Ry(ANB) << r1€ [z]chmBm
< dlz] C AN B igin z € [7]
& Jd[z] € Aigin z € [z] ve A[z] C B igin x € [7]
& x € Ry(A) ve x € Ry(B)

oz € RA(A) N RM(B)

v € Ry(A)URy(B) = 2 ¢€ Ry(A) veya x € Ry(B)

zxzc U |rfveyazrz e U |z
[z]CA[ ] vey [x}CB[ ]

= d[z] C A i¢in z € [z] veya J[z] C B igin = € [z]
= dz] C AU B i¢in z € [z]

=1 € Ry(AUB).
(vii)
re RMANB) =z¢€ U [x]
[]N(ANB)#£2
= dlz]N (AN B) # @ i¢in z € [7]
= dz]NA# @ icin x € [z] ve I[z|U B # & i¢in = € [z]
= x € R*(A) ve x € R*(B)

= € R*(A) N R*(B)

10



(viii)

z € Ry(A)

r € R4 (A)

r € RYX\A)

srze U 7]
[z]cX\A

< Jz] € X\A i¢in z € [z]
< dz]NA =g igin z € [7]
<z ¢ RY(A)

< x € X\R4(A)

< Jz] N (X\A) # 2 igin x € ]
& Jz] € Aigin z € [x]

11



(xi)
T € Ry(Ry(A))

r € R*(Ry(A))

(xii)
r € R*(R*(A))

v € Ry(RA(A))

sre U [z
[z]CRy (A)

& d[z] C Ry(A) igin x € [7]

< 3dz] C U [z] igin x € [x]
[x]CA

Sre U ]
[z]CcA

S e U [x]

[zIN(Ry (A))#2
< J[z] N (Ry(A)) # @ igin x € [7]

< J[z]N ([x]LéA[:v]) # & igin x € [x]

& Jlz] C Aicin z € [7]

sre U [z
[z]CA

&z € Ry(A)

S e U [x]
[z]N(RA (A))#2

<z e dx]N(RY(A)) # @ igin x € [7]

<z e dz)n ([m]ij;é@[:c]) # @ igin x € ]

S redz]NA#Dicna e [z]

sre U [z
[z]NA#D

&z e RAY(A)

Sre U [z
[z]CRA (A)

& dlz] € R*(A) igin z € [x]

& dlz] C <[m]m9x¢g [z]) i¢in x € [z]

Sz edz]NA#Digina € ]
& o€ RYA)
12



(xiii)

z & Ry(A)\Ry(B)

(xiv)

v € RA(A)\R*(B)

— = ¢ Ry(A) ve © € Ry(B)

= T U vere U |z
¢ Ullvere U L

— V[y] C A igin x ¢ [y] ve J[z] C B i¢in z € [7]
= V[y] C Aicin ¢ [y] ve V[y] & B i¢in = ¢ [y]
= V[y] C A\B igin z ¢ [y]

=T U
¢ e A\B[y]

= = ¢ Ry(A\B)

— x € R*(A) ve x ¢ R*(B)

— T &€ U ve T U z
[yINA#D [y] ¢ [z]ﬂB;éQ[ ]

— dly| N A # D icin z € [y] ve V[z] N B # @ igin x ¢ [7]
—JyNA#icinz € [y] ve Iy| N B =2 igin = € [y]
— J[y] N A\B # @ i¢in x € [y]

—=z€ U [y
[YINA\B#o

— 1z € RAA\B)

Teorem 2.0.2 A € RX veya B € RY ise asagdakiler dogrudur(Bonikowski, 1992).
(i) Ry(AU B) = Ry(A) U Ry(B)
(i1) R*(AN B) = R*(A) N R*(B)

Ispat. (i) Ry(AUB) D Ry(A)URy(B) oldujunu gostermistik. Simdi Ry(AUB) C
Ry(A) U Ry(B) oldugunu gésterelim. Kabul edelim ki A € RX ve W = Ry(AU B)
olsun. Bu durumda alt yaklagim tansmindan A C W olur. Buradan W = AU(W\ A)
dwr. Ote yandan W C AU B oldugundan W\A C B ve W\A € RX dir. Dolayswyla
W\A C Ry(B) olur. Buradan W C AU Ry(B) diwr. O halde W = Ry(AU B) C
Ry(A) U Ry(B) olur.

(ii) R*(AN B) C R*(A) N R*(B) oldugunu gostermistik. Simdi R*(A) N

RA(B) C RA*(AN B) oldugunu gdsterelim. Kabul edelim ki A € RX ve W =

13



R*(A N B) olsun. Bu durumda st yaklagim tamwmindan W C A olur. Buradan
W =An((X\A)UW) olur. (X\A)UW € R ve B C (X\A)UW oldugu i¢in
R*(B) C (X\A)UW dwr. Buradan ANR*(B) C X N(X\A)UW)=W olur. O
halde R*(A) N R*(B) C R*(ANB) olur. =

Kaba kiimeler bir iiyelik fonksiyonu yardimiyla da tamimlanabilir. Simdi

bundan bahsedelim.

Tanim 2.0.4 X nesnelerin bir kiimesi, A C X ve R, X tizerinde bir denklik bagin-
tise olsun. pff: X — [0,1] bir fonksiyon olmak iizere

|[z] N A
bic¢iminde tanymbhdur ve bu fonksiyona kaba tyelik fonksiyonu denir. Burada |A|, A

nin eleman sayisiniy gostermektedir.

Kaba iiyelik fonksiyonu bir z elemaninin A kiimesine ait olma derecesini verir.

Eger AN [z] = @ ise agiktir ki pff (x) = 0, diger durumlarda ;% (z) # 0 olacaktir.

Onerme 2.0.1 X nesnelerin bir kiimesi, A, B C X ve R, X iizerinde bir denklik
bagintisy olsun. Bu durumda x € X i¢in asagidakiler dogrudur (Aktas ve Cagman,
2005).

(i) 1 (2) =1 & @ € Ry(A)

(i) uf () =0 & x € X\R4(A)

(iii) 0 < pff (z) < 1 & 2 € BNg(A)

(i) i 4 (r) =1 — i ()

(0) 18 () = maxc{uf} (), il (2)}

(vi) pinp () < min{pif (x), i ()}

le]n Al _
]

& [z]N A= [z]

1

sz CA

14



le]n Al _
]

& 2] NnAl =0

0

SkNA=0o

s zlNn X\A#2

&z e X\RA(A)
(iii)

A
0<ufi(z)<1 o< 204

|[]]

S [z]NAC[x] ve 2] # O

<1

< x € RYA) ve x € Ry(A)

< x € BNg(A)
™ e 0 (X\A)
JenX| _Jzlna
= &)
il 4]
=]
=1—pff (z)
) N(AUB
R

[z]0 Al [le]n Bl _ [lz] 0 (AN B)|

[]] |[]] []]
l«]n B[
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(v
i ) = TP

[wnal o lenB
] -

= min{pff (), uf ()}

<

Sonug 2.0.2 Kaba iiyelik fonksiyonu yardimuyla alt yaklasim, ‘st yaklasim ve sinar
bolgeleri tanimlanabilir. Bunlar

Re(A) = {r € X : uff () = 1}

RY(A) ={z € X : pf (x) > 0}

BNg(A)={z e X :0< uft(z) <1}

bi¢imindedir(Pawlak, 1982).

Ornek 2.0.4 Ornek 2.0.2 i goz éniine alalim. A kiimesinin elemanlarman dyelik

degerleri
¥ (1) = pf (z3) = pf (v9) =1
p (22) = pf (27) = pf (210) = 0
(% (24) = 1
() =l (s) =
1 (v6) =0

biciminde olacaktir. O halde
RA(A) = {x1, x3, 4,5, T3, To }
Ry(A) = {x1, 23, 04, 79}
BNR(A) = {5, vs}

olarak bulunur.

Tanmim 2.0.5 X nesnelerin bostan farkly bir kiimesi, A, B C X ve R, X tizerinde
bir denklik bagintisy olsun (Bonikowski, 1992).
(i) B, A mn alt temsilidir <= B C A ve R*(B) = Ry(A)
(i) B, A mn st temsilidir <= B C A ve R*(B) = R*(A)
16



Ornek 2.0.5 Ornek 2.0.2 deki denklik bagintisine ve B = {9, x3, x5, 26,28}, C' =
{5,726}, D = {x1, 29, x5, 26} kiimelerini ele alalim. Burada C' C B ve D C B oldugu
agiktir. Ote yandan Ry(B) = {xs5, 76,15}, RY(B) = {21, Ts, T3, T5, Tg, T, Tg, 10},
RA(C) = {x5, xs, 23} ve R*(D) = {x1, x2, x3, 5, Ts, Ts, Tg, 19} dir. Buradan R*(C) =
Ry(B) ve R*(D) = R*(B) olur. Dolayiswyla C, B nin alt temsili iken D, B nin st

temsilidir.

Tanmim 2.0.6 X nesnelerin bostan farkly bir kimesi, A, B C X ve R, X tizerinde
bir denklik bagintisy olsun (Bonikowski, 1992).

(1) B, A man minimal alt temsilidir (B = mls(A)) <= A mn |C| < |B| olacak
bicimde B alt temsilinden daha kiictik bir C' alt temsili yoktur

(ii) B, A min minimal st temsilidir (B = mus(A)) <= A mn |C| <

|B| olacak bi¢imde B st temsilinden daha kii¢iik bir C' st temsili yoktur.
Simdi buradan ¢ikan bir sonucu verelim.

Sonug 2.0.3 X nesnelerin bostan farkh bir kiimesi, A, B C X ve R, X tdzerinde bir
denklik bagintisy olsun. A € R¥ ise B = mls(A) <= B = mus(A) dur(Bonikowski,
1992).

Ispat. A € RX olsun. Kabul edelimki B = mls(A) olsun. Buradan B, A mn alt
temsilidir yani B C A ve RA(B) = Ry(A) dir. A € R* oldugundan Sonug 2.0.1
dan Ry(A) = R*(A) dwr. Dolayiswyla buradan R*(B) = Ry(A) = R*(A) dur yani
R*(B) = R*(A) olur. Buradan B, A mn st temsili olur. Yani B = mus(A) dur.

Teorem 2.0.3 X nesnelerin bostan farkl bir kiimesi, A C X ve R, X dizerinde bir
denklik bagintise olsun (Bonikowski, 1992).
(1) A kiimesinin bos olmayan her alt (ist) temsili, Ry(A) (R*(A)) da ki R
bagintisinan bostan farkl, her denklik kiimesiyle bos olmayan bir kesisime sahiptir.
(i1) A kiimesinin bos olmayan her minimal alt (tst) temsili, Ry(A) (R*(A))

da ki R bagintisinan bostan farkly her denklik kiimesiyle ortak bir nesneye sahiptir.
17



Ispat. (i) Ry(A) = @ ise A kiimesinin bir alt temsili vardur ve bu kiime bos kiimedir.
Eger Ry(A) # @ ise Ry(A), R bagintisinin sonlu sayrda denklik kiimelerinin bir-
legimidir. Kabul edelim ki B, A nin bostan farkl bir alt temsili olsun. C N B = &
olacak sekilde bostan farkl bir C C Ry(A) denklik kiimesi oldugunu varsayalim.
Yani C, R*(B) nin alt kimesi degildir. Dolayisiyla R*(B) # Ry(A), B nin A
kiimesinin alt temsili oldugu varsayvmayla celisir. A kiimesinin bir st temsili i¢in
teoremin dogrulugu benzer sekilde gosterilir.

(il) Kabul edelim ki B, A nin bostan farkle bir minimal alt temsili olsun. B,
A kiimesinin bog olmayan bir alt temsili oldugundan B, Ry(A) nin bostan farkls her
denklik kiimesi ile bos olmayan bir kesigime sahiptir. |BNC| > 1 olacak sekilde
bir C C Ry(A) denklik kiimesinin oldugunu varsayalim. x ve y, BN C nin farl iki
nesnesi olsun. Buradan B\ {y}, A mn alt temsilidir ve |B\{y}| < |B| dw. Bu B
nin A kiimesinin minimal alt temsili oldugu varsayvmayla celisir. A kiimesinin bir

mintmal st temsili i¢in teoremin dogrulugu benzer sekilde gosterilir. m

Tanmim 2.0.7 X nesnelerin bostan farkl bir kiimesi, A, B C X ve R, X tzerinde bir
denklik bagintisy olsun. A, B nin kaba altkiimesidir (A Cr B) <= Ry(A) C Ry(B)
ve R*(A) C R*(B) dir (Bonikowski, 1992).

Tanmim 2.0.8 X nesnelerin bostan farkl bir kiimesi, A, B C X ve R, X dzerinde
bir denklik bagintisy olsun. A, B ye kaba egittir (A = B) <= Ry(A) = Ry(B) ve
R*(A) = R*(B) dir (Bonikowski, 1992).

Altkiime ve esitlik iligkilerinin tanimlar1 agagidaki sonucu verir.

Sonug 2.0.4 Kaba denklik bagintisi (=), R(X) de bir denklik bagintisidir (Bonikowski,
1992).
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3. YAKIN KUMELER

3.1 Temel Kavramlar

Cevremizde olan nesneleri tanimlar: ile biliriz. Bir £ € O nesnesinin tanimla-
mast denildiginde ®(x) = (p,(x), ps(), ..., 01 (z)) vektor degerli fonksiyonundan
bahsedilebilir. Burada ¢nemli olan nesneyi tanimlamak icin ¢, : O — R bilegen
fonksiyonlarinin se¢imidir. Burada verilen fonksiyon sayisi ne kadar azsa nesnenin
tanimi o kadar zayiftir. Ornegin; ¢, fonksiyonu bityiikliigii tanimlayan bir fonksiyon
olsun. Biiyiik bir cisim denildiginde aklimiza birden fazla cisim gelmektedir. Devam
edecek olursak ¢, canli olup olmamay1 belirleyen fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun
degeri bizim nesnemize dahada yakinlagtirir. Bu sekilde fonksiyonlar1 cogaltarak
nesnenin en yakin tanimini verebiliriz. O halde B C F' nesnenin 6zelliklerini yeter-
ince sunan fonksiyonlarin bir kiimesi olsun. Bu durumda B kiimesi iizerinde verilen
¢, fonksiyonlari1 bize nesne hakkinda yakin bir tanimlama verecektir. Bu nedenle
O(z) = (p1(2), o), ..., oy (x)) vektor degerli fonksiyonu nesnenin tanimlamasinda

temel teskil edecektir.

Tanim 3.1.1 O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F nesne ozelliklerini belirleyen
fonksiyonlarin kiimesi, x,x’ € O ve B C F olsun. Bu durumda

~p={(@,2)) €0 x O : |p,(x) — ¢,(a")] = 0, ¥ip, € B}
bigiminde taniml ~p bagintisina O tuzerinde aywrt edilemezlik bagintisy denir (Pe-

ters, 2007).

Yukaridaki tanimda verilen denklik bagintisinda ayni denklik siifinda bu-
lunan = ve 2’ nesnelerinin tanimlamalarinin hepsinin aynm oldugu yani nesnelerin

birbirleri ile ¢ok yakin olduklar: hatta aymi olduklar1 sdylenebilir.

Ornek 3.1.1 O = {a,b,c,d,e}, B = {p,, 0y, @3} nesne ézelliklerini temsil eden

; : O — R fonksiyonlarimn ailesi
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a b c d e
e, 111 2 2 2
v, |0 0 1 1 2
ws |1 1 0 0 2

bi¢iminde tanaml olsun. Bu durumda ~p= {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b), (c,c), (¢,d), (d,c),(d,d), (e, e

olur.

Tanim 3.1.2 O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F' nesne ézelliklerini belirleyen
fonksiyonlarin kiimesi, B C F vex,x’ € O olsun. Eger bir ¢, € B i¢in |¢,(z) — ¢,(2")| =
0 ise v ve o' nesneleri birbirlerine minimal olarak yakindwr denir ve x ~y,y o' ile
gosterilir. Bu tanimlamaya "Yakinhk Tanimlama Prensibi (Nearness Description

Principle- NDP)" denir (Peters, 2007).

Ornek 3.1.2 Ornek 3.1.1 i goz ondine alalim. a,b € O nesneleri i¢in |, (a) — ¢,(b)] =

0 oldugundan a ile b minimal olarak yakindar.

Tanim 3.1.3 O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F nesne ozelliklerini belirleyen
fonksiyonlarin kiimesi, B C F ve ~pg ayurt edilemezlik bagintisy ise FAS = (O, F, ~p

) dgliisiine temel yaklagim uzayr denir(Peters, 2007).

Tanim 3.1.4 (O, F, ~p) bir temel yaklagim uzayr ve A C O olsun (Peters, 2007).
(1) A in alt kiimesi olan [x]g € O/ ~p elemanlarinin birlesimine A kiimesinin
B alt yaklasyma denir ve
[z]5CA
ile gosterilir.
(ii) A ile arakesiti bostan farkly olan [x]p € O/ ~p elemanlarinan birlesimine
A kiimesinin B st yaklasimi denir ve
BAA = U [33]3
[z]BNA#D
ile gosterilir.
(111) A min sinar bolgesi BndgA ile gosterilir ve
BndpA = B*A\ByA={r € O:x€ B*A vex ¢ ByA}
biciminde tanimlbidor.
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Ornek 3.1.3 O = {a,b,c,d,e}, F = {©,, 0y, 03} nesne ozelliklerini temsil eden

©; : O — R fonksiyonlarimn ailesi

a b c d e
e l1 1 2 0 2
0|0 0 1 1 1
ps|1 1 1 2 1
bigiminde taniml olsun. Buna gore B = {py, p3} i¢in
[a] = [b] = {a, b}

[c] = [e] = {c,e}
[d] = {d}

biciminde olacaktwr. Ornejin A = {b,c, e} kiimesi i¢in alt yaklagvma, dst yaklasyma

ve sunart
ByA = {c, e}
B*A ={a,b,c,e}
BndgA = {a,b}

biciminde olacaktir.

O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F' nesne ozelliklerini belirleyen fonksiy-
onlarin kiimesi olsun. B, € B C F ve |B,| = r olmak iizere her bir B, alt
fonksiyon kiimesi icin ayirt edilemezlik bagintisi tanimlanabilir bu bagmtiyr ~p,
ile gosterelim. Bu bagint1 O algilanabilir nesneler kiimesinin her bir B, kombinasy-
onu i¢in temel yaklagim uzayindan farkli bir ayrigim olugmasina yol agar. Burada
~p, bagmtisi O algilanabilir nesneler kiimesini [z]p. yakinhk simiflarina ayirir ve
O/ ~p,= {[z], : © € O} kiimesi boliim kiimesidir. Sonug olarak her bir B, alt
fonksiyon kiimesi igin ayrisim olusacagindan N,.(B) = {O/ ~p.: B, C B} herbir

kombinasyon i¢in boliintii kiimesi elde edilir.

Tanim 3.1.5 O algilanabilir nesnelerin kiimesi, F nesne ozelliklerini belirleyen
fonksiyonlarin kimesi, B C F olsun. NAS = (O, F,~p,, N,(B)) dértlisiine yakin

yaklasim uzayr denir (Peters, 2007).

Tanmim 3.1.6 (O, F,~p_, N,.(B)) bir temel yaklagim uzayr ve A C O olsun (Peters,

2007).
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(1) A mn alt kimesi olan [z|g, € O/ ~p,. elemanlariman birlesimine A

kiimesinin B, alt yaklasimi denir ve

N, (B)yA =
T‘( )' [JZ]BL;‘JQA[:E]BT
ile gosterilir.
(i) A ile arakesiti bostan farkly olan [x]p, € O/ ~p, elemanlarimn bir-

lesimine A kiimesinin B, st yaklasima denir ve

N,.(B)*A = U [z]s,

[x] B, NA#D
ile gosterilir.

Ornek 3.1.4 O = {a,b,c,d,e}, B = {©,,0,, 03} nesne ozelliklerini temsil eden

©; : O — R fonksiyonlarinin ailesi

a b c d e
v, 11 0 0 1 0
w, |0 0 2 1 2
es |1 1 1 2 1

biciminde tanimily olsun. Simdi nesne ozelliklerini veren fonksiyonlarin her bir r li

kombinasyonu i¢in denklik siniflaring olusturalim. Bu denklik sinaiflar:

[a]ge,y = {a,d}, [blgp,y = {bc €}

[alteny = {a, b}, [cligay = {cs e} [dlipyy = {d}

[a]ipsy = {a,b,c, e}, [d]gpyy = {d}

[al{er00y = {a}s [Bligr 00y = {b}: [clipr00y = {es b [dlgp, 000 = {d}
[} (o151 = {0}, Olgg,00r = {0}, [cligr iy = {c €}, [dloy 05y = {d}
[a)(os05) = {0}, [cligpogy = {0 €} [dligpi0) = {d}

[a]{ﬂé’lﬁ%v%ﬁs} = {CL}, [b]{ﬂﬂhSﬁQst} = {b}’ [C]{‘:Dlez:SO:;} = {C7 6}’ [d]{80175027903} = {d}

biciminde olacaktir. Buradan

Ni(B) = {{lal(e,3> blienr}s lalienys [dienrs [dienr}s {laltesys [dlien}}

N2<B> = {{[a]{<ﬂ1a‘ﬂ2}’ [b]{%v‘»%}’ [C]{%#»%}? [d]{%#%}}’ {[a]{%v‘%}’ [b]{%v‘%}’ [C]{<P1,<P3}7

[dgor031 s {laioreats [ivnpsrs [Aiprpa bt

N3(B) = {[al{e, 0005} [Vlio1. 00053 [ior.00.05}s [ 10100053}

bicimindedir. Ornegin A = {b,c,d} alt kiimesi i¢in alt ve st yaklagimlar
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Nl(B)yA = U [I]Br == {d} N1<B)AA = U [ZE]B7, =X

[z]B,.CA [z] B, NA#D
— — A — —
N2(B)VA - [m]BLng[:L‘]BT - {b7 d} N2<B) A= [m]BT%JA;é@[ZE]BT — {b7 Cy da 6}
N3(BlyA= U =1{bd} N3(BAA= U = {bc,d,
3(B)v [z]BTgA[x]B’ {b.d} Ns(B) [m]BmA#z[x]B’“ {b,c.d, e}

bigiminde olacaktur (Peters, 2007).
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3.2 r-Yakin Topolojik Uzaylar

Tanim 3.2.1 (O, F,~p,, N.(B)) bir yakin yaklagim uzays, X C O wve (X, 1) bir
topolojik uzay olsun. T4 = {N,.(B)*(G) : G € 7} ailesine (O, F,~p_,N.(B)) yak-
lagym uzayr tarafindan olusturan X tzerindeki r-yakin topoloji denir.

Burada T elemanlarina r-yakin agik kiimeler adv verilir. Ttumleyeni r-yakin
acik kiimeler olan kiimelere r-yakin kapaly kiimeler denir.

N,.(B)*(G) nin r-yakin agik kimelerini aksi gerekmedigi stiirece gosterimde
kolaylik olmast ag¢isindan G* ile gosterecegiz. T* daki tim r-yakin kapaly kiimelerin

ailesini ise TAY ile gésterecegiz (Atmaca, 2020).

Ornek 3.2.1 X = {a,b,c,d,e, f}, B = {p,, 0y, 3} nesne zelliklerini temsil eden
¢; + X — R fonksiyonlarmin ailesi ve T = {&, X,{c},{a,b,c},{c,d,e, f}} olsun.

Burada ¢, fonksiyonlar:

a b ¢ d e f
v, /10 1 0 1 0 1
v, |0 1 2 0 1 1

00 1 2 3 0 1

biciminde tamambdir. Simdi her bir r li kombinasyon i¢in denklik siniflarine olugtu-

ralim. Bu denklik sinaflar:

[a]gp,y = {a. c.e}, [lgp,y = {0, d, [}

lalge,y = {a. d}, [Blio,y = {bse, [}, [clo,y = {c}

[a]{py = {a, e}, [ligsy = {b: 1 [iosy = {c}, e,y = {d},

[algey001 = {0}, Dliprer = {0 11 [cltorony = {eh: [dlie,00y = {d] [l =
{e}

[a)(e,.00r = {a, €}, [Blioy,00y = b, [}, [ciprear = {c}, [dlip 0 = {d}

[a) g5y = {a}s Blipsiesr = {0 F 15 [ltonipsy = {€h: [dlign0sr = {d} (€05 =
{e}

[l {10005 = 105 [Digr.00.051 = {05 [ 15 [ty 0005t = 1€} [t 000053 = {d}
[e]{4p174p27903} = {e}

biciminde olacaktir. Burada herbir r li kombinasyon i¢in denklik sinaflar:

N1<B) = {{[a]{¢1}7 []{901}} {[ ]{902}7 []{902}7 []{%’2}} {[ ]{803}7 []{503}’ [C]{@s}”
24



[ o031}

Na(B) = {{[alter02 [Dliorear [iorends [dlior 003 [Eltoreant}s {laligrea1s Bl o
[terests [ltoread s altenests Pligaesdr [Hospsts [igresds [€ligaesy

N3(B) = {lal{¢,.0005 Oltor00051s [Cioronests (o1 0005)s (€101 05t}

bi¢imindedir. §imdi 71 1-yakin topolojisini olusturalim. Burada

(B)*( (B)*(2) =

(B)*( (B)*(X) =

(B)*({c}) = {c} Ns(B)*({c}) = {c}

(B)*( ) =Ha.bce fy N3(B)*({a,b,¢}) = {a b,c, f}
(B)‘({C, dye f}) =X Ns(B)*({e.d;e, [}) =

olur ve 7} = {2, X,{a,c,e}} dir. Benzer sekilde 74 = {2, X,{c},{a,b,c,e, f}} ve
8 ={9, X, {c},{a,b,c, f},{b,c,d,e, f}} olur.

Yukaridaki ornekten anlagilacag iizere 74 ve 74 topoloji olmasina ragmen 74
ailesi topoloji degildir. Simdi 72 ailelerinin topoloji olma sartlarmmdan hangilerini

sagladini gosterelim.

Teorem 3.2.1 (O, F,~p.,N,(B)) bir yakin yaklasim uzay, X C O ve (X,7) bir
topolojik uzay olsun. Bu durumda & ve X r-yakin a¢ik kiimedir(Atmaca, 2020).

Ispat. @* = @ ve X2 = X olmasindan agiktir. m

Teorem 3.2.2 (O, F,~p_, N,.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O ve (X,7) bir
topolojik uzay olsun. I keyfi indeks kiimesi olmak tizere her i € I i¢cin (G;)* € 74
ise Uier(G;)d € T2 dir(Atmaca, 2020).

Ispat. Her i € I icin (G;)* € 7* olsun. Bu durumda
(Gor = U [z]s,

[:1:} By NG;#2
bicimindedir. Ote yandan

yer=y (0 le)= U G
i€ i€ [z] B, NG #2 [x}BTﬁ('_U Gi)7é®
olur. Buradan T topoloji oldugundan 'UIGi € 7 yani Uier(Gy)* € 72 dir. m
1€
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Ornek 3.2.2 N dizerinde 7 = A, = {0,1,2,...,n} U {3, R} topolojisi ve
©1 ‘ N —R ©q ‘ N —R

o — (@)= logall +1 [ a— gyla) = {PolE

biciminde tanimly @, ve p, fonksiyonlar verilsin. §imdi her bir r li kombinasyon
i¢in denklik stmaflarine olusturalvm. Bu denklik sinaflar:

0]¢oy = {0,1,2,..9}, [10] (3 = {10,11,12,...,99}, [100](,3 = {100,101, 102, ..., 999}

0],y = 10,2,4, ...}, [Uqpy = {1,3,5,...}
0]y 0 = {0.2.4,6,8}, [,y = {1,3,5,7,9}, [10]gg, 1y = {10,12,14, ..., 98},
[11]{p, 0y = {11,13,15,...,99},...
biciminde olacaktir. Simdi T4 1-yakin topolojisini olugturalim. Burada
(Ag)t =1{0,1,2,...,9,10,12,14, ...} (Ao)3 ={0,2,4,6,8}
(A;)t =N (A1)3 =1{0,1,2,...,9}
(A2)1 =N, ... (A2)7 = (A3); = ... = (Ao)2
(A1) =40,1,2,...,9,10,12, ..., 98}

(Ai)A = {0,1,2,...,9,11,13, ..., 99} , ...
olur ve T = {@,N, (Ag)}} dur. Benzer sekilde 74 = {9, N, (Ao)3, (A1)5,(A2)%, (A10)3,

(All)ga } dar.

Tanim 3.2.2 X # @ bir kiime ve 7, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger T
(i) o, X eT
(i1) I keyfi indeks kiimesi olmak tizere her i € I i¢in G; € T ise Uje;G; € T

sartlarma saglyorsa T ailesine genellestirilmis topoloji ady verilir(Csdszar, 2002).

Sonug 3.2.1 (O, F,~p.,N,(B)) bir yakin yaklasgim uzayr, X C O wve (X, 1) bir

topolojik uzay olsun. T2 aileleri bir genellestirilmis topolojidir.

Ornek 3.2.3 Ornek 3.2.1 deki yakin yaklasim uzaym ve 8 = {2, X, {c}, {a, b, ¢, f},
{b,¢c,d, e, f}} 3-yakin topolojisini ele alalvm. T4 topolojisi bir genellestirilmis topolo-
jidir.

Teorem 3.2.3 (O, F,~p_ ,N.(B)) bir yakin yaklagim uzayp, X C O, (X,7) bir

topolojik uzay ve r < s < |B| olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur(Atmaca,

2020).
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(1) G C H ise G* C H} dur.
(ii) B, C By ise [x]|p, C [z]p, dir.
(11i) Her G € 7 i¢in G C G* dar.
(iv) G C G* dur.
(v) G €T vexy € G ise GF, xo mn bir komsulugudur.
Ispat. (i) G € H olsun. Buradan G* = [x}B7HG7é®[x] B, C [x]BTHH;éz[x] B, = HY dir
(i)
[#]p, ={2' € X 12 wp, 2’}
= {2 € X :{(z,2) : p(z) = 9(¢'), Vo € B}
D{r' € X : {(z,2) : p(x) = ('), Yy € B}

={r'e X:xwp, 2}

= [7]B,
iii) G = U C U = @=
(i) G = Ufekc U [ls =Gt
iv) GA = U xlg D U zlg. = GA
() Gr= U las2 U [e]s =G

(v) (i) den agiktir. m

Tanim 3.2.3 (O, F,~p,, N.(B)) bir yakwn yaklagim uzay,, X C O wve (X, 1) bir
topolojik uzay olsun. Eger x € X i¢in x € G C G* C N olacak bigimde G* € T4
varsa bu N kiimesine x elemaninin r-yakin komsulugu denir. Eger N r-yakin agik
kiime ise N ye r-yakin a¢ik komsuluk adv verilir(Atmaca, 2020).

Bir x elemaninan tim r-yakin komsuluklarnan ailesi N (x), tim r-yakin agik

komsuluklariman aileside T4 (x) ile gosterilir.

Ornek 3.2.4 Ornek 3.2.1 deki yakin yaklasim uzayma ve 74 = {2, X, {c}, {a,b,c, e, f}}
ele alalim. N2(b) = {{a,b,c,e, f}, X} ve 78(c) = {X,{c},{a,b,c e, f}} bigi-

maindedir.

Onerme 3.2.1 (O, F,~p,_, N,(B)) bir yakin yaklasgim uzay,, X C O ve (X, 7) bir
topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler dogrudur (Atmaca, 2020).
(i) N € N*(x) ise x € N dir.
(ii)) Ny € NA(x) ve Ny C Ny ise Ny € N*(z) dir.
(i1i) N1, Ny € N*(z) ise Ny N Ny € NA(x) dir.
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Ispat. (i) N € NA(z) ise + € G C G* C N olacak bicimde G* € 74 vardur.
Dolayiswyla x € N dir.

(ii) Ny € NA(z) ve Ny C Ny ise v € G C G* C Ny C N, olacak bigimde
G* € 7% vardwr. Dolayisiyla Ny € NA(z) dir.

(iii) Ny, Ny € N2 (z) olsun. Bu durumda v € G C G* C Ny ve v € H C
H}* C N, olacak bigimde G2, H* € T2 vardwr. T bir topoloji oldugundan GNH € T
ver €GNHC(GNH)ACGrC Nyvex e GNH C(GNH)* C H* C N, elde
edilirki bu x € GNH C (GN H)* C Ny N Ny oldugunu verir. m

Onerme 3.2.2 (O, F,~p,, N,(B)) bir yakin yaklagim uzayr, X C O ve (X, ) bir
topolojik uzay olsun. U, x in bir komsulugu ise N,.(B)*(U) da x in bir r-yakin
komsulugudur (Atmaca, 2020).

Ispat. U, z in bir komsulugu olsun. Bu durumde © € G C U olacak bi¢imde
U

B a
G € 7 vardwr. Ote yandan G* = N.(B)*(G) = U [z]B, U [z], =
[z] B, NG#2 [z] B, NU#2

N,.(B)*(U) oldugundan x € G C G* C N,(B)*(U) olur ki istenen elde edilir. m

NN

Teorem 3.2.4 (O, F,~p_,N,.(B)) bir yakin yaklagim uzay,, X C O ve (X,7) bir
topolojik uzay ve r < s < |B| olsun. Bu durumda zo € X i¢in N € N*(zg) ise
N € NA(xg) dur (Atmaca, 2020).

Ispat. N € NA(x) olsun. Bu durumda xo € G C G* C N olacak bigimde G* € 74
vardwr. Teorem 3.2.3 (i) den G* C G* oldugundan ro € G C G* C G* C N elde

edilir. Bu ise isteneni verir. m

Tamim 3.2.4 (O, F,~p_, N,.(B)) bir yakin yaklasim uzay:, X C O, (X, 1) bir topolo-
Jik uzay olsun (Atmaca, 2020).

(1) A C X olmak tzere cI*A = N{F* : F* r-yakin kapaly kiime ve A C FA}
kiimesine A kiimesinin r-yakin kapanigt denir.

(ii)) A C X olmak tizere int*A A = U{G* : G* r-yakin ac¢ik kiime ve G C A}

kiimesine A kiimesinin r-yakin i¢ci denir.

Ornek 3.2.5 Ornek 3.2.1 deki yakin yaklasim uzayma ve 8 = {2, X, {c}, {a, b, ¢, f},
{b,c,d,e, f}} 3-yakin topolojisini ele alalim. A = {a,b,c,d, f} kiimesi i¢in int* A =

{a,b,¢, f} ve cl*A = X tir.
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Teorem 3.2.5 (O, F,~p_ ,N,.(B)) bir yakin yaklasim uzayp, X C O, (X,7) bir
topolojik uzay ve A, B C X olsun. Bu durumda agagidakiler saglanwr (Atmaca,
2020).

(i) AC B ise cl*A C cl*B

(ii)) A C B ise int* A C int*B

Ispat. (i)
ACB = {FA:Frerr BCFA C{Fr: FAerr ACFr
=N{Fr:F* e ACFr* CN{F*:F* c 2", BC F*}

= cl*ACcltB

ACB = {Gr:Grerh GAC A} C{Gr:G*er*, GAC B
S U{GAr:GAerh, GACAYCU{Gr  Grerh, GAC B} m

= int* A Cint?B

Onerme 3.2.3 (O,F,~p ,N,(B)) bir yakin yaklasim uzay, X C O, (X, 7) bir
topolojik uzay ve A C X olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir(Atmaca, 2020).
(i) X\int* A = cl*(X\A)
(11) X\cl*A = int?(X\A)

Ispat. (i)
X\intt A = X\ U{G? : G* r-yakin a¢ik kiime ve G C A}
=N{X\G? : G} r-yakwn agik kiime ve G* C A}
=N{F*: E* r-yakwn kapaly kiime ve X\A C FA}

— A (X\A4)
(ii) Benzer sekilde yapilabilir. w

Teorem 3.2.6 (O, F,~p_ ,N.(B)) bir yakin yaklasim uzay, X C O, (X,7) bir
topolojik uzay ve A C X olsun. x € cl*A ancak ve ancak her N € NA(x) igin
NN A#@ dir (Atmaca, 2020).

Ispat. 2 € cl*A olsun. Buradan x € N{F* : F* r-yakin kapal kiime ve A C FA}
dur. Kabul edelim ki bir N € N*(z) i¢in NN A = @ olsun. Buradan N € NA(x)

oldugundan x € G C G* C N olacak bi¢imde G* € T2 vardir. Dolayisiyla GANA =
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@ dir. F* = X\G?* alirsak A C F* ve x ¢ F* dur. Sonug olarak x ¢ N{F* : F*
r-yakin kapal kiime ve A C FA} olur ki bu ¢eliskidir.

Tersine her N € N*(z) i¢in NN A # @ olsun. Kabul edelim ki x ¢ cl*A
olsun. Bu durumda x ¢ N{F* : F* r-yakin kapal kiime ve A C FA*} dwr. Buradan
en az bir A v kapsayan F* r-yakin kapal kiimesi i¢in © ¢ F* dir. G = X\FA
alirsak GA € 74 ve GA € NA(x) olur. Ustelik A C FA oldugundan ANGA = @ olur

ki bu ise celiskidir. m

Tanim 3.2.5 (O, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O, (X, 1) bir topolo-
Jik uzay ve A C X olsun. Bu durumda CoreA = {z € X :x € G C G* C A ve

G € 1} kiimesine A kiimesinin ¢ekirdegi denir(Atmaca, 2020).

Ornek 3.2.6 Ornek 3.2.1 deki yakin yaklagim uzaywm ve 74 = {@, X, {c}, {a,b,c, e, f}}
2-yakwn topolojisini ele alalim. A = {b,c,d} kiimesi i¢in

{b} ¢ CoreA dwr. Clinki G* C A olacak bigimde G* € 74 bulunamaz.

{c} C{c} C{c} C A oldugundan c € CoreA dar.

{d} ¢ CoreA dwr. Cinki G* C A olacak bi¢imde G* € T4 bulunamasz.
Dolayisiyla CoreA = {c} dir.

Onerme 3.2.4 (O, F,~p,, N,(B)) bir yakwn yaklasim uzayr, X C O, (X, 1) bir
topolojik uzay ve A C X olsun. Asagidaki kapsamlar dogrudur (Atmaca, 2020).

(i) CoreA C int* A

(i1) int* A C intA

(iii) clA C cl* A

Ispat. (i)
r€CoreA =ref{reX:2eGCGrCAveGeT}
=z € G C G C A olacak bi¢imde G € T vardwr
= 1 € G* C A olacak bigimde G* € T2 vardwr

= € inttA
(il) x € int* A olsun. Kabul edelim ki x ¢ intA olsun. Bu durumda x ¢

U{G € 7 : G C A} dw. Buradan x i bulunduran her G agije icin G ¢ A dur.
Dolayisuyla x © bulunduran her G2 r aqign i¢in G* € A dur. Sonug olarak x ¢ int* A

celigkisi elde edilir.
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(iii) = € clA olsun. Kabul edelim ki x ¢ cl*A olsun. Bu durumda bir
N € NA(z) vardwr 6yleki NN A= tur. N € N*(z) ise v € G C G* C N olacak
bicimde G € T vardwr. Buradan N € N(x) ve NNA = & olur ki bu x ¢ clA

celigkisint verir. m

Tanim 3.2.6 (O, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O, (X, 1) bir topolo

Jik uzay ve (x,) X de bir dizi olsun. Eger her N € NA*(xg) r-yakin komsulugu igin
bir ng € N sayisi; her n > ng i¢in x, € N, olacak bi¢imde bulunabiliyorsa (x,)
dizisine xo noktasina r-yakin yakmswor denir ve z, — xq ile gosterilir(Atmaca,

2020).

Ornek 3.2.7 X = {a,b,c,d,e}, B = {p,, 0y, 3} nesne dzelliklerini temsil eden
©; + X — R fonksiyonlarimn ailesi ve T = {@, X, {b}, {a, b}, {c,d},{b,c,d},{a,b,c,d}}
olsun. Burada @; fonksiyonlar:

a b c d e

o |01 0 2 2

0|0 1 0 1 1

P10 2 0 1 2

biciminde tamimbdir. Simdi her bir r li kombinasyon i¢in denklik siniflaring olustu-

ralim. Bu denklik siniflar:

alge,y = {a, ¢}, [Blgy = {0}, oy = {d, e}

algp,y = {a,c}, [blgp,y = {b. d, €}

{esr = {a, b, [Dlipyy = {0, e}, [dlipyy = {d},
foreat = 10, b [Bligy 0y = {0} [d]gg, 00y = {d €}
{eresy = 10, ¢} [, 05y = {0}, [dlie,.053 = {d}, [€lqe 05y = {e€}
{eaes) = 105 ¢}, [D{pypp) = {b €}, [dlip, 00y = {d}

@ {e1:02.03 — {a7 C}’ [b]{<017‘1027903} = {b}’ [d]{<,01,<,027<p3} = {d}’ [e]{%ﬁ@z#ﬁs} = {6}
bigiminde olacaktir. Buradan 1t = {@,X,{b,d,e}} dir. Benzer sekilde 15 =

{2,X,{b,e},{a,b,c,e},{a,c,d,e}} very = {2, X, {b},{a,b,c},{a,c,d},{a,b,c,d}}

[
[

a

Q

a

a

la]
[a]
[a]
la]
la]
[a]
[a]

olur ve
NA(a) = {X}, NAGD) = {X{bd.e}}, NA(e) = {X}, NA(d) = {X},
NA(e) = {X)
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NAa) = {{a,b,e,c}, X}, NAG) = {U C X : {b,e} C U}, NA(O) = {X},
NAW) = {{a,e.d, e}, X}, NA(e) = {X}

NA(@) = {U € X : {a,boc} C U}, NAG) = {U € X : {b} C U}, NA(c) =
(UCX:{aed CUY, NAd) ={UC X :{a,c,d} CU}, NA(e) = {X}

bigimindedir. Burada (x,) = (a,b,c,c,b,a,b,a,b,a,...) dizisi i¢in yakinsama tablosu

1 2 3
Tp — 0| Ty —a | Ty —a| T, —a
1 2 3
Ty >b |2, >b|x,,>b|x,, >0
1 2 3
Tp > C | Ty —C|Ty—cC| T, —»cC
1 2 3
Ty, »d|x,—d|x,>»d|z,>d
1 2 3
T, —e|x,—e |z, —e |z, e

bi¢iminde verilebilir(Atmaca, 2020).

Yukaridaki 6rnek incelenirse bir (z,,) dizisinin yakisakligi ile r-yakin topolojil-
erde olan yakinsakligi arasinda bir iligki vardir. Simdi bu iligkiyi agagidaki teoremle

aciklayahm.

Teorem 3.2.7 (O, F,~p.,N,.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O, (X,7) bir
topolojik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun(Atmaca, 2020).
(i) Her v < s igin x, = x¢ ise x, — o dr.

(1) 2, — o ise her r < |B| i¢in x, — zo dir.

Ispat. (i) r < s ve z, = xq olsun. Bu durumda her N € NA(z0) r-yakin komsulugu
icin bir ng € N sayst vardir 6yleki her n > ng i¢in x, € N dir. Teorem 3.2.4 den
her N € N*(zo) r-yakin komsulugu i¢in bir ny € N sayist vardur oyleki her n > ny
icin (z,) € N dir. Bu ise x,, — xo oldugunu verir.

(i) x, — xo ve r < |B]| olsun. Bu durumda her N € N(xq) komsulugu i¢in
bir ng € N sayst vardir dyleki her n > ng i¢in x, € N dir. Dolayisiyla her xg 1
bulunduran G agigr aynit zamanda bir komsuluk oldugundan bir ny € N sayist vardur
oyleki her n > ny igin x,, € G dir. Sonug olarak her N € N*(zo) r-yakin komsulugu

i¢in bir ny € N sayise vardur oyleki her n > ny igin x, € G C G*» C N dir. =

Tanmim 3.2.7 (O, F,~p,, N.(B)) bir yakin yaklasgim uzay, X C O, (X, 1) ve (Y,0)
topolojik uzaylar ve f : X — 'Y bir fonksiyon olsun. f, r-yakin streklidir <= VYV &

N(f(xg)) icin U € N*(xo) vardwr dyle ki f(U) CV dir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).
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Eger f, Vxo € X igin r-yakin stirekli ise f e r-yakin streklidir deriz.

Ornek 3.2.8 X = {a,b,c,d,e}, B = {0y, @3} nesne ozelliklerini temsil eden
fonksiyonlarin kiimesi, 7 = {@, X, {a},{c}, {a, b},{qa,c},{c,d},{a,b,c}, {a,c,d}, {a,b,c, d}}
ve o = {2, X, {a,b,c,d}} olsun. Burada @, fonksiyonlar:

a b c d e

o1 1 01 0

e |1 2 1 1 0
e |1 1 2 00

biciminde tanimbidir. Simdi her bir v li kombinasyon i¢in denklik siniflarine olustu-

ralim. Bu denklik siniflar

al(py = {a,b,d}, [clgp,y = {c e}

al(p,y = {a, ¢, d}, [Blig,y = {b},[elgp,y = {e}
Jeay = 1,0} [cliws} = e}, [dleny = {d, e}
]

]

]

a

a { 4P2} = {a7 d}7 [b}{ipl’§02} = {b}7 [C]{<P1:<P2} =3 {C}7 [e]{solv@z} = {6}

[
[
[
[
[al(e,.05y = {a, b}, [cligr 00y = {c}, o100 = {d}, [el(e 00y = {€}
[a]{gni05y = {a}s [Bligpsy = {0} [cliprisy = {chs [dlonipst = {d}, lelip00) =
{e}

[l (6100000 = {a}s Bliorpaeat = 10} [ieronet = {ch [dip om0 = {d},
[6]{¢1,¢2,w3} = {e}
biciminde olacaktir. Burada her bir r li denklik simaflar:

Ni(B) = {{lalge,y, [elgoy 3> {lalgeys By [eltony s {lal sy [ciosys [dliegy

Nqo(B) = {{[a]{s@p%% H{sol w2} [C]{wl,%}f [e]{‘ph(pQ}}’ {[a]{¢1,¢3}; [b]{wh%}’
[cieriests [Aiorests [Elterearts {lalignests Blionsts [lieniests [Aionies)s [Elieapsr

N3<B> = {[a]{@lﬁow@s}f [b]{@lﬁozv@s}? [C]{<P1"P2’S03}’ [d]{<P1v<P27<P3}7 [e]{801:%027903}}
bigimindedir. Buradan 74 = {2, X,{a,b,c,d},{a,c,d,e}} dir. Benzer sekilde T4 =

{9,X,{c},{a,b,d},{a,c,d},{a,b,c,d}} veTd =7 olur. f: X — X, f(a) = f(c) =
a, f(b) = e, f(d) = f(e) biciminde tanmwml fonksiyonunu disinelim. Buradan
N(f(a)) = N(a) = {X,{a,b,c,d}} ve N}a) = {{a,b,¢,d}, {a,c,d, e}, X} olacak
sekilde U € N{(a) vardur dyle ki YV € N(f(a)) i¢in f(U) CV dir. Dolayiswyla f,
a da 1-yakwn stireklidir. Benzer sekilde f, b,c,d ve e de de 1-yakin siireklidir.

Ayrica [, 2-yakin ve 3-yakin siirekli degildir.
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Teorem 3.2.8 (O, F,~p_ ,N,.(B)) bir yakin yaklagim uzayp, X C O, (X, 1) ve
(Y, o) topolojik uzaylar ve f : X — Y r-yakin siirekli olsun. Eger U ,f(xg)

komsulugu ise f ~Y(U), zo wn r-yakin komsulugudur (Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

Ispat. f: X — Y r-yakwn sirekli ve U, f(x¢) komsulugu olsun. f ,r-yakwn siirekli
oldugundan xy wn bir U r-yakin komsulugu vardir oyleki f(U) C 'V dir. Buradan
zo € U C f7Yf(U)) C f~YV) dir. U, ¢ wmn r-yakin komsulugu oldugundan G* €
74 vardir éyleki vo € G C GA C U dur. Dolaysiyla vo € G C G2 C f~1(V) dir.

Bu ise ispati tamamlar. =

Teorem 3.2.9 (O, F,~p.,N,(B)) bir yakin yaklasim uzayr, X C O, (X,7) ve
(Y, 0) topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f ,xo da r-yakin
strekli ise her s < r < |B| i¢in [ ,xo da s-yakin sireklidir (Atmaca ve Zorlutuna,

2021).

Ispat. f,zy da r-yakin sirekli ve V€ N(f(xzo)) olsun. f, r-yakin siirekli oldugu
icin xo wn bir U r-yakin komsulugu vardwr oyle ki f(U) CV dur. Teorem 3.2.7 (i)

den U xg i s-yakin komsulugu oldugu i¢in f, xo da s-yakin sireklidir. m

Teorem 3.2.10 (O, F,~pg,., N.(B)) bir yakin yaklagim uzayp, X C O, (X,7) ve
(Y, 0) topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f, r-yakin siirekli
ise her G € o igin f~1(G) € & dwr(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

Ispat. f, r-yakin siirekli ve G € o olsun. Buradan f(x) € G i¢in x € f~'(G) dir.
Dolayiswyla G € N(f(x)) dir. f, r-yakin siirekli oldugu i¢in H € N*(z) vardwr dyle
ki f(H) C G dir. Ote yandan U € T vardwr éyle ki H C f~Y(G) ve H € NA(z) igin
reU CUrCHC f Q) dir. Sonug olarak f~(G) € TA dir. m

Yukarida ki teoremin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 3.2.9 (O,F,~p ,N,(B)) yakin yaklagim uzayimi ve Ornek 3.2.8 de ki T
topologisini digiinelim. Eger o = {&,X ,{a,b}} secersek ve f(a) = f(b) = a, f(c) =
¢, f(d) =0bwe f(e) = e olacak sekilde f : (X, 1) — (X, 0) fonksiyonunu tanymlarsak
her G € o igin f~1(G) € 74 olur. N(f(d)) = N(b) = {{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,b, e},

{a,b,c,d}, {a,b,c, e}, {a,b,e,d}, X} ve N (d) = {{a,c,d},{a,b,c,d},{a,c,d e}, X}
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oldugu i¢in U, d nin 2-yakin komsulugu degildir éyle ki {a,b} € N(f(d)) i¢in
f(U) C{a,b} dwr. Dolayswyla f,d de 2-siirekli degildir.

Sonug 3.2.2 (O, F,~g,_, N,.(B)) bir yakin yaklagim uzay,, X C O, (X,7) ve (Y,0)
topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger her G € o icin f~1(G) ¢

A

T4 ise f, r-yakin strekli degildir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

T

Ispat. Onceki teoremden aciktir. m

Teorem 3.2.11 (O, F,~pg_,N,(B)) bir yakin yaklagim uzayr, X C O, (X,7) ve
(Y, o) topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f, r-yakin stirekli
ise o da ki her F kapal kiimesi i¢in f~1(F), & da r-yakin kapahdir(Atmaca ve
Zorlutuna, 2021).

Ispat. Ispat yukaridaki teoreme benzer sekilde yapilabilir. m

Teorem 3.2.12 (O, F,~p_,N,(B)) bir yakin yaklasim uzay, X C O, (X,7) ve
(Y, o) topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. f, xo da r-yakin sireklidir
ancak ve ancak f(xy) mn her G agik komsulugu icin xo € Core*(f~1(QG)) dir(Atmaca
ve Zorlutuna, 2021).

Ispat. (=) f, zo da r-yakmn siirekli ve G, f(zo) m agik komsulugu olsun. f, xq
da r-yakin stirekli oldugu i¢in xg wn r-yakin ag¢ik komsulugu olan bir U wvardwr oyle
ki f(U) C G dir. Buradan vo € H C HA C U ve U C f~YG) dir. Sonug olarak
zg € Corer(f~1(Q)) dir.

(<:) f(zo) m her G agik komsulugu i¢in xo € Core*(f~1(G)) ve f(xq) mn
bir agik komsulugu N olsun. Buradan G € o vardir oyle ki f(xo) € G C N dir. G,
f(zo) n agik komsulugu ve xo € Corer(f~1(Q)) oldugu icin H € T vardir éyle ki
zg € H C H* C f~YG) dir. Eger f~'(G) =U alirsak U € N*(xg) ve f(U) C N

olur. Sonug olarak f, xqg da r-yakin sireklidir. m

Tanim 3.2.8 (O, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O, (X, 1) ve (Y,0)
topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger xq wn r-yakin yakinsamas:
olan her (x,) i¢in f(x,) — f(zo) ise f, xo da r-yakin dizisel sireklidir denir(Atmaca

ve Zorlutuna, 2021).
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Eger f, her xo € X da r-yakin dizisel strekli ise f fonksiyonuna X tizerinde

r-yakin dizisel stireklidir denar.

Teorem 3.2.13 (O, F,~p_,N.(B)) bir yakin yaklagim uzayp, X C O, (X, 7) ve
(Y, o) topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f, r-yakin sirekli

ise f, r-yakin dizisel siireklidir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

Ispat. f, r-yakin sirekli ve z, — x¢ olsun. Kabul edelim ki f(zo) wn bir V
komsulugu olsun. f, r-yakin sirekli oldugu i¢in U € N*(xo) vardwr oyle ki f(U) C 'V
dir. Buradan U C f~Y(f(U)) C f~Y(V) dolayrsiyla f~2(V) € NA(x) dwr. z, — 20
icin ng € N vardur dyleki her n > ng i¢in x, € f~(V) dir. f(z,) € f(fY(V))CV
icin f(x,) — f(xo) dwr. Sonug olarak f, r-yakin dizisel siireklidir. m

Yukarida ki teoremin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 3.2.10 (O, F,~p,, N.(B)) yakn yaklasim uzayms ve Ornek 3.2.8 de ki T
topolojisini disgiinelim. FEger o = {@,X,{a,b,¢c,d}}, x, 2 ¢ alwrsak ve fla) =
f(c) =a, f(b) = f(d) = f(e) = e olacak sekilde f : (X,7) — (X, 0) fonksiyonunu
tammlarsak f~'({a,b,c,d}) = {a,c} ¢ 74 ve buradan f, c de 2-yakin siireklidir.
Ote yandan N,(f(c)) = Ny(a) = {{a,b,c,d}, X} ve NA(c) = {G C X : {c¢} C G}
dir. x, 2 ¢ den her N € N2(c) i¢in ng € N dir oyle ki her n > ng i¢in x, € N dir.
{c} € N2(c) den her n > ng i¢in x, = ¢ dir. Yani (z,) = (21, %2, ..., Tng, C, C, C, ...)
dir. Buradan (f(x,)) = (f(x1), f(z2), ..., f(zn,), f(c), f(c), f(c),...) odugunu aliriz.
Dolayiswyla f(x,) — f(c) = a oldugunu elde ederiz. Sonug¢ olarak f, ¢ de 2-yakin

dizisel stireklidir.

Teorem 3.2.14 (O, F,~p_,N,(B)) bir yakin yaklagim uzay, X C O, (X,7) ve
(Y, o) topolojik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger f, r-yakin sirekli
ise f~1(intB) Cint*(f~Y(B)) dir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

Ispat. f, r-yakin sirekli bir fonksiyon ve B CY olsun. intB C B, f~Y(intB) C
f7YB) oldugu igin Teorem 5.2.5 (ii) den intA(f~'(intB)) C int*(f~*(B)) dir. f,
r-yakwn sirekli oldugu icin f~(intB) € 72 ve int*(f~'(intB)) = f~'(intB) dir.
Dolaypsiyla f~(intB) C intA(f~Y(B)) dir. =
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3.3 r-Yakin Taban ve r-Yakin Alt Uzaylar

Tamim 3.3.1 (X, F,~p_, N.(B)) bir yakin yaklasim uzay, (X, 1) bir topolojik uzay
ve D, X in alt kimelerinin ailesi olsun. T2 wn bog kiimeden farkly her elemani D nin
elemanlarimin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa D ye T4 r-yakin topolojisinin r-yakin

tabanadir denir.

Ornek 3.3.1 X = {a,b,c,d}, B = {@,, 0y, 03} nesne ozelliklerini temsil eden o, :
X — R fonksiyonlarin ailesi, T = {@, X, {a},{b},{a,b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d}},
Dy = {X,{a,b},{b,c,d}}, Dy = {{a,b},{c,d}}, D3 = {{a},{b},{c,d}} aileleri ve

@, fonksiyonlar:

a b c d
e, |1 1 0 0
@y, |0 0 1 1
ws |1 0 0 O

bigiminde tanamly olsun. Bu durumdat} = {9, X, {a,b},{b,c,d}}, 74 = {2, X, {a,b},{c,d}}
ve 74 = {9, X,{a},{a,b},{c,d},{a,c,d},{b,c,d}} bicimindedir. A¢iktir ki Dy, Dy

ve D3 aileleri siraswyla 74, T4 ve 74 topolojilerinin r-yakin tabanlaridr.

Teorem 3.3.1 (X, F,~pg ,N,.(B)) bir yakin yaklasim uzay, (X,T) bir topolojik
uzay ve D, T nun tabany olsun. Buradan her r i¢in D} = {D2* | D € D} aileleri T2

topolojilerinin r-yakin tabanidr.

Ispat. GAc 72 alalm. GA= |J DA olacak sekilde (D')A C DA varma?
DAe(D)A
(D) DA

ve U Df <=ye U [7p
pAc(p' ) (2] 5, ND#0
(D')k DA
= 3DA ¢ (DA, 3 [z]p, N D # @ igin y € [2]p,
<= 3IDc D, [zl ND # D icin y € [z]p,
<= J[z]p, N (UD) # & igin y € [z]p, u
=y € U [x]B,

(o], N(UD)#2

—=vye U 7B
[z] B, NG#2

—yeGr
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Teorem 3.3.2 (X, F,~p , N,.(B)) bir yakin yaklagim uzay, (X, 1), (Y, o) iki topolo-
Jik uzay ve DX C ok, o r-yakin topolojisinin bir r-yakin tabani olsun. f: X — 'Y

fonksiyon olmak dizere f, r-yakin siirekli ise VDA* € DA icin f~' (D) € A dar.

Ispat. f, r-yakin stirekli olsun. Bu durumda f, r-yakin sirekli oldugundan Y deki
her agik V igin f~1 (V) € A dwr. Her D taban elemani da Y de agik oldugundan

buradan f~' (D) € 72 dir. =

Teorem 3.3.3 (A Recognition Lemma) (X, F,~p,, N,.(B)) bir yakin yaklagim uzays,

A

& 1¢in bir tabandir

(X, 1) bir topolojik uzay ve D C 7 olsun. Bu durumda Dr, T

<= VG € T} ve Vx € G* i¢in x € D* C G* olacak bicimde D} € D} vardur.

Ispat. (=) DA, 74 icin bir taban olsun. G* € 7 ve x € G* alalvm. D* taban

oldugundan
A __ A
Gr - U DT‘
DAe(D")A
(@")AcpA

bictminde yazilabilir. Buradan

reGr =z |J D}
DAg(D)A
()Acpp
— DA ¢ (D')A igin v € DA C GA
olur.

(<) VG* € 7% ve Yz € G i¢in x € D} C G* olacak bi¢imde D* € D}
olsun. G* € % alalim.
Gp = U fep ¢ U D CGP

2€GA 2€DACGA
olur. Buradan YG* € t}i¢in
A A
Gr - U DT‘
DA (@A
(o)A cop

biciminde yazlir. Burada (D')A = {(D3), |z € GA ve v € (D*), C GA} dir. m

Teorem 3.3.4 (X, F,~p,, N,.(B)) bir yakin yaklagim uzay: ve D}, X in alt kiimelerinin
tist yaklagymlarindan olusan bir aile olsun. DY, X dzerinde bir topoloji i¢in r-yakin

tabana ise X, D} ailesinin elemanlariman birlegimi bi¢iminde yazilur.

Ispat. D2, X kiimesi tizerinde bir T2 topolojisinin tabani olsun. X € 72 oldugun-

dan
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I(D)A C DA vardwr yle ki X = |J DA

DAe(D')A
dir. Buradan (D')A C DA oldugundan X = |J D*c |J D2 olur ve buradan
DAe(D')A DpeDp

X = |J D} oldugu elde edilir. m
DAEDA

Tanim 3.3.2 (X, F,~pg,_, N,.(B)) yakin yaklasim uzayr, F = {¢, :i € [} ve AC X
olsun. F|, = {¢;|, 11 € I} olmak iizere ~ = {(z,2) | ¢;]4 () = @il 4 (), @il 4 €
B,|, C F|,} bigiminde tanimlanur ve bu denklik bagintisinan denklik siniflar [x]gr

tle gosterilir.

Tamim 3.3.3 (X, F,~p,, N.(B)) yakn yaklagim uzayr, F' = {p,|i € [} ve AC X
olsun. F|, = {¢;|, : i € I} olmak dizere (A, F |a,~% ,N2A(B)) yakin yaklasim
uzayrdar ve bu uzaya (X, F,~p,, N.(B)) yakin yaklagim uzayimin alt yakin yaklagim

uzayr denair.

Tanim 3.3.4 (X, F,~p,_, N,(B)) bir yakin yaklasym uzayr, (X, 1) bir topolojik uzay

ve A C X olsun. A4 = { GA . GM = U [z]3,Gi €T ailesine T topolo-
[z]5,NGi#2 L

jisinin r-yakin alt topolojisi denir ve (A, A1) ikilisinede r-yakin alt topolojik uzay

adr verilir.

Ornek 3.3.2 X = {a,b,c,d}, B = {p), 05,03} nesne ozelliklerini temsil eden
©; X — R fonksiyonlarimn ailesi, 7 = {@, X, {a},{a,b},{a,b,c}} ve A = {b,c,d}
olsun. Burada ¢,; fonksiyonlar

a b c d

o1 0 01

v, |1 0 0 0

ez |1 1 0 O
biciminde tanimbidir. Buradan

b ¢ d
Pila |00 1
P2la |0 00
psla |10 0

bicimindedir ve her bir r li kombinasyon i¢in denklik sinaflar:
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NAB) = {1,y = ek Bl = {1 (Bl = (od,
TR S P 5

N (B) = Ul oyl = 0oeh (g oy = A ARG, 0,y =
U SH CEPNIN Sl U U FRPIPRTR Sl Ul 3 2R (LE PRI Sl U S CE PR
{c.d}}}

N&B) = {00 o1 alaeala = 08 [ttt = 80 g ol =
{d}}
bicimindedir. Sonug olarak ™4 = {@, A, {b,d}}, ™44 = {2, A, {b,c}}, 44 =
(@, A, {b}, {b,c}} olur.

Ornek 3.3.2 deki 74, 74 ve 74 supra (Genellestrilmis) topolojilerini gz éniine
alirsak klasik topolojik uzaylardaki alt uzay diigiincesi ile (7$)4 = {9, 4, {a,b}},
(18)a = {2, A, {a}} ve (18)4 = {2, A, {a},{a,b}} ailelerini elde ederiz. Fakat bu
elde edilen aileler ve r-yakin alt uzaylar birbirinden farkhidir.

Simdi r-yakin alt uzaylar ile bu ailelerin arasindaki iligkiyi agiklayan bir teo-

rem verelim.

Onerme 3.3.1 (X, F,~p,, N.(B)) yakin yaklasim uzayp, F = {p;, : i € I} ve
A C X olsun. Bu durumda (A, F|,,~% ,N(B)) alt yakin yaklasum uzayr igin
[]3, = [z]p, N A dur.

y€lz]lp,NA <= yé€lz]greyec A
= x~p yveyeA
- < Vo, € B, igin ¢;(x) = ¢;(y) vey € A
Ispat. [ ]
=V ls € Bely C Fly dcin o], (%) = @] 4 (v)
<:>$~§r Yy

= y€ [z]4

Teorem 3.3.5 (X, F,~p ,N,(B)) bir yakin yaklasgim uzay, (X,7) bir topolojik

uzay ve A C X olsun. Bu durumda her G € 7 icin GA4 C (GA) 4 dor.

Ispat. GA4 ¢ 744 alalum.
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Gt = U [
[2]5,NGa#2
= U [z]s, N A
([z] B,NA)N(GNA)#2

= U M&) nA =
)£2

[z]B,N(GNA

r

- U [z |NA
[z] B, NG#2

—(G4n4

Teorem 3.3.6 (X, F,~p ,N,(B)) bir yakin yaklasgim uzay, (X,7) bir topolojik
uzay, A C X ve F C A olsun. FA, 744 kapahdir <= 3JK*» C X, 72 kapahs
vardwr oyleki F* = AN K2 dur.

Ispat. F C A olsun.

Er (18)a kapalidir <= A\F* € (T)a
< JGA € 7% vardwr oyleki A\NF* = ANG*
<= JG* € 7% vardwr dyleki F* = A\(ANGY) = AN (X\G?)

> K» = X\G2, 72 kapalidir ve F2 = AN K* dr.

Teorem 3.3.7 (X, F,~p ,N,(B)) bir yakin yaklasgim uzay, (X,7) bir topolojik
uzay ve A C X olsun. F C A i¢in clAE = AN cIAXE dir.

CIME =N{F*: FA (14)4 kapah ve E C FA}
=N{ANKr: KA 7% kapal ve E C AN K*}

=AN(N{Kr: K} 7% kapalh ve E C K*})
= ANcAXE

ispat .

Teorem 3.3.8 f:(X,7) — (Y,0) r-yakin strekli ve A C X ise
flarA—Y, fla(z)=f(2)

ile tanwmly fonksiyonda r-yakin stireklidir.

Ispat. V € N (f (x0)) olsun. Bu durumda f, r-yakmn siirekli oldugundan f=* (V) €
NA (f (%)) dor. Buradan 3G € 7 igin v € G C G* C f~1(V) dwr. Teorem 3.3.5

den GAY C (GA), dur. Diger taraftan
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Ga= U {at ¢ U [l =G
z€GNA (€] 5, N(GNA)
olur. Buradan x¢ € (GNA) = G4 C (GANA) = GA C f~1(V)NA olur. Dolaypsiyla

f |a fonksiyonu r-yakin sireklidir. m
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