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2022, 43+x sayfa 

 

Belirsizlik içeren küme teorilerinden başlıca iki tanesini tanıtmayı amaçlayan bu 
tez iki ana bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, belirsizliklerin incelenmesinde önemli bir kilometre taşı olan 
kaba kümeler ve özellikleri tanıtılmıştır. 3 alt bölümden oluşan ikinci bölümde ise 
birinci alt bölümde kaba küme teorisinin bir genellemesi olan yakın kümeler ve 
özellikleri tanıtılmıştır. İkinci alt bölümde ise r-yakın topolojik uzaylar ve temel 
kavramları tanıtılmıştır. Tezin orijinal kısmı olan üçüncü alt bölümde ise r-yakın taban 
ve r-yakın alt uzaylara giriş yapılmış temel özellikleri incelenmiştir. 
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This thesis, which aims to introduce two of the main uncertainty-containing set theories, 

consists of two main parts. 

In the first chapter, rough sets and their properties, which are an important milestone in 

the study of uncertainties, are introduced. In the second part, which consists of 3 

subsections, close sets, which are a generalization of rough set theory, and their 

properties are introduced in the first subsection. In the second subsection, r-near 

topological spaces and their basic concepts are introduced. In the third subsection, 

which is the original part of the thesis, the basic properties of r-near base and r-close 

subspaces are examined. 
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1. G·IR·IŞ

Küme teorisi Matemati¼gin en karmaş¬k alanlar¬ndan bir tanesidir. Bunun nedeni

küme kavram¬n¬n kesin bir tan¬m¬n¬n verilememesidir. Günümüzde kullan¬lan mod-

ern küme teorisi George Cantor taraf¬ndan öne sürülmüştür. Fakat bu teoride yine

küme kavram¬n¬n mu¼glakl¬¼g¬n¬aşamam¬̧st¬r. Cantor teorinin bu aksakl¬klar¬n¬n ak-

siyomlarla giderilmesi �krini savunarak birçok aksiyomla teorinin eksik alanlar¬n¬

aç¬klamaya çal¬̧sm¬̧st¬r. Öte yandan küme teorisi, tüm matematik için temeldir ve

matematik, tüm matematiksel kavramlar¬n kesin olmas¬n¬gerektirir. Bu nedenle

klasik küme teoride küme kavram¬na ait tek bilgimiz kümenin elemanlar¬n¬n kesin-

li¼gidir. Yani bir eleman kümeye ya aittir ya da de¼gildir.

Küme kavram¬n¬n kesinli¼gine ra¼gmen etraf¬m¬z belirsiz verilerle doludur. Örne¼gin

dil bilimsel veriler ki̧siye, zamana ve mekâna göre de¼gi̧siklik gösterebilir. Bu nedenle

hammaddesi dilbilimsel veriler olan bilgisayar bilimleri, ekonomi, mühendislik ve

benzeri birçok bilim alan¬nda klasik küme teorisinin başar¬l¬bir biçimde uygulan-

mas¬mümkün de¼gildir. Bununla beraber bu gereksinim do¼grultusunda 20. yüzy¬l¬n

ortalar¬nda klasik küme teoriyi temel alan belirsizlik içeren küme teorileri ortaya

ç¬kmaya başlam¬̧st¬r. Bunlardan en popüler olan ikisi kuşkusuz bulan¬k kümeler

ve kaba kümelerdir. Bu teoriler belirsizli¼gi modellemek için klasik küme teorisinin

genellemeleridir. Bulan¬k kümeler 1965�te Lot� Zadeh taraf¬ndan ortaya at¬lm¬̧st¬r.

Bulan¬k kümeler klasik küme tan¬m¬nda kullan¬lan kesin üyeli¼gin aksine, kümenin

elemanlar¬na kümeye ait olma derecesi vererek tan¬mlan¬r. Burada bu derece 0 ve

1 aral¬¼g¬nda bir say¬d¬r. Öte yandan 1982�de Z. Pawlak taraf¬ndan tan¬t¬lan kaba

küme teorisi, belirsizli¼gi üyelik yoluyla de¼gil, bir kümenin s¬n¬r bölgesini kullanarak

ifade eder. Burada s¬n¬r bölgesi kümeyi tam olarak anlamak için yeterli bir araçt¬r.

Bir kümenin s¬n¬r bölgesi boşsa, küme kaba olmayand¬r, aksi takdirde küme kabad¬r

(kesin de¼gildir). Bulan¬k kümeler ve Kaba kümeler, klasik küme teorisine bir al-

ternatif de¼gildir. Aksine içerisinde küme kavram¬n¬bulundururlar. Dolay¬s¬yla bu

teorilerden klasik küme teorisini temel alan belirsizlikleri modelleyen yeni araçlar

olarak bahsetmek daha do¼gru bir yaklaş¬md¬r.
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Kaba küme teoride ayn¬bilgi ile karakterize edilen nesneler ay¬rt edilemez

olarak tan¬mlan¬r. Bu şekilde oluşturulan ay¬rt edilemezlik ba¼g¬nt¬s¬, kaba küme

teorisinin matematiksel temelini teşkil eder. Ayr¬ca bu ba¼g¬nt¬bir denklik ba¼g¬n-

t¬s¬d¬r ve evreni denklik s¬n¬�ar¬na ay¬r¬r. Pawlak� ¬n kaba kümelerinde denklik

s¬n¬�ar¬, alt ve üst yaklaş¬mlar¬n inşas¬için yap¬taşlar¬d¬r. Alt yaklaş¬m, kesinlikle

kümeye ait olan tüm nesnelerden oluşur. Yani kümenin alt kümesi olan tüm denklik

s¬n¬�ar¬n¬n birleşimidir. Üst yaklaş¬m, kümeye ait olabilecek tüm nesneleri içerir.

Yani, küme ile boş olmayan bir kesi̧simi olan tüm denklik s¬n¬�ar¬n¬n birleşimidir.

Böylece kaba kümelerin özellikleri, bölüm kümeleri veya denklik s¬n¬�ar¬arac¬l¬¼g¬yla

incelenebilir. Üst ve alt yaklaş¬m aras¬ndaki fark, kaba kümelerin s¬n¬r bölgesini

oluşturur. Bu yaklaş¬mlar, kaba küme teorisinin temel kavramlar¬d¬r.

Kaba küme teorisi, geli̧simine ve uygulamalar¬na esas olarak katk¬da bulu-

nan birçok araşt¬rmac¬ve uygulamac¬n¬n dünya çap¬nda dikkatini çekmi̧stir. Kaba

küme teorisi, di¼ger birçok teori ile örtüşmektedir. Dolay¬s¬yla kaba küme teorisi

başl¬baş¬na ba¼g¬ms¬z bir disiplin olarak kabul edilebilir. Pratik aç¬dan bak¬ld¬¼g¬nda,

kaba küme teorisi, yapay zekâ ve bili̧ssel bilimler, makine ö¼grenimi, ak¬ll¬ sistem-

ler, tümevar¬msal ak¬l yürütme, örüntü tan¬ma, görüntü i̧sleme, sinyal analizi, bilgi

keş�, karar analizi gibi birçok alanda uygulama bulmuştur. Veri analizinde kaba

küme teorisinin temel avantaj¬, istatistikteki olas¬l¬k da¼g¬l¬mlar¬, Dempster-Shafer

teorisindeki temel olas¬l¬k atamalar¬, bir üyelik derecesi veya bulan¬k kümedeki

olas¬l¬k de¼geri gibi veriler hakk¬nda herhangi bir ön veya ek bilgiye ihtiyaç duy-

mamas¬d¬r.

J.F. Peters ve Z. Pawlak taraf¬ndan 2002 y¬l¬nda yaz¬lan �Ne Kadar Yak¬n�

başl¬kl¬bir şiirden ilham al¬narak nesnelerin yak¬nl¬¼g¬n¬n alg¬lanmas¬üzerinde çal¬̧s-

maya başlad¬lar. Şiirin temas¬, insan¬n yak¬nl¬k alg¬s¬, kar tanelerinin a¼gaçlara yak¬n-

l¬¼g¬ve buz sark¬tlar¬n¬n zemine yak¬nl¬¼g¬gibi görüntüleri aktarmas¬d¬r.

Ne kadar yak¬n;

Bir a¼gac¬n kabu¼guna sürüklenen kar taneleri ne kadar yak¬n,

K¬̧s¬n gökyüzünden aşa¼g¬do¼gru ha�f ha�f ve dönerek mi?

Buz sark¬tlar¬yere ne kadar yak¬n,

Pencere kenarlar¬nda birikintiler yavaşça m¬oluşuyor?
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Bazen baz¬a¼gaçlar¬n karla kapl¬dallar¬sarkar,

Baz¬lar¬yere yak¬n,

Baz¬lar¬zaman zaman rüzgârda sallan¬r,

Baz¬lar¬kar ya¼garken neredeyse birbirine de¼giyor,

Baz¬lar¬bale dansç¬lar¬n¬n uzuvlar¬na benzeyen şekillerle,

Baz¬lar¬kar ya¼g¬̧s¬ve rüzgardan korunan pürüzlü kenarlara sahiptir,

ve daha sonra,

Bir şekilde,

Sabah güneşinde yeniden do¼gar.

Ne kadar yak¬n...

Z. Pawlak ve J.F. Peters,

Bahar, 2002

Yak¬nl¬k, günlük hayat¬m¬zda i̧slev görmemizi sa¼glayan sezgisel bir kavramd¬r.

Günlük konuşmalar¬m¬zda çevremizdeki şeylerin yak¬nl¬¼g¬n¬özetlemek için pek çok

zar�ar ve s¬fatlar kullan¬r¬z. Örne¼gin; "senin kadar zay¬ft¬" veya "bu arabalar bir-

birine benziyor" gibi ifadeler ayn¬olmayan nesnelere benzetmeler yapma s¬kl¬¼g¬m¬z¬

gösterir ve baz¬ortak özellikleri verir. Dolay¬s¬yla yak¬nl¬k kavram¬ile günlük hay-

at¬m¬z¬n birçok alan¬nda s¬kça kaŗs¬laş¬r¬z. 2007 y¬l¬nda Peters belirsizliklerin ince-

lenmesinde yeni bir teori olan yak¬n küme teorisini "Near sets. Special theory about

nearness of objects" isimli makalesinde tan¬tm¬̧st¬r. Peters, bu makalesinde nes-

nelerin yak¬nl¬¼g¬n¬ve dolay¬s¬yla nesnelerin mevcut bilgilerine göre evrensel kümeyi

s¬n¬�and¬rman¬n nesnelerin özelliklerine ba¼gl¬ oldu¼gu �krini ileri sürmüştür. Bu

teoride indirgenemezlik ba¼g¬nt¬s¬, kaba kümelerdeki herhangi bir denklik ba¼g¬nt¬s¬

ile de¼gil nesne özelliklerini veren fonksiyonlar¬n her bir alt kümesinin oluşturdu¼gu

denklik ba¼g¬nt¬lar¬ yard¬m¬yla kurulur. Yak¬n kümelerde bulunan yak¬nl¬k, kaba

kümelerdeki eşlikten ziyade nesnelerin ortak özelliklerini nitelemektir. Bu ortak

özellik say¬s¬ne kadar fazla ise nesneler birbirine o kadar yak¬nd¬r.

Yak¬n kümeler matematik, bilgisayar bilimleri ve mühendislik gibi birçok

bilim alan¬n¬n çeşitli dallar¬nda bilim adamlar¬ taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve geni̧s bir

çal¬̧sma yelpazesine sahip olmuştur. Yak¬n küme teorisinin uygulamas¬n¬n di¼ger

örnekleri şunlar¬içerir: otomatik bir yüz özelli¼gi ç¬karma i̧sleminde özelliklerin be-
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lirlenmesi, görüntülü yaz¬̧sma, uyarlanabilir ö¼grenme, etoogramlar ve son olarak

görüntü morfolojisi ve segmentasyon de¼gerlendirmesi.

Belirsizlikler üzerine iki önemli teori olan kaba kümeler ve yak¬n kümeler üz-

erine olan bu tez iki ana bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölümde kaba küme teorisi

ile ilgili temel tan¬mlamalar ve örnekler verilerek, bu teorinin temel özellikleri teo-

rem ve örneklerle aç¬klanmaya çal¬̧s¬lacakt¬r. Üç alt bölümden oluşan ikinci bölümün

birinci alt bölümünde yak¬n kümelerin temel tan¬m ve örnekleri tan¬t¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci

alt bölümde ise r-yak¬n topolojik uzaylar ve bu kavram¬n sa¼glad¬¼g¬temel özellikler

verilmi̧stir. Son olarak tezin orijinal k¬sm¬olan üçüncü alt bölümde ise r-yak¬n alt

uzay ve r-yak¬n taban kavramlar¬tan¬mlanarak bu kavramlar¬n sa¼glad¬¼g¬özellikler

örnek ve teoremlerle aç¬klanmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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2. KABA KÜMELER

Belirsizliklerin incelemesinde önemli bir araç olan kaba küme teorisi Pawlak taraf¬n-

dan 1982 y¬l¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu teori bilgi sistemlerindeki karars¬z ve belirsiz

verilerin anlaş¬lmas¬için matematiksel bir araç olarak ortaya at¬lm¬̧st¬r. Dolay¬s¬yla

veri madencili¼gi, makine ö¼grenimi, örüntü tan¬ma, görüntü i̧sleme, t¬bbi olaylar

gibi birçok bilim ve mühendislik alan¬nda uygulanm¬̧st¬r. Kaba kümeler alt ve üst

yaklaş¬mlar olarak adland¬r¬lan temel yaklaş¬mlar ile tan¬mlan¬r. Bu yaklaş¬mlar

indirgenemezlik ba¼g¬nt¬s¬olarak adland¬r¬lan bir denklik ba¼g¬nt¬s¬yard¬m¬yla elde

edilir. Alt yaklaş¬m kümenin alt kümesi olan denklik s¬n¬�ar¬n¬n birleşimi iken üst

yaklaş¬m küme ile arakesiti boştan farkl¬olan denklik s¬n¬�ar¬n¬n birleşimidir. Kaba

kümeler hakk¬nda detayl¬bilgi için Şimdi bu teorinin temel tan¬m ve örneklerinden

bahsedelim.

Tan¬m 2.0.1 X nesnelerin boştan farkl¬ bir kümesi, A � X ve R; X üzerinde

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. Bu durumda A kümesinin alt, üst ve s¬n¬r yaklaş¬mlar¬

s¬ras¬yla;

RN(A) = fx 2 X : [x] � Ag = [
[x]�A

[x]

RH(A) = fx 2 X : [x] \ A 6= ?g = [
[x]\A6=?

[x]

BNR(A) = R
N(A)�RH(A)

biçiminde tan¬mlan¬r. Burada [x], x eleman¬n R ba¼g¬nt¬s¬na göre denklik s¬n¬f¬n¬

göstermektedir(Pawlak, 1982).

1

1:png
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Tan¬m 2.0.2 X nesnelerin boştan farkl¬ bir kümesi, A � X ve R, X üzerinde

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. Bu durumda A kümesinin pozitif ve negatif yaklaş¬mlar¬

s¬ras¬yla;

POSR(A) = RH(A)

NEGR(A) = X �RN(A)

biçiminde tan¬mlan¬r(Pawlak, 1982).

Örnek 2.0.1 X = fa; b; c; d; e; fg veX üzerinde R = f(a; a); (b; b); (b; c); (b; d); (c; b);

(c; c); (c; d); (d; b); (d; c); (d; d); (e; e); (e; f); (f; e); (f; f)g denklik ba¼g¬nt¬s¬verilsin. Buna

göre R nin denklik s¬n¬�ar¬aşa¼g¬daki gibidir.

[a] = fag

[b] = [c] = [d] = fb; c; dg

[e] = [f ] = fe; fg

A = fc; e; fg � X kümesi için

RN (X) = fb; c; d; e; fg

RH (X) = fe; fg

BNR(X) = R
N(X)�RH(X) = fb; c; dg

biçimindedir.

Örnek 2.0.2 X = fx1; x2; x3; x4; x5; x6; x7; x8; x9; x10g nesnelerin bir kümesi, F =

fa1; a2; a3g niteliklerin kümesi ve Va1 = f1; 2; 3g; Va2 = f1; 2g; Va3 = f1; 2; 3; 4g

kümeleri de her bir niteli¼gin ald¬¼g¬de¼gerlerin kümelerini göstersin. Yukar¬da verilen

10 nesnenin sahip oldu¼gu nitelikleri bir matris formunda aşa¼g¬daki gibi verelim.
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X a1 a2 a3

x1 2 1 3

x2 3 2 1

x3 2 1 3

x4 2 2 3

x5 1 1 4

x6 1 1 2

x7 3 2 1

x8 1 1 4

x9 2 1 3

x10 3 2 1

yukar¬daki şekilde verilen verilere göre [xi], xi eleman¬n¬n denklik s¬n¬f¬n¬göstermek

üzere [xi] = fxj : xj; xi ile ayn¬de¼gerlere sahip, 1 � i � 10 ve 1 � j � 10g şeklinde

tan¬mlans¬n. Buna göre

[x1] = [x3] = [x9] = fx1; x3; x9g

[x2] = [x7] = [x10] = fx2; x7; x10g

[x4] = fx4g

[x5] = [x8] = fx5; x8g

[x6] = fx6g

denklik s¬n¬�ar¬biçimindedir. X in A = fx1; x3; x4; x5; x9g alt kümesi için

RN(A) = fx1; x3; x4; x5; x8; x9g

RH(A) = fx1; x3; x4; x9g

BNR(A) = fx5; x8g

biçimindedir(Aktaş ve Ça¼gman, 2005).

Tan¬m 2.0.3 X nesnelerin boştan farkl¬ bir kümesi, A � X, R, X üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬ ve U � X=R olsun. Bu durumda A = [[x]2U [x] ise A ya kaba

olmayan küme denir.

X deki R ba¼g¬nt¬s¬na göre kaba olmayan bütün kümelerin ailesi RX ile gös-

terilir(Bonikowski, 1992).
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Sonuç 2.0.1 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A � X ve R, X üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler denktir(Bonikowski, 1992).

(i) A 2 RX

(ii) A = RN(A)

(iii) A = RH(A)

Örnek 2.0.3 X = fa; b; c; dg veX üzerinde R = f(a; a); (b; b); (b; c); (c; b); (c; c); (d; d)g

denklik ba¼g¬nt¬s¬verilsin. Buna göre R nin denklik s¬n¬�ar¬aşa¼g¬daki gibidir.

[a] = fag

[b] = [c] = fb; cg

[d] = fdg

A = fb; c; dg � X kümesi için

RN (X) = fb; c; dg

RH (X) = fb; c; dg

BNR(X) = R
N(X)�RH(X) = ?

biçimindedir. Bu durumda A kümesi kaba olmayan kümeye bir örnektir.

Teorem 2.0.1 X nesnelerin bir kümesi, A;B � X ve R; X üzerinde bir denk-

lik ba¼g¬nt¬s¬olsun. Buna göre aşa¼g¬dakiler do¼grudur(Pawlak, 1982 ve Bonikowski,

1992).

(i) RH(A) � A � RN(A)

(ii) RH(X) = RN(X) = X

(iii) RH(?) = RN(?) = ?

(iv) RN(A [B) = RN(A) [RN(B)

(v) RH(A \B) = RH(A) \RH(B)

(vi) RH(A [B) � RH(A) [RH(B)

(vii) RN(A \B) � RN(A) \RN(B)

(viii) A � B ) RH(A) � RH(B), RN(A) � RN(B)

(ix) RH(XnA) = XnRN(A)

(x) RN(XnA) = XnRH(A)

(xi) RH(RH(A)) = RN(RH(A)) = RH(A)

(xii) RN(RN(A)) = RH(RN(A)) = RN(A)
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(xiii) RH(AnB) � RH(A)nRH(B)

(xiv) RN(A)nRN(B) � RN(AnB)

·Ispat. (i)

x 2 RH(A) ) x 2 [
[x]�A

[x]

) 9[x] için x 2 [x] � A

) x 2 A

x 2 A ) x 2 A ve x 2 [x]

) x 2 [x] \ A

) x 2 [
[x]\A6=?

[x]

) x 2 RN(A)
(ii)

RH(X) = [
[x]�X

[x]

= X

RN(X) = x 2 [
[x]\X 6=?

[x]

= En az bir [x] \X 6= ? için x 2 [x]

= X

(iii)

RH(?) = x 2 [
[x]�?

[x]

= 9[x] � ? için x 2 [x]

= ?

RN(?) = [
[x]\? 6=?

[x]

= ?
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(iv)

x 2 RN(A [B) , x 2 [
[x]\(A[B) 6=?

[x]

, 9[x] \ (A [B) 6= ? için x 2 [x]

, 9[x] \ A 6= ? için x 2 [x] veya 9[x] \B 6= ? için x 2 [x]

, x 2 RN(A) veya x 2 RN(B)

, x 2 RN(A) [RN(B)
(v)

x 2 RH(A \B) , x 2 [
[x]�A\B

[x]

, 9[x] � A \B için x 2 [x]

, 9[x] � A için x 2 [x] ve 9[x] � B için x 2 [x]

, x 2 RH(A) ve x 2 RH(B)

, x 2 RN(A) \RN(B)
(vi)

x 2 RH(A) [RH(B) ) x 2 RH(A) veya x 2 RH(B)

) x 2 [
[x]�A

[x] veya x 2 [
[x]�B

[x]

) 9[x] � A için x 2 [x] veya 9[x] � B için x 2 [x]

) 9[x] � A [B için x 2 [x]

) x 2 RH(A [B):
(vii)

x 2 RN(A \B) ) x 2 [
[x]\(A\B) 6=?

[x]

) 9[x] \ (A \B) 6= ? için x 2 [x]

) 9[x] \ A 6= ? için x 2 [x] ve 9[x] [B 6= ? için x 2 [x]

) x 2 RN(A) ve x 2 RN(B)

) x 2 RN(A) \RN(B)
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(viii)

x 2 RH(A) ) x 2 [
[x]�A

[x]

) x 2 [
[x]�B

[x]

) x 2 RH(B)

x 2 RN(A) ) x 2 [
[x]\A6=?

[x]

) x 2 [
[x]\B 6=?

[x]

) x 2 RN(B)
(ix)

x 2 RH(XnA) , x 2 [
[x]�XnA

[x]

, 9[x] � XnA için x 2 [x]

, 9[x] \ A = ? için x 2 [x]

, x =2 RN(A)

, x 2 XnRN(A)
(x)

x 2 RN(XnA) , 9[x] \ (XnA) 6= ? için x 2 [x]

, 9[x] * A için x 2 [x]

, x 2 RH(A)
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(xi)

x 2 RH(RH(A)) , x 2 [
[x]�RH(A)

[x]

, 9[x] � RH(A) için x 2 [x]

, 9[x] � [
[x]�A

[x] için x 2 [x]

, x 2 [
[x]�A

[x]

, x 2 RH(A)

x 2 RN(RH(A)) , x 2 [
[x]\(RH(A)) 6=?

[x]

, 9[x] \ (RH(A)) 6= ? için x 2 [x]

, 9[x] \ ( [
[x]�A

[x]) 6= ? için x 2 [x]

, 9[x] � A için x 2 [x]

, x 2 [
[x]�A

[x]

, x 2 RH(A)

(xii)

x 2 RN(RN(A)) , x 2 [
[x]\(RN(A)) 6=?

[x]

, x 2 9[x] \ (RN(A)) 6= ? için x 2 [x]

, x 2 9[x] \ ( [
[x]\A6=?

[x]) 6= ? için x 2 [x]

, x 2 9[x] \ A 6= ? için x 2 [x]

, x 2 [
[x]\A6=?

[x]

, x 2 RN(A)

x 2 RH(RN(A)) , x 2 [
[x]�RN(A)

[x]

, 9[x] � RN(A) için x 2 [x]

, 9[x] � ( [
[x]\A6=?

[x]) için x 2 [x]

, x 2 9[x] \ A 6= ? için x 2 [x]

, x 2 RN(A)
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(xiii)

x =2 RH(A)nRH(B) =) x =2 RH(A) ve x 2 RH(B)

=) x =2 [
[y]�A

[y] ve x 2 [
[z]�B

[z]

=) 8[y] � A için x =2 [y] ve 9[z] � B için x 2 [z]

=) 8[y] � A için x =2 [y] ve 8[y]  B için x =2 [y]

=) 8[y] � AnB için x =2 [y]

=) x =2 [
[y]�AnB

[y]

=) x =2 RH(AnB)
(xiv)

x 2 RN(A)nRN(B) =) x 2 RN(A) ve x =2 RN(B)

=) x 2 [
[y]\A6=?

[y] ve x =2 [
[z]\B 6=?

[z]

=) 9[y] \ A 6= ? için x 2 [y] ve 8[z] \B 6= ? için x =2 [z]

=) 9[y] \ A 6= ? için x 2 [y] ve 9[y] \B = ? için x 2 [y]

=) 9[y] \ AnB 6= ? için x 2 [y]

=) x 2 [
[y]\AnB 6=?

[y]

=) x 2 RN(AnB)

Teorem 2.0.2 A 2 RX veya B 2 RX ise aşa¼g¬dakiler do¼grudur(Bonikowski, 1992).

(i) RH(A [B) = RH(A) [RH(B)

(ii) RN(A \B) = RN(A) \RN(B)

·Ispat. (i) RH(A[B) � RH(A)[RH(B) oldu¼gunu göstermiştik. Şimdi RH(A[B) �

RH(A) [ RH(B) oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki A 2 RX ve W = RH(A [ B)

olsun. Bu durumda alt yaklaş¬m tan¬m¬ndan A � W olur. Buradan W = A[(WnA)

d¬r. Öte yandan W � A[B oldu¼gundan WnA � B ve WnA 2 RX dir. Dolay¬s¬yla

WnA � RH(B) olur. Buradan W � A [ RH(B) d¬r. O halde W = RH(A [ B) �

RH(A) [RH(B) olur.

(ii) RN(A \ B) � RN(A) \ RN(B) oldu¼gunu göstermiştik. Şimdi RN(A) \

RN(B) � RN(A \ B) oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki A 2 RX ve W =
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RN(A \ B) olsun. Bu durumda üst yaklaş¬m tan¬m¬ndan W � A olur. Buradan

W = A \ ((XnA) [W ) olur. (XnA) [W 2 RX ve B � (XnA) [W oldu¼gu için

RN(B) � (XnA) [W d¬r. Buradan A \ RN(B) � X \ ((XnA) [W ) = W olur. O

halde RN(A) \RN(B) � RN(A \B) olur.

Kaba kümeler bir üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla da tan¬mlanabilir. Şimdi

bundan bahsedelim.

Tan¬m 2.0.4 X nesnelerin bir kümesi, A � X ve R, X üzerinde bir denklik ba¼g¬n-

t¬s¬olsun. �RA : X ! [0; 1] bir fonksiyon olmak üzere

�RA (x) =
j[x] \ Aj
j[x]j

biçiminde tan¬ml¬d¬r ve bu fonksiyona kaba üyelik fonksiyonu denir. Burada jAj, A

n¬n eleman say¬s¬n¬göstermektedir.

Kaba üyelik fonksiyonu bir x eleman¬n¬n A kümesine ait olma derecesini verir.

E¼ger A \ [x] = ? ise aç¬kt¬r ki �RA (x) = 0, di¼ger durumlarda �RA (x) 6= 0 olacakt¬r.

Önerme 2.0.1 X nesnelerin bir kümesi, A;B � X ve R; X üzerinde bir denklik

ba¼g¬nt¬s¬olsun. Bu durumda x 2 X için aşa¼g¬dakiler do¼grudur (Aktaş ve Ça¼gman,

2005).

(i) �RA (x) = 1, x 2 RH(A)

(ii) �RA (x) = 0, x 2 XnRN(A)

(iii) 0 < �RA (x) < 1, x 2 BNR(A)

(iv) �RXnA (x) = 1� �RA (x)

(v) �RA[B (x) � maxf�RA (x) ; �RB (x)g

(vi) �RA\B (x) � minf�RA (x) ; �RB (x)g

·Ispat. (i)

�RA (x) = 1 , j[x] \ Aj
j[x]j = 1

, [x] \ A = [x]

, [x] � A

, x 2 RH(A)
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(ii)

�RA (x) = 0 , j[x] \ Aj
j[x]j = 0

, j[x] \ Aj = 0

, [x] \ A = ?

, [x] \XnA 6= ?

, x 2 XnRN(A)
(iii)

0 < �RA (x) < 1 , 0 <
j[x] \ Aj
j[x]j < 1

, [x] \ A � [x] ve [x] 6= ?

, x 2 RN(A) ve x 2 RH(A)

, x 2 BNR(A)
(iv)

�RXnA (x) =
j[x] \ (XnA)j

j[x]j

=
j[x] \Xj
j[x]j � j[x] \ Ajj[x]j

= 1� j[x] \ Ajj[x]j

= 1� �RA (x)
(v)

�RA[B (x) =
j[x] \ (A [B)j

j[x]j

=
j([x] \ A) [ ([x] \B)j

j[x]j

=
j[x] \ Aj
j[x]j +

j[x] \Bj
j[x]j � j[x] \ (A \B)jj[x]j

� j[x] \ Aj
j[x]j veya � j[x] \Bj

j[x]j d¬r.

= maxf�RA (x) ; �RB (x)g
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(vi)

�RA\B (x) =
j[x] \ (A \B)j

j[x]j

� j[x] \ Aj
j[x]j veya � j[x] \Bj

j[x]j d¬r.

= minf�RA (x) ; �RB (x)g

Sonuç 2.0.2 Kaba üyelik fonksiyonu yard¬m¬yla alt yaklaş¬m, üst yaklaş¬m ve s¬n¬r

bölgeleri tan¬mlanabilir. Bunlar

RH(A) = fx 2 X : �RA (x) = 1g

RN(A) = fx 2 X : �RA (x) > 0g

BNR(A) = fx 2 X : 0 < �RA (x) < 1g

biçimindedir(Pawlak, 1982).

Örnek 2.0.4 Örnek 2.0.2 ü göz önüne alal¬m. A kümesinin elemanlar¬n¬n üyelik

de¼gerleri

�RX (x1) = �
R
X (x3) = �

R
X (x9) = 1

�RX (x2) = �
R
X (x7) = �

R
X (x10) = 0

�RX (x4) = 1

�RX (x5) = �
R
X (x8) =

1

2

�RX (x6) = 0

biçiminde olacakt¬r. O halde

RN(A) = fx1; x3; x4; x5; x8; x9g

RH(A) = fx1; x3; x4; x9g

BNR(A) = fx5; x8g

olarak bulunur.

Tan¬m 2.0.5 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A;B � X ve R, X üzerinde

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun (Bonikowski, 1992).

(i) B, A n¬n alt temsilidir () B � A ve RN(B) = RH(A)

(ii) B, A n¬n üst temsilidir () B � A ve RN(B) = RN(A)
16



Örnek 2.0.5 Örnek 2.0.2 deki denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬ve B = fx2; x3; x5; x6; x8g, C =

fx5; x6g, D = fx1; x2; x5; x6g kümelerini ele alal¬m. Burada C � B ve D � B oldu¼gu

aç¬kt¬r. Öte yandan RH(B) = fx5; x6; x8g, RN(B) = fx1; x2; x3; x5; x6; x8; x9; x10g,

RN(C) = fx5; x6; x8g ve RN(D) = fx1; x2; x3; x5; x6; x8; x9; x10g d¬r. Buradan RN(C) =

RH(B) ve RN(D) = RN(B) olur. Dolay¬s¬yla C, B nin alt temsili iken D, B nin üst

temsilidir.

Tan¬m 2.0.6 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A;B � X ve R, X üzerinde

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun (Bonikowski, 1992).

(i) B, A n¬n minimal alt temsilidir (B = mls(A))() A n¬n jCj < jBj olacak

biçimde B alt temsilinden daha küçük bir C alt temsili yoktur

(ii) B, A n¬n minimal üst temsilidir (B = mus(A)) () A n¬n jCj <

jBj olacak biçimde B üst temsilinden daha küçük bir C üst temsili yoktur.

Şimdi buradan ç¬kan bir sonucu verelim.

Sonuç 2.0.3 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A;B � X ve R, X üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. A 2 RX ise B = mls(A)() B = mus(A) d¬r(Bonikowski,

1992).

·Ispat. A 2 RX olsun. Kabul edelimki B = mls(A) olsun. Buradan B, A n¬n alt

temsilidir yani B � A ve RN(B) = RH(A) d¬r. A 2 RX oldu¼gundan Sonuç 2.0.1

dan RH(A) = RN(A) d¬r. Dolay¬s¬yla buradan RN(B) = RH(A) = RN(A) d¬r yani

RN(B) = RN(A) olur. Buradan B, A n¬n üst temsili olur. Yani B = mus(A) d¬r.

Teorem 2.0.3 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A � X ve R, X üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun (Bonikowski, 1992).

(i) A kümesinin boş olmayan her alt (üst) temsili, RH(A) (RN(A)) da ki R

ba¼g¬nt¬s¬n¬n boştan farkl¬her denklik kümesiyle boş olmayan bir kesişime sahiptir.

(ii) A kümesinin boş olmayan her minimal alt (üst) temsili, RH(A) (RN(A))

da ki R ba¼g¬nt¬s¬n¬n boştan farkl¬her denklik kümesiyle ortak bir nesneye sahiptir.
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·Ispat. (i) RH(A) = ? ise A kümesinin bir alt temsili vard¬r ve bu küme boş kümedir.

E¼ger RH(A) 6= ? ise RH(A), R ba¼g¬nt¬s¬n¬n sonlu say¬da denklik kümelerinin bir-

leşimidir. Kabul edelim ki B, A n¬n boştan farkl¬bir alt temsili olsun. C \ B = ?

olacak şekilde boştan farkl¬ bir C � RH(A) denklik kümesi oldu¼gunu varsayal¬m.

Yani C, RN(B) nin alt kümesi de¼gildir. Dolay¬s¬yla RN(B) 6= RH(A), B nin A

kümesinin alt temsili oldu¼gu varsay¬m¬yla çelişir. A kümesinin bir üst temsili için

teoremin do¼grulu¼gu benzer şekilde gösterilir.

(ii) Kabul edelim ki B, A n¬n boştan farkl¬bir minimal alt temsili olsun. B,

A kümesinin boş olmayan bir alt temsili oldu¼gundan B, RH(A) nin boştan farkl¬her

denklik kümesi ile boş olmayan bir kesişime sahiptir. jB \ Cj > 1 olacak şekilde

bir C � RH(A) denklik kümesinin oldu¼gunu varsayal¬m. x ve y, B \ C nin farl¬iki

nesnesi olsun. Buradan Bn fyg, A n¬n alt temsilidir ve jBn fygj < jBj d¬r. Bu B

nin A kümesinin minimal alt temsili oldu¼gu varsay¬m¬yla çelişir. A kümesinin bir

minimal üst temsili için teoremin do¼grulu¼gu benzer şekilde gösterilir.

Tan¬m 2.0.7 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A;B � X ve R, X üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. A, B nin kaba altkümesidir (A �R B)() RH(A) � RH(B)

ve RN(A) � RN(B) dir (Bonikowski, 1992).

Tan¬m 2.0.8 X nesnelerin boştan farkl¬bir kümesi, A;B � X ve R, X üzerinde

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. A, B ye kaba eşittir (A � B) () RH(A) = RH(B) ve

RN(A) = RN(B) dir (Bonikowski, 1992).

Altküme ve eşitlik ili̧skilerinin tan¬mlar¬aşa¼g¬daki sonucu verir.

Sonuç 2.0.4 Kaba denklik ba¼g¬nt¬s¬(�), R(X) de bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r (Bonikowski,

1992).
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3. YAKIN KÜMELER

3.1 Temel Kavramlar

Çevremizde olan nesneleri tan¬mlar¬ ile biliriz. Bir x 2 O nesnesinin tan¬mla-

mas¬ denildi¼ginde �(x) = ('1(x); '2(x); :::; 'L(x)) vektör de¼gerli fonksiyonundan

bahsedilebilir. Burada önemli olan nesneyi tan¬mlamak için 'i : O ! R bileşen

fonksiyonlar¬n¬n seçimidir. Burada verilen fonksiyon say¬s¬ne kadar azsa nesnenin

tan¬m¬o kadar zay¬ft¬r. Örne¼gin; '1 fonksiyonu büyüklü¼gü tan¬mlayan bir fonksiyon

olsun. Büyük bir cisim denildi¼ginde akl¬m¬za birden fazla cisim gelmektedir. Devam

edecek olursak '2 canl¬olup olmamay¬belirleyen fonksiyon olsun. Bu fonksiyonun

de¼geri bizim nesnemize dahada yak¬nlaşt¬r¬r. Bu şekilde fonksiyonlar¬ ço¼galtarak

nesnenin en yak¬n tan¬m¬n¬verebiliriz. O halde B � F nesnenin özelliklerini yeter-

ince sunan fonksiyonlar¬n bir kümesi olsun. Bu durumda B kümesi üzerinde verilen

'i fonksiyonlar¬bize nesne hakk¬nda yak¬n bir tan¬mlama verecektir. Bu nedenle

�(x) = ('1(x); '2(x); :::; 'L(x)) vektör de¼gerli fonksiyonu nesnenin tan¬mlamas¬nda

temel teşkil edecektir.

Tan¬m 3.1.1 O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini belirleyen

fonksiyonlar¬n kümesi, x; x0 2 O ve B � F olsun. Bu durumda

sB= f(x; x0) 2 O �O : j'i(x)� 'i(x0)j = 0; 8'i 2 Bg

biçiminde tan¬ml¬sB ba¼g¬nt¬s¬na O üzerinde ay¬rt edilemezlik ba¼g¬nt¬s¬denir (Pe-

ters, 2007).

Yukar¬daki tan¬mda verilen denklik ba¼g¬nt¬s¬nda ayn¬denklik s¬n¬f¬nda bu-

lunan x ve x0 nesnelerinin tan¬mlamalar¬n¬n hepsinin ayn¬oldu¼gu yani nesnelerin

birbirleri ile çok yak¬n olduklar¬hatta ayn¬olduklar¬söylenebilir.

Örnek 3.1.1 O = fa; b; c; d; eg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

'i : O ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi
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a b c d e

'1 1 1 2 2 2

'2 0 0 1 1 2

'3 1 1 0 0 2

biçiminde tan¬ml¬olsun. Bu durumda sB= f(a; a); (a; b); (b; a); (b; b); (c; c); (c; d); (d; c); (d; d); (e; e)g

olur.

Tan¬m 3.1.2 O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini belirleyen

fonksiyonlar¬n kümesi, B � F ve x; x0 2 O olsun. E¼ger bir 'i 2 B için j'i(x)� 'i(x0)j =

0 ise x ve x0 nesneleri birbirlerine minimal olarak yak¬nd¬r denir ve x sf'ig x
0 ile

gösterilir. Bu tan¬mlamaya "Yak¬nl¬k Tan¬mlama Prensibi (Nearness Description

Principle- NDP)" denir (Peters, 2007).

Örnek 3.1.2 Örnek 3.1.1 ü göz önüne alal¬m. a; b 2 O nesneleri için j'1(a)� '1(b)j =

0 oldu¼gundan a ile b minimal olarak yak¬nd¬r.

Tan¬m 3.1.3 O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini belirleyen

fonksiyonlar¬n kümesi, B � F ve sB ay¬rt edilemezlik ba¼g¬nt¬s¬ise FAS = (O;F;sB
) üçlüsüne temel yaklaş¬m uzay¬denir(Peters, 2007).

Tan¬m 3.1.4 (O;F;sB) bir temel yaklaş¬m uzay¬ve A � O olsun (Peters, 2007).

(i) A in alt kümesi olan [x]B 2 O= sB elemanlar¬n¬n birleşimine A kümesinin

B alt yaklaş¬m¬denir ve

BHA = [
[x]B�A

[x]B

ile gösterilir.

(ii) A ile arakesiti boştan farkl¬olan [x]B 2 O= sB elemanlar¬n¬n birleşimine

A kümesinin B üst yaklaş¬m¬denir ve

BNA = [
[x]B\A6=?

[x]B

ile gösterilir.

(iii) A n¬n s¬n¬r bölgesi BndBA ile gösterilir ve

BndBA = B
NAnBHA = fx 2 O : x 2 BNA ve x =2 BHAg

biçiminde tan¬ml¬d¬r.

20



Örnek 3.1.3 O = fa; b; c; d; eg, F = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

'i : O ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi
a b c d e

'1 1 1 2 0 2

'2 0 0 1 1 1

'3 1 1 1 2 1

biçiminde tan¬ml¬olsun. Buna göre B = f'1; '3g için

[a] = [b] = fa; bg

[c] = [e] = fc; eg

[d] = fdg

biçiminde olacakt¬r. Örne¼gin A = fb; c; eg kümesi için alt yaklaş¬m¬, üst yaklaş¬m¬

ve s¬n¬r¬

BHA = fc; eg

BNA = fa; b; c; eg

BndBA = fa; bg

biçiminde olacakt¬r.

O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini belirleyen fonksiy-

onlar¬n kümesi olsun. Br � B � F ve jBrj = r olmak üzere her bir Br alt

fonksiyon kümesi için ay¬rt edilemezlik ba¼g¬nt¬s¬ tan¬mlanabilir bu ba¼g¬nt¬y¬sBr
ile gösterelim. Bu ba¼g¬nt¬O alg¬lanabilir nesneler kümesinin her bir Br kombinasy-

onu için temel yaklaş¬m uzay¬ndan farkl¬bir ayr¬̧s¬m oluşmas¬na yol açar. Burada

sBr ba¼g¬nt¬s¬O alg¬lanabilir nesneler kümesini [x]Br yak¬nl¬k s¬n¬�ar¬na ay¬r¬r ve

O= sBr= f[x]Br : x 2 Og kümesi bölüm kümesidir. Sonuç olarak her bir Br alt

fonksiyon kümesi için ayr¬̧s¬m oluşaca¼g¬ndan Nr(B) = fO= sBr : Br � Bg herbir

kombinasyon için bölüntü kümesi elde edilir.

Tan¬m 3.1.5 O alg¬lanabilir nesnelerin kümesi, F nesne özelliklerini belirleyen

fonksiyonlar¬n kümesi, B � F olsun. NAS = (O;F;sBr ; Nr(B)) dörtlüsüne yak¬n

yaklaş¬m uzay¬denir (Peters, 2007).

Tan¬m 3.1.6 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir temel yaklaş¬m uzay¬ve A � O olsun (Peters,

2007).
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(i) A n¬n alt kümesi olan [x]Br 2 O= sBr elemanlar¬n¬n birleşimine A

kümesinin Br alt yaklaş¬m¬denir ve

Nr(B)HA = [
[x]Br�A

[x]Br

ile gösterilir.

(ii) A ile arakesiti boştan farkl¬ olan [x]Br 2 O= sBr elemanlar¬n¬n bir-

leşimine A kümesinin Br üst yaklaş¬m¬denir ve

Nr(B)
NA = [

[x]Br\A6=?
[x]Br

ile gösterilir.

Örnek 3.1.4 O = fa; b; c; d; eg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

'i : O ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi
a b c d e

'1 1 0 0 1 0

'2 0 0 2 1 2

'3 1 1 1 2 1

biçiminde tan¬ml¬olsun. Şimdi nesne özelliklerini veren fonksiyonlar¬n her bir r li

kombinasyonu için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştural¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[a]f'1g = fa; dg, [b]f'1g = fb; c; eg

[a]f'2g = fa; bg, [c]f'2g = fc; eg, [d]f'2g = fdg

[a]f'3g = fa; b; c; eg, [d]f'3g = fdg

[a]f'1;'2g = fag, [b]f'1;'2g = fbg, [c]f'1;'2g = fc; eg; [d]f'1;'2g = fdg

[a]f'1;'3g = fag, [b]f'1;'3g = fbg, [c]f'1;'3g = fc; eg, [d]f'1;'3g = fdg

[a]f'2;'3g = fa; bg, [c]f'2;'3g = fc; eg, [d]f'2;'3g = fdg

[a]f'1;'2;'3g = fag, [b]f'1;'2;'3g = fbg, [c]f'1;'2;'3g = fc; eg, [d]f'1;'2;'3g = fdg

biçiminde olacakt¬r. Buradan

N1(B) = ff[a]f'1g, [b]f'1gg, f[a]f'2g, [c]f'2g, [d]f'2gg, f[a]f'3g, [d]f'3ggg

N2(B) = ff[a]f'1;'2g, [b]f'1;'2g, [c]f'1;'2g; [d]f'1;'2gg, f[a]f'1;'3g, [b]f'1;'3g, [c]f'1;'3g,

[d]f'1;'3gg, f[a]f'2;'3g, [c]f'2;'3g, [d]f'2;'3ggg

N3(B) = f[a]f'1;'2;'3g, [b]f'1;'2;'3g, [c]f'1;'2;'3g, [d]f'1;'2;'3gg

biçimindedir. Örne¼gin A = fb; c; dg alt kümesi için alt ve üst yaklaş¬mlar
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N1(B)HA = [
[x]Br�A

[x]Br = fdg N1(B)
NA = [

[x]Br\A6=?
[x]Br = X

N2(B)HA = [
[x]Br�A

[x]Br = fb; dg N2(B)
NA = [

[x]Br\A6=?
[x]Br = fb; c; d; eg

N3(B)HA = [
[x]Br�A

[x]Br = fb; dg N3(B)
NA = [

[x]Br\A6=?
[x]Br = fb; c; d; eg

biçiminde olacakt¬r (Peters, 2007).
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3.2 r-Yak¬n Topolojik Uzaylar

Tan¬m 3.2.1 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. �Nr = fNr(B)N(G) : G 2 �g ailesine (O;F;sBr ; Nr(B)) yak-

laş¬m uzay¬taraf¬ndan oluşturan X üzerindeki r-yak¬n topoloji denir.

Burada �Nr elemanlar¬na r-yak¬n aç¬k kümeler ad¬verilir. Tümleyeni r-yak¬n

aç¬k kümeler olan kümelere r-yak¬n kapal¬kümeler denir.

Nr(B)
N(G) nin r-yak¬n aç¬k kümelerini aksi gerekmedi¼gi sürece gösterimde

kolayl¬k olmas¬aç¬s¬ndan GNr ile gösterece¼giz. �
N
r daki tüm r-yak¬n kapal¬kümelerin

ailesini ise �Nkr ile gösterece¼giz (Atmaca, 2020).

Örnek 3.2.1 X = fa; b; c; d; e; fg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

'i : X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi ve � = f?; X; fcg; fa; b; cg; fc; d; e; fgg olsun.

Burada 'i fonksiyonlar¬

a b c d e f

'1 0 1 0 1 0 1

'2 0 1 2 0 1 1

'3 0 1 2 3 0 1

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Şimdi her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştu-

ral¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[a]f'1g = fa; c; eg, [b]f'1g = fb; d; fg

[a]f'2g = fa; dg, [b]f'2g = fb; e; fg, [c]f'2g = fcg

[a]f'3g = fa; eg, [b]f'3g = fb; fg, [c]f'3g = fcg, [d]f'3g = fdg,

[a]f'1;'2g = fag, [b]f'1;'2g = fb; fg, [c]f'1;'2g = fcg; [d]f'1;'2g = fdg, [e]f'1;'2g =

feg

[a]f'1;'3g = fa; eg, [b]f'1;'3g = fb; fg, [c]f'1;'3g = fcg, [d]f'1;'3g = fdg

[a]f'2;'3g = fag, [b]f'2;'3g = fb; fg, [c]f'2;'3g = fcg, [d]f'2;'3g = fdg, [e]f'2;'3g =

feg

[a]f'1;'2;'3g = fag, [b]f'1;'2;'3g = fb; fg, [c]f'1;'2;'3g = fcg, [d]f'1;'2;'3g = fdg,

[e]f'1;'2;'3g = feg

biçiminde olacakt¬r. Burada herbir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬

N1(B) = ff[a]f'1g, [b]f'1gg, f[a]f'2g, [b]f'2g, [c]f'2gg, f[a]f'3g, [b]f'3g, [c]f'3g,
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[d]f'3ggg

N2(B) = ff[a]f'1;'2g, [b]f'1;'2g, [c]f'1;'2g; [d]f'1;'2g, [e]f'1;'2gg, f[a]f'1;'3g, [b]f'1;'3g,

[c]f'1;'3g, [d]f'1;'3gg, f[a]f'2;'3g, [b]f'2;'3g, [c]f'2;'3g, [d]f'2;'3g, [e]f'2;'3ggg

N3(B) = f[a]f'1;'2;'3g, [b]f'1;'2;'3g, [c]f'1;'2;'3g, [d]f'1;'2;'3g, [e]f'1;'2;'3gg

biçimindedir. Şimdi �N1 1-yak¬n topolojisini oluştural¬m. Burada

N1(B)
N(?) = ? N2(B)

N(?) = ? N3(B)
N(?) = ?

N1(B)
N(X) = X N2(B)

N(X) = X N3(B)
N(X) = X

N1(B)
N(fcg) = fa; c; eg N2(B)

N(fcg) = fcg N3(B)
N(fcg) = fcg

N1(B)
N(fa; b; cg) = X N2(B)

N(fa; b; cg) = fa; b; c; e; fg N3(B)
N(fa; b; cg) = fa; b; c; fg

N1(B)
N(fc; d; e; fg) = X N2(B)

N(fc; d; e; fg) = X N3(B)
N(fc; d; e; fg) = X

olur ve �N1 = f?; X; fa; c; egg dir. Benzer şekilde �N2 = f?; X; fcg; fa; b; c; e; fgg ve

�N3 = f?; X; fcg; fa; b; c; fg; fb; c; d; e; fgg olur.

Yukar¬daki örnekten anlaş¬laca¼g¬üzere �N1 ve �
N
2 topoloji olmas¬na ra¼gmen �

N
3

ailesi topoloji de¼gildir. Şimdi �Nr ailelerinin topoloji olma şartlar¬ndan hangilerini

sa¼glad¬n¬gösterelim.

Teorem 3.2.1 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. Bu durumda ? ve X r-yak¬n aç¬k kümedir(Atmaca, 2020).

·Ispat. ?Nr = ? ve XN
r = X olmas¬ndan aç¬kt¬r.

Teorem 3.2.2 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. I key� indeks kümesi olmak üzere her i 2 I için (Gi)Nr 2 �Nr
ise [i2I(Gi)Nr 2 �Nr dir(Atmaca, 2020).

·Ispat. Her i 2 I için (Gi)Nr 2 �Nr olsun. Bu durumda

(Gi)
N
r = [

[x]Br\Gi 6=?
[x]Br

biçimindedir. Öte yandan

[
i2I
(Gi)

N
r = [

i2I

�
[

[x]Br\Gi 6=?
[x]Br

�
= [

[x]Br\
�
[
i2I
Gi

�
6=?
[x]Br

olur. Buradan � topoloji oldu¼gundan [
i2I
Gi 2 � yani [i2I(Gi)Nr 2 �Nr dir.
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Örnek 3.2.2 N üzerinde � = An = f0; 1; 2; :::; ng [ f?;Rg topolojisi ve
'1 N �! R

a �! '1(a) = [jlog aj] + 1
,
'2 N �! R

a �! '2(a) =
�
1; a tek ise
0; a çift ise

biçiminde tan¬ml¬'1 ve '2 fonksiyonlar¬ verilsin. Şimdi her bir r li kombinasyon

için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştural¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[0]f'1g = f0; 1; 2; :::9g, [10]f'1g = f10; 11; 12; :::; 99g, [100]f'1g = f100; 101; 102; :::; 999g

,:::

[0]f'2g = f0; 2; 4; :::g, [1]f'2g = f1; 3; 5; :::g

[0]f'1;'2g = f0; 2; 4; 6; 8g, [1]f'1;'2g = f1; 3; 5; 7; 9g, [10]f'1;'2g = f10; 12; 14; :::; 98g;

[11]f'1;'2g = f11; 13; 15; :::; 99g,:::

biçiminde olacakt¬r. Şimdi �N1 1-yak¬n topolojisini oluştural¬m. Burada

(A0)
N
1 = f0; 1; 2; :::; 9; 10; 12; 14; :::g (A0)

N
2 = f0; 2; 4; 6; 8g

(A1)
N
1 = N (A1)

N
2 = f0; 1; 2; :::; 9g

(A2)
N
1 = N; ::: (A2)

N
2 = (A3)

N
2 = ::: = (A9)

N
2

(A10)
N
2 = f0; 1; 2; :::; 9; 10; 12; :::; 98g

(A11)
N
2 = f0; 1; 2; :::; 9; 11; 13; :::; 99g ; :::

olur ve �N1 = f?;N; (A0)N1 g d¬r. Benzer şekilde �N2 = f?;N; (A0)N2 ; (A1)N2 ; (A2)N2 ; (A10)N2 ;

(A11)
N
2 ; :::g d¬r.

Tan¬m 3.2.2 X 6= ? bir küme ve � , X in alt kümelerinin bir ailesi olsun. E¼ger �

(i) ?, X 2 �

(ii) I key� indeks kümesi olmak üzere her i 2 I için Gi 2 � ise [i2IGi 2 �

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa � ailesine genelleştirilmiş topoloji ad¬verilir(Császár, 2002).

Sonuç 3.2.1 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. �Nr aileleri bir genelleştirilmiş topolojidir.

Örnek 3.2.3 Örnek 3.2.1 deki yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ve �N3 = f?; X; fcg; fa; b; c; fg;

fb; c; d; e; fgg 3-yak¬n topolojisini ele alal¬m. �N3 topolojisi bir genelleştirilmiş topolo-

jidir.

Teorem 3.2.3 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve r � s � jBj olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler do¼grudur(Atmaca,

2020).
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(i) G � H ise GNr � HN
r d¬r.

(ii) Br � Bs ise [x]Bs � [x]Br dir.

(iii) Her G 2 � için G � GNr d¬r.

(iv) GNs � GNr d¬r.

(v) G 2 � ve x0 2 G ise GNr , x0 ¬n bir komşulu¼gudur.

·Ispat. (i) G � H olsun. Buradan GNr = [
[x]Br\G6=?

[x]Br � [
[x]Br\H 6=?

[x]Br = H
N
r d¬r.

(ii)

[x]Br = fx0 2 X : x vBr x0g
= fx0 2 X : f(x; x0) : '(x) = '(x0); 8' 2 Brg

� fx0 2 X : f(x; x0) : '(x) = '(x0); 8' 2 Bsg

= fx0 2 X : x vBs x0g
= [x]Bs

(iii) G = [
x2G
fxg � [

[x]Br\G6=?
[x]Br = G

N
r

(iv) GNr = [
[x]Br\G6=?

[x]Br � [
[x]Bs\G6=?

[x]Bs = G
N
s

(v) (iii) den aç¬kt¬r.

Tan¬m 3.2.3 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. E¼ger x 2 X için x 2 G � GNr � N olacak biçimde GNr 2 �Nr
varsa bu N kümesine x eleman¬n¬n r-yak¬n komşulu¼gu denir. E¼ger N r-yak¬n aç¬k

küme ise N ye r-yak¬n aç¬k komşuluk ad¬verilir(Atmaca, 2020).

Bir x eleman¬n¬n tüm r-yak¬n komşuluklar¬n¬n ailesi NN
r (x), tüm r-yak¬n aç¬k

komşuluklar¬n¬n aileside �Nr (x) ile gösterilir.

Örnek 3.2.4 Örnek 3.2.1 deki yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ve �N2 = f?; X; fcg; fa; b; c; e; fgg

ele alal¬m. NN
2 (b) = ffa; b; c; e; fg; Xg ve �N2 (c) = fX; fcg; fa; b; c; e; fgg biçi-

mindedir.

Önerme 3.2.1 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler do¼grudur (Atmaca, 2020).

(i) N 2 NN
r (x) ise x 2 N dir.

(ii) N1 2 NN
r (x) ve N1 � N2 ise N2 2 NN

r (x) dir.

(iii) N1; N2 2 NN
r (x) ise N1 \N2 2 NN

r (x) dir.
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·Ispat. (i) N 2 NN
r (x) ise x 2 G � GNr � N olacak biçimde GNr 2 �Nr vard¬r.

Dolay¬s¬yla x 2 N dir.

(ii) N1 2 NN
r (x) ve N1 � N2 ise x 2 G � GNr � N1 � N2 olacak biçimde

GNr 2 �Nr vard¬r. Dolay¬s¬yla N2 2 NN
r (x) dir.

(iii) N1; N2 2 NN
r (x) olsun. Bu durumda x 2 G � GNr � N1 ve x 2 H �

HN
r � N2 olacak biçimde GNr ; HN

r 2 �Nr vard¬r. � bir topoloji oldu¼gundan G \H 2 �

ve x 2 G \H � (G \H)Nr � GNr � N1 ve x 2 G \H � (G \H)Nr � HN
r � N2 elde

edilirki bu x 2 G \H � (G \H)Nr � N1 \N2 oldu¼gunu verir.

Önerme 3.2.2 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay olsun. U , x in bir komşulu¼gu ise Nr(B)N(U) da x in bir r-yak¬n

komşulu¼gudur (Atmaca, 2020).

·Ispat. U , x in bir komşulu¼gu olsun. Bu durumda x 2 G � U olacak biçimde

G 2 � vard¬r. Öte yandan GNr = Nr(B)N(G) = [
[x]Br\G6=?

[x]Br
G�U
� [

[x]Br\U 6=?
[x]Br =

Nr(B)
N(U) oldu¼gundan x 2 G � GNr � Nr(B)N(U) olur ki istenen elde edilir.

Teorem 3.2.4 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O ve (X; �) bir

topolojik uzay ve r � s � jBj olsun. Bu durumda x0 2 X için N 2 NN
r (x0) ise

N 2 NN
s (x0) d¬r (Atmaca, 2020).

·Ispat. N 2 NN
r (x0) olsun. Bu durumda x0 2 G � GNr � N olacak biçimde GNr 2 �Nr

vard¬r. Teorem 3.2.3 (iv) den GNs � GNr oldu¼gundan x0 2 G � GNs � GNr � N elde

edilir. Bu ise isteneni verir.

Tan¬m 3.2.4 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir topolo-

jik uzay olsun (Atmaca, 2020).

(i) A � X olmak üzere clNr A = \fFNr : FNr r-yak¬n kapal¬küme ve A � FNr g

kümesine A kümesinin r-yak¬n kapan¬̧s¬denir.

(ii) A � X olmak üzere intNrA = [fGNr : GNr r-yak¬n aç¬k küme ve GNr � Ag

kümesine A kümesinin r-yak¬n içi denir.

Örnek 3.2.5 Örnek 3.2.1 deki yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ve �N3 = f?; X; fcg; fa; b; c; fg;

fb; c; d; e; fgg 3-yak¬n topolojisini ele alal¬m. A = fa; b; c; d; fg kümesi için intNrA =

fa; b; c; fg ve clNr A = X tir.
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Teorem 3.2.5 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve A;B � X olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r (Atmaca,

2020).

(i) A � B ise clNr A � clNr B

(ii) A � B ise intNrA � intNrB

·Ispat. (i)

A � B )
�
FNr : F

N
r 2 �Nkr , B � FNr

	
�
�
FNr : F

N
r 2 �Nkr , A � FNr

	
) \

�
FNr : F

N
r 2 �Nkr , A � FNr

	
� \

�
FNr : F

N
r 2 �Nkr , B � FNr

	
) clNr A � clNr B

(ii)

A � B ) fGNr : GNr 2 �Nr , GNr � Ag � fGNr : GNr 2 �Nr , GNr � Bg

) [fGNr : GNr 2 �Nr , GNr � Ag � [fGNr : GNr 2 �Nr , GNr � Bg

) intNrA � intNrB

Önerme 3.2.3 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve A � X olsun. Bu durumda aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r(Atmaca, 2020).

(i) XnintNrA = clNr (XnA)

(ii) XnclNr A = intNr (XnA)

·Ispat. (i)

XnintNrA = Xn [ fGNr : GNr r-yak¬n aç¬k küme ve GNr � Ag

= \fXnGNr : GNr r-yak¬n aç¬k küme ve GNr � Ag

= \fFNr : FNr r-yak¬n kapal¬küme ve XnA � FNr g

= clNr (XnA)
(ii) Benzer şekilde yap¬labilir.

Teorem 3.2.6 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve A � X olsun. x 2 clNr A ancak ve ancak her N 2 NN
r (x) için

N \ A 6= ? dir (Atmaca, 2020).

·Ispat. x 2 clNr A olsun. Buradan x 2 \fFNr : FNr r-yak¬n kapal¬küme ve A � FNr g

d¬r. Kabul edelim ki bir N 2 NN
r (x) için N \ A = ? olsun. Buradan N 2 NN

r (x)

oldu¼gundan x 2 G � GNr � N olacak biçimde GNr 2 �Nr vard¬r. Dolay¬s¬yla GNr \A =
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? dir. FNr = XnGNr al¬rsak A � FNr ve x =2 FNr d¬r. Sonuç olarak x =2 \fFNr : FNr
r-yak¬n kapal¬küme ve A � FNr g olur ki bu çelişkidir.

Tersine her N 2 NN
r (x) için N \ A 6= ? olsun. Kabul edelim ki x =2 clNr A

olsun. Bu durumda x =2 \fFNr : FNr r-yak¬n kapal¬küme ve A � FNr g d¬r. Buradan

en az bir A y¬kapsayan FNr r-yak¬n kapal¬kümesi için x =2 FNr d¬r. GNr = XnFNr
al¬rsak GNr 2 �Nr ve GNr 2 NN

r (x) olur. Üstelik A � FNr oldu¼gundan A\GNr = ? olur

ki bu ise çelişkidir.

Tan¬m 3.2.5 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir topolo-

jik uzay ve A � X olsun. Bu durumda CoreA = fx 2 X : x 2 G � GNr � A ve

G 2 �g kümesine A kümesinin çekirde¼gi denir(Atmaca, 2020).

Örnek 3.2.6 Örnek 3.2.1 deki yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ve �N2 = f?; X; fcg; fa; b; c; e; fgg

2-yak¬n topolojisini ele alal¬m. A = fb; c; dg kümesi için

fbg =2 CoreA d¬r. Çünkü GNr � A olacak biçimde GNr 2 �N2 bulunamaz.

fcg � fcg � fcg � A oldu¼gundan c 2 CoreA d¬r.

fdg =2 CoreA d¬r. Çünkü GNr � A olacak biçimde GNr 2 �N2 bulunamaz.

Dolay¬s¬yla CoreA = fcg dir.

Önerme 3.2.4 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve A � X olsun. Aşa¼g¬daki kapsamlar do¼grudur (Atmaca, 2020).

(i) CoreA � intNrA

(ii) intNrA � intA

(iii) clA � clNr A

·Ispat. (i)

x 2 CoreA ) x 2 fx 2 X : x 2 G � GNr � A ve G 2 �g

) x 2 G � GNr � A olacak biçimde G 2 � vard¬r

) x 2 GNr � A olacak biçimde GNr 2 �Nr vard¬r

) x 2 intNrA
(ii) x 2 intNrA olsun. Kabul edelim ki x =2 intA olsun. Bu durumda x =2

[fG 2 � : G � Ag d¬r. Buradan x i bulunduran her G aç¬¼g¬ için G * A d¬r.

Dolay¬s¬yla x i bulunduran her GNr r aç¬¼g¬için G
N
r * A d¬r. Sonuç olarak x =2 intNrA

çelişkisi elde edilir.
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(iii) x 2 clA olsun. Kabul edelim ki x =2 clNr A olsun. Bu durumda bir

N 2 NN
r (x) vard¬r öyleki N \ A = ? tur. N 2 NN

r (x) ise x 2 G � GNr � N olacak

biçimde G 2 � vard¬r. Buradan N 2 N(x) ve N \ A = ? olur ki bu x =2 clA

çelişkisini verir.

Tan¬m 3.2.6 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir topolo-

jik uzay ve (xn) X de bir dizi olsun. E¼ger her N 2 NN
r (x0) r-yak¬n komşulu¼gu için

bir n0 2 N say¬s¬; her n � n0 için xn 2 N , olacak biçimde bulunabiliyorsa (xn)

dizisine x0 noktas¬na r-yak¬n yak¬ns¬yor denir ve xn
r! x0 ile gösterilir(Atmaca,

2020).

Örnek 3.2.7 X = fa; b; c; d; eg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

'i : X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi ve � = f?; X; fbg; fa; bg; fc; dg; fb; c; dg; fa; b; c; dgg

olsun. Burada 'i fonksiyonlar¬

a b c d e

'1 0 1 0 2 2

'2 0 1 0 1 1

'3 0 2 0 1 2

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Şimdi her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştu-

ral¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[a]f'1g = fa; cg, [b]f'1g = fbg, [d]f'1g = fd; eg

[a]f'2g = fa; cg, [b]f'2g = fb; d; eg

[a]f'3g = fa; cg, [b]f'3g = fb; eg, [d]f'3g = fdg,

[a]f'1;'2g = fa; cg, [b]f'1;'2g = fbg,[d]f'1;'2g = fd; eg

[a]f'1;'3g = fa; cg, [b]f'1;'3g = fbg, [d]f'1;'3g = fdg, [e]f'1;'3g = feg

[a]f'2;'3g = fa; cg, [b]f'2;'3g = fb; eg, [d]f'2;'3g = fdg

[a]f'1;'2;'3g = fa; cg, [b]f'1;'2;'3g = fbg, [d]f'1;'2;'3g = fdg, [e]f'1;'2;'3g = feg

biçiminde olacakt¬r. Buradan �N1 = f?; X; fb; d; egg dir. Benzer şekilde �N2 =

f?; X; fb; eg; fa; b; c; eg; fa; c; d; egg ve �N3 = f?; X; fbg; fa; b; cg; fa; c; dg; fa; b; c; dgg

olur ve

NN
1 (a) = fXg, NN

1 (b) = fX; fb; d; egg, NN
1 (c) = fXg, NN

1 (d) = fXg,

NN
1 (e) = fXg
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NN
2 (a) = ffa; b; c; eg; Xg, NN

2 (b) = fU � X : fb; eg � Ug, NN
2 (c) = fXg,

NN
2 (d) = ffa; c; d; eg; Xg, NN

2 (e) = fXg

NN
3 (a) = fU � X : fa; b; cg � Ug, NN

3 (b) = fU � X : fbg � Ug, NN
3 (c) =

fU � X : fa; c; dg � Ug, NN
3 (d) = fU � X : fa; c; dg � Ug, NN

3 (e) = fXg

biçimindedir. Burada (xn) = (a; b; c; c; b; a; b; a; b; a; :::) dizisi için yak¬nsama tablosu

xn ! a xn
1! a xn

2! a xn
3! a

xn 9 b xn
19 b xn

29 b xn
39 b

xn 9 c xn
1! c xn

2! c xn
39 c

xn 9 d xn
1! d xn

29 d xn
39 d

xn ! e xn
1! e xn

2! e xn
3! e

biçiminde verilebilir(Atmaca, 2020).

Yukar¬daki örnek incelenirse bir (xn) dizisinin yak¬sakl¬¼g¬ile r-yak¬n topolojil-

erde olan yak¬nsakl¬¼g¬aras¬nda bir ili̧ski vard¬r. Şimdi bu ili̧skiyi aşa¼g¬daki teoremle

aç¬klayal¬m.

Teorem 3.2.7 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) bir

topolojik uzay ve (xn), X de bir dizi olsun(Atmaca, 2020).

(i) Her r � s için xn
s! x0 ise xn

r! x0 d¬r.

(ii) xn ! x0 ise her r � jBj için xn
r! x0 d¬r.

·Ispat. (i) r � s ve xn
s! x0 olsun. Bu durumda her N 2 NN

s (x0) r-yak¬n komşulu¼gu

için bir n0 2 N say¬s¬vard¬r öyleki her n � n0 için xn 2 N dir. Teorem 3.2.4 den

her N 2 NN
s (x0) r-yak¬n komşulu¼gu için bir n1 2 N say¬s¬vard¬r öyleki her n � n1

için (xn) 2 N dir. Bu ise xn
r! x0 oldu¼gunu verir.

(ii) xn ! x0 ve r � jBj olsun. Bu durumda her N 2 N(x0) komşulu¼gu için

bir n0 2 N say¬s¬vard¬r öyleki her n � n0 için xn 2 N dir. Dolay¬s¬yla her x0 ¬

bulunduran G aç¬¼g¬ayn¬zamanda bir komşuluk oldu¼gundan bir n1 2 N say¬s¬vard¬r

öyleki her n � n1 için xn 2 G dir. Sonuç olarak her N 2 NN
s (x0) r-yak¬n komşulu¼gu

için bir n1 2 N say¬s¬vard¬r öyleki her n � n1 için xn 2 G � GNr � N dir.

Tan¬m 3.2.7 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve (Y; �)

topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. f , r-yak¬n süreklidir () 8V 2

N(f(x0)) için U 2 NN
r (x0) vard¬r öyle ki f(U) � V dir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).
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E¼ger f , 8x0 2 X için r-yak¬n sürekli ise f e r-yak¬n süreklidir deriz.

Örnek 3.2.8 X = fa; b; c; d; eg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

fonksiyonlar¬n kümesi, � = f?; X; fag; fcg; fa; bg; fa; cg; fc; dg; fa; b; cg; fa; c; dg; fa; b; c; dgg

ve � = f?; X; fa; b; c; dgg olsun. Burada 'i fonksiyonlar¬
a b c d e

'1 1 1 0 1 0

'2 1 2 1 1 0

'3 1 1 2 0 0

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Şimdi her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬n¬oluştu-

ral¬m. Bu denklik s¬n¬�ar¬

[a]f'1g = fa; b; dg, [c]f'1g = fc; eg

[a]f'2g = fa; c; dg, [b]f'2g = fbg,[e]f'2g = feg

[a]f'3g = fa; bg, [c]f'3g = fcg, [d]f'3g = fd; eg

[a]f'1;'2g = fa; dg, [b]f'1;'2g = fbg, [c]f'1;'2g = fcg, [e]f'1;'2g = feg

[a]f'1;'3g = fa; bg, [c]f'1;'3g = fcg, [d]f'1;'3g = fdg, [e]f'1;'3g = feg

[a]f'2;'3g = fag, [b]f'2;'3g = fbg, [c]f'2;'3g = fcg, [d]f'2;'3g = fdg, [e]f'2;'3g =

feg

[a]f'1;'2;'3g = fag, [b]f'1;'2;'3g = fbg, [c]f'1;'2;'3g = fcg, [d]f'1;'2;'3g = fdg,

[e]f'1;'2;'3g = feg

biçiminde olacakt¬r. Burada her bir r li denklik s¬n¬�ar¬

N1(B) = ff[a]f'1g; [c]f'1gg; f[a]f'2g; [b]f'2g; [e]f'2gg; f[a]f'3g; [c]f'3g; [d]f'3ggg

N2(B) = ff[a]f'1;'2g, [b]f'1;'2g, [c]f'1;'2g, [e]f'1;'2gg, f[a]f'1;'3g, [b]f'1;'3g,

[c]f'1;'3g, [d]f'1;'3g, [e]f'1;'3gg, f[a]f'2;'3g, [b]f'2;'3g, [c]f'2;'3g, [d]f'2;'3g, [e]f'2;'3ggg

N3(B) = f[a]f'1;'2;'3g, [b]f'1;'2;'3g, [c]f'1;'2;'3g, [d]f'1;'2;'3g, [e]f'1;'2;'3gg

biçimindedir. Buradan �N1 = f?; X; fa; b; c; dg; fa; c; d; egg d¬r. Benzer şekilde �N2 =

f?; X; fcg; fa; b; dg; fa; c; dg; fa; b; c; dgg ve �N3 = � olur. f : X ! X, f(a) = f(c) =

a, f(b) = e, f(d) = f(e) biçiminde tan¬ml¬ fonksiyonunu düşünelim. Buradan

N(f(a)) = N(a) = fX; fa; b; c; dgg ve NN
1 (a) = ffa; b; c; dg; fa; c; d; eg; Xg olacak

şekilde U 2 NN
1 (a) vard¬r öyle ki 8V 2 N(f(a)) için f(U) � V dir. Dolay¬s¬yla f ,

a da 1-yak¬n süreklidir. Benzer şekilde f , b,c,d ve e de de 1-yak¬n süreklidir.

Ayr¬ca f , 2-yak¬n ve 3-yak¬n sürekli de¼gildir.
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Teorem 3.2.8 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y r-yak¬n sürekli olsun. E¼ger U ,f(x0) ¬n

komşulu¼gu ise f �1(U), x0 ¬n r-yak¬n komşulu¼gudur (Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

·Ispat. f : X ! Y r-yak¬n sürekli ve U , f(x0) komşulu¼gu olsun. f ,r-yak¬n sürekli

oldu¼gundan x0 ¬n bir U r-yak¬n komşulu¼gu vard¬r öyleki f(U) � V dir. Buradan

x0 2 U � f�1(f(U)) � f�1(V ) dir. U , x0 ¬n r-yak¬n komşulu¼gu oldu¼gundan GNr 2

�Nr vard¬r öyleki x0 2 G � GNr � U dur. Dolay¬s¬yla x0 2 G � GNr � f�1(V ) dir.

Bu ise ispat¬tamamlar.

Teorem 3.2.9 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger f ,x0 da r-yak¬n

sürekli ise her s < r < jBj için f ,x0 da s-yak¬n süreklidir (Atmaca ve Zorlutuna,

2021).

·Ispat. f ,x0 da r-yak¬n sürekli ve V 2 N(f(x0)) olsun. f , r-yak¬n sürekli oldu¼gu

için x0 ¬n bir U r-yak¬n komşulu¼gu vard¬r öyle ki f(U) � V d¬r. Teorem 3.2.7 (i)

den U x0 ¬n s-yak¬n komşulu¼gu oldu¼gu için f , x0 da s-yak¬n süreklidir.

Teorem 3.2.10 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger f , r-yak¬n sürekli

ise her G 2 � için f�1(G) 2 �Nr d¬r(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

·Ispat. f , r-yak¬n sürekli ve G 2 � olsun. Buradan f(x) 2 G için x 2 f�1(G) dir.

Dolay¬s¬yla G 2 N(f(x)) dir. f , r-yak¬n sürekli oldu¼gu için H 2 NN
r (x) vard¬r öyle

ki f(H) � G dir. Öte yandan U 2 � vard¬r öyle ki H � f�1(G) ve H 2 NN
r (x) için

x 2 U � UNr � H � f�1(G) dir. Sonuç olarak f�1(G) 2 �Nr d¬r.

Yukar¬da ki teoremin tersi genelde do¼gru de¼gildir.

Örnek 3.2.9 (O;F;sBr ; Nr(B)) yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ ve Örnek 3.2.8 de ki �

topolojisini düşünelim. E¼ger � = f?,X,fa; bgg seçersek ve f(a) = f(b) = a, f(c) =

c, f(d) = b ve f(e) = e olacak şekilde f : (X; �)! (X; �) fonksiyonunu tan¬mlarsak

her G 2 � için f�1(G) 2 �N2 olur. N(f(d)) = N(b) = ffa; bg; fa; b; cg; fa; b; dg; fa; b; eg;

fa; b; c; dg; fa; b; c; eg; fa; b; e; dg; Xg ve NN
2 (d) = ffa; c; dg; fa; b; c; dg; fa; c; d; eg; Xg
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oldu¼gu için U , d nin 2-yak¬n komşulu¼gu de¼gildir öyle ki fa; bg 2 N(f(d)) için

f(U) � fa; bg d¬r. Dolay¬s¬yla f ,d de 2-sürekli de¼gildir:

Sonuç 3.2.2 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve (Y; �)

topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger her G 2 � için f�1(G) =2

�Nr ise f , r-yak¬n sürekli de¼gildir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

·Ispat. Önceki teoremden aç¬kt¬r.

Teorem 3.2.11 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger f , r-yak¬n sürekli

ise � da ki her F kapal¬ kümesi için f�1(F ), �Nr da r-yak¬n kapal¬d¬r(Atmaca ve

Zorlutuna, 2021).

·Ispat. ·Ispat yukar¬daki teoreme benzer şekilde yap¬labilir.

Teorem 3.2.12 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. f , x0 da r-yak¬n süreklidir

ancak ve ancak f(x0) ¬n her G aç¬k komşulu¼gu için x0 2 CoreNr (f�1(G)) dir(Atmaca

ve Zorlutuna, 2021).

·Ispat. (=):) f , x0 da r-yak¬n sürekli ve G, f(x0) ¬n aç¬k komşulu¼gu olsun. f , x0
da r-yak¬n sürekli oldu¼gu için x0 ¬n r-yak¬n aç¬k komşulu¼gu olan bir U vard¬r öyle

ki f(U) � G dir. Buradan x0 2 H � HN
r � U ve U � f�1(G) dir. Sonuç olarak

x0 2 CoreNr (f�1(G)) dir.

((=:) f(x0) ¬n her G aç¬k komşulu¼gu için x0 2 CoreNr (f�1(G)) ve f(x0) ¬n

bir aç¬k komşulu¼gu N olsun. Buradan G 2 � vard¬r öyle ki f(x0) 2 G � N dir. G,

f(x0) ¬n aç¬k komşulu¼gu ve x0 2 CoreNr (f�1(G)) oldu¼gu için H 2 � vard¬r öyle ki

x0 2 H � HN
r � f�1(G) dir. E¼ger f�1(G) = U al¬rsak U 2 NN

r (x0) ve f(U) � N

olur. Sonuç olarak f , x0 da r-yak¬n süreklidir.

Tan¬m 3.2.8 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve (Y; �)

topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger x0 ¬n r-yak¬n yak¬nsamas¬

olan her (xn) için f(xn)! f(x0) ise f , x0 da r-yak¬n dizisel süreklidir denir(Atmaca

ve Zorlutuna, 2021).
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E¼ger f , her x0 2 X da r-yak¬n dizisel sürekli ise f fonksiyonuna X üzerinde

r-yak¬n dizisel süreklidir denir.

Teorem 3.2.13 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger f , r-yak¬n sürekli

ise f , r-yak¬n dizisel süreklidir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

·Ispat. f , r-yak¬n sürekli ve xn
r! x0 olsun. Kabul edelim ki f(x0) ¬n bir V

komşulu¼gu olsun. f , r-yak¬n sürekli oldu¼gu için U 2 NN
r (x0) vard¬r öyle ki f(U) � V

dir. Buradan U � f�1(f(U)) � f�1(V ) dolay¬s¬yla f�1(V ) 2 NN
r (x0) d¬r. xn

r! x0

için n0 2 N vard¬r öyleki her n � n0 için xn 2 f�1(V ) dir. f(xn) 2 f(f�1(V )) � V

için f(xn)! f(x0) d¬r. Sonuç olarak f , r-yak¬n dizisel süreklidir.

Yukar¬da ki teoremin tersi genelde do¼gru de¼gildir.

Örnek 3.2.10 (O;F;sBr ; Nr(B)) yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬ ve Örnek 3.2.8 de ki �

topolojisini düşünelim. E¼ger � = f?,X,fa; b; c; dgg, xn
2! c al¬rsak ve f(a) =

f(c) = a, f(b) = f(d) = f(e) = e olacak şekilde f : (X; �) ! (X; �) fonksiyonunu

tan¬mlarsak f�1(fa; b; c; dg) = fa; cg =2 �N2 ve buradan f , c de 2-yak¬n süreklidir.

Öte yandan N�(f(c)) = N�(a) = ffa; b; c; dg; Xg ve NN
2 (c) = fG � X : fcg � Gg

dir. xn
2! c den her N 2 NN

2 (c) için n0 2 N dir öyle ki her n � n0 için xn 2 N dir.

fcg 2 NN
2 (c) den her n � n0 için xn = c dir. Yani (xn) = (x1; x2; :::; xn0 ; c; c; c; :::)

dir. Buradan (f(xn)) = (f(x1); f(x2); :::; f(xno); f(c); f(c); f(c); :::) odu¼gunu al¬r¬z.

Dolay¬s¬yla f(xn) ! f(c) = a oldu¼gunu elde ederiz. Sonuç olarak f , c de 2-yak¬n

dizisel süreklidir:

Teorem 3.2.14 (O;F;sBr ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, X � O, (X; �) ve

(Y; �) topolojik uzaylar ve f : X ! Y bir fonksiyon olsun. E¼ger f , r-yak¬n sürekli

ise f�1(intB) � intNr (f�1(B)) dir(Atmaca ve Zorlutuna, 2021).

·Ispat. f , r-yak¬n sürekli bir fonksiyon ve B � Y olsun. intB � B, f�1(intB) �

f�1(B) oldu¼gu için Teorem 3.2.5 (ii) den intNr (f
�1(intB)) � intNr (f�1(B)) dir. f ,

r-yak¬n sürekli oldu¼gu için f�1(intB) 2 �Nr ve intNr (f�1(intB)) = f�1(intB) dir.

Dolay¬s¬yla f�1(intB) � intNr (f�1(B)) d¬r.
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3.3 r-Yak¬n Taban ve r-Yak¬n Alt Uzaylar

Tan¬m 3.3.1 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �) bir topolojik uzay

ve D; X in alt kümelerinin ailesi olsun. �Nr ¬n boş kümeden farkl¬her eleman¬D nin

elemanlar¬n¬n birleşimi şeklinde yaz¬labiliyorsa D ye �Nr r-yak¬n topolojisinin r-yak¬n

taban¬d¬r denir.

Örnek 3.3.1 X = fa; b; c; dg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden 'i :

X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi, � = f?; X; fag ; fbg ; fa; bg ; fc; dg; fa; c; dg; fb; c; dgg,

D1 = fX; fa; bg; fb; c; dgg, D2 = ffa; bg; fc; dgg, D3 = ffag; fbg; fc; dgg aileleri ve

'i fonksiyonlar¬

a b c d

'1 1 1 0 0

'2 0 0 1 1

'3 1 0 0 0

biçiminde tan¬ml¬olsun. Bu durumda �N1 = f?; X; fa; bg; fb; c; dgg, �N2 = f?; X; fa; bg; fc; dgg

ve �N3 = f?; X; fag; fa; bg; fc; dg; fa; c; dg; fb; c; dgg biçimindedir. Aç¬kt¬r ki D1, D2
ve D3 aileleri s¬ras¬yla �N1 , �N2 ve �N3 topolojilerinin r-yak¬n tabanlar¬d¬r.

Teorem 3.3.1 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �) bir topolojik

uzay ve D, � nun taban¬olsun. Buradan her r için DNr = fDN
r j D 2 Dg aileleri �Nr

topolojilerinin r-yak¬n taban¬d¬r.

·Ispat. GNr 2 �Nr alal¬m. GNr=
S

DNr 2(D
0
)Nr

(D0 )Nr �DNr

DN
r olacak şekilde (D

0
)Nr � DNr varm¬?

y 2
S

DNr 2(D
0
)Nr

(D0 )Nr �DNr

DN
r () y 2

S
[x]Br\D 6=?

[x]Br

() 9DN
r 2 (D

0
)Nr ;9 [x]Br \D 6= ? için y 2 [x]Br

() 9D 2 D0
; 9 [x]Br \D 6= ? için y 2 [x]Br

() 9[x]Br \ ([D) 6= ? için y 2 [x]Br
() y 2

S
[x]Br\([D) 6=?

[x]Br

() y 2
S

[x]Br\G6=?
[x]Br

() y 2 GNr
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Teorem 3.3.2 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �), (Y; �) iki topolo-

jik uzay ve DNr � �Nr , �Nr r-yak¬n topolojisinin bir r-yak¬n taban¬olsun. f : X �! Y

fonksiyon olmak üzere f , r-yak¬n sürekli ise 8DN
r 2 DNr için f�1 (D) 2 �Nr d¬r.

·Ispat. f , r-yak¬n sürekli olsun. Bu durumda f , r-yak¬n sürekli oldu¼gundan Y deki

her aç¬k V için f�1 (V ) 2 �Nr d¬r. Her D taban eleman¬da Y de aç¬k oldu¼gundan

buradan f�1 (D) 2 �Nr d¬r.

Teorem 3.3.3 (A Recognition Lemma) (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬,

(X; �) bir topolojik uzay ve D � � olsun. Bu durumda DNr , �Nr için bir taband¬r

() 8GNr 2 �Nr ve 8x 2 GNr için x 2 DN
r � GNr olacak biçimde DN

r 2 DNr vard¬r.

·Ispat. (=):) DNr , �Nr için bir taban olsun. GNr 2 �Nr ve x 2 GNr alal¬m. DNr taban

oldu¼gundan

GNr =
S

DNr 2(D
0
)Nr

(D0 )Nr �DNr

DN
r

biçiminde yaz¬labilir. Buradan

x 2 GNr =) x 2
S

DNr 2(D
0
)Nr

(D0 )Nr �DNr

DN
r

=) 9DN
r 2 (D

0
)Nr için x 2 DN

r � GNr
olur.

((=:) 8GNr 2 �Nr ve 8x 2 GNr için x 2 DN
r � GNr olacak biçimde D

N
r 2 DNr

olsun. GNr 2 �Nr alal¬m.
GNr =

S
x2GNr

fxg �
S

x2DN
r �GNr

DN
r � GNr

olur. Buradan 8GNr 2 �Nr için
GNr =

S
DNr 2(D

0
)Nr

(D0 )Nr �DNr

DN
r

biçiminde yaz¬l¬r. Burada (D0
)Nr = f(DN

r )x j x 2 GNr ve x 2 (DN
r )x � GNr g d¬r.

Teorem 3.3.4 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬ve DNr , X in alt kümelerinin

üst yaklaş¬mlar¬ndan oluşan bir aile olsun. DNr , X üzerinde bir topoloji için r-yak¬n

taban¬ise X, DNr ailesinin elemanlar¬n¬n birleşimi biçiminde yaz¬l¬r.

·Ispat. DNr , X kümesi üzerinde bir �Nr topolojisinin taban¬olsun. X 2 �Nr oldu¼gun-

dan

38



9(D0
)Nr � DNr vard¬r öyle ki X =

S
DN
r 2(D

0 )Nr

DN
r

d¬r. Buradan (D0
)Nr � DNr oldu¼gundan X =

S
DN
r 2(D

0
)Nr

DN
r �

S
DN
r 2DNr

DN
r olur ve buradan

X =
S

DN
r 2DNr

DN
r oldu¼gu elde edilir.

Tan¬m 3.3.2 (X;F;�Br ; Nr(B)) yak¬n yaklaş¬m uzay¬, F = f'i : i 2 Ig ve A � X

olsun. F jA = f'ijA : i 2 Ig olmak üzere �ABr= f(x; x
0
) j 'ijA (x) = 'ijA (x

0
); 'ijA 2

BrjA � F jAg biçiminde tan¬mlan¬r ve bu denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬n denklik s¬n¬�ar¬ [x]ABr
ile gösterilir.

Tan¬m 3.3.3 (X;F;�Br ; Nr(B)) yak¬n yaklaş¬m uzay¬, F = f'i j i 2 Ig ve A � X

olsun. F jA = f'ijA : i 2 Ig olmak üzere (A;F jA;�ABr ; NA
r (B)) yak¬n yaklaş¬m

uzay¬d¬r ve bu uzaya (X;F;�Br ; Nr(B)) yak¬n yaklaş¬m uzay¬n¬n alt yak¬n yaklaş¬m

uzay¬denir.

Tan¬m 3.3.4 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �) bir topolojik uzay

ve A � X olsun. �NAr =

(
GNAr : GNAr = [

[x]ABr\Gi 6=?
[x]ABr ; Gi 2 �

)
ailesine � topolo-

jisinin r-yak¬n alt topolojisi denir ve (A; �NAr ) ikilisinede r-yak¬n alt topolojik uzay

ad¬verilir.

Örnek 3.3.2 X = fa; b; c; dg, B = f'1; '2; '3g nesne özelliklerini temsil eden

'i : X ! R fonksiyonlar¬n¬n ailesi, � = f?; X; fag ; fa; bg ; fa; b; cgg ve A = fb; c; dg

olsun. Burada 'i fonksiyonlar¬

a b c d

'1 1 0 0 1

'2 1 0 0 0

'3 1 1 0 0

biçiminde tan¬ml¬d¬r. Buradan

b c d

'1jA 0 0 1

'2jA 0 0 0

'3jA 1 0 0

biçimindedir ve her bir r li kombinasyon için denklik s¬n¬�ar¬
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NA
1 (B) = ff[b]f'1jAg = fb; cg, [b]f'1jAg = fdgg, f[b]f'2jAg = fb; c; dgg,

f[b]f'3jAg = fbg; [c]f'3jAg = fc; dggg

NA
2 (B) = ff[b]f'1jA; '2jAg = fb; cg, [d]f'1jA; '2jAg = fdgg, f[b]f'1jA; '3jAg =

fbg, [c]f'1jA; '3jAg = fcg, [d]f'1jA; '3jAg = fdgg, f[b]f'2jA; '3jAg = fbg, [c]f'2jA; '3jAg =

fc; dggg

NA
3 (B) = f[b]f'1jA; '2jA; '3jAg = fbg, [c]f'1jA; '2jA; '3jAg = fcg, [d]f'1jA; '2jA; '3jAg =

fdgg

biçimindedir. Sonuç olarak �NA1 = f?; A; fb; dgg, �NA2 = f?; A; fb; cgg, �NA3 =

f?; A; fbg; fb; cgg olur.

Örnek 3.3.2 deki �N1 ; �
N
2 ve �

N
3 supra (Genelleştrilmi̧s) topolojilerini göz önüne

al¬rsak klasik topolojik uzaylardaki alt uzay düşüncesi ile (�N1 )A = f?; A; fa; bgg,

(�N2 )A = f?; A; fagg ve (�N3 )A = f?; A; fag; fa; bgg ailelerini elde ederiz. Fakat bu

elde edilen aileler ve r-yak¬n alt uzaylar birbirinden farkl¬d¬r.

Şimdi r-yak¬n alt uzaylar ile bu ailelerin aras¬ndaki ili̧skiyi aç¬klayan bir teo-

rem verelim.

Önerme 3.3.1 (X;F;�Br ; Nr(B)) yak¬n yaklaş¬m uzay¬, F = f'i : i 2 Ig ve

A � X olsun. Bu durumda (A; F jA ;�ABr ; NA
r (B)) alt yak¬n yaklaş¬m uzay¬ için

[x]ABr = [x]Br \ A d¬r.

·Ispat.

y 2 [x]Br \ A () y 2 [x]Brve y 2 A

() x �Br y ve y 2 A

() 8'i 2 Br için 'i(x) = 'i(y) ve y 2 A

() 8 'ijA 2 BrjA � F jA için 'ijA (x) = 'ijA (y)

() x �ABr y

() y 2 [x]ABr

Teorem 3.3.5 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �) bir topolojik

uzay ve A � X olsun. Bu durumda her G 2 � için GNAr � (GNr )A d¬r.

·Ispat. GNAr 2 �NAr alal¬m.
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GNAr =
S

[x]ABr\GA 6=?
[x]ABr

=
S

([x]Br\A)\(G\A) 6=?
[x]Br \ A

=

 S
[x]Br\(G\A) 6=?

[x]Br

!
\ A

�
 S
[x]Br\G6=?

[x]Br

!
\ A

= (GNr ) \ A

Teorem 3.3.6 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �) bir topolojik

uzay, A � X ve F � A olsun. FNr , �
NA
r kapal¬d¬r () 9KN

r � X, �Nr kapal¬s¬

vard¬r öyleki FNr = A \KN
r d¬r.

·Ispat. F � A olsun.
FNr , (�

N
r )A kapal¬d¬r () AnFNr 2 (�Nr )A

() 9GNr 2 �Nr vard¬r öyleki AnFNr = A \GNr
() 9GNr 2 �Nr vard¬r öyleki FNr = An(A \GNr ) = A \ (XnGNr )

() KN
r := XnGNr , �Nr kapal¬d¬r ve FNr = A \KN

r d¬r.

Teorem 3.3.7 (X;F;�Br ; Nr(B)) bir yak¬n yaklaş¬m uzay¬, (X; �) bir topolojik

uzay ve A � X olsun. F � A için clNAr E = A \ clNXr E dir.

·Ispat.

clNAr E = \fFNr : FNr ; (�Nr )A kapal¬ve E � FNr g

= \fA \KN
r : K

N
r ; �

N
r kapal¬ve E � A \KN

r g

= A \ (\fKN
r : K

N
r ; �

N
r kapal¬ve E � KN

r g)

= A \ clNXr E

Teorem 3.3.8 f : (X; �) �! (Y; �) r-yak¬n sürekli ve A � X ise

f jA: A �! Y; f jA (x) = f (x)
ile tan¬ml¬fonksiyonda r-yak¬n süreklidir.

·Ispat. V 2 N (f (x0)) olsun. Bu durumda f , r-yak¬n sürekli oldu¼gundan f�1 (V ) 2

NN
r (f (x0)) d¬r. Buradan 9G 2 � için x0 2 G � GNr � f�1 (V ) d¬r. Teorem 3.3.5

den GNAr � (GNr )A d¬r. Di¼ger taraftan
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GA =
S

x2G\A
fxg �

S
[x]Br\(G\A)

[x]Br = GNAr

olur. Buradan x0 2 (G\A) = GA � (GNr \A) = GNAr � f�1 (V )\A olur. Dolay¬s¬yla

f jA fonksiyonu r-yak¬n süreklidir.
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