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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler

L(f,x)
a3 f
Cla, b]
C [0, 00)

CB [0, OO)
éB [0, OO)

w(f;0)

p ()

11l

||L||C’p—>Bp

IC(f;0)
Q(f;9)
8 (K)

Aciklamalar

L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

fn fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
[a, b] arah@imdaki siirekli fonksiyonlarin uzay:

[0, 00) araliginda siirekli fonksiyonlarin uzayi

[0,00) araliginda sinirh ve siirekli reel degerli fonksiyonlarin

uzayl

[0,00) arahginda smirh ve diizgiin siirekli reel degerli

fonksiyonlarin uzay1

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

Agirlikli fonksiyon

|f (z)] < Mgp(x) sartinm saglayan fonksiyonlar uzay:
Bp uzayindaki siirekli fonksiyonlar uzay:

{f € C,: lim @) ¢ ]R} alt uzay1

|x]—o00 p(z)

Bp uzayinda tanimlanan norm
C, normlu uzaymdan Bp normlu uzayma doéniisiim yapan L

operatoriiniin normu

f fonksiyonun Peetre K —fonksiyoneli
f fonksiyonun agirlikh stireklilik modiilii

K kiimesinin yogunluk fonksiyonu



1. GIRIS

Yaklagim Teorisi Matematiksel Analizin genis ve 6nemli bir dali oldugundan ve ¢ok
farkl alanlara uygulanabildiginden dolayi, son zamanlarda matematikcilerin dikkatini
yogun bir gekilde ¢ekmektedir. Yaklagim teorisinin temel amaci bir fonksiyona daha
basit, daha kullanigh olan fonksiyonlar cinsinden yaklagim gosterimini bulmaktir.
1857 yilinda P. L. Chebyshev’in polinomlar iizerine caligmasi modern yaklagim
teoresinin temelini olugturmaktadir [1]. Daha sonra 1885 yilinda Weierstrass [a, 0]
kapali araliginda tanimli siirekli her bir f fonksiyonuna bir polinomla
vaklagilabilecegini ispatlamigtir [2]. 1912 yilinda Bernstein her f € C]0,1] icin n.

dereceden;

3

B,(f;z) = Z xk(l—x)n_kf<—),0§x§1

k=0

operatoriinii tanimlamig ve bu operatér dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yaklagtigini
ispatlamigtir [3]. Daha sonrasinda 1951 yilinda H. Bohman, toplamsal pozitif lineer
operatorler dizisinin siirekli f fonksiyonuna [0, 1] araliginda yaklagimini incelemistir.
1953 yilinda ise P. P. Korovkin, Bohman’in caligmalarindan habersiz bir sekilde genel
bir teorem ispatlayarak, Bohman’in elde ettigi kosullarin genel durumda da gecerli
oldugunu gostermigtir. Bu teorem kullanilarak sonlu araliklarda verilen lineer pozitif
operatorlerin yaklagim ozellikleri incelenmektedir. Lineer pozitif operatorlerle sinirsiz
araliklarda siirekli fonksiyonlara yaklagim hizinin incelenmesi bu alanda calisilan en
yvaygin problemlerden biridir. Sinirsiz araliklarda ise verilen lineer pozitif
operatorlerin yaklagim ozelliklerinin incelenebilmesi i¢in 1974 yilinda A. D. Gadjiyev

tarafindan agirlikli uzaylarda ispatlanan Korovkin tip teorem kullanilmaktadar.

Yaklagim teorisinde g—genellestirme kavrami ilk kez Lupag tarafindan 1987 yilinda
verilmistir [4]. Lupag, Bernstein polinomlarmin bir ¢ tipli genellemesini elde etmistir.
Daha sonra, 1996 yilinda, Phillips klasik Bernstein polinomlarinin farkli bir ¢ tipli
genellemesini tanimlamistir. Bu genelleme bugiin ¢—Bernstein polinomlar1 olarak
literatiire gecmistir. Ayrica, Phillips ¢—Bernstein polinomlarinin yaklagim o6zelliklerini

incelemigtir [5-9]. Boylece lineer pozitif operatér dizilerinin  g—analizde ve



(p, ¢)—analizde genellegtirmeleri elde edilerek yaklagim ozelliklerinin incelenmesine
baglanmigtir. (p, ¢)—analiz yalnizca yaklagim teorisinde degil, aym1 zamanda
diferensiyel denklemler, hipergeometrik fonksiyon, alan teorisi ve fizik bilimleri gibi
alanlarda verimli bir sekilde kullanilmaktadir. Arastirmacilar iyi bilinen lineer pozitif
operatorlerin  (p,q)  genellegtirmelerinin  avantajlarini ~ yogun  bir  gekilde
incelemiglerdir [10, 11, 13-20, 30]. (p,q)—analizin bazi temel tanim ve teoremleri

Sadjang [10] tarafindan sunulmustur.

1.1. (pn, q¢,)—Phillips Operatorlerinin Tanimi

1.1.1. Tanim

n herhangi bir tam sayir olsun. 0 < ¢ < p < 1 olmak iizere n sayisinin

(p, q)—genellegtirmesi ve faktoriyeli sirasi ile

[n]pq — pn—l+pn—2q+pn—3q2+.“_|_pqn—2_|_qn—1

;
(e}

p,iqn .
o PFqF Lise

np"~', p=q#1ise

n]g, p=11ise

\ n, p=q=1Iise

ve

]! = [n]pgln —1pg..-1, n>1ise
1, n=01se

seklindedir.

1.1.2. Tanim

(a@b),, = (a+0)(pa+qb) (p’a+¢?b) ...



olmak fizere, iistel fonksiyonlarin (p, ¢)—genellegtirmeleri

1

— = , 1 ise
| EE P
(k—1)/
€pq(T Zp [ eq(x) , p=1Iise

, p=qise

ve

(1@(1—%)35)00 , pF# qF 1ise

- k(k— 1)/2 " P
)= " = E,(x) Cp=1ise
k::O p7q
e’ , p=qise
bicimindedir.

epq(7) ve B, () tanimlara istinaden

€pq(T)Epg(—z) =1
esitligi saglanmaktadar.
1.1.3. Tanim

[0,00) araliginda tamiml f fonksiyonunun (p, ¢)—genellegtirilmis integrali

oo/A

q" q" q
/ f(@)dpqr = (P—Q)anHAf (anA) 0<=<lveA>0
0

nel p

seklinde tanimhdar.
1.1.4. Tamim

(p, q)—Gamma fonksiyonu

oo/A(1—q/p)

qn(n—l)/Q
— epa(—t)t" dy t, A >0

[yq(n) = o

[en]



bi¢imindedir.

Bu tezde g—Phillips operatorlerinin bir genellegtirmesi olan (p, ¢)—Phillips operator

dizisi tanimlanarak yaklagim ozellikleri incelenmigtir. Bu opeartorler;

0<qg<p<l,

Spne(T5p,q) =

taban fonksiyonu ve f

oo/A(1—q/p)

gF kD)

o Sn,k—1 (55; b, Q)f(t)dp,qt

[en]

integralinin yakisaklhgini garantileyen [0, 00) iizerinde taniml siirekli bir fonksiyon

olmak {izere

oo/A(1-q/p)
¢k

X pe Snk-1(T; 0, @) f (D) dp gt + [(0)epq(—[n], , @) (1.1)

bi¢iminde tanimhdar.

Es. 1.1 de p = 1 alindiginda Yiiksel tarafindan [21] de tamimlanan ve agirhkh
yaklagim oOzellikleri ¢aligilan ¢—Phillips operatérlerine indirgenir. g—Phillips
operatorlerinin farkhi yaklagim ozellikleri [22] de verilmistir. p = 1 ve ¢ = 1
alindiginda ise klasik Phillips operatorlerine indirgenir [9]. Phillips tip operatorlerin

yaklagim ozellikleri |23], |24] ve |25] de ¢aligilmigtir.

Bu tez, birinci boliim girig boliimii olmak iizere toplam beg béliimden olugmaktadir.



Ikinci béliimde temel tamm ve kavramlar verilerek (p,q)—Phillips operatérleri
tanimlanip, bu operatorler icin test fonksiyonlarina iligkin sonuglar elde edilmig ve
Korovkin teoreminin saglandigi gosterilmigtir. Daha sonra bu operatorlerin [0, co)

araliginda agirhikh yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Uciincii  boliimde lineer  fonksiyonlar1 koruyan (p,q)—Phillips operatérleri
tanimlanarak agirlikli yaklisimda hiz orant ve Voronovskaja tip teoremi elde
edilmigtir. Daha sonrasinda bu operatorler icin istatistiksel yaklagim o6zellikleri

gosterilmigtir.
Dordiincii boliimde ise lineer fonksiyonlar koruyan (p, ¢)—Phillips operatorlerlerinin
Schurer tip modifikasyonu tanimlanmigtir. Schurer tip (p,¢)—Phillips operatorlerin

agirhikl yaklagimi ve agirlikhi yaklagimda hiz orami elde edilmistir.

Son boliimde elde edilen sonug ve 6neriler verilmigtir.






2. (p,q)—PHILLIPS OPERATOR DiZiSININ YAKINSAKLIK
OZELLIKLERI

Bilinmektedir ki yaklagim teorisinin amaci herhangi bir fonksiyonun daha kullanigh
olan farkli bir fonksiyon tiiriinde gosterimini elde etmektir. Bunun igin ilk olarak
Weierstrass tarafindan 1885 yilinda ifade edilen, siirekli her f fonksiyonuna
polinomlar dizisiyle yaklagilabilecegiyle ilgili teorem verilmis ve Cf[a,b] uzayinda
Korovkin tip teoremi hatirlatilmistir. Ayrica, agirlikli uzayda yaklagim ile ilgili tanim,
onerme ve teoremlere deginilmistir. Bunlara ek olarak, fonksiyonlarin degigim
mertebesi ve sonsuz kiiciilenlerin karsilagtirilmasina iligkin tanimlar ifade edilmistir.
Bu boliimde 6ncelikle lineer pozitif operatérlerin yaklhisim hizina dair temel tanim ve
teoremler verilecektir. Ardindan, [21] de Yiiksel tarafindan caligilmig g¢—Phillips
operatorler yardimiyla (p,q)—Phillips operatorleri tanimlanacaktir. Daha sonra
tanimlanmig olan yeni operatorler icin Korovkin tip teoremin kosullarinin saglandigi
gosterilecektir ve bu operatorlerin [0,00) araliginda agirhkh yaklagim &zellikleri

incelenecektir.
Bu béliimde verilen tanim ve kavramlar [2,26-34] numarali kaynaklarda bulunabilir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklagsim Hizi

Yaklagim teorisinin énemli problemlerinden biri ise yaklasim hizidir. Yaklagim hiz,

n — oo iken &, — 0 olmak tizere

|L7L(f7x) - f(l’)| S Agn

esitsizligini gergekleyen ¢, dizisinin bulunmasiyla belirlenir, burada A sabiti n

indisinden bagimsiz pozitif bir sabittir.

Yaklagim hizinin bulunmasi i¢in bir ¢ok yontem kullanilmaktadir. Bu sebepten 6ncelikle
sureklilik moduli kavraminin tanimi daha sonra ise siireklilik modiiliiniin 6zellikleri

verilecektir.



2.1.1. Tanim

f € Cpl0,00) olsun. § € [0,00) olmak iizere w : [0, 00) — R i¢in

w(f;0) =sup{|f(z) = f()| : [z —t| < 0,z,t €[0,00)}

bi¢iminde tanmimlanan w(f;d) fonksiyonuna, f fonksiyonunun sdreklilik modili denir.
2.1.2. Lemma

Streklilik modiili asagidaki dzellikleri saglamaktadir:

i) 0 > 0 i¢in w(f;9) > 0 bir fonksiyondur.
ii) w fonksiyonu artan fonksiyondur. Dolayisiyla §; < dy ise w(f;d1) < w(f;02) esitsizligi saglanir.

iii)élimﬁu(f; J) =0 < f, tamim aralig: iizerinde diizgiin siireklidir.
—0

iv) Her m € N olmak iizere w(f; md) < mw(f;d) seklindedir.
v) Her A € R igin w(f;A0) < (A4 1)w(f;d) gergeklenir.

vi) |f(t) — f(2)] Sw (f; |t — x|) esitsizligi saglanir.

|t — 7]

si) 110 - sl < (15

+ 1) w(f;9) esitsizligi saglanir.



2.2. Weierstrass Yaklagim ve Korovkin Teoremi

f fonksiyonu [a,b] aralig: iizerinde tanimlh ve siirekli bir fonksiyon olmak iizere, her
e > 0veherz € [a,b] i¢in | f (x) — P, (z)| < € olacak gekilde n. dereceden olan bir (P,)
polinom dizisi vardir. Yani, [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna diizgiin olarak

yakinsayan bir (P,) polinomlar dizisi bulunabilir (Weierstrass 1885).
2.2.1. Tanim
Her z € [a, b] i¢in

T f = fllogy = lim max £ (2) = f (2)] =0

n—o00 a<zr<b

ise (f,) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C'[a,b] uzayinda diizgiin yakinsaktir denir

ve

a3 f

ile gosterilir.

1953 yilinda P. P. Korovkin tarafindan verilen, siirekli fonksiyonlarin kompakt aralikta
lineer pozitif operatorlerin yardimi ile yaklastirilmasina iligkin teorem asagida ifade
edilemektedir.

2.2.2. Teorem

Her n € N igin L, : C'[a,b] — C'[a,b] olmak iizere (L,) lineer pozitif operator dizisi

olsun. Her k = 0, 1,2 i¢in ex(t) = t* olmak iizere

Tim | Ly (ex) = exllcpap =0

kogullar1 gergekleniyorsa bu durumda [a,b] kapali araliginda siirekli olan her f
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fonksiyonu icin

nh_{go I Ln(f) — f“c[a,b] =0
saglanir.
2.3. Lineer Pozitif Operatorler Dizisinin Yakinsaklik Kogullar:

Korovkin teoreminin kompakt aralikta tanimlanan lineer pozitif operatorlerin diizgiin
yakinsakliginin incenlenmesi ic¢in gecerli oldugu bilinmektedir. Sinirsiz aralikta
tanimlanan operator dizileri icin Korovkin teoremi gecerli degildir, teoremin kogullar
saglandigr halde diizgiin yakinsaklik saglanmamaktadir. Bu sebepten dolayr A.D.
Gadjiev 1974 ve 1976 yillarinda reel eksenin tamaminda veya sinirsiz alt araliklarinda
yaklagim kogullar1 ve Korovkin tip teoremler iizerinde c¢aligmigtir. Bu bdéliimde

agirlikli uzaylarin tanim ve teoremleri verilmistir.
2.3.1. Tanim

p reel eksende taniml bir fonksiyon olsun. Eger p fonksiyonu R iizerinde siirekli olmak

tizere ‘ 1|im p () = 0o, monoton artan ve her x € Rigin p (z) > 1 6zelliklerini sagliyorsa
T|—00

p fonksiyonuna agirlikly fonksiyon denir.

Tim reel eksende tammh ve |f (z)] < Mp(z) kogulunu saglayan fonksiyonlarmn uzay:
B,[0,00) ile gosterilir. Burada My sadece f fonksiyonuna bagh bir sabittir. B,[0, co0)
uzayindaki siirekli fonksiyonlarin uzay1 da C,[0, c0) ile gosterilir. Yani,

B,[0,00) = {f : Vi € [0, 00) icin | f(x)] < M;p(x)}

ve

C,hl0,00) ={f: f € B,0,00) ve f €C[0,00)}
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olup, bu uzaylar ||f|, = sup % normu ile birer normlu uzaydir. Burada B,[0, o)
z€[0,00
ve C,[0,00) uzaylarma agirlikle uzay denir. C,[0, c0) uzayinin

@)

eR

kogulunu saglayan fonksiyonlarn kiimesi C';[0, c0) ile gésterilir. C5[0,00) ve C,[0, 00)

uzaylar1 B,[0, 00) uzayinin birer alt uzaylaridur.
Bundan sonra p fonksiyonu, p(z) = 1 + z? olarak alinacaktr.

2.3.2. Tanim

Cp [0, 00) diizgiin siirekli ve smirh reel degerli fonksiyon uzay1 olsun. f € C'g [0, 00) i¢in

birinci siireklilik modiilii

w(f;0) = sup |f(x) — f(v)

|lz—y|<é, z,y€[0,00]
olarak tanimlanir.

2.3.3. Tanim

f € Cpl0,00) ve Iflle, = sup [f(?)] supremum norm olmak iizere Petree
z€[0,00)

K-fonksiyoneli agagidaki gibi tanimhdir:

Ka(f;0) = inf {|If = glle, +0llg"le, 19 € WL}, 6 >0.
Burada,

W2 = {g € Cpl0,00): ¢, g" € Cy0, oo)}

olup

l9llwz, = llglle, + 19, + 9”1l
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normu ile bir normlu uzaydair.

Ikinci siireklilik modiilii

wr (f,V/8) = sup sup |f(w+2h) = 2f(z+h) - ()

0<h<d z€[0;00)

olarak tanimhdir. [31] den 6yle bir M > 0 sabiti vardir ki

K(f:6) < M (£,V3) (2.1
esitsizligi saglanir.

2.3.4. Teorem

Her n € Nigin L, : C,[0,00) = B,[0, 00) lineer pozitif bir operatér olmak iizere
Tim | L (@) = ¥ = 0; v=0,1,2

kosullarin1 saglamasina ragmen

T [[Lo(F) ~ £, > 1

olacak sekilde bir f* € C,[0, 00) bulunabilir |2, 33].

2.3.5. Teorem

L, : C,[0,00) — B,[0,00) lineer pozitif operatorler dizisi

Tim | L (9% 2) = %[, =0, v =0,1,2

seklinde {i¢ sart1 saghyorsa, her f € [0, 00) i¢in

Tim (| L (f) — £, =0
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dir [2,32,33].
2.4. (pn, ¢,)—Phillips Operatorleri i¢cin Yardimc: Sonuglar

(pn) ve (gn) dizileri 0 < ¢, < p, <1 olmak {izere n — oo iken p, — 1, ¢, — 1, pI' — «,

— [ kosullarini saglayan iki reel say1 dizisi olsun (0 < < a < 1).

[y, g, 2)"
Sn,k‘(x;pn7 qn) - ﬁepnﬂn(_ [n]pﬂuq" x)
pTL?q?'L.

taban elemani ve f,

OO/A(l_Qn/pn) (k 1)

an
o Sk (@5 0n) () dp g

n

integralinin yakisakhgin garantileyen [0, 00) tizerinde tanimh siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

Pn »Pnydn (f ZL‘ pm(In Z Sn, k L5 Pns Qn
k=1
X / = Lk SnJe—l(t;pn; qn)f(t)dp'm‘Int + f(O)epn7Qn(_ [n]pn,qn .T) (22)

bigiminde tanimlanan operatorlere (p,, g,)—Phillips operatorleri denir.
Simdi yukaridaki (p,) ve (g,) dizilerinin kogullarini saglayan bir érnek verelim.

Ornek

n e Nt i¢in p, =1 — 3= ve ¢, = 1 — 5- alindiginda
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P — 1, ¢, — 1ve0<gq, <p, <1olup

pﬁ:(l—%)n—)%:a,qz:(1—%)n—>%zﬁveo<ﬁ<a<1

dir. Ayrica lim [n],, ,, = +oo olur.
n—oo

2.4.1. Lemma

Her m € N igin

00 /A(1=gn/pn)

[k +m —1] Ipk+m
Snhi—1(8 Pny @)t gt = pa

m~+1 k+m)(k+m—1)/2
[k_ ]p7u‘In![ ]Pnt]n £L )( /

esitligi saglanir.

fspat

Burada u = [n] t almrsa, dy, 4,u = [n], . dp, 4.t oldugundan ve Tanim 1.1.4 de

Pnsqn

verilen (p, ¢)—Gamma fonksiyonunun tanimindan

00 /A(1=gn/pn)

Sn,k—1 (té Pn, Qn)tmdpn,qnt
0

00/A(1=gn/pn)

_ f uk—1 e (—’LL) ( U >m dpp,gn ¥

0 [k_l}Pn »dn tPnotn [n}P'n »dn [n]anqn

1 OO/A(l_‘In/pn) i 1

_ +m—
ST T

Pnyqn’ Pnsqn 0

k+m

[Iermfl]pn’q{Ii!;anC .

= mt1 +m)(k+m—1)/2
[k_l}Pn»lZn![n]anlann

bi¢iminde elde edilir.



2.4.2. Lemma

15

x € [0,00) ve er(t) =t*, k=0,1,2,3,4 olmak iizere P, ,. (ex; z) operatorleri igin

(1) ,Pn,pn,qn<€0;x> = 17

(2) Prpngn(er;z) = &x,

n

Pal2l,, ..

T
G g

4
(3) Prpnan (e2; x) = Iq)_zxz +

(4) P (e3;2) = p_?zl,:a + pgqn [z]pn7Qn + pi [4]pn,qn 72 + pi [2]pmqn [3]pn,qn T
,Pn,qn )

QTQL q?% [n]pn,Qn qg [n]gn sdn

16 12,29 o 14 10[
(5) P (64;I> - anGI4 i Pn Qn[ ]pmqn +p?5q [ ]pn,qn + D, [ ]pn,qn 23
q'n, q'rL [n]pn,Qn

+p’§lq721[2:|pn,Qn [3]pn,qn + pZLQn[Q]pn,qn [5]pn,qn + pg [4]pn7Qn [5]pn,qn 72

a3z ..

+pi [2]Pn,lZn [3]pn7Qn [4]]771"]77. T

o .

esitlikleri saglanir.

fspat

(1) Lemma 2.4.1 i kullanarak,

[e'e) 00/A(1—qn/pn) qﬁ(k*l)
- [n]pn7Q'n kzl Sn,k(x; DPns Qn) f pk Sn,k—l(t; DPn, Qn)dpn,qnt
= 0 n

TCpn.an (_ [y, g x)

[eS) qk(k_l) pk
Wl 3 Snalipn )™ T e (< ], )

n [ ]pn7Qn n

Y



k

_ i qﬁ(kl)/Q%epnﬂn <— [n]pn’qn :c>

Prygn”

= Epn,‘]n <[n]pn,qn z) erQn <— [n]pn7Qn :E)

=1
elde edilir.

(2) Lemma 2.4.1 i kullanarak,

OO/A(l_Qn/pn) z(k_l)

q

0
7)n,pn,qn (61; IE) = [n]Pn,Qn ];1 Sn,k (xv Pn, Qn) f A Sn,k—l(t;prw Qn>tdpn,qnt

0 Pr

00 k(k—1) k Ink+1
qn [ ]p q pn
>~ Sn k(T3 Pns @) g
Pnsqn =1 pﬁ [k r 1] ] [n]2 qk‘(k‘-I—l)/Q

Pngn’ DrsGn 17

= [n]

_ _Pn i ([n]pn,qn x)k (_ [n]pn,qn x) q(kz—Sk)/2

e nsYyn
(], g, 121 (= 1], o 0 !

olur. Bu ifadede k yerine k + 1 yazilirsa

k
Pr 2 k)2 (1, 00 )
Pugna (e0) = 22 52 g2 Cmaet Lo ()
Prod ( dn k=0 [k]pn,qn! o [ ]pn,qn
_ Dn
Bl q_xEPn,qn <[n]pmqn x) pnstn <_ [n]p"’q" m)
_ Dn
="z
Gn

elde edilir.

(3) Lemma 2.4.1 ile

k+1], o = (gu+pa)+02k—1],

esitligi kullanihirsa

(2.3)
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0o 00/A(1—gn/pn) k(k—1)
dn
Prpnan (€2:2) = [0l o > Sn(T;Pns Gn) / " Snk—1(t; Pny Gn ) dp, g,
k=1 0 n
S R
=n Sn,k\T; Pns dn .
[ ]pn:Qn kz::l ( ) p1k1: [l{f . 1] ' [n]3 7(Lk‘+2)(k‘+1)/2
Pn,qn Pn,dn
3 ([n),,, 4 iv)ke (_[ | ) 2 k-2 [k + 1y,
- Pnsqn nqn n4n 2
k=1 [k - 1]pn,qn! Pt [ ]pn,Qn
4 k
P, X ([n] n, nx) k2—5k—2)/2
= 2 Z [k _pzil ‘ep'mqn <_ [n]pn,qn x) qfl )/
[Tl]pmqn k=2 Pnyqn’
k
G+ pn & (1], 4. 7) k2 —3k—4) /2
+ [n]Q ]; [k’ _ 1] !epm%z (_ [n]pn,Qn 'Z.> q( 2z
Pnsqn VT Pn,qn

olur. Bu ifadenin birinci toplaminda k yerine k 4 2 ve ikinci toplaminda k yerine k + 1

yazilirsa
4 2
D 2 [2]p q
Prpuan (€2:7) = —pa? + — ety
np q q?l/ q;;], [n]pn7Q7L

elde edilir.

(4) Lemma 2.4.1 ile

Uf + 1]p7L7Q7L [k: + 2]pn4]n = p6 [k: - 1]pnaQn [k - 2]pn7Qn (24)

+q7k1:,_2(pflqn[2]pnﬂn + p% [4]pn7(In)[k - 1]pn,qn

"‘qq%kiQ [2]pn,qn [3]pn,qn )

esitligi kullanilirsa

00/ A(1—gn/pn) qs(kfl)

Pn,pn,qn (63; [E) - [n]pn,Qn Z Sn,k(m;pna Qn) f pk Sn,kz—l(t;pn> Qn)t3dpn,qnt
k=1 0 n
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k(k—1)

_ an [k + 2]pn an 'pk+3
= [, 4. Z Sn k(5 Pns n) P k=1, . ) FERIEEIE

Drygn 17

P& ([, )" (K2—Tk—6)/2
Z [k} 1] ‘epn’qn <_ [n]pnaQn x) An [k + 1]Pn7¢1n [k + 2]pn,qn

[n]gn 7Qn Pnsqn’

k
pTL e <[ ] n,4dn x) k2—7k—6 2
= [n]?) z — epn#]n <_ [n]pn,qn x) qSL )/

Pnsdn [k 3]pn qn’
_i_annmpn g T Ph [4]pn an Z ([n]pn an x)ke (_ [ ] :c) ”(,Lk;275k710)/2
[n]gn o [k 2]p 7qn! Pn,gn Pnygn

3 k
pn[2] n n[ ] n,qn ([ ] n,qn :L‘) k2 —3k—
+ [z;l]q b Z [ _p ]j] epn qn <_ [ ]pn qn x) qu 3 10)/2
Pn,dn k=1 Pn, Qn

olur. Bu ifadenin birinci toplaminda £ yerine k£ + 3, ikinci toplaminda £ yerine k + 2

ve iiciincii toplaminda k yerine k + 1 yazilirsa

p?lqn[z]Pn,QTL + pg [4p,.qn 22 4 Pi@]pn 4 (3 pr

p9
Prpnan (€357) = 223 +
Pt 791 qTSL [n]Pn,Qn qn[ ]pn qn
elde edilir.
(5) Lemma 2.4.1 ile
UC + 1]pn,qn [k + 2]pn7Qn [k + 3]pn,qn = p}nbz[k - ]‘]Pnﬂn [k - 2]pn,qn [k - 3]pn,qn (2~5)

+qﬁ,3 (pg [6]pn7Qn + pZan [4]pn,qn + p8q721 [2]pn,qn) [k — ]‘]pn7Qn [k — Q]qun
+q7%k_4 (piqg [2]pn7qn [3]pnan + p?],qn [z]pn7Qn [5]pn,Qn + pgl [4]pn:%1 [5]pn7qn) [k - 1]pn,Qn

+q1§,k_3 [2]pnﬂn [3]pn,qn [4]pn,qn

esitligi gbzoniine alinirsa

OO/A(17Qn/pn) qu(kfl)

Prpnan ;) =[], o 3 sup(®pn,¢n) [ P S -1 (t; Pny @)t dp, g,
k=1 0 n
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(k K [k + 3]pn,qn 'pk+4

Drygn 17

= [, 4. Z Sk (3 Py ) =

pt ([n ]pn,qn 95)k (k2—9k—12)/2
= [n]4 Z ‘epmqn <_ [n]PnaQn x) an [k+1]Pn qn [k+2]pn an [k+3]17n,%

pn#]n [ ]pnﬂn :
16 o (In )k
_ Dn Z ([ ]pn,qn ) e o (_ [n] x> £k2—9k—12)/2
()5 g =2 B =4, 00 i

+

p}?qr%mpn,qn —"_p}qun[Z":]pn:‘In + 6 Jpngn & z ([ ]pn,qn x)k —In] (k2—7k—18)/2
[k 3] Pn,qn prsan L ) A0

[n]?’n sdn Pn 7¢In

k
piq?l [2]Pn,Qn [3]pn7[In + pZLqTL [2]pn,Qn [5]pn7(]n =+ pr [4]pn7Qn [5]pn»Qn i ([n]pnvt}n m)

+
[n]én,qn iz [k — ]pn,qn!
k2—5k—20)/2
XCpnan <_ [n]pn7Qn x) qé /
k
+pi[2]pn7@n [3]men[ ]pnﬂ]n Z ([ ]pn:fIn .T) e (_[ ] ,Z') (k:2—3k’—18)/2
[ ]4 = [k 1] ' Pnsdn Pn,qn n
Pnyqn Pnyqn

elde edilir. Bu ifadenin birinci toplaminda k yerine k 4+ 4, ikinci toplaminda £ yerine

k—+3, iiciincii toplaminda k yerine k+2 ve dordiincii toplaminda k yerine k41 yazilirsa

16 12,279 1 pllg,[4 + pi0f6
Prona (ex;7) = p?ﬁx + Pl ]pn,qn pnlg [ ]pn,qn jo| ]pn,qn 23
Qn qn [n]pyq

pETSLqTQL[2]pann [3]pn,qn +pZan[2]pnaQn [5]pn,qn +pg[4]pn74n [5]pn,qn 2 pi[2]pn,qn [3]pn:‘In[4]pn7Qn
13[ ]2 T+ x

+
" "y, an qn [ ]pn,qn

elde edilir. Boylece (py, ¢,)—Phillips operator dizlilerinin test fonksiyonlar: cinsinden

degerleri bulunarak ispat tamamlanir.

Dolayisiyla, Teorem 2.2.2 (Korovkin Teoremi) den, Es. 2.2 ile verilen P, .. (f;2)

operatorleri ve a > 0 olmak iizere her f € C'[0, a] i¢in

lim [Py, q. () = f”c[o,a] =0

n—o0

dar.
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2.4.3. Lemma

(Pn, ¢»)—Phillips operatorlerinin ikinci merkezi momenti i¢in

1

. > (z +2?)

2
Pn,pn,fIn ((t - :C>27 x) S _4 <1 - pnqz + [ ]
Pnydn

esitsizligi saglanir.
fspat
P pn.g. Operatoriiniin lineerligi ve Lemma 2.4.2 sonucundan

4 pi[2] 2
t — z) G, = Lo PEREET on.cndBlE 0. Do SRR
Prpnan (8 — )% @) = Gha” + G T T

4 2

2 P 2]

(pz Pn 1) I2 ;l Pn.dn .-
an qn n [n]pn »qn

- 2

p?},72pnqﬁ,+q’% 2 Prn [2}Pn,(1'n

Iy e— + e R
I a3l an

IN

5 2
< 2*2])71(]% .TQ + p"[2]1>7u47z

T
= 4

4
In n}Pn,Qn

<2z (1 — Pnd> +;> (z + ?)
an not ol o,
elde edilir.

2.5. (pn, ¢»)—Phillips Operatorlerinin Yaklagim Ozellikleri

Prpn.an ODeratorlerinden esinlenerek

P (F:2) = Pagan (f12) — f (p—) tf () (2.6

biciminde P,, ,, 4. operatorleri tanimlanabilir.



2.5.1. Lemma

Prpna (f32) icin birinci merkezi moment v, (t) = t — 2 olmak {izere
()Prpngn (Va3 ) =0

ve

(i1) [Prpnan (f12)] < 3]SI

saglanir.

fspat

(i) Lemma 2.4.2 den kolayca goriilebilir ki

Prpnan (€057) = Prpr an (€05 7)

ve

Posnan (€137) = Prpr 0 (7)) = Py o (L) — rtr=u
dir.

(i) [Prgoan (0] = [Pagnan (i) + 1 (220) + f (@)

< A1 Paprsgn (12) + 2] £]]

< 3I71

olur.

Dolayisiyla lemmada istenen sonuclar elde edilir.

21
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2.5.2 Teorem

Her x € [0,00) i¢in g € OB [0,00), a >an—nqn.x

1

Ve Oppngn (T) 1= % (1 — pu> + —) (z + %) olmak iizere baz1 M > 0 sayilar igin

[n} an

| Prpnan (952) = g (2)] < Mw, (g; 5n,pn,qn(:c)> + Wi (9; — ""x>
esitsizligi saglanir.

fspat

h € W2 ve x € [0, 00) olsun. Taylor agihmindan

h(t)=h(z)+ ({t—x)h (x)+ [ (t—u)h" (u)du

S

yazilir. Lemma 2.5.1 den

— - t
Prpnan (h52) = h(2) + Prp,gn ( [(t —w)h" (u)du; x)

T

dir. Daha sonrasinda

P (s ) = h()| =

PnaPan <

Pn o
an
;x) + f

SRS,
=
|
£
<
=
QU
£
8
~__
|

‘ bn

ft (t —u)h” (u)du

< Popa e — ul [0 (a)| du
elde edilir.

< w7

f (t —u)h" (u) du

esitsizligini kullanilirsa Lemma 2.4.3 den

P h;z) — h(z)| < ||W"|| P (o), o i)’
‘ nypn»(In( 7.1') ('T)‘ — H H N,Pnyqn 2 7 L + H H 2
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<E(1-pa+ o))

@
elde edilir. Es. 2.6 ve Lemma 2.5.1 den

Prpian (9:2) = 9()| = [Pupug, (9 = hi2) = (9 = ) (@) + Prpyg, (hi2) — h(z)|

< Prpan (9= 132) = (9 = B) (@)] + [Pupna, (hi0) = h(@)| + |g (222) = g (@)

<dllg—hll+ 2 (1= pagd + =) 2 (L+2) |07]

—I—’g <x+p"q;nq"a:> —g(x)‘

elde edilir. 0, 4, (¥) = q% <1 — Png> + ﬁ) (z + x?) segilirse, son esitsizligin sag
w© an

tarafinda h € W2 iizerinden infimum alinarak istenilen sonug elde edilir.
2.5.3 Teorem

V f e C;[0,00) igin

lim ([ Prp, g0 (f) = fll, =0

n—oo

dir.

fspat

Prpnan(€0; ) = 1 oldugundan aciktir ki
|Prpnan (€0) — 1|, = 0 dir. Lemma 2.4.2 den

Popuga(er;2) —tl] = sup Prwmanlisl

z€[0,00)
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< <@—1> sup —%5
dn me[o’oo) 1+

<

elde edilir. Ayni sekilde Lemma 2.4.2 den

Prpnan (t252)—22
1o (i2) = 2], = sup [Proman@o]
z€[0,00)

2
p% 2 p"[Q]Pnﬂn r— 2

AT 3 z
[n]
< sup q"li;’S’q"
z€[0,00)

4_ 4 212] 2

Prn—4a Pl s +T

< ( nq4 n q3 Pn q'n) Sup e
n nLUipn,qn CEE[0,00)

dir. Dolayisiyla, Teorem 2.3.5 kullanilarak ispat tamamlanir.
2.5.4. Tanim

z € [0,00) ve f € C3[0,00) olmak iizere, her 6 > 0 igin

o |f(z +h) — f(2)]
Q0= sup A P+ (1t a)

seklinde tanimlanan Q(f;d) fonksiyonuna C3[0, 00) uzaymda f fonksiyonunun agirhkh

stireklilik modiilii denir [35].

2.5.5 Teorem

Her f € C}[0,00) igin dyle bir K (p,, g,) pozitif reel sayist vardir ki, p =1 + 2 olmak

lzere

Wmmuwfusm%%m<ﬁwf%ﬁ+wl>

esitsizligi saglanir.
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fspat

Q(f;0) agirhikh siireklilik modiiliiniin 6zelliginden

|t — |

10~ F < (L - a) (@ a?) (14557 ) a0 (27)

dir. Es. 2.7 esitsizligine P,, ,,. 4, operatorii uygulanirsa
P (F12) = £(@)] < (122 QF:0) P, (14 (= 2)?) (1415 12)

< (1+22) Q(f:0) {Puppan (1 + (t —2)°) ; 2)

# Page (10— 07) L5 T0) 29

olur. Es. 4.6 egitsizliginin sag kisminin ikinci terimine Cauchy-Schwarz egitsizligi

uygulanirsa

Prpnan ((1 + (t - x)Q) 't%;z‘; 117)

< {Pn,pn,qn ((1 + (t— x)2)2 ;x) }1/2 {Pn,pn,qn (“;—fﬁ, CL’) }1/2 (2.9)

olur. Lemma 2.4.2 ve Lemma 2.4.3 den

P”aPnaQn(1+(t_x)27$)§1+q%<1_pnq,,31+ L >£B(1—{—3§)

[n]Pnan

< Ki(pn, qn) (1 + )2, (2.10)

Prpmrn ((1 + (t — x)2)2 ;x) < Ky(pn, qn) (1 + 2%)? (2.11)

ve
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Lz N2
{P”’pn’qn (%2‘ ‘”>} = %\/i (1 Pntn + m;,q) w1 +7)

5 1+ 1) (2.12)

[n]pn n

olacak  sekilde  Ki(pn,qn), Kg(pn,qn) Ks3(pn,qn)  porzitif sayﬂarl vardir.
K, = sup(l + 2221 + 2)/(1 + 2°) ve § = \/1 Pn@3 +

x>0
K(pn,qn) > (Ki(Pn, @n) + /Ko (Prs o) K3(pn, gn) ) K4 segilir ve E§. 4.6 ile Es. 2.12 aym

anda goz 6niinde bulundurulursa

olmak {izere

Pn,.qdn

P (fi2) = f(@)] < (1 + 2°) K (pn, ¢2)2 (f; \/1 — Png3 + > )

[n] Prsdn

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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3. LINEER FONKSIYONLARI KORUYAN (p, q)—PHILLIPS
OPERATOR DIZILERININ YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Bu boéliimde bir énceki Eg. 2.2 de verilen operatorlerin lineer fonksiyonlar1 koruyan
operatorlerini tanimlayarak agirhikh yaklagimda hiz orani ve Voronovskaja tip teorem
elde edilecektir. Ayrica, bu boliimiin ikinci kisminda tanimlanan operatérler igin

istatistiksel yaklasim 6zellikleri gosterilecektir.

3.1. P* (f;x) Operatorleri icin Yardimc: Sonucglar

n,Pnsdn

(pn) ve (gy) dizileri 0 < ¢, < p, < 1 olmak {izere n — oo iken p, — 1, ¢, — 1, pI' — «,

¢ — [ kosullarmi saglayan iki reel say1 dizisi olsun (8 < a < 1).

(53 s ) — (m—'<‘ o) (31)

taban elemani ve f,

00 /A(1=gn/pn) k(k—1)

- k Sn,k—l(x;pn7 Qn)f(t)dpn,%t
Dn,

integralinin yakisaklhigini garantileyen [0, 00) iizerinde tanimh siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

P;:,pnﬂn (f’ m) = [n}p,“qn Z STL,]C('T;; Pn, QH)

k=1

OO/A(lfqn/pn) k)(k—l)
an dn
X / pk Sn,kfl(t;pna qn)f (]Tt) dpn,Qnt + f(o)epn7Qn<_ [n]pn,qn x) (32)

n n

[e=]

bi¢iminde tamimlanan operatorlere lineer fonksiyonlari koruyan (p,,q,)—Phillips

operatorleri denir.
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3.1.1. Lemma

Her m € N igin

00/A(1—qn/pn)

@\
Sn,k—1<t;pn7 Qn) (p_t) dpn7Qnt

n

0
_ UC +m — 1]pn,qn ‘pk
b = 1y Il gm0

esitligi saglanir.

fspat

Burada u = [n],

t almirsa, dp, 4, u =

verilen (p, ¢)—Gamma fonksiyonunun tanimindan

00 /A(1=gn/pn)

0

00/A(1=gn/pn)

Snk—1(t; Pns Gn) (;Tnt

dn

(3.3)

1], 4 @pngnt Oldugundan ve Tanim 1.1.4 de

o uk*l _ q;" u mn d n,qn %

B 0 [k_l}pn,qn!epmqn( U)pm <[n}pn,qn> [’:]P:An
q:Ln 1 OO/A(I—Qn/pn) k+ 1 ( )

= n uttm e —u)d U

1 Pn,dn Pn\dn

p:ln [k - 1]pn7(In! [”];:fqn

_ [k +m — 1]pn7Qn !p’fL

- m1((ktm)?=3m—Fk)/2
[/{Z — 1]Pn7Qn! [n]pmqn n

bi¢imde elde edilir.

3.1.2. Lemma

x € [0,00) ve er(t) =t*, k =0,1,2,3,4 olmak iizere

P*

,Pn,qn

(ex; x) operatorleri igin



(l) P;,pn,qn(eo;f) = 17

(ZZ) P;;,pn,qn (61; ZL’) =7,
(#3) Pr . 4 (€2;7) = ”—Z‘xQ + Mx,
" in [n]pnﬂn
(z’v) ’P;;pn,qn (63; x) — %1'3 4 p%Q[Q]p;gﬁﬁ;Iifl‘l]pn,qn 2 + [Q]Z%’[Zif[j}::qnx’
(U) P:L,pn,qn (64; x) — %x4 + p%q%[ﬂpn,cm"";fi‘fz}[jkz:n+P?L[6}pn,qn 1‘3

p?tqu [Q]Pn>Qn [3}Pn »dn +p§1Qn [Z}P'n »dn [5]1777.71177, +p$1, [411777, »dn [S}Pn An 2
+ 9112 x
an (M5 an

+ [Q]PanG[g}Pg,Qn [4]107171171 T

esitlikleri saglanir.

fspat

(i) Lemma 3.1.1 kullanihirsa,

P pan (€03 2)

29

[ee) 00/A(1=gn/pn) qﬁ(k_l)
= [n]pn7Qn ;;1 3n,k<x; DPn, Qn) f pk Sn,k—l(t§ Pn, Qn)dpn,qnt + epn,qn(_ [n]pn,qn x)
= 0 n
o~ k(k—1)/2([n],, 4, )"
= k; qn( )/ mepn,%z<_ [n]pn,qn ZU) + ep'an(_ [n]pngn x)

k(k=1)/2 (] g, )"
=2 Qn( / mepmqn(_ [n]pn,qn z)

k=0

= Epn:Qn([n]pn,qn x)epn,CIn <_ [n]pn,qn l’)

=1 olur.

(77) Lemma 3.1.1 kullanilirsa,
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P (e1;x)

n,Pn,qn

oo 00/A(1—qn/pn) qﬁ(k—l)

= [nl,, 4. k;l Sn k(T3 Dny Gn) of = Sn,k—1(t; Pns @n) (f,—zt> dp,, g1t

= k(k—1)/2 (0], 42"
2 dn Tt T pnan ([, 4, ©)T

= Epn7Qn([n]pn,qn x)epn#]n(_ [n]pn,qn Z’)w

= z olur.

(73) Lemma 3.1.1 ve Eg. 2.3 kullanilirsa

szpm% (62; x)
00 OO/A(1*CIn/pn) qﬁ(k*l) 2
= [n]pn,qn kZ Sk (T3 Pon Gn) / o Snk—1(t; Dns @) (%t) dp,, gt
=1 0 n
2
Dn X ([, 02" k2 —5k—2)/2
N [n]2 ];:2 [k_pQ}pi q ! epn,qn(_ [n]pn7Qn x)q7(1 )/
Prsgn T o

Gn ¥ Pn 3 (], 0,2)" K2—3k) /2
+ 2 Z [k}—pl]’q ! epn#]n(_ [ ]pn7Qn x) ’SL )/
[n]pmqn k=1 Pn,qn

olur. Bu ifadenin birinci toplaminda k yerine k + 2 ve ikinci toplaminda k yerine k + 1

yazilirsa
2 2
P [ ]p q
P puan (€2 7) = 2% + ——=—
,Pn,qn (:Z?Z qn [n]pmqn

elde edilir.

(iv) Lemma 3.1.1 ve Eg. 2.4 kullanilirsa

P pan (€33 2)

oo 00/A(1—qn/pn) qﬁ(k’—l)

3
= [n]pn,qn ];1 Smk(«f; Pn, Qn) bf pﬁ Sn,k—l(t; Pn, Qn) (2_:15) deQnt




31

6 o (g, ®" (K2—7k)/2
- [n}gnﬂn k=3 [kip:ﬂpqn,qn! epn’qn(_[ ]pnﬂn )qn

k

n n,qn n4 n,qn n n k?—5k—4)/2
_I_pnq [2lpn.gn 97 [Alpn.q Z [k p q ' Epnan(— | ]pmqn ) 7(L )/

[n]Pn an

[Q]Pn Qn [3 Pn,qn Z Pn an )k (k2_3k_4)/2

[k- 1] ! epn#]n( [n]p,mqn 'r>qn

Pn an Pn,qn

olur. Bu ifadenin birinci toplaminda k yerine k + 3, ikinci toplaminda k yerine k + 2

ve iiclincii toplaminda k yerine k + 1 yazilirsa

2 +p2 |4 2 3
P*pn’qn (63; ) — _|_ pn‘]n[ ]Z:[sznp;;[ ]Pn an 2 + [ ]Pn Qn[ ]Pn an -

elde edilir.

(v) Lemma 3.1.1 ve Eg. 2.5 kullanilirsa

’P*:pnyfIn <64’ ./E)

o0 20/ A(1=gn/pn) GF(k=1) A

= [y, k; Snk(5 P Gn) bf s Snk—1(6; Pns Gn) (;—:t> dp, gt
12 S (Il g,®" k2—9k—4)/2
N [né"‘q" k=4 [k_pﬂpi,qn! ep"’q"(_ [ ]pn7Qn x> ’("0 )/

k
_{_pgzq?t[2]Pn’Qn+pZan[4]Pn’Qn+pn 6]1771 an § Pn Qn ( [ ] ) (k2_7k_10)/2
[k l Pan Prsqn

n
[n}%n »dn

k2—5k—12)/2
ePnan(_ [n]pn,qn x)q'f(l )/

+ann [2]pn an [3}Pn an +pnqn [2}1971 an [5]pn an +pn [4]p'n an [5 Pn,qn Z [[ ]Pn Qn

[n }Pn an 72]1% an

290 13)pn . [pn.an (7] g0 ®)* k2—3k—10)/2
_l_[Q]p q [3}2 an[4lpn.q Z W pl]q7 'epn7Qn(_ [n]pmqn .23) 7(1 )/

Pn an

olur. Bu ifadenin birinci toplaminda £ yerine k 4 4, ikinci toplaminda k yerine k + 3,

ficlincili toplaminda k yerine k + 2 ve dordiincii toplaminda k yerine k£ + 1 yazilirsa

* . pn 4 pnqn [2]Pn Qn+pnq’"« [4]Pn an +pn [6]Pn an -3
€4, ) = ZL‘ T
Pn pvu‘]n( 45 ) + @+ [n]pn,an
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+ p%q% [Q]Pn7Qn [3}1777, »dn +p2 an [2}1377, »dn [5]Pn 2dn +p$1, [4]1?71 »dn [5}1771, »dn x2

9
ann Pn,qn

+ [2]1711 sdn ['ﬂpn#}n [4]1771 2dn T

6 3
4n n]Pn’Qn

bulunur. Boylece ispat tamamlanmig olur.

3.1.3. Lemma

P*

- Phillips operator dizilerinin ikinci merkezi moment icin
sPnsdn

Pipnan (E—2%52) < & (P2 — @2 + ) (2 + 27)

T,Pn,qn qn [n]pn »an

esitsizligi saglanir.

fspat
P pn.qn oPeratorlerinin lineerliginden ve Lemma 3.1.2 sonucundan
Pripan (= 2)%52) =P (0F50) = 20P; ), o (62) + 2P, (1)

2 2]
— p_gx2 + Pn,dn T — 2(172 + x2
In qn[n]Pnyqn

— p%;‘]i I,Q + [Q]Pn,Qn T
qn qnin Pn,qn

IN

L (- 2+ i) @+ a?)

q”% [n}ﬁn »dn

oldugu elde edilir.
3.2. Py, . (f;z) Operatorlerinin Yaklagim Ozellikleri

3.2.1. Lemma

Her f” € Cg[0,00) ve z € [0, 00) igin



‘ n,Pnydn (f;z) f(:(:)‘ < Gnpan (@) 1]

egitsizligi saglanir. Burada

O, (T) 1= é (p —qp + ) (22 + x)

[n}Pn an

fspat

1" € Cpl0,00) oldugundan

t

f@t) = fl@)+({t—2)f'(x) + [t —u) f"(u)du

T

Taylor formiiliine P, ,, ,. operatorii uygulandiginda Lemma 3.2.1 den

Pipann0) = 1(0) = P, (0= 00700050

xT

olur.

< |||

t
j‘ f// du

esitsizliginden ve Lemma 3.1.3 den

‘ npnqn —f(f,(])‘

By o ((E =) )

,Pn,qn

< O pn,ga ()L F7]l

elde edilir. Burada

Onpn (T) = oz (p —qn+ ) (2? + )

[n}Pn an

33
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dir. Boylece ispat tamamlanir.

3.2.2 Teorem

f € Cpl0,00) olsun. 8,,, 4. (r) = & (pfl — @+ 2 ) (z? 4+ x) olmak iizere

i (Mlpn,an
‘ o ( f(x)‘ < 2Mws (f, I (:L'))
esitsizligi baz1 M > 0 reel sayilari i¢in saglanir.
fspat
Her g € W2 igin
P (1) = f ()]
<P (f = g:2) = (f = 9) (@) + Py, 4. (g52) — g(2)]

esitsizligi yazilirsa, Lemma 3.2.1 den

‘ N,Dn,qn f l’ f(x)‘ S 2 ||f - g”éB + 5n7pn7%z(m> ||g”||é}3 (34)

egitszligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda g € W2 iizerinden infimum alinirsa

ispat tamamlanir.
P o (f) operatorii i¢in agirlikh yaklagim teoremini verelim.
3.2.3 Teorem

Her f € C3[0, 00) igin

nh_{goH ,Pnqn )_pr:



dir.
fspat
Lemma 3.1.2 (i) ve (ii) den

* _
HP T,Pndn 0)_60Hp_
ve

1P7 g (e1) = enl], =

oldugu agiktir. Lemma 3.1.2 (iii) den

[P

n,pn,qn (t*52)—x? |

1422

H npn‘]n 62H _Slip
X

2_ 2 2]
< Pn—4qn [ Pn,qn su zta?
=g T e ) S e

< 2 <p%;q31 + [Q]Pnﬂn >

qn qn [n}Pn »an

dir.Dolayisiyla hm H o (€2) — eng =

dir. Boylece [33] de verilen A. D. Gadjiev Teoremi kullanarak ispat tamamlanir.

3.2.4. Lemma

f € C}]0,00) olsun. b > 0 reel say, 1, 4, (b) =

HP* T,Pn,qn (f;x) — <x)HC[O,b} <M {(1 + b)ann,qn(b) + W[07b+1](f5 Npn,an (b))}

esitsizligi saglanir.

é(i—ﬁ+

fonksiyonuna bagl bir pozitif reel say1 olmak tizere

35

2%)(62+b)veﬂﬂtf
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fspat

x €[0,b] vet > b+ 1 olsun. t — z > 1 olmak iizere
F(t) - F@) < Kp@+ (¢t — o+ 2)* +22)

< 3K (1+b)*(t — x)?

yazilabilir.

x €[0,b],t <b+1ved >0 olsun. O zaman

|t - |

10 - 1@ < (1+ 55 ) wnpnnsi0

dir. (3.5) ve (3.6) den

|t — 7]

J

() = f(2)] < BE;(1+b)%(t —2)* + (1 + ) wiop+1)(f39)

egitsizligi yazilir. Cauchy-Schwarz egitsizligi ve Lemma 3.1.3 den

‘P;;,pn,qn(f; I’) - f(fL’)‘

< 3K (1+0)*P; ((t — )% )

T,Pnyqn

1
Fwiop+1)(f560) |1+ 5 (P g (= )% 33'))1/21

1
< B (L 0P, 0+ 00y (5) | 14 5 (e (0

elde edilir. Burada

1
Npsn (T) = s (pi — g+

) (2% + 2)

[n]pn,qn

dir.

(3.5)

(3.6)
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1 9
0 1= \/Mpng (b) = \/q—2 <p% — @2+ i ) (b +b)
n Pn,qn

ve M = max{3K,2} alinirsa ispat tamamlanir.

3.3. P (f;x) Operatorleri icin Voronovskaja Tip Teorem

n,Pndn

3.3.1. Lemma

73*

rom.gn ODETatorlerinin birinei, ikinci ve dordiincti momentleri

(9) lim [n], P

n—oo Pn,qn 1,Pnyqn <(t

—x);x) =0,
(7) lim [n] P (t—x)%z) =2(a— B) 2+ 2,

n—o0 Pnsqn © T,Pn,qn

(édi) lim [n)2 P, . ((t—2)2) =12(a— B)° 2" + 24 (a — B) 2® + 1227
n—o00 mnH4dn wnHsdn

bicimindedir.

fspat

(i) Lemma 3.1.2 (i) den

P o an (t—z;2)=0

dir. Dolayisiyla

lim [n] 2

n—o0 Pnydn ~ TPns4n ((t

—z);x)=0
dir.

(ii) Lemma 3.1.2 (ii) den
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Prpnaa(t = )% )

T,Pnqn

p?rqix2+ [2]pn7Qn

= T
q% n [n]pnaQn
dar.
2
lim [n]pmqn piq_?q’%ﬁ + | ]p"’q" x
nvo0 " [y, 4,

— lim ((pﬁ—qﬁ)épn+qn)x2 + [2]pn,qn :r;)

n—oo qn qn

=2(a—pf)a®+ 22
olur. Benzer bigimde Lemma 3.1.2 (iii) den

P;,pn,qn((t - .Z')4, :U)

_ iz 4p8 GP%_S 4
qx? a5 a

[.,8 .2 7 6 3 2
pnqn[Q]Pnyqn+pnq"[4]Pnyqn+pn[6]Pn»(In _ 4pnqn[2]PnV(In+4pn[4]Pn;Qn G[Z]Pnﬂn 3
+ 1T 5 + x
an [n]Pn»fIn n, [n]Pnyqn qn [n}PnaQn

+ p?Lq% [2]Pnyqn [3}Pn7lZn+p?zq’ﬂ [Q]Pnyqn [5]pn»Qn +p?%,[Z’L]P'nJZ'n, [S]Pnyqn _ 4[2]Pnyqn [B}PnVQn 1/.2
9 2 3 2
an [n]PnylZn qn [n}Pn;lIn

[ [2]1771 sdn [3}1171,1171 [4]1771 2dn
+ q'g [n]?’n»Qn i| v

olup

Tim {02, P, (= 2)50) | =12(a = B)° 2t + 24 (a = B) a® + 1207
dir.

3.3.2 Teorem

feW2 ve z€ [0,00) igin
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lim [n], . (Prp.q.(fi2) = f(2) = (@ = B)2* + 2) f"(2)

n—o0

limiti ger¢eklenir.
jspat
f fonksiyonu icin = noktasinda Taylor acilimi

f@t) = f@) + f(@)t —2) + 3" (@)t —2)* +e(t, 2)(t — 2)°,

vazilabilir. Burada ¢ — z iken e(¢,z) — 0 dir. Dolaysiyla P operatorlerinin

,Pnyqn

lineerligi ve Lemma 3.3.1 den

lim [n], . (P, (fi2) = f(2))

n—o0

= f/(l’) nh—>nolo {n]pn,qn PT*L,pn,qn (t - LIZ‘)

+%f”(x) TLILHOlO [n]pmqn P oman (£ = 7)% 1)

+ lim [n] P

n— 00 Pnyqn © TPnsdn (€(t7 .I') (t - $)27 .’E)

esitligi yazilabilir. Bu egitligin son terimine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

lim [n] P (e(t,z)(t — x)?*; )

n—00 Pn,qn © T,Pn,qn

< ./lim P* (e2(t,z); ),/ lim [n]>  Pr ((t—2)%2)

n—o00 T,Pndn n—00 Pn,dn ,Pn,dn

olur. Burada lim P} (e2(t,z);2) = 0 ve Lemma 3.3.1 den

nesoo | MePnsdn

lim [n]i an P (8 = )% ) sonlu oldugundan
n—00 nodmn HnoHn

lim 0] Pr (e(t,z)(t —x)*x) =0

n—o00 Pnsqn ~ TPnsdn

dar.
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Béylece,

lim [n], . (Pi,. o (fi7) = f(@) = ((a — B)2? +z)f"(z)

n—o0

sonucu elde edilir.

3.4. P (f:; ) Operatorlerinin Istatistiksel Yaklagim Ozellikleri

n,Pndn

Istatistiksel yakinsama ile ilgili temel tanim ve teoremi asagidaki gibi verelim.

N dogal sayilar kiimesi, K C N tiim dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve K, =
{k <n:k € K} geklinde tamimlansin. K, kiimesinin kardinalitesi (eleman sayis1) | K|

ile gosterilsin.
3.4.1. Tanim

K C N alt kiimesi verilsin. Eger

lim &=l
n n

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin "yogunlugu" denir ve § (K') semboliiyle

gosterilir [34].

Tanmmdan 6 (N) = 1 olup dogal sayilarin tiim sonlu elemanli alt kiimelerinin 0
yogunluklu oldugu gériilebilir. 6({2k —1: k € N}) = 2ve 6({2k : k € N}) = 1 sirasiyla
tek ve ¢if sayilar kiimelerinin yogunluklar: olup, asal sayilar ve tam karelerden olusan

kiimelerin 0 yogunluklu oldugu bilinmektedir.

Yogunluk tammmini kullanarak istatistiksel yakinsaklik kavrami agagidaki sekilde

tanimlanir.
3.4.2. Tanmim

x = (x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun.
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d{neN:|x,—L|>e})=0 (Ve >0)
veya esdeger olarak

1 .

lim-{n<j:|z,— Ll 2e}[=0

7]

olacak sekilde bir L sayisi varsa x dizisi L sayisina "istatistiksel yakinsaktir" denir ve

st — lim z,, = L ile gosterilir.
n—oo

Bir dizinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi onun 1 yogunluklu bir indis kiimesi

iizerinde klasik anlamdaki L yakinsakliga denktir.
Boylece istatistiksel yakinsaklik klasik anlamdaki yakinsakliktan daha zayiftir.

Dolayisiyla her yakinsak dizi istatistiksel yakinsaktir ama bunun tersi genelde dogru

degildir. Durumla ilgili 6rnek asagida verilmigtir.
Ornek

(x,,) dizisinin genel terimi

3n+1 2

n=m
3
Tpi=4 "
0, n#m
olarak tanmmlansin. Tanimdan da goriilecegi iizere st-lim z,, = 0 olup (z,) dizisi

n—oo

istatistiksel yakinsaktir fakat klasik anlamda yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsaklik ve klasik yakinsaklik arasindaki ikinci bir énemli farklhilik ise
siirliliktir. Yakinsak bir dizi simirhdir fakat istatistiksel yakinsak dizi sinirh olmak

zorunda degildir. Bu durum agagidaki 6rnek iizerinden incelenmigtir.

Ornek

(x,,) dizisinin genel terimi
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Jn, n=m?
0, n#md

olsun. st- lim x,, = 0 olup (x,) istatistiksel yakisaktir ama smirh bir dizi degildir.
n—oo

3.4.3 Teorem

st — lim p, =1,st — lim ¢, =1 ve st — lim p; = a, st — lim ¢, = 3, (3.7)
n—oo

n—oo n—o0 n—oo

a,f < 1,a # [ sartlarim saglayan iki pozitif reel say1 dizisi olsun. O zaman her

f € C3[0,00) igin

st — T}L}I{.lo H,P:,Pm%f - f”p = 0
dir.

fspat

Lemma 3.1.2 den

st — nh_)rrgo |Ps g (L) — 1Hp =0 (3.8)
ve
st — 1112{)10 P (5 7) — pr =0 (3.9)

oldugu aciktir. Lemma 3.1.2 dikkate alinarak

(%ﬂ + —[2]p"’q” T — x2>
" qn [n]Pn7Qn

2. o2l 1
,Pn,qn (t 7:(:) x ‘ _ Sup 1422

sup ‘77*
z€[0,00) z€[0,00)
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) : 2]
2 2€[0,00) 1+a2 qn [n}pn,Qn 2€[0,00) 1+a2

esitsizligi yazilabilir. Eg. 3.7 i kullanilarak

2
St_hm <§—Zl—1>:0vest_hm< []pn:‘]n )ZO

n—oo n—oo Qn [n]pn,qn

elde edilir. Her £ > 0 i¢in

M= {0 €N [P0 (i) — 2|, > <},

I

2
MQ::{TLGN:[]I)&Z

In [n]pn »dn

D™

Mlz{nENS—E—lz

n

N[O

}

kiimeleri tanimlansm. M C M; U Ms olup, 6(M) < 6(M;) 4+ d(M3) = 0 dir. Dolayisiyla

st — lim ||P;

n—oo

(t%2) —2*|| =0 (3.10)

sPnsqn

dir. Boylece Es. 3.8, 3.9, 3.10 ve agirhikh uzaylardaki istatistiksel Korovkin teoremi |36]

den ispat tamamlanir.

3.5. P (f;x) Operatorleri igin Istatistiksel Voronovskaja Tip Teorem

T,Pnqn

3.5.1. Lemma
(Pn)nen Ve (Gn)peny Es. 3.7 de verilen sartlar saglayan iki reel say1 dizi olsun. O zaman

(i)st — lim [n] P

n—00 Pn,qn © TPnsqn

((t =) 2) = 2(a — f)a® + 2,
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.. . 2 " .
(ii)st — T [, Piy g (= 2)"52) =
gerceklenir.

jspat

(i) Lemma 3.1.2 sonuglar1 kullanildiginda

12 (o — B)? 2t + 24 (a — B) 2® + 1222

yvazilir. Bu esitligin her iki tarafi [n],  ile carpildigimda

*

[n]pn#]n anpnaq'n ((t - .T)2, 9:)

_ 2]

G [, 4

— (pzfnggpn‘i’Qn)xQ + [2]27“(]71:[;

olur. Eg. 3.7 den

7 n 2
st — lim (M) =2(a— ) and st — lim <—[ ]p”’q”) =2

n—00 an

dir. Her € > 0 i¢in

n—oo

D := {nEN:[n] P ((t—x)Z;x)Zs},

Pnsqn "~ Pnsqn

Dl = {n c N : (pﬁ—qﬁ)gpwr%) 2 %} ,

qn
2
D2 = {n c N : —[ ]pn7Qn Z %}
dn

kiimeleri tanimlansin. D C D; U D5 olup,

d(D) < 6(Dy) 4+ 6(Dy) =0 dar.
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Dolayisiyla,

st— lim [n] Pr  ((t—2)%2)=2(a—p)r*+2z

n—o00 Pnyqn © TPnsqn

elde edilir. Benzer olarak

12 6 2
= % — % 4 % — } xt
i 004 2lpn g0 T Phn[4pngn + P3[6]p, g2 > Ap; 4n[2pn.gn + 4054 p g i 6[2]p...gn } 3
L q’rlzl [n]pn »qn q?z [n]l)n »dn an [n]Pn dn
+ -pfquQL [2]pn7Qn [3]}77“%1 + pflqn [2]pn7(In [5]pnaQn + p727, [4]pn7fIn [5]pn7Qn r 4[2]pn7Qn [3]pn7Qn ‘| x2
L q?L [n]gn sqn qg [n]l’%n »dn
+ [ [Q]IJan [3]pn7Qn [4]pn7Qn
6 3
L an [n]pn,qn
dir.
12 6 2
T 2
P—q—(i q—2—3—U4(pn,Qn)
P52l pnan + Phdn[Alpa.an + 15 16]p0.00 _ 4340 2lpn.gn + 405 [Alpn g0 4 6[2]p..4n _
an [ pngn @[ pngn Gn[np.gn
V3 (Pn,qn)
piqz,[Q]pn,Qn [3]pn7Qn + piqn[z]pnﬂn [5]pn7Qn _'_ p72‘L [4]171“%1 [5]pn7Qn _ 4[2]pn7Qn [3]pn7Qn = Uy (p q )
q?L [n]gn »dn qg [n]%n »dn ’

2 g0 [3]pr.gn [4
[ ]pn7qn6[ ]pg,Qn[ ]pn7Qn =1 (pn7qn>
Qn [n]pn,Qn

denilirse
. 2 * 4.
lim [n]pn’qn Pronan (t—2)% 1)

n—o0

= lim [n]2 . (s (pnGn) 7" + V3 (Pn,gn) 2% + V2 (Do) 2% + V1 (P.Gn) 71)

n—0o0



st — li7rln [n]imqn U3 (Pn.qn) = 24 (o — )
st — lign [n]imqn Vo (Pn.qn) = 12

st — lign [n]imqn U1 (Pn,gn) =0

dir. Her € > 0 igin

N = {n eN: [ P ((t— 1) 4a) > g} :
N, = {n eN: [”]in,qn Vg > i},

Ny = {n EN: [n]imqn vg > i}a

Ny = {n eN: [n]f,mqn (P i};

Ny = {n eN: [n];mqn vy > i}

kiimeleri tanimlansin. N C Ny U Nyo U N3 U Ny olup, 6(N) < §(Ny) 4+ 6(Ne) + 6(N3) +
5(Ny) = 0 dur.

Dolayisiyla

st — lim {[n]imqn 2

n—00 T,Pn,dn

((t - :v)4;93)} —12(a— B)2a* + 24 (a — B) 2 + 1242

elde edilir.
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3.5.2 Teorem

(pn) ve (qn) dizileri Eg. 3.7 de verilen kogullar1 saglasin. O zaman

st — lim [n], (P;,pmqn(ﬁ z) = f(2)) = (= B) 2® + z) f"(x)

n—oo

dir.
fspat
f fonksiyonu icin z noktasinda Taylor acilimi

f@) = fz) + fi(a)(t — ) + %f”(fﬂ)(t — @)’ +e(t,2)(t - 2),

vazilabilir. Burada ¢ — z icin e(¢,z) — 0 dir. Dolayisiyla, P operatorlerinin

,Pn,qn

lineerligi ve Lemma 3.5.1 den

st— lim [n], (P, q.(f;2) = f(2))

n—oo

= f'(x)st — lim [n] P

n—00 Pn,qn ~ T:Pnyqn <t - x>

+3f"(x)st — lim [n] Pr ((t—x)% )

n—00 Pn,qn © T,Pn,qn

+ lim [n], . Pr, . (e(t,2)(t —2)%2).

n—00 »Pnsdn

esitligi yazilabilir. Bu egitligin son terimine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

st — lim [n] P (e(t,z)(t — x)*; x)

n—00 Pnsqn © T,Pn,qn

n—oo  WPnydn N—00 Pnsdn ~ TPnsdn

< \/st— lim P (eQ(t,x);:r)\/st— lim [n)2  Pr ((t—2)%2)

olur.
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Burada st — lim P}  (*(t,2); ) = 0 ve Lemma 3.5.1 den
n—o0 AT

st — lim [n]

12) an Prror g ((t = )% ) sonlu oldugundan
n—oo n,dn sPrnydn

n

st—lim [n] _ Pr _(e(t,z)(t —x)*)2)=0

n—00 Pnsqn © TPnsqn

dir. Dolayisiyla

st — lim [n]pmqn (Pﬁvpmqn(f; T) — f(@) = ((a = p) 2> +z) f'(z)

n—oo

elde edilir.



49

4. LINEER FONKSIYONLARI KORUYAN SCHURER TiP
(p, ) —PHILLIPS OPERATOR DIZILERININ
YAKINSAKLIK OZELLIKLERI

Bu boliimde bir 6nceki boliimde Es. 3.2 ile tanimladigimiz operatorlerin Schurer tip
modifikasyonu tanimlanacaktir ve bu operatorlerin agirhkh yaklagim ve agirhkh

yaklagsimda hiz orani elde edilecektir.
4.1. P} (f;x) Operatorleri i¢in Yardimci Sonuglar

r €N, (p,) ve (¢,) dizileri 0 < g, < p, < 1 olmak iizere n — oo iken p, — 1, ¢, — 1,

Pl — «, ¢" — B kosullarini saglayan iki reel say1 dizisi olsun (f < a < 1).

x
S (%5 Pn; gn) = o (= [ H 7], @) (4.1)

taban elemani ve f,

n n,r dn
S (T3 Doy @) f (—t> Appgnt
pk k ( ) p Pn,q

n n

integralinin yakisaklhigini garantileyen [0, 00) iizerinde tanimh siirekli bir fonksiyon

olmak {izere

PIZLT@n(‘f’ x) = [n + r]p,mqn S’Zﬂn (xa DPn, Qn)
k=1
OO/A(l_Qn/pn) k(k*l)
n n,r an
X / p—kskil(t;pm n)f <p_t> dp,,,q.t + [(0)ep, g0 (= [0+ 7], , @) (42)

[en]

biciminde tanmimlanan operatorlere lineer fonksiyonlari koruyan Schurer tip

(Pn, gn)—Phillips operatorleri denir.



50

Kullanacagimiz bazi temel sonuclar1 verelim.
4.1.1. Lemma

Her m € N i¢in

00/ A(1=qn/pn) m
n,r qn
Sk (5 Py Gn) <p—t> dp,, gnt

n

k+m—1 Ipk
— [ L’ny‘]u D (43)

7 k+m)?—3m—k)/2
[k —1] n—I—r]pnzln 7(L( e )/

pnv‘]nl [

esitligi gerceklenir.
fspat

Burada u = [n+7], tahnwsa, dy, g, u=[n+7], dp, 4t oldugundan ve Gamma

an

fonksiyonunun tanimindan

00/A(1=gn/pn)

[ s ) ()"

PO R P
= (& Ut ey, o (—u)dy, gt
Pn [k_ 1] + ]m-i-l 0 Pn>q Pn,q

|
Pnygn’ [ Pnyqn

k4+m—1], . Ipk

m1 ((k+m)*—3m—k) /2"
Pn,4qn n

k—1], 1+

seklinde elde edilir.
4.1.2. Lemma

ex(t) =t*, k= 0,1,2,3,4 olmak iizere P (ex(t); ©) operatorleri igin test fonksiyonlar
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()P (e0i @) = 1,
(i2) Py, (e1;2) = 2,

Pnyqn

2 2
(i) Pty (exi) = gt ¢ P,

qn [n + r]ann
6 3 » 2 2 4 2
(Z'U) P;:qun (63; x) — p—gl'?) Prd [ il’n,‘]n +pn[ ]Pn,Qn 1'2 + [ 3]Pn’Qn [3]§n7‘1n T,
’ an g+ rlpgn a[n+ 7ﬁ]pn,qn

12 8 2 7 6
p Pt 2lpn.an + Pidn[4]pn.gn + 13 16]

Pn,’r‘ : —_n 4 + ninl“1Pn,qn n Pnydn nlY1Pn,qn .3
(U) Proin (64 x) q}LQ ! q;l,l [TL + T]men v

_{_p;LLqTQl[Q]pn’Qn [3]pn,qn + piqn[2]pn7Qn [5]pn,qn +p° [4]]’717(]77. [5]pn,qn 22
g+l

Pnsqn

[2]1711,(]71 [3]pn7Qn [4]pn7Qn T

s+

bicimindedir.
I spat

(1) Lemma 4.1.1 kullanilarak,

OO/A(lfqn/pn) qk(kfl)

Pl eosx) = [n+r], ,;1 sp" (%3 Pn, Gn) b[ "p—kstl (s 6ot
+€pn7Qn<_ [n + r]pn:(}n x)

X k(k=1)/2 ([n+r] z)*
:;%fwk—ﬂ%l%mem+ﬂ
=1

Pnqn’

Pnyqn I’)
=F

pn,Qn([n + 7a]p,“qn I)el)n,Qn(_ [n + 7a]p,“qn I) =1

olur.

(77) Lemma 4.1.1 kullanilarak,
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oo n/Pn k—
/A(1=qn/p )q (k=1)
k

Prlalez) =[n+rl, > s (2P0, qn)
k=1 0 Pn

x5 (6 Py ) (Z—:t) Appgnt

o0

[k 1] I 6Pm<1n [n + T] x)x

=0 Pnyqn

= EPnaQn([n + T]p,,“qn x)ep'm‘}n(_ [n + T]p,,“qn x)x

olur.

(74i) Lemma 4.1.1 ve Esg. 2.3 den,

00/A(1—qn /pn) K(k=1)

n,r . = n,r . q
Prlaleziz) =[n+rl, > s (25 pn, qn) -
k=1 0 yzs
n,r 2
XSkLl(t;men) (;Z_Zt) dpn7Qnt
2
Pn o~ (471, 4,0 k2 —5k—2)/2
- [n—l-?“] E [k~ 21]) } n'! Cpnan(~ [n+r]pn,qn z) 7(1 /
Prdn
Gn + Pn ([n+7],, 00 @ x)k 52_3k) /2
+[n—|—7“] 1921 [k~ 11]) . n! ep"’q"( L x)qgl /
Prsgn "7
2 2
— &.Z'Q [ ]Pnﬂn T

G Gl

dir.
(iv) Lemma 4.1.1 ve Eg.(2.4) den,

P (€3 7)

Pnsqn

OO/A(lfqn/pn) k(k—1)

00 3
=n+7l, . ];sZ’T(m;pn,qn) / = 3 871 (5 Py Gn) < nt> dp, a0t

0
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o ([n+r1,, 4 %) k2—7k)/2
- [n+7ﬁ%n an > [kaI]U nq ! ep"fqn(_ [n+ T]pn,qn I)qg /

3420pn .00 03 Mpngn o 7Dy 07" k2 —5k—4)/2
+p “ ]anir]p:q[ o kz::2 [k_;])pnlfqn! epn,qn(_ [n - T]pn,qn :C) 7(7‘ /

[Q]Pn an [3}P'n an S ([n+r]l)nﬁqnz)k _ (k2_3k_4)/2
+ [n+r]Pn an k=1 [k‘*ﬂpn,qn! ep"’q”( [TL + T]pn#Zn ZE)(]n

pn ann [Q}Pn:Q”n +p$7, [4]Pn:Qn [2]Pn an [S]Pn an

an + q%[n"rT]Pn’(In + 3[n+T}Pn an t
dir.
(v) Lemma 4.1.1 ve Eg.(2.5) den,
Plq, (€a;7)

o o0/ A1 pn) (£ 6~ A
n?r . n n’T . n

=[n+rl, . kz_:lsk (%3 Py Gn) of o S 1 (L5 Pnsy @n) (;I,_nt> dp,, g0

12 k
2 = (n+rl, . ) o2
- [y, qn =t (K =4, ! o Gl L
nodm Pnydn

ann[Q]pn,qn + ann [4]pn7Qn + p6 [6]pn,qn i ([n + T]pn#}n x)k
(n+r]} [k — !

]Pm‘In'

+

Pnydn

k2—7k—10)/2
Xepny‘Zn (_ [n + 7d]pn,qn 'I)q7(l ! )/

pnqn[z]Pn:Qn [3]pn,qn +p2%[2]pn an [5]pn7(In —}-p% [4]pn7Qn[ ]pn,qn Z ([n+7“]pn an )k

[n + r]pmqn 2pran’

+

k2—5k—12)/2
XCpqn(— [0+ 7], T /

[2]Pn7Qn [3]pn7Qn[ ]pn an = ([n + r]pn,Qn x)k (k2—3k—10)/2
+ [n + r]pn’qn Z [l{: _ 1]pn’qn! epn7Qn(_ [n + T]men x>qn
12 8 2 2 7 " 4 6 6
_Pna P 2lpnan + Prdn[Alpaan + Pl6lpnan 5

i qitn + T]pn,qn
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piq?zmpn,qn [3]pn,qn + p?lqn[Q]ann [5]pn,qn + pi [4]pn7Qn [5]pn,qn 22 4 [2]pn7Qn [3]pn,qn [4]pn7Qn
gln+rl2 gsn + 3

Pn,dn Pnyqn

_|_

bulunur. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
4.1.3. Lemma

Genellestirilmig Schurer tip (p, ¢)—Phillips operatorlerinin ikinci merkezi moment icin

1
P (= a7s0) <y (-t ) o).

esitsizligi saglanir.
fspat

Py, operatorlerinin lineerligi ve Lemma 4.1.2 den

P ((t—x)* ) =Ppr, (% x) — 20P)" (tx) + PR, (1 x)

Pnydn Pn,qn

— p2 2 [Q]Pnyqn 2 2
= =5 ———Pndn g Dx X
q% + dn [n+r}1’n »dn +

— p%;qi xQ + [Q}Pn#Zn T

9 I+l 0

IN

2
é(pi—(ﬁﬂrW) (z + 2?)

Pn,dn

esitsizligi elde edilir.

4.2.P*" (f:z) Operatdrlerinin Yaklagim Ozellikleri

Pnyqn

4.2.1. Lemma

Her f” € Cg[0,00), x € [0, 00) ve

2

o) )

n.,r 1
O’ g (@) 1= 2 (pi — g+



olmak tizere

1
[Pl (5 ()] < 0, @ L]
esitsizligi saglanir.

fspat

f" fonksiyonu i¢in x noktasinda Taylor acilimi

biciminde yazilabilir. Bu egitlige P»" operatorii uygulandiginda, Lemma 4.1.2 den

Pnsqn

Pita i) = 1) = Pty (f1e = )yt

T

olur. Burada

<145

t
f f// du

esitsizligi ve Lemma 4.1.3 kullanilirsa

— f(=)]

‘ nann

”BP;kLpn qn (( - 17)27 l’)

< 05 (@) L1l

elde edilir.
4.2.2 Teorem

fe OB[O, 00) olsun. o () = é (p — ¢+

[”‘H"}pn an

) (22 + x) olmak iizere

55
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[P (F30) = F(@)] < 2Mos (f53/570.(@))
esitsizligini saglayan bir M > 0 reel sayis1 vardir.
fspat
Lemma 4.1.1 ve her g € W2 i¢in
[Pyt (fi2) = f(@)]

<Pyl (f = gi2) = (f — 9) (2) + Pyl (g:2) — g())|
esitsizligi yazilabilir. Lemma 4.2.1 den

Polan(Fi2) = f(@)] <21 f = glle, + 07, (@) 9" lle, (4.4)

egitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin sag tarafinda g € W2 iizerinden infimum alinirsa

ispat tamamlanir.

4.2.3 Teorem

Her f € (%[0, 00)

Tim [Py (F) = f], =

dir.
fspat
Lemma 4.1.2 den HP;”’q (€0) — eo||p =0 ve HP’” (e1) — e1||p =0

Pnsqn

oldugu aciktar.
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1+z2

n,r J—
prn dn 62 — €2 H Sup
Jf_

Pn— qn [2} n,qdn x‘Hﬂ
< ( + Pnsd ) sup o7

- Qn [n—"_T]Pn’Qn

dir. Dolayisiyla hm H o pnn (€2) — esz = 0 olur. Béylece [33] de verilen A. D. Gadjiev

Teoremi kullam]arak ispat tamamlanir.

Schurer tip (p, ¢)-Phillips operatorleri igin agirlikli uzaylarda tanimlanan siireklilik

modiilii cinsinden yaklagim hizin bulalim.
4.2.4 Teorem

f € C3[0,00) igin dyle bir M(py, qn,r) pozitif reel sayist vardir ki p = 1 + x® olmak

lzere

1Ppr,(F) = £, < Mo g )2 (£:/92 = @+ 5t

esitsizligi saglanir.
fspat

Q(f;0) agirhikh siireklilik modiiliiniin 6zelliginden

£ = f@)] < (14 (= 2)°) (1+27) (1 . = x') Q(f;9) (4.5)

dir. Eg. 4.5 esitsizligine P)»" — operatorii uygulanirsa

P, (fi) = f@)] < @+t Qf50) Por,, ((1+ (¢ —2)) (1+51) 52)

< (L+2)Q(f;0) {Prr (14 (t—2)) ;2)

wp (0 - o) 52 ) w0
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olur. Es. 4.6 egitsizliginin sag kisminin ikinci terimine Cauchy-Schwarz esitsizligi

uygulanirsa

Pot, (L4t —2)%) 5hia)

1/2
1/2 t— rl?
<{p, (O+@-0)52)} {Pg;jqn (‘ 5237‘ .:1:)} (4.7)

olur. Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 den

oy (L (= 2)52) <1+ % (0 = @2+ p— ) (2 + 2?)

Pn.qn

< My (pn, n,7) (1 + 2)%, (4.8)
n,r 2\ 2 . 2\2
ve

Ms(pr, g 1
< M\/ i e e O ) (4.10)

olacak sekilde M (py, Gn,7), Mo(pn, Gn,7) ve M3(pp, gn, ) pozitif sayilar1 vardir. My =

}PnJIn

ilig(l +22)?(1+2)/(1 +2°) ve § = \/pi - ¢+ [n++ olmak iizere M (p,, qn,7) >
(M1 (Pn, Gny 7) + A/ Ma(Pry Gy ) M3 (P @, 1)) My secilir ve Eg. 4.6 ile Eg. 4.10 aym anda

g6z oniinde bulundurulursa

Vﬁ;ﬁw%ﬁWM§0+5MM%%Wm<ﬁ¢%_ﬁ+E:%;;)

elde edilir ve ispat tamamlanir.



59

5. SONUCLAR VE ONERILER

Operator dizilerinin genellegtirilmesi ve farklh oOzelliklere sahip fonksiyonlara en iyi
yaklagim oraninin hesaplanmasi yaklagim teorisinin 6énemli problemidir. Tezin her
boéliimiinde yeni bir toplamsal-integral tip operatdér ve operatoriin - cesitli

modifikasyonlar1 tanimlanarak onlarin iyi yaklagim oranlari elde edilmigtir.

Oncelikle g—Phillips operatorlerinin bir genellestirmesi olan (p, ¢)—Phillips operatér
dizisi, daha sonra lineer fonksiyonlar1 koruyan (p,q)—Phillips operatorleri ve son
olarak lineer fonksiyonlar1 koruyan (p,q)—Phillips operatorlerlerinin Schurer tip
modifikasyonu tamimlandi. Sonrasinda bu operator dizilerinin [0, 00) arahiginda
agirlikli yaklasimda hiz oranlari, Vorononskaja tip teorem ve istatistiksel yaklagim

ozellikleri elde edildi.

Gelecekteki caligmalarda, tanimlanan operator dizisinin farkli modifikasyonlar: inga

edilerek yaklagim hizinin hesaplanmasiyla yaklasim oranlar elde edilebilir.
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