


(p, q)−PHILLIPS T�P OPERATÖRLER �LE YAKLA�IM

Matanat GAFARL�

DOKTORA TEZ�

MATEMAT�K ANA B�L�M DALI

GAZ� ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

OCAK 2022



ET�K BEYAN

Gazi Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Tez Yaz�m Kurallar�na uygun olarak

haz�rlad�§�m bu tez çal�³mas�nda;

• Tez içinde sundu§um verileri, bilgileri ve dokümanlar� akademik ve etik kurallar

çerçevesinde elde etti§imi,

• Tüm bilgi, belge, de§erlendirme ve sonuçlar� bilimsel etik ve ahlak kurallar�na uygun

olarak sundu§umu,

• Tez çal�³mas�nda yararland�§�m eserlerin tümüne uygun at�fta bulunarak kaynak

gösterdi§imi,

• Kullan�lan verilerde herhangi bir de§i³iklik yapmad�§�m�,

• Bu tezde sundu§um çal�³man�n özgün oldu§unu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhimedo§abilecek tümhak kay�plar�n� kabullendi§imi beyan

ederim.

Matanat GAFARL�

19/01/2022



iv

(p, q)−PHILLIPS T�P OPERATÖRLER �LE YAKLA�IM

(Doktora Tezi)

Matanat GAFARL�

GAZ� ÜN�VERS�TES�

FEN B�L�MLER� ENST�TÜSÜ

Ocak 2022

ÖZET

Bu tezde, Yüksel taraf�ndan çal�³�lan q−Phillips operatörlerin (p, q)−Phillips 
modi�kasyonlar� tan�mlanarak farkl� fonksiyon uzaylar�nda yakla³�m özellikleri 
incelenmi³ ve a³a§�da verilen sonuçlar elde edilmi³tir. �lk olarak, (p, q)−Phillips 
operatörlerinin yakla³�m özellikleri incelenmi³tir. Daha sonras�nda lineer fonksiyonlar� 
koruyan (p, q)−Phillips operatörleri tan�mlanarak istatistiksel a§�rl�kl� yakla³�m 
özellikleri ve istatistiksel Voronovskaja tip teorem elde edilmi³tir. Son olarak lineer 
fonksiyonlar� koruyan (p, q)−Phillips operatörlerinin Schurer tip modi�kasyonu 
tan�mlanm�³ ve bu operatörlerin a§�rl�kl� yakla³�mda hata oran� elde edilmi³tir.
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

L(f, x) L operatörünün f fonksiyonuna uygulanmas�

fn ⇒ f fn fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna düzgün yak�nsamas�

C[a, b] [a, b] aral�§�ndaki sürekli fonksiyonlar�n uzay�

C [0,∞) [0,∞) aral�§�nda sürekli fonksiyonlar�n uzay�

CB [0,∞) [0,∞) aral�§�nda s�n�rl� ve sürekli reel de§erli fonksiyonlar�n

uzay�

C̃B [0,∞) [0,∞) aral�§�nda s�n�rl� ve düzgün sürekli reel de§erli

fonksiyonlar�n uzay�

ω(f ; δ) f fonksiyonunun süreklilik modülü

ρ (x) A§�rl�kl� fonksiyon

Bρ |f (x)| ≤Mfρ (x) ³art�n� sa§layan fonksiyonlar uzay�

Cρ Bρ uzay�ndaki sürekli fonksiyonlar uzay�

C∗ρ

{
f ∈ Cρ : lim

|x|→∞

f(x)
ρ(x)
∈ R

}
alt uzay�

‖f‖ρ Bρ uzay�nda tan�mlanan norm

‖L‖Cρ→Bρ Cρ normlu uzay�ndan Bρ normlu uzay�na dönü³üm yapan L

operatörünün normu

K (f ; δ) f fonksiyonun Peetre K−fonksiyoneli

Ω (f ; δ) f fonksiyonun a§�rl�kl� süreklilik modülü

δ (K) K kümesinin yo§unluk fonksiyonu
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1. G�R��

Yakla³�m Teorisi Matematiksel Analizin geni³ ve önemli bir dal� oldu§undan ve çok

farkl� alanlara uygulanabildi§inden dolay�, son zamanlarda matematikçilerin dikkatini

yo§un bir ³ekilde çekmektedir. Yakla³�m teorisinin temel amac� bir fonksiyona daha

basit, daha kullan�³l� olan fonksiyonlar cinsinden yakla³�m gösterimini bulmakt�r.

1857 y�l�nda P. L. Chebyshev'in polinomlar üzerine çal�³mas� modern yakla³�m

teoresinin temelini olu³turmaktad�r [1]. Daha sonra 1885 y�l�nda Weierstrass [a, b]

kapal� aral�§�nda tan�ml� sürekli her bir f fonksiyonuna bir polinomla

yakla³�labilece§ini ispatlam�³t�r [2]. 1912 y�l�nda Bernstein her f ∈ C[0, 1] için n.

dereceden;

Bn(f ;x) =
n∑
k=0

 n

k

xk (1− x)n−k f

(
k

n

)
, 0 ≤ x ≤ 1

operatörünü tan�mlam�³ ve bu operatör dizisinin f fonksiyonuna düzgün yakla³t�§�n�

ispatlam�³t�r [3]. Daha sonras�nda 1951 y�l�nda H. Bohman, toplamsal pozitif lineer

operatörler dizisinin sürekli f fonksiyonuna [0, 1] aral�§�nda yakla³�m�n� incelemi³tir.

1953 y�l�nda ise P. P. Korovkin, Bohman'�n çal�³malar�ndan habersiz bir ³ekilde genel

bir teorem ispatlayarak, Bohman'�n elde etti§i ko³ullar�n genel durumda da geçerli

oldu§unu göstermi³tir. Bu teorem kullan�larak sonlu aral�klarda verilen lineer pozitif

operatörlerin yakla³�m özellikleri incelenmektedir. Lineer pozitif operatörlerle s�n�rs�z

aral�klarda sürekli fonksiyonlara yakla³�m h�z�n�n incelenmesi bu alanda çal�³�lan en

yayg�n problemlerden biridir. S�n�rs�z aral�klarda ise verilen lineer pozitif

operatörlerin yakla³�m özelliklerinin incelenebilmesi için 1974 y�l�nda A. D. Gadjiyev

taraf�ndan a§�rl�kl� uzaylarda ispatlanan Korovkin tip teorem kullan�lmaktad�r.

Yakla³�m teorisinde q−genelle³tirme kavram� ilk kez Lupa³ taraf�ndan 1987 y�l�nda

verilmi³tir [4]. Lupa³, Bernstein polinomlar�n�n bir q tipli genellemesini elde etmi³tir.

Daha sonra, 1996 y�l�nda, Phillips klasik Bernstein polinomlar�n�n farkl� bir q tipli

genellemesini tan�mlam�³t�r. Bu genelleme bugün q−Bernstein polinomlar� olarak

literatüre geçmi³tir. Ayr�ca, Phillips q−Bernstein polinomlar�n�n yakla³�m özelliklerini

incelemi³tir [5�9]. Böylece lineer pozitif operatör dizilerinin q−analizde ve
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(p, q)−analizde genelle³tirmeleri elde edilerek yakla³�m özelliklerinin incelenmesine

ba³lanm�³t�r. (p, q)−analiz yaln�zca yakla³�m teorisinde de§il, ayn� zamanda

diferensiyel denklemler, hipergeometrik fonksiyon, alan teorisi ve �zik bilimleri gibi

alanlarda verimli bir ³ekilde kullan�lmaktad�r. Ara³t�rmac�lar iyi bilinen lineer pozitif

operatörlerin (p, q) genelle³tirmelerinin avantajlar�n� yo§un bir ³ekilde

incelemi³lerdir [10, 11, 13�20, 30]. (p, q)−analizin baz� temel tan�m ve teoremleri

Sadjang [10] taraf�ndan sunulmu³tur.

1.1. (pn, qn)−Phillips Operatörlerinin Tan�m�

1.1.1. Tan�m

n herhangi bir tam say� olsun. 0 < q ≤ p ≤ 1 olmak üzere n say�s�n�n

(p, q)−genelle³tirmesi ve faktoriyeli s�ras� ile

[n]p,q = pn−1 + pn−2q + pn−3q2 + ...+ pqn−2 + qn−1

=



pn−qn
p−q , p 6= q 6= 1 ise

npn−1, p = q 6= 1 ise

[n]q, p = 1 ise

n, p = q = 1 ise

ve

[n]p,q! =

 [n]p,q[n− 1]p,q...1, n ≥ 1 ise

1, n = 0 ise

³eklindedir.

1.1.2. Tan�m

(a⊕ b)∞p,q = (a+ b) (pa+ qb) (p2a+ q2b) ...
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olmak üzere, üstel fonksiyonlar�n (p, q)−genelle³tirmeleri

ep,q(x) :=
∞∑
k=0

pk(k−1)/2
xk

[k]p,q!
=


1

(1⊕( qp−1)x)
∞

p,q

, p 6= q 6= 1 ise

eq(x) , p = 1 ise

ex , p = q ise

ve

Ep,q(x) :=
∞∑
k=0

qk(k−1)/2
xk

[k]p,q!
=


(

1⊕
(

1− q
p

)
x
)∞
p,q

, p 6= q 6= 1 ise

Eq(x) , p = 1 ise

ex , p = q ise

biçimindedir.

ep,q(x) ve Ep,q(x) tan�mlar�na istinaden

ep,q(x)Ep,q(−x) = 1

e³itli§i sa§lanmaktad�r.

1.1.3. Tan�m

[0,∞) aral�§�nda tan�ml� f fonksiyonunun (p, q)−genelle³tirilmi³ integrali

∞/A∫
0

f(x)dp,qx = (p− q)
∑
n∈Z

qn

pn+1A
f

(
qn

pn+1A

)
, 0 <

q

p
< 1 ve A > 0

³eklinde tan�ml�d�r.

1.1.4. Tan�m

(p, q)−Gamma fonksiyonu

Γp,q(n) =
qn(n−1)/2

pn

∞/A(1−q/p)∫
0

ep,q(−t)tn−1dp,qt, A > 0
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biçimindedir.

Bu tezde q−Phillips operatörlerinin bir genelle³tirmesi olan (p, q)−Phillips operatör

dizisi tan�mlanarak yakla³�m özellikleri incelenmi³tir. Bu opeartörler;

0 < q ≤ p ≤ 1,

sn,k(x; p, q) =
([n]p,q x)k

[k]p,q!
ep,q(− [n]p,q x)

taban fonksiyonu ve f

∞/A(1−q/p)∫
0

qk(k−1)

pk
sn,k−1(x; p, q)f(t)dp,qt

integralinin yak�nsakl�§�n� garantileyen [0,∞) üzerinde tan�ml� sürekli bir fonksiyon

olmak üzere

Pn,p,q(f ;x) = [n]p,q

∞∑
k=1

sn,k(x; p, q)

×
∞/A(1−q/p)∫

0

qk(k−1)

pk
sn,k−1(x; p, q)f(t)dp,qt+ f(0)ep,q(− [n]p,q x) (1.1)

biçiminde tan�ml�d�r.

E³. 1.1 de p = 1 al�nd�§�nda Yüksel taraf�ndan [21] de tan�mlanan ve a§�rl�kl�

yakla³�m özellikleri çal�³�lan q−Phillips operatörlerine indirgenir. q−Phillips

operatörlerinin farkl� yakla³�m özellikleri [22] de verilmi³tir. p = 1 ve q = 1

al�nd�§�nda ise klasik Phillips operatörlerine indirgenir [9]. Phillips tip operatörlerin

yakla³�m özellikleri [23], [24] ve [25] de çal�³�lm�³t�r.

Bu tez, birinci bölüm giri³ bölümü olmak üzere toplam be³ bölümden olu³maktad�r.
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�kinci bölümde temel tan�m ve kavramlar verilerek (p, q)−Phillips operatörleri

tan�mlan�p, bu operatörler için test fonksiyonlar�na ili³kin sonuçlar elde edilmi³ ve

Korovkin teoreminin sa§land�§� gösterilmi³tir. Daha sonra bu operatörlerin [0,∞)

aral�§�nda a§�rl�kl� yakla³�m özellikleri incelenmi³tir.

Üçüncü bölümde lineer fonksiyonlar� koruyan (p, q)−Phillips operatörleri

tan�mlanarak a§�rl�kl� yakl�³�mda h�z oran� ve Voronovskaja tip teoremi elde

edilmi³tir. Daha sonras�nda bu operatörler için istatistiksel yakla³�m özellikleri

gösterilmi³tir.

Dördüncü bölümde ise lineer fonksiyonlar� koruyan (p, q)−Phillips operatörlerlerinin

Schurer tip modi�kasyonu tan�mlanm�³t�r. Schurer tip (p, q)−Phillips operatörlerin

a§�rl�kl� yakla³�m� ve a§�rl�kl� yakla³�mda h�z oran� elde edilmi³tir.

Son bölümde elde edilen sonuç ve öneriler verilmi³tir.
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2. (p, q)−PHILLIPS OPERATÖR D�Z�S�N�N YAKINSAKLIK

ÖZELL�KLER�

Bilinmektedir ki yakla³�m teorisinin amac� herhangi bir fonksiyonun daha kullan�³l�

olan farkl� bir fonksiyon türünde gösterimini elde etmektir. Bunun için ilk olarak

Weierstrass taraf�ndan 1885 y�l�nda ifade edilen, sürekli her f fonksiyonuna

polinomlar dizisiyle yakla³�labilece§iyle ilgili teorem verilmi³ ve C[a, b] uzay�nda

Korovkin tip teoremi hat�rlat�lm�³t�r. Ayr�ca, a§�rl�kl� uzayda yakla³�m ile ilgili tan�m,

önerme ve teoremlere de§inilmi³tir. Bunlara ek olarak, fonksiyonlar�n de§i³im

mertebesi ve sonsuz küçülenlerin kar³�la³t�r�lmas�na ili³kin tan�mlar ifade edilmi³tir.

Bu bölümde öncelikle lineer pozitif operatörlerin yakl�³�m h�z�na dair temel tan�m ve

teoremler verilecektir. Ard�ndan, [21] de Yüksel taraf�ndan çal�³�lm�³ q−Phillips

operatörler yard�m�yla (p, q)−Phillips operatörleri tan�mlanacakt�r. Daha sonra

tan�mlanm�³ olan yeni operatörler için Korovkin tip teoremin ko³ullar�n�n sa§land�§�

gösterilecektir ve bu operatörlerin [0,∞) aral�§�nda a§�rl�kl� yakla³�m özellikleri

incelenecektir.

Bu bölümde verilen tan�m ve kavramlar [2, 26�34] numaral� kaynaklarda bulunabilir.

2.1. Lineer Pozitif Operatörlerin Yakla³�m H�z�

Yakla³�m teorisinin önemli problemlerinden biri ise yakla³�m h�z�d�r. Yakla³�m h�z�,

n→∞ iken εn → 0 olmak üzere

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ Aεn

e³itsizli§ini gerçekleyen εn dizisinin bulunmas�yla belirlenir, burada A sabiti n

indisinden ba§�ms�z pozitif bir sabittir.

Yakla³�m h�z�n�n bulunmas� için bir çok yöntem kullan�lmaktad�r. Bu sebepten öncelikle

süreklilik modülü kavram�n�n tan�m� daha sonra ise süreklilik modülünün özellikleri

verilecektir.
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2.1.1. Tan�m

f ∈ CB [0,∞) olsun. δ ∈ [0,∞) olmak üzere ω : [0,∞)→ R için

ω (f ; δ) = sup {|f(x)− f(t)| : |x− t| ≤ δ, x, t ∈ [0,∞)}

biçiminde tan�mlanan ω(f ; δ) fonksiyonuna, f fonksiyonunun süreklilik modülü denir.

2.1.2. Lemma

Süreklilik modülü a³a§�daki özellikleri sa§lamaktad�r:

i) δ > 0 için ω(f ; δ) ≥ 0 bir fonksiyondur.

ii) ω fonksiyonu artan fonksiyondur. Dolay�s�yla δ1 ≤ δ2 ise ω(f ; δ1) ≤ ω(f ; δ2) e³itsizli§i sa§lan�r.

iii) lim
δ→0+

ω(f ; δ) = 0⇐⇒ f, tan�m aral�§� üzerinde düzgün süreklidir.

iv) Her m ∈ N olmak üzere ω(f ;mδ) ≤ mω(f ; δ) ³eklindedir.

v) Her λ ∈ R+ için ω(f ;λδ) ≤ (λ+ 1)ω(f ; δ) gerçeklenir.

vi) |f(t)− f(x)| ≤ ω (f ; |t− x|) e³itsizli§i sa§lan�r.

vii) |f(t)− f(x)| ≤
(
|t− x|
δ

+ 1

)
ω(f ; δ) e³itsizli§i sa§lan�r.
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2.2.Weierstrass Yakla³�m ve Korovkin Teoremi

f fonksiyonu [a, b] aral�§� üzerinde tan�ml� ve sürekli bir fonksiyon olmak üzere, her

ε > 0 ve her x ∈ [a, b] için |f (x)− Pn (x)| < ε olacak ³ekilde n. dereceden olan bir (Pn)

polinom dizisi vard�r. Yani, [a, b] aral�§�nda sürekli her f fonksiyonuna düzgün olarak

yak�nsayan bir (Pn) polinomlar dizisi bulunabilir (Weierstrass 1885).

2.2.1. Tan�m

Her x ∈ [a, b] için

lim
n→∞

‖fn − f‖C[a,b] = lim
n→∞

max
a≤x≤b

|fn (x)− f (x)| = 0

ise (fn) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C [a, b] uzay�nda düzgün yak�nsakt�r denir

ve

fn ⇒ f

ile gösterilir.

1953 y�l�nda P. P. Korovkin taraf�ndan verilen, sürekli fonksiyonlar�n kompakt aral�kta

lineer pozitif operatörlerin yard�m� ile yakla³t�r�lmas�na ili³kin teorem a³a§�da ifade

edilemektedir.

2.2.2. Teorem

Her n ∈ N için Ln : C [a, b] → C [a, b] olmak üzere (Ln) lineer pozitif operatör dizisi

olsun. Her k = 0, 1, 2 için ek(t) = tk olmak üzere

lim
n→∞

‖Ln (ek)− ek‖C[a,b] = 0

ko³ullar� gerçekleniyorsa bu durumda [a, b] kapal� aral�§�nda sürekli olan her f
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fonksiyonu için

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖C[a,b] = 0

sa§lan�r.

2.3. Lineer Pozitif Operatörler Dizisinin Yak�nsakl�k Ko³ullar�

Korovkin teoreminin kompakt aral�kta tan�mlanan lineer pozitif operatörlerin düzgün

yak�nsakl�§�n�n incenlenmesi için geçerli oldu§u bilinmektedir. S�n�rs�z aral�kta

tan�mlanan operatör dizileri için Korovkin teoremi geçerli de§ildir, teoremin ko³ullar�

sa§land�§� halde düzgün yak�nsakl�k sa§lanmamaktad�r. Bu sebepten dolay� A.D.

Gadjiev 1974 ve 1976 y�llar�nda reel eksenin tamam�nda veya s�n�rs�z alt aral�klar�nda

yakla³�m ko³ullar� ve Korovkin tip teoremler üzerinde çal�³m�³t�r. Bu bölümde

a§�rl�kl� uzaylar�n tan�m ve teoremleri verilmi³tir.

2.3.1. Tan�m

ρ reel eksende tan�ml� bir fonksiyon olsun. E§er ρ fonksiyonu R üzerinde sürekli olmak

üzere lim
|x|→∞

ρ (x) =∞, monoton artan ve her x ∈ R için ρ (x) ≥ 1 özelliklerini sa§l�yorsa

ρ fonksiyonuna a§�rl�kl� fonksiyon denir.

Tüm reel eksende tan�ml� ve |f (x)| ≤ Mfρ(x) ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar�n uzay�

Bρ[0,∞) ile gösterilir. Burada Mf sadece f fonksiyonuna ba§l� bir sabittir. Bρ[0,∞)

uzay�ndaki sürekli fonksiyonlar�n uzay� da Cρ[0,∞) ile gösterilir. Yani,

Bρ[0,∞) = {f : ∀x ∈ [0,∞) için |f(x)| ≤Mfρ(x)}

ve

Cρ[0,∞) = {f : f ∈ Bρ[0,∞) ve f ∈ C[0,∞)}



11

olup, bu uzaylar ‖f‖ρ = sup
x∈[0,∞)

|f(x)|
ρ(x)

normu ile birer normlu uzayd�r. Burada Bρ[0,∞)

ve Cρ[0,∞) uzaylar�na a§�rl�kl� uzay denir. Cρ[0,∞) uzay�n�n

lim
|x|→∞

|f(x)|
ρ(x)

∈ R

ko³ulunu sa§layan fonksiyonlar�n kümesi C∗ρ [0,∞) ile gösterilir. C∗ρ [0,∞) ve Cρ[0,∞)

uzaylar� Bρ[0,∞) uzay�n�n birer alt uzaylar�d�r.

Bundan sonra ρ fonksiyonu, ρ(x) = 1 + x2 olarak al�nacakt�r.

2.3.2. Tan�m

C̃B [0,∞) düzgün sürekli ve s�n�rl� reel de§erli fonksiyon uzay� olsun. f ∈ C̃B [0,∞) için

birinci süreklilik modülü

ω(f ; δ) = sup
|x−y|≤δ, x,y∈[0,∞]

|f(x)− f(y)|

olarak tan�mlan�r.

2.3.3. Tan�m

f ∈ C̃B [0,∞) ve ‖f‖C̃B = sup
x∈[0,∞)

|f(t)| supremum norm olmak üzere Petree

K-fonksiyoneli a³a§�daki gibi tan�ml�d�r:

K2(f ; δ) = inf
{
‖f − g‖C̃B + δ ‖g′′‖C̃B : g ∈ W 2

∞
}
, δ > 0.

Burada,

W 2
∞ =

{
g ∈ C̃B [0,∞) : g′, g′′ ∈ C̃B [0,∞)

}
olup

‖g‖W 2
∞

:= ‖g‖C̃B + ‖g′‖C̃B + ‖g′′‖C̃B
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normu ile bir normlu uzayd�r.

�kinci süreklilik modülü

ω2

(
f,
√
δ
)

= sup
0<h<δ

sup
x∈[0;∞)

|f(x+ 2h)− 2f(x+ h)− f(x)|

olarak tan�ml�d�r. [31] den öyle bir M > 0 sabiti vard�r ki

K(f ; δ) ≤Mω2

(
f,
√
δ
)

(2.1)

e³itsizli§i sa§lan�r.

2.3.4. Teorem

Her n ∈ N için Ln : Cρ[0,∞)→ Bρ[0,∞) lineer pozitif bir operatör olmak üzere

lim
n→∞

‖Ln(ϕυ)− ϕυ‖ = 0; v = 0, 1, 2

ko³ullar�n� sa§lamas�na ra§men

lim
n→∞

‖Ln(f ∗)− f ∗‖ρ ≥ 1

olacak ³ekilde bir f ∗ ∈ Cρ[0,∞) bulunabilir [2, 33].

2.3.5. Teorem

Ln : Cρ[0,∞)→ Bρ[0,∞) lineer pozitif operatörler dizisi

lim
n→∞

‖Ln(ϕυ;x)− ϕυ‖ρ = 0, υ = 0, 1, 2

³eklinde üç ³art� sa§l�yorsa, her f ∈ C∗ρ [0,∞) için

lim
n→∞

‖Ln(f)− f‖ρ = 0
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d�r [2, 32,33].

2.4. (pn, qn)−Phillips Operatörleri için Yard�mc� Sonuçlar

(pn) ve (qn) dizileri 0 < qn ≤ pn ≤ 1 olmak üzere n→∞ iken pn → 1, qn → 1, pnn → α,

qnn → β ko³ullar�n� sa§layan iki reel say� dizisi olsun (0 < β ≤ α ≤ 1).

sn,k(x; pn, qn) =
([n]pn,qn x)k

[k]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)

taban eleman� ve f,

∞/A(1−qn/pn)∫
0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(x; pn, qn)f(t)dpn,qnt

integralinin yak�nsakl�§�n� garantileyen [0,∞) üzerinde tan�ml� sürekli bir fonksiyon

olmak üzere

Pn,pn,qn(f ;x) = [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)

×
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)f(t)dpn,qnt+ f(0)epn,qn(− [n]pn,qn x) (2.2)

biçiminde tan�mlanan operatörlere (pn, qn)−Phillips operatörleri denir.

�imdi yukar�daki (pn) ve (qn) dizilerinin ko³ullar�n� sa§layan bir örnek verelim.

Örnek

n ∈ N+ için pn = 1− 1
3n

ve qn = 1− 1
2n

al�nd�§�nda
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pn → 1, qn → 1 ve 0 < qn < pn < 1 olup

pnn =
(
1− 1

3n

)n → 1
3√e = α, qnn =

(
1− 1

2n

)n → 1√
e

= β ve 0 < β < α < 1

dir. Ayr�ca lim
n→∞

[n]pn,qn = +∞ olur.

2.4.1. Lemma

Her m ∈ N için

∞/A(1−qn/pn)∫
0

sn,k−1(t; pn, qn)tmdpn,qnt =
[k +m− 1]p,q!p

k+m
n

[k − 1]pn,qn ! [n]m+1
pn,qn

q
(k+m)(k+m−1)/2
n

e³itli§i sa§lan�r.

�spat

Burada u = [n]pn,qn t al�n�rsa, dpn,qnu = [n]pn,qn dpn,qnt oldu§undan ve Tan�m 1.1.4 de

verilen (p, q)−Gamma fonksiyonunun tan�m�ndan

∞/A(1−qn/pn)∫
0

sn,k−1(t; pn, qn)tmdpn,qnt

=
∞/A(1−qn/pn)∫

0

uk−1

[k−1]pn,qn !
epn,qn(−u)

(
u

[n]pn,qn

)m
dpn,qnu

[n]pn,qn

=
1

[k − 1]pn,qn ! [n]m+1
pn,qn

∞/A(1−qn/pn)∫
0

uk+m−1epn,qn(−u)dpn,qnu

=
[k+m−1]pn,qn !p

k+m
n

[k−1]pn,qn ![n]
m+1
pn,qn

q
(k+m)(k+m−1)/2
n

biçiminde elde edilir.
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2.4.2. Lemma

x ∈ [0,∞) ve ek(t) = tk, k = 0, 1, 2, 3, 4 olmak üzere Pn,pnqn(ek;x) operatörleri için

(1) Pn,pn,qn(e0;x) = 1,

(2) Pn,pn,qn(e1;x) =
pn
qn
x,

(3) Pn,pn,qn(e2;x) =
p4n
q4n
x2 +

p2n [2]pn,qn
q3n [n]pn,qn

x,

(4) Pn,pn,qn(e3;x) =
p9n
q9n
x3 +

p6nqn[2]pn,qn + p5n[4]pn,qn
q8n[n]pn,qn

x2 +
p3n[2]pn,qn [3]pn,qn

q6n[n]2pn,qn
x,

(5) Pn,pn,qn(e4;x) =
p16n
q16n

x4 +
p12n q

2
n[2]pn,qn + p11n qn[4]pn,qn + p10n [6]pn,qn

q15n [n]pn,qn
x3

+
p8nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p7nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p6n[4]pn,qn [5]pn,qn

q13n [n]2pn,qn
x2

+
p4n[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

q10n [n]3pn,qn
x

e³itlikleri sa§lan�r.

�spat

(1) Lemma 2.4.1 i kullanarak,

Pn,pn,qn (e0;x)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)dpn,qnt

+epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
q
k(k−1)
n

pkn

pkn

[n]pn,qn q
k(k−1)/2
n

+ epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)



16

=
∞∑
k=1

q
k(k−1)/2
n

([n]pn,qn x)k

[k]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
+ epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)

=
∞∑
k=0

q
k(k−1)/2
n

([n]pn,qn x)k

[k]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)

= Epn,qn

(
[n]pn,qn x

)
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
= 1

elde edilir.

(2) Lemma 2.4.1 i kullanarak,

Pn,pn,qn (e1;x) = [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)tdpn,qnt

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
q
k(k−1)
n

pkn

[k]pn,qn !pk+1
n

[k − 1]pn,qn ! [n]2pn,qn q
k(k+1)/2
n

=
pn

[n]pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−3k)/2
n

olur. Bu ifadede k yerine k + 1 yaz�l�rsa

Pn,pn,qn (e1;x) =
pn
qn

∞∑
k=0

q
k(k−1)/2
n

([n]pn,qn x)k

[k]pn,qn !
xepn,qn

(
− [n]pn,qn x

)

=
pn
qn
xEpn,qn

(
[n]pn,qn x

)
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
=
pn
qn
x

elde edilir.

(3) Lemma 2.4.1 ile

[k + 1]pn,qn = qk−1n (qn + pn) + p2n [k − 1]pn,qn (2.3)

e³itli§i kullan�l�rsa
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Pn,pn,qn (e2;x) = [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)t2dpn,qnt

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
q
k(k−1)
n

pkn

[k + 1]
pn,qn

!pk+2
n

[k − 1]
pn,qn

! [n]3
pn,qn

q
(k+2)(k+1)/2
n

=
∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
p2nq

(k2−5k−2)/2
n

[k + 1]pn,qn
[n]2pn,qn

=
p4n

[n]2pn,qn

∞∑
k=2

([n]pn,qn x)k

[k − 2]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−5k−2)/2
n

+
qn + pn

[n]2pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q(k

2−3k−4)/2

olur. Bu ifadenin birinci toplam�nda k yerine k+ 2 ve ikinci toplam�nda k yerine k+ 1

yaz�l�rsa

Pn,pn,qn (e2;x) =
p4n
q4n
x2 +

p2n [2]pn,qn
q3n [n]pn,qn

x

elde edilir.

(4) Lemma 2.4.1 ile

[k + 1]pn,qn [k + 2]pn,qn = p6[k − 1]pn,qn [k − 2]pn,qn (2.4)

+qk−2n (p3nqn[2]pn,qn + p2n[4]pn,qn)[k − 1]pn,qn

+q2k−2n [2]pn,qn [3]pn,qn ,

e³itli§i kullan�l�rsa

Pn,pn,qn (e3;x) = [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)t3dpn,qnt
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= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
q
k(k−1)
n

pkn

[k + 2]pn,qn !pk+3
n

[k − 1]pn,qn [n]4pn,qn q
(k+3)(k+2)/2
n

=
p3n

[n]3pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−7k−6)/2
n [k + 1]pn,qn [k + 2]pn,qn

=
p9n

[n]3pn,qn

∞∑
k=3

([n]pn,qn x)k

[k − 3]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−7k−6)/2
n

+
p6nqn[2]pn,qn + p5n[4]pn,qn

[n]3pn,qn

∞∑
k=2

([n]pn,qn x)k

[k − 2]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−5k−10)/2
n

+
p3n[2]pn,qn [3]pn,qn

[n]3pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−3k−10)/2
n

olur. Bu ifadenin birinci toplam�nda k yerine k + 3, ikinci toplam�nda k yerine k + 2

ve üçüncü toplam�nda k yerine k + 1 yaz�l�rsa

Pn,pn,qn (e3;x) =
p9n
q9n
x3 +

p6nqn[2]pn,qn + p5n[4]pn,qn
q8n[n]pn,qn

x2 +
p3n[2]pn,qn [3]pn,qn

q6n[n]2pn,qn
x

elde edilir.

(5) Lemma 2.4.1 ile

[k + 1]pn,qn [k + 2]pn,qn [k + 3]pn,qn = p12n [k − 1]pn,qn [k − 2]pn,qn [k − 3]pn,qn (2.5)

+qk−3n (p6n[6]pn,qn + p7nqn[4]pn,qn + p8q2n[2]pn,qn) [k − 1]pn,qn [k − 2]pn,qn

+q2k−4n (p4nq
2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p3nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p2n[4]pn,qn [5]pn,qn) [k − 1]pn,qn

+q3k−3n [2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

e³itli§i gözönüne al�n�rsa

Pn,pn,qn (e4;x) = [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)t4dpn,qnt
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= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
q
k(k−1)
n

pkn

[k + 3]pn,qn !pk+4
n

[k − 1]pn,qn [n]5pn,qn q
(k+4)(k+3)/2
n

=
p4

[n]4pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−9k−12)/2
n [k+1]pn,qn [k+2]pn,qn [k+3]pn,qn

=
p16n

[n]4pn,qn

∞∑
k=4

([n]pn,qn x)k

[k − 4]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−9k−12)/2
n

+
p12n q

2
n[2]pn,qn + p11n qn[4]pn,qn + p10n [6]pn,qn

[n]4pn,qn

∞∑
k=3

([n]pn,qn x)k

[k − 3]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−7k−18)/2
n

+
p8nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p7nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p6n[4]pn,qn [5]pn,qn

[n]4pn,qn

∞∑
k=2

([n]pn,qn x)k

[k − 2]pn,qn !

×epn,qn
(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−5k−20)/2
n

+
p4n[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

[n]4pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn

(
− [n]pn,qn x

)
q
(k2−3k−18)/2
n

elde edilir. Bu ifadenin birinci toplam�nda k yerine k + 4, ikinci toplam�nda k yerine

k+3, üçüncü toplam�nda k yerine k+2 ve dördüncü toplam�nda k yerine k+1 yaz�l�rsa

Pn,pn,qn (e4;x) =
p16n
q16n

x4 +
p12n q

2
n[2]pn,qn + p11n qn[4]pn,qn + p10n [6]pn,qn

q15n [n]p,q
x3

+
p8nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p7nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p6n[4]pn,qn [5]pn,qn

q13n [n]2pn,qn
x2+

p4n[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn
q10n [n]3pn,qn

x

elde edilir. Böylece (pn, qn)−Phillips operatör dizlilerinin test fonksiyonlar� cinsinden

de§erleri bulunarak ispat tamamlan�r.

Dolay�s�yla, Teorem 2.2.2 (Korovkin Teoremi) den, E³. 2.2 ile verilen Pn,pn,qn (f ;x)

operatörleri ve a > 0 olmak üzere her f ∈ C [0, a] için

lim
n→∞

‖Pn,pn,qn (f)− f‖C[0,a] = 0

d�r.
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2.4.3. Lemma

(pn, qn)−Phillips operatörlerinin ikinci merkezi momenti için

Pn,pn,qn
(
(t− x)2;x

)
≤ 2

q4n

(
1− pnq3n +

1

[n]pn,qn

)(
x+ x2

)

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat

Pn,pn,qn operatörünün lineerli§i ve Lemma 2.4.2 sonucundan

Pn,pn,qn ((t− x)2;x) = p4n
q4n
x2 +

p2n[2]pn,qn
q3n[n]pn,qn

x− 2xpn
qn
x+ x2

=
(
p4n
q4n
− 2pn

qn
+ 1
)
x2 +

p2n[2]pn,qn
q3n[n]pn,qn

x

≤ p4n−2pnq3n+q4n
q4n

x2 +
p2n[2]pn,qn
q3n[n]pn,qn

x

≤ 2−2pnq3n
q4n

x2 +
p2n[2]pn,qn
q4n[n]pn,qn

x

≤ 2
q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]pn,qn

)
(x+ x2)

elde edilir.

2.5. (pn, qn)−Phillips Operatörlerinin Yakla³�m Özellikleri

Pn,pn,qn operatörlerinden esinlenerek

Pn,pn,qn (f ;x) = Pn,pn,qn (f ;x)− f
(
pn
qn
x

)
+ f (x) (2.6)

biçiminde Pn,pn,qn operatörleri tan�mlanabilir.
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2.5.1. Lemma

Pn,pn,qn (f ;x) için birinci merkezi moment ψx(t) = t− x olmak üzere

(i)Pn,pn,qn (ψx;x) = 0

ve

(ii)
∣∣Pn,pn,qn (f ;x)

∣∣ ≤ 3 ‖f‖

sa§lan�r.

�spat

(i) Lemma 2.4.2 den kolayca görülebilir ki

Pn,pn,qn (e0;x) = Pn,pn,qn (e0;x)

ve

Pn,pn,qn (e1;x) = Pn,pn,qn (t;x) = Pn,pn,qn (t;x)− pn
qn
x+ x = x

dir.

(ii)
∣∣Pn,pn,qn (f ;x)

∣∣ =
∣∣∣Pn,pn,qn (f ;x) + f

(
pn
qn
x
)

+ f(x)
∣∣∣

≤ ‖f‖Pn,pn,qn (1;x) + 2 ‖f‖

≤ 3 ‖f‖

olur.

Dolay�s�yla lemmada istenen sonuçlar elde edilir.
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2.5.2 Teorem

Her x ∈ [0,∞) için g ∈ C̃B [0,∞) , a >pn−qn
qn

x

ve δn,pn,qn (x) := 2
q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]qn

)
(x+ x2) olmak üzere baz� M > 0 say�lar� için

|Pn,pn,qn (g;x)− g (x)| ≤Mω2

(
g;
√
δn,pn,qn(x)

)
+ ω[0,a]

(
g; pn−qn

qn
x
)

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat

h ∈ W 2
∞ ve x ∈ [0,∞) olsun. Taylor aç�l�m�ndan

h (t) = h (x) + (t− x)h′ (x) +
t∫
x

(t− u)h′′ (u) du

yaz�l�r. Lemma 2.5.1 den

Pn,pn,qn (h;x) = h (x) + Pn,pn,qn
(

t∫
x

(t− u)h′′(u)du;x

)

dir. Daha sonras�nda

∣∣Pn,pn,qn (h;x)− h(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣Pn,pn,qn
(

t∫
x

(t− u)h′′ (u) du;x

)
−

pn
qn
x∫

x

(
pn
qn
x− u

)
h′′ (u) du

∣∣∣∣∣
≤ Pn,pn,qn

(∣∣∣∣ t∫
x

(t− u)h′′ (u) du

∣∣∣∣ ;x)+

pn
qn
x∫

x

∣∣∣pnqnx− u∣∣∣ |h′′(u)| du

elde edilir.

∣∣∣∣ t∫
x

(t− u)h′′ (u) du

∣∣∣∣ ≤ ‖h′′‖ (t−x)2
2

e³itsizli§ini kullan�l�rsa Lemma 2.4.3 den

∣∣Pn,pn,qn (h;x)− h(x)
∣∣ ≤ ‖h′′‖Pn,pn,qn ( (t−x)2

2
;x
)

+ ‖h′′‖ ( pnqn x−x)
2

2
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≤ 2
q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]qn

)
x (1 + x) ‖h′′‖

elde edilir. E³. 2.6 ve Lemma 2.5.1 den

∣∣Pn,pn,qn (g;x)− g(x)
∣∣ =

∣∣Pn,pn,qn (g − h;x)− (g − h) (x) + Pn,pn,qn (h;x)− h(x)
∣∣

≤
∣∣Pn,pn,qn (g − h;x)− (g − h) (x)

∣∣+
∣∣Pn,pn,qn (h;x)− h(x)

∣∣+
∣∣∣g (pnqnx)− g (x)

∣∣∣
≤ 4 ‖g − h‖+ 2

q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]pn,qn

)
x (1 + x) ‖h′′‖

+
∣∣∣g (x+ pn−qn

qn
x
)
− g (x)

∣∣∣
elde edilir. δn,pn,qn (x) := 2

q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]qn

)
(x + x2) seçilirse, son e³itsizli§in sa§

taraf�nda h ∈ W 2
∞ üzerinden in�mum al�narak istenilen sonuç elde edilir.

2.5.3 Teorem

∀ f ∈ C∗ρ [0,∞) için

lim
n→∞

‖Pn,pn,qn(f)− f‖ρ = 0

d�r.

�spat

Pn,pn,qn(e0;x) = 1 oldu§undan aç�kt�r ki

‖Pn,pn,qn(e0)− 1‖ρ = 0 d�r. Lemma 2.4.2 den

‖Pn,pn,qn(e1;x)− t‖ρ = sup
x∈[0,∞)

|Pn,pn,qn (t;x)−x|
1+x2

≤ sup
x∈[0,∞)

| pnqn x−x|
1+x2
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≤
(
pn
qn
− 1
)

sup
x∈[0,∞)

x
1+x2

≤ pn
qn
− 1

elde edilir. Ayn� ³ekilde Lemma 2.4.2 den

‖Pn,pn,qn(t2;x)− t2‖ρ = sup
x∈[0,∞)

|Pn,pn,qn (t2;x)−x2|
1+x2

≤ sup
x∈[0,∞)

∣∣∣∣ p4nq4n x2+ p2n[2]pn,qn
q3n[n]pn,qn

x−x2
∣∣∣∣

1+x2

≤
(
p4n−q4n
q4n

+
p2n[2]pn,qn
q3n[n]pn,qn

)
sup

x∈[0,∞)

x+x2

1+x2

dir. Dolay�s�yla, Teorem 2.3.5 kullan�larak ispat tamamlan�r.

2.5.4. Tan�m

x ∈ [0,∞) ve f ∈ C∗ρ [0,∞) olmak üzere, her δ > 0 için

Ω(f ; δ) = sup
x≥0,|h|≤δ

|f(x+ h)− f(x)|
(1 + h)2 + (1 + x)2

³eklinde tan�mlanan Ω(f ; δ) fonksiyonuna C∗ρ [0,∞) uzay�nda f fonksiyonunun a§�rl�kl�

süreklilik modülü denir [35].

2.5.5 Teorem

Her f ∈ C∗ρ [0,∞) için öyle bir K(pn, qn) pozitif reel say�s� vard�r ki, ρ = 1 + x5 olmak

üzere

‖Pn,pn,qn(f)− f‖ρ ≤ K(pn, qn)Ω

(
f ;

√
1− pnq3n +

1

[n]pn,qn

)

e³itsizli§i sa§lan�r.
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�spat

Ω (f ; δ) a§�rl�kl� süreklilik modülünün özelli§inden

|f(t)− f(x)| ≤
(
1 + (t− x)2

) (
1 + x2

)(
1 +
|t− x|
δ

)
Ω (f ; δ) (2.7)

dir. E³. 2.7 e³itsizli§ine Pn,pn,qn operatörü uygulan�rsa

|Pn,pn,qn (f ;x)− f(x)| ≤ (1 + x2) Ω (f ; δ)Pn,pn,qn
((

1 + (t− x)2
) (

1 + |t−x|
δ

)
;x
)

≤ (1 + x2) Ω (f ; δ)
{
Pn,pn,qn

((
1 + (t− x)2

)
;x
)

+ Pn,pn,qn
((

1 + (t− x)2
) |t− x|

δ
;x

)}
(2.8)

olur. E³. 4.6 e³itsizli§inin sa§ k�sm�n�n ikinci terimine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

uygulan�rsa

Pn,pn,qn
((

1 + (t− x)2
) |t−x|

δ
;x
)

≤
{
Pn,pn,qn

((
1 + (t− x)2

)2
;x
)}1/2

{
Pn,pn,qn

(
|t− x|2

δ2
;x

)}1/2

(2.9)

olur. Lemma 2.4.2 ve Lemma 2.4.3 den

Pn,pn,qn
(
1 + (t− x)2 ;x

)
≤ 1 + 2

q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]pn,qn

)
x (1 + x)

≤ K1(pn, qn)(1 + x)2, (2.10)

Pn,pn,qn
((

1 + (t− x)2
)2

;x
)
< K2(pn, qn)(1 + x2)2 (2.11)

ve
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{
Pn,pn,qn

(
|t−x|2
δ2

;x
)}1/2

≤ 1
δ

√
2
q4n

(
1− pnq3n + 1

[n]pn,qn

)
x(1 + x)

≤ K3(pn, qn)

δ

√
1− pnq3n +

1

[n]pn,qn
(1 + x) (2.12)

olacak ³ekilde K1(pn, qn), K2(pn, qn) K3(pn, qn) pozitif say�lar� vard�r.

K4 = sup
x≥0

(1 + x2)2(1 + x)/(1 + x5) ve δ =
√

1− pnq3n + 1
[n]pn,qn

olmak üzere

K(pn, qn) > (K1(pn, qn) +
√
K2(pn, qn)K3(pn, qn))K4 seçilir ve E³. 4.6 ile E³. 2.12 ayn�

anda göz önünde bulundurulursa

|Pn,pn,qn(f ;x)− f(x)| ≤ (1 + x5)K(pn, qn)Ω

(
f ;

√
1− pnq3n +

1

[n]pn,qn

)

elde edilir ve ispat tamamlan�r.
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3. L�NEER FONKS�YONLARI KORUYAN (p, q)−PHILLIPS

OPERATÖRD�Z�LER�N�N YAKINSAKLIK ÖZELL�KLER�

Bu bölümde bir önceki E³. 2.2 de verilen operatörlerin lineer fonksiyonlar� koruyan

operatörlerini tan�mlayarak a§�rl�kl� yakla³�mda h�z oran� ve Voronovskaja tip teorem

elde edilecektir. Ayr�ca, bu bölümün ikinci k�sm�nda tan�mlanan operatörler için

istatistiksel yakla³�m özellikleri gösterilecektir.

3.1. P ∗n,pn,qn(f ;x) Operatörleri için Yard�mc� Sonuçlar

(pn) ve (qn) dizileri 0 < qn ≤ pn ≤ 1 olmak üzere n→∞ iken pn → 1, qn → 1, pnn → α,

qnn → β ko³ullar�n� sa§layan iki reel say� dizisi olsun (β ≤ α ≤ 1).

sn,k(x; pn, qn) =
([n]pn,qn x)k

[k]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x) (3.1)

taban eleman� ve f,

∞/A(1−qn/pn)∫
0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(x; pn, qn)f(t)dpn,qnt

integralinin yak�nsakl�§�n� garantileyen [0,∞) üzerinde tan�ml� sürekli bir fonksiyon

olmak üzere

P∗n,pn,qn(f ;x) = [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)

×
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)f

(
qn
pn
t

)
dpn,qnt+ f(0)epn,qn(− [n]pn,qn x) (3.2)

biçiminde tan�mlanan operatörlere lineer fonksiyonlar� koruyan (pn, qn)−Phillips

operatörleri denir.
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3.1.1. Lemma

Her m ∈ N için

∞/A(1−qn/pn)∫
0

sn,k−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t

)m
dpn,qnt

=
[k +m− 1]pn,qn !pk

[k − 1]pn,qn ! [n]m+1
pn,qn

q((k+m)2−3m−k)/2
(3.3)

e³itli§i sa§lan�r.

�spat

Burada u = [n]pn,qn t al�n�rsa, dpn,qnu = [n]pn,qn dpn,qnt oldu§undan ve Tan�m 1.1.4 de

verilen (p, q)−Gamma fonksiyonunun tan�m�ndan

∞/A(1−qn/pn)∫
0

sn,k−1(t; pn, qn)
(
qn
pn
t
)m

dpn,qnt

=
∞/A(1−qn/pn)∫

0

uk−1

[k−1]pn,qn !
epn,qn(−u) q

m
n

pmn

(
u

[n]pn,qn

)m
dpn,qnu

[n]pn,qn

=
qmn
pmn

1

[k − 1]pn,qn ! [n]m+1
pn,qn

∞/A(1−qn/pn)∫
0

uk+m−1epn,qn(−u)dpn,qnu

=
[k +m− 1]pn,qn !pkn

[k − 1]pn,qn ! [n]m+1
pn,qn

q
((k+m)2−3m−k)/2
n

biçimde elde edilir.

3.1.2. Lemma

x ∈ [0,∞) ve ek(t) = tk, k = 0, 1, 2, 3, 4 olmak üzere P∗n,pn,qn(ek;x) operatörleri için
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(i) P∗n,pn,qn(e0;x) = 1,

(ii) P∗n,pn,qn(e1;x) = x,

(iii) P∗n,pn,qn(e2;x) = p2n
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x,

(iv) P∗n,pn,qn(e3;x) = p6n
q6n
x3 + p3nq[2]pn,qn+p

2[4]pn,qn
q5[n]pn,qn

x2 + [2]pn,qn [3]pn,qn
q3n[n]

2
pn,qn

x,

(v) P∗n,pn,qn(e4;x) = p12n
q12n
x4 + p8nq

2
n[2]pn,qn+p

7
nqn[4]pn,qn+p

6
n[6]pn,qn

q11n [n]pn,qn
x3

+p4nq
2
n[2]pn,qn [3]pn,qn+p

3
nqn[2]pn,qn [5]pn,qn+p

2
n[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n]
2
pn,qn

x2

+ [2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn
q6n[n]

3
pn,qn

x

e³itlikleri sa§lan�r.

�spat

(i) Lemma 3.1.1 kullan�l�rsa,

P∗n,pn,qn(e0;x)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)dpn,qnt+epn,qn(− [n]pn,qn x)

=
∞∑
k=1

q
k(k−1)/2
n

([n]pn,qnx)
k

[k]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x) + epn,qn(− [n]pn,qn x)

=
∞∑
k=0

q
k(k−1)/2
n

([n]pn,qnx)
k

[k]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)

= Epn,qn([n]pn,qn x)epn,qn(− [n]pn,qn x)

= 1 olur.

(ii) Lemma 3.1.1 kullan�l�rsa,
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P∗n,pn,qn(e1;x)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t
)
dpn,qnt

=
∞∑
k=0

q
k(k−1)/2
n

([n]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)x

= Epn,qn([n]pn,qn x)epn,qn(− [n]pn,qn x)x

= x olur.

(iii) Lemma 3.1.1 ve E³. 2.3 kullan�l�rsa

P∗n,pn,qn(e2;x)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; p,n qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t
)2
dpn,qnt

=
p2n

[n]2pn,qn

∞∑
k=2

([n]pn,qnx)
k

[k−2]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−5k−2)/2
n

+
qn + pn

[n]2pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−3k)/2
n

olur. Bu ifadenin birinci toplam�nda k yerine k+ 2 ve ikinci toplam�nda k yerine k+ 1

yaz�l�rsa

P∗n,pn,qn(e2;x) =
p2n
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x

elde edilir.

(iv) Lemma 3.1.1 ve E³. 2.4 kullan�l�rsa

P∗n,pn,qn(e3;x)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t
)3
dpn,qnt
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= p6n
[n]3pn,qn

∞∑
k=3

([n]pn,qnx)
k

[k−3]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−7k)/2
n

+p3nqn[2]pn,qn+p
2
n[4]pn,qn

[n]3pn,qn

∞∑
k=2

([n]pn,qnx)
k

[k−2]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−5k−4)/2
n

+ [2]pn,qn [3]pn,qn
[n]3pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−3k−4)/2
n

olur. Bu ifadenin birinci toplam�nda k yerine k + 3, ikinci toplam�nda k yerine k + 2

ve üçüncü toplam�nda k yerine k + 1 yaz�l�rsa

P∗n,pn,qn(e3;x) = p6n
q6n
x3 + p3nqn[2]pn,qn+p

2
n[4]pn,qn

q5n[n]pn,qn
x2 + [2]pn,qn [3]pn,qn

q3n[n]
2
pn,qn

x

elde edilir.

(v) Lemma 3.1.1 ve E³. 2.5 kullan�l�rsa

P∗n,pn,qn(e4;x)

= [n]pn,qn

∞∑
k=1

sn,k(x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,k−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t
)4
dpn,qnt

= p12n
[n]4pn,qn

∞∑
k=4

([n]pn,qnx)
k

[k−4]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−9k−4)/2
n

+p8nq
2
n[2]pn,qn+p

7
nqn[4]pn,qn+p

6
n[6]pn,qn

[n]4pn,qn

∞∑
k=3

([n]pn,qnx)
k

[k−3]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−7k−10)/2
n

+p4nq
2
n[2]pn,qn [3]pn,qn+p

3
nqn[2]pn,qn [5]pn,qn+p

2
n[4]pn,qn [5]pn,qn

[n]4pn,qn

∞∑
k=2

([n]pn,qnx)
k

[k−2]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−5k−12)/2
n

+ [2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn
[n]4pn,qn

∞∑
k=1

([n]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n]pn,qn x)q

(k2−3k−10)/2
n

olur. Bu ifadenin birinci toplam�nda k yerine k + 4, ikinci toplam�nda k yerine k + 3,

üçüncü toplam�nda k yerine k + 2 ve dördüncü toplam�nda k yerine k + 1 yaz�l�rsa

P∗n,pn,qn(e4;x) = p12n
q12n
x4 + p8nq

2
n[2]pn,qn+p

7
nqn[4]pn,qn+p

6
n[6]pn,qn

q11n [n]pn,qn
x3
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+p4nq
2
n[2]pn,qn [3]pn,qn+p

3
nqn[2]pn,qn [5]pn,qn+p

2
n[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n]
2
pn,qn

x2

+ [2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn
q6n[n]

3
pn,qn

x

bulunur. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

3.1.3. Lemma

P∗n,pn,qn Phillips operatör dizilerinin ikinci merkezi moment için

P∗n,pn,qn ((t− x)2;x) ≤ 1
q2n

(
p2n − q2n + q2n

[n]pn,qn

)
(x+ x2)

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat

P∗n,pn,qn operatörlerinin lineerli§inden ve Lemma 3.1.2 sonucundan

P∗n,pn,qn ((t− x)2;x) = P∗n,pn,qn (t2;x)− 2xP∗n,pn,qn (t;x) + x2P∗n,pn,qn (1;x)

= p2n
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn[n]pn,qn

x− 2x2 + x2

= p2n−q2n
q2n

x2 +
[2]pn,qn
qn[n]pn,qn

x

≤ 1
q2n

(
p2n − q2n + q2n

[n]pn,qn

)
(x+ x2)

oldu§u elde edilir.

3.2. P ∗n,pn,qn(f ;x) Operatörlerinin Yakla³�m Özellikleri

3.2.1. Lemma

Her f ′′ ∈ CB[0,∞) ve x ∈ [0,∞) için
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∣∣P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ δn,pn,qn(x) ‖f ′′‖ ,

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada

δn,pn,qn(x) := 1
q2n

(
p2n − q2n + 2

[n]pn,qn

)
(x2 + x)

dir.

�spat

f ′′ ∈ CB[0,∞) oldu§undan

f(t) = f(x) + (t− x)f ′(x) +
t∫
x

(t− u)f ′′(u)du

Taylor formülüne Pn,pn,qn operatörü uyguland�§�nda Lemma 3.2.1 den

P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x) = P∗n,pn,qn

(
t∫
x

(t− u)f ′′(u)du;x

)

olur.

∣∣∣∣ t∫
x

(t− u)f ′′(u)du

∣∣∣∣ ≤ ‖f ′′‖ (t−x)22

e³itsizli§inden ve Lemma 3.1.3 den

∣∣P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣

≤ ‖f ′′‖B
2
P∗n,pn,qn((t− x)2;x)

≤ δn,pn,qn(x)‖f ′′‖

elde edilir. Burada

δn,pn,qn(x) := 1
q2n

(
p2n − q2n + 2

[n]pn,qn

)
(x2 + x)
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dir. Böylece ispat tamamlan�r.

3.2.2 Teorem

f ∈ C̃B [0,∞) olsun. δn,pn,qn(x) = 1
q2n

(
p2n − q2n + 2

[n]pn,qn

)
(x2 + x) olmak üzere

∣∣P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ 2Mω2

(
f,
√
δn,pn,qn(x)

)

e³itsizli§i baz� M > 0 reel say�lar� için sa§lan�r.

�spat

Her g ∈ W 2
∞ için

∣∣P∗n,pn,qn(f, x)− f(x)
∣∣

≤
∣∣P∗n,pn,qn(f − g;x)− (f − g) (x) + P∗n,pn,qn(g;x)− g(x)

∣∣
e³itsizli§i yaz�l�rsa, Lemma 3.2.1 den

∣∣P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ 2 ‖f − g‖C̃B + δn,pn,qn(x) ‖g′′‖C̃B (3.4)

e³itszli§i elde edilir. Bu e³itsizli§in sa§ taraf�nda g ∈ W 2
∞ üzerinden in�mum al�n�rsa

ispat tamamlan�r.

P∗n,pn,qn(f) operatörü için a§�rl�kl� yakla³�m teoremini verelim.

3.2.3 Teorem

Her f ∈ C∗ρ [0,∞) için

lim
n→∞

∥∥P∗n,pn,qn(f)− f
∥∥
ρ

= 0
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dir.

�spat

Lemma 3.1.2 (i) ve (ii) den

∥∥P∗n,pn,qn(e0)− e0
∥∥
ρ

= 0

ve

∥∥P∗n,pn,qn(e1)− e1
∥∥
ρ

= 0

oldu§u aç�kt�r. Lemma 3.1.2 (iii) den

∥∥P∗n,pn,qn(e2)− e2
∥∥
ρ

= sup
x≥0

|P∗n,pn,qn (t2;x)−x2|
1+x2

≤
(
p2n−q2n
q2n

+ [2]pn,qn
qn[n]pn,qn

)
sup
x≥0

x+x2

1+x2

≤ 2
(
p2n−q2n
q2n

+ [2]pn,qn
qn[n]pn,qn

)
dir.Dolay�s�yla lim

n→∞

∥∥P∗n,pn,qn(e2)− e2
∥∥
ρ

= 0

d�r. Böylece [33] de verilen A. D. Gadjiev Teoremi kullanarak ispat tamamlan�r.

3.2.4. Lemma

f ∈ C∗ρ [0,∞) olsun. b > 0 reel say�, ηpn,qn(b) = 1
q2n

(
p2n − q2n + 2

[n]pn,qn

)
(b2 + b) ve M, f

fonksiyonuna ba§l� bir pozitif reel say� olmak üzere

∥∥P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)
∥∥
C[0,b]

≤M

{
(1 + b)2ηpn,qn(b) + ω[0,b+1](f ;

√
ηpn,qn(b))

}

e³itsizli§i sa§lan�r.
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�spat

x ∈ [0, b] ve t > b+ 1 olsun. t− x > 1 olmak üzere

|f(t)− f(x)| ≤ Kf (2 + (t− x+ x)2 + x2) (3.5)

≤ 3Kf (1 + b)2(t− x)2

yaz�labilir.

x ∈ [0, b], t < b+ 1 ve δ > 0 olsun. O zaman

|f(t)− f(x)| ≤
(

1 +
|t− x|
δ

)
ω[0,b+1](f ; δ) (3.6)

dir. (3.5) ve (3.6) den

|f(t)− f(x)| ≤ 3Kf (1 + b)2(t− x)2 +

(
1 +
|t− x|
δ

)
ω[0,b+1](f ; δ)

e³itsizli§i yaz�l�r. Cauchy-Schwarz e³itsizli§i ve Lemma 3.1.3 den

∣∣P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣

≤ 3Kf (1 + b)2P∗n,pn,qn ((t− x)2;x)

+ω[0,b+1](f ; δ)

[
1 +

1

δ

(
P∗n,pn,qn ((t− x)2;x)

)1/2]

≤ 3Kf (1 + b)2ηpnqn(x) + ω[0,b+1](f ; δ)

[
1 +

1

δ
(ηpn,qn(x))1/2

]

elde edilir. Burada

ηpn,qn(x) =
1

q2n

(
p2n − q2n +

2

[n]pn,qn

)(
x2 + x

)
dir.
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δ :=
√
ηpn,qn(b) =

√
1

q2n

(
p2n − q2n +

2

[n]pn,qn

)
(b2 + b)

ve M = max{3Kf , 2} al�n�rsa ispat tamamlan�r.

3.3. P ∗n,pn,qn(f ;x) Operatörleri için Voronovskaja Tip Teorem

3.3.1. Lemma

P∗n,pn,qn operatörlerinin birinci, ikinci ve dördüncü momentleri

(i) lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x);x) = 0,

(ii) lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)2;x) = 2 (α− β)x2 + 2x,

(iii) lim
n→∞

[n]2pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)4;x) = 12 (α− β)2 x4 + 24 (α− β)x3 + 12x2

biçimindedir.

�spat

(i) Lemma 3.1.2 (i) den

P∗n,pn,qn(t− x;x) = 0

dir. Dolay�s�yla

lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x);x) = 0

d�r.

(ii) Lemma 3.1.2 (ii) den
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P∗n,pn,qn((t− x)2;x)

= p2n−q2n
q2n

x2 +
[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x

d�r.

lim
n→∞

[n]pn,qn

(
p2n−q2n
q2n

x2 +
[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x

)

= lim
n→∞

(
(pnn−qnn)(pn+qn)

q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn

x

)

= 2 (α− β)x2 + 2x

olur. Benzer biçimde Lemma 3.1.2 (iii) den

P∗n,pn,qn((t− x)4;x)

=
[
p12n
q12n
− 4p6n

q6n
+ 6p2n

q2n
− 3
]
x4

+
[
p8nq

2
n[2]pn,qn+p

7
nqn[4]pn,qn+p

6
n[6]pn,qn

q11n [n]pn,qn
− 4p3nqn[2]pn,qn+4p2n[4]pn,qn

q5n[n]pn,qn
+ 6[2]pn,qn

qn[n]pn,qn

]
x3

+
[
p4nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn+p

3
nqn[2]pn,qn [5]pn,qn+p

2
n[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n]
2
pn,qn

− 4[2]pn,qn [3]pn,qn
q3n[n]

2
pn,qn

]
x2

+
[
[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

q6n[n]
3
pn,qn

]
x

olup

lim
n→∞

{
[n]2pn,qn P

∗
n,pn,qn((t− x)4;x)

}
= 12 (α− β)2 x4 + 24 (α− β)x3 + 12x2

dir.

3.3.2 Teorem

f ∈ W 2
∞ ve x∈ [0,∞) için
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lim
n→∞

[n]pn,qn
(
P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)

)
= ((α− β)x2 + x)f ′′(x)

limiti gerçeklenir.

�spat

f fonksiyonu için x noktas�nda Taylor aç�l�m�

f(t) = f(x) + f ′(x)(t− x) + 1
2
f ′′(x)(t− x)2 + ε(t, x)(t− x)2,

yaz�labilir. Burada t → x iken ε(t, x) → 0 dir. Dolay�s�yla P∗n,pn,qn operatörlerinin

lineerli§i ve Lemma 3.3.1 den

lim
n→∞

[n]pn,qn
(
P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)

)
= f ′(x) lim

n→∞
[n]pn,qn P

∗
n,pn,qn(t− x;x)

+1
2
f ′′(x) lim

n→∞
[n]pn,qn P

∗
n,pn,qn((t− x)2;x)

+ lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn(ε(t, x)(t− x)2;x)

e³itli§i yaz�labilir. Bu e³itli§in son terimine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i uygulan�rsa

lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn(ε(t, x)(t− x)2;x)

≤
√

lim
n→∞

P∗n,pn,qn(ε2(t, x);x)
√

lim
n→∞

[n]2pn,qn P∗n,pn,qn((t− x)4;x)

olur. Burada lim
n→∞

P∗n,pn,qn(ε2(t, x);x) = 0 ve Lemma 3.3.1 den

lim
n→∞

[n]2pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)4;x) sonlu oldu§undan

lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn(ε(t, x)(t− x)2;x) = 0

d�r.
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Böylece,

lim
n→∞

[n]pn,qn
(
P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)

)
= ((α− β)x2 + x)f ′′(x)

sonucu elde edilir.

3.4. P ∗n,pn,qn(f ;x) Operatörlerinin �statistiksel Yakla³�m Özellikleri

�statistiksel yak�nsama ile ilgili temel tan�m ve teoremi a³a§�daki gibi verelim.

N do§al say�lar kümesi, K ⊆ N tüm do§al say�lar kümesinin bir alt kümesi ve Kn =

{k ≤ n : k ∈ K} ³eklinde tan�mlans�n. Kn kümesinin kardinalitesi (eleman say�s�) |Kn|

ile gösterilsin.

3.4.1. Tan�m

K ⊆ N alt kümesi verilsin. E§er

lim
n

|Kn|
n

limiti mevcut ise, bu limit de§erineK kümesinin "yo§unlu§u" denir ve δ (K) sembolüyle

gösterilir [34].

Tan�mdan δ (N) = 1 olup do§al say�lar�n tüm sonlu elemanl� alt kümelerinin 0

yo§unluklu oldu§u görülebilir. δ({2k − 1 : k ∈ N}) = 1
2
ve δ({2k : k ∈ N}) = 1

2
s�ras�yla

tek ve çif say�lar kümelerinin yo§unluklar� olup, asal say�lar ve tam karelerden olu³an

kümelerin 0 yo§unluklu oldu§u bilinmektedir.

Yo§unluk tan�m�n� kullanarak istatistiksel yak�nsakl�k kavram� a³a§�daki ³ekilde

tan�mlan�r.

3.4.2. Tan�m

x = (xn) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun.
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δ({n ∈ N : |xn − L| ≥ ε}) = 0 (∀ε > 0)

veya e³de§er olarak

lim
j

1

j
|{n ≤ j : |xn − L| ≥ ε}| = 0

olacak ³ekilde bir L say�s� varsa x dizisi L say�s�na "istatistiksel yak�nsakt�r" denir ve

st− lim
n→∞

xn = L ile gösterilir.

Bir dizinin L say�s�na istatistiksel yak�nsak olmas� onun 1 yo§unluklu bir indis kümesi

üzerinde klasik anlamdaki L yak�nsakl�§a denktir.

Böylece istatistiksel yak�nsakl�k klasik anlamdaki yak�nsakl�ktan daha zay�ft�r.

Dolay�s�yla her yak�nsak dizi istatistiksel yak�nsakt�r ama bunun tersi genelde do§ru

de§ildir. Durumla ilgili örnek a³a§�da verilmi³tir.

Örnek

(xn) dizisinin genel terimi

xn :=

 3n+1
n+3

, n = m2

0, n 6= m

olarak tan�mlans�n. Tan�mdan da görülece§i üzere st- lim
n→∞

xn = 0 olup (xn) dizisi

istatistiksel yak�nsakt�r fakat klasik anlamda yak�nsak de§ildir.

�statistiksel yak�nsakl�k ve klasik yak�nsakl�k aras�ndaki ikinci bir önemli farkl�l�k ise

s�n�rl�l�kt�r. Yak�nsak bir dizi s�n�rl�d�r fakat istatistiksel yak�nsak dizi s�n�rl� olmak

zorunda de§ildir. Bu durum a³a§�daki örnek üzerinden incelenmi³tir.

Örnek

(xn) dizisinin genel terimi
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xn :=

 5
√
n, n = m5

0, n 6= m5

olsun. st- lim
n→∞

xn = 0 olup (xn) istatistiksel yak�nsakt�r ama s�n�rl� bir dizi de§ildir.

3.4.3 Teorem

(pn)n∈N ve (qn)n∈N dizileri

st− lim
n→∞

pn = 1, st− lim
n→∞

qn = 1 ve st− lim
n→∞

pnn = α, st− lim
n→∞

qnn = β, (3.7)

α, β < 1, α 6= β ³artlar�n� sa§layan iki pozitif reel say� dizisi olsun. O zaman her

f ∈ C∗ρ [0,∞) için

st− lim
n→∞

∥∥P∗n,pn,qnf − f∥∥ρ = 0

d�r.

�spat

Lemma 3.1.2 den

st− lim
n→∞

∥∥P∗n,pn,qn (1;x)− 1
∥∥
ρ

= 0 (3.8)

ve

st− lim
n→∞

∥∥P∗n,pn,qn (t;x)− x
∥∥
ρ

= 0 (3.9)

oldu§u aç�kt�r. Lemma 3.1.2 dikkate al�narak

sup
x∈[0,∞)

∣∣P∗n,pn,qn (t2;x)− x2
∣∣ = sup

x∈[0,∞)

∣∣∣∣∣
(
p2n
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x− x2
)∣∣∣∣∣ 1

1+x2
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≤ sup
x∈[0,∞)

∣∣∣∣∣(p2nq2n − 1
)
x2 +

[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x

∣∣∣∣∣ 1
1+x2

≤
(
p2n
q2n
− 1
)

sup
x∈[0,∞)

x2

1+x2
+

[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

sup
x∈[0,∞)

x
1+x2

e³itsizli§i yaz�labilir. E³. 3.7 i kullan�larak

st− lim
n→∞

(
p2n
q2n
− 1
)

= 0 ve st− lim
n→∞

(
[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

)
= 0

elde edilir. Her ε > 0 için

M :=
{
n ∈ N :

∥∥P∗n,pn,qn (t2;x)− x2
∥∥
ρ
≥ ε
}
,

M1 :=
{
n ∈ N : p2n

q2n
− 1 ≥ ε

2

}
,

M2 :=

{
n ∈ N :

[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

≥ ε
2

}

kümeleri tan�mlans�n. M ⊆M1 ∪M2 olup, δ(M) ≤ δ(M1) + δ(M2) = 0 d�r. Dolay�s�yla

st− lim
n→∞

∥∥P∗n,pn,qn (t2;x)− x2∥∥ρ = 0 (3.10)

dir. Böylece E³. 3.8, 3.9, 3.10 ve a§�rl�kl� uzaylardaki istatistiksel Korovkin teoremi [36]

den ispat tamamlan�r.

3.5. P ∗n,pn,qn(f ;x) Operatörleri için �statistiksel Voronovskaja Tip Teorem

3.5.1. Lemma

(pn)n∈N ve (qn)n∈N E³. 3.7 de verilen ³artlar� sa§layan iki reel say� dizi olsun. O zaman

(i)st− lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)2;x) = 2 (α− β)x2 + 2x,
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(ii)st− lim
n→∞

[n]2pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)4;x) = 12 (α− β)2 x4 + 24 (α− β)x3 + 12x2

gerçeklenir.

�spat

(i) Lemma 3.1.2 sonuçlar� kullan�ld�§�nda

P∗n,pn,qn((t− x)2;x)

= p2n−q2n
q2n

x2 +
[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x

yaz�l�r. Bu e³itli§in her iki taraf� [n]pn,qn ile çarp�ld�§�nda

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)2;x)

= [n]pn,qn

(
p2n−q2n
q2n

x2 +
[2]pn,qn
qn [n]pn,qn

x

)

= (pnn−qnn)(pn+qn)
q2n

x2 +
[2]pn,qn
qn

x

olur. E³. 3.7 den

st− lim
n→∞

(
(pnn−qnn)(pn+qn)

q2n

)
= 2 (α− β) and st− lim

n→∞

(
[2]pn,qn
qn

)
= 2

dir. Her ε > 0 için

D :=
{
n ∈ N : [n]pn,qn P

∗
n,pn,qn((t− x)2;x) ≥ ε

}
,

D1 :=
{
n ∈ N : (pnn−qnn)(pn+qn)

q2n
≥ ε

2

}
,

D2 :=

{
n ∈ N :

[2]pn,qn
qn

≥ ε
2

}

kümeleri tan�mlans�n. D ⊆ D1 ∪D2 olup, δ(D) ≤ δ(D1) + δ(D2) = 0 d�r.
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Dolay�s�yla,

st− lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)2;x) = 2 (α− β)x2 + 2x

elde edilir. Benzer olarak

P∗n,pn,qn((t− x)4;x)

=
[
p12n
q12n
− 4p6n

q6n
+ 6p2n

q2n
− 3
]
x4

+

[
p8nq

2
n[2]pn,qn + p7nqn[4]pn,qn + p6n[6]pn,qn

q11n [n]pn,qn
− 4p3nqn[2]pn,qn + 4p2n[4]pn,qn

q5n[n]pn,qn
+

6[2]pn,qn
qn[n]pn,qn

]
x3

+

[
p4nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p3nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p2n[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n]2pn,qn
− 4[2]pn,qn [3]pn,qn

q3n[n]2pn,qn

]
x2

+

[
[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

q6n[n]3pn,qn

]
x

dir.

p12n
q12n
− 4p6n

q6n
+

6p2n
q2n
− 3 = v4 (pn,qn)

p8nq
2
n[2]pn,qn + p7nqn[4]pn,qn + p6n[6]pn,qn

q11n [n]pn,qn
− 4p3nqn[2]pn,qn + 4p2n[4]pn,qn

q5n[n]pn,qn
+

6[2]pn,qn
qn[n]pn,qn

=

v3 (pn,qn)

p4nq
2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p3nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p2n[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n]2pn,qn
− 4[2]pn,qn [3]pn,qn

q3n[n]2pn,qn
= v2 (pn,qn)

[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn
q6n[n]3pn,qn

= v1 (pn,qn)

denilirse

lim
n→∞

[n]2pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)4;x)

= lim
n→∞

[n]2pn,qn (v4 (pn,qn)x4 + v3 (pn,qn)x3 + v2 (pn,qn)x2 + v1 (pn,qn)x1)
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E³. 3.7 den

st− lim
n

[n]2pn,qn v4 (pn,qn) = 12 (α− β)2

st− lim
n

[n]2pn,qn v3 (pn,qn) = 24 (α− β)

st− lim
n

[n]2pn,qn v2 (pn,qn) = 12

st− lim
n

[n]2pn,qn v1 (pn,qn) = 0

dir. Her ε > 0 için

N :=
{
n ∈ N : [n]2pn,qn P

∗
n,pn,qn((t− x)

2
4;x) ≥ ε

}
,

N1 :=
{
n ∈ N : [n]2pn,qn v4 ≥

ε
4

}
,

N2 :=
{
n ∈ N : [n]2pn,qn v3 ≥

ε
4

}
,

N3 :=
{
n ∈ N : [n]2pn,qn v2 ≥

ε
4

}
,

N4 :=
{
n ∈ N : [n]2pn,qn v1 ≥

ε
4

}
kümeleri tan�mlans�n. N ⊆ N1 ∪N2 ∪N3 ∪N4 olup, δ(N) ≤ δ(N1) + δ(N2) + δ(N3) +

δ(N4) = 0 d�r.

Dolay�s�yla

st− lim
n→∞

{
[n]2pn,qn P

∗
n,pn,qn((t− x)4;x)

}
= 12 (α− β)2 x4 + 24 (α− β)x3 + 12x2

elde edilir.
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3.5.2 Teorem

(pn) ve (qn) dizileri E³. 3.7 de verilen ko³ullar� sa§las�n. O zaman

st− lim
n→∞

[n]p,q
(
P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)

)
=
(
(α− β)x2 + x

)
f ′′(x)

dir.

�spat

f fonksiyonu için x noktas�nda Taylor aç�l�m�

f(t) = f(x) + f ′(x)(t− x) +
1

2
f ′′(x)(t− x)2 + ε(t, x)(t− x)2,

yaz�labilir. Burada t → x için ε(t, x) → 0 d�r. Dolay�s�yla, P∗n,pn,qn operatörlerinin

lineerli§i ve Lemma 3.5.1 den

st− lim
n→∞

[n]pn,qn
(
P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)

)
= f ′(x)st− lim

n→∞
[n]pn,qn P

∗
n,pn,qn(t− x;x)

+1
2
f ′′(x)st− lim

n→∞
[n]pn,qn P

∗
n,pn,qn((t− x)2;x)

+ lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn(ε(t, x)(t− x)2;x).

e³itli§i yaz�labilir. Bu e³itli§in son terimine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i uygulan�rsa

st− lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn(ε(t, x)(t− x)2;x)

≤
√
st− lim

n→∞
P∗n,pn,qn(ε2(t, x);x)

√
st− lim

n→∞
[n]2pn,qn P∗n,pn,qn((t− x)4;x)

olur.
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Burada st − lim
n→∞

P∗n,pn,qn(ε2(t, x);x) = 0 ve Lemma 3.5.1 den

st− lim
n→∞

[n]2pn,qn P
∗
n,pn,qn((t− x)4;x) sonlu oldu§undan

st− lim
n→∞

[n]pn,qn P
∗
n,pn,qn(ε(t, x)(t− x)2;x) = 0

d�r. Dolay�s�yla

st− lim
n→∞

[n]pn,qn
(
P∗n,pn,qn(f ;x)− f(x)

)
= ((α− β)x2 + x) f ′′(x)

elde edilir.



49

4. L�NEER FONKS�YONLARI KORUYAN SCHURER T�P

(p, q)−PHILLIPS OPERATÖR D�Z�LER�N�N

YAKINSAKLIK ÖZELL�KLER�

Bu bölümde bir önceki bölümde E³. 3.2 ile tan�mlad�§�m�z operatörlerin Schurer tip

modi�kasyonu tan�mlanacakt�r ve bu operatörlerin a§�rl�kl� yakla³�m ve a§�rl�kl�

yakla³�mda h�z oran� elde edilecektir.

4.1. Pn,rpn,qn(f ;x) Operatörleri için Yard�mc� Sonuçlar

r ∈ N, (pn) ve (qn) dizileri 0 < qn ≤ pn ≤ 1 olmak üzere n→∞ iken pn → 1, qn → 1,

pnn → α, qnn → β ko³ullar�n� sa§layan iki reel say� dizisi olsun (β ≤ α ≤ 1).

sn,rk (x; pn, qn) =
([n+ r]pn,qn x)k

[k]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x) (4.1)

taban eleman� ve f,

∞/A(1−qn/pn)∫
0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,rk (x; pn, qn)f

(
qn
pn
t

)
dpn,qnt

integralinin yak�nsakl�§�n� garantileyen [0,∞) üzerinde tan�ml� sürekli bir fonksiyon

olmak üzere

Pn,rpn,qn(f ;x) = [n+ r]pn,qn

∞∑
k=1

sn,rk (x; pn, qn)

×
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,rk−1(t; pn, qn)f

(
qn
pn
t

)
dpn,qnt+ f(0)epn,qn(− [n+ r]pn,qn x) (4.2)

biçiminde tan�mlanan operatörlere lineer fonksiyonlar� koruyan Schurer tip

(pn, qn)−Phillips operatörleri denir.
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Kullanaca§�m�z baz� temel sonuçlar� verelim.

4.1.1. Lemma

Her m ∈ N için

∞/A(1−qn/pn)∫
0

sn,rk−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t

)m
dpn,qnt

=
[k +m− 1]pn,qn !pkn

[k − 1]pn,qn ! [n+ r]m+1
pn,qn

q
((k+m)2−3m−k)/2
n

(4.3)

e³itli§i gerçeklenir.

�spat

Burada u = [n+ r]pn,qn t al�n�rsa, dpn,qnu = [n+ r]pn,qn dpn,qnt oldu§undan ve Gamma

fonksiyonunun tan�m�ndan

∞/A(1−qn/pn)∫
0

sn,rk−1(t; pn, qn)
(
qn
pn
t
)m

dpn,qnt

=
(
qn
pn

)m 1

[k − 1]pn,qn ! [n+ r]m+1
pn,qn

∞/A(1−qn/pn)∫
0

uk+m−1epn,qn(−u)dpn,qnu

=
[k +m− 1]pn,qn !pkn

[k − 1]pn,qn ! [n+ r]m+1
pn,qn

q
((k+m)2−3m−k)/2
n

.

³eklinde elde edilir.

4.1.2. Lemma

ek(t) = tk, k = 0, 1, 2, 3, 4 olmak üzere Pn,rp,q (ek(t);x) operatörleri için test fonks�yonlar�
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(i)Pn,rpn,qn(e0;x) = 1,

(ii) Pn,rpn,qn(e1;x) = x,

(iii) Pn,rpn,qn(e2;x) =
p2n
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn [n+ r]pn,qn

x,

(iv) Pn,rpn,qn(e3;x) =
p6n
q6n
x3 +

p3nqn[2]pn,qn + p2n[4]pn,qn
q5n[n+ r]pn,qn

x2 +
[2]pn,qn [3]pn,qn
q3n[n+ r]2pn,qn

x,

(v) Pn,rpn,qn(e4;x) =
p12n
q12n

x4 +
p8nq

2
n[2]pn,qn + p7nqn[4]pn,qn + p6n[6]pn,qn

q11n [n+ r]pn,qn
x3

+
p4nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p3nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p2[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n+ r]2pn,qn
x2

+
[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

q6n[n+ r]3pn,qn
x

biçimindedir.

�spat

(i) Lemma 4.1.1 kullan�larak,

Pn,rpn,qn(e0;x) = [n+ r]pn,qn

∞∑
k=1

sn,rk (x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,rk−1(t; pn, qn)dpn,qnt

+epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)

=
∞∑
k=1

q
k(k−1)/2
n

([n+r]pn,qnx)
k

[k]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)

= Epn,qn([n+ r]pn,qn x)epn,qn(− [n+ r]pn,qn x) = 1

olur.

(ii) Lemma 4.1.1 kullan�larak,
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Pn,rpn,qn(e1;x) = [n+ r]pn,qn

∞∑
k=1

sn,rk (x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn

×sn,rk−1(t; pn, qn)
(
qn
pn
t
)
dpn,qnt

=
∞∑
k=0

q
k(k−1)/2
n

([n+r]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)x

= Epn,qn([n+ r]pn,qn x)epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)x

= x

olur.

(iii) Lemma 4.1.1 ve E³. 2.3 den,

Pn,rpn,qn(e2;x) = [n+ r]pn,qn

∞∑
k=1

sn,rk (x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn

×sn,rk−1(t; pn, qn)
(
qn
pn
t
)2
dpn,qnt

=
p2n

[n+ r]2pn,qn

∞∑
k=2

([n+r]pn,qnx)
k

[k−2]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−5k−2)/2
n

+
qn + pn

[n+ r]2pn,qn

∞∑
k=1

([n+r]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−3k)/2
n

=
p2n
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn [n+ r]pn,qn

x

dir.

(iv) Lemma 4.1.1 ve E³.(2.4) den,

Pn,rpn,qn(e3;x)

= [n+ r]pn,qn

∞∑
k=1

sn,rk (x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,rk−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t
)3
dpn,qnt
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= p6n
[n+r]3pn,qn

∞∑
k=3

([n+r]pn,qnx)
k

[k−3]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−7k)/2
n

+p3nq[2]pn,qn+p
2
n[4]pn,qn

[n+r]3pn,qn

∞∑
k=2

([n+r]pn,qnx)
k

[k−2]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−5k−4)/2
n

+ [2]pn,qn [3]pn,qn
[n+r]3pn,qn

∞∑
k=1

([n+r]pn,qnx)
k

[k−1]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−3k−4)/2
n

= p6n
q6n
x3 + p3nqn[2]pn,qn+p

2
n[4]pn,qn

q5n[n+r]pn,qn
x2 + [2]pn,qn [3]pn,qn

q3n[n+r]
2
pn,qn

x

dir.

(v) Lemma 4.1.1 ve E³.(2.5) den,

Pn,rpn,qn(e4;x)

= [n+ r]pn,qn

∞∑
k=1

sn,rk (x; pn, qn)
∞/A(1−qn/pn)∫

0

q
k(k−1)
n

pkn
sn,rk−1(t; pn, qn)

(
qn
pn
t
)4
dpn,qnt

=
p12n

[n]4pn,qn

∞∑
k=4

([n+ r]pn,qn x)k

[k − 4]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−9k−4)/2
n

+
p8nq

2
n[2]pn,qn + p7nqn[4]pn,qn + p6[6]pn,qn

[n+ r]4pn,qn

∞∑
k=3

([n+ r]pn,qn x)k

[k − 3]pn,qn !

×epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q
(k2−7k−10)/2
n

+
p4nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p3nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p2n[4]pn,qn [5]pn,qn

[n+ r]4pn,qn

∞∑
k=2

([n+r]pn,qnx)
k

[k−2]pn,qn !

×epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q
(k2−5k−12)/2
n

+
[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn

[n+ r]4pn,qn

∞∑
k=1

([n+ r]pn,qn x)k

[k − 1]pn,qn !
epn,qn(− [n+ r]pn,qn x)q

(k2−3k−10)/2
n

=
p12n
q12n

x4 +
p8nq

2
n[2]pn,qn + p7nqn[4]pn,qn + p6n[6]pn,qn

q11n [n+ r]pn,qn
x3
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+
p4nq

2
n[2]pn,qn [3]pn,qn + p3nqn[2]pn,qn [5]pn,qn + p2n[4]pn,qn [5]pn,qn

q9n[n+ r]2pn,qn
x2 +

[2]pn,qn [3]pn,qn [4]pn,qn
q6n[n+ r]3pn,qn

x

bulunur. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

4.1.3. Lemma

Genelle³tirilmi³ Schurer tip (p, q)−Phillips operatörlerinin ikinci merkezi moment için

Pn,rpn,qn

(
(t− x)2;x

)
≤ 1

q2n

(
p2n − q2n +

2

[n+ r]pn,qn

)(
x+ x2

)
.

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat

Pn,rpn,qn operatörlerinin lineerli§i ve Lemma 4.1.2 den

Pn,rpn,qn ((t− x)2;x) = Pn,rpn,qn (t2;x)− 2xPn,rpn,qn (t;x) + x2Pn,rpn,qn (1;x)

= p2
q2n
x2 +

[2]pn,qn
qn[n+r]pn,qn

x− 2x2 + x2

= p2n−q2n
q2n

x2 +
[2]pn,qn

qn[n+r]pn,qn
x

≤ 1
q2n

(
p2n − q2n + q2n

[n+r]pn,qn

)
(x+ x2)

e³itsizli§i elde edilir.

4.2. Pn,rpn,qn(f ;x) Operatörlerinin Yakla³�m Özellikleri

4.2.1. Lemma

Her f ′′ ∈ CB[0,∞), x ∈ [0,∞) ve

δn,rpn,qn(x) :=
1

q2n

(
p2n − q2n +

2

[n+ r]pn,qn

)(
x2 + x

)
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olmak üzere

∣∣Pn,rpn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ δn,rpn,qn(x) ‖f ′′‖

e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat

f ′′ fonksiyonu için x noktas�nda Taylor aç�l�m�

f(t) = f(x) + (t− x)f ′(x) +

t∫
x

(t− u)f ′′(u)du

biçiminde yaz�labilir. Bu e³itli§e Pn,rpn,qn operatörü uyguland�§�nda, Lemma 4.1.2 den

Pn,rpn,qn(f ;x)− f(x) = Pn,rpn,qn

(
t∫
x

(t− u)f ′′(u)du;x

)

olur. Burada

∣∣∣∣ t∫
x

(t− u)f ′′(u)du

∣∣∣∣ ≤ ‖f ′′‖ (t−x)22

e³itsizli§i ve Lemma 4.1.3 kullan�l�rsa

∣∣P∗n,pn,qn(f, x)− f(x)
∣∣

≤ ‖f ′′‖B
2
P∗n,pn,qn((t− x)2;x)

≤ δn,rpn,qn(x)‖f ′′‖

elde edilir.

4.2.2 Teorem

f ∈ C̃B[0,∞) olsun. δn,rpn,qn(x) = 1
q2n

(
p2n − q2n + 2

[n+r]pn,qn

)
(x2 + x) olmak üzere
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∣∣Pn,rpn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ 2Mω2

(
f ;
√
δn,rpn,qn(x)

)
,

e³itsizli§ini sa§layan bir M > 0 reel say�s� vard�r.

�spat

Lemma 4.1.1 ve her g ∈ W 2
∞ için

∣∣Pn,rpn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣

≤
∣∣Pn,rpn,qn(f − g;x)− (f − g) (x) + Pn,rpn,qn(g;x)− g(x)

∣∣
e³itsizli§i yaz�labilir. Lemma 4.2.1 den

∣∣Pn,rpn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ 2 ‖f − g‖C̃B + δn,rpn,qn(x) ‖g′′‖C̃B (4.4)

e³itsizli§i elde edilir. Bu e³itsizli§in sa§ taraf�nda g ∈ W 2
∞ üzerinden in�mum al�n�rsa

ispat tamamlan�r.

4.2.3 Teorem

Her f ∈ C∗ρ [0,∞)

lim
n→∞

∥∥Pn,rpn,qn(f)− f
∥∥
ρ

= 0

d�r.

�spat

Lemma 4.1.2 den
∥∥Pn,rpn,qn(e0)− e0

∥∥
ρ

= 0 ve
∥∥Pn,rpn,qn(e1)− e1

∥∥
ρ

= 0

oldu§u aç�kt�r.
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∥∥Pn,rpn,qn(e2)− e2
∥∥
ρ

= sup
x≥0

|Pn,rpn,qn (t
2;x)−x2|

1+x2

≤
(
p2n−q2n
q2n

+ [2]pn,qn
qn[n+r]pn,qn

)
sup
x≥0

x+x2

1+x2

dir. Dolay�s�yla lim
n→∞

∥∥P∗n,pn,qn(e2)− e2
∥∥
ρ

= 0 olur. Böylece [33] de verilen A. D. Gadjiev

Teoremi kullan�larak ispat tamamlan�r.

Schurer tip (p, q)-Phillips operatörleri için a§�rl�kl� uzaylarda tan�mlanan süreklilik

modülü cinsinden yakla³�m h�z�n bulal�m.

4.2.4 Teorem

f ∈ C∗ρ [0,∞) için öyle bir M(pn, qn, r) pozitif reel say�s� vard�r ki ρ = 1 + x5 olmak

üzere

∥∥Pn,rpn,qn(f)− f
∥∥
ρ
≤M(pn, qn, r)Ω

(
f ;
√
p2n − q2n + 1

[n+r]pn,qn

)
e³itsizli§i sa§lan�r.

�spat

Ω (f ; δ) a§�rl�kl� süreklilik modülünün özelli§inden

|f(t)− f(x)| ≤
(
1 + (t− x)2

) (
1 + x2

)(
1 +
|t− x|
δ

)
Ω(f ; δ) (4.5)

dir. E³. 4.5 e³itsizli§ine Pn,rpn,qn operatörü uygulan�rsa

∣∣Pn,rpn,qn (f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ (1 + x2) Ω (f ; δ)Pn,rpn,qn

((
1 + (t− x)2

) (
1 + |t−x|

δ

)
;x
)

≤ (1 + x2) Ω (f ; δ)
{
Pn,rpn,qn

((
1 + (t− x)2

)
;x
)

+ Pn,rpn,qn

((
1 + (t− x)2

) |t− x|
δ

;x

)}
(4.6)
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olur. E³. 4.6 e³itsizli§inin sa§ k�sm�n�n ikinci terimine Cauchy-Schwarz e³itsizli§i

uygulan�rsa

Pn,rpn,qn

((
1 + (t− x)2

) |t−x|
δ

;x
)

≤
{
Pn,rpn,qn

((
1 + (t− x)2

)2
;x
)}1/2

{
Pn,rpn,qn

(
|t− x|2

δ2
;x

)}1/2

(4.7)

olur. Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.3 den

Pn,rpn,qn

(
1 + (t− x)2 ;x

)
≤ 1 + 1

q2n

(
p2n − q2n + 2

[n+r]pn,qn

)
(x+ x2)

≤M1(pn, qn, r)(1 + x)2, (4.8)

Pn,rpn,qn

((
1 + (t− x)2

)2
;x
)
< M2(pn, qn, r)(1 + x2)2 (4.9)

ve

{
Pn,rpn,qn

(
|t−x|2
δ2

;x
)}1/2

≤ 1
δ

√
1
q2n

(
p2n − q2n + 1

[n+r]pn,qn

)
x(1 + x)

≤ M3(pn, qn, r)

δ

√
p2n − q2n +

1

[n+ r]pn,qn
(1 + x) (4.10)

olacak ³ekilde M1(pn, qn, r), M2(pn, qn, r) ve M3(pn, qn, r) pozitif say�lar� vard�r. M4 =

sup
x≥0

(1 + x2)2(1 + x)/(1 + x5) ve δ =
√
p2n − q2n + 1

[n+r]pn,qn
olmak üzere M(pn, qn, r) >

(M1(pn, qn, r) +
√
M2(pn, qn, r)M3(pn, qn, r))M4 seçilir ve E³. 4.6 ile E³. 4.10 ayn� anda

göz önünde bulundurulursa

∣∣Pn,rpn,qn(f ;x)− f(x)
∣∣ ≤ (1 + x5)M(pn, qn, r)Ω

(
f ;

√
p2n − q2n +

1

[n+ r]pn,qn

)

elde edilir ve ispat tamamlan�r.
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5. SONUÇLAR VE ÖNER�LER

Operatör dizilerinin genelle³tirilmesi ve farkl� özelliklere sahip fonksiyonlara en iyi

yakla³�m oran�n�n hesaplanmas� yakla³�m teorisinin önemli problemidir. Tezin her

bölümünde yeni bir toplamsal-integral tip operatör ve operatörün çe³itli

modi�kasyonlar� tan�mlanarak onlar�n iyi yakla³�m oranlar� elde edilmi³tir.

Öncelikle q−Phillips operatörlerinin bir genelle³tirmesi olan (p, q)−Phillips operatör

dizisi, daha sonra lineer fonksiyonlar� koruyan (p, q)−Phillips operatörleri ve son

olarak lineer fonksiyonlar� koruyan (p, q)−Phillips operatörlerlerinin Schurer tip

modi�kasyonu tan�mland�. Sonras�nda bu operatör dizilerinin [0,∞) aral�§�nda

a§�rl�kl� yakla³�mda h�z oranlar�, Vorononskaja tip teorem ve istatistiksel yakla³�m

özellikleri elde edildi.

Gelecekteki çal�³malarda, tan�mlanan operatör dizisinin farkl� modi�kasyonlar� in³a

edilerek yakla³�m h�z�n�n hesaplanmas�yla yakla³�m oranlar� elde edilebilir.
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