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OZET

(Yiksek Lisans Tezi)

GENELLESTIRILMIS CESARO FARK DIiZILERININ BANACH UZAYININ
KOTHE-TOEPLITZ DUALLERINDE ASIMTOTIK GENISLEMEYEN
FONKSIYONLAR ICIN SABIT NOKTA OZELLIGI

Muhammed OYMAK

Kafkas Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisu

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog. Dr. Veysel NEZIR

1970 yilinda Cesaro Dizi Uzaylari, Shiue tarafindan tanitildi. 1981'de Kizmaz €*, c, ve
c i¢in fark dizi uzaylarin1 tanimladi ve ardindan, 1983'te Orhan, Cesaro Fark Dizi
Uzaylarimi tanitti. Sonrasinda Orhan tarafindan tanitilan bu uzay Et tarafindan 1996’da
ve Tripathy ile arkadaslar1 tarafindan 2005°de her m € N i¢in genellestirilip duali ve
geometrik Ozellikleri incelenmistir. Bu tez calismasinda oncelikle bu uzaylar icin sabit
nokta Ozelligi ele aliniyor. Daha sonra, Goebel ve Kuczumow'un, genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin
Banach uzayinda ¢ok genis bir kapali, sinirli, konveks altkiimeler sinifinin var oldugunu
gosterdiklerini hatirlatiyoruz. 2004'te ise Kaczor ve Prus’in, asimptotik genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin
Banach uzayinda ¢ok genis bir kapali, sinirli, konveks altkiimeler sinifinin var oldugunu
gosterdiklerini hatirlattyoruz. Bu ¢alismada ise benzer sekilde bir Cesaro fark dizi
uzayinin bir Kothe-Toeplitz duali igin analog bir sonug {lizerine ¢alisiyoruz. Bu uzaylarda
afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta o6zelligine sahip genis bir

kapal1, sinirli ve konveks alt kiimelerden olusan sinifin var oldugunu gosteriyoruz. Bu tez



calismasinda ise Kaczor ve Prus’m #1’de yaptigma benzer sekilde Et ve Tripathy ile
arkadaslar1 tarafindan ¢alisilmis genellestirilmis Cesaro fark dizi uzayinin bir Kothe-
Toeplitz duali i¢in analog bir sonug tizerine ¢alisiliyor. Yani, bu uzaylarda afin asimtotik
genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta 6zelligine sahip genis bir kapali, sinirl ve
konveks alt kiimelerden olusan sinifin var oldugunu gosteriliyor. Bununla beraber ikinci
caligma olarak ise yayinlanmis ¢alismamiz ile bu genellestirilmis Cesaro fark dizi
uzaylarmin Kothe-Toeplitz duallerine karsilik gelen Lebesgue benzeri fonksiyon
uzaylarinda Kaczor ve Prus ¢alismasinin ilham aldig1 Goebel ve Kuczumow analogu bir
sonug lizerine ¢alistyoruz. Not ediyoruz ki bu uzay dncelikle L,[0,1] Lebesgue uzayi
icerir ve tezimizde bu uzaylarda genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta ozelligine
sahip genis bir kapali, smirli ve konveks alt kiimelerden olusan sinifin var oldugunu
gosteriyoruz. Son olarak ise yani liglincii c¢alisma olarak yine ayni uzayda; yani
genellestirilmis Cesaro fark dizi uzaylarmin Kothe-Toeplitz duallerine karsilik gelen
Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarinda Kaczor ve Prus analogu c¢alisilarak afin
asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta 6zelligine sahip genis bir kapali,

siirli ve konveks alt kiimelerden olusan sinifin var oldugu gosteriliyor.

Anahtar Kelimeler: genislemeyen fonksiyon, asimtotik genislemeyen fonksiyon, sabit

nokta ozelligi, kapali sinirli konveks kiime, Cesaro Dizi Uzaylari, Kothe-Toeplitz dual
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FIXED-POINT PROPERTY FOR ASYMPTOTICALLY NONEXPANSIVE
MAPPINGS IN KOTHE-TOEPLITZ DUALS OF BANACH SPACE OF
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In 1970, Cesaro Sequence Spaces was introduced by Shiue. In 1981, Kizmaz defined
difference sequence spaces for £, c, and c. Then, in 1983, Orhan introduced Cesaro
Difference Sequence Spaces. Later, this space was generalized by Mikail Et in 1996 and
by Tripathy et al in 2005 for each m € N and its dual and geometric properties were
examined. In this thesis study, first we discuss the fixed point property for these spaces.
Then, we recall that Goebel and Kuczumow showed that there exists a very large class of
closed, bounded, convex subsets in Banach space of absolutely summable scalar
sequences, £ with fixed point property for nonexpansive mappings. In 2004, Kaczor and
Prus investigated if similar result could be done for asymptotically nonexpansive
mappings and they saw that there exists a large class of closed, bounded, convex subsets
in £ with fixed point property for affine asymptotically nonexpansive mappings. So we
consider an analogue result for a Kothe-Toeplitz dual of this generalized Cesaro
difference sequence space which has been studied by Et and Tripathy et al. We show that
there exists a large class of closed, bounded and convex subsets of these spaces with
fixed point property for affine asymptotically nonexpansive mappings. Next, as our

second result which was published, we consider a Goebel and Kuczumow study, the

Vi



inspiration of Kaczor and Prus study, analogue result for the corresponding function space
of a Kothe-Toeplitz dual of a generalized Cesaro difference sequence space which
contains Lebesgue space L;[0,1]. We show that there exists a large class of closed,
bounded and convex subsets of these spaces with fixed point property for nonexpansive
mappings. Then as our the third and the last result, we study Kaczor and Prus analogy for
the same Lebesgue like space; that is, we study in the corresponding function space of a
Kothe-Toeplitz dual of a generalized Cesaro difference sequence space which contains
Lebesgue space L,[0,1] and show that there exists a large class of closed, bounded and
convex subsets of these spaces with fixed point property for affine asymptotically

nonexpansive mappings.

Key Words: nonexpansive mapping, asymptotically nonexpansive mapping, fixed point

property, closed bounded convex subset, Cesaro Sequence Spaces, Kéthe-Toeplitz dual
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR DiZiNi

fl

Co

SNO-GF

SNO-AGF
S(Cy)P
(en)nEN

Mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1

Sifira yakinsak dizilerin Banach uzay1

Genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi
Asimtotik genigslemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi

. X uzayinin Kothe-Toeplitz f —duali

n. terimi 1, digerleri 0 olan [* ve ¢,’1n kanonik baz1



1. GENEL BiLGILER

11 Giris

Bir (X,|[.]) Banach uzaymin herhangi bos olmayan kapali, sinirli ve konveks alt
kiimesinde tanimlanan herhangi bir genislemeyen fonksiyonunun sabit bir noktasi
oldugunda, bu uzaya genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta Ozelligine sahiptir
(SNO-GF) denilir. Yukaridaki ifade her asimtotik genislemeyen fonksiyonu igin
gegerliyse, Banach uzayma asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta
ozelligine sahiptir (SNO-AGF) denilir. Dolayistyla, ele alinan Banach uzayinda en az bir
kapali, sinirli ve konveks bir altkiime ve bu kiime iizerinde tanimlanan en az bir sabit
noktasiz asimtotik genislemeyen fonksiyon bulunabiliyorsa, uzayimiza sno-agf'yi

saglamaz deriz.

Banach uzayin snd-gf’ye sahip olmasi ile yansimali olabilmesi arasinda kuvvetli bir bag
bulunur. Mesela yansimali her Banach uzaymin genislemeyen fonksiyonlar igin sabit
nokta Ozelligine sahip olabilecek sekilde yeniden normlanabildigi ilk olarak Day ve
arkadaglar1 tarafindan [5] caligmasinda gosterilmistir. Ayrica yansimali olmanin
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip olmaya denk olup olmadig:
arastirmacilar tarafindan yillarca sorgulanmis ve bunun dogrulugu sadece Lebesgue
integrallenebilir Banach uzaylarinin alt uzaylari i¢in gegerli oldugu Dowling ve Lennard
[6] gosterilmistir. Bu konu ile baglantili olarak ise en azindan yansimali olmayan ve sabit
nokta Ozelligine sahip olmayan bir Banach uzay1 sabit nokta 6zelligine sahip olacak
sekilde yeniden normlanabilir mi sorusu yillarca ¢oziilmeye calisilmis ve bunun igin
Banach uzaylarda arastirmalarin yapildigi klasik uzaylardan yansimali olmayan mutlak
toplanabilen dizilerin Banach uzayimin sabit nokta 6zelligine sahip olabilecek sekilde
yeniden normlanabilecegi Lin [16] calismasi ile gosterilmistir. Diger 6nemli klasik
uzayimiz olan sifira yakinsak skaler dizilerin Banach uzayinin genislemeyen fonksiyonlar
icin sabit nokta 6zelligine sahip olacak sekilde yeniden normlanabilip normlanamayacagi
¢oOziilememis bir bagka ag¢ik sorudur fakat ek bir hipotez ile bir baska klasik Banach uzay1
icin Maria ile Hernandes Lineares [18] c¢alismasi ile [0,1] Uzerinde Lebesgue
integrallenebilir fonksiyonlarin Banach uzay1 L;[0,1]’in afin genislemeyen fonksiyonlar

icin sabit nokta 6zelligine sahip olacak sekilde yeniden normlanabilecegi gosterilmistir.



Tiim bu ¢alismalarin baslangi¢ noktasinin ise ¢6zimlemesi daha kolay denilebilecek bir
soruya cevap vermeleri ile Goebel ve Kuczumow'un [12] g¢alismasindan dogdugu
sOylenebilir. Goebel ve Kuczumow, genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta
ozelligine sahip £1’in zay1f* topolojisine gore zayif kompakt olmayan kompakt, kapali,
sinirli ve konveks alt kiimelerin ¢ok genis bir smifinin var oldugunu gosterdi. Daha
sonra, Kaczor ve Prus [13] benzer sonucun asimptotik olarak genislemeyen fonksiyonlar
icin yapilip yapilmayacagini arastirdi ve afin asimptotik olarak genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip genis bir kapali, sinirli, konveks altkiimeler
siifinin oldugunu gordiiler. Yakin zamanda, Chris Lennard’in danismanliginda yazilmis
olan Everest’in, doktora tez [9] c¢alismasinda, Kaczor ve Prus'un ¢aligmalari
genellestirilerek afin asimptotik olarak genislemeyen fonksiyonlar igin #1’de sabit nokta

Ozelligine sahip genis siniflar oldugu gosterildi.

Bu tez ¢alismasinda oncelikle, #1'in kapsadig: bir uzay olan ve genellestirilmis Cesaro
fark dizi uzaymin bir Kéthe-Toeplitz duali olan bir Banach uzayi igin Kaczor ve Prus
analojisi tizerinde ¢alisilmaktadir. Yani, bu uzaylarda afinlik kosulu altinda asimtotik
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi ile uzayin ¢ok genis bir kapali, sinirh
ve konveks alt kiimesinin var oldugu gosterilmektedir. Sonrasinda ise yaymlanmis
calismamiz ile bu uzaylara karsilik gelen Lebesgue uzay1 benzeri fonksiyon uzaylari i¢in
Kaczor ve Prus ¢aligmasinin ilham aldigi Goebel ve Kuczumow ¢alismasinin analogu
olarak genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi ile uzayin ¢ok genis bir kapali,
sinirl ve konveks alt kiimesinin var oldugu gosterilmektedir. En son olarak ise yine ayni
Lebesgue benzeri uzaylarda; yani genellestirilmis Cesaro fark dizi uzayinin bir Kothe-
Toeplitz dualine karsilik gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarinda afinlik kosulu
altinda asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi ile uzayin ¢ok genis

bir kapali, sinirli ve konveks alt kiimesinin var oldugu gosterilmektedir.

Simdi Cesaro dizi uzayi tanimini asagidaki haliyle hatirlayalim: 1 < p < oo olmak Uzere

(Zs (%z;::ﬂm)p)l/p < oo}

cesp = {y = (Yn)n cR

ve



1
cese = {y = n © R sup = ¥g_q|yil < 00}
n

olup 1970°de, Shiue [25] tarafindan tanimlanmustir. 1 < p < oo igin £7 C ces,, oldugu ve
1 <p < o igin Cesaro dizi uzaylar1 ces, nin ayrilabilir yansimali Banach uzaylari
oldugu gosterilmistir. Ayrica, Cui ile Hudzik [2], Cui, Hudzik ve Li [3] ile Cui, Meng ve
Pluciennik [4] galismalari tarafindan 1 < p < oo igin Cesaro dizi uzaylari ces,, nin sabit
nokta 6zelligine sahip oldugu gosterilmistir. Bu sonucu farkli yontemlerle ispatlarlar. Bir
yontem Garcia-Falset katsayisin1 hesaplamaktir. Bir Banach uzayi igin Garcia-Falset
katsayist 2'den kiiciikse, genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip
oldugu bilinmektedir [10]. Bu gergegi kullanarak, bu katsayiy1 ces,, i¢in £? icin 21/p
olduguna benzer sekilde hesapladiklarindan, 2/? icin gegerli sonucu Cesaro dizi uzaylar
icin gosterirler. Diger bir gercek ise, uzayin normal yapiya sahip oldugunu gérmeleridir.
Daha sonra, normal yapiya sahip yansimali Banach uzaylarinin sabit nokta 6zelligine
sahip oldugunu gosteren Kirk [15] ¢alismasini kullanarak, uzayin sabit nokta 6zelligine
sahip oldugunu kolaylikla sdylerler. Cesaro dizi uzaylar1 bir derleme ¢alismasi olarak tiim

ayrintilari ile [1]'de goriilebilir.

Daha sonra 1981 yilinda Kizmaz [14] £, ¢ Ve ¢, i¢in fark dizi uzaylarini tanitmistir ve
bunlar sirasiyla smirl, yakinsak ve 0’yakinsak y = (y,),, dizilerin Banach uzaylaridur.
Asagida goriildiigii gibi, bu uzaylar i¢in tanimlar1 x dizisine uygulanan fark operatéri A
Y = (Vk — Vi+1)k tanumui kullanilarak verilmistir.
t2(0) ={y =) c Rl Ay € {7},
c(d)={y=0ncRlAyEC],
¢o(A) ={y = )n € Rl Ay € co}.

Kizmaz, Kothe-Toeplitz duallerini ve bu uzaylarin baz1 6zelliklerini arastirmistir.

Ayrica, mutlak olmayan tipteki Cesaro dizi uzaylari, 1977'de Ng ve Lee [16] tarafindan

su sekilde tanimlanmistir: 1 < p < oo igin

(s ztnf) ” <]

XP :{y:(yn)nCR

ve



o 1
X* = {y = (n © IR%| sup |52}§=1yk| < 00},
n
Ayricabuuzaylarin 1 < p < oo igin £P’ye lineer olarak izomorfik ve izometrik oldugunu
ispatlarlar. Bdylece, sabit nokta teorisi agisindan benzer Ozelliklere sahip olduklari

kolayca ¢ikarilabilir. Yani, genislemeyen fonksiyonlar i¢in 1 < p < oo kosulunda sabit

nokta ozelligine sahiptirler, ancak diger iki durumda basarisiz olurlar.

Daha sonra, 1983'te Orhan [23] Cesaro Fark Dizisi Uzaylarin1 asagidaki tanimlarla

vermistir: 1 < p < oo igin

Y
(o o] " < oo}

Cp = {y = (yn)n cR

ve

1
Co = {y = (}In)n C R|sup |T_IZZ=1A Yk| < oo},
n

Normlarmin ise herhangi bir y = (y,),, noktasinda sirasiyla asagidaki gibi verildigini

ifade etmistir:

1
p\ /p

ve |lylls = |y1l + sup
n

n

1 ZA
n Yk

k=1

Iyl = ol +{ )
n=1

n

1 ZA

n Yk
k=1

Orhan, [23] ¢alismasinda 1 < p < oo igin lineer sinirl bir operator S: C,, — C,, nin var
oldugunu gostermis ve bu operatdor vasitasiyla bu uzaylarin Kothe-Toeplitz

fB —duallerinin sirasiyla asagidaki gibi verilecegini sdylemistir:

S(C,)F ={t = (t,)n € Rl|(nt,), € ¥9} kiburadal <p < wveq = —"

S(C)F = {t = (tp)n < Rl(nty), € £7} ve

S(C)P = {t = (t,),, < R|(nt,), € €'} dir.
Fark dizi uzaylarin1 da ele aldigimiz ve ¢alismalarda genel olarak benzer tip notasyon
kullanildigr igin 1 <p < oo iken C, yerine XP(A) notasyonu kullanmak daha iyi

olabilir.



Not edilmelidir ki Orhan 1 < p < o i¢in XP < XP(A) oldugunu gostermistir. Kolayca
gordlebilir ki 1 <p < oo i¢in XP(A) lineer olarak ¢P’ye izomorfik ve izometriktir.
Boylece, sabit nokta teorisi agisindan benzer Ozelliklere sahip olduklari kolayca
cikarilabilir. Yani, genislemeyen fonksiyonlar i¢in 1 < p < oo kosulunda sabit nokta
ozelligine sahiptirler, ancak diger iki durumda basarisiz olurlar.

Ayrica p = oo igin Ko6the-Toeplitz duallerin Orhan'in ¢alismasinda ve Kizmaz’in

¢alismasindaki £ durumu igin gakistiklari gozlemlenmektedir.

Ayrica Et ve Colak [7] Kizmaz'in ¢alismasinda [14] tanitilan uzaylar1 her m € N igin
asagidaki sekilde genellestirmistir:
2(A™) ={y = (o € R| A™ y € £7},
c(A™) ={y = (o c R[A™y € ¢},
co(A™) ={y = Onln € R A™y € o}
ki burada Ay=Ly) =0k =Y+ A%y = O)d™y = (A™y) =
(A Ly =A™y ) and A™ y = ﬁo(—l)i(T) Vic+i-

Ayrica Et [8] ve Tripathy et. al. [26] ¢alismalari birbirlerinden bagimsiz olarak Orhan
[23] ¢alismasinda tanitilan uzay1 her m € N i¢in asagidaki sekilde genellestirmistir: 1 <

p < oo igin

Y
(i psraamn]) " < oo}

XP(aA™) = {y =@n cR

ve

o 1
Xe(am) = {y = (J)n © Risup |52§§=1Am yk| < 00}
n
dir. Goriildiigii tizere Et'in [8] ¢alismasinda p = co durumu ve Et ve Colak’in [7]
caligmasinda £ durumu i¢in Kothe-Toeplitz dualleri cakismaktadir ve asagidaki sekilde
verilmistir:

Dy, = {t = (t,)n © R|(n™t,), € £'}

= {t = (tdxr CR: [it]l = Z k] < oo}.

k=1
Not edilebilir ki her m € N icin D,,, c £,



Bu dualler igin karsilik gelen fonksiyon uzaymin her m € N igin asagidaki gibi
verilebilecegini gorebiliriz:
1
U, =1 f fonksiyonu I = [0,1] lizerinde ol¢iilebilir: || f|| = ftmlf(t)ldt <

0

Burada her m € N icin L,[0,1] c U,,,, U; c U,, oldugu ve sayma olgiisii kullanildiginda

U,,’in D,,, uzaymna karsilik geldigi gorulecektir.

Daha 6nce de belirttigimiz gibi, bu ¢alismada, bir Cesaro fark dizisi uzayinin bir Ko6the-
Toeplitz duali i¢in Kaczor ve Prus [13] analojisini ele aliyoruz. Yani, bu uzaylarda afinlik
kosulu altinda asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi ile uzayin
cok genis bir kapali, smuirli ve konveks alt kiimesinin var oldugu gosterilmektedir.
Sonrasinda ise yayimlanmis ¢alismamiz ile bu uzaylara karsilik gelen Lebesgue uzayi
benzeri fonksiyon uzaylari i¢in genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi ile
uzayin ¢ok genis bir kapali, sinirli ve konveks alt kiimesinin var oldugu gosterilmektedir.
En son olarak ise yine ayni Lebesgue benzeri uzaylarda; yani genellestirilmis Cesaro fark
dizi uzayinin bir Kothe-Toeplitz dualine karsilik gelen Lebesgue benzeri fonksiyon
uzaylarinda afinlik kosulu altinda asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
ozelligi ile uzayin ¢ok genis bir kapali, sinirli ve konveks alt kiimesinin var oldugu

gosterilmektedir.

Simdi ana sonuglarimizi vermeden Once bazi 6n bilgiler veriyoruz.

1.2  Kuramsal temeller

Bu bélimde 6n bilgiler olarak tez ¢alismasi igin ihtiya¢ duyulan temel tanim, lemma ve

teoremler sunulmaktadir. Bu temel kavramlar igin Goebel ve Kirk’iin [11] ¢alismasindan

yararlanilmigtir.

Tez suresince skaler cismimiz Reel sayilar R kullanilirken ¢ sifira yakinsak reel dizilerin
Banach uzaymi ve #! ise mutlak toplanabilen reel dizilerin Banach uzayin ifade

etmektedir.



Yani,
Co: = {y = (Vn)nenther y, €R ve Tlll_zg'o In = O}

Oyle ki standard norm her x = (V,)nen € o IGIN | ¥ lloo: = SUPpen | V] ile tanimlidir ve

=3y = W )nen:her y, ER ve |y ll;:= Z lynl < OO} :

n=1

Tanim 1.1 [11] (X, lI-Il) bir Banach uzay1 olsun ve C bos olmayan kapali, sinirli,
konveks bir altkiime olsun. Eger bir T: C — C fonksiyonu 6yle bir fonksiyon ki her
2 €[0,1] ve her x,y € C igin T((1—Dx+1y)=(1—DTx) +AT(y) esitligini

saglayan bir fonksiyon ise o zaman T’ye bir afin fonksiyondur denir.

Tanim 1.2 [11] (X, II-Il) bir Banach uzay1 olsun ve C bos olmayan kapali, sinirly,
konveks bir altkiime olsun. Eger bir T: C = C fonksiyonu dyle bir fonksiyon ki her
x,y € C i¢cin | T(x) —T(y) I<Il x — y || esitsizligini saglayan bir fonksiyon ise o

zaman T’ye bir genislemeyen fonksiyondur denir.

Tanmim 1.3 [11] (X, lI-l) bir Banach uzay1 olsun ve C bos olmayan kapali, sinirly,
konveks bir altkiime olsun. Eger her genislemeyen T: C — C fonksiyonu icin, T(z) =
z olacak sekilde en az bir z € C bulunabiliyorsa, C'ye genislemeyen fonksiyonlar i¢in

sabit nokta 6zelligine sahiptir denir [SNO-GF].

Tanim 1.4 [11] (X, lI-Il) bir Banach uzay1 olsun ve C bos olmayan kapali, sinirli,
konveks bir altkiime olsun. Eger bir T: C — C fonksiyonu 6yle bir fonksiyon ki bire
azalarak yakinsayan en az bir skaler (k,),ey dizisi bulunabiliyor ve bu durumda
| T*(x) — T"(y) I< k,, Il x — y |l kosulu her x,y € C ve her n € N icin saglaniyorsa

T fonksiyonuna asimtotik genislemeyen fonksiyon denir.

Tanmim 1.5 [11] (X, II-Il) bir Banach uzay1 olsun ve C bos olmayan kapali, sinirly,
konveks bir altkiime olsun. Eger her asimtotik genislemeyen T: C — C fonksiyonu
icin, T(z) = z olacak sekilde en az bir z € C bulunabiliyorsa, C'ye asimtotik

genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta 6zelligine sahiptir denir [SNO- AGF].



1979'da Goebel ve Kuczumow [12], elde ettikleri bir anahtar lemmay1 kullanarak
#Y’de genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta dzelligine sahip kapali, sinirh ve
konveks alt kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin oldugunu gosterdiler. Bu
anahtar lemmaya gore, eger {x,, } dizisi #1’de zayif y1ldiz topolojisinde bir x noktasina

yakinsayan bir dizi ise, o zaman r(y) = limsup||x,, — y||; olmak lizere herhangi bir
n
y € £ i¢in
r(y) =r() +lly —xli

dir. Bu ger¢ek Goebel ve Kuczumow [12] calismasinda Lemma 1’de ispati ile yer
almaktadir. X® (A)’'nin Kéthe-Toeplitz duali #*'in i¢cinde bulundugundan ve hatta
izometrik olarak ¢Y’e izomorfik oldugundan, Goebel ve Kuczumow'un yukaridaki
onermesi ([12]'daki Lemma 1) X*® (A)’'nin Kothe-Toeplitz duali i¢in de gecerlidir.

Bu gercegi asagidaki lemma ile isimlendirecegiz.

Lemma 1.6 [20] m € N keyfi bir dogal say1 olmak tizere {x,},cn dizisi D,,"'de bir x
noktasina zayif* yakinsak bir dizisi olsun. Sonra her y € D,, i¢in S(y) =

limsupl|x,, — y|| seklinde tanimlansin. Bu durumda her y € D,, icin
n

S =S+ lx—yll
dir.

Bu lemmanin L,[0,1] Lebesgue uzayindaki analogu, Brezis ve Lieb [1]'deki sonug
araciligiyla gozlemlenir. Maria Japon Pineda'nin danismanhiginda yazilan
Herndndez-Linares'in doktora tezi [17]'de bu gercege isaret ettigini asagidaki
lemma ile gozlemleriz. Simdi, Herndndez-Linares'in doktora tezi [17]’sonuclarindan
cikarilan ve bu bolimdeki sonu¢larimiz icin anahtar olacak olan lemmay1 (Lemma

1.8’i) sunuyoruz.

Lemma 1.7 [17] m € N keyfi bir dogal say1 olsun. {f,},en dizisi L;[0,1]'de diizglin
sinirly, reel degerli oOlciilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. f,, dizisinin hemen

hemen her yerde bir f € L;[0,1] noktasina yakinsadigini varsayalim (hh). Sonra her



g € L1[0,1] i¢in S(g) = limsupl||f,, — gll; seklinde tanimlansin. Bu durumda her g €
n

L1[0,1] i¢in

S@ =S +If —gl
dir.

Ele aldigimiz fonksiyon uzayi bir Cesaro fark dizisi uzaymin bir Kéthe-Toeplitz
dualine karsilik gelen fonksiyon uzayi olup L;[0,1] Lebesgue uzayini icerdiginden
ve aslinda L;[0,1]’e izometrik olarak izomorfik oldugundan asagidaki lemma

dogrudan ¢abuk bir sonuc olarak verilebilir.

Lemma 1.8 [21] m € N keyfi bir dogal say1 olmak tizere {f, },en U 'de diizgiin sinirly,
reel degerli Ol¢tilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. f;,, dizisinin hemen hemen her
yerde bir f € U; noktasina yakinsadigini1 varsayalim (hh). Sonra her g € U,, icin

S(g) = limsup||f,, — gl seklinde tanimlansin. Bu durumda her g € U,, i¢in
n

S(@) =SH)+1If =gl
dir.



2. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde iki alt bashk sunulmaktadir. ik baslikta Kaczor ve Prus [13] ¢alismasinin
genel bir halini [9] doktora tezinde mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzay1 i¢in sunmus
olan Everest’in teoremi anlatilmaktadir. Tkinci baslikta ise Nezir ve Ilgar [20] calismas1
anlatilmaktadir ki bahsi gegen calismada genellestirilmis Cesaro fark dizisi uzaymin
Kothe-Toeplitz dualinin en basit hali olan n = 1 durumu igin; yani genel hali ile arastirma
bulgularinda ¢alisilmis, genellestirmesi yapilmig Cesaro fark dizisi uzayinin bir Kothe-
Toeplitz dualinde Kaczor ve Prus analojisi afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin
calisilmaktadir. Simdi 6ncelikle arastirma bulgularina ilham kaynagi olan Kaczor ve Prus

[13] caligmasinin bir genel hali olan [9] doktora tezinde elde edilmis sonuglar alinacaktir.

2.1  Kaczor ve Prus cahsmasi ve £1°de afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar

icin sabit nokta ozelligini saglayan bazi genis simiflar

Daha &nce de bahsedildigi gibi Goebel ve Kuczumow [12] ¢alismasi ile #1’de
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligini saglayan zay1f* kopmakt olmayan,
kapali, sinirli ve konveks kiimelerden olusan ¢ok genis bir sinifin varligi gosterilmistir.
Tez danigmani Nezir’in doktora tez danigsmani Chris Lennard’in yine danigmanlig1 altinda
tamamlanmis olan Everest [9] doktora tez ¢alismasinda ise Goebel ve Kuczumow’un
caligmasi genellestirilerek daha genis siniflarin sn6-gf’yi sagladigi gosterilmistir. Goebel
ve Kuczumow’un ¢aligsmasi sonrasinda, Kaczor ve Prus [13] benzer sonucun asimptotik
olarak genislemeyen fonksiyonlar icin yapilip yapilmayacagini arastirdi ve afin
asimptotik olarak genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip genis bir
kapali, siirli, konveks altkiimeler sinifinin oldugunu goérdiiler. Yakin zamanda, Chris
Lennard’in danigmanliginda yazilmis olan Everest’in, doktora tez [9] ¢alismasinda,
Kaczor ve Prus'un caligmalari genellestirilerek afin asimptotik olarak genislemeyen
fonksiyonlar icin #1’de sabit nokta dzelligine sahip genis smiflar oldugu gosterildi.

Asagidaki teorem ile bu sonug verilmistir.
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Teorem 2.1 [9] b € (0,1) olsun. fi:=be; ve Vn €N igin f,,1:= e,yq ile tanimh
(fidnen dizisi goz 6niine alinsm. Daha sonra ise #1’de asagidaki sekilde tanimlanan

kapal1, sinirh ve konveks E alt kiimesi ele alinsin.

E:={z ty fn: her t, =0 ve Z tn=1}.

n=1 n=1
Bu durumda E kimesi afin asimtotik ||. ||;-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

ozelligini saglar.

Ispat. T: E — E bir afin asimtotik genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda, T afin
oldugundan Everest [9] doktora tezinde yer alan Lemma 1.1.2 geregince en az bir

(x™) _ < E dizisi vardir dyle ki ||[Tx™ —x®™]|| -0 dir. Genelligi bozmadan
neN 1n

gerekirse bir alt diziye gecilerek bir x € #* bulunabilir dyle ki x™ dizisi zayif*
toplolojide x noktasina yakinsar. Bu durumda, Goebel ve Kuczumow [12] ¢alismasinin

Lemma 1°i geregince, Vy € ¢! icin s(y) = limsup”x(”) - y||1 seklinde tanimli bir
n

s: 1 - [0, ) fonksiyonu vardir dyle ki Vy € #1 icin s(y) = s(x) + ||y — x]|, dir.
T asimtotik genislemeyen oldugundan 1 e azalarak yakinsayan [1, co) araliginda en az bir
(Kp)nen dizisi vardir Oyle ki vx,y € E ve Vn € N igin

IT"x = T"ll1 < kpllx = yll1

dir. Buradan ele alinan kiimenin zayif* kapanisini

W:=E" =IZ ty farher t, 20 ve Z tn31}

n=1 n=1
olarak tanimlanir ve iki ayr1 durum ele alinur.
Durum 1: x € E olsun.
m € N sabit tutulsun. Bu durumda, Vn € N i¢in s(T™x) = s(x) + |[|[T™x — x||, ve
s(T™x) = limnsup”me — x(")”1

< limsup”me — Tm(x("))”1 + limsup”x(") — Tm(x("))”1
n n

< kmlimsup”x - x(n)”1 + limsup”x(”) - Tm(x(”))”1
n n

m
< kmlimsup”x - x(”)”1 + limsup Z”Tj_l(x(n)) - Tj(x(”))”l
n n =1

11



m
< kylimsup||x — x(")”1 + limsupz ki [|x® — T(x("))”1
n n =1

= kps(x) dir. (1)
Bu sebeple, ||T™x — x||; < (ky, — 1)s(x) olup m — oo yaklasiminda limit alinirsa
lim||[T™x — x||; = 0 elde edilecektir fakat lim||TT™x — Tx||; < limk,||T™x — x||; =
m m m

0 ve lim||[T™*'x — Tx||; = 0 oldugundan T™x dizisi x ve Tx’e yakinsayacaktir.
m

Dolayisiyla, limitlerin tekligi geregince Tx = x dir.

Durum 2: x € W\E olsun.
Bu durumda W’nin tanimindan x noktasinin Y;—; ¥,.f, formunda yazilacak sekilde
Y1 ¥n <1 ve Vn€eNiginy, =0 kosullari1 saglayan skalerler mevcuttur. Bu

skalerler vasitasiyla 6:=1— Yo, ¥, Ve

hi= 0 + i+ ) Tufa
n=2

olarak tanimlansin. Bu durumda
I|lh — x|l = ||bSeqll; = b6 dir.
Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda Y.;_; t,f, formunda yazilacak sekilde

vneNicin t, 20 ve Y-, t, = 1kosullarini saglayan skalerler mevcuttur.

O halde,
z tifr — Z YiSk
k=1 k=1

ly—xIl,= =b|t1_V1|+z [t — Vel
k=2

1

=blty=yal +b ) lte =il + 1 =D) ) It =il
k=2 k=2

= b btk — Vi

+A=D)) 1t =7l
k=2

tk_z Yk

=1

s s

+A=D)) It =1
k=2

=
1l
=

=Bt (=8 +1A=b) ) ItV
k=2
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Oyleyse,

Ly —xll,> b6+(1—b)z lte — viel = IIh = xll;
k=2

elde edilir.
O halde, hery €e Eveherx e W\E igin|ly — x|l = lh —x|l;, (2)
dir.

Daha sonra ise asagidaki esitsizlikler gozoniine alinir.
s(h) =s() + llh —x|l; < s(x) + IT™h — x[l; = s(T™h)
= limsup||T™h — x®|| | bu durumda (1) esitsizliginde oldugu gibi
n

< limsup||T™h — Tm(x(“))“1 + limsup||x™ — Tm(x(”))“1
n n

< kmlimsup”h — x(")“1 + limsup”x(") - Tm(x("))Hl
n n

m
< kylimsup||h — x(")”1 + limsupZ”Tj_l(x(n)) - Tj(x(n))lll
n n =

m
< kmlimsup”h — x(")”1 + limsup z Kj_4 ||x(") s T(x(”))”1
n n ]=1
= kms(h)
dir.
Bu durumda, s(h) < s(T™h) < kp,s(h) olup m — oo iken limit alinirsa ve
lim k,, =1 oldugu goz Oniine alinarak lim s(T™h) = s(h) oldugu gorilir. Yani,
m m
lims(x) + ||[T™h — x||; = s(x) + ||h — x]||; olacaktir ki bu
m
lim ||[T™h — x|, = |[|h — x]|; (3) oldugu anlamina gelir. Ayrica, her y € E igin
m

0] o

ly—nhl;= Z tefi — (i +0)f1 — Z Yifx

k=1 k=2

Z (tk —v)fk — i +6 —tf
k=2

= > 1t =il + blyy +6 — 1,
k=2
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=Z |ty — vl + b
k=2
SZ |tk—Vk|+bZ [t — Vil
k=2

k=2

Y1+1—Zyk—1+z tk
k=1 k=2

—(1+b)2 6 = 7l

1+b

_(1_

b) z |tk — Vil

b6—b6+(1—b)z Ite — Vil

k=2

|

b(1—(1—6))—b5+(1—b)z It — Vil
k=2 -

b(l—(1—6))+(1—b)z lte — | — b6

iy>+(1—b)z 6 - nl—b@]

k=1

[o e}

5

k=1

1+b[ <
<) |tk—yk|+(1—b>2 6 = el = b
L k=1 k=2
Bu sebeple,
1+b 1+
Iy = hlls < 7= |bles - y1|+z e = yid = b8| = o [y = x Iy~ 1~ xl]
k=2
dir. (4)
Iy —xl,—llh—xll, = Z tkfk—z Yiefe| =
k=1 k=1
2| G- -b8 =11-(1-8)-b5 =1-b)
k=1

dir. Simdi, € > 0 keyfi alinsin ve b € (0,1) oldugu hatirlanilsin. Bu durumda u(¢): =

%s € (0, ) olarak segilsin dyle ki her y = »7°_; tifr € E igin

14



My —x = [lh=xll.l = lly — x|l = [[h — x|l <u
olsun. Bu durumda, (4) geregince ||y — hl|; < g# = ¢ dir. Oyleyse, her £ > 0 icin en

az bir u = u(e) bulunabilir dyle ki |l y — x ll;— ||k — x||1| < pise |ly — k|| < € dir yani

burada E kimesinde lim||z,, — x||; = ||h — x||; olacak sekildeki her (z,),, dizisi icin
n

lim||z,, — h||; = 0 olacag1 sonucu verilmektedir. Bu ise yukaridaki (3) ifadesi geregince

n

lim||T™h — x||; = ||lh — x||; oldugundan, Ilim||[T™h — h||; =0 sonucunun elde

m m

edilecegini soylemektedir.

O halde,
Il h—ThI|l,< lim||[T™h — h||; + lim ||[T™h — Th||,
m m
<k im|[T™*h—nh|;=0
m

elde edilecektir.

Oyleyse yukaridaki iki durumda da Th = h olacak sekilde bir nokta mevcuttur ve
dolayisiyla E afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta o6zelligine
sahiptir.

2.2 Cesaro Dizi Uzaylarinin Kéthe-Toeplitz Dualinde Baz1 Genis Siniflarin Afin
Asimtotik Fonksiyonlar i¢in Sabit Nokta Ozelligi

Bu boliimde, Nezir ve Ilgar calismasi [20]’da yer alan bir Cesaro fark dizisi uzaymin bir
Kothe-Toeplitz duali icin Kaczor ve Prus analojisini ele aliyoruz. ¢! icinde bulunan bu
Banach uzayinda afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta 6zelligi ile

uzayin ¢ok genis bir kapali, sinirli ve konveks alt kiimesinin var oldugunu gosteriyoruz.

Teorem 2.2 b € (0,1) olsun. ¢, ve £’in kanonik bazi (e,)ney yardimiyla bir (fy,)nen
dizisi fi:=be, ve her n> 2 dogal sayisi icin fn:=%en kurali ile tanimlansin.

Sonrasinda ise bu dizi yardimi ile S(C. )? Kothe-Toeplitz dual uzayinda asagidaki

sekilde tanimli bir E = E}, kiimesi ele alinsin.

15



E:={Z tf VneEN, t,>0 ve Ztn=1}.
n=1

n=1

Bu durumda E klimesi afin asimtotik ||. ||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta

ozelligini saglar.

Ispat. b € (0,1) keyfi secilsin. T:E — E bir afin asimtotik genislemeyen fonksiyon

olsun. Bu durumda, T afin oldugundan Everest [9] doktora tezinde yer alan Lemma 1.1.2

geregince en az bir (x(”))nEN C E dizisi vardir 8yle ki ||[Tx™ — x™|| - 0 dir. Genelligi
n

bozmadan gerekirse bir alt diziye gecilerek bir x € S(Cy,)# bulunabilir 6yle ki x™ dizisi

zayif* toplolojide x noktasina yakinsar. Bu durumda, Kuramsal Temeller bolimiinde

tamttigimiz Lemma 1.6 geregince, Vy € S(Cs)? icin s(y) = limsup”x(”) —y||
n

seklinde tanimli bir s:5(C.,)# — [0, ) fonksiyonu vardir 6yle ki Vy € S(C,)# igin
s(y) =s(x) + [ly — x|l dir.

T asimtotik genislemeyen oldugundan 1 e azalarak yakinsayan [1, co) araliginda en az bir
(ky)nen dizisi vardir Oyle ki Vx,y € E ve Vn € N igin

IT"x = T"yll < knllx —
dir. Buradan ele alian kiimenin zay1f* kapanigini

W:=E ={Z th fniher t, =20 ve Z tnSI}

n=1 n=1

olarak tanimlanir ve iki ayr1 durum ele alinir.

Durum 1: x € E olsun.
m € N sabit tutulsun. Bu durumda, Vn € N i¢in s(T™x) = s(x) + ||T™x — x|| ve

s(T™x) = limsup||T™x — x™||
n
< limsup||T™x — T™(x™) || + limsup||x™ — T™(x™)||
n n

< kplimsuplx — || + limsupllx® — 7 (x)
n n
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m
< kyplimsup|x — x™|| + limsup Z”Tj‘l(x(”)) — T/ (x™)]|
n n j=1

m
< fentimsupllx = xO + timsup k5 = T(x )|
n n j=1

= k,,s(x) dir. (5)
Bu sebeple, ||[T™x — x|| < (k,;, — 1)s(x) olup m — oo yaklagiminda limit alinirsa
lim||T™x — x|| = 0 elde edilecektir fakat lim||TT™x — Tx|| < limk,||[T™x —x|| =0
m m m

ve lim||[T™1x —Tx|| =0 oldugundan T™x dizisi x ve Tx’e yakinsayacaktir.
m

Dolayisiyla, limitlerin tekligi geregince Tx = x dir.

Durum 2: x € W\E olsun.
Bu durumda W’nin tanimindan x noktasinin )5 ; ¥,f, formunda yazilacak sekilde
Y1 ¥n <1 ve Vn€Niginy, =0 kosullarim1 saglayan skalerler mevcuttur. Bu

skalerler vasitasiyla 6:=1— Y7, ¥, Ve

hi= 0 + i+ ) Tafa
n=2

olarak tanimlansin. Bu durumda
||h — x|| = ||bde,|| = b6 dir.
Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda Y:;_; t,f,, formunda yazilacak sekilde

vn € Nicin t, =0 ve Y, t, = 1kosullarini saglayan skalerler mevcuttur.

O halde,
Z tifk —
k=1

=blty =72l +b ) It =yl + =5 ) It =1l
k=2 k=2

oo

ly —xll =

Vefel| = Blts =1l + ) 1t = 7l
1 k=2

tk — Yk

+A=D)) It =1
k=2

tk_z Yk

=1

s s

+A=D) ) It =7l
k=2

&
I
Juy
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=b|1—(1—6)|+(1—b)z |tk — Vil
k=2

Oyleyse,

Iy =2l = b8+ (1= b) ) It =yl = I =]
k=2

elde edilir.

O halde, hery € Eveherx € W\E icin ||y — x|l = ||lh—x|l; (6)
dir.

Daha sonra ise asagidaki esitsizlikler gozoniine alinir.

s(thy =s(x) + ||h—x]| <s(x)+ ||[T™h — x|| = s(T™h)

= limsup||[T™h — x™|| bu durumda (1) esitsizliginde oldugu gibi
n

< timsupl[Th = T (:O)| + timsupl[x ~ 77 ()|
n n

< kntimsup| = x] + imsup®) ~ 7 )|
n n

m
< kyplimsup||h — x™|| + limsup Z”Tj_l(x(”)) — T/ (x™)]
n n j=1

m
< klimsupllh = x| + limsup ) ks [+ =7 ()]
n n =
= kp,s(h)
dir.
Bu durumda, s(h) < s(T™h) < k,,s(h) olup m — oo iken limit alinirsa ve

lim k,, =1 oldugu goz Oniine alinarak lim s(T™h) = s(h) oldugu goriilir. Yani,
m m

lims(x) + |IT™h — x|| = s(x) + ||h — x]|| olacaktir ki bu lim ||T™h — x|| = ||h — x||
m m

(7) oldugu anlamina gelir. Ayrica, her y € E igin

(09) o8]

by =hll =D tefe = a + D= ) vk

k=1 k=2

= Z G —vidfe — (i + 6 —tf
k=2
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=Z|tk—yk|+b|y1+6—t1|

:thk Yel +b Y1+1—Z)/k—1+z t
k—

thk yk|+b2|tk Vil

=2

8

8

=

—(1+b)Z|tk v
1+b
=L(1—b)2|tk Yl

::i—:TE bd — bé + (1'_li):£:|tk _'YRII

=T b(1—(1—6))—b6+(1—b)z |t = Vil

= b(l—(1—6))+(1—b)z lte — vicl — b6

=%—b(i by — i)/)"'(l—b)z ltx — Vk|—b5]

k=1 1

> |tk—yk|+(1—b)z |tk—yk|—b5]
k=1 k=2

Uy
+
S

<——|b

Uy
I
S

Bu sebeple,

1+b 1+b
||y—h||sm[b|t1 y1|+2|tk Vel - bS‘ Ty = xll = Ik — Il

dir. (8)
Ayrica,
by =2l =lh =2l = | tefi = ) vifi| -
k=1 k=1
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o)

Z (tx — Vi)

k=1

= —bs =|1-(1-8)|—-bs§ =1 -b)d

dir. Simdi, € > 0 keyfi alinsin ve b € (0,1) oldugu hatirlanilsin. Bu durumda pu(¢): =
& € (0, 0) olarak secilsin dyle ki her y = Y2, t,f, € E iin

Ny —xll = llh=xlll < lly = x| = [[h — x|l <
olsun. Bu durumda, (8) geregince ||y — h||; < gu = ¢ dir. Oyleyse, her £ > 0 igin en
az bir u = u(e) bulunabilir dyle ki ||ly — x|| — |lh — x||| < u ise |ly — k|| < & dir yani
burada E kimesinde lirrlnllzn — x|l = ||lh — x|| olacak sekildeki her (z,), dizisi igin
li1£n||Zn — h|| = 0 olacagi sonucu verilmektedir. Bu ise yukaridaki (7) ifadesi geregince

lim||T™h — x|| = ||h — x|| oldugundan, lim||T™h — k|| = 0 sonucunun elde edilecegini
m m

sOylemektedir.
O halde,
|h — Th|| < lim |[T™h — k|| + lim |[T™h — Th]||
m m

< ki lim [|[T™*h — k|| =0
m

elde edilecektir.
Oyleyse yukaridaki iki durumda da Th = h olacak sekilde bir nokta mevcuttur ve

dolayisiyla E afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta 6zelligine

sahiptir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Arastirma bulgularimiz (i alt basliktan olusmaktadir. I1k baslikta éncelikle Nezir ve Ilgar
[20] calismasini genellestiren, Nezir ve Given [19] ¢alismasinda sunulan, keyfi m € N
icin genellestirilmis bir Cesaro fark dizileri uzayr X® (4™)’nin Kothe-Toeplitz duali D,,
icinde afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip zayif
kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks bazi kiimelerden olusan genis siniflarin
varligr gosterilmektedir. Ikinci baslikta ise Nezir ve Oymak [21] calismamizda
gosterilmis olan sonug olarak keyfi m € N i¢in genellestirilmis bir Cesaro fark dizileri
uzayt X*(4™)’nin Kothe-Toeplitz duali D,,’ye karsilik gelen Lebesgue benzeri
fonksiyon uzay1 Uy, ’de genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip zay1f
kompakt olmayan, kapali, smirlt ve konveks bazi kiimelerden olusan genis siniflarin
varligr gosterilmektedir. Son baslikta ise danisman hocamiz Nezir ile hazirlamakta
oldugumuz ¢alismamizda anlatilan ve arastima konumuzun bulgular1 olarak ikinci
baslikta ¢alismis oldugumuz Lebesgue benzeri fonksiyon uzay1 U, i¢cin Kaczor ve Prus
analojisi ele alinmaktadir. Yani keyfi m € N igin genellestirilmis bir Cesaro fark dizileri
uzayt  X“(4™)’nin Kothe-Toeplitz duali D,,’ye karsilik gelen Lebesgue benzeri
fonksiyon uzay1 U,,’de afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
Ozelligine sahip zayif kompakt olmayan, kapali, sinirli ve konveks bazi kiimelerden

olusan genis siniflarin varlig1 gosterilmektedir.

Not edilebilirki tezin 1.2 kuramsal temeller alt bagliginda belirtildigi gibi her m € N igin
L,[0,1] c U,,, U, c U,, oldugu ve sayma ol¢iisii kullanildiginda U,,,’in D,,, uzayina
karsilik geldigi U, nin tanimindan kolaylikla anlasilabilmektedir.

Simdi sirasiyla bu alt bagliklar ele alinmaktadir.

3.1  Cesaro Dizi Uzaylarinin Kéthe-Toeplitz Dualinde Bazi Genis Siniflarin Afin
Asimtotik Fonksiyonlar i¢in Sabit Nokta Ozelligi

Bu bolimde, Nezir ve Given calismasi [19]’da yer alan bir Cesaro fark dizisi uzayinin

bir Kéthe-Toeplitz duali igin Kaczor ve Prus analojisini ele aliyoruz. £ icinde bulunan
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bu Banach uzayinda afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligi ile

uzayin ¢ok genis bir kapali, sinirli ve konveks alt kiimesinin var oldugunu gdsteriyoruz.

Teorem 3.1 m € Nve b € (0,1) keyfi olsun. ¢, ve £1’in kanonik bazi (e,,) ney yardimiyla
bir (f;)nen dizisi fi:=be; ve her n > 2 dogal sayisi igin f,: = nimen kurali ile
tanimlansin. Sonrasinda ise bu dizi yardim ile D,, = X*(4™) Kothe-Toeplitz dual
uzayinda asagidaki sekilde tamiml bir E™ = E,, (M) kiimesi ele alinsin.

E(m):z{z tofa: VREN,  t, >0 ve Z thy = 1} .

n=1 n=1

Bu durumda E(™ c D,, kiimesi afin asimtotik ||. ||-genislemeyen fonksiyonlar icin sabit

nokta 6zelligini saglar.

Ispat. meN ve be(0,1) keyfi secilsin. T:EM™ — E(M bir afin asimtotik
genislemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda, T afin oldugundan Everest [9] doktora

tezinde yer alan Lemma 1.1.2 geregince en az bir (x("))neN c EM dizisi vardir dyle ki
||Tx(”) —x™ || — 0 dir. Genelligi bozmadan gerekirse bir alt diziye gegilerek bir x € D,y,
n

bulunabilir yle ki x(™ dizisi zayif* toplolojide x noktasina yakimsar. Bu durumda,
Kuramsal Temeller boliimiinde tanittigimiz Lemma 1.6 geregince, Vy € D,, igin s(y) =

limsup|[x™ —y|| seklinde taniml1 bir s: D,,, - [0, o) fonksiyonu vardir dyle ki Vy €
n

D, icin s(y) = s(x) + ||y — x]| dir.

T asimtotik genislemeyen oldugundan 1 e azalarak yakinsayan [1, 0o) araliginda en az bir
(K nen dizisi vardir dyle ki vx,y € E(™ ve vn € N igin

IT"x =T yll < kyllx =yl
dir. Buradan ele alinan kiimenin zay1f* kapanisi

*

—_Ww
W:=Em ={Z tn fn:her t, =0 ve Z tn31}

n=1 n=1

olarak tanimlanir ve iki ayr1 durum ele alinir.
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Durum 1: x € E™ olsun.
p € N sabit tutulsun. Bu durumda, vn € N igin s(T?Px) = s(x) + ||T?x — x|| ve

s(TPx) = limsup||TPx — x™@||
n
< limsup||TPx — TP (x™)|| + limsup|[x™ — TP (x®))|
n n

< kplim:up”x —x®|| + limfup”x(”) — 7P (x®)|

p
< kplim:up”x —x™| + limiup2||Tf‘1(x(")) — T/ (x™)||
=1

p
< kplimrfupﬂx — x| + lim:up Z iy ||x® = T(x®))
=

= kys(x) dir. 9
Bu sebeple, ||[TPx — x| < (kp — 1)s(x) olup p = oo yaklagiminda limit alinirsa

lim||TPx — x|| = 0 elde edilecektir fakat lim||TTPx — Tx|| < limk,||TPx — x|| = 0 ve
m 14 4

lim||TP*1x — Tx|| = 0 oldugundan TPx dizisi x ve Tx’e yakinsayacaktir. Dolayisiyla,
P

limitlerin tekligi geregince Tx = x dir.

Durum 2: x € W\E™ olsun.
Bu durumda W’nin tanimindan x noktasinin };—; ¥,.f, formunda yazilacak sekilde
Y1 ¥n <1 ve Vn€eNiginy, =0 kosullari1 saglayan skalerler mevcuttur. Bu

skalerler vasitasiyla 6:=1— Yo_; ¥, Ve

hi= O+ O+ ) Wafa
n=2

olarak tanimlansin. Bu durumda
I|lh — x|| = ||bSe;|| = bé dir.
Diger taraftan, y € E(™ keyfi bir nokta oldugunda Y., t,f,, formunda yazilacak

sekildeVn € Nigin t, =0 ve Yy, t, = 1kosullarini saglayan skalerler mevcuttur.

O halde,
ly — x|| = Z tifk — Z YiSk
k=1 k=1

=bley = 7al + ) It =il
k=2
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=blty=yal +b ) lte =il + A =D) ) It =il
k=2 k=2

Zb tk_yk

+(1 —b)z It — Vil
k=2

tk_z Yk

=1

s s

=b

FA=D)) It =7l
k=2

&
I
Juy

=b|1—(1—6)|+(1—b)z |tk — Vil
k=2

Oyleyse,

Iy =2l = b8 + (1= b) > [t =yl = I =]
k=2

elde edilir.

O halde, her y € E(™ ve her x € W\E™ icin ||y —x|| = ||lh — x||  (10)
dir.
Daha sonra ise asagidaki esitsizlikler gozoniine alinir.
s(thy=s(x)+ ||h—x| <s(x)+ |ITPh — x|| = s(TPh)
= limﬁsup”Tph — x™|| bu durumda (9) esitsizliginde oldugu gibi

< limsup||TPh — TP (x™) || + limsup||x™ — TP (x™))|
n n
< kplimsup][h = x| + limsup|[x® — 17 ()|
n n

4
< kplimsupllt = 5 + imsup Y [/ () = T/
j=1

p
< kylimsup||h — x®™|| + limsup Z Ky [ = T(x®)|
n n ]=1
= kps(h)
dir.

Bu durumda, s(h) < s(T?h) < k,s(h) olup p — oo iken limit alinirsa ve
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lign k, =1 oldugu gbz Oniine almarak li;n s(TPh) = s(h) oldugu gorilar. Yani,

lims(x)+ ||ITPh — x|| = s(x) + ||h — x|| olacaktir ki bu lim ||TPh —x|| = ||h — x||
P P

(11) oldugu anlamina gelir. Ayrica, her y € E(™ igin

(09 o8]

by =hll ={|> tefe— 0a+ Of = ) vifi

k=2

(tk—v)fk — i + 6 —tf

I
is T

|ty — Vil +blys + — t4]

Y1+1 Z)/k—1+ztk

|ty — Vil +bz It — Vil

| — Ykl +b

Il
] "TM8 EMS g

IA
=
I
N

—(1+b)Z|tk vl
=—(1—b)2|tk il

1+b| = '
- b(l—(l—d))—b5+(1—b)z It — vl
| k=2 |

1+b

- b(l—(l—&))+(1—b)z It, — il — b6

iib(i te - zy)ﬂl—b)z o = ykl—bal

k=1 k=1

b It —vil + (1—b)z 6= vl —b6]
L k=2

k=1

IA
(R R
I‘+
[l B eyl

Bu sebeple,

25



1+b c 1+5b
Iy = hll < T [blts = val + Z It = viel = b8 | = T [lly —xll = llh = xIl]
k=2
dir. (12)
Ayrica,
Iy =2l =l =xll = D tefi= > vihi| b8
k=1 =1

—bs =|1-(1-8)|—-bs =1 -b)d

= Z (tx — Vi)
k=1

dir. Simdi, € > 0 keyfi alinsin ve b € (0,1) oldugu hatirlanilsin. Bu durumda pu(¢): =

& € (0, ) olarak segilsin dyle ki her y = %52, t,f,, € E™ igin

Ny —xll = lh = x|l < lly — x| = [[hn = x|l <
olsun. Bu durumda, (12) geregince ||y — h||; < g# = e dir. Oyleyse, her e > 0 igin en
az bir u = u(e) bulunabilir dyle ki |||y — x|| — ||k — x]||| < u ise ||y — k|| < & dir yani
burada E™ kiimesinde liznllzn — x|| = ||h — x|| olacak sekildeki her (z,),, dizisi icin
lirrlnllzn — h|| = 0 olacag1 sonucu verilmektedir. Bu ise yukaridaki (11) ifadesi geregince
lignllTph — x|| = [|h — x|| oldugundan, lignllTph — h|| = 0 sonucunun elde edilecegini

sOylemektedir.
O halde,
lh — Th|| < lim ||T?h — h|| + lim ||TPh — Thl|
P P

< klim |ITP*h— k|| = 0
p

elde edilecektir.
Oyleyse yukaridaki iki durumda da Th = h olacak sekilde bir nokta mevcuttur ve

dolayistyla E™ afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta 6zelligine

sahiptir.
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3.2  Cesaro Dizi Uzaylarinin Kéthe-Toeplitz Dualine Karsilik Gelen Lebesgue-
benzeri Fonksiyon Uzaylarinda Genislemeyen Fonksiyonlar i¢in Sabit Nokta

Ozelligine Sahip Genis Siniflar

Bu bolimde, Nezir ve Oymak [21] ¢alismamizda gosterilmis olan sonug olarak keyfi m €
N i¢in genellestirilmis bir Cesaro fark dizileri uzay1r X*(4™)’nin Kothe-Toeplitz duali
D,,’ye karsilik gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzayr U,,’de genislemeyen
fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip zayif kompakt olmayan, kapali, siirli ve
konveks baz1 kiimelerden olusan genis siniflarin varligi gosterilmektedir.

Burada bu genis siniflara 6rnek olan kiimeler asagidaki orneklerle sunulmakta ve

sonrasinda bu kiimelerin her biri igin gegerli olan tek bir teorem verilmektedir.

Ornek 3.2 [21] m € N ve b € (0,1) keyfi olsun. (e,)ney dizisi Vn € N igin e,: =
(n+ D)t™™ formull ile verilmek Uzere fi:=bey,fo:=be, ve n >3 icin f,:=e,
kural1 ile tanimlanan (f;,)ney dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen

U,,,’nin kapali, siirli ve konveks alt kiimesi E(™ ele alinsin.

Em). = {Z Bufu: VIEN, ;2 0ve Y f= 1} -
n=1

Ornek 3.3 [21] m € N ve b € (0,1) keyfi olsun. (e,),en dizisi Yn € N icin e,: =

nt
o  formulii ile verilmek lizere f,: = b ey fy: = b e; ven 2 3igin f,: = e,, kuraliile

tm(en_
tanimlanan (f;)ney dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen U, nin

kapali, smirli ve konveks alt kiimesi E™ ele alsin.

E(m):={z Bnfn: VN EN, t, =0 ve Zﬂnzl}'
n=1 n=1

Ornek 3.4 [21] m € N ve b € (0,1) keyfi olsun. (e,),en dizisi Yn € N icin e,: =

nent

m)(m%] formulii ile verilmek Uzere fi:=be;,foi=be, ve n =3 igin f:=e,

kural1 ile tanimlanan (f;,)ney dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen

U,,,’nin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi E(™ ele alinsin.
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Ornek 3.5 [21] m € N ve b € (0,1) keyfi olsun. (e,),ey dizisi Yn € N icin e,: =

4an

- : . L _ o R £
—ntm(1+n2t2)X[0,%] formulii ile verilmek Uzere fi:=b e, ,f,:=bey,ven =3 icgin f,:=e,

kural ile tanimlanan (f;,),ey dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen

U,,,’nin kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi E ™ ele alinsin.

E(m):={z Bnfa: VN EN, tn 20 ve Zﬁn:l}'
n=1

Teorem 3.6 [21] Her m € N ve b € (0,1) igin yukaridaki 6rneklerde yer alan her bir E (™)

kiimesi || . ||-genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Ispat. m € N ve b € (0,1) keyfi olsun. T: EM™ — E(™ genislemeyen fonksiyon ise

|Tx™@ — x| — 0 kosulunu saglayan en az bir yaklasik sabit nokta dizisi (x (n))neN €

E(™ vardir. O halde genelligi bozmadan gerekirse bir alt diziye gecis yapilarak en az bir
x € U, bulunabilir éyle ki x™ dizisi bu x noktasina zayif* topolojide yakinsaktir.
Oyleyse, Lemma 1.8 ile verilen Goebel ve Kuczumow analog gercekligi geregince Vy €

Up icin s(y) = limsup|[x™ —y|| seklinde taniml bir s:U,, > [0,0) fonksiyonu
n

vardir oyle ki Vy € Uy, i¢in s(y) = s(x) + ||y — x|| dir.

Buradan ele alinan kiimenin zayif* kapanisi

W* [ee] 0
w:=Em" = {Z Bofa: her By =0 ve 2 B, < 1}
n=1 n=1

olarak tanimlanir ve iki ayr1 durum ele alinir.

Durum 1: x € E(™ olsun.
Bu durumda, Vn € N icin s(Tx) = s(x) + ||Tx — x|| ve

s(Tx) = limsup||Tx — x™||
n

< limsup||Tx — T(x™)|| + limsup||x™ — T(x™)||
n n

28



< limsup||x — x™|| + 0 = s(x) dir. (13)
n

Bu sebeple, s(Tx) =s(x) + ||[Tx —x|| < s(x) ve dolaysiyla ||Tx — x| =0 dir. O
halde, Tx = x dir.

Durum 2: x € W\E™,
Bu durumda, x noktas1 Vn € Niginy, = 0ve Y5, ¥, < 1 kosulunu saglayan katsayilar

vasitasiyla };n—q ¥Ynfn formunda yazilir.

Buradan §:=1-Y%, y,vea € [_“ I:

?,34‘ 1] icin

hai= O+ @®fs + (2 + (1= DO, + ) W
n=3

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

lhy, — x|l = |labbe; + (1 — a)be,|| < bla|S + b|1 — al6 = bS
dir. Bu sebeple |[|h, — x|| fonksiyonu a € [0,1] iken minimum degerine ulasir ve bu
minimum degeri bd sayisini agamaz.
Simdi y € E(™ noktas1 Vn € N igin B,, > 0 esitsizligini ve Yoy B, = 1 denklemini
saglayan skaler katsayilar yardimiyla },7°_; B, f, formunda yazilir ise

i Brfr — i Yicfe
k=1 k

=1

[oe)

ly = xll = i Bfi= ) Vil
k=1

k=1

= i B — Vi) fre
k=1

:j:t Z(ﬁk—]’k)fk dm = fol

| 'S G- vothm
k=1

= i Bk — vi)
k=1

= 1—2)%

k=1

dm

2 (Bx — vi)tfi
k=1

v
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olacaktir; dyleyse,

ly — x|l = b6 = |[hy — x||
dir.

Simdi A: = {h, : a € [0,1]} olarak tanimlansin. Ag¢ikg¢a goriilebilir ki, A kiimesi tanimi
geregince kompakt bir kiimenin siirekli bir fonksiyon altinda gériintiisii oldugundan E (™)
kiimesinin kompakt bir alt kiimesi olacaktir. Konveksligi ise kolayca tanimindan

anlasilmaktadir.

Simdi ||y — x|| ifadesinin minimum degerine y = h, noktasinda ulastig1 da géz Oniine
alindiginda, her h € A i¢in 6ncelikle elimizde asagidaki esitsizlik olacaktir.
s(h) =s(x) + ||h — x]|| <s(x)+ ||[Th — x|| = s(Th) fakat buradan

= limr.:sup”Th — xM|| elde edilir ve ayni sekilde (13) esitsizligi geregince
< limnsupHTh —T(xM)| + lim:up”x(”) —T(x™)|
< timsupl|h = 2] + timsup|[x® — ()|
< limfup”h —x™| +0

= s(h) olacaktir.
Bu sebeple s(h) < s(Th) < s(h) ve dolayisiyla s(Th) = s(h) dir. Oyleyse, s(x) +
ITh — x|| = s(x) + |[|h — x]|| olup ||Th — x|| = ||h — x|| elde edilir. Yani, Th € A dir
fakat bu T (A) € A oldugunu soyleyecektir. Buradan ise T siirekli fonksiyon oldugundan,
Schauder’in Sabit Nokta Teoremi [24] geregince T fonksiyonunun bir sabit noktasi
oldugu ve bu noktanmn |ly — x|| : y € E™ ifadesinin tek minimize eden degeri olan h

oldugunu yani Th = h oldugunu sdyleyecektir.

Bu sebeplerle, E™ c U,, arzu edildigi gibi SNO-GF’ye sahiptir.
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3.3  Cesaro Dizi Uzaylarinin Kéthe-Toeplitz Dualine Karsilik Gelen Lebesgue-
benzeri Fonksiyon Uzaylarinda Afin Asimtotik Geniglemeyen Fonksiyonlar i¢in Sabit

Nokta Ozelligine Sahip Genis Siniflar

Arastirma bulgularimizin son alt baslig1 olan bu boliimiimiizde danisman hocamiz Nezir
ile hazirlamakta oldugumuz ¢alismada anlatilan ve arastima konumuzun bulgulari olarak
ikinci baslikta ¢alismis oldugumuz Lebesgue benzeri fonksiyon uzay1 U, icin Kaczor ve
Prus analojisi ele alinmaktadir. Yani keyfi m € N i¢in genellestirilmis bir Cesaro fark
dizileri uzayr X (4™)’nin Kéthe-Toeplitz duali D, ye karsilik gelen Lebesgue benzeri
fonksiyon uzay1 Up’de afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
ozelligine sahip zayif kompakt olmayan, kapali, siirli ve konveks bazi kiimelerden

olusan genis siiflarin varlig1 gosterilmektedir.

Burada bu genis siniflara 6rnek olan kiimeler asagidaki oOrneklerle sunulmakta ve

sonrasinda bu kiimelerin her biri i¢in gecerli olan tek bir teorem verilmektedir.

Omek 3.7 meN ve b€ (0,1) keyfi olsun. (e,)neny dizisi Vn € N icin e,:=
(n+ D)t™™ formull ile verilmek Uzere fi:=be; ve n > 2 icin f,: = e, kural ile
tanimlanan (f;)ney dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen U, nin

kapali, smirli ve konveks alt kiimesi E™ ele alnsin.

E(m):={z Bnfn: YV EN, t, =20 ve Zﬂn:l}'
n=1 n=1

nent

Ornek 3.8 m € N ve b € (0,1) keyfi olsun. (e,)qey dizisi Vn € N igin e,: = P

formult ile verilmek tzere f;: = b e; ven = 2igin f,,: = e, kurali ile tanimlanan (f;,) ey
dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen U,,’nin kapali, smirli ve

konveks alt kiimesi E™ ele alinsin.

E(m):Z{Zﬁnfn: vn €N, thOveZanll'
n=1
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Ornek 3.9 meN ve b€ (0,1) keyfi olsun. (ey)ney dizisi Vn €N icin e,:=

nent

mX[O%] formull ile verilmek lzere fi:=be; ve n > 2 igin f,:= e, kurali ile

tanimlanan (f;)ney dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen U, nin

kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi £™ ele alinsin.

EM: = {2 Bofa: VREN, £, 20 ve 2 Pn = 1} :
n=1

Ornek 3.10 m e N ve b € (0,1) keyfi olsun. (e,)ney dizisi Vn € N igin e,:=

4an

- . . L = oo £ .o :
—ntm(1+n2t2)X[0,%] formuli ile verilmek Uzere fi:=b e, ven = 2 igin f,,: = e, kuraliile

tanimlanan (f;,),en dizisi yardimiyla olusturulmus asagidaki sekilde goriilen U, nin

kapali, smirli ve konveks alt kiimesi E™ ele alinsin.

E(m):={z Bnfn: VN EN, t, 20 ve Zﬁn:l}'
n=1

Teorem 3.11 Her m € N ve b € (0,1) igin yukaridaki drneklerde yer alan her bir E(™

kiimesi afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar igin sabit nokta 6zelligine sahiptir.

Ispat. m € N ve b € (0,1) keyfi secilsin. T: E™ — E(™ genislemeyen fonksiyon ise

||Tx(”) —x™ || — 0 kosulunu saglayan en az bir yaklasik sabit nokta dizisi (x (”))neN €
n

E(™ vardir. O halde genelligi bozmadan gerekirse bir alt diziye gecis yapilarak en az bir
x € U, bulunabilir dyle ki x(™ dizisi bu x noktasma zayif* topolojide yakinsaktir.
Oyleyse, Lemma 1.4 ile verilen Goebel ve Kuczumow analog gergekligi geregince Vy €

Un igin s(y) = limsup||x™ —y|| seklinde tammli bir s:U,, — [0,0) fonksiyonu
n

vardir 8yle ki Vy € U, icin s(y) = s(x) + ||y — x| dir.

Buradan ele alinan kiimenin zay1f* kapanisi

W* [o0] [ee]
W:=Em 2{2 Bnfn: her B, =0 ve Z BnS1}
n=1 n=1

olarak tanimlanir ve iki ayr1 durum ele alinir.
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Durum 1: x € E™ olsun.
p € N sabit tutulsun. Bu durumda, ¥n € N i¢in s(T?x) = s(x) + ||[TPx — x|| ve

s(TPx) = limsup||TPx — x™||
n
< limsup||TPx — TP (x™)|| + limsup|[x™ — TP (x®))|
n n

< kplim:up”x —x®|| + limfup”x(”) — 7P (x®)|

p
< kplim:up”x —x™| + limiup2||Tf‘1(x(")) — T/ (x™)||
=1

p
< kplimrfupﬂx — x| + lim:up Z iy ||x® = T(x®))
=

= kys(x) dir. (14)
Bu sebeple, ||[TPx — x| < (kp — 1)s(x) olup p = oo yaklagiminda limit alinirsa
lim||TPx — x|| = 0 elde edilecektir fakat lim||TT?x — Tx|| < limk,||TPx — x|| = 0 ve
m m m

lim||T?*1x — Tx|| = 0 oldugundan T?x dizisi x ve Tx’e yakinsayacaktir. Dolayisiyla,
m

limitlerin tekligi geregince Tx = x dir.

Durum 2: x € W\E®™ olsun.
Bu durumda W’nin tanimindan x noktasinin Y5, ¥,.f, formunda yazilacak sekilde
Y1 Yn <1 ve VneNiginy, >0 kosullarin1 saglayan skalerler mevcuttur. Bu

skalerler vasitasiyla 6:=1— Y7, v, Ve

hi= (0 +Ofi + ) Tk
n=2

olarak tanimlansin. Bu durumda
||h — x|| = [|bde;|| = bé dir.
Diger taraftan, y € E keyfi bir nokta oldugunda Y7, t,f, formunda yazilacak sekilde

vneNicin t, >0 ve Yo_; t, = 1kosullarin saglayan skalerler mevcuttur.

O halde,
Z tifk — Z Yifk
k=1

k=1

ly —xll =
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Yifi|dm

[ee)

=J01§tkfk_

co

Z (tk — Vi) fx

k=1
Z (tk — Vi) fe
k=1

:f:

dm

1
dmzf
0

z (tk — Vi) fx
k=1

1 (o]
>\[ 3 6 - vfdm
0 k=1
= Z (tx — vi)
k=1
=1- Z Yk
k=1
=0
Oyleyse,
ly — x|l = b6 = ||h — x||
elde edilir.

O halde, hery € E™ ve her x € W\E icin |ly — x|| = |ly — x|]|  (15)
dir.
Daha sonra ise asagidaki esitsizlikler gozoniine alinir.
s(th) =s(x)+ ||h—x|| <s(x) + ||IT?h — x|| = s(T?h)
= limﬁsup”Tph — x™)|| bu durumda (10) esitsizliginde oldugu gibi

< timsupl[T7h = T2 ()| + timsup ) — 77 ()|
n n

< kplimrfup”h —x™|| + limnsup”x(") — TP (x™)|

p
< kylimsupl|h <] + timsup " [1774 (<) ~ /()]
=1

p
< kplimnsuth —x®| + limnsupz kiy [ = T(x®)|
j=1

J
= k,s(h)
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dir.

Bu durumda, s(h) < s(TPh) < k,s(h) olup p — oo iken limit almirsa ve limk, = 1
P

oldugu goz oniine alinarak lim s(TPh) = s(h) oldugu gorilir. Yani, lim s(x) +
P P
ITPh — x|| = s(x) + ||h — x|| olacaktir ki bu lim ||TPh — x|| = ||h — x|| (16) oldugu
P

anlamina gelir. Ayrica, her y € E(™ igin

oo (o9)

by =hll =Y tefi = 0n+Ofi= ) vk

k=1 k=2

D = 1fe— (n+ 8- tf;

Z tker — Z Yiex — b(8 +y1 —te | dm

k= k=2

[

N

=

< f |t — vilexdm + b|6 +y; — t4]
0

|t — Vil +blys +6 — t4]

y1+1_zyk—1+z tk

|ty — Vkl"'bthk Ykl

|tk Yel + b

Ns 1 s s

=
L
N

= (1+b)z |tk — Vil

=—(1—b)z 6 = 7l

- b5—b6+(1—b)kzz |tk—yk|]

=T b(1—(1—5))—b5+(1—b)z |tk — viel

- b(l—(1—6))+(1—b)Z It, — il — b6
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1+b[ (< - =
= [P( D te= D e |+ A =5 ) =il b8
L k=2

k=1 =1
1+b[ < C
=13 bz |tk_yk|+(1_b)z |tk — vie|l — b6
= k=2

Bu sebeple,

1+b C 1+b
ly — hll Sm b|t1—]/1|‘|'kz2 |tk — Vil — b6 =m[lly—xll—llh—xll]

dir. @an
Ayrica,

ly —xl[—llh=x[[=|1=(1—-8)-bs =(1-Db)S
dir. Simdi, € > 0 keyfi alinsin ve b € (0,1) oldugu hatirlanilsin. Bu durumda u(¢): =

gs € (0, o) olarak segilsin dyle ki her y = Y%, t.fi, € ET™ igin

Ny —xll = llh —xlll < lly — x|l = [[h — x|l < u
olsun. Bu durumda, (17) geregince |y — h||; < gu = e dir. Oyleyse, her e > 0 igin en
az bir u = u(e) bulunabilir dyle ki |||y — x|| = ||h — x]||| < u ise |ly — k|| < & dir yani
burada E™ kiimesinde llZfllIZn — x|| = ||h — x|| olacak sekildeki her (z,,),, dizisi icin
lirfnllzn — h|| = 0 olacagi sonucu verilmektedir. Bu ise yukaridaki (16) ifadesi geregince
li;nIITph — x|l = ||h — x|| oldugundan, li;nIITph — h|| = 0 sonucunun elde edilecegini

sOylemektedir.
O halde,
|lh = Th|| < lim ||T?h — h|| + lim ||TPh — Thl|
p P

< klim |ITP*h— k|| = 0
p

elde edilecektir.
Oyleyse yukaridaki iki durumda da Th = h olacak sekilde bir nokta mevcuttur ve

dolayisiyla E™ afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta 6zelligine
sahiptir.
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4. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tez calismasinda Goebel ve Kuczumow'un, genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta
ozelligine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin Banach uzayinda ¢ok genis
bir kapali, sinirl, konveks altkiimeler smifinin var oldugunu gosterdiklerini
hatirlatrtyoruz. 2004'te ise Kaczor ve Prus’in, asimptotik genislemeyen fonksiyonlar i¢in
sabit nokta 6zelligine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin Banach uzayinda
cok genis bir kapali, sinirli, konveks altkiimeler sinifinin var oldugunu gosterdiklerini
hatirlattyoruz. Bu ¢alismada ise benzer sekilde bir Cesaro fark dizi uzayinin bir Koéthe-
Toeplitz duali i¢in analog bir sonug iizerine ¢alistyoruz. Bu uzaylarda afin asimtotik
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip genis bir kapali, sinirl ve
konveks alt kiimelerden olusan sinifin var oldugunu gosteriyoruz. Bu tez ¢calismasinda ise
Kaczor ve Prus’in #1°de yaptigina benzer sekilde Et ve Tripathy ile arkadaslari tarafindan
calisilmis genellestirilmis Cesaro fark dizi uzaymin bir Kéthe-Toeplitz duali icin analog
bir sonug lizerine ¢alisiliyor. Yani, bu uzaylarda afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar
i¢in sabit nokta 6zelligine sahip genis bir kapali, sinirh ve konveks alt kiimelerden olusan
smifin var oldugu gosteriliyor. Bununla beraber ikinci ¢alisma olarak ise yayinlanmig
calismamiz ile bu genellestirilmis Cesaro fark dizi uzaylarinin Kéthe-Toeplitz duallerine
karsilik gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarinda Kaczor ve Prus ¢alismasinin ilham
aldig1 Goebel ve Kuczumow analogu olan bir sonug iizerine ¢alistyoruz. Not ediyoruz Ki
bu uzay oncelikle L,[0,1] Lebesgue uzaymi igerir ve tezimizde bu uzaylarda
genislemeyen fonksiyonlar i¢in sabit nokta 6zelligine sahip genis bir kapali, sinirl ve
konveks alt kiimelerden olusan smifin var oldugunu gosteriyoruz. Son olarak ise yani
tiglincii galisma olarak yine ayni uzayda; yani genellestirilmis Cesaro fark dizi uzaylarinin
Kothe-Toeplitz duallerine karsilik gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarinda Kaczor
ve Prus analogu c¢aligilarak afin asimtotik genislemeyen fonksiyonlar icin sabit nokta
Ozelligine sahip genis bir kapali, sinirli ve konveks alt kiimelerden olusan sinifin var

oldugu gosteriliyor.
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