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1970 yılında Cesàro Dizi Uzayları, Shiue tarafından tanıtıldı. 1981'de Kızmaz ℓ∞, c0 ve 

c için fark dizi uzaylarını tanımladı  ve ardından, 1983'te Orhan, Cesàro Fark Dizi 

Uzaylarını tanıttı. Sonrasında Orhan tarafından tanıtılan bu uzay Et tarafından 1996’da 

ve Tripathy ile arkadaşları tarafından 2005’de her 𝑚 ∈ ℕ için genelleştirilip duali ve 

geometrik özellikleri incelenmiştir. Bu tez çalışmasında öncelikle bu uzaylar için sabit 

nokta özelliği ele alınıyor. Daha sonra, Goebel ve Kuczumow'un, genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin 

Banach uzayında çok geniş bir kapalı, sınırlı, konveks altkümeler sınıfının var olduğunu 

gösterdiklerini hatırlatıyoruz. 2004'te ise Kaczor ve Prus’ın, asimptotik genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin 

Banach uzayında çok geniş bir kapalı, sınırlı, konveks altkümeler sınıfının var olduğunu 

gösterdiklerini hatırlatıyoruz. Bu çalışmada ise benzer şekilde bir Cesàro fark dizi 

uzayının bir Köthe-Toeplitz duali için analog bir sonuç üzerine çalışıyoruz. Bu uzaylarda 

afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir 

kapalı, sınırlı ve konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var olduğunu gösteriyoruz. Bu tez 
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çalışmasında ise Kaczor ve Prus’ın ℓ1’de yaptığına benzer şekilde Et ve Tripathy ile 

arkadaşları tarafından çalışılmış genelleştirilmiş Cesàro fark dizi uzayının bir Köthe-

Toeplitz duali için analog bir sonuç üzerine çalışılıyor. Yani, bu uzaylarda afin asimtotik 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var olduğunu gösteriliyor. Bununla beraber ikinci 

çalışma olarak ise yayınlanmış çalışmamız ile bu genelleştirilmiş Cesàro fark dizi 

uzaylarının Köthe-Toeplitz duallerine karşılık gelen Lebesgue benzeri fonksiyon 

uzaylarında Kaczor ve Prus çalışmasının ilham aldığı Goebel ve Kuczumow analoğu bir 

sonuç üzerine çalışıyoruz. Not ediyoruz ki bu uzay öncelikle 𝐿1[0,1] Lebesgue uzayını 

içerir ve tezimizde bu uzaylarda genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine 

sahip geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var olduğunu 

gösteriyoruz. Son olarak ise yani üçüncü çalışma olarak yine aynı uzayda; yani 

genelleştirilmiş Cesàro fark dizi uzaylarının Köthe-Toeplitz duallerine karşılık gelen 

Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarında Kaczor ve Prus analoğu çalışılarak afin 

asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir kapalı, 

sınırlı ve konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var olduğu gösteriliyor. 

 

Anahtar Kelimeler: genişlemeyen fonksiyon, asimtotik genişlemeyen fonksiyon, sabit 

nokta özelliği, kapalı sınırlı konveks küme, Cesàro Dizi Uzayları, Köthe-Toeplitz dual 
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In 1970, Cesàro Sequence Spaces was introduced by Shiue.  In 1981, Kızmaz  defined 

difference sequence spaces for ℓ∞, c0 and c. Then, in 1983, Orhan introduced Cesàro 

Difference Sequence Spaces. Later, this space was generalized by Mikail Et in 1996 and 

by Tripathy et al in 2005 for each 𝑚 ∈ ℕ and its dual and geometric properties were 

examined. In this thesis study, first we discuss the fixed point property for these spaces. 

Then, we recall that Goebel and Kuczumow showed that there exists a very large class of 

closed, bounded, convex subsets in Banach space of absolutely summable scalar 

sequences, ℓ1 with fixed point property for nonexpansive mappings. In 2004, Kaczor and 

Prus investigated if similar result could be done for asymptotically nonexpansive 

mappings and they saw that there exists a large class of closed, bounded, convex subsets 

in ℓ1 with fixed point property for affine asymptotically nonexpansive mappings. So we 

consider an analogue result for a Köthe-Toeplitz dual of this generalized Cesàro 

difference sequence space which has been studied by Et and Tripathy et al. We show that 

there exists a large class of closed, bounded and convex subsets of  these spaces with 

fixed point property for affine asymptotically nonexpansive mappings. Next, as our 

second result which was published, we consider a Goebel and Kuczumow study, the 
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inspiration of Kaczor and Prus study, analogue result for the corresponding function space 

of a Köthe-Toeplitz dual of a generalized Cesàro difference sequence space which 

contains Lebesgue space 𝐿1[0,1]. We show that there exists a large class of closed, 

bounded and convex subsets of these spaces with fixed point property for nonexpansive 

mappings. Then as our the third and the last result, we study Kaczor and Prus analogy for 

the same Lebesgue like space; that is, we study in the corresponding function space of a 

Köthe-Toeplitz dual of a generalized Cesàro difference sequence space which contains 

Lebesgue space 𝐿1[0,1] and show that there exists a large class of closed, bounded and 

convex subsets of these spaces with fixed point property for affine asymptotically 

nonexpansive mappings. 

 

Key Words: nonexpansive mapping, asymptotically nonexpansive mapping, fixed point 

property, closed bounded convex subset, Cesàro Sequence Spaces, Köthe-Toeplitz dual 
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1. GENEL BİLGİLER 

 

1.1 Giriş 

Bir (X, ‖. ‖) Banach uzayının herhangi boş olmayan kapalı, sınırlı ve konveks alt 

kümesinde tanımlanan herhangi bir genişlemeyen fonksiyonunun sabit bir noktası 

olduğunda, bu uzaya genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahiptir 

(SNÖ-GF) denilir. Yukarıdaki ifade her asimtotik genişlemeyen fonksiyonu için 

geçerliyse, Banach uzayına asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğine sahiptir (SNÖ-AGF) denilir. Dolayısıyla, ele alınan Banach uzayında en az bir 

kapalı, sınırlı ve konveks bir altküme ve bu küme üzerinde tanımlanan en az bir sabit 

noktasız asimtotik genişlemeyen fonksiyon bulunabiliyorsa, uzayımıza snö-agf'yi 

sağlamaz deriz.  

 

Banach uzayın snö-gf’ye sahip olması ile yansımalı olabilmesi arasında kuvvetli bir bağ 

bulunur. Mesela yansımalı her Banach uzayının genişlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta özelliğine sahip olabilecek şekilde yeniden normlanabildiği ilk olarak Day ve 

arkadaşları tarafından [5] çalışmasında gösterilmiştir. Ayrıca yansımalı olmanın 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip olmaya denk olup olmadığı 

araştırmacılar tarafından yıllarca sorgulanmış ve bunun doğruluğu sadece Lebesgue 

integrallenebilir Banach uzaylarının alt uzayları için geçerli olduğu Dowling ve Lennard 

[6] gösterilmiştir. Bu konu ile bağlantılı olarak ise en azından yansımalı olmayan ve sabit 

nokta özelliğine sahip olmayan bir Banach uzayı sabit nokta özelliğine sahip olacak 

şekilde yeniden normlanabilir mi sorusu yıllarca çözülmeye çalışılmış ve bunun için 

Banach uzaylarda araştırmaların yapıldığı klasik uzaylardan yansımalı olmayan mutlak 

toplanabilen dizilerin Banach uzayının sabit nokta özelliğine sahip olabilecek şekilde 

yeniden normlanabileceği Lin [16] çalışması ile gösterilmiştir. Diğer önemli klasik 

uzayımız olan sıfıra yakınsak skaler dizilerin Banach uzayının genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta özelliğine sahip olacak şekilde yeniden normlanabilip normlanamayacağı 

çözülememiş bir başka açık sorudur fakat ek bir hipotez ile bir başka klasik Banach uzayı 

için Maria ile Hernandes Lineares [18] çalışması ile [0,1] üzerinde Lebesgue 

integrallenebilir fonksiyonların Banach uzayı 𝐿1[0,1]’in afin genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta özelliğine sahip olacak şekilde yeniden normlanabileceği gösterilmiştir.  
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Tüm bu çalışmaların başlangıç noktasının ise çözümlemesi daha kolay denilebilecek bir 

soruya cevap vermeleri ile Goebel ve Kuczumow'un [12] çalışmasından doğduğu 

söylenebilir. Goebel ve Kuczumow, genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğine sahip ℓ1’in zayıf* topolojisine göre zayıf kompakt olmayan kompakt, kapalı, 

sınırlı ve konveks alt kümelerin çok geniş bir sınıfının var olduğunu gösterdi.  Daha 

sonra, Kaczor ve Prus [13] benzer sonucun asimptotik olarak genişlemeyen fonksiyonlar 

için yapılıp yapılmayacağını araştırdı ve afin asimptotik olarak genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir kapalı, sınırlı, konveks altkümeler 

sınıfının olduğunu gördüler. Yakın zamanda, Chris Lennard’ın danışmanlığında yazılmış 

olan Everest’in, doktora tez [9] çalışmasında, Kaczor ve Prus'un çalışmaları 

genelleştirilerek afin asimptotik olarak genişlemeyen fonksiyonlar için ℓ1’de sabit nokta 

özelliğine sahip geniş sınıflar olduğu gösterildi. 

  

Bu tez çalışmasında öncelikle, ℓ1'in kapsadığı bir uzay olan ve genelleştirilmiş Cesàro 

fark dizi uzayının bir Köthe-Toeplitz duali olan bir Banach uzayı için Kaczor ve Prus 

analojisi üzerinde çalışılmaktadır. Yani, bu uzaylarda afinlik koşulu altında asimtotik 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile uzayın çok geniş bir kapalı, sınırlı 

ve konveks alt kümesinin var olduğu gösterilmektedir. Sonrasında ise yayınlanmış 

çalışmamız ile bu uzaylara karşılık gelen Lebesgue uzayı benzeri fonksiyon uzayları için 

Kaczor ve Prus çalışmasının ilham aldığı Goebel ve Kuczumow çalışmasının analoğu 

olarak genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile uzayın çok geniş bir kapalı, 

sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğu gösterilmektedir. En son olarak ise yine aynı 

Lebesgue benzeri uzaylarda; yani genelleştirilmiş Cesàro fark dizi uzayının bir Köthe-

Toeplitz dualine karşılık gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarında afinlik koşulu 

altında asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile uzayın çok geniş 

bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğu gösterilmektedir. 

  

Şimdi  Cesàro dizi uzayı tanımını aşağıdaki haliyle hatırlayalım: 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere 

𝑐𝑒𝑠𝑝 = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| (∑ (
1
𝑛

∑ |𝑦𝑘|𝑛
𝑘=1 )

𝑝
∞
𝑛=1 )

1
𝑝⁄

< ∞} 

ve  
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𝑐𝑒𝑠∞ = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| 𝑠𝑢𝑝
𝑛

1
𝑛

∑ |𝑦𝑘|𝑛
𝑘=1 < ∞} 

olup 1970’de, Shiue [25] tarafından tanımlanmıştır. 1 < 𝑝 ≤ ∞ için ℓ𝑝 ⊂ ces𝑝 olduğu ve 

1 < 𝑝 < ∞ için Cesàro dizi uzayları ces𝑝 nin ayrılabilir yansımalı Banach uzayları 

olduğu gösterilmiştir. Ayrıca, Cui ile Hudzik [2], Cui, Hudzik ve Li [3] ile Cui, Meng ve 

Pluciennik [4] çalışmaları tarafından 1 < 𝑝 < ∞ için Cesàro dizi uzayları ces𝑝 nin sabit 

nokta özelliğine sahip olduğu gösterilmiştir. Bu sonucu farklı yöntemlerle ispatlarlar. Bir 

yöntem Garcia-Falset katsayısını hesaplamaktır. Bir Banach uzayı için Garcia-Falset 

katsayısı 2'den küçükse, genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip 

olduğu bilinmektedir [10]. Bu gerçeği kullanarak, bu katsayıyı ces𝑝 için ℓ𝑝 için 21/𝑝 

olduğuna benzer şekilde hesapladıklarından, 21/𝑝 için geçerli sonucu Cesàro dizi uzayları 

için gösterirler. Diğer bir gerçek ise, uzayın normal yapıya sahip olduğunu görmeleridir. 

Daha sonra, normal yapıya sahip yansımalı Banach uzaylarının sabit nokta özelliğine 

sahip olduğunu gösteren Kirk [15] çalışmasını kullanarak, uzayın sabit nokta özelliğine 

sahip olduğunu kolaylıkla söylerler. Cesàro dizi uzayları bir derleme çalışması olarak tüm 

ayrıntıları ile [1]'de görülebilir.   

  

Daha sonra 1981 yılında Kızmaz [14] ℓ∞, 𝑐 ve 𝑐0 için fark dizi uzaylarını tanıtmıştır  ve 

bunlar sırasıyla sınırlı, yakınsak ve 0’yakınsak 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 dizilerin Banach uzaylarıdır. 

Aşağıda görüldüğü gibi, bu uzaylar için tanımları 𝑥 dizisine uygulanan fark operatörü △

𝑦 = (𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1)𝑘 tanımı kullanılarak verilmiştir. 

ℓ∞(△) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| △ 𝑦 ∈ ℓ∞}, 

c(△) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| △ 𝑦 ∈ c}, 

c0(△) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| △ 𝑦 ∈ c0}. 

Kızmaz, Köthe-Toeplitz duallerini ve bu uzayların bazı özelliklerini araştırmıştır. 

  

Ayrıca, mutlak olmayan tipteki Cesàro dizi uzayları, 1977'de Ng ve Lee [16] tarafından 

şu şekilde tanımlanmıştır: 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

𝑋𝑝  = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| (∑ |
1
𝑛

∑ 𝑦𝑘
𝑛
𝑘=1 |

𝑝
∞
𝑛=1 )

1
𝑝⁄

< ∞} 

ve 
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𝑋∞  = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| sup
𝑛

|
1
𝑛

∑ 𝑦𝑘
𝑛
𝑘=1 | < ∞}, 

Ayrıca bu uzayların 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ için ℓ𝑝’ye  lineer olarak izomorfik ve izometrik olduğunu 

ispatlarlar. Böylece, sabit nokta teorisi açısından benzer özelliklere sahip oldukları 

kolayca çıkarılabilir. Yani, genişlemeyen fonksiyonlar için 1 < 𝑝 < ∞ koşulunda sabit 

nokta özelliğine sahiptirler, ancak diğer iki durumda başarısız olurlar. 

  

Daha sonra, 1983'te Orhan [23] Cesàro Fark Dizisi Uzaylarını aşağıdaki tanımlarla 

vermiştir: 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

𝐶𝑝  = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| (∑ |
1
𝑛

∑ △ 𝑦𝑘
𝑛
𝑘=1 |

𝑝
∞
𝑛=1 )

1
𝑝⁄

< ∞} 

ve 

𝐶∞  = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| sup
𝑛

|
1
𝑛

∑ △ 𝑦𝑘
𝑛
𝑘=1 | < ∞}, 

 

Normlarının ise herhangi bir 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 noktasında sırasıyla aşağıdaki gibi verildiğini 

ifade etmiştir: 

  

‖𝑦‖𝑝
∗ = |𝑦1| + (∑ |

1

𝑛
∑△ 𝑦𝑘

𝑛

𝑘=1

|

𝑝∞

𝑛=1

)

1
𝑝⁄

  ve   ‖𝑦‖∞
∗ = |𝑦1| + sup

𝑛
|
1

𝑛
∑△ 𝑦𝑘

𝑛

𝑘=1

| 

 

Orhan, [23] çalışmasında 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ için lineer sınırlı bir operatör 𝑆: 𝐶𝑝 → 𝐶𝑝 nin var 

olduğunu göstermiş ve bu operatör vasıtasıyla bu uzayların Köthe-Toeplitz 

𝛽 −duallerinin sırasıyla aşağıdaki gibi verileceğini söylemiştir: 

𝑆(𝐶𝑝)𝛽 = {𝑡 = (𝑡𝑛)𝑛 ⊂ ℝ|(𝑛𝑡𝑛)𝑛 ∈ ℓ𝑞} ki burada 1 < 𝑝 < ∞ ve 𝑞 =
𝑝

𝑝 − 1
, 

𝑆(𝐶1)𝛽 = {𝑡 = (𝑡𝑛)𝑛 ⊂ ℝ|(𝑛𝑡𝑛)𝑛 ∈ ℓ∞} ve 

𝑆(𝐶∞ )𝛽 = {𝑡 = (𝑡𝑛)𝑛 ⊂ ℝ|(𝑛𝑡𝑛)𝑛 ∈ ℓ1} dir. 

Fark dizi uzaylarını da ele aldığımız ve çalışmalarda genel olarak benzer tip notasyon 

kullanıldığı için 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ iken 𝐶𝑝 yerine 𝑋𝑝(△) notasyonu kullanmak daha iyi 

olabilir.  
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Not edilmelidir ki Orhan 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  için 𝑋𝑝 ⊂ 𝑋𝑝(△) olduğunu göstermiştir. Kolayca 

görülebilir ki 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞  için 𝑋𝑝(△) lineer olarak ℓ𝑝’ye izomorfik ve izometriktir. 

Böylece, sabit nokta teorisi açısından benzer özelliklere sahip oldukları kolayca 

çıkarılabilir. Yani, genişlemeyen fonksiyonlar için 1 < 𝑝 < ∞ koşulunda sabit nokta 

özelliğine sahiptirler, ancak diğer iki durumda başarısız olurlar.  

Ayrıca 𝑝 = ∞ için Köthe-Toeplitz duallerin Orhan'ın çalışmasında ve  Kızmaz’ın 

çalışmasındaki ℓ∞ durumu için çakıştıkları gözlemlenmektedir. 

  

Ayrıca Et ve Çolak [7] Kızmaz'ın çalışmasında [14] tanıtılan uzayları her 𝑚 ∈ ℕ için 

aşağıdaki şekilde genelleştirmiştir: 

ℓ∞(△𝑚) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| △𝑚 𝑦 ∈ ℓ∞}, 

c(△𝑚) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| △𝑚 𝑦 ∈ c}, 

c0(△𝑚) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| △𝑚 𝑦 ∈ c0} 

ki burada △ 𝑦 = (△ 𝑦𝑘) = (𝑦𝑘 − 𝑦𝑘+1)𝑘, △0 𝑦 = (𝑦𝑘)𝑘 ,△𝑚 𝑦 = (△𝑚 𝑦𝑘) =

(△𝑚−1 𝑦𝑘 −△𝑚−1 𝑦𝑘+1)𝑘  and △𝑚 𝑦𝑘 = ∑ (−1)𝑖(𝑚
𝑖

)𝑚
𝑖=0 𝑦𝑘+𝑖 . 

  

Ayrıca Et [8] ve Tripathy et. al. [26] çalışmaları birbirlerinden bağımsız olarak Orhan 

[23] çalışmasında tanıtılan uzayı her 𝑚 ∈ ℕ için aşağıdaki şekilde genelleştirmiştir: 1 ≤

𝑝 < ∞ için 

𝑋𝑝(△𝑚) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| (∑ |
1
𝑛

∑ △𝑚 𝑦𝑘
𝑛
𝑘=1 |

𝑝
∞
𝑛=1 )

1
𝑝⁄

< ∞} 

ve 

𝑋∞ (△𝑚) = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛 ⊂ ℝ| sup
𝑛

|
1
𝑛

∑ △𝑚 𝑦𝑘
𝑛
𝑘=1 | < ∞} 

dir. Görüldüğü üzere Et'in [8] çalışmasında 𝑝 = ∞ durumu ve Et ve Çolak’ın [7] 

çalışmasında ℓ∞ durumu için Köthe-Toeplitz dualleri çakışmaktadır ve aşağıdaki şekilde 

verilmiştir: 

𝐷𝑚 ≔ {𝑡 = (𝑡𝑛)𝑛 ⊂ ℝ|(𝑛𝑚𝑡𝑛)𝑛 ∈ ℓ1} 

= {𝑡 = (𝑡𝑘)𝑘 ⊂ ℝ ∶   ‖𝑡‖ = ∑ 𝑘𝑚|𝑡𝑘|

∞

𝑘=1

< ∞}. 

Not edilebilir ki her 𝑚 ∈ ℕ için 𝐷𝑚 ⊂ ℓ1. 
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Bu dualler için karşılık gelen fonksiyon uzayının her 𝑚 ∈ ℕ için aşağıdaki gibi 

verilebileceğini görebiliriz: 

𝑈𝑚 ≔ { 𝑓 fonksiyonu I = [0,1] üzerinde ölçülebilir: ‖𝑓‖ =  ∫ 𝑡𝑚|𝑓(𝑡)|𝑑𝑡

1

0

< ∞ }. 

 

Burada her 𝑚 ∈ ℕ için 𝐿1[0,1] ⊂ 𝑈𝑚,  𝑈1 ⊂ 𝑈𝑚 olduğu ve sayma ölçüsü kullanıldığında 

𝑈𝑚’in 𝐷𝑚 uzayına karşılık geldiği görülecektir. 

  

Daha önce de belirttiğimiz gibi, bu çalışmada, bir Cesàro fark dizisi uzayının bir Köthe-

Toeplitz duali için Kaczor ve Prus [13] analojisini ele alıyoruz. Yani, bu uzaylarda afinlik 

koşulu altında asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile uzayın 

çok geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğu gösterilmektedir. 

Sonrasında ise yayınlanmış çalışmamız ile bu uzaylara karşılık gelen Lebesgue uzayı 

benzeri fonksiyon uzayları için genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile 

uzayın çok geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğu gösterilmektedir. 

En son olarak ise yine aynı Lebesgue benzeri uzaylarda; yani genelleştirilmiş Cesàro fark 

dizi uzayının bir Köthe-Toeplitz dualine karşılık gelen Lebesgue benzeri fonksiyon 

uzaylarında afinlik koşulu altında asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliği ile uzayın çok geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğu 

gösterilmektedir. 

 

Şimdi ana sonuçlarımızı vermeden önce bazı ön bilgiler veriyoruz. 

1.2 Kuramsal temeller 

 

Bu bölümde ön bilgiler olarak tez çalışması için ihtiyaç duyulan temel tanım, lemma ve 

teoremler sunulmaktadır. Bu temel kavramlar için Goebel ve Kirk’ün [11] çalışmasından 

yararlanılmıştır. 

 

Tez süresince skaler cismimiz Reel sayılar ℝ kullanılırken 𝑐0 sıfıra yakınsak reel dizilerin 

Banach uzayını 𝑣𝑒 ℓ1 ise mutlak toplanabilen reel dizilerin Banach uzayını ifade 

etmektedir. 
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Yani,  

𝑐0: = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ: her  𝑦𝑛 ∈ ℝ  ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 𝑦𝑛 = 0} 

öyle ki standard norm her 𝑥 = (𝑦𝑛)𝑛∈𝑁 ∈ 𝑐0 için ∥ 𝑦 ∥∞: = 𝑠𝑢𝑝𝑛∈𝑁 |𝑦𝑛| ile tanımlıdır ve  

ℓ1: = {𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛∈ℕ: her  𝑦𝑛 ∈ ℝ  ve  ∥ 𝑦 ∥1: = ∑ |𝑦𝑛|

∞

𝑛=1

 < ∞}  . 

 

Tanım 1.1 [11] (𝑋, ∥⋅∥) bir Banach uzayı olsun ve 𝐶 boş olmayan kapalı, sınırlı, 

konveks bir altküme olsun. Eğer bir 𝑇: 𝐶 → 𝐶 fonksiyonu öyle bir fonksiyon ki her 

𝜆 ∈ [0,1] ve her x, y ∈ 𝐶 için 𝑇((1 − 𝜆)𝑥 + 𝜆 𝑦) = (1 − 𝜆)𝑇(𝑥) + 𝜆 𝑇(𝑦) eşitliğini 

sağlayan bir fonksiyon ise o zaman 𝑇’ye bir afin fonksiyondur denir. 

 

Tanım 1.2 [11] (𝑋, ∥⋅∥) bir Banach uzayı olsun ve 𝐶 boş olmayan kapalı, sınırlı, 

konveks bir altküme olsun. Eğer bir 𝑇: 𝐶 → 𝐶 fonksiyonu öyle bir fonksiyon ki her 

x, y ∈ 𝐶 için ∥ 𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦) ∥≤∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ eşitsizliğini sağlayan bir fonksiyon ise o 

zaman T’ye bir genişlemeyen fonksiyondur denir. 

 

Tanım 1.3 [11] (𝑋, ∥⋅∥) bir Banach uzayı olsun ve C boş olmayan kapalı, sınırlı, 

konveks bir altküme olsun.  Eğer her genişlemeyen 𝑇: 𝐶 → 𝐶 fonksiyonu için, 𝑇(𝑧) =

𝑧 olacak şekilde en az bir 𝑧 ∈ 𝐶 bulunabiliyorsa, 𝐶′ye genişlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta özelliğine sahiptir denir [SNÖ-GF]. 

 

Tanım 1.4 [11] (𝑋, ∥⋅∥) bir Banach uzayı olsun ve 𝐶 boş olmayan kapalı, sınırlı, 

konveks bir altküme olsun. Eğer bir 𝑇: 𝐶 → 𝐶 fonksiyonu öyle bir fonksiyon ki bire 

azalarak yakınsayan en az bir skaler (𝑘𝑛)n∈ℕ dizisi  bulunabiliyor ve bu sdurumda 

∥ Tn(x) − Tn(y) ∥≤ 𝑘𝑛 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥ koşulu her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ve her 𝑛 ∈ ℕ için sağlanıyorsa 

𝑇 fonksiyonuna asimtotik genişlemeyen fonksiyon denir.  

 

Tanım 1.5 [11] (𝑋, ∥⋅∥) bir Banach uzayı olsun ve 𝐶 boş olmayan kapalı, sınırlı, 

konveks bir altküme olsun. Eğer her asimtotik genişlemeyen 𝑇: 𝐶 → 𝐶 fonksiyonu 

için, 𝑇(𝑧) = 𝑧 olacak şekilde en az bir 𝑧 ∈ 𝐶 bulunabiliyorsa, 𝐶′ye asimtotik 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahiptir denir [SNÖ- AGF]. 
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1979'da Goebel ve Kuczumow [12], elde ettikleri bir anahtar lemmayı kullanarak 

ℓ1’de genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümelerden oluşan çok geniş bir sınıfın olduğunu gösterdiler. Bu 

anahtar lemmaya göre, eğer {𝑥𝑛} dizisi ℓ1’de zayıf yıldız topolojisinde bir x noktasına 

yakınsayan bir dizi ise, o zaman 𝑟(𝑦) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖1 olmak üzere herhangi bir 

𝑦 ∈ ℓ1 için 

𝑟(𝑦) = 𝑟(𝑥) + ‖𝑦 − 𝑥‖1 

              

dir. Bu gerçek Goebel ve Kuczumow [12] çalışmasında Lemma 1’de ispatı ile yer 

almaktadır.  𝑋∞ (△)’nin Köthe-Toeplitz duali ℓ1′in içinde bulunduğundan ve hatta 

izometrik olarak ℓ1’e izomorfik olduğundan, Goebel ve Kuczumow'un yukarıdaki 

önermesi ([12]'daki Lemma 1) 𝑋∞ (△)’nin Köthe-Toeplitz duali için de geçerlidir. 

Bu gerçeği aşağıdaki lemma ile isimlendireceğiz. 

 

Lemma 1.6 [20] 𝑚 ∈ ℕ keyfi bir doğal sayı olmak üzere {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ dizisi 𝐷𝑚'de bir x 

noktasına zayıf* yakınsak bir dizisi olsun. Sonra her 𝑦 ∈ 𝐷𝑚 için 𝑆(𝑦) =

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥𝑛 − 𝑦‖ şeklinde tanımlansın. Bu durumda her 𝑦 ∈ 𝐷𝑚 için 

𝑆(𝑦) = 𝑆(𝑥) + ‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. 

 

  

Bu lemmanın 𝐿1[0,1] Lebesgue uzayındaki analoğu, Brezis ve Lieb [1]'deki sonuç 

aracılığıyla gözlemlenir. Maria Japon Pineda'nın danışmanlığında yazılan 

Hernández-Linares'in doktora tezi [17]’de bu gerçeğe işaret ettiğini aşağıdaki 

lemma ile gözlemleriz. Şimdi, Hernández-Linares'in doktora tezi [17]’sonuçlarından 

çıkarılan ve bu bölümdeki sonuçlarımız için anahtar olacak olan lemmayı (Lemma 

1.8’i) sunuyoruz. 

  

Lemma 1.7 [17] m ∈ ℕ keyfi bir doğal sayı olsun. {fn}n∈ℕ dizisi 𝐿1[0,1]'de düzgün 

sınırlı, reel değerli ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi olsun. fn dizisinin hemen 

hemen her yerde bir 𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] noktasına yakınsadığını varsayalım (hh). Sonra her 
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𝑔 ∈ 𝐿1[0,1] için 𝑆(𝑔) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑓𝑛 − 𝑔‖1 şeklinde tanımlansın. Bu durumda her 𝑔 ∈

𝐿1[0,1]  için 

𝑆(𝑔) = 𝑆(𝑓) + ‖𝑓 − 𝑔‖1 

dir. 

 

Ele aldığımız fonksiyon uzayı bir Cesàro fark dizisi uzayının bir Köthe-Toeplitz 

dualine karşılık gelen fonksiyon uzayı olup 𝐿1[0,1]  Lebesgue uzayını içerdiğinden 

ve aslında 𝐿1[0,1]’e izometrik olarak izomorfik olduğundan aşağıdaki lemma 

doğrudan çabuk bir sonuç olarak verilebilir.   

 

Lemma 1.8 [21] 𝑚 ∈ ℕ keyfi bir doğal sayı olmak üzere {𝑓𝑛}𝑛∈ℕ 𝑈𝑚'de düzgün sınırlı, 

reel değerli ölçülebilir fonksiyonların bir dizisi olsun. 𝑓𝑛 dizisinin hemen hemen her 

yerde bir 𝑓 ∈ 𝑈1 noktasına yakınsadığını varsayalım (hh). Sonra her 𝑔 ∈ 𝑈𝑚 için 

𝑆(𝑔) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑓𝑛 − 𝑔‖ şeklinde tanımlansın. Bu durumda her 𝑔 ∈ 𝑈𝑚 için 

𝑆(𝑔) = 𝑆(𝑓) + ‖𝑓 − 𝑔‖ 

dir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde iki alt başlık sunulmaktadır. İlk başlıkta Kaczor ve Prus [13] çalışmasının 

genel bir halini [9] doktora tezinde mutlak toplanabilir dizilerin Banach uzayı için sunmuş 

olan Everest’in teoremi anlatılmaktadır. İkinci başlıkta ise Nezir ve İlgar [20] çalışması 

anlatılmaktadır ki bahsi geçen çalışmada genelleştirilmiş Cesàro fark dizisi uzayının 

Köthe-Toeplitz dualinin en basit hali olan 𝑛 = 1 durumu için; yani genel hali ile araştırma 

bulgularında çalışılmış, genelleştirmesi yapılmış Cesàro fark dizisi uzayının bir Köthe-

Toeplitz dualinde Kaczor ve Prus analojisi afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için 

çalışılmaktadır. Şimdi öncelikle araştırma bulgularına ilham kaynağı olan Kaczor ve Prus 

[13] çalışmasının bir genel hali olan [9] doktora tezinde elde edilmiş sonuçlar alınacaktır.  

2.1 Kaczor ve Prus çalışması ve 𝓵𝟏’de afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta özelliğini sağlayan bazı geniş sınıflar 

Daha önce de bahsedildiği gibi Goebel ve Kuczumow [12] çalışması ile ℓ1’de 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğini sağlayan zayıf* kopmakt olmayan, 

kapalı, sınırlı ve konveks kümelerden oluşan çok geniş bir sınıfın varlığı gösterilmiştir. 

Tez danışmanı Nezir’in doktora tez danışmanı Chris Lennard’ın yine danışmanlığı altında 

tamamlanmış olan Everest [9] doktora tez çalışmasında ise Goebel ve Kuczumow’un 

çalışması genelleştirilerek daha geniş sınıfların snö-gf’yi sağladığı gösterilmiştir. Goebel 

ve Kuczumow’un çalışması sonrasında, Kaczor ve Prus [13] benzer sonucun asimptotik 

olarak genişlemeyen fonksiyonlar için yapılıp yapılmayacağını araştırdı ve afin 

asimptotik olarak genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir 

kapalı, sınırlı, konveks altkümeler sınıfının olduğunu gördüler. Yakın zamanda, Chris 

Lennard’ın danışmanlığında yazılmış olan Everest’in, doktora tez [9] çalışmasında, 

Kaczor ve Prus'un çalışmaları genelleştirilerek afin asimptotik olarak genişlemeyen 

fonksiyonlar için ℓ1’de sabit nokta özelliğine sahip geniş sınıflar olduğu gösterildi. 

Aşağıdaki teorem ile bu sonuç verilmiştir. 
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Teorem 2.1 [9] 𝑏 ∈ (0,1) olsun. 𝑓1: = 𝑏𝑒1 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑓𝑛+1: = 𝑒𝑛+1 ile tanımlı 

(𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi göz önüne alınsın. Daha sonra ise ℓ1’de aşağıdaki şekilde tanımlanan 

kapalı, sınırlı ve konveks 𝐸 alt kümesi ele alınsın. 

𝐸: = {∑

∞

n=1

 𝑡𝑛 𝑓𝑛:  ℎ𝑒𝑟  𝑡𝑛 ≥ 0   𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

 𝑡𝑛 = 1}  . 

Bu durumda 𝐸 kümesi afin asimtotik ‖. ‖1-genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğini sağlar.  

 

İspat. 𝑇: 𝐸 → 𝐸 bir afin asimtotik genişlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda, 𝑇 afin 

olduğundan Everest [9] doktora tezinde yer alan Lemma 1.1.2 gereğince en az bir  

(𝑥(𝑛))
𝑛∈ℕ

⊂ 𝐸 dizisi vardır öyle ki ‖𝑇𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛)‖
1 𝑛

→ 0 dir. Genelliği bozmadan 

gerekirse bir alt diziye geçilerek bir 𝑥 ∈ ℓ1 bulunabilir öyle ki 𝑥(𝑛) dizisi zayıf* 

toplolojide 𝑥 noktasına yakınsar. Bu durumda, Goebel ve Kuczumow [12] çalışmasının 

Lemma 1’i gereğince,  ∀𝑦 ∈ ℓ1 için 𝑠(𝑦) = limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑦‖
1

     şeklinde tanımlı bir 

𝑠: ℓ1 → [0, ∞) fonksiyonu vardır öyle ki ∀𝑦 ∈ ℓ1 için 𝑠(𝑦) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑦 − 𝑥‖1 dir. 

𝑇 asimtotik genişlemeyen olduğundan 1 e azalarak yakınsayan [1, ∞) aralığında en az bir 

(kn)n∈N dizisi vardır öyle ki ∀x, 𝑦 ∈ 𝐸 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için  

‖𝑇𝑛x − 𝑇𝑛y‖1 ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖1 

dir. Buradan ele alınan kümenin zayıf* kapanışını 

𝑊: = 𝐸
𝑤∗

= {∑

∞

n=1

 𝑡𝑛 𝑓𝑛: ℎ𝑒𝑟  𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

 𝑡𝑛 ≤ 1}  

olarak tanımlanır ve iki ayrı durum ele alınır. 

Durum 1: 𝑥 ∈ 𝐸 olsun.   

𝑚 ∈ ℕ sabit tutulsun. Bu durumda, ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑠(𝑇𝑚𝑥) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖1 ve   

 𝑠(𝑇𝑚𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥(𝑛)‖
1

                                                                                   

                  ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖
1

+ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖
1
 

 ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖
1

+ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖
1

             

                          ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖
1

+ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖
1

𝑚

𝑗=1
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                       ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖
1

+ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑚

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖
1

  

                              = 𝑘𝑚𝑠(𝑥)  dir.                                                                       (1) 

Bu sebeple, ‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖1 ≤ (km − 1)𝑠(𝑥)  olup 𝑚 → ∞ yaklaşımında limit alınırsa 

lim
𝑚

‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖1 = 0 elde edilecektir fakat lim
𝑚

‖𝑇𝑇𝑚𝑥 − T𝑥‖1 ≤ lim
𝑚

k1‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖1 =

0 ve lim
𝑚

‖𝑇𝑚+1𝑥 − T𝑥‖1 = 0 olduğundan 𝑇𝑚𝑥 dizisi 𝑥 ve 𝑇𝑥’e yakınsayacaktır. 

Dolayısıyla, limitlerin tekliği gereğince  𝑇𝑥 = 𝑥 dir. 

 

Durum 2: 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸 olsun. 

Bu durumda W’nın tanımından 𝑥 noktasının ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛𝑓𝑛  formunda yazılacak şekilde 

∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛   < 1  ve  ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝛾𝑛 ≥ 0   koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. Bu 

skalerler vasıtasıyla  𝛿: = 1 − ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛 ve  

ℎ: = (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 + ∑

∞

𝑛=2

𝛾𝑛𝑓𝑛 

olarak tanımlansın. Bu durumda   

‖ℎ − 𝑥‖1 = ‖𝑏𝛿𝑒1‖1 = 𝑏𝛿 dir.  

Diğer taraftan, 𝑦 ∈ 𝐸 keyfi bir nokta olduğunda ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛𝑓𝑛 formunda yazılacak şekilde 

∀𝑛 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑡𝑛 ≥ 0   ve  ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛   = 1 koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. 

O halde,    

∥ 𝑦 − 𝑥 ∥1= ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘‖

1

= 𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

                = 𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

≥ 𝑏 |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|         

= 𝑏 |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

= 𝑏|1 − (1 − 𝛿)| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|        
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Öyleyse, 

∥ 𝑦 − 𝑥 ∥1≥ 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| ≥ ‖ℎ − 𝑥‖1  

elde edilir. 

O halde, her 𝑦 ∈ 𝐸 ve her 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸 için ‖𝑦 − 𝑥‖1 ≥ ‖ℎ − 𝑥‖1      (2)  

dir. 

 

Daha sonra ise aşağıdaki eşitsizlikler gözönüne alınır. 

𝑠(ℎ) = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖1 ≤ 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖1 = 𝑠(𝑇𝑚h)   

                             = limsup
𝑛

‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥(𝑛)‖
1

  bu durumda (1) eşitsizliğinde olduğu gibi 

       ≤ limsup
𝑛

‖𝑇𝑚ℎ − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖
1

+ limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖
1
  

 ≤ 𝑘𝑚limsup
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖
1

+ limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖
1

     

                                    ≤ 𝑘𝑚limsup
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖
1

+ limsup
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖
1

𝑚

𝑗=1

 

                                ≤ 𝑘𝑚limsup
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖
1

+ limsup
𝑛

∑ kj−1

𝑚

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖
1

  

                                   = 𝑘𝑚𝑠(ℎ)   

dir. 

Bu durumda, 𝑠(ℎ) ≤ 𝑠(𝑇𝑚ℎ) ≤ 𝑘𝑚𝑠(ℎ) olup 𝑚 → ∞ iken limit alınırsa ve  

lim
𝑚

 𝑘𝑚 = 1 olduğu göz önüne alınarak lim
𝑚

 𝑠(𝑇𝑚ℎ) = 𝑠(ℎ)  olduğu görülür. Yani, 

lim
𝑚

 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖1 = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖1 olacaktır ki bu  

lim
𝑚

 ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖1 = ‖ℎ − 𝑥‖1       (3)         olduğu anlamına gelir. Ayrıca, her 𝑦 ∈ 𝐸 için 

∥ 𝑦 − ℎ ∥1= ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 − ∑

∞

𝑘=2

𝛾𝑘𝑓𝑘‖

1

                                                     

= ‖∑

∞

𝑘=2

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1)𝑓1‖

1

                                 

= ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏|𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1|                                               
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    = ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 |𝛾1 + 1 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘 − 1 + ∑

∞

𝑘=2

𝑡𝑘|                 

≤ ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                               

= (1 + 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                                

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
(1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                     

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏𝛿 − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                           

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                 

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                 

                        =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 (∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

              ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 ∑

∞

𝑘=1

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

 

Bu sebeple, 

‖𝑦 − ℎ‖1 ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿] =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[∥ 𝑦 − 𝑥 ∥1− ‖ℎ − 𝑥‖1] 

dir.                                                                                                                                  (4) 

∥ 𝑦 − 𝑥 ∥1− ‖ℎ − 𝑥‖1 = |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘| − 𝑏𝛿                                                                

                                     ≥ |∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)| − 𝑏𝛿  = |1 − (1 − 𝛿)| − 𝑏𝛿  = (1 − 𝑏)𝛿  

dir. Şimdi, 𝜀 > 0 keyfi alınsın ve 𝑏 ∈ (0,1) olduğu hatırlanılsın. Bu durumda 𝜇(𝜀): =

1−𝑏

1+𝑏
𝜀 ∈ (0, ∞) olarak seçilsin öyle ki her 𝑦 = ∑∞

𝑘=1 𝑡𝑘𝑓𝑘 ∈ 𝐸 için  
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|∥ 𝑦 − 𝑥 ∥1− ‖ℎ − 𝑥‖1| = ‖y − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ < 𝜇 

olsun. Bu durumda, (4) gereğince ‖y − ℎ‖1 <
1+𝑏

1−𝑏
𝜇 = 𝜀 dir. Öyleyse, her 𝜀 > 0 için en 

az bir 𝜇 = 𝜇(𝜀) bulunabilir öyle ki |∥ 𝑦 − 𝑥 ∥1− ‖ℎ − 𝑥‖1| < 𝜇 ise ‖y − ℎ‖ < 𝜀 dir yani 

burada 𝐸 kümesinde lim
𝑛

‖𝑧𝑛 − 𝑥‖1 = ‖ℎ − 𝑥‖1 olacak şekildeki her (𝑧𝑛)𝑛 dizisi için 

lim
𝑛

‖𝑧𝑛 − ℎ‖1 = 0 olacağı sonucu verilmektedir. Bu ise yukarıdaki (3) ifadesi gereğince 

lim
𝑚

‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖1 = ‖ℎ − 𝑥‖1 olduğundan, lim
𝑚

‖𝑇𝑚ℎ − ℎ‖1 = 0 sonucunun elde 

edileceğini söylemektedir. 

 

O halde, 

∥ ℎ − 𝑇ℎ ∥1≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚ℎ − ℎ‖1 + 𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑇ℎ‖1  

≤ 𝑘1𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚−1ℎ − ℎ‖1 = 0  

elde edilecektir. 

 

Öyleyse yukarıdaki iki durumda da 𝑇ℎ = ℎ olacak şekilde bir nokta mevcuttur ve 

dolayısıyla 𝐸 afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine 

sahiptir. 

 

2.2 Cesàro Dizi Uzaylarının Köthe-Toeplitz Dualinde Bazı Geniş Sınıfların Afin 

Asimtotik Fonksiyonlar için Sabit Nokta Özelliği 

 

Bu bölümde, Nezir ve İlgar çalışması [20]’da yer alan bir Cesàro fark dizisi uzayının bir 

Köthe-Toeplitz duali için Kaczor ve Prus analojisini ele alıyoruz. ℓ1 içinde bulunan bu 

Banach uzayında afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile 

uzayın çok geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğunu gösteriyoruz. 

  

Teorem 2.2 𝑏 ∈ (0,1) olsun. 𝑐0 ve ℓ1’in kanonik bazı (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ yardımıyla bir (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ 

dizisi 𝑓1: = 𝑏 𝑒1 ve her 𝑛 ≥ 2 doğal sayısı için 𝑓𝑛: =
1

𝑛
𝑒𝑛 kuralı ile tanımlansın. 

Sonrasında ise bu dizi yardımı ile 𝑆(𝐶∞ )𝛽 Köthe-Toeplitz dual uzayında aşağıdaki 

şekilde tanımlı bir 𝐸 = 𝐸𝑏 kümesi ele alınsın.  
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𝐸: = {∑

∞

𝑛=1

𝑡𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  ve  ∑

∞

𝑛=1

𝑡𝑛 = 1}  . 

 

Bu durumda 𝐸 kümesi afin asimtotik ‖. ‖-genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğini sağlar.  

 

İspat.  𝑏 ∈ (0,1) keyfi seçilsin. 𝑇: 𝐸 → 𝐸 bir afin asimtotik genişlemeyen fonksiyon 

olsun. Bu durumda, 𝑇 afin olduğundan Everest [9]  doktora tezinde yer alan Lemma 1.1.2 

gereğince en az bir  (𝑥(𝑛))
𝑛∈ℕ

⊂ 𝐸 dizisi vardır öyle ki ‖𝑇𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛)‖
𝑛
→ 0 dir. Genelliği 

bozmadan gerekirse bir alt diziye geçilerek bir 𝑥 ∈ 𝑆(𝐶∞)𝛽 bulunabilir öyle ki 𝑥(𝑛) dizisi 

zayıf* toplolojide 𝑥 noktasına yakınsar. Bu durumda, Kuramsal Temeller bölümünde 

tanıttığımız Lemma 1.6 gereğince,  ∀𝑦 ∈ 𝑆(𝐶∞)𝛽 için 𝑠(𝑦) = limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑦‖    

şeklinde tanımlı bir 𝑠: 𝑆(𝐶∞)𝛽 → [0, ∞) fonksiyonu vardır öyle ki ∀𝑦 ∈ 𝑆(𝐶∞)𝛽 için 

𝑠(𝑦) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑦 − 𝑥‖ dir. 

 

𝑇 asimtotik genişlemeyen olduğundan 1 e azalarak yakınsayan [1, ∞) aralığında en az bir 

(𝑘𝑛)n∈ℕ dizisi vardır öyle ki ∀x, 𝑦 ∈ 𝐸 ve ∀𝑛 ∈ ℕ için  

‖𝑇𝑛x − 𝑇𝑛y‖ ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. Buradan ele alınan kümenin zayıf* kapanışını 

𝑊: = 𝐸
𝑤∗

= {∑

∞

n=1

 𝑡𝑛 𝑓𝑛: ℎ𝑒𝑟  𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

 𝑡𝑛 ≤ 1}  

olarak tanımlanır ve iki ayrı durum ele alınır. 

 

Durum 1: 𝑥 ∈ 𝐸 olsun.   

𝑚 ∈ ℕ sabit tutulsun. Bu durumda, ∀n ∈ ℕ için 𝑠(𝑇𝑚𝑥) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖ ve   

 𝑠(𝑇𝑚𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥(𝑛)‖                                                                                   

                  ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖ 

 ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖            
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                          ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖

𝑚

𝑗=1

 

                       ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑚

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖  

                               = 𝑘𝑚𝑠(𝑥)  dir.                                                                       (5) 

Bu sebeple, ‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖ ≤ (𝑘𝑚 − 1)𝑠(𝑥)  olup 𝑚 → ∞ yaklaşımında limit alınırsa 

lim
𝑚

‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖ = 0 elde edilecektir fakat 𝑙𝑖𝑚
𝑚

‖𝑇𝑇𝑚𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑚

𝑘1‖𝑇𝑚𝑥 − 𝑥‖ = 0 

ve 𝑙𝑖𝑚
𝑚

‖𝑇𝑚+1𝑥 − 𝑇𝑥‖ = 0 olduğundan 𝑇𝑚𝑥 dizisi 𝑥 ve 𝑇𝑥’e yakınsayacaktır. 

Dolayısıyla, limitlerin tekliği gereğince  𝑇𝑥 = 𝑥 dir. 

 

Durum 2: 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸 olsun. 

Bu durumda W’nın tanımından 𝑥 noktasının ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛𝑓𝑛  formunda yazılacak şekilde 

∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛   < 1  ve  ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝛾𝑛 ≥ 0   koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. Bu 

skalerler vasıtasıyla  𝛿: = 1 − ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛 ve  

ℎ: = (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 + ∑

∞

𝑛=2

𝛾𝑛𝑓𝑛 

olarak tanımlansın. Bu durumda   

‖ℎ − 𝑥‖ = ‖𝑏𝛿𝑒1‖ = 𝑏𝛿 dir.  

Diğer taraftan, 𝑦 ∈ 𝐸 keyfi bir nokta olduğunda ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛𝑓𝑛 formunda yazılacak şekilde 

∀𝑛 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑡𝑛 ≥ 0   ve  ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛   = 1 koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. 

O halde,    

‖𝑦 − 𝑥‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘‖ = 𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

                = 𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

≥ 𝑏 |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|         

= 𝑏 |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 
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= 𝑏|1 − (1 − 𝛿)| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|        

 

Öyleyse, 

‖𝑦 − 𝑥‖ ≥ 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| ≥ ‖ℎ − 𝑥‖  

elde edilir. 

 

O halde, her 𝑦 ∈ 𝐸 ve her 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸 için ‖𝑦 − 𝑥‖1 ≥ ‖ℎ − 𝑥‖1      (6)  

dir. 

Daha sonra ise aşağıdaki eşitsizlikler gözönüne alınır. 

𝑠(ℎ) = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ ≤ 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑇𝑚ℎ)   

                             = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥(𝑛)‖  bu durumda (1) eşitsizliğinde olduğu gibi 

       ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑚ℎ − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖  

 ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑚(𝑥(𝑛))‖     

                                    ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖

𝑚

𝑗=1

 

                                ≤ 𝑘𝑚𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑚

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖  

                                     = 𝑘𝑚𝑠(ℎ)   

dir. 

Bu durumda, 𝑠(ℎ) ≤ 𝑠(𝑇𝑚ℎ) ≤ 𝑘𝑚𝑠(ℎ) olup 𝑚 → ∞ iken limit alınırsa ve  

lim
𝑚

 𝑘𝑚 = 1 olduğu göz önüne alınarak 𝑙𝑖𝑚
𝑚

 𝑠(𝑇𝑚ℎ) = 𝑠(ℎ)  olduğu görülür. Yani, 

𝑙𝑖𝑚
𝑚

 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ olacaktır ki bu 𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ 

(7) olduğu anlamına gelir. Ayrıca, her 𝑦 ∈ 𝐸 için 

‖𝑦 − ℎ‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 − ∑

∞

𝑘=2

𝛾𝑘𝑓𝑘‖                                                     

= ‖∑

∞

𝑘=2

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1)𝑓1‖                                    
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= ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏|𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1|                                               

    = ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 |𝛾1 + 1 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘 − 1 + ∑

∞

𝑘=2

𝑡𝑘|                 

≤ ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                               

= (1 + 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                                

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
(1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                     

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏𝛿 − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                           

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                 

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                 

                        =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 (∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

              ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 ∑

∞

𝑘=1

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

 

Bu sebeple, 

‖𝑦 − ℎ‖ ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿] =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖] 

dir.   (8) 

Ayrıca, 

‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ = |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘| − 𝑏𝛿                                                                
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                               ≥ |∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)| − 𝑏𝛿  = |1 − (1 − 𝛿)| − 𝑏𝛿  = (1 − 𝑏)𝛿  

dir. Şimdi, 𝜀 > 0 keyfi alınsın ve 𝑏 ∈ (0,1) olduğu hatırlanılsın. Bu durumda 𝜇(𝜀): =

1−𝑏

1+𝑏
𝜀 ∈ (0, ∞) olarak seçilsin öyle ki her 𝑦 = ∑∞

𝑘=1 𝑡𝑘𝑓𝑘 ∈ 𝐸 için  

|‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖| ≤ ‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ < 𝜇 

olsun. Bu durumda, (8) gereğince ‖y − ℎ‖1 <
1+𝑏

1−𝑏
𝜇 = 𝜀 dir. Öyleyse, her 𝜀 > 0 için en 

az bir 𝜇 = 𝜇(𝜀) bulunabilir öyle ki |‖y − 𝑥‖ − ‖h − 𝑥‖| < 𝜇 ise ‖y − ℎ‖ < 𝜀 dir yani 

burada 𝐸 kümesinde lim
𝑛

‖𝑧𝑛 − 𝑥‖ = ‖h − 𝑥‖ olacak şekildeki her (𝑧𝑛)𝑛 dizisi için 

lim
𝑛

‖𝑧𝑛 − ℎ‖ = 0 olacağı sonucu verilmektedir. Bu ise yukarıdaki (7) ifadesi gereğince 

lim
𝑚

‖𝑇𝑚h − 𝑥‖ = ‖h − 𝑥‖ olduğundan, lim
𝑚

‖𝑇𝑚h − ℎ‖ = 0 sonucunun elde edileceğini 

söylemektedir. 

O halde, 

‖ℎ − 𝑇ℎ‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚ℎ − ℎ‖ + 𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚ℎ − 𝑇ℎ‖  

≤ 𝑘1𝑙𝑖𝑚
𝑚

 ‖𝑇𝑚−1ℎ − ℎ‖ = 0  

elde edilecektir. 

 

Öyleyse yukarıdaki iki durumda da 𝑇ℎ = ℎ olacak şekilde bir nokta mevcuttur ve 

dolayısıyla 𝐸 afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine 

sahiptir. 
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3. ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Araştırma bulgularımız üç alt başlıktan oluşmaktadır. İlk başlıkta öncelikle Nezir ve  İlgar 

[20] çalışmasını genelleştiren, Nezir ve Güven [19] çalışmasında sunulan, keyfi 𝑚 ∈ ℕ 

için genelleştirilmiş bir Cesàro fark dizileri uzayı  𝑋∞  (𝛥𝑚)’nin Köthe-Toeplitz duali 𝐷𝑚 

içinde afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip zayıf 

kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks bazı kümelerden oluşan geniş sınıfların 

varlığı gösterilmektedir. İkinci başlıkta ise Nezir ve Oymak [21] çalışmamızda 

gösterilmiş olan sonuç olarak keyfi 𝑚 ∈ ℕ için genelleştirilmiş bir Cesàro fark dizileri 

uzayı  𝑋∞(𝛥𝑚)’nin Köthe-Toeplitz duali 𝐷𝑚’ye karşılık gelen Lebesgue benzeri 

fonksiyon uzayı 𝑈𝑚’de genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip zayıf 

kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks bazı kümelerden oluşan geniş sınıfların 

varlığı gösterilmektedir. Son başlıkta ise danışman hocamız Nezir ile hazırlamakta 

olduğumuz çalışmamızda anlatılan ve araştıma konumuzun bulguları olarak ikinci 

başlıkta çalışmış olduğumuz Lebesgue benzeri fonksiyon uzayı 𝑈𝑚 için Kaczor ve Prus 

analojisi ele alınmaktadır. Yani keyfi 𝑚 ∈ ℕ için genelleştirilmiş bir Cesàro fark dizileri 

uzayı  𝑋∞(𝛥𝑚)’nin Köthe-Toeplitz duali 𝐷𝑚’ye karşılık gelen Lebesgue benzeri 

fonksiyon uzayı 𝑈𝑚’de afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğine sahip zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks bazı kümelerden 

oluşan geniş sınıfların varlığı gösterilmektedir.  

 

Not edilebilirki tezin 1.2 kuramsal temeller alt başlığında belirtildiği gibi her 𝑚 ∈ ℕ için 

𝐿1[0,1] ⊂ 𝑈𝑚,  𝑈1 ⊂ 𝑈𝑚 olduğu ve sayma ölçüsü kullanıldığında 𝑈𝑚’in 𝐷𝑚 uzayına 

karşılık geldiği 𝑈𝑚’nin tanımından kolaylıkla anlaşılabilmektedir. 

 

Şimdi sırasıyla bu alt başlıklar ele alınmaktadır. 

 

3.1 Cesàro Dizi Uzaylarının Köthe-Toeplitz Dualinde Bazı Geniş Sınıfların Afin 

Asimtotik Fonksiyonlar için Sabit Nokta Özelliği 

 

Bu bölümde, Nezir ve Güven çalışması [19]’da yer alan bir Cesàro fark dizisi uzayının 

bir Köthe-Toeplitz duali için Kaczor ve Prus analojisini ele alıyoruz. ℓ1 içinde bulunan 
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bu Banach uzayında afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliği ile 

uzayın çok geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesinin var olduğunu gösteriyoruz. 

  

Teorem 3.1 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. 𝑐0 ve ℓ1’in kanonik bazı (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ yardımıyla 

bir (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi 𝑓1: = 𝑏 𝑒1 ve her 𝑛 ≥ 2 doğal sayısı için 𝑓𝑛: =
1

𝑛𝑚 𝑒𝑛 kuralı ile 

tanımlansın. Sonrasında ise bu dizi yardımı ile 𝐷𝑚 = 𝑋∞(𝛥𝑚) Köthe-Toeplitz dual 

uzayında aşağıdaki şekilde tanımlı bir 𝐸(𝑚) = 𝐸𝑏
(𝑚) kümesi ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝑡𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  ve  ∑

∞

𝑛=1

𝑡𝑛 = 1}  . 

 

Bu durumda 𝐸(𝑚) ⊂ 𝐷𝑚 kümesi afin asimtotik ‖. ‖-genişlemeyen fonksiyonlar için sabit 

nokta özelliğini sağlar.  

 

İspat.  𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi seçilsin. 𝑇: 𝐸(𝑚) → 𝐸(𝑚) bir afin asimtotik 

genişlemeyen fonksiyon olsun. Bu durumda, 𝑇 afin olduğundan Everest [9]  doktora 

tezinde yer alan Lemma 1.1.2 gereğince en az bir  (𝑥(𝑛))
𝑛∈ℕ

⊂ 𝐸(𝑚) dizisi vardır öyle ki 

‖𝑇𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛)‖
𝑛
→ 0 dir. Genelliği bozmadan gerekirse bir alt diziye geçilerek bir 𝑥 ∈ 𝐷𝑚 

bulunabilir öyle ki 𝑥(𝑛) dizisi zayıf* toplolojide 𝑥 noktasına yakınsar. Bu durumda, 

Kuramsal Temeller bölümünde tanıttığımız Lemma 1.6 gereğince,  ∀𝑦 ∈ 𝐷𝑚 için 𝑠(𝑦) =

limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑦‖    şeklinde tanımlı bir 𝑠: 𝐷𝑚 → [0, ∞) fonksiyonu vardır öyle ki ∀𝑦 ∈

𝐷𝑚 için 𝑠(𝑦) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑦 − 𝑥‖ dir. 

 

𝑇 asimtotik genişlemeyen olduğundan 1 e azalarak yakınsayan [1, ∞) aralığında en az bir 

(kn)n∈N dizisi vardır öyle ki ∀x, 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) ve ∀n ∈ ℕ için  

‖𝑇𝑛𝑥 − 𝑇𝑛𝑦‖ ≤ 𝑘𝑛‖𝑥 − 𝑦‖ 

dir. Buradan ele alınan kümenin zayıf* kapanışı 

𝑊: = 𝐸(𝑚)
𝑤∗

= {∑

∞

n=1

 𝑡𝑛 𝑓𝑛: her  𝑡𝑛 ≥ 0  ve  ∑

∞

𝑛=1

 𝑡𝑛 ≤ 1}  

olarak tanımlanır ve iki ayrı durum ele alınır. 
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Durum 1: 𝑥 ∈ 𝐸(𝑚) olsun.   

𝑝 ∈ ℕ sabit tutulsun. Bu durumda, ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑠(𝑇𝑝𝑥) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ ve   

 𝑠(𝑇𝑝𝑥) = limsup
𝑛

‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥(𝑛)‖                                                                                   

                  ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖ 

 ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖            

                          ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖

𝑝

𝑗=1

 

                       ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑝

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖  

                               = 𝑘𝑝𝑠(𝑥)  dir.                                                                       (9) 

Bu sebeple, ‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ ≤ (𝑘𝑝 − 1)𝑠(𝑥)  olup 𝑝 → ∞ yaklaşımında limit alınırsa 

𝑙𝑖𝑚
𝑚

‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ = 0 elde edilecektir fakat 𝑙𝑖𝑚
𝑝

‖𝑇𝑇𝑝𝑥 − 𝑇𝑥‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑝

𝑘1‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ = 0 ve 

𝑙𝑖𝑚
𝑝

‖𝑇𝑝+1𝑥 − 𝑇𝑥‖ = 0 olduğundan 𝑇𝑝𝑥 dizisi 𝑥 ve 𝑇𝑥’e yakınsayacaktır. Dolayısıyla, 

limitlerin tekliği gereğince  𝑇𝑥 = 𝑥 dir. 

 

Durum 2: 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸(𝑚) olsun. 

Bu durumda W’nın tanımından 𝑥 noktasının ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛𝑓𝑛  formunda yazılacak şekilde 

∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛   < 1  ve  ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝛾𝑛 ≥ 0   koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. Bu 

skalerler vasıtasıyla  𝛿: = 1 − ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛 ve  

ℎ: = (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 + ∑

∞

𝑛=2

𝛾𝑛𝑓𝑛 

olarak tanımlansın. Bu durumda   

‖ℎ − 𝑥‖ = ‖𝑏𝛿𝑒1‖ = 𝑏𝛿 dir.  

Diğer taraftan, 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) keyfi bir nokta olduğunda ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛𝑓𝑛 formunda yazılacak 

şekilde ∀𝑛 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑡𝑛 ≥ 0   ve  ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛   = 1 koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. 

O halde,   

‖𝑦 − 𝑥‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘‖ = 𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 
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                = 𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

≥ 𝑏 |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|         

= 𝑏 |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| 

= 𝑏|1 − (1 − 𝛿)| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|        

 

Öyleyse, 

‖𝑦 − 𝑥‖ ≥ 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| ≥ ‖ℎ − 𝑥‖  

elde edilir. 

 

O halde, her 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) ve her 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸(𝑚) için ‖𝑦 − 𝑥‖ ≥ ‖ℎ − 𝑥‖      (10)  

dir. 

Daha sonra ise aşağıdaki eşitsizlikler gözönüne alınır. 

𝑠(ℎ) = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ ≤ 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑇𝑝ℎ)   

                             = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥(𝑛)‖  bu durumda (9) eşitsizliğinde olduğu gibi 

       ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖  

 ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖     

                                    ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖

𝑝

𝑗=1

 

                                ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑝

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖  

                                     = 𝑘𝑝𝑠(ℎ)   

dir. 

Bu durumda, 𝑠(ℎ) ≤ 𝑠(𝑇𝑝ℎ) ≤ 𝑘𝑝𝑠(ℎ) olup p → ∞ iken limit alınırsa ve  
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𝑙𝑖𝑚
𝑝

𝑘𝑝 = 1 olduğu göz önüne alınarak 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 𝑠(𝑇𝑝ℎ) = 𝑠(ℎ)  olduğu görülür. Yani, 

𝑙𝑖𝑚
𝑝

 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ olacaktır ki bu 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ 

(11) olduğu anlamına gelir. Ayrıca, her 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) için 

‖𝑦 − ℎ‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 − ∑

∞

𝑘=2

𝛾𝑘𝑓𝑘‖                                                     

= ‖∑

∞

𝑘=2

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1)𝑓1‖                                    

= ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏|𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1|                                               

    = ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 |𝛾1 + 1 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘 − 1 + ∑

∞

𝑘=2

𝑡𝑘|                 

≤ ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                               

= (1 + 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                                

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
(1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                     

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏𝛿 − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                           

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                 

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                 

                        =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 (∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

              ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 ∑

∞

𝑘=1

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

 

Bu sebeple, 



26 

 

‖𝑦 − ℎ‖ ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿] =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖] 

dir.   (12) 

Ayrıca, 

‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ = |∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘| − 𝑏𝛿                                                                

                               ≥ |∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)| − 𝑏𝛿  = |1 − (1 − 𝛿)| − 𝑏𝛿  = (1 − 𝑏)𝛿  

dir. Şimdi, 𝜀 > 0 keyfi alınsın ve 𝑏 ∈ (0,1) olduğu hatırlanılsın. Bu durumda 𝜇(𝜀): =

1−𝑏

1+𝑏
𝜀 ∈ (0, ∞) olarak seçilsin öyle ki her 𝑦 = ∑∞

𝑘=1 𝑡𝑘𝑓𝑘 ∈ 𝐸(𝑚) için  

|‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖| ≤ ‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ < 𝜇 

olsun. Bu durumda, (12) gereğince ‖y − ℎ‖1 <
1+𝑏

1−𝑏
𝜇 = 𝜀 dir. Öyleyse, her 𝜀 > 0 için en 

az bir 𝜇 = 𝜇(𝜀) bulunabilir öyle ki |‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖| < 𝜇 ise ‖y − ℎ‖ < 𝜀 dir yani 

burada 𝐸(𝑚) kümesinde 𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝑧𝑛 − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ olacak şekildeki her (𝑧𝑛)𝑛 dizisi için 

lim
𝑛

‖𝑧𝑛 − ℎ‖ = 0 olacağı sonucu verilmektedir. Bu ise yukarıdaki (11) ifadesi gereğince 

𝑙𝑖𝑚
𝑝

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ olduğundan, 𝑙𝑖𝑚
𝑝

‖𝑇𝑝ℎ − ℎ‖ = 0 sonucunun elde edileceğini 

söylemektedir. 

O halde, 

‖ℎ − 𝑇ℎ‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝ℎ − ℎ‖ + 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑇ℎ‖  

≤ 𝑘1𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝−1ℎ − ℎ‖ = 0  

elde edilecektir. 

 

Öyleyse yukarıdaki iki durumda da 𝑇ℎ = ℎ olacak şekilde bir nokta mevcuttur ve 

dolayısıyla 𝐸(𝑚) afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine 

sahiptir. 
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3.2 Cesàro Dizi Uzaylarının Köthe-Toeplitz Dualine Karşılık Gelen Lebesgue-

benzeri Fonksiyon Uzaylarında Genişlemeyen Fonksiyonlar için Sabit Nokta 

Özelliğine Sahip Geniş Sınıflar  

 

Bu bölümde, Nezir ve Oymak [21] çalışmamızda gösterilmiş olan sonuç olarak keyfi 𝑚 ∈

ℕ için genelleştirilmiş bir Cesàro fark dizileri uzayı  𝑋∞(𝛥𝑚)’nin Köthe-Toeplitz duali 

𝐷𝑚’ye karşılık gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzayı 𝑈𝑚’de genişlemeyen 

fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve 

konveks bazı kümelerden oluşan geniş sınıfların varlığı gösterilmektedir. 

Burada bu geniş sınıflara örnek olan kümeler aşağıdaki örneklerle sunulmakta ve 

sonrasında bu kümelerin her biri için geçerli olan tek bir teorem verilmektedir.  

 

Örnek 3.2 [21] 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

(𝑛 + 1)𝑡𝑛−𝑚 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1,𝑓2: = 𝑏 𝑒2 ve 𝑛 ≥ 3 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 

kuralı ile tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 

𝑈𝑚’nin kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Örnek 3.3 [21] 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

𝑛𝑒𝑛𝑡

𝑡𝑚(𝑒𝑛−1)
 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1,𝑓2: = 𝑏 𝑒2 ve 𝑛 ≥ 3 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 kuralı ile 

tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 𝑈𝑚’nin 

kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Örnek 3.4 [21] 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

𝑛𝑒𝑛𝑡

𝑡𝑚(𝑒𝑛−1)
𝜒

[0,
1

𝑛
]
 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1,𝑓2: = 𝑏 𝑒2 ve 𝑛 ≥ 3 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 

kuralı ile tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 

𝑈𝑚’nin kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  
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𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Örnek 3.5 [21] 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

4𝑛

𝜋𝑡𝑚(1+𝑛2𝑡2)
𝜒

[0,
1

𝑛
]
 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1,𝑓2: = 𝑏 𝑒2 ve 𝑛 ≥ 3 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 

kuralı ile tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 

𝑈𝑚’nin kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Teorem 3.6 [21] Her 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) için yukarıdaki örneklerde yer alan her bir 𝐸(𝑚) 

kümesi ‖ . ‖-genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahiptir. 

 

İspat.  𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. 𝑇: 𝐸(𝑚) → 𝐸(𝑚) genişlemeyen fonksiyon ise 

‖𝑇𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛)‖
𝑛
→ 0 koşulunu sağlayan en az bir yaklaşık sabit nokta dizisi  (𝑥(𝑛))

𝑛∈ℕ
∈

𝐸(𝑚) vardır. O halde genelliği bozmadan gerekirse bir alt diziye geçiş yapılarak en az bir 

𝑥 ∈ 𝑈𝑚 bulunabilir öyle ki 𝑥(𝑛) dizisi bu 𝑥 noktasına zayıf* topolojide yakınsaktır. 

Öyleyse, Lemma 1.8 ile verilen Goebel ve Kuczumow analog gerçekliği gereğince  ∀𝑦 ∈

𝑈𝑚 için 𝑠(𝑦) = limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑦‖    şeklinde tanımlı bir 𝑠: 𝑈𝑚 → [0, ∞) fonksiyonu 

vardır öyle ki ∀𝑦 ∈ 𝑈𝑚 için 𝑠(𝑦) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑦 − 𝑥‖ dir. 

Buradan ele alınan kümenin zayıf* kapanışı 

𝑊: = 𝐸(𝑚)
𝑤∗

= {∑

∞

n=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  her  𝛽𝑛 ≥ 0  ve  ∑

∞

𝑛=1

β𝑛 ≤ 1}  

olarak tanımlanır ve iki ayrı durum ele alınır. 

 

Durum 1: 𝑥 ∈ 𝐸(𝑚) olsun.   

Bu durumda, ∀n ∈ ℕ için  𝑠(𝑇𝑥) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ ve   

𝑠(𝑇𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑥 − 𝑥(𝑛)‖                                                       

                ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑥 − 𝑇(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖ 
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                                       ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 0 = 𝑠(𝑥) dir.                                           (13) 

 

Bu sebeple, 𝑠(𝑇𝑥) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ ≤ 𝑠(𝑥) ve dolayısıyla ‖𝑇𝑥 − 𝑥‖ = 0 dır. O 

halde,  𝑇𝑥 = 𝑥 dir. 

 

Durum 2: 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸(𝑚). 

Bu durumda, 𝑥 noktası ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝛾𝑛 ≥ 0 ve ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛 < 1 koşulunu sağlayan katsayılar 

vasıtasıyla ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛𝑓𝑛 formunda yazılır.   

Buradan 𝛿: = 1 − ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛 ve 𝛼 ∈ [

−𝛾1

𝛿
,

𝛾2

𝛿
+ 1] için 

ℎ𝛼: = (𝛾1 + 𝛼𝛿)𝑓1 + (𝛾2 + (1 − 𝛼)𝛿)𝑓2 + ∑

∞

𝑛=3

𝛾𝑛𝑓𝑛 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda,   

‖ℎ𝛼 − 𝑥‖ = ‖𝛼𝑏𝛿𝑒1 + (1 − 𝛼)𝛿𝑒2‖ ≤ 𝑏|𝛼|𝛿 + 𝑏|1 − 𝛼|𝛿 = 𝑏𝛿 

dir. Bu sebeple ‖h𝛼 − 𝑥‖ fonksiyonu 𝛼 ∈ [0,1] iken minimum değerine ulaşır ve bu 

minimum değeri 𝑏𝛿 sayısını aşamaz. 

Şimdi 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) noktası ∀𝑛 ∈ ℕ için  β𝑛 ≥ 0 eşitsizliğini ve ∑∞
𝑛=1 β𝑛   = 1  denklemini 

sağlayan skaler katsayılar yardımıyla ∑∞
𝑛=1 β𝑛𝑓𝑛 formunda yazılır ise   

‖𝑦 − 𝑥‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝛽𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝛽𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘‖                                       

= ‖∑

∞

𝑘=1

(𝛽𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘‖                                                                                

        = ∫
1

0

𝑡 |∑

∞

𝑘=1

(𝛽𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘| 𝑑𝑚 =  ∫
1

0

|∑

∞

𝑘=1

(𝛽𝑘 − 𝛾𝑘)𝑡𝑓𝑘| 𝑑𝑚                  

≥ |∫
1

0

∑

∞

𝑘=1

(𝛽𝑘 − 𝛾𝑘)𝑡𝑓𝑘𝑑𝑚|                                                                  

   = |∑

∞

𝑘=1

(𝛽𝑘 − 𝛾𝑘)|                                                                                        

     = |1 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘|                                                                                                

    = 𝛿                                                                                                                   
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olacaktır; öyleyse, 

 

‖𝑦 − 𝑥‖ ≥ 𝑏𝛿 ≥ ‖ℎ𝛼 − 𝑥‖ 

dir.  

 

Şimdi Λ: = {h𝛼   ∶   𝛼 ∈ [0,1]} olarak tanımlansın. Açıkça görülebilir ki, Λ kümesi tanımı 

gereğince kompakt bir kümenin sürekli bir fonksiyon altında görüntüsü olduğundan 𝐸(𝑚) 

kümesinin kompakt bir alt kümesi olacaktır. Konveksliği ise kolayca tanımından 

anlaşılmaktadır. 

 

Şimdi ‖𝑦 − 𝑥‖ ifadesinin minimum değerine y = h𝛼 noktasında ulaştığı da göz önüne 

alındığında, her ℎ ∈ Λ için öncelikle elimizde aşağıdaki eşitsizlik olacaktır.  

              𝑠(ℎ) = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ ≤ 𝑠(𝑥) + ‖𝑇ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑇ℎ) fakat buradan 

               = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇ℎ − 𝑥(𝑛)‖  elde edilir ve aynı şekilde (13) eşitsizliği gereğince 

 ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇ℎ − 𝑇(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖ 

                             ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖                               

     ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 0                                      

 = 𝑠(ℎ) olacaktır.                                                                  

Bu sebeple 𝑠(ℎ) ≤ 𝑠(𝑇ℎ) ≤ 𝑠(ℎ) ve dolayısıyla 𝑠(𝑇ℎ) = 𝑠(ℎ) dir. Öyleyse, 𝑠(𝑥) +

‖𝑇ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ olup ‖𝑇ℎ − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ elde edilir. Yani, 𝑇ℎ ∈ Λ dir 

fakat bu 𝑇(Λ) ⊆ Λ olduğunu söyleyecektir. Buradan ise 𝑇 sürekli fonksiyon olduğundan, 

Schauder’in Sabit Nokta Teoremi [24] gereğince 𝑇 fonksiyonunun bir sabit noktası 

olduğu ve bu noktanın ‖y − 𝑥‖  ∶ 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) ifadesinin tek minimize eden değeri olan ℎ 

olduğunu yani 𝑇ℎ = ℎ olduğunu söyleyecektir. 

 

Bu sebeplerle, 𝐸(𝑚) ⊂ 𝑈𝑚 arzu edildiği gibi  SNÖ-GF’ye sahiptir. 
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3.3 Cesàro Dizi Uzaylarının Köthe-Toeplitz Dualine Karşılık Gelen Lebesgue-

benzeri Fonksiyon Uzaylarında Afin Asimtotik Genişlemeyen Fonksiyonlar için Sabit 

Nokta Özelliğine Sahip Geniş Sınıflar  

 

Araştırma bulgularımızın son alt başlığı olan bu bölümümüzde danışman hocamız Nezir 

ile hazırlamakta olduğumuz çalışmada anlatılan ve araştıma konumuzun bulguları olarak 

ikinci başlıkta çalışmış olduğumuz Lebesgue benzeri fonksiyon uzayı 𝑈𝑚 için Kaczor ve 

Prus analojisi ele alınmaktadır. Yani keyfi 𝑚 ∈ ℕ için genelleştirilmiş bir Cesàro fark 

dizileri uzayı  𝑋∞  (𝛥𝑚)’nin Köthe-Toeplitz duali 𝐷𝑚’ye karşılık gelen Lebesgue benzeri 

fonksiyon uzayı 𝑈𝑚’de afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğine sahip zayıf kompakt olmayan, kapalı, sınırlı ve konveks bazı kümelerden 

oluşan geniş sınıfların varlığı gösterilmektedir.  

 

Burada bu geniş sınıflara örnek olan kümeler aşağıdaki örneklerle sunulmakta ve 

sonrasında bu kümelerin her biri için geçerli olan tek bir teorem verilmektedir.  

 

Örnek 3.7 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

(𝑛 + 1)𝑡𝑛−𝑚 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1 ve 𝑛 ≥ 2 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 kuralı ile 

tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 𝑈𝑚’nin 

kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Örnek 3.8 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =
𝑛𝑒𝑛𝑡

𝑡𝑚(𝑒𝑛−1)
 

formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1 ve 𝑛 ≥ 2 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 kuralı ile tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ 

dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 𝑈𝑚’nin kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 
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Örnek 3.9 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

𝑛𝑒𝑛𝑡

𝑡𝑚(𝑒𝑛−1)
𝜒

[0,
1

𝑛
]
 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1 ve 𝑛 ≥ 2 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛 kuralı ile 

tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 𝑈𝑚’nin 

kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Örnek 3.10 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi olsun. (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ dizisi ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑒𝑛: =

4𝑛

𝜋𝑡𝑚(1+𝑛2𝑡2)
𝜒

[0,
1

𝑛
]
 formulü ile verilmek üzere 𝑓1: = 𝑏 𝑒1 ve 𝑛 ≥ 2 için 𝑓𝑛: = 𝑒𝑛  kuralı ile 

tanımlanan (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ dizisi yardımıyla oluşturulmuş aşağıdaki şekilde görülen 𝑈𝑚’nin 

kapalı, sınırlı ve konveks alt kümesi 𝐸(𝑚) ele alınsın.  

𝐸(𝑚): = {∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛𝑓𝑛:  ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑡𝑛 ≥ 0  𝑣𝑒  ∑

∞

𝑛=1

𝛽𝑛 = 1}  . 

 

Teorem 3.11 Her 𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) için yukarıdaki örneklerde yer alan her bir 𝐸(𝑚) 

kümesi afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahiptir. 

 

İspat.  𝑚 ∈ ℕ ve 𝑏 ∈ (0,1) keyfi seçilsin. 𝑇: 𝐸(𝑚) → 𝐸(𝑚) genişlemeyen fonksiyon ise 

‖𝑇𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛)‖
𝑛
→ 0 koşulunu sağlayan en az bir yaklaşık sabit nokta dizisi  (𝑥(𝑛))

𝑛∈ℕ
∈

𝐸(𝑚) vardır. O halde genelliği bozmadan gerekirse bir alt diziye geçiş yapılarak en az bir 

𝑥 ∈ 𝑈𝑚 bulunabilir öyle ki 𝑥(𝑛) dizisi bu 𝑥  noktasına zayıf* topolojide yakınsaktır. 

Öyleyse, Lemma 1.4 ile verilen Goebel ve Kuczumow analog gerçekliği gereğince  ∀𝑦 ∈

𝑈𝑚 için 𝑠(𝑦) = limsup
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑦‖    şeklinde tanımlı bir 𝑠: 𝑈𝑚 → [0, ∞) fonksiyonu 

vardır öyle ki ∀𝑦 ∈ 𝑈𝑚 için 𝑠(𝑦) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑦 − 𝑥‖ dir. 

Buradan ele alınan kümenin zayıf* kapanışı 

𝑊: = 𝐸(𝑚)
𝑤∗

= {∑

∞

n=1

β𝑛𝑓𝑛:  her  𝛽𝑛 ≥ 0  ve  ∑

∞

𝑛=1

β𝑛 ≤ 1}  

olarak tanımlanır ve iki ayrı durum ele alınır. 
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Durum 1: 𝑥 ∈ 𝐸(𝑚) olsun.   

𝑝 ∈ ℕ sabit tutulsun. Bu durumda, ∀n ∈ ℕ için 𝑠(𝑇𝑝𝑥) = 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ ve   

 𝑠(𝑇𝑝𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥(𝑛)‖                                                                                   

                  ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖ 

 ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖            

                          ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖

𝑝

𝑗=1

 

                       ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥 − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑝

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖  

                               = 𝑘𝑝𝑠(𝑥)  dir.                                                                       (14) 

Bu sebeple, ‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ ≤ (𝑘𝑝 − 1)𝑠(𝑥)  olup 𝑝 → ∞ yaklaşımında limit alınırsa 

lim
𝑚

‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ = 0 elde edilecektir fakat lim
𝑚

‖𝑇𝑇𝑝𝑥 − T𝑥‖ ≤ lim
𝑚

k1‖𝑇𝑝𝑥 − 𝑥‖ = 0 ve 

lim
𝑚

‖𝑇𝑝+1𝑥 − T𝑥‖ = 0 olduğundan 𝑇𝑝𝑥 dizisi 𝑥 ve 𝑇𝑥’e yakınsayacaktır. Dolayısıyla, 

limitlerin tekliği gereğince  𝑇𝑥 = 𝑥 dir. 

 

Durum 2: 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸(𝑚) olsun. 

Bu durumda W’nın tanımından 𝑥 noktasının ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛𝑓𝑛  formunda yazılacak şekilde 

∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛   < 1  ve  ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝛾𝑛 ≥ 0   koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. Bu 

skalerler vasıtasıyla  𝛿: = 1 − ∑∞
𝑛=1 𝛾𝑛 ve  

ℎ: = (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 + ∑

∞

𝑛=2

𝛾𝑛𝑓𝑛 

olarak tanımlansın. Bu durumda   

‖ℎ − 𝑥‖ = ‖𝑏𝛿𝑒1‖ = 𝑏𝛿 dir.  

Diğer taraftan, 𝑦 ∈ 𝐸 keyfi bir nokta olduğunda ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛𝑓𝑛 formunda yazılacak şekilde 

∀𝑛 ∈ ℕ 𝑖ç𝑖𝑛  𝑡𝑛 ≥ 0   ve  ∑∞
𝑛=1 𝑡𝑛   = 1 koşullarını sağlayan skalerler mevcuttur. 

O halde,    

‖𝑦 − 𝑥‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘‖                                                                                       
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= ∫
1

0

|∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘𝑓𝑘| 𝑑𝑚                                                             

= ‖∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘‖                                                                                

        = ∫
1

0

|∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘| 𝑑𝑚 =  ∫
1

0

|∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘| 𝑑𝑚                  

≥ |∫
1

0

∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘𝑑𝑚|                                                                  

   = |∑

∞

𝑘=1

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)|                                                                                        

     = |1 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘|                                                                                                

    = 𝛿                                                                                                                     

Öyleyse, 

‖𝑦 − 𝑥‖ ≥ 𝑏𝛿 ≥ ‖ℎ − 𝑥‖  

elde edilir. 

 

O halde, her 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) ve her 𝑥 ∈ 𝑊\𝐸 için ‖𝑦 − 𝑥‖ ≥ ‖𝑦 − 𝑥‖      (15)  

dir. 

Daha sonra ise aşağıdaki eşitsizlikler gözönüne alınır. 

𝑠(ℎ) = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ ≤ 𝑠(𝑥) + ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑇𝑝ℎ)   

                             = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥(𝑛)‖  bu durumda (10) eşitsizliğinde olduğu gibi 

       ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖  

 ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖𝑥(𝑛) − 𝑇𝑝(𝑥(𝑛))‖     

                                    ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑‖𝑇𝑗−1(𝑥(𝑛)) − 𝑇𝑗(𝑥(𝑛))‖

𝑝

𝑗=1

 

                                ≤ 𝑘𝑝𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

‖ℎ − 𝑥(𝑛)‖ + 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛

∑ 𝑘𝑗−1

𝑝

𝑗=1

‖𝑥(𝑛) − 𝑇(𝑥(𝑛))‖  

                                     = 𝑘𝑝𝑠(ℎ)   
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dir. 

Bu durumda, 𝑠(ℎ) ≤ 𝑠(𝑇𝑝ℎ) ≤ 𝑘𝑝𝑠(ℎ) olup 𝑝 → ∞ iken limit alınırsa ve 𝑙𝑖𝑚
𝑝

𝑘𝑝 = 1 

olduğu göz önüne alınarak 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 𝑠(𝑇𝑝ℎ) = 𝑠(ℎ)  olduğu görülür. Yani, 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 𝑠(𝑥) +

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = 𝑠(𝑥) + ‖ℎ − 𝑥‖ olacaktır ki bu 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ (16) olduğu 

anlamına gelir. Ayrıca, her 𝑦 ∈ 𝐸(𝑚) için 

‖𝑦 − ℎ‖ = ‖∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿)𝑓1 − ∑

∞

𝑘=2

𝛾𝑘𝑓𝑘‖                                                     

= ‖∑

∞

𝑘=2

(𝑡𝑘 − 𝛾𝑘)𝑓𝑘 − (𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1)𝑓1‖                                    

= ∫
1

0

|∑

∞

𝑘=2

𝑡𝑘𝑒𝑘 − ∑

∞

𝑘=2

𝛾𝑘𝑒𝑘 − 𝑏(𝛿 + 𝛾1 − 𝑡1)𝑒1| 𝑑𝑚            

≤ ∑

∞

𝑘=2

∫
1

0

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|𝑒𝑘𝑑𝑚 + 𝑏|𝛿 + 𝛾1 − 𝑡1|                             

= ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏|𝛾1 + 𝛿 − 𝑡1|                                               

    = ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 |𝛾1 + 1 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘 − 1 + ∑

∞

𝑘=2

𝑡𝑘|                 

≤ ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + 𝑏 ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                               

= (1 + 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                                

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
(1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|                                                     

=
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏𝛿 − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                           

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) − 𝑏𝛿 + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘|]                 

              =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏(1 − (1 − 𝛿)) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                 
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                        =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 (∑

∞

𝑘=1

𝑡𝑘 − ∑

∞

𝑘=1

𝛾𝑘) + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

              ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏 ∑

∞

𝑘=1

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| + (1 − 𝑏) ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿]                  

 

Bu sebeple, 

‖𝑦 − ℎ‖ ≤
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[𝑏|𝑡1 − 𝛾1| + ∑

∞

𝑘=2

|𝑡𝑘 − 𝛾𝑘| − 𝑏𝛿] =
1 + 𝑏

1 − 𝑏
[‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖] 

dir.   (17) 

Ayrıca, 

‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ ≥ |1 − (1 − 𝛿)| − 𝑏𝛿  = (1 − 𝑏)𝛿  

dir. Şimdi, 𝜀 > 0 keyfi alınsın ve 𝑏 ∈ (0,1) olduğu hatırlanılsın. Bu durumda 𝜇(𝜀): =

1−𝑏

1+𝑏
𝜀 ∈ (0, ∞) olarak seçilsin öyle ki her 𝑦 = ∑∞

𝑘=1 𝑡𝑘𝑓𝑘 ∈ 𝐸(𝑚) için  

|‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖| ≤ ‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖ < 𝜇 

olsun. Bu durumda, (17) gereğince ‖y − ℎ‖1 <
1+𝑏

1−𝑏
𝜇 = 𝜀 dir. Öyleyse, her 𝜀 > 0 için en 

az bir 𝜇 = 𝜇(𝜀) bulunabilir öyle ki |‖𝑦 − 𝑥‖ − ‖ℎ − 𝑥‖| < 𝜇 ise ‖y − ℎ‖ < 𝜀 dir yani 

burada 𝐸(𝑚) kümesinde 𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝑧𝑛 − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ olacak şekildeki her (𝑧𝑛)𝑛 dizisi için 

𝑙𝑖𝑚
𝑛

‖𝑧𝑛 − ℎ‖ = 0 olacağı sonucu verilmektedir. Bu ise yukarıdaki (16) ifadesi gereğince 

𝑙𝑖𝑚
𝑝

‖𝑇𝑝ℎ − 𝑥‖ = ‖ℎ − 𝑥‖ olduğundan, 𝑙𝑖𝑚
𝑝

‖𝑇𝑝ℎ − ℎ‖ = 0 sonucunun elde edileceğini 

söylemektedir. 

O halde, 

‖ℎ − 𝑇ℎ‖ ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝ℎ − ℎ‖ + 𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝ℎ − 𝑇ℎ‖  

≤ 𝑘1𝑙𝑖𝑚
𝑝

 ‖𝑇𝑝−1ℎ − ℎ‖ = 0  

elde edilecektir. 

 

Öyleyse yukarıdaki iki durumda da 𝑇ℎ = ℎ olacak şekilde bir nokta mevcuttur ve 

dolayısıyla 𝐸(𝑚) afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine 

sahiptir. 
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4. SONUÇLAR VE TARTIŞMA 

 

Bu tez çalışmasında Goebel ve Kuczumow'un, genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin Banach uzayında çok geniş 

bir kapalı, sınırlı, konveks altkümeler sınıfının var olduğunu gösterdiklerini 

hatırlatıyoruz. 2004'te ise Kaczor ve Prus’ın, asimptotik genişlemeyen fonksiyonlar için 

sabit nokta özelliğine sahip, mutlak olarak toplanabilir skaler dizilerin Banach uzayında 

çok geniş bir kapalı, sınırlı, konveks altkümeler sınıfının var olduğunu gösterdiklerini 

hatırlatıyoruz. Bu çalışmada ise benzer şekilde bir Cesàro fark dizi uzayının bir Köthe-

Toeplitz duali için analog bir sonuç üzerine çalışıyoruz. Bu uzaylarda afin asimtotik 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var olduğunu gösteriyoruz. Bu tez çalışmasında ise 

Kaczor ve Prus’ın ℓ1’de yaptığına benzer şekilde Et ve Tripathy ile arkadaşları tarafından 

çalışılmış genelleştirilmiş Cesàro fark dizi uzayının bir Köthe-Toeplitz duali için analog 

bir sonuç üzerine çalışılıyor. Yani, bu uzaylarda afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar 

için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümelerden oluşan 

sınıfın var olduğu gösteriliyor. Bununla beraber ikinci çalışma olarak ise yayınlanmış 

çalışmamız ile bu genelleştirilmiş Cesàro fark dizi uzaylarının Köthe-Toeplitz duallerine 

karşılık gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarında Kaczor ve Prus çalışmasının ilham 

aldığı Goebel ve Kuczumow analoğu olan bir sonuç üzerine çalışıyoruz. Not ediyoruz ki 

bu uzay öncelikle 𝐿1[0,1] Lebesgue uzayını içerir ve tezimizde bu uzaylarda 

genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta özelliğine sahip geniş bir kapalı, sınırlı ve 

konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var olduğunu gösteriyoruz. Son olarak ise yani 

üçüncü çalışma olarak yine aynı uzayda; yani genelleştirilmiş Cesàro fark dizi uzaylarının 

Köthe-Toeplitz duallerine karşılık gelen Lebesgue benzeri fonksiyon uzaylarında Kaczor 

ve Prus analoğu çalışılarak afin asimtotik genişlemeyen fonksiyonlar için sabit nokta 

özelliğine sahip geniş bir kapalı, sınırlı ve konveks alt kümelerden oluşan sınıfın var 

olduğu gösteriliyor. 
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