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Kesirli Diferansiyel Denklemler Icin Analitik C6ziim
Yontemleri
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Bu tez calismasi iic ana boliimden olusmustur. Birinci boliimde kesirli
analiz kavrami, kesirli analizin tarihi, kesirli analiz cesitleri ve literatiirdeki
kesirli diferansiyel denklemlere uygulanan ¢6ziim yontemleriyle ilgili genel bilgiler
verilmistir. Ikinci béliimde, beta tiirevin tanimi verilmistir ve bazi temel 6zelliklerine
deginilip eliptik fonksiyonlar hakkinda bilgilendirme yapilmistir. Ana boliim olarak
iclincli boliimde ise uzay-zaman kesirli modifiye edilmis Benjamin Bona Mahony
denkleminin ve lineer olmayan zaman kesirli Schrodinger denkleminin beta tiirevi
ile tam ¢oziimlerini olusturmak icin F-genisleme yontemini kullanilarak bir analiz
verilmistir. Ayrica, beta tiirevi ile kesirli genellestirilmis reaksiyon duffing modelin

tam ¢Ozlimiinii elde etmek icin Kudryashov methoduyla bir ¢6ziim sunulmustur.
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1

GIRIS

Kesirli analiz kavrami, tiirev ve integral kavramlarinin Kkesirli sayilara
genellestirilmesiyle ortaya ¢ikmis bir kavramdir. Bilinen standart analizin aksine tek
bir tane kesirli tiirev veya kesirli integral tanimi yoktur. Son zamanlarda kesirli analiz
kavrami miithendislikte ve fizikte son derece 6nemli bir yere sahip olmustur. Reoloji,
olasilik, istatistik, korozyon elektrokimyasi, akiskan akisi, dinamik sistemler gibi farkli
uygulama sahalarinda karsilasilmaktadir. ~ Bununla birlikte, yakinlarda ¢cok 6nemli
bir konu olsa da kesirli analizin temelleri 17. yilizyilin baslarinda goriilmektedir.
L’Hopital ve Leibniz’'in aralarinda gecen mektup haberlesmelerinde konu tizerinde
calisilmistir. Leibniz’in t € N i¢in herhangi bir f(x) fonksiyonunda t. mertebeden
tlirev icin ‘;tTyt notasyonunu bulusunun ardindan I’'Hopital Leibniz’e “t = % oldugunda
ne olur?” sorusuyla ilk defa kesirli analiz diistincesi ele alinmistir. (Kilbas, Srivastava,

Trujillo 2006).

t,.a

Euler 1738'de x® kuvvet fonksiyonlu &

X
dxt

oldugunu farketmistir Ondan sonra Laplace, fT(x)t‘xdt integrali ile gosterilen

tlirevinin t tamsay: degilken anlamh

fonksiyonlar icin kesirli analiz diislincesini tavsiye etmistir. Lacroix’de 1819 yilinda
kesirli analiz konusuna 700 sayfalik “Traitédu Calcul Differential et dalcul Integral.”

kitabimin ortalarinda yer vermistir. Ilgili kismin sonunda

dit _ 24t
dt: T

oldugunu gostermistir. (Kilbas, Srivastava, Trujillo 2006).

Kesirli tiirevler kullanilarak matematiksel olarak olusturulabilen ve tanimlanabilen
matematiksel problemlerin ve baz1 fiziksel olaylarin analitik, sayisal kesin
¢coziimlerinin elde edilmesi hakkinda son zamanlarda bircok makale yayinlanmistir.
Bu denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bircok analitik ve niimerik yontemler ise
Laplace dontistim yontemi (Kexue, Jigen 2011) Mellin doniisiim yontemi (Butera,
Di Paola 2014), Adomian ayrisim yontemi, (Y. Hu, Luo, Lu 2008; Duan et al.|[2013)
homotopi pertiirbasyon yontemi (J. Hu, K. Zheng, M. Zheng 2014), iistel fonksiyon



yontemi, modifiye edilmis Kudryashov yontemi (Ege, Misirli|2014)), (Guner, Aksoy,
et al. 2016 Guner, Bekir 2017} Ellahi, Mohyud-Din, Khan, et al. |2018)) F-Genisleme
yontemi’dir (Zhang et al. 2006)).

Literatiirde Jacobi eliptik fonksiyonlari iceren metot kullaniminin ¢ok az oldugu
goriilmektedir. Bu metodun en 6nemli faydalarindan biri c¢éziimler hiperbolik,
trigonometrik ve rasyonel fonksiyonlarin genel formunda elde edilir. Ustelik karmasik

degerli ¢oziimler ve soliton ¢ozlimleri de bulunur.

Bu calismadaki amac¢ matematik ve fizikte 6nemli bir yere sahip bazi lineer olmayan
uzay-zaman(modifiye edilmis Benjamin Bona Mahony) ve zaman(Schrodinger
denklemi) ve kesirli genellestirilmis reaksiyon duffing modeli (Fractional generalized
reaction duffing modal) kesirli kismi diferansiyel denklemler icin seyahat eden dalga
coziimleri(Travelling wave solutions) elde etmektir. Bunun icin F-Genisleme ve
Kudryashov metodu kullanilmistir. Uzay ve zamana veya zamana bagl lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlere belirli doniisiimler uygulanarak bu denklemler adi
diferansiyel denklemlere doniistiiriilmiistiir. Elde edilen denklemin belirli formlarda
coziimleri aranmak yoluyla cebirsel denklem sistemleri elde edilmistir. Bu denklem
sisteminin ¢Oziimiiyle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin seyahat eden

dalga ¢ozlimleri bulunmustur.



2

BETA TUREV

Kesirli tiirev operatorii farkli yollarla tanimlanmistir. Bunlardan bazilari, Caputo
tiirevi (Podlubny [(1998), Riemann-Liouville tiirevi (Minier, Peirano 2001) ,
Atangana-Baleanu tiirevi (Atangana, Baleanu 2016), Caputo-Fabrizro (Caputo
2020), Jumarie'nin modifiye edilmis Riemann-Liouville tiirevidir (Jumarie
2006). Giiniimiizde Riemann-Liouville ve Caputo tamimlar1 calismalarda sik sik
kullanilmaktadir. =~ Ancak bu tiirev tanimlarindan Riemann-Liouville tiirevinde
mertebe dogal say1 degilken sabit fonksiyonun tiirevi “0” olmamaktadir. Gogu kesirli
tlirev tanimi, fonksiyonlarin ¢arpim ve boéliim tiirevi kuralini, bilegske fonksiyonlarda
zincir kuralim gerceklememektedir.  Ustelik, Caputo tiirevinde bir fonksiyonun
tlirevlenebilir olmas1 kosulu da mevcuttur. Buna benzer durumlarin var olmasindan
ve bu tamimlarin bu tarz zorluklarindan dolayr uyumlu tiirev adi verilen ve Khalil
ve dig. tarafindan yeni bir kesirli tiirev (Khalil et al. |2014) tanimlanmistir. Daha
sonra bu tiirev kullanilarak zaman-is1 diferansiyel denkleminin tam ¢6ziimii elde
edilmistir (Cenesiz, Kurt 2014). Ayrica Atangana ve arkadaslari uyumlu tiirev
hakkinda bazi tanim, teorem ve Ozellikleri ortaya koymuslardir (Atangana, Baleanu,
Alsaedi 2015). Sonunda, Atangana ve arkadaslari tarafindan beta-tiirevi olarak

adlandirilan Kesirli bir tiirevin yeni bir tanim1 asagidaki sekilde verilmistir:

Flo+y(w+==)"P]—F
*DP{F(e)} = lim Leo F (e F;’j)) 17 F(e) 2.1)
’)/—)

Bu tiirevin bazi 6nemli 6zellikleri su sekildedir (Yepez-Martinez, Gomez-Aguilar,
Atangana 2018)):

(i) “DF(apF(w)+a,G(w)) =a,"DPF(w)+a,"DPG(w), Va,,a;, €R.
(i) “DP(co) =0, Ve €R,

(iit) “DE(F(w).G()) = G(w)'DE(F(w)) + F(w)'DE(G(w))



B _ B
(iv) ADB(F()/G(e)) = LXPALDLLIDLSCD - (G £ 0)

Burada F ve G iki 8 diferansiyellenebilir fonksiyon ve € (0,1]dir. (2.1) tanimini
dikkate alarak ve y= (w—+—r(ﬁ)) F=1 h, ve hy — 0, y — 0 hesaba katarak asagidaki gibi
baska bir 6zellik bulunabilir (Atangana|2015).

1 \'"PdF(w)
ADP(F(w)) = 2.2
LE=(0+55) g (2.2)
Kabul edelim ki F(w), B-diferansiyellenebilir ve
ko p
w(w) = w+— ko €R 2.3)
p Bl F(ﬂ)) ’
olsun. Boylece asagidaki bagint1 elde edilebilir,
dF
D) = ko g 2 2.4

2.1 Jacobi Eliptik Fonksiyonlar

Eliptik fonksiyonlar ile elips arasindaki iliski matematiksel olarak oldukca
zaylf olmasina ragmen, elipslerin bu fonksiyonlarin ortaya cikmalarina neden
olduklarindan iki kavram arasinda tarihi bir iliski vardir. Ilk defa 1655-1659 yillari
arasinda John Wallis’in konikleri incelerken bir elipsin cevresini hesaplama istegi
sonucunda eliptik integraller denen integraller ortaya ¢ikmistir. Euler, 1753 yilinda
bu integraller icin toplam formiillerini ortaya ¢ikarmistir. Legendre, uzun yillar yaptigi
calismalar sonucunda giiniimiizde de kullanilmakta olan eliptik fonksiyonlarin normal
formlarini olusturmustur. Daha sonra Jacobi tarafindan 1828’de eliptik fonksiyonlar

eliptik integraller’in tersi olarak tanimlanmustir.

Bu fonksiyonlar, birinci tiir eliptik integrallerin tersinin alinmasiyla olusurlar. n
eliptik modiil ve a = gen(f) = gen(3, n) eliptik genlik olmak {izere, birinci tiir eliptik

integral

(2.5)

‘ d
B ="F(a,n)= f Z
o V1—n2sin’®x
seklinde tanimlanmaktadir. Burada a ve 8 karmasik degiskenler ve 3, t = sina’nin
cok degiskenli fonksiyonudur. a =  ve n* karmagik say1 olmak iizere,
A(Tl) K= fO Vi1— n251n2x

/ ’— dx
IA(Tl)—lK lfo 4/ 1—(n’)2 sin? x



birinci tiir tam eliptik elde edilir ve yukaridaki gibi gosterilir. Burada A ve A reel sayz,
A reel ceyrek periyot, iA’ sanal ceyrek periyot ve n’ = +/1 —n2 ise tamamlayic1 modiil
olarak isimlendirilir (Erdelyi et al.|1953; Abramowitz, Stegun 1972)).

0 < n < 1licin a = F}(B, n) esitligi kullanilarak asagidaki fonksiyonlar elde edilmistir
ve Temel Jacobi eliptik fonksiyonlar1 olarak isimlendirilmistir.

sn(B)=sn(B,n)=sina,
cn(p)=-cn(B,n) =cosa,

cn(f)=cn(B,n) = V1—n2sina? = \/1—n25n/52 (2.6)

(2.6) kullanilarak su degerler bulunabilir:

sn(0) =1, cn(0)=1, dn(0) =1,
sn(K)=1,cn(K)=1,dn(K)=n"=+/1—n2

Arthur Carley 1895 yilinda sn’yi siniis, cn ve dn’yi ise cosiniis fonksiyonunun bir ¢esidi
olarak ifade etmistir.
Glaisher, temel eliptik fonksiyonlarin carpma islemine gore terslerini ve oranlarini alip

asagidaki fonksiyonlari ortaya c¢ikarmistir. (Erdelyi et al.|1953)).

sd(p) = i cd(B)=EL nd(p) =
d

sc() = T3, ne(p)= s, de(p)= oS
d

w(B)= . es(B)= TS, as(p) = Sl

Jacobi eliptik fonksiyonlari n = 0 ve n = 1 durumunlarinda trigonometrik ve

hiperbolik fonksiyonlara doniismektedir. n = 0 halinde a = f3 elde edilir. Buradan

sn(p,0) =sinf,
cn(f,0) = cos B
dn(p,0) =1,
K(0)=7

bulunur. n =1 ve /2 < a < 7/2 halinde 8 = foasecxdx = In|seca + tan a| olur.



Buradan

B 1+sina
e’ =seca+tanq = ——
cosa

elde edilir. Buradan da

2P — 1+sina

1—sina

olur. Bu esitlik sin a i¢in c¢oziiliirse sin a = tanh # bulunur. Boylece

sn(f,1) =tanh 3,
dn(f3,1) =sechp,

cn(p,1) =sechp,
K(1)=o0

elde edilir (Armitage, Eberlein [2006).



3

BAZI DOGRUSAL OLMAYAN KESIRLI KISMi
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ANALITIK COZUMLERI

Bu boliimde, beta tiirevi ile tanimlanan kesirli kismi diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oztimleri verilecektir. ~ Bunun icin F-Genisletme ve modifiye edilmis

Kudryashov yontemleri tanitilip uygulamalar yapilacaktir.

3.1 F-Genisleme Metodu

iki reel degisken x ve t'nin bir fonksiyonu icin bir beta tiirevi ile uzay-zaman kesirli

kismi diferansiyel denklemini su sekilde ele alalim:
A A AN2B ., AP2 _
H(p,"Dfp,"Dlp,"D¥p,"D¥p,..)=0, (0<p<1) 3.1

Adim1: 1lk olarak, (3.1) diferansiyel denklemini adi diferansiyel denkleme
doniistiirmek icin k ve c keyfi sabitler olmak iizere asagidaki seyahat eden dalga

dontistimii uygulanir.

p(x,t)=U(e)
k 1 \B ¢ 1 \8
GZE()H_T@) _B(H_Tﬁ)) R (3.2)

(3.2) denklemi yerine konulup, (2.1) ve (3.1)’e uygulanarak, dogrusal olmayan bir
adi diferansiyel denklem su sekilde elde edilir:

dU d*U

NU,—,—,..
(,dE’dEZ’

)=0 (3.3)



Adim2: q, ve a;,b; (i=1,2,..,M) belirlenmis sabitler olmak iizere (3.3) adi diferansiyel

denkleminin U(e) ¢6ziimiiniin su sekilde tanimlanabilecegini kabul edelim:

M
U(e)=ay,+ Z (al»Ki(e) + Kib(ie)) (3.4)
i=1

f5, f1 ve f, sabitler olmak iizere K(¢e) bu adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiidiir.
[K'(e)] = ol K(€)]* + fAilK(e)]* + fo (3.5)

M, (3.3) denkleminin, en yiiksek dereceli lineer olmayan terimlerle en yiiksek

mertebeli tiirev terimleri ile belirlenebilen pozitif bir tam sayidir.

Adim3: (3.4) denklemini (3.5) denklemiyle (3.3) denkleminde yerine koyarak ve
Ki(e) (j = 0,%1,+2,...) katsayilarim toplayarak, a,,a;,b; (i = 1,2,...,M) ’den
olusan bir dizi belirli cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklemleri

cozerek, bu parametreler acikca belirlenebilir.

Adim4: (3.5) denklemi Tablo 3.1’deki m Jacobi eliptik fonksiyon ¢oziimlerine sahip

olur.

Tablo 3.1 Jacobi eliptik fonksiyon ¢oztimleri

Durum fo f f2 X
1 1 —(1+m?) m’ sn(u) veya cd(u)
2 1-m* | —(1+m?) | m’ cnlu)
3 m? 1 9 m2 1 dn(w)
4 m? —(1+m?) 1 ns(u) veya de(u)
5 —m2 (2m2—1) 1 —m? nc(u)
6 -1 2—m?* | —(1-m?) nd(u)
7 1 2—m* | 1-m? sc(u)
8 1 om’—1 | 1-m? sc(u)
o 1—m? 92— m2 1 cs(u)
1o ~(m) Lm = men(u)+ dn(u)
13 l 1—2m2 l sn(p)
3 > ) 1+cn(u)
1 1 Tom? (1-m%)> _snp)
! . 7 Gy dn(a)

Table (3.1)’de, sn(e)=sn(e,m), cd(e) = cd(e,m), cn(e)=cd(e,m), dn(e)=dn(e),
ns(e)=ns(e,m), cs(e)=cs(e,m), ds(e)=ds(e,m), sc(e)=sc(e,m), sd(e)=sd(e,m) 0<
m < 1 moduliine gore Jacobi elliptic fonksiyonlaridir . Bu fonksiyonlar, Tablo (3.2)’de

gosterildigi gibi m—0 ve m—1 oldugunda hiperbolik fonksiyonlara doniisiir:



Tablo 3.2 m—0 ve m—1 durumunda doniistiigli trigonometrik ve hiperbolik
fonksiyonlar

m—0 m—1
sn(e)=sin(e) | sn(e)=tanh(e)
cd(e)=cos(e) | cn(e)=sech(e)
cn(e)=cos(e) | dn(e)=sech(e)
ns(e)=csc(e) | ns(e)=coth(e)
cs(e)=cot(e) | cs(e)=csch(e)
ds(e)=csc(e) | ds(e)=csch(e)
sc(e)=tan(e) | sc(e)=sinh(e)
sd(e)=sin(e) | sd(e)=sinh(e)
ns(e)=sec(e) | ns(e)=cosh(e)

dn(e)=1 cd(e)=1

Adim 5: 3. adimda bulunan parametreleri ve 4. adimda bilinen degerleri denklem

(3.4)’te degistirerek, (3.1) denkleminin ¢6ziimleri bulunur.

3.2 F-Genisleme Metodu’nun Beta Tiirevli Kesirli Diferansiyel Den-
klemlere Uygulamalar

Bu boliimde , beta tiirevli uzay-zaman kesirli degistirilmis Benjamin Bona Mahony
denkleminin tam ¢ozlimleri ve lineer olmayan zaman kesirli Schrodinger denklemi

F-Genisletme yontemi ile incelenip tam ¢6ziimleri elde edilecektir.

3.2.1 Uygulama 1
Bircok degisik fiziksel yontemlerin ¢oziimiinde kullanilan uzay-zaman Kkesirli
modifiye edilmis Benjamin Bona Mahony denklemini ele alalim (Yepez-Martinez,

Gomez-Aguilar, Atangana 2018)).

ADfp +ADfp—ap2ADfp +ADfﬁp:O, 0<pB<1, (3.6)
Kabul edelim ki (3.6) denkleminin seyahat eden dalga ¢6ziimii su sekilde bir forma

sahip olsun :

k 1 8 1 A
p(x;t):U(e), GZB(X'FT/:})) —%(tﬂ‘m) , (3.7)



(3.7) denklemi, (3.6) denkleminde yerine konulursa,

dU dU du d*U
e 4 hk— —qkU?=—=+3—=0 3.8
Cde de a de des (38)

adi deferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin integral sabiti goz ardi edilerek
€’a gore integrali alinirsa asagidaki denklem elde edilir.

d?U ak

k3 e +(k—c)U— ?U?’ =0 (3.9)

(3.9) denkleminde % ve U3(e) arasinda dengeleme ilkesi kullanilarak, yani 3M =
M + 2 ile, M = 1 bulunur. Boylece, (3.4)’ten (3.9) denkleminin ¢6ziimi, a,,a;,b;
belirlenmis sabitler ve K(e) (3.5)’teki eliptik denklem olmak {izere asagidaki sekilde

yazilabilir.

U(e)=ay+a;K(e)+ 121 (3.10)

K(e)’
(3.10) ve (3.5)’i (3.9)’ta yerine yazilirsa, K(e) icinde altinci dereceden polinom
bulunur. K(e)'nin tiim katsayilarini sifira esitleyerek, asagidaki dogrusal olmayan

denklem sistemi bulunur.

ak
—akaya? =0

k*fia; + (k—c)a, —aka’a, —aka’b; =0
k
(k—c)a,— %ag —2akaya,;b; =0

k*fiby + (k—c)b, —aka;b, —aka,b> =0
—akaobf =0

ak

Bu sistem Maple yardimiyla c¢oziilerek, bilinmeyen katsayilar icin asagidaki ii¢ ¢c6ziim

kiimesi elde edilir.

set 1 set 2 set 3
c=fik®+k |c=fik3+kx6k>/fofy | c=fik>+k
a,=0 a,=0 a,=0

a; == 6%1{ a; =% 6%1{ a; =0
b, =0 b, = £4/62k b, = +4/6%k
) %) %)

(*)-(***)yi (3.10)’da (3.7) ile yerine konulursa, (3.6) denklemi icin asagidaki
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coziimler elde edilir:

P (x,t)==% \ 6%]([((6); (3.11)

_k 1 \6 fik>+k 1 5
=50+ rm) 75 i)

P, (x,t) ==\ 6%K(e)ﬂ: \ 6%K‘1(e); (3.12)

k 1 \8 Kk3f, +kx6Kk3\/f,.f 1 \8
=strmm) T )

P, (x,t) =%\ 6%](K_1(6); (3.13)

_k 1 6 fikP+k 1 6
=5l i) T F i)

(3.11-3.13)’ii Tablo (3.1) ve Tablo (3.2) ile birlestirerek, (3.6)'nin kesin ¢éziimleri elde

edilir. Bunlardan bazilarini set 1 icin asagida ifade edelim:

Durum 1:

fo=m? fi=—(1+m?), fo=1, K(e)=sn(e), U(e)==+4/6Zksn(e);

k 1 8 K(—=1+m?»)+k 1 6
/5(X+r(/3)) - ; (t-l—r(ﬂ)) (3.14)

m — 1’e giderken, (3.6) denkleminin tam ¢6ziimi su sekildedir.

6 k 1 \8 k 1 \8
Pl(x,t)zzlz\l;ktanh(e); e:E(X_FTﬁ)) _B(x—i_Tﬂ)) (0<a) (3.15)
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Durum 2:

fo=—m? fi=2m*—1, fy=1—m?* K(e)=cn(e), U,(e)==%4/ 6_Tmzkcn(e);

B 1\ KEmP—1)+k 1 6
G—B(x+r(ﬁ)) — ; (t+r(m) (3.16)

m — 1’e giderken ise (3.6) denkleminin tam ¢6ziimii su sekildedir.

Al —6 k 1\ kK+k 1 A
Py(x,t)==% stech(e), GZB(JH_F(/S)) — 5 (t+l“(ﬁ))’ (a?301)7)

Durum 5:

fo=1-m? fi=2m*—1, f,=—m? K(e)=nc(e), Us(e)==%4/ 61_(1—m2knc(e);

k 1\ K2m2—1)+k R
5t ) - B (e 5)

m — O’e giderken, (3.6) denkleminin tam ¢6ziimi su sekildedir.

6 k 1 ¢ —k3+k 1 \#
P5(x,t)=:|:\lgksec(e), GZE(X—'_F(ﬁ)) — 5 (H_Tﬂ)) (3.19)

€= (3.18)

Durum 9:

fo=1, fi=2-m% fo=1—m? K(e)=cs(e), Ue)==%4/Ckes(e);

k 1 v K@2-m®)+k 1 \5
) T gy

(3.20)

m — 1’e giderken, (3.6) denkleminin tam ¢6ziimi su sekildedir.

6 k 1 k3 +k 1
Py (x,t) = :E\J;kcsch(e); €= B(X + F(/J’))ﬂ — /;_ (t + F([J’))ﬁ’ (3.21)

m — O’e giderken, (3.6) denkleminin tam ¢6ziimi su sekildedir.
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6 k k3 +k
Py (x,t) = :I:\l;kcot(e); €= E(x + F(lﬂ))ﬁ _2 ﬁ+ (t + %ﬁ))ﬂ (3.22)

Kalan ¢oziimler de benzer sekilde bulunabilir.

3.2.2 Uygulama 2

Dogrusal olmayan zaman kesirli Schrédinger denklemini ele alalim. Bu denklem,
zamana gore degisiklik gosteren kuantum hallerinin niteliklerini ifade etmek
icin bir model olarak kullanilan ve kuantum mekaniginde tiiretilen bir evrim
denklemidir (Zayed, Al-Nowehy 2018).

i"DP{p}+ap,.+blplp=0, 0<pB<1, (3.23)

Burada p(x,t) kompleks degerli bir fonksiyonudur. (3.23)’tin seyahat eden dalga

¢coziimii elde edilip asagidaki gibi bir doniisiim uygulanir:

p(x,t)=U(e).e"?, e=kx— Zﬂﬂ(t + %ﬁ))ﬁ, P =wx+ %(t + %ﬁ))ﬁ (3.24)

Burada k, c, v ve w sabitlerdir. (3.24) denklemi (3.23)’de yerine koyulursa

2
i( — 2cvd—U + 2aka)d—U) + akzd—U —(v+aw?)U(e)+bU(e)=0 (3.25)
de de de?

elde edilir. (3.25) adi diferansiyel denkleminin sanal kisminin sifira esitlenmesiyle,

¢ = ke (3.26)
Vv

denklemi elde edilir. Reel kismin sifira esitlenmesiyle de,

2

aKzfllej—(v+aW2)U(e)+ bU3(e)=0 (3.27)

% ve U3(e) arasinda dengeleme prensibi kullanilarak , M = 1 ,(3M = M +2) bulunur.

Bu nedenle ¢o6ziim, a,,a;, b; tanimlanmis sabitler ve K(e) eliptik fonksiyona karsilik

gelmek tizere, asagidaki gibi yazilabilir.

b
U(e)=ay+a;K(e)+ K(le)’ (3.28)
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(3.28) ve (3.5)’i (3.27)’de yerine koyarak, K(e) cinsinden altinci dereceden polinom
elde edilir. Bu polinomda tiim katsayilari sifira esitleyerek asagidaki dogrusal olmayan

sistem denklemleri elde edilir.

2ak?a, f, + ba? =0
3apa?b =0
ak®fia; —ak*(v + aw*)a, +3a2a, b +3a’b;b =0
—ak*(v + aw?)ay + ba] + 6a,a,b;b =0
ak?fib; —ak*(v + aw®)b, +3a2b, b +3a,b’b =0
3ayb?b =0
2ak*fob; +b3b =0

Bu sistemi Maple yardimiyla ¢ozerek, bilinmeyen katsayilar icin asagidaki ti¢ ¢6ziim
kiimesini elde edebiliriz.

set 1 set 2 set 3
a,=0 a,=0 a,=0
a, =% _bfzk a; ==+ %fzk a, =0
b,=0 b, = £/ 2k +,/612k
ciSNg c=c c=c
v—aw’+f, | v=264Ffofa—aw?+f, | v=—aw?+f,
) %) (%)

(*)-(***) ¢ozlim kiimesi, (3.28) denklemine (3.24) denklemi ile yerine konulursa,

denklem (3.23) icin asagidaki tam ¢ozlimler elde edilir:

2+1 1 B
P (x,t)= [ + _zgzakK(e)]ei[WH%(HTm) ]; (3.29)

k 1 8
e=kx—2a7w(t+Tﬁ))

2+ 1 1 B
PCr, )= £\ 2%1«(6&\ 2’%&—1(6)]5[”* ) ]; (3.30)

2ak 1
€ =kx— aﬂw(t+r(ﬂ))ﬁ
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2+1 1 B
P (x,t)= [ + \l?%kl("l(e)]ei[wwr%f(ﬁm) ] (3.31)

2akw 1 N5
F )

e =kx—

(3.29)-(3.31) Tablo (3.1) ve Tablo (3.2) ile birlestirilerek, (3.23) denkleminin tam
¢ozlimii bulunur. Set 1 icin bazi ¢6ziimleri asagida tanimlayalim:

Durum 1

fo=m? fi=—(1+m?), f,=1, K(e)=sn(e), U,(e)= ﬂ:\/—ZamTzksn(e)

aw?+1+ mz( 1 )ﬁ] (3.32)

SR

m — 1’ giderken, (3.23) beta tiirevli zaman kesirli kismi diferansiyel denkleminin tam

; <p=i[wx—

¢Ozlimii soyledir:

. —aw?+2 1 P
Py(x,t) = Uy(€)e'? = [ + '\ _Tzaktanh(e)]el[wx_ 2 (HT’“) :|; (3.33)

=y — 2akw(t
B

L1
r(B)

). (ab<0)

Durum 4:

fo=1, A=-(+m?), fo=m? K(e)=ns(e), Uy(e)=|*/Zkns(e)]

_ aw’+1+ mz( 1 )/5:| (3.34)

; (p=i[wx B t+F(ﬂ)

m — (’a giderken, (3.23) beta tiirevli zaman kesirli kismi diferansiyel denkleminin

tam c¢oziimii soyledir:

241 1 k
P, (x,t) = Us,(€)e'? = [ + '\ —TZak csc(e)]ei[wx_ao?j (HT’”) ] (3.35)

m — 1’ giderken, (3.23) beta tiirevli zaman kesirli kismi diferansiyel denkleminin tam
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¢cOziimii soyledir:

e F [w=s(eers ) ]
ap (X, t) = Usp(€)e'? = [ + Tk coth(e)]e (3.36)

B
Burada, e=kx—2“;5“°(t+%ﬁ)), (ab < 0).

Durum 7 :

fo=1-m?, fi=2-m% fo=1, K(e)=sc(e), Uyle)=[=*y/ 25 Lksc(e)];

, 2—aw? —m? 1
cp:l[wx— ac; m(t+r(ﬂ))ﬁ:|

m — 0’ giderken, (3.23) beta tiirevli zaman kesirli kismi diferansiyel denkleminin tam

(3.37)

¢Ozlimii soyledir:

Y.
U,(x,t) = [ £\ _Tzaktan(e)]ei[wx_z?’w (Hr’”) ]; (3.38)

esz_Zakco( 1

B
ﬁ t+Tﬁ)), (ab < 0)

Geriye kalan ¢ozlimler benzer sekilde bulunabilir.

3.3 Modifiye Edilmis Kudryashov Yontemi

Bu boliimde modifiye edilmis Kudryashov yontemi tanitilacaktir.

Iki reel degisken x ve t'nin bir fonksiyonu icin bir beta tiirevi ile uzay-zaman kesirli

kismi diferansiyelini ele alalim:
H(p,”Dfp,"DPp,"D?p,"D?p,..), (0<p<1) (3.39)

Adim1: ilk olarak, (3.39) denklemini adi diferansiyel denkleme déniistiirmek icin k ve

c keyfi sabitler olmak iizere asagidaki seyahat eden dalga doniisiimii kullanilmalidir.

p(x,t) =U(e)

k 1 1
€= E(x+@)ﬁ—%(t+m)ﬁ, (3.40)
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(3.40) denklemi yerine konulursa, (2.1) ve (3.39)’a uygulayarak, dogrusal olmayan
bir adi diferansiyel denklem su sekilde elde edilebilir:

dU d*U

NU,—,—,..
(’dejdez,

)=0 (3.41)

Adim2: Modifiye edilmis Kudryashov metoduna gore, (3.41) denkleminin ¢6ziimii
a;(i =0,1,...,M) ve a,; # 0 olacak sekilde sabitler olmak {iizere asagidaki gibi bir

rasyonel formda aranacaktir.

M

u(e) = Z a;Q'(e) (3.42)
i=0

Ayrica Q = Q(€), a > 0 ve a # 1 olmak lizere

%~ [(e)-Q@)na (3.43)
€

adi diferansiyel denklemini saglar. Denklem (3.43)’{in ¢coziimii

1
= 3.44
Q)= T (3.44)
seklinde elde edilir =~ Burada C integral sabitidir = Eger a = e alinirsa o

zaman metot bircok yazar tarafindan onerilen genellestirilmis Kudryashov metoduna
indirgenir (Ryabov, Sinelshchikov, Kochanov 2011; Hubert et al. 2014; Raslan,
El-Danaf, Ali|2017).

Adim 3: Denklem (3.42)’deki M , homojen denge yontemiyle elde edilir. Yani en
yliksek mertebeden tiirevli terim ile en yiiksek dereceden lineer olmayan terimlerin

derecelerinin dengelenmesiyle elde edilir.

Adim 4: Denklem (3.43) yardimiyla denklem (3.42), denklem (3.41)’te yerine
yazilirsa, Q(e)’da polinomlar elde edilir Bu denklemin biitiin katsayilar1 sifira
esitlenirse, cebirsel denklem sistemi elde edilir Maple yardimiyla bu denklemin
¢oziimiinden aq;(i = 0,1,...,M) degerleri bulunur. Denklem (3.43) ve bulunan
degerler (3.42) denkleminde yerlerine yazilirsa (3.39) denkleminin (3.40)’daki € ile

tam c¢oziimleri bulunur.
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3.4 Kudryashov Metodu’nun Beta Tiirevli Kesirli Diferansiyel Den-
kleme Uygulamasi

Bu boliimde , beta tiirevli zaman kesirli genellestirilmis reaksiyon duffing
(Fractional generalized reaction duffing) tam coziimleri Kudryashov yontemi ile

incelenip tam coziimleri elde edilecektir.

3.4.1 Uyguluma

Asagidaki kesirli genellestirilmis reaksiyon duffing (Fractional generalized reaction
duffing) modeli ele alalim (Eslami et al.|2014).

D¥p +m*D?’p +ap+bp®>+ fp*=0, (0<f<1),t>0 (3.45)
Burada m,a,b ve f sabit degerlerdir. b = 0 alinirsa (3.45) denklemi

‘D¥p+m'D¥p+ap+fp*=0, (0<f<1),t>0 (3.46)
kesirli lineer olmayan bir diferansiyel denkleme indirgenebilir. (3.47) diferansiyel

denklemini adi diferansiyel denkleme doniistiirmek icin k ve c¢ keyfi sabitler olmak

lizere asagidaki seyahat eden dalga doniisimi uygulanir.

k 1 1
p(x,t)=U(e), e= B(x+%)ﬂ—%(t+m)ﬁ, (3.47)

Boylece asagidaki gibi bir adi diferansiyel denklem elde edilir.

(2+mk®>)U" +aU+fU*=0 (3.48)

Buradan genellestirilmis Kudrayshov metoduna gore, (3.48) indirgenmis
denkleminde M =1 (3M = M + 2) elde edilir ve ¢6ziim;

U(e)=ay+a,Q (ay,a; #0), (3.49)
U'(e) = a; InA(Q* —Q), (3.50)
U’(e) = a,(InA)*(2Q* — 3Q* + Q) (3.51)
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seklinde aranir. Bu denklemlerin (3.48) adi diferansiyel denkleminde yerine
yazilmasiyla ve Qnun ayni dereceye sahip terimlerinin Kkatsayilarinin sifira

esitlenmesiyle

2(c* + mk*)a;(InA)* + fa> =0
—3a,(c* + mk*)(InA)* + 3f aga® =0
a,(c* + mk*)(InA)* + aa, + 3fa(2)a1 =0
aay+ fal =0

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem maple yardimiyla ¢oziiliirse asagidaki

tam coziimler elde edilir.

Durum 1:

— InA)2k2m + 2
ap = = , a3 =2 —a, c==£ v (InAykm +2a (3.52)
NES f InA

Sonuglar (3.49) denkleminde yerine yazilirsa

U(e) = Q (a<0) (3.53)

f

elde edilir.

Boylece, (3.46) kesirli kismi beta tiirevli diferansiyel denkleminin ¢oziimii

P(x,t) = — = +2 _—a( L ) (3.54)
(X, t f = + f ( 1 )pi\/m(H%ﬁ))ﬂ

f AR

olarak bulunur.

Durum 2:

— InA)2k?m + 2
Qg = ——— a,=—2\| —2, ¢ = £ VUnAPem +2a (3.55)
F= f InA

19



3.49 denkleminde yerine yazilirsa,

Ule)=———— Q (a<0) (3.56)

ff

bulunur. (3.46) kesirli kismi beta tiirevli diferansiyel denkleminin ¢6ziimii

P(x,t)=——2 _2 _—a( 1 ) (3.57)
e INE f k( +L)ﬁi1/ﬁzk2mna (c+ ’ '
1+dAP\TT®

f TnAp 0]

olarak bulunur.

Durum 3:

— InA)2k2m + 2
. el L-c 4 AEBVCm+2a (3.58)
f —Ta f InA
degerleri (3.49) denkleminde yerine yazilirsa,
U(e)= \/7 Q (a<0) (3.59)
elde edilir. (3.46) kesirli kismi beta tiirevli diferansiyel denkleminin ¢6ziimii
P(x,t)=——2 42 _a( L ) (3.60)
! ’ - —a o B 212 B )
f - f k(x+;) L Va2 m+2a(t+;)
14 dAP ) = ma (e
seklinde elde edilir.
Durum 4:
— InA)2k2m + 2
aG= —2— a,=-2\-2, o = o YnA2kPm + 2a (3.61)
f —Ta f InA
(3.49) denkleminde yerine yazilirsa,
Ule) =——— Q (a<0) (3.62)

f
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bulunur. (3.46) kesirli kismi beta tiirevli diferansiyel denkleminin ¢6ziimii

a —a 1
Py(x,t) = ———2 —( . ﬁ) (3.63)
V7T PN () o (o

olarak bulunur.
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4

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, beta tiirevli kesirli kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin
F-genisletme yontemi ve Kudryashov methodu kullanilmistir ~ Bu yontemler,
uzay-zaman Kkesirli degistirilmis Benjamin-Bona-Mahory denkleminin, dogrusal
olmayan zaman kesirli Schrodinger denkleminin ve kesirli genellestirilmis reaksiyon
duffing modelinin(fractional generalized reaction duffing) kesin ¢oztimlerini bulmak

icin uygulanmistir.

Bu ¢oziimler sembolik hesaplama sistemi(Maple) ile dogrulanmistir. Bu ¢alisma, bu
iki yontemin yeni kesin ¢éziimler bulmak icin etkili, giivenilir ve gii¢lii bir yol oldugunu
gostermistir. Ayrica, bu calismada bulunan ¢6ziimlerin, miihendislik ve matematiksel

fizik alanlarinda 6nemli ¢alisma alanlarina sahip oldugu aciktir.
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