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OZET
LEBESGUE UZAYLARDA MULTILINEER B-RIESZ
DONUSUMLERI VE KOMUTATORLERI

UCER, Ziileyha Acelya
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Tez Damigmani : Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU
Ocak, 2022,67 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Tlk olarak giris kismina yer verilmistir.
Birinci béliimde, calismamiz icin gerekli olan temel tanim ve teoremler verilmigtir.
Ikinci béliimde, Lebesgue ve BMO uzaylar1 takdim edilmistir. Uciincii béliim,
genellegtirilmis 6teleme operatorii ve temel oOzelliklerini igermektedir. Dérdiincii
boliim, tezin orijinal sonuclarini iceren kismidir. Ayrica bu boliimde, multilineer
B-maksimal operatorii tanitilarak multilineer B-Riesz doniigiimleri ve komiitatorle-

rinin Lebesgue uzaylarda sinirliligi elde edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: BMO uzaylar,genellestirilmig 6teleme operatdr,komiitatorler,
Lebesgue uzaylar, multilineer B-maksimal operatdr, multilineer B-Riesz doniigiim-

ler.
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ABSTRACT
MULTILINEAR B-RIESZ TRANSFORMS AND ITS
COMMUTATORS ON LEBESGUE SPACES

UCER, Ziileyha Acelya
M.Sc. Thesis, Department Of Mathematics
Thesis Supervisor : Prof. Dr. Ismail EKINCIOGLU

January,2022,67 pages

This thesis consists of five chapters. The first is devoted to brief introduction
to the study. In the first chapter, basic definitions and theorems necessary for our
study are given. In second chapter, the definitions of Lebesgue spaces and BMO
spaces are presented. The third chapter includes the generalized translation operator
and its basic properties. In the final chapter, by defining of B-maximal operators,
the boundedness of the multilinear B-Riesz transforms and its commutators are

obtained on Lebesgue spaces.

Keywords:BMO spaces, Commutators, generalized shift operator, Lebesgue spaces,

multilinear B-maximal operator, multilinear B-Riesz transforms, .
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

Simgeler Aciklama

R™ n boyutlu oklid uzay

L,(R") Lebesgue uzayi

S Schwartz uzayi

BMO BMO uzay1

B(x,r) x merkezli r yaricaph yuvar

Q(x,r) Merkezi x ve kenar uzunlugu r olan kiip
L¢(R™) R™de lokal integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1
I fllp f fonksiyonunun L, normu

T Calderon-Zygmund operatorii

M Hardy-Littlewood maksimal operatér
M, B-maksimal operator

M? Sharp maksimal operator

R; Riesz doniigiimii

R, m-lineer Riesz doniigimii

RH, Agirlik sinifi

A, Muckenhoupt simifi

fxg Konvoliisyon ¢arpim

f®g Genellegtirilmig 6telemeye bagl konvoliisyon carpim
ess sup Esas supremum

ess inf Esas infimum

suppf f fonksiyonunun destegi

w Agirlik fonksiyonu

Ty Genellegtirilmis 6teleme

Th Adi Gteleme

X
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GIRIS

1950’lerde, Calderon ve Zygmund'un c¢igir acan (Calderon and Zyg-
mund,1952)’teki ¢aligmalari, bugiin bu bilim adamlarin adini tagiyan Calderon-
Zygmund teorisinin temelini olugturmaktadir. Bu iki bilim adami, konvoliisyon tipli
singiiler integral operatorler ile ilgili calismalarina iten neden, potansiyel teori ve
eliptik kismi diferansiyel denklemler teorisi ile olan baglantilar1 ve klasik Hilbert
doniigiimiiniin yiiksek boyutlu ve genellemesi olan operatorleri inceleme ihtiyact idi.
Boylece, R™ uzayinda bu tiir verilen problemlerin iistesinden gelmek icin yillar icinde

geligtirilen araclar, giiniimiizde kullanilan tekniklerin temelini tegkil etmektedir.

Operator, yaklasim ve kismi diferansiyel denklemler teorisi, hem reel hem
de kompleks analizinde bircok problemin c¢oziimiinde oldukca bagarili olmustur. Bu
basarinin biiyiik bir kismi, homojen ve homojen olmayan uzaylar ile ¢cok paramet-
reli, lineer olmayan ve ¢ok lineer ¢cok degigkenli baglamlara uygulanan yontemlerin
geniglemesinin bir sonucudur. Coifman-Meyer (Coifman ve Meyer,1978), Christ (Ch-
rist,1990), Fefferman (Fefferman ve Stein,1972), Stein (Stein,1969), Grafakos-Torres
(Grafakos ve Torres,2002) ve Volberg (Volberg,2003) ile ilgili cahgmalara, ayrintilar

ve konunun farkl yonleri icin bakilabilir.

Calderon-Zygmund teorisinin yontemlerini farkli baglamlara uyarlamak her
zaman miimkiin degildir. Beklenen sonuclar icin bir plan saglayan bu teori, sikca kar-
silagilan her yeni duruma 6zgii araglarin aragtirihip gelistirilmesi gerekliligini zorunlu
kilmaktadir. Ozellikle, her uygulamada degisik yollarla bircok operatorii, fonksiyo-
nel nicelikleri ve bunlar kontrol eden tiim fonksiyonlar1 tahmin ederek en uygun
maksimal fonksiyonlar1 belirlemek miimkiindiir. Bu calisma, maksimal fonksiyon-
lar1, multilineer Riesz Bessel doniigiimleri ve onlarin komiitatorleri hakkinda bize

birka¢ kesin sinir elde etmenin yolunu gésterecektir.

Calderon-Zygmund teorisinin ¢ok lineer durumu, Coifman ve Me-
ver ’in 1970’lerdeki eserlerinden dogmustur (Bakimiz (Coifman ve Feffer-
man,1974),(Coifman ve Meyer,1975)). Calderon komiitatoriine dogru yonelen bu

caligmalar, daha sonra Christ ve Journé (Christ ve Journé,1987), Kenig ve Stein



(Kenig ve Stein,1999), ve Grafakos ve Torres (Grafakos ve Torres,2002) dahil olmak
tizere pek ¢ok yazar tarafindan tekrar ele alinmigtir. Bu son ¢aligma, ( Alvarez ve
Perez,1994) tarafindan yapilan ¢aligma bize bu ¢alismamizda ¢ok lineer Calderon-

Zygmund operatorleri hakkinda kapsamli bir genel yaklagim sunmaktadir.

Bilindigi gibi, lineer Calderon-Zygmund operatorleri 1 < p < oo i¢in, LP den
LP ye smrhdir. Ayrica L' — LY ve L™ — BMO dir. Bu durumda, ¢ok lineer
Calderon-Zygmund igin elde edilen ilk sonuglar, 1/p + 1/¢ = 1/r Hélder bagin-
tis1 saglayan 1 < p,q,r < oo i¢in LP x L? — L, seklinde olmasi dogaldir. Elde
edilen bu olumlu sonuglar, » > 1/2 icin de gegerli oldugu gergegi, Lacey ve Thi-
ele bilineer Hilbert déniigiimii i¢in smirlilik sonuglarini elde edene kadar bir gekilde
gozden ka¢migti (Lacey ve Thiele,1997), (Lacey ve Thiele,1999). Bilineer Hilbert
déniigiimii, bilineer Calderon-Zygmund operatorlerinden daha singiiler bir operatér-
diir ve yine de r > 2/3 i¢in smirlar saglar (ancak sinirlarin 7 > 1/2 igin de dogru
olup olmadig bilinmemektedir). (Kenig ve Stein,1999) ve (Grafakos ve Torres,2002)
caligmalarinda gosterildi ki, bilineer Calderon-Zygmund operatorleri i¢in r > 1/2
icin L' x L' — LY%> dir.Bu cok lineer halde agirlikli tahminler ve komiitatorler
daha sonra (Grafakos ve Torres,2002) ve (Perez ve Torres,2003)’da incelenmigtir. Bu

calismalar, bu caligmada elde edecegimiz bazi yeni sorunlarin 6niinii acmaktadir.

Ele aldigimiz problem, ¢ok lineer singiiler integral operatorler ile ilgilidir.
(Grafakos ve Torres,2002)’da goriiliir ki, eger R; bir m-lineer Calderon-Zygmund
tipli bir operatér ise R;(fi, ..., fm), L, normuna gore H;”Zl M, f; ile diizenlenmistir.
Burada M., B-maksimal operatoriidiir. Sonug olarak, w agirhgimin A, smifina ait
ve 1/p1+ -+ 1/pym = 1/p ve pog = min{p,;} > 1lise R;, Ly, (w) X -+ X L, (w) ’dan

L,(w) ’ya smirhdir. Yani,
R;: Ly (w) X -+ X Ly, (wm) = Ly(v), (0.1)

dir. Burada v = H;nzl w;’/pj ve wj, Ay dir. Bu tiir v agirliklar, cok lineer extrapo-
lation sonuclar elde etmek i¢in (Grafakos ve Martell,2004) ’te kullanilmigtir. Bu-

nunla birlikte, ¢ok agirlikli teorinin varligi sorusu (Grafakos ve Torres,2002)’de or-



taya konmugtur. O zamandan beri, R; 'nin H;”Zl M f; ile diizenlenmesinin optimal
olup olmadigr ve (0.1) icin gecerli olan w; iizerindeki kosullarm uygulamp uygu-
lanamayacag1 acik bir problem haline gelmistir. (Lerner,Ombrosi, Péreza,Torres ve

Trujillo-Gonzalez,2009) de,

MW 7 _SupH |Q| / |fz Yi ’d,%

J:EQ

seklinde verilen M., ¢ok lineer maksimal fonksiyonu ¢alisilmig ve yukaridaki sorulara

cevap verilmigtir. Biz bu caligmada,

M (@) =sup [ i / T £yl () .

:cEQ

M., cok lineer maksimal fonksiyonunu goz oniine alacagiz. Burada 7Y genellegmis
oteleme operatoriidiir. Bu operatoér, M., 'nin m-kat carpimindan kesinlikle daha
kiiciiktiir. Biz bu yeni B-maksimal fonksiyonuna karsilik gelen agirlik teorisini tak-
dim edecegiz ve bu da m-lineer Riesz Bessel doniigiimleri igin ¢ok agirlikli sinifini

verecegiz.

Coifman, Rochberg ve Weiss’in (Coifman, Rochberg ve Weiss,1976) komii-
tatorlerinin cok lineer versiyonlariyla ilgili ikinci bir problem grubunu incelemek
icin baz1 benzer araglar kullanmiglardir. (Coifman, Rochberg ve Weiss,1976)’te tak-
dim edilen operatorler [b,T]f = bT(f) — T'(bf) seklinde tanimlandig bilinmektedir.
Burada b, R™ ’de lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Genellikle sembol olarak
adlandirihir, ve T' Calderon-Zygmund singiiler integral operatordiir. (Coifman, Roch-
berg ve Weiss, 1976)’deki ¢aligmanin esas sonucu, eger b € BMO ise, 1 < p < oo iken,
[b,T], L,(R™) "de smirh operatordiir. Ashinda, b'nin BMO ye ait olmasi komiitato-
rin L, smirliligr kosulu igin gereklidir. Ornegin, T = H yani T Hilbert doniigiimii
olarak alindiginda b € BMO gerek sarttir. Ilging bir gercek sudur ki, singiiler integ-
ral operatorle yapilanin aksine, komiitatoriin L,-siirhiligimin ispati (1, 1) zayif tipte
egitsizligine dayanmaz. Aslinda baz &rnekler, b € BMO oldugunda genel olarak
[b, T]'nin (1, 1) zayif tipte olamayacagim gostermektedir. (Perez,1995) de Pérez, bu-



nun yerine bir zayif-L — (log L) tipli tahminin gecerli oldugunu kanitlamigtir ((4.56)’e
bakiniz).

Calderon-Zygmund tipli singiiler integral operator olarak bilinen klasik Riesz
doniigiimleri, ilk defa 1949 yilinda F. Riesz tarafindan incelenmigtir. Riesz donii-
siimleri, singiiler integral teori ve potansiyel teoride énemli yer tutmaktadir. Ciinkii
Riesz doniigiimleri, harmonik fonksiyonlar ile yakindan ilgilidir. Ayrica, Riesz donii-
siimleri en basit n—boyutlu singiiler integrallerdir. Bu integral operatoriin ¢ekirdegi
K;(z) = Li)_\j” ve 0 = cn% dir. Burada €2;(z), sifirlnci mertebeden homojen bir
fonksiyondur. Yani, A > 0 olmak iizere ;(Az) = Q;(x) dir. Dolaysiyla, K;(z) ge-
kirdegi, x = 0 noktasinda n. mertebeden singiilerlige sahiptir (Stein, 1961; Stein ve
Weiss, 1971). Klasik Riesz doniigiimii, konvoliisyon tipli singiiler integral oldugundan
buradaki f(x — y) adi 6teleme olarak diigiiniilebilir. Dolayisiyla bu ételeme yerine
basgka bir 6teleme alabiliriz. Bu ¢aligmada adi 6teleme yerine R, &teleme veya TY
genellegtirilmis 6teleme operatorii alinacaktir. Boylece elde edilen sonuclar orijinal

ve yeni olacaktir. Bu operator ile elde edilen doniigiim, B-Riesz doniisiimii olarak

adlandirilacaktir.

Bu calismada, Lebesgue uzaylarinin m kartezyen carpiminda énemli rol oyna-
yan ve Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun m-kat carpimindan daha kiigiik
olan multilineer B-maksimal operator ve B-Riesz doniigiimleri caligilmigtir. Bu ope-
rator, Calderon Zygmund tipli ¢ok lineer B-Riesz doniigiimleri iizerinde kesin bir
kontrol elde etmek ve ¢ok lineer duruma uyarlanmig agirlik teorisini olugturmak icin
kullanilmigtir. Daha sonra, BMO fonksiyonlar: ile elde edilen c¢ok lineer B-Riesz
doniigiimlerinin baz1 komiitatorlerini incelemek icin kullanigh olan bu operatoriin,
farkli bir cegidi dikkate alhinmigtir. B-Riesz komiitatorleri i¢in en uygun giiclii tip
tahminler, keskin bir u¢ nokta tahmini ve ayni zamanda hem klasik Muckenhoupt
agirliklarr hem de yeni ¢ok lineer Muckenhoupt agirhiklar i¢in agirlikli norm egitsiz-

likleri elde edilmigtir.
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1 TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1. X bir kiime, X ’in alt kiimelerinin bir A sinifi icin asagidaki 6zellikler

saglanirsa bu A simifi X iizerinde bir o-cebir olarak adlandirilir.
i) ze A
i) VEeA ‘E=X—-FecA
(iii) Yn=,2,... icin B, e A= U2, E, €A

Bu durumda (X, .A) ikilisi 6lgiilebilir uzay, A’deki her bir kiime de 6lgiilebilir kiime

olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.2. (X, .A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. Bir p : A — [0, 00| fonksiyonu

(i) u(®) =0,
(ii) Her A € A i¢in u(A) > 0,

(iii) A’'nin her ayrik (A,) dizisi igin p(U2,A,) = >, u(A,)

ozelliklerin saghyorsa bu fonksiyona A iizerinde bir 6lgii fonksiyonu veya o6lgii adi
verilir. Eger her A € A i¢in pu(A) < oo ise p dlgiisiine sonlu 6l¢ii denir. X kiimesi
herbiri sonlu olgiiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabi-
liyorsa p 6lgiisii o-sonlu olarak adlandirilir. Eger p(X) = 1 ise bu 6lgiiye olasilik

olgiisii denir. Ayrica (X, A, u) 6l¢ii uzayr olarak adlandirilir.

Tamim 1.1.3. (X, A) bir olgiilebilir uzay ve f : X — RU{—00, 400} bir fonksiyon
olsun. Eger Vt € R i¢in {z € X : f(z) > t} € A oluyorsa f fonksiyonu olciilebilirdir
denir. Olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi M (X, A) ile gosterilir.

Tanim 1.1.4. (X, A, u) bir 6l¢li uzay1 olsun. Eger bir énerme, olciisii sifir olan
bir kiimenin tiimleyeni tizerinde veya kendisi A ’'ya ait olmadiginda, sifir dl¢iilii
bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise,0 6nerme

hemen hemen her yerde dogrudur denir.



Tamim 1.1.5. X ve Y normlu uzaylar, D(T) C X olmak tizere, T : D(T) — Y

lineer operator olsun. Eger x € D(T) igin,
T[] < All]]
olacak gekilde bir A reel sayis1 varsa, T operatoriine sinirhidir denir.

Tanim 1.1.6. Bir 7" operatoriiniin normu

Tx
= sup M7
z€D(T),x£0 IEdl

ile tanimlanir.

Tanim 1.1.7. X bir K cismi {izerinde bir vektor olmak iizere eger bir
-] X =R 2 — |z
doniigiimii Vx,y € X ve Va € K icin

(1) ||z|]] >0vellz]| =0 < z =19,
(2) [lez[| = |all|z]],

(3) [lz +yll < [l][ + [yl

ozellikleri gergeklensin. Bu durumda || - || déniigiimiine X {izerinde norm ad verilir.
(X, ]]-]]) ikilisine, normlu vektor uzay: denir. (X, ||-||) uzay: genel olarak X ile ifade
edilir.

Tamum 1.1.8. A, B, ... operatorler olsun. A ve B komiitatorleri

[A,B] = AB — BA



seklinde tanmimlanir. a, b, ... sabitler olmak {izere

[f(x), 2] =0
A, A =0
[A, B] = —[B, A]
[A, BC| = |A, B|C' + BIA, O]
[AB,C] = [A,C)B + A[B, C]
la+ A, b+ B] = [A, B]
[A+B,C+ D] =[A,C)+[A, D]+ [B,C] + B, D]

ozdeslikleri saglanir.

Tanim 1.1.9. [Kuvvetli ve Zayif Tipli Smirhlik] 1 < p,q < oo, (X, pu) ve (Y,v)
iki 6lcii uzay1 ve T', L,(X, pt) den tanim ve goriintii kiimeleri sirasiyla Y ve C olan

olciilebilir fonksiyonlar uzayinda bir operator olsun. Eger ¢ < 1 olmak iizere

vty e sirs > ) < (k)

ise T' zayif p,q tipinden ve eger ¢ = oo iken L,(X, ) den Lo (Y, v) ye smrh bir
operator ise zayif (p, 0o) tipindedir denir.

Eger T, L,(X, ) den L,(Y,v) ya smurh ise kuvvetli (p,q) tiplidir denir. Yani, her
f e Ly(X, p) igin

T fllg < ClIFlp

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Buradan ¢ = oo olmasi durumunda zayif ve

kuvvetli tip cakigmaktadair.

Eger T, kuvvetli (p, q) tipli ise ayn1 zamanda zayif (p, q) tiplidir. Gergekten,

eger

Ex={yeY |Tf(y)| > A}



olarak alirsak bu durumda

E)\ / dv < /
E/\ E)\

IRl (CHpr)q
Y A

olur.

Eger (X, u) = (Y, v) ve T 6zdeslik operatorii olursa zayif (p, p) klasik Chebys-

hev esitsizligi olur.

Tanmim 1.1.10. [(1 < p < 00) igin A, agirliklar] w(z) < 0 ve w(z) € L}, (R™) olsun.

loc

Agagidaki egitsizligi saglayan bir C' > 0 sabiti

w (17, ”dl"><|22\/ ()1_,9'@)“@ -

1 <p<ooi¢inw € A, denir. Burada ve asagida, 1/p+ 1/p’ = 1 dir. C' > 0 olmak

Muw(z) < Cw(z) (1.2)

esitsizligi saglaniyorsa w € A;. (1.1) veya (1.2) de goriinen C sabitine w nin A, sabiti

denir.

1.1.1 Uyari

w € A; olmasi igin gerek ve yeter sart C' > 0 ve herhangi ) kiipii icin

1l / z)dr < C inf w(z) (1.3)

z€eQ

olmasidir. Burada ve agagida, inf ile temel infimum anlagilacaktir. Dahasi, 1 < p <

oo ve w € A, i¢in, A, sabiti C' <1 dir. Ashnda, her bir ) kiibii icin

1/pw 1/pd$
~ Q| /

= {(’Q‘/Q w )dx) (ﬁ/@w(@l—p/dz)p‘l}w

seklindedir.



10

Tanim 1.1.11. [A, Muckenhoupt Suufi] Eger 1 < p < oo olmak {izere herhangi bir
Q = Q(z,r) yuvan icin

[w]a, = Sgp[WJAp@)

_S“p(@/ <>dw)<\é|/ @“(”C)lp/df”)p_l“o 4

ise w agirhk fonksiyonu A, Muckenhoupt simifindandir denir. Burada supremum
biitiin () yuvarlar: tizerinden alinmaktadir ve 1/p+1/p’ bicimindedir. Burada Holder

esitsizligini kullanarak biitiin () yuvarlar i¢in

1 1 _
[wl{" o) = 1QI M wl[ %) w1, @) = 1. (1.5)

olur. p = 1 iken, hemen hemen her z i¢in
Muw(z) < Cw(z) (1.6)

olacak gekilde C' > 1 varsa w € A, dir ve (1.6) esitsizligini saglayan C' nin infimumu

[w]a, ile gosterilir.

p ve p' iisleri ile Holder esitsizligi kullanilirsa

1 / / 1/ -1/ 1/
l=— [ dx Pw(z) Pde < [w]]”
Q1o lal A

elde edilir.

(1.4) esitsizliginde p — oo iken limite gegilirse

ﬁ/Qw(x Cexp(|Q|/logw(x)dx)

elde edilir ve egitsizlik saglandiginda w € A, denir. Ayrica, p = oo iken

U 4

1<p<oo

ile tammlanair.



11

Tanim 1.1.12. [Agirlhikh L, Uzayi| 1 < p < oo, w bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu
durumda, L,(w) = L,(R™, w) agirhkh Lebesgue uzay:

1f 1 = 1Ly mn, = (/(Rn) |f(x)|l’w(:p)d;p)p Cu

normuna sahip biitiin Olciilebilir f fonksiyonlarin uzayi olarak tanmimlanir.p = oo

durumunda ise Lo (w) = Loo(R",w) de norm

1 112ecs = 1] ocomny = ess sup |f(w)|w(x)

ile tanunlanir.

Tanim 1.1.13. (X, X, p) bir 6lgii uzay: olsun.0 < p < oo olmak iizere

Ly(X) = {f e M(X.3): [ IfPdn < oo}

kiimesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar sinifi denir. L,(X) uzayinda

bir f fonksiyonunun normu

esssup,ex |f(@)], p= oo

Uy IfPdu), 1<p<oo
[ fllzex) =

ile tanimlanir. Burada

esssup |f(z)] =inf{\ > 0: u({r € X : |f(x)] > \}) =0}

reX
ile verilir.

1 < p < oo olmak iizere, X ’in her bir kompakt alt kiimesinde p-inci kuvveti
integrallenebilen tiim 6l¢iilebilir fonksiyonlarin uzayi LLOC(X ) ile gosterilir. Bu uzay
p = ligin LY(X) = L(X) seklinde gosterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlarin
sinifin1 gosterir. L'¢(X) uzay1 1 < p < oo igin biitiin L,(X) uzaylarinin birlegsimlerini

icerir.

Tanim 1.1.14. [Calderon Zygmund Operator] K € LP(R™\{0}) olacak sekilde

agagidaki kosullar saglasin;
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D) [K (@) < o5+ |2] € R™\{0},
(i) [ cjajer, K(@)dz = 0,0 <71 <73,
(if) |K(z —y) — K(2)] < Crler, 2ly| < [,

Bu durumda K ’ya Calderon-Zygmund ¢ekirdegi denir. Burada C sabiti, x ve y den

bagimsizdir.
T4 = [ K-y
B(z,e)
Esitligi yardimiyla K ile ilintili Calderon- Zygmund singular integrali

Tf(x) = (K * f)(x) = I T.f ()
seklinde tanimlanir.

Teorem 1.1.15. |Fubini Teoremi| » > 0, v > 0 olmak iizere (X,v) ve (Y,v) 6lgii
uzaylari ve v ®@v, X XY {izerinde tanimh ¢arpim o6l¢iisii olsun. Bu durumda F'(zx,y),

v ® v integrallenebilir ise

//XxyF(:p,y)duéév:/X</YF(x,y)dy>dv
_ /Y ( /X F(x,y)dv)dz/

egitligi saglanir. Burada X =Y = R ise v = v Lebesgue 6l¢iisiidiir. Bu durumda
R¥de v ® v = dridxy’dir (Sadosky 1979).

Tanim 1.1.16. [Konvoliisyon| f ile g 6l¢iilebilir fonksiyonlar olsun. R™’de f ile g’nin

konvoliisyonu

(fxg)(x) = f(y)g(z —y)dy

(R™)

bi¢iminde tanimlanir (Neri 1971).

Tanim 1.1.17. {X, A, u} Lebesgue olgiisiiyle verilen R" olsun ve F, R" 'de en az

bir degiskeni sifirdan farkh olan kiipler ailesini gostersin.
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Eger her x € E ve her € > 0 icin F’'in £/ C R" kiimesi i¢in iyi bir Vitali 6rteni
oldugunu soyliiyoruz, burada = € @) ve capr () < € olacak sekilde bir ) € F kiipii

vardir.

Teorem 1.1.18. [Vitali] £ sinirh,Lebesgue dl¢iilii R™ de bir kiime olsun ve F, E
i¢in iyi bir Vitali 6rteni olsun. @,, € F kiiplerinin ikili ayrik icleri ile sayilabilir {Q,, }

/L(E — UQn> =0

)

vardir.



IKINCI BOLUM
LEBESGUE UZAYLARI
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2 LEBESGUE UZAYLARI

Tanim 2.0.1. [L, Uzayi] 0 < p < oo ve f Olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere

Lebesgue uzay1
L,(R") := {f — ol¢iilebilir : || f||., &) < o0}

ile verilir, burada 0 < p < oo igin

1 o) = ( /( N f|pdx)p

ve p = oo durumunda ise

1 Loo(rry = ess sup |f(z)]
zeR™

bi¢iminde verilir.

Tanim 2.0.2. [Schwartz Uzayil| R™ uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve is-

tenilen o ve  kath indisleri i¢in

sup [z°DP f(z)| < oo
rER?

sartini saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwartz uzayi denir. § ile gosterilir. Burada

xt =a{tay?
ve
Df — Hb1 §h2 Hbn

B xt o> dalr

dir. Eger f € S ise bu durumda f smirhdir, f € L,(R") ve f(z) € S dir.
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Tanim 2.0.3. [BMO Uzay1] BMO Uzay,, BMO = BMO(R") ={f : f € L}, (R") :

loc
1 fllBao < oo},

fll5ar0 = sup ﬁ /Q (@) — foldz,

QEeR™

fo = |%‘fo(x)alx ile tanimlanir. Burada supremum,R"'nin kenarlar1 koordinat

eksenlerine paralel tiim @ kiipleri tizerinden alinir. (Grafakos,2009)

Tanim 2.0.4. [Holder Egitsizligi| p > 1 ve %4— % = 1 olmak iizere f € L,(X),q €
L,(X) olsun. Bu durumda

1 fgllzico < I fllzcollgllz, oo
esitsizligine Holder egitsizligi denir.

Tanmim 2.0.5. |Ters Holder Esitsizligi] 1 < p < oo igin w € A, olsun. Bu durumda
herhangi bir () kiibii i¢in sadece p "ye bagh olan ¢ > 0 ve (', w 'nin A, sabiti olmak

1/(14¢)
(%,/@w(x)Hadx) < %/@w(x)dm

lzere

egitsizligi saglanir.

Tanim 2.0.6. [Hardy-Littlewood Maksimal Operator] f € L'°¢(R") olsun. Bu du-
rumda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

M f(2) = sup| B(0,r)] / R

r>0

ile tanumlanir.

Teorem 2.0.7. [Jensen Esitsizligi| (X, i) sonlu bir 6lgiim uzay1 olsun. I, R’de bir
aralik, ® : I — R konveks bir fonksiyon, f(z) C I olacak sekilde f € L'(X,p)

oldugunu varsayalim ve ® o f € L'(X, i) olsun. Bu durumda

¢(ﬁ/xfdu> < [@o pan
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esitsizligi vardir.

Teorem 2.0.8. (X, A, u) bir 6lgii uzay1 ve (f,) 'de M (X, A) *daki fonksiyonlarin

monoton artan bir dizisi olsun. (f,) dizisi f fonksiyonuna yakinsak ise

/X fdy = lim /X Fady

dir.

Teorem 2.0.9. (Monoton Yakmsaklik Teoremi) f,, : R — [0, 00| (Lebesgue) dl¢iile-

bilir fonksiyonlarin monoton artan bir dizisi olsun. Eger (f,,) dizisi f fonksiyonuna

/fduz lim /fnd:u
R n—oo R

yakinsak ise, bu durumda

dir.
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3 GENELLESTIRILMIS OTELEME OPERATORU

1951 yilinda, R, = (0, 00) {ist yar1 uzaymda bir 6telemenin varhgi, M. Levi-
tan tarafindan gostermigtir. Bu 6telemeyi R, olarak adlandirmigtir. Bu 6telemenin
Bessel diferensiyel operatorleri ilgili oldugunu aragtirmig ve bu 6telemenin (0, 00)
araligindaki noktalar yine bu araliktaki noktalara doéniigtiirdiigiinii gostermistir (Le-

vitan, 1967).

1967 yihnda, R? n-boyutlu yar1 uzayda genellestirilmis 6teleme, I. Kipriya-
nova tarafindan tanimlanmstir (Kipriyanova, 1967). I. Ekincioglu (Ekincioglu,1994),
bu 6telemenin (n — 1) degiskene gore adi ve n. degigkene gore R, Gteleme olarak ele
almig ve sonra Fourier-Bessel operatorii ilgili singiiler integral operatorleri ¢aligmig-

tir.

Bu béliimde, genellegtirilmis 6teleme operatorii tanitilacak ve bazi 6zellikleri

verilecektir.

3.1 Genellestirilmis Oteleme

Tanmim 3.1.1. R, &teleme, B,, Bessel operator olmak iizere, B,u = Byu, u(z,0) =

f(x), uy(x,0) = 0 baglangi¢ deger probleminin yani,

Pu  you  0*u  yOu

denkleminin, u’yzo = f(x) ve %‘y:o = 0 baglangic sartlarini saglayan bir ¢6zlimii-
diir. Bu ¢oziim
INEE
u(z,y) =TV f(x) = 2 /f(\/x2 — 2z cosa + 32) sin” ! ada
m2['(3)

0

seklinde tanimlanir. Bu 6teleme (0, 00) araliginda tanimhidir. Bu 6telemeye R, Gte-

leme denir.

Bu ifade de TV f(z) = f(z) oldugu agiktir. Ayrica eger f(x) fonksiyonunun siirekli
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tiirevi varsa bu durumda,

%)
a—yTgf(x)\yzo =0 (3.2)

dir ve f(z) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevi varsa bu durumda
TYf(x), (3.1) denkleminin ¢oziimiidir ve (3.2) baglangic sartlar elde edilebilir.
Ayrlca r = ($,>xn)7 Yy = (y,>yn)7 T,y € R™ ve 2’ = <x17x27"'7xn71)7 y/ =
(y17y27 s >yn71) ve

o O Py 0

A =S 2 4B, By=— 4L 2
B ’ -+ ox?  x, 0z,

Ap, Laplace-Bessel operator olmak iizere,

”Z‘l Pu | Pu ~Pu  Pu y Ou
O} 8:62 Ty, 8:cn — Oy} 8yn Yn O

denkleminin yukaridaki baslangic sartlar1 altindaki ¢oziimii

reg)

e

TY f(x) = / f@ =y /22 — 2z,y, cosa + 42) sin” ! ada
0

dir. Bu operatore genellegtirilmis oteleme operatorii denir (Levitan, 1973). TY

genellesti-rilmis 6teleme operatorii agagidaki ozelliklere sahiptir:

1. Lineerlik 6zelligi: Her a, b skaleri i¢in T?[af(x) + bg(x)] = aT? f(z) + bTYg(x)
dir.

2. Pozitiflik 6zelligi: Eger f(x) > 0ise T f(x) > 0 dur.

3. TY(1) =1 dir.

T
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elde edilir.
4. Eger > a ve f(x) =0 ise bu durumda |z — y| > a i¢in TY f(x) = 0 dir.

5. TY operatorii siireklidir: f,(x) siirekli fonksiyonlar dizisi her bir sonlu aralikta
f(z) fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise bu durumda iki degigkenli fonksiyonlar

dizisi TY f,,(x) her bir sonlu bdlgede T f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

6. TY operatorii surhdir: f € L, olsun. Bu durumda |TY f(x)| < TY|f(z)| <

SUp,>q | f(2)| dir.
7. Degigme ozelligi: f(z) siirekli bir fonksiyon ve TYT? f(x) = TZTY f(x) dir.

8. Birlegsme o6zelligi: f(x) siirekli bir fonksiyon ve y,z € R% olsun. Bu durumda

TTY f(v) = T;TY f(x)dir,

9. Eglenik ozelligi: Eger siirekli bir f(x) fonksiyonu, [p, |f(x)|z}dz < oo ve her
+

x > 0 i¢in g(z) smrh bir fonksiyon ise bu durumda

J

olur. g(x) =1 i¢in

TY f(x)g(y)yady = . f)TYg(x)y,dy

n
+

/R T f@ydy = | fl)idy

1 R}
dir.

10. T f(x) = TYf(x) dir.

1L FolTYf(w)] = o (wag) Folf (o) v

12. Bu[T7} f(x)] = TY[B, f(x)] dir.

13. D[TYf(x)] = T¢[D2 f (x)] dir.

Tanim 3.1.2. 1 < p < oo ve f,g € L,,(R%) olciilebilir iki fonksiyon ve T

genellegtirilmis 6teleme operatorii olsun. Bu durumda genellestirilmis Gtelemeyle



ilgili konvoliisyon carpim

(f®g)(r) = (y)TYg(x) ypdy

RY
ile tanumlanir.

Teorem 3.1.3. 1 <p < oo, f € L,,(R") olsun. Bu durumda her y € R i¢in

1T f (@) 2, @ny < Nz m7)

dar.
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4 MULTILINEER SINGULER INTEGRAL OPERATORLER

Bu boélimde, multilineer singiiler integral operatorler caligilmigtir. (Ekin-
cioglu, 2021) Eger R; bir m-lineer Calderon-Zygmund tipli bir operator ise
Ri(fi,..., fm), L, normuna gore H;”:l M, f; ile ele alinmigtir. Burada M, B-
maksimal operatoriidiir. Sonug olarak, w agirhigimm Ay smifina ait ve 1/p; + -+ +
1/pm = 1/p ve pg = min{p;} > 1ise R;, Ly(w) X -+ X Lym(w) 'dan Ly(w) ’ya

sinirhdir. Yani,
R;: Ly(w) X -+ X Lym(wp) = Ly(v), (4.1)

dir. Burada v = [, wp/pj ve wj, Ay dir.

Biz bu caligmada,

MW(?)(J})*SUP |Q|/Ty|fz 7 yz 'ydyl

xEQ

M., coklineer maksimal fonksiyonunu géz oniine alacagiz. Boylece, yukaridaki soru-
lara cevap verecegiz. Burada T genellegmig 6teleme operatoriidiir. Bu operator, M.,
'nin m-kat ¢carpimindan kesinlikle daha kii¢iiktiir. Biz bu yeni B-maksimal fonksiyo-
nuna kargilik gelen agirhik teorisini takdim edecegiz ve bu da m-lineer Riesz Bessel

doniigiimleri i¢in ¢ok agirlikli sinifini verecegiz.

4.1 Agirlhiklar

Negatif olmayan 6l¢iilebilir fonksiyonlar yani agirlik fonksiyonlarini géz dniine

alalim. Bu durumda, eger 1 < p < oo iken

L 1p
wiig) |« [ 'y <o
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ise w agirlhik fonsiyonu A, simifina aittir. Bu say1 w 'nin A, sabiti olarak adlandirilir.

Eger

1/ :
— [ w(y)dy < Cinfw
Q1 S =T

olacak gekilde bir C sabiti varsa w agirligina A; sinifina aittir denir. Bu C' sabitlerinin
en kiigligline w nin A; sabiti denir. A, smiflar1 p’ye gore arttigi icin, A, agirhik sinifi
As = Ups14, ile dogal bir gekilde tanimlanir ve w € A, olacak sekilde w € A, 'nin

Ao sabiti A, nin infimumunun en kii¢ligiidiir.

Mf(z) = supﬁ /Q TV f()|dy,

Q>z

B-maksimal fonksiyonunun, M : L,(w) — L,(w) olmast i¢in gerek ve yeter sart w,
A, oldugu Muckenhoupt (Muckenhoupt,1972) tarafindan elde edildigi bilinmektedir.
Ayrica M icin zayif tipli esitsizliklerin karakterizasyonu elde edilmigtir. Yani, M :

L,(w) = L, «(v) olmas: icin gerek ve yeter sart

1 1 1=p"\p=1 ~ o
sl /Q ) (g /Q wly) TP < (4.2)

olmasidir.
Tek tarafli agirliklarla ilgili bazi sonuglara ihtiyacimiz olacak. I = [a, b] araligy

verildiginde, I'™ = [b, 2b — a] seklinde gosterelim. Eger

1 1

sup(= /w(x)dx)(— w(z) VP Vgt < 0o
r 1 Jr 1] Ji+

. o A arers
ise bu durumda w agirhgr Al aittir,

Eger w, AT kogulunu saglarsa bu durumda herhangi bir I aralig i¢in
w(I) < cw(I™) (4.3)

olacak gekilde bir ¢ sabitinin mevcut olmasi tek tarafli agirlik teorisinde bilinmektedir

( (Lerner,2008) ’a bakimz).
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4.2 Sharp Maksimal Operatorler:

0 > 0 i¢in, My maksimal fonksiyon olsun. Bu durumda bu fonksiyon

My () = M(f} @) = (s / F)Pdy)s.

seklinde tanimlanir. Ayrica (Fefferman ve Stein,1972) ’da Fefferman ve Stein tara-

findan verilen M?* genel maksimal fonsiyonu

1
M) = sint o0 [ 170) — cldy = s | 150) = Foldy

Q3> ¢

dir. Burada fg = |Q‘ fQ y)dy, [ in @ iizerinden ortalama degerini gisterir.

Fefferman ve Stein'nin (Fefferman ve Stein,1972) ’deki klasik sonucu, (Ler-
ner,Ombrosi, Péreza, Torres ve Trujillo-Gonzalez,2009) deki ¢caligmada kullanilmigtir
((Journe,1983), (Lerner,Ombrosi, Péreza, Torres ve Trujillo-Gonzalez,2009) bakiniz).

B-maksimal operator olarak adlandirilan

My () = M(F) @) = (sup / F)Pdy)

operatorii ele alacagiz. 0 < p,d < oo ve w, Ay, ’da bir agirlik olsun. Bu durumda sol

taraftan yaklagildiginda sonlu olan her f fonksiyonu igin

[ Onssyatae < ¢ [ () . (1.4

olacak gekilde C' > 0 vardir (w’nin A, sabitine baghdir). Sol tarafin sonlu oldugu

tiim f fonksiyonlar: icin gecerlidir.

Benzer gekilde, ¢ : (0,00) — (0,00) doubling sartin saglarsa, bu durumda,

sol taraftan yaklagildiginda sonlu olan her f fonksiyonu icin

sup o(Mw({y € R™ : Msf(y) > \}) < esupo(MNw({y € R" : Mif(y) > A})  (4.5)

A>0 A>0

olacak gekilde bir ¢ sabiti vardir (w’'nin A, sabitinde ve ¢ doubling kogulunu sag-

layan). Bu tahminlerin genellemesi genig bir uzay smifi i¢in ( Curbera Garcia-
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Cuerva,Martell ve Perez,2006) 'de bulunabilir.

4.3 Sharp B-Maksimal Operatorler:

0 > 0 i¢in, My, B-maksimal fonksiyon olsun. Bu durumda
Moaf(@) = MO @) = oy | PUS@PGYaDE (40

seklinde tanmimlamr. Ayrica, M*, Fefferman ve Stein (Fefferman ve Stein,1972) da

verdigi genel maksimal fonsiyonunu agagidaki gekilde

M(f)(z) = supinf .= [ T¥|f(z) — c|(y')"dy

Q> |Q|
~ o | ) = fol/) (@.7)

tanimlayalim. Burada TY genellesmis 6teleme operatoriidiir.

4.4 Multilineer Riesz Bessel doniisiimler

—>
Lokal integrallenebilir & = (by,...,b,) fonksiyonlar ailesi verildiginde,

b 'nin m-lineer komiitatorii ve R;, m-lineer Riesz Bessel doniigimii

m

By o) = SRS (F), (48)

i, b
j=1

seklinde tanimlanir. Burada

R (P = bR i fyreos fon) = Rilfraee s bsfineees ).

i, b

dir. Bu tanim, m = 1 iken [b, R;| lineer komiitator ile cakigir. (Perez ve Tor-
res 2003)’de m-lineer komiitatorler, Pérez ve Torres tarafindan ele alinmistir. Bu ca-

lismada, T e (BMO)™, 1 <p<oove —+--+ L = olacak sekilde p1, ps, ..., pm
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ise bu durumda
Ri,_b):Lpl X oo X Ly — Ly

oldugu gosterilmigtir. Burada, p > 1 sartinin olmasi 6nemli bir varsayimdir. Li-
neer durumda (Coifman,Rochberg ve Weiss,1976)’de oldugu gibi kullanilan yontem
nedeniyle (Perez ve Torres,2003) ’de ortaya ¢ikan sinirlama A, giiglii tahminlerine
baglidir (bu nedenle yaklagimi p > 1 ile sinirlandirilir). Boylece, lineer komiitatorler
ve ¢ok lineer B-Riesz doniigiimleri ile ilgili deneyim, uygun arahgn 1/m < p < oo

olmas1 gerekliligini ortaya koymaktadir.
Bu caligmada, bu durumun gercekte de bdyle oldugunu gorecegiz.

Elde ettigimiz sinirlar yeni ve agirliklar icin de gecerlidir. Bunlar1 B-maksimal

fonksiyonlar: kullanarak yani, ¢ = 1,...,m igin

; 1
M'y,L(logL) (?) (I) = sup | ‘f74| |L(l09L)7Q H Nl Tyfj <y/)7dy
Q]
Q> A1 Q

ve
Mgt (7)) = sup [Tl lresnro
MEﬁL(logL) ve M., 1(ogr) fonksiyonlarmi kullanarak elde ederiz. || - ||LogL),0 nOrmu

ile ilgili daha fazla ayrint1 daha sonraki kisimlarda verilecektir.

BMO sembollerinin varligini belirten M., 105y nin M, ’den daha biiyiik
oldugu kolayca goriilmektedir. M%L(lOgL)(?)’nin noktasal olarak [[™, M2 f;(x) ’in
katlar tarafindan kontrol edildigi goriilebilir, ancak bu ¢arpim ilgilendigimiz komii-
tatorlerin kesin agirlikli tahminini elde etmek igin ¢ok biiyiiktiir. Bu nedenle, bunun

yerine M., 10qz) kullanacagiz..

Tanim 4.4.1. +=1,...,n i¢in, m-lineer ¢-inci Riesz doniigiimii

B Z}nzl(xi = (y5)2)
BT = [ e ) - ol
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seklinde tanimlanir. Burada (y;); , y;'nin é-inci koordinatin gosterir.

Tanim 4.4.2. Multilineer Riesz Bessel déniistimii

R(Fe) = [ 2t Wi @) T @)V g
s (S )

seklinde tanmimlanir. Burada 7Y genellestirilmis 6teleme operatoriidiir.

R, ; tanim kiimesi m-katl Schwartz uzayindan Schwartz uzaymnin siirekli dual

uzay1 iizerine bir
R,;: S(R") x -+ x S(R") — S'(R")

multilineer bir operator olsun. Baz1 1 < ¢; < 00 icin % = qil + -+ qi olmak iizere
Ly x-+-x Ly, ’den L, ’ya sinirh multilineer operatore geniglerse R, ; doniigiimiine

m-lineer B -Riesz doniigiimii denir ve

Ros(fine o fu)(a) = /( K1 y) T 1) o T fon () (Vg . g

1)7”

ile gosterilir. Burada K, r =y, = ... = y,, € (R)™"!, kigegen tizerinde tammh ve

her z ¢ NI, f; i¢in;

A

K(yo, y1,- - ym)| < ~=m ; 4.9
0.1 ) (X ki—o [yk — waf )ttt (4.9)
dir ve |y; — | < $ maxo<p<m [Y; — Y| iken her e > 0 ve 0 < j < m igin,
Aly; —yjIF
K (Yo, Ui s Um) — KWos - Yy oo ym)| < — J ,
’ ! (Zk,l:o [yx — |yttt
(4.10)

dir.

(Grafakos ve Torres,2002)’te goriildiigii gibi; %+- : -+% =lise,1 <rj; <o
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her j =1,...,m icin; m-lineer B -Riesz doniigiimii
Ry;: L™ x---x L™= L' (4.11)
vel <r;<ooherj=1,...,men az bir r; =1 icin
Ry, L™ x---x L™= L", (4.12)

dir. Ozellikle,
Ry;:L'x---x L' — LYm™ (4.13)

olur.

Tanim 4.4.3. 7 = (f1,..., fm) olsun, M maksimal operator
1
M@ =swp [T i [ 1w0ld
Q3z E |Q| Q
seklinde tanimlanir. Burada supremum, x noktasini iceren tiim @ kiipleri iizerinde

alinir.

Tanim 4.4.4. ? = (f1,..., fm) olsun, M., B- maksimal operator

M(F)() = sup [ ﬁ /Q T fi() (V'

Q32

seklinde tanimlanir. Burada supremum, z noktasini iceren tiim () kiipleri {izerinde

alinir.

Bazi kullanimlarda, her giriste agikca M alt lineer olmasina ragmen, M’ye
multilineer maksimal fonksiyon olarak atifta bulunacaktir. Multilineer Calderon-
Zygmund operatorlerini ve bu multilineer maksimal fonksiyonu birbirine baglayan

ana sonu¢ asagida verilmigtir.

Teorem 4.4.5. R,; multilineer Riesz Bessel doniigiimii ve 0 < 1/m olacak gekilde

§ > 0 olsun. Bu durumda, 1 < ¢; < oo iken herhangi L% (R ) ¢arpim uzayindaki
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her ? icin,
ME S (Ryi()) (@) < CM(F)(w) (4.14)
dir.

Kanat. (Grafakos ve Torres,2002),(Lerner,2004) ve (Perez ve Torres,2003) 'deki elde
edilen sonuclar1 goz oniine alahm. Bu durumda, x, ) kiipiinde bir nokta olsun.

Bilindigi gibi (4.14) ’i elde etmek i¢in 0 < 6 < L icin, baz1 cq sabiti ile

1

(m/ (7 !CQI‘SdZ!) < oM (D)(e), (4.15)

esitsizligini ispatlamak yeterlidir. 0 < r < 1 i¢in ||a|” — |B]"| < |a — 5" esitsizligini

kullanarak

(IQI / 1R (F)(E) = cal dz}>1 < CM,(F)@) (4.16)

oldugunu gosterecegiz.

fi = f2+ f° olsun, burada f? = fixg-,j =1,...,m ve Q* = 3Q 'dir. Bu

durumda

|J ) H (f7 (y5) + 17 (;))
j=1 j=1

- > ) - (Ym)

elde edilir. Burada her bir 3’ terimi en az bir a; # 0 igerir. O halde

R, (1)(2) = Bys(F)(2) + D Ryl far)(2) (4.17)

yazabiliriz. Kolmogorov esitsizligini p = 0 ve ¢ = % iken

vz ?0 = 71 flvaf*r?z)(z)
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terimine uygulayarak

(g7 [, 1Rt de)? < cma||Rm<70><z>||ﬁ,M(Q .

QI

CHSQ/ T\ f;(2)|(v/) dz

<CTi [ Finere
< 0M7<7><z>,

elde ederiz. Boylece R, ;: L' x - -+ x L' — L™ olur.

(4.17) ’teki diger terimleri incelemek igin,

C—ZR.” oL fem(x),

alalim ve herhangi bir z € @) icin

DR fam)(2) = Rl fam) ()] < CM,(F)() (4.18)

formunda bir esitsizligi de elde edebilecegimizi gosterecegiz. Once aq = ... = ay, =
00 oldugu durumu goz 6niine alahm ve R%i(7°") =R, ;(f°,..., f) olarak tanim-

layalim. Bu durumda (4.10) regiilerlik sartindan ve z € @ igin

1By (7)(2) = Rya( ) (a)

lyl® .
<C TYi
@3y ([Y1] + -+ [ym|)rmretrtt H

fi<zz> z z 7d7

o m

ly|°
<c / T fi(y) |/
kz @riQmeargym (Y1l 4 -+ [y )ttt g

QL™ / /
< Tyz 'Yd
Z 3k|Q|n nmtety+1 [ i1 gym H N(Y) 7

< ckz " H Fil gy < CM(F)(@)
=1 1=

)'dy

elde edilir. Burada E™ = E x --- x E ve dy = dy; . .. dyy, dir.
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(4.18)’teki terimler, bazi {ji,...,5} C {1,....,m} ve 1 <l < migin a;, =

= oy, = 0 olacak gekilde gz 6niinde bulundurulmas: gereken terimlerdir. (4.10)

|Ry i (f1 o ) (2) = Ry (1 - o) (@)
TY%|f; ; Ndy;
< H / £ ()| dy; /R lyI° HJ¢{31 ----- g1} |fi(2) = fi(@)|(y')"dy

: e m\3Q)m (lyr| + - - + |ym]|)mtetytt

T R ey

= J€{j1, i} J (Rm\3Q)m— (ya| + - + |ym])rmtetrtl

< / |fi ()] yJZ H TV | £;|(/) dy;
. = )"’"*””1 Q™ et i

- k=1 (3k|Q|%)nm+a+—y+1 (3k+1Q)m l Z

elde edilir ve bir 6nceki durumda ele alinan ifadeye ulagihr. Bu (4.18)ii verir ve

teoremin ispatini tamamlar. ]

4.5 Multilineer Maksimal Fonksiyon Icin Agirlikli Tahminler.

M., 'nin c¢esitli agirhklh uzaylarda smirhilik 6zelliklerini aragtiriyoruz.

1

Teorem 4.5.1. j = 1,...,m, 1 < p; < oo ve 5= +---+$ olsun. v ve wj

1
P
agirliklar olmak {izere

IMy () rey < e JT 1125y (4.19)
j=1

esitsizliginin herhangi bir ? ile saglanmasi icin gerek ve yeter sart

1 l/p ]_ 17}’){- l/p’.
up (— | | N . J 4.
SQ <|Q| /Q ) j=1 (|Q| /Q w; 1) < o0 (4.20)

olmasidir. Burada p; = 1 durumunda (ﬁ ijl._p")l/p} ve (infgw;)~t dir.

M., i¢in bu sonucun M., icin Muckenhoupt™un zayif tip karakterizasyonunun

multilineer durumunun dogal bir uzantisidir. Ciinkii m = 1 oldugunda (4.2) degerini
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elde ederiz. Ayrica Lebesgue diferensiyellenebilme teoremi ile (4.20) durumu goz
oniinde bulundurulursa hemen hemen v(z) < c[[7L; w; (z)P/Ps dir. Bu, ¢cok agirhklar

icin A, Muckenhoupt siiflarinin bir analogunu tanimlamanin bir yolunu onerir.

Kamat. Ispat1, lineer durumuna benzer sekilde yapacagiz (Bakimiz (Muckenho-

upt,1972)). Yalnizca tiim j = 1,...,m igin p; > 1 oldugu durumu ele alacagiz.
Bazi p; = 1 durumu i¢in kiiciik degisiklikler, aynen lineer durumda oldugu gibi
yapilabilir.

Farzedelim ki (4.19) saglanir. Bu durumda herhangi bir 7 icin

( /Q Tl < TLI Xl o) (4.21)
j=1 j=1

elde edilir. Burada f; = w; /"™ almdigimda, (3.4) elde edilir.

Simdi kabul edelim ki (4.20) saglanir. Bu durumda, Holder esitsizliginden
(4.21) i elde eder ve (4.21) 'den

M) <0H il ) (@)

egitsizligi elde ederiz. Burada My agirhkh ortalanmig maksimal fonksiyonu gosterir.
Bundan, MS 'nin v ’ye gore (1, 1) zayif tipten oldugu ve Hélder esitsizliginden
((Grafakos,2004) s.15 ’e bakiniz)

1M, (F)llzreew) < Ol H 1P/ 2) P [ o)
< H P ) s
= || H Sl )|
<o TLIH o

j=1

bu sonucu elde edip teoremin ispatini yapariz. O]
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1 1 1
Tanim 4.5.2. py,...,pm, m tane iissii igin, — = — + .- - + — sayilar ile p ’yi ve
b1 Pm

? = (p1,...,Pm) vektori icin de ? kullanilacaktir.

Tanim 4.5.3. 1<p,...,pm < 0o olsun. & = (Wi, ..., wp) verildiginde

m
_ p/Dj
vg = I I iy
j=1

olarak alalim.Eger

1 1/p ] / 1=pj\ 1/
sup (— [ vg II — [ w, 7)< (4.22)
Q (IQ\ Q ) g=1(| | Jo ’ )
ise W, Az smifina aittir denir. p; = 1 iken , (Ié\ o jl pa) /PQ, (infg w;)~t dir

.....

oldugu goz oniine alindiginda, A simiflart artan degildir. Remark 4.5.5 "teki 6rnege

bakiniz.

Her bir w;'nin A, "de oldugu goz 6niine alindiginda, Holder esitsizliginden

s Ve N R AN
S‘ép(|Q|/QW> H<|Q|/Q“’J )

j=1
1 11 AN
< sup (_/w,)?j(_/w' J) /P; < o0,
QjHl|Q| POl P

elde edilir. Boylece

ﬁ A, C A

j=1

dir. Remark 4.5.4’de gosterilmigtir ki, bu kapsama kesindir. Ciinkii genelde her j

1
loc

icin w; € L;,, oldugunda W e A5 saglanmaz.
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Yine Holder esitsizligi kullanilarak

1 1/mp 1 / —1/mp—1\mp—1/mp
sup (—— | v A [ Y
Qp (’Q‘ /Q Z?) (’Q‘ o o )

Hm 1 1mp; ;1 / ~5;7 1\ (p—1)/mw;

elde edilir. Burada m — % = > p; — 1/p; kullamlmigtir. vg'nin A,,, smifina ait

oldugunu verir.

Uyar1 4.5.4. W e A3 kosulu genel olarak herhangi bir j i¢in w; € L;,. anlamima
gelmez. Ornegin,
X[0,2)(2)
1 o — 1] + Xr/[0,2)(7)
alahm ve j = 2,...,m i¢in w;(x) = 2 ’dir. O halde tammu kullanarak vz € Al

p/Dj

kontrol etmek zor degildir. Ayrica infg vg ~ H;”:l infg w;"™ olup bu son iki durum

birlikte & € Az kolayca gosterir.

Uyar 4.5.5. A3 smifi artan degildir.

? < 5 her j igin p; < g; ile verilen ? = (p1y---,Pm) Ve 6 =(q1,--,qm)

vektorler arasindaki kismi mertebe iligkisini diigiinelim. ? < 5 igin,
114, <114,
j=1 j=1

vardir ama A3, Aa ‘da yer almamaktadir. Bunu gormek i¢in, n = 1,m = 2,? =
(p1,p2) = (2,2) olarak alalim. Bu durumda

= (w,w) = ([0

wi/ € Ayden W € Az oldugunu gorebiliriz. Ayrica, uygun bir biiyiik kuvvete

yiikseltilmig w lokal olarak integrallenemez,a = (2,6) ise o ¢ A@ oldugunu gérmek
kolaydir.
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Burada daha genel bir seyin oldugu ve goklineer A kosulu lineer A, simifla-

rina gore agagidaki ilging karakterizasyona sahip oldugu ortaya cikar.

Teorem 4.5.6. w = (w1, ...,wn) Ve 1 <py1,..., Py < 00 olsun. w € A3 olmasi icin

gerek ve yeter gsart

1—p’. .
{wj JGAW,;_,]:L...,m (4.23)

vg € App,
R (1/m) T
dir. Burada p; = 1 igin w; 7 € Amp;_, kogulu w; € A, dir.

(m = 1) lineer durumda (4.23) ’da bulunan her iki sart ayn1 A, kogulunu temsil eder.

Ancak, m > 2 oldugunda (4.23) 'da yer alan iki kogulun hicbiri digerini saglamaz.

Teorem ayrica m indisi arttik¢a A3 kosulunun zayifladigini gosterir. Teorem
4.5.6, tek agirhkhh M icin kuvvetli tipli egitsizligin asagidaki karakterizasyonunda

onemli bir rol oynar.

Kamit. Tk 6nce en az bir p; > 1 oldugunu goz oniine alalim. Genelligi bozmadan
kabul edelim ki j ={+1,...,micin p;,...,pp=1,0 <1 <m ve p; > 1 dir. ﬁ’nin,
multilineer A3 kogulunu sagladigini kabul edelim. j > [ + 1 alalim ve

bi g

1
Dj pi—1p

sayllarimi tammlayalim. Ilk énce j > 1+ 1 icin wjl-fp ‘e Amp; oldugunu kanitlayahm.

-1 P\ p(p;—1) mpj
(/ “ )(/ “5”“) Lo (4.24)
Q Q

Yani,

dir.

1 1 1 1
2 i >, 1-2)=1

i=141,i#l v
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oldugundan, Hélder egitsizligini uygulayarak

_p_ m _p_ m __p_
pPjq4 pP;4q4 P; a4
Lo = [(TT=)(( I ™)

i=l+1 i=l+1,i#]
m N\ 1/45 m 1\ Va
< (/ H wipi) H (/wl p¢1>
Qi=1+1 i=lt1,ij NV

elde ederiz. Bu esitsizlik ve A3 kosulundan (4.24) "y1 kolayca elde ederiz.

Daha sonra, vg € A, oldugunu gésterecegiz. j > [+ 1 ve s; = (m —
1/p)p; olarak alalim. Bu durumda »77", L =1 elde edilir ve buradan, Hélder
7
esitsizliginden

m _ﬁ< m _ﬁ 1/5]' 425
QH%’ <11 0 ' (4:25)
j 1

j=l+1 J=l+

elde edilir. Boylece

[or=s

dir. Bu esitsizlik ve A4 kosulu goz 6niine alindiginda v € A,y olur. Simdi varsaya-

! , m _ 1\ /s
. -2 p;i—1
< H(%fwj> pm—1 H (/ij g ) }

lim ki [ > 0 ’dir ve w;/m € A; oldugunu gosterelim. j =1,...,m,1 <y <[ alalim.

Holder esitsizligi ve (4.25) 'den,

1/ Hm A T H o
m p Pi D pi(pm—
Q Q Q -

j=l+1 j=l+1
1 1
m p —_ m —
L\ pm 1—p' \ me/
P Pj P J
S(/"*’mll“’j) ||(/wj )
@ =141 j=l+1 V@

elde edilir. Bu esitsizlik ile A5 kosulu goz oniine alindiginda wz-lo/ " € A, oldugunu

gosterilmis olur. Boylece W e A oldugunda (4.23) saglandig goriilmektedir.

W e A ile (4.23) 'mn yeterli oldugunu ispat etmek icin, ilk 6nce herhangi
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bir w; agirhg

1 B 171 m—1/p m 1 m m—l—i—pij
13(@/62”%? ) H(|@|/“ ) (426)

1 . _ 1/p+m(m-1)
Trpm(m—1) Y¢ Y% = “1/ptm—1

durumda, >77 | 1/a; = 1 dir ve Holder esitsizliginden

=B (7))

J=1

oldugunu goz oniine alalim. O halde, o = olsun. Bu

olur.

Yine Holder esitsizligini kullanarak

1 N 1 7pm171 a(pm—1)
1§(@/Q”W) (@/Q”m ) (4.2)

elde edilir. Bir oncekiyle birlikte bu esitsizlik (4.27) sonucunu verir. Sonug olarak
(4.27), (4.23) ile T € A5 elde edilir.

Her j = 1,...,m i¢in p; = 1 oldugunu goz oniine alalim. Kabul edelim ki

.....

(|Q|/ Hw] ) Scjl:[li%fwj (4.28)

dir. Agiktir ki (4.28) sunu gosterir: j =1,...,m ,w;/m € Ay ve vz € A; oldugundan

(4.28) saglanir. Tersine, bu son kogullart Holder'in egitsizligiyle ele aldigimizda

m ] m 1 m N m2
(|Q|/ Hw] ) SClgf(}:Ile)SC(@/@(E&G)"R)
<Cﬁ (i/ﬁw;)m<cﬁinfwj
R N R A i

elde edilir.Bu j = 1,...,m iken & € Aq,..pin w;/m € A’e ve vg € A; egdeger

.....

oldugunu kanitlar.

Boylece teorem ispat edilmig olur . O]
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Teorem 4.5.7.

j=1,...,m,1<p;, <oove]%:pi1+---—|-$ olsun. Budurumdaher?igin

IM Py < CTT I o (4.29)
j=1

esitsizligin saglayan gerek ve yeter sart & nin A3 sartin1 saglamasidir.

Kamit. Gereklilik, Teorem 4.5.1'ten gelir, bu yiizden biz sadece yeterliligini kanitla-
mak zorundayiz. Farkl fikirlere dayal iki kanit veriyoruz. Onlar bazilarma (Coifman
ve Fefferman,1974) ve (Christ ve Fefferman,1983) ’de lineer durumda verilen farklh

ispatlara paraleldir.

1. Kanit

_1
1

W e A5 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 4.5.6’dan her wj_pj
ters Holder esitsizligi saglar.Yani r; > 1 ve ¢ > 0 vardir, her bir 1 <r < r; i¢in ve

herhangi @) kiipii i¢in,

< ! / p;1>1/’“ <ol [u (4.30)
— W, < c— W, .
Ql Jg Ql Jo 7
§ = min 7; ve ¢ = max prrlL ,

1<5<m 1<ismpm + (1= ¢)(p; — 1)

olsun ve herhangi j i¢in gp; > 1 oldugunu kabul edelim.

Asagidaki esitsizligin saglandigini iddia edelim:
M, (F)@) < [T Mg (1P ) (@) o, (4.31)
j=1

Bu durumda Hoélder esitsizliginden teoremin kaniti ve maksimal operatoriin sinirliligi

goriiliir .
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Iddiay1 gostermek icin 6nce Holder esitsizligine gore
1

) -1 g1
J1oh < (e [ = TE - a

v = U(;)IJZT olarak alalm. ¢’nun tanimindan, herhangi j i¢in v; > 1 dir. Holder

esitsizligini yeniden uygularsak

/
Q"/j

N Tapj—1 ’ — o=t .
/Q (wiv, ) ™ <( /Q w; Y /Q y T (4.33)

(4.33) elde edilir. Simdi herhangi bir j igin,

q(p; — ) _ q(p; —1)
qpj — 1 q(pj —1) — (1 —q)pm —

oldugunu goz oniine alalim. Bu nedenle, (4.30) ’den

/ /
a7 a(pj=1)7;

_ w1
/%%”—/%””%“ (4.34)
Q Q

a(pj—1)7}
_alpy— 1)7] _p~1—1 q;j,1J
< C|Q| wi! w; 7
Q

(4.33), (4.34) uygulayarak ve v, 7 € Ay, gergegini gbz éniinde bulundurursak, elde

1—-L
1 —
q 17(1 _qp-—l i
(Wi, ) ™
Q
1 (A-g)(pm—1)
_pm(1—q) _p-l—l l_pj _#1 qp;
<@ w; v, o
Q Q

ederiz ki
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Son olarak, (4.32), A ve bu esitsizlikler gz 6niine alindiginda

m m 1
filo < e / filPiw; Jv, =), =) /s
jl_Il‘ ]lQ H(V773(Q) Q(| J| ]/ Vs ) 75 )
elde edilir. Bu (4.31) verir ve dolayisiyla teorem ispatlanmig olur.

2. Kanit

Once M, 'nin diyadik versiyonunun ispatin verelim.

m

M7 = s T [

T€QED

fi@)|(y') dys,
D, R™deki tiim diyadik kiiplerin ailesidir.
M sy < e TT 1 llems o
j=1

g6z Oniine alalim

% m
IME(F ey < e[ L1l e, (4.35)
j=1
0'—w_ﬁvef>—(f 2mn alalim. Her bir k i
J =% o — \J101, - .. 7fm0-m)- a > alalim. Her bir K tamsayisi 1¢in

Op = {z € R : MY(T)(x) > ).

v

olsun. Klasik Calderon-Zygmund dagiliminin Mg(?) saglayan tam bir benzerinin

oldugunu gérmek kolaydir. Bu nedenle

m

1
i1 @kl Jou,

k

a” < | fii(y:)|dy; < 2""a* (4.36)
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olacak sgekilde cakigmayan maksimal diyadik Qp = U;Qr; ve {Q;} kiipler ailesi

vardir. Bu durumda

(R™) L Y/ Qe
< apzakp’/vﬁ(ﬂk) = G”Z "y, 3(Qry)
k; k:7j
m 1 »
T az<@k3>)
= a” 1Vi\Yr d 7 j
’ ;j(gax@k,j) /Qk,j‘fa(y” y) (H Qeyl ) o @)
ik 1
<3 (Waay [, otwon) Te@ur

olur.Burada, son tahminde A4 kosulu kullamlmigtir. Ey ; = Qk,; \Qk,; N Q41 olsun.
Her bir £, j i¢in

|Qr,jl < Bl Ek, (4.37)
olacak gekilde bir 5 > 0 sabiti vardir. Boylece, (4.36) ve Holder esitsizliginden,

|Qr,j N Q1| = Z |Qrt1.1]

Qr+1,1CQk,5

: (11
< == |fz|0z)
sy I/,

Qk+1lCQk]
1 1/m on
< (ak+1 II/Qk | \fi0i|) W\Qk,jL
1= »J

elde edilip, uygun g; > 1 ve her bir o, i¢in Teorem 4.5.6’dan, dolay1 A,, kosulunu sag-

lar. A, sartindan ve Holder esitsizliginden dolay1 herhangi bir @) kiipii ve dlciilebilir
herhangi bir £ C @) alt kiimesi igin,

() =%iar

Q
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olacak gekilde sabit bir ¢ vardir. Bu esitsizlik ile (4.37) goze alindiginda, her bir

1=1,...,m ve her bir k, j icin

0i(Qr,j) < %i0i(E)

elde edilir. Buradan, Holder esitsizligi ve E}, ; kiimeleri ayrik oldugu i¢in (7 = max; ;
ile)

Mi(—;)pVﬁdx

(R™)
GO |

< TY| fioi(x; d i S E P/pz
_C%:(E%(Qk,j) /Q [ fiari(zs)l y) Ha w

] ! pi p/pi
- T fioi(a)|(y')" dys (B ;
_CH(;(@(QM) /Qk,j | fioi(x:)|(y) y) o lm))

| ‘4 P/Pi
<c H(Z/ vol O'l-) <CVH(/ 70% z)

A p/p1
SCH(/( )’fipio-i> :

) 4

)

elde edilir. Son egitsizlikte M,, ‘nin LP(0;) tizerindeki siirhlig: kullanilmigtir. Diya-
dik durumda kanit tamamlanmigtir. Yalnizca diyadik kiipler i¢in o agirligimin A3
kosulunu sagladigini kabul etmek yeterlidir.

Diyadik durumdan genel duruma gecmek icin elimizde bulunan araclar1 kullaniriz.
Fefferman-Stein (Fefferman ve Stein,1971) sonucunun agagidaki kolay versiyonunu
kullanacagiz |22, s.431].

Lemma 4.5.8. Her bir k tam sayis1 , 7, tiim R™ deki x’ler ve p > 0 i¢in

MECH) (@) (70 0 M 0 7)(F ) ()vdt

C
S -
1Qrl Jo,

olacak gekilde ¢ sabiti vardir. Burada, ¢, n, m ve p’ye baghdir , 7,9(z) = g(x —1), Qk,
kenar uzunlugu 2k 4 2 ve orijin merkezli bir kiiptiir, ve /\/l’f/, M., olarak tanimlanan

operatordiir, fakat kiipler 2k ’den kiiciik kenarh olan kiiplerdir.

Acikca, (4.29) 'nin sol tarafin tahmin etmek igin HM,";(?)||L;)(V%3)’yi tahmin
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etmek yeterlidir. Yukaridaki egitsizlikten ve Fubini teoreminden
IMET)lirr, 2 < esupl7e 0 M3 0 ill i, )
elde edilir. Simdi ¢ sabitinden bagimsiz ||7_; OMg o |Lp(vw,w) tahminini elde edelim.
T 4 o/\/li ot LP (wy) X -+ X LP™(wy,) = LP(W)
t’den bagimsiz sabitli sinir esdegerdir
Mf‘i L DPY (1ywy) X - X DP(Tywn) = LP(1(W))

t’den bagimsiz sinirina denktir. Ancak Tt(ﬁ) , t’den bagimsiz sabitli A3 sartimi
saglar. Cilinkii A Oteleme altinda degismezdir. Boylece, ispatin ilk kismini uygula-

yabiliriz.

4.6 Multilineer Riesz Bessel Doniigiimleri igin Agirlikli Tahminler.

A% multilineer siniflarmin ayni1 zamanda multilineer Calderon-Zygmund ope-
ratorleri smifi oldugunu gosterdik. Ilk olarak Teorem 4.4.5%i kullanarak, Coifman-
Fefferman teoreminin multilineer durumun geniglemesi olarak agagidaki sonuca ula-

sabiliriz (Coifman ve Fefferman,1974).

Sonuc 4.6.1. R, ; bir m-lineer Calderon-Zygmund operatdrii, w, A, ’da bir agirhk

ve p > 0 olsun. Kompakt destege sahip tiim sinirh 7 fonksiyonu icin

1By () zpr) < CUIMs (Tl (4.38)

ve

‘ |R7al(?) | |Lp,'y,oo(w) S C‘ |M7<?) | ’Lp,'y,oc(w) (439)

esitsizlikleri saglanacak sekilde bir C' pozitif sabiti vardir Burada C', w’nin A, sabi-

tine baghdir.
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Ispat. Sag taraf sonlu oldugundan (4.38) i ispatlamak yeterlidir. (4.4) ve (4.14)’i

kullanarak

1Ry (Pl < My s(TCE Ny < CIME SNy < CHIM (Pt

elde edilir. Bu ise ||M75(Rm(7))|| Ly~ (w) nin sonlu oldugunu gosterebilmemiz kogu-
luyla istenen sonucu verir. w, A ’da oldugundan, w’nin 0 < max(1,pm) < py < 0o
icin A,, 'da da oldugu goriilmektedir. Béylece § < p/py < 1/m igin yukaridaki

esitsizliklerin yani sira,

1My (R s D ) < 1Mo (R (P D L = CIM (R (F P02
< O(R (S < ClRy (Pl

elde edilir. O halde HM%?)HLM(M)’nin sonlu olan kompakt destekli her bir 7
fonksiyonlar ailesi i¢in HRW(?)H Ly (w) 0in sonlu oldugunu kanitlamak yeterlidir.

Bunun her zaman bdéyle oldugunu gorecegiz. Standart argiimanlar agagidaki gibidir.

Yeterince 1’e yakin ve duali ¢’ ,pg’ > 1/m olan ¢ i¢in w agirhg da, L]  aittir.

loc

O halde, HRW(7)HLP(3M) baglangic noktasmdaki herhangi bir B noktasi;
Holder esitsizligi ve R,; 'nin agirhiksiz teorisi tarafindan sonludur. Ote yandan, bir

yeterince biiylik B noktasi,
M(T)(@) > Cola|™™ > Co|R, i f (x)] (4.40)

(elbette ? 've bagh sabitlerle). Varsayimdan sonlu HM(?)HLM(@ ve (4.40)dan,

agagidaki sonuca variyoruz

1Ry i (F)llwrm sy < 00

Benzer argiimanlar (4.39) zayif tip tahmini verir.

Sonuc 4.6.2. R; bir m-lineer Riesz Bessel doniisiimii, w, A, ’da bir agirhik ve p > 0

olsun. Kompakt destege sahip her sinirh 7 fonksiyonu icin

IRl < CHM Py (4.41)
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ve

1R Pl iree) < CIM(F ) [t (4.42)

esitsizlikleri saglanacak gekilde C' > 0 vardir. Burada C, w’nin A, sabitine baghdir.

Teorem 4.5.1, 4.5.6, 4.5.7 ve yukaridaki Sonu¢ 4.6.1’den agagidaki agirlikh

tahminleri elde ederiz.

Sonuc 4.6.3. R, ;, m-lineer Riesz Bessel doniistimii ,% = p% + -+ zﬁ, ve ﬁ, Az

kogulunu saglasin. Bu durumda

i) 1<p;<oo,j=1,...,mise
1Ros(Pllremy < CTT 1l (1.3
j=1
dir.
(ii) 1 <p;<oo,j=1,...,mveenaz bir p; =1 ise
1R (F ol < CTT I v (141
j=1
dir.

Kanit. vg, Ax 'da oldugundan ve L, - (w) uzay1 ile basit fonksiyonlar uzayinin kesi-
simi herhangi bir w agirhigi i¢in L, - (w) uzayinda yogundur. Sonug hemen éncekinden

ve agirhkh uzaylarda M ’in sinirhlik 6zelliklerinden goriilebilir. O]

Sonuc 4.6.4. R;, m-lineer B-Riesz doniigiimii, % = pil+- . ~—|—Ii ve 7, A kogulunu

saglasin.

(i) Eger 1 <p; <o0,j=1,...,m ise bu durumda
IR ) vy < CTT I 2250y (4.45)
=1

dir.
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(i) Eger 1 <p; <oo,j=1,...,m ve en az bir p; = 1 ise, bu durumda
R moewy < CTT il (4.46)
j=1
dir.

Daha once ifade ettigimiz gibi, M., (4.29) 'de verilen M.’ 'nin m-kath car-
pimi ile degigtirilemez. Bu nedenle Sonug 4.6.3, daha 6nce bilinen tahminlerden elde

edilemez. Burada R%i(?), [I}2, M, f; tarafindan smirlandirilir.

A3 smiflart ayn1 zamanda belirli multilineer singiiler integral operatorlerin

simirhiligr ile karakterize edilir.

Tanim 4.6.5. ¢ =1,...,n i¢in, m- lineer ¢-inci Riesz doniigtimii su sekilde tanim-

lanir

- ZT 1( _(yy))
RWGW@—pv[Mszlw_%mmHﬁ@> Sy . dn,

burada (y;); , y; nin i-inci koordinatin gosterir.

Tanim 4.6.6. ¢ = 1,... n igin, m- lineer ¢-inci Riesz doniisiimii su sekilde tanim-

lanir

. 271( — (¥3)i) Ny
R = [ S o) )V i

burada (y;); , y;'nin i-inci koordinatimi gésterir. Buradan multilineer Riesz-Bessel
doniisiimii su sekilde tanimlanir:

(R,s mw—pv[?wzﬁliﬂﬁﬂm@

o —yf2) 2

m

LT, PR
<")’”(2j1|~’6—y!) =1

Z] 1 (Y))i
R (ijl |?/j|2)

(Ryi f)(z) =p.v.

i1 Sl =) fale —12) ... fru(z — ym)(y/)vdyl---dym



49

x — y; = t; doniisiimiinii kullanacagiz, bu durumda

2l =) fnl = )€1t
+ (ZT:1 ’tj|2) ’

fi(w —t;) = T% f;(z) iken

(R, F)a) =pv. [

Ry(F)@) = pv. / 2t Ui ) ) (¢ d
o (S )

Teorem 4.6.7. m-lineer R%i(7) Riesz déniigimlerinin her biri icin (4.45) veya
(4.46) saglanirsa, o, A smifina aittir.

Kanat. Tek boyutlu durumu goz 6niine alalim.Yiiksek boyutlu olan igaret agisindan

daha karmagiktir. m-lineer B-Riesz doniigiimlerinin toplami

m

Ry(F)@) = pv. / 2t Wl @) T @) - d
@y (ST Jyf?)

olsun. Acikca, eger (4.46) gecerliyse & € A oldugunu gostermek yeterlidir. Lineer
durumda kullanilan bazi degisikliklerle benzer bir argiimani ele alabiliriz (bkz. |(

Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia,1985), s. 417]).

Her f; > 0 ve supp(f;) C I oldugunda, z € I ve her j icin y; € I ise,
agagidaki

> i1 (y)) 1 &

= 2
(37, ’%")mH (30 lysl) ||

elde edilir. Buradan, x € I't ise
Ryi(F)@) > en [T T1f50)1s
j=1

esitsizligini elde eder ve 0 < A < ¢, [[2, TV|f;r iken

I*  {o: |Ryu(F)(@)] > AL,

buluruz. Tam olarak Teorem 4.5.1°teki gibi tartigarak, bundan sunu elde ederiz;
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herhangi bir I aralig: icin,

m

1 / 1 —1/p;j—1\1-1/p;
(7 va)l"H(m/ﬂj Yty (4.47)

Jj=1

dir. Benzer gekilde, (4.46) 'un herhangi bir [ aralig i¢in,

m

1 1/p 1 —1/pj—1\1-1/p;
G Jp) " TL G [ e (4.48)

Jj=1

(4.48) *den, (4.5.6)" daki ikinci kogulun ispatinin ayni argiimanini kullanarak, bunu

herhangi bir I aralig: icin alr,

_ 1 \pml
(o) <o
I I+

'dir. Buradan, vy € AJ olur. Son olarak, (4.3) ve (4.46) "u birlestirir W e A

oldugunu gérebiliriz ve bu kanit1 tamamlar. O]

4.7 Zayif tip esitsizlikler.

H;":l M f; ile tamimlanan multilineer operator, kisim 4.6 'te elde edilen agir-
likli tahminleri elde etmek i¢in oldukg¢a biiyiiktiir. Bu kisimda, (Cruz-Uribe, Martell
ve Perez,2005) 'te elde edilen kargik zayif tipli egitsizlikler yardimiyla sharp agirhkh
zayif tip tahminlerin saglandigini gosterecegiz.

Agagidaki Klasik Fefferman-Stein egitsizliginden,

UM fllz, @) < Clfllruw) (1 <p < o0)

L1 0 4 Ly
herjlgmpj>1ve1—9—p1+ + - ise

][ M

i=1

gy < C H £ zes (Mw;) (4.49)
j=1

olur. Bununla birlikte, eger en az bir p; = 1 ise, bu durumda keyfi w; agirhiklar icin

(4.46) "un bir zayif tip benzeri bile dogru degildir; agagidaki a¢iklamaya bakiniz.
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Uyar: 4.7.1. (4.49) 'nin zayif tip bir benzeri, en az bir p; = 1 ise keyfi w; agirhklar
icin dogru degildir.

n=1vem = 2alalim. 1 < p; < cove p, = 1olsun. £ > 4 igin J, =
(k + 30k + i) Simdi wy(z) = Y07, kx, () ve wa(x) = D 5o, 2X0, (2) alalim,

[ M fL M fol|pp.oo gy < el fill o (v || f2l L1 (01ws) (4.50)

esitsizliginin f; ve fy’den bagimsiz olarak sabit bir ¢ ile saglandigimi varsayalim.
f1=Xo ve fo = Zgil 0 , burada 9, , k£ noktasindaki Dirac kiitlesidir.

N
U 7k € {z: Mfi(x)M fo(z) > 1}
k=4

oldugu basit hesaplamalarla goriiliir. |[fi[|pn < ¢ ve Mws(k) < ¢/k *dur. Buradan,

(4.50) gosterir ki; Zszl + < c agikca bir celigkidir.

Diger taraftan, her p; = 1 ve her w; agirhklarimin A;’de oldugunu varsayarak,

agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.7.2. Kabul edelim ki w; her i = 1,2,...,m i¢in , A; siifinda bir agirlik
ve v = ([T7L, w)/™ “dir.

LAl ey, < CTT AN (4.51)
j=1 j=1
"dir.

Bu teoremi ispat etmek icin karigik zayif tip esitsizliklerle ilgili Cruz-Uribe, Mar-
tell ve Pérez ’in elde ettikleri bir sonug kullanilacaktir (Cruz-Uribe, Martell ve Pe-

rez,2005) .

Teorem 4.7.2yi ispatlamadan 6nce, birka¢ yardimci bilgiye ihtiyac vardir.
RH ile,

supw < —

\Q!
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esitsizligini saglayan w agirhklarimin smifin1 gosterelim. [(Cruz-Uribe ve Neugeba-
uer,1995), Th. 4.8)’de gosterildi ki, f,g € RH,, ise, bu durumda fg € RH,, 'dir.
Ozellikle, herhangi bir f igin (M f)~! € RH,, oldugundan ,

1
T MAMfy. . Mf,

v

RH.. (4.52)

elde edilir. (Cruz-Uribe, Martell ve Perez,2005) caligmada ispat edilmigtir ki eger

u € Ay ve v € RH,, ise, bu durumda her f € L! i¢in,

[IM f || p1.00 (o) < | fl] 1) (4.53)
"dir.
Kanat.
i) = iz : T M () > A}
j=1
olsun.
() < S (LTl -+ 23, (4.54)
=

oldugunu gosterelim. Gergekten (4.54) tekrarlanarak (4.51) zayif tipteki tahmini

kolayca goriiliir.

m

E = {:L‘ A< HM'ij < 2)\}VeVi = H (M'yfj)il

i=1 =l



23

tanimlayalim. Holder'in egitsizligini (4.52) ve (4.53) ile birlikte kullanarak,
) = (23) = w(B) < A [ (T f)
j=1
< Al/mH(/ M, fiw;) ™
j=1 7 FE

< o)\l-1/m . / L\ Ym
= jl:[l( oy vjwj)

vfi>Avi}

R m
<A ([Tl )
j=1

elde ederiz. Bu da (4.54)’yi ve teoremi kanithyor. O

Sonug olarak asagidaki basit 6nerme []7", M, f; carpiminm yerine MW(?)

alinarak elde edilen (4.49) 'nin zayif tipli benzerinin oldugunu gésterecektir.

() 11 4. .41 . ]
Onerme 4.7.3. ?— ol olsun. 1 < p; < oo ise,

My (Pl vty < C Tl (a1 (4.55)

j=1

"dir.

Gergekten de,eger oraya v = vg ve w; = M,w; koyarsak, esitsizlik (4.55), Teorem
4.5.1’ten gelir. Holder esitsizliginin bir sonucu olarak (4.20) kogulunun gegerli oldu-

gunu gormek kolaydir.

4.8 Multilineer Komiitatorler.

Son nokta tahmini lineer durumlar i¢in (Perez,1995) ’de her A > 0 igin

VOl 1o 29yay as0)

|{y€R”:I[b,Rq,i}f(y)|>)\}|§O/n A\ \

olarak elde edilmigtir. Burada C, b'nin BMO normuna baghdir. Ana sonuglardan

birisi bu tezde, (4.56) 'un multilineer bir versiyonu olan Teorem 4.8.3’dir.
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Ik 6nce multilineer komiitatorler ile ve giris kisminda verilen maksimal ope-

ratorler ile ilgili noktasal bir kestirim elde edecegiz.

Tanim 4.8.1. 7 = (f1,..., fm) olsun. Bu durumda

Mm%m7x>—wMMMMLQH«m/Lm

JFi

ve
me@ngﬂmmmw
szl

operatorlerine maksimal operatorler denir. Burada supremum, x ’i iceren tiim )

kiipleri tizerinde alinir.

Lineer durumda, komiitatorleri sharp maksimal operatorlerle iligkilendirme
fikri onu kuvvetli tipli tahminleri elde etmek icin kullanan Strémberg’e (cf. (Jan-
son,1978)) kadar gider. Son nokta tahmini (4.56) elde etmek icin (Perez,1995) *de ve
daha sonra (Perez ve Pradolini,2001) ’de farkhi yontemler kullanilmigtir. Multilineer

durumda, M (? iceren agagidaki tahmini elde ederiz.

%
Agagidaki notasyonlar1 kullanacagiz. b = (by,...,b,), BMO™de ise, 0 za-

%
man || b ||pyrom = sup;—y__, ||bi||Baro olarak gosterecegiz.

—>
Teorem 4.8.2. T, b € BMO™ iken bir multilineer komiitator ve 0 < § <
1/m,0 < ¢ < € olsun. Bu durumda kompakt destege sahip m kath ? =(f1,-s fm)

sinirh 6lciilebilir fonksiyonlar icin

M; (T?(7))(x) < C’H?HBMO”L (ML(logL)<7) + M. (Rw(?))(:ﬂ)> (4.57)

olacak gekilde C' > 0 sabiti vardir. Burada C, § ve ¢ ile baglantihdir.

Bu teoremin ispatinin ashnda,(4.57) ’in sag tarafindaki Mp,iog L)(?) opera-

toriinii biraz daha kiiciik operatorle degistirebilecegimizi gosterdigini ifade edelim.

Z Mi(log L) (7)
1=1
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Elbette, (4.57) tahmini, ayn1 zamanda []7_, M?(f;) ile yer degistirilen Mg L)(?)
icin de gegerlidir. Fakat, yine, Mg 1) kiigiik operatorii , daha genel ve daha keskin

sonuclar elde etmemizi saglar.

Herhangi bir @) kiipii i¢in,

1 / a . 1/m
— [ vg <Al]linfw.'",
1@l Jq ]1_[1 Q 7

olacak gekilde eger bir C' sabiti varsa kath agirhigmin Ag ;) kosulunu sagladigim:

,,,,,

haturlayalm. Burada vg =[], w;/m dir.

Kanat. Lineerlikten, operatorii sadece bir sembol olarak diigiinmek yeterlidir. b €

BMO ve agagidaki operatérii goz niine alalim
Rio(1)(@) = b(@)Ryil(frs s fin) = Rys(bfis o, f). (4.58)
Herhangi bir sabit A icin
Rio(F)(@) = (0(x) = NRyu(F)(@) = Rysl(b = N fas- ., Fu)(2)

elde edilir. x € R™ olmak iizere 0 < 0 < 1’den, herhangi bir ¢ sayis1 ve z merkezli

herhangi bir @) kiipii i¢in

(=) < (i fmaio-)

< (& [ 106 - VINEERY " (G [ 1= 1)) - )

=I+1I

elde edilebilir. Her terimi ayri ayr inceleyecegiz. Q* = 3@Q) oldugundan, A\ = (b)-,

bnin @Q* iizerinde ortalamasimi gostersin. Herhangi 1 < ¢ < e/\ i¢in Holder ve

1/8



Jensen egitsizliklerinden

reo( [ -awa) " (& [ imaDior:)

< C||bllaroMsy (R (1))
< Clbl|proMe(Roa( 1)) ()

elde edilir. I1yi kestirimi igin her bir f;, f; = f? + f° olarak alahm. Burada f? =

Ixg-ve f° = fi — f2dir. Dolayisiyla

115w = > 1) - fr (Um)
j=1 {a1,...,am }€{0, oo}
H ]Oyy +Zf1 y1) - S (Ym)
=il
olur, > da her terim en az bir tane «a; # 0 igerir. cq,, . = T((b
N fem) (@) ile ¢ = Y oy, alalim ve

=

)

/ i ] . a1 Qm, . 1) 1/6
+Z<‘Q,/Qmw<<b N 2N E) = oo ')

1 0 0 5
11 < c(<@ /Q Roal(b— N0, ) ()P d2)

elde edilir. Tekrar 6 < 1/m kullanarak,

Io = ’Q|/|Rw NI 1))z

< OB (b= N2 S e

IQ\)

Cio / o A)f1(2)|d2'jl:[2@ /Q 1£0(2)|dz

< Clpllsmoll fillLaos e [ | 1filer

J=1

S O||b||BMOML(10gL)(f1a o 7fm)<m)

26
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olur. Simdi /1 . o terimini géz oniine alalim.

.....

<|Q| / [ il(b = ) 1 ""»fﬁf)(z)—Rw‘((b—)\)ffo,...,fﬁf)(x)|5d2)l/6

<5 / Rya((b = N2 2)(2) = Rya(b— N2 ) ()| d2
0 / (60) = N ) TTE Lol = =F s
(RP\3Q)™

(|Z—y1|—|—~~~—i—|z—y Dnm—i—s

KRS [(b(11) — A)fl(y1)| LT | fi(yi)llx —
Q| / Z/skﬂ@) m(3kQ)m djd

(|2 =yl + -+ [z = ym| )" te

[e.o]

Z 3k|Q|1/n nm-+e /(3k+1Q)m [(b(y1 = M) f1(y1)] }1 |f1(y2))\d7

< Clblsmo Z ke [ f1]]2(og £y 35410 H | filsr+10

=2

< C||blBmoMraog ) (f1s -+, fm) ()

elde ederiz. Simdi I1,, . ., terimlerini diigiinelim Oyle ki bazi {ji,...,5} C
{1,...,m} i¢in o, = ... = o, dir, burada 1 < [ < m’dir. Diger durumlar ben-

zer gsekilde gosteridiginden sadece a; = oo durumunu goz 6niine alalim. (4.10)’dan,

L ((h o cm) () _ o o . x521/5
(IQI/c;'R”’Z((b MY fam)(2) = Rya((0 = N fm) (@) d)
= @/ IRy (b— N fam)(2) = Rya((b = M) ff ., fom) (2)|dz

— £ b ; ;
|Qy/ H / \fg\dyj/n [z = 2 1bly) - C‘ Wigtr,..m 131495

@ jegin. wom—t ([z—w] + -+ |z — ym|)Pmte

OO

|Q|E/TL
<c 11 / 51t0; 32 gy gy M0 =l L 16l

FISFITe J¢{d1,ai}

<0y T /( g 10 =TT 500107

< Cl|blsmo Z ke 1 f1ll Lgtog £),35+10 H | filsr+10

Jj=2

S C||b|BMOML(10gL)(f17 R fm)(x)

elde edilerek teoremin kanit1 tamamlanmig olur. O]



o8

%
Teorem 4.8.3. W € A,y ve b € BMO™ olsun.

-----

vate e s R 571wl > ) < T] [ B s

olacak sekilde ||€>|| Bymo 'ya bagl bir C sabiti vardir.

Teorem 4.8.3'nin ispat1 agagidaki sonuca dayanacaktir.

Kanat. Teorem 4.8.3’in ispatinda oldugu gibi, lineerlik ile operatorii sadece bir sem-
bolle dikkate almak yeterlidir. Homojenlik ile ¢ = 1 varsaymak yeterlidir ve bu

nedenle
vz € R : |Riy( ) (@) |>1}m<oH/ O (15 (2))y ()

‘i kanitlamamiz gerekir. Simdi,® altcarpimsalindan, Teorem 4.8.8 ve Teorem 4.8.5
tarafindan kamitlamak istedigimiz gibi

vole €R™: Riy(F)(@)] > 1) < Csup (v € R Riy(F) ()] > £

(1/ )m

< Csup g {y € B Mgy (1)) > 17}
o (1L
<Caparzn 1 [, 2 tor

<C’supq) 1/tm]1_[1/ (| f;(z))® (1)wj($)dx

<GH/ (| f; ()| )w; () dx

elde ederiz. O

Ayrica bu zayif tip tahmin genel anlamda kesindir. Aslinda, eger biz
(4.59)’nin sag tarafin1 m fonksiyonellerinin ¢arpimi ile yer degistirirsek, bunlardan
biri bir norm veya A\’ da homojen ise, ortaya ¢ikan tahmin araliklarin karakteristik
fonksiyonlari icin bile gecerli degildir. Remark 4.8.4 ’deki karsit 6rnege bakin.

Ozellikle R, , karakteristik araliklarin fonksiyonlar1 igeren Banach uzayindan



29

Lw>a smirsizdir. R 2 'nin herhangi birini dikkate alirsak uygulanabilir. ¢
2y
%
altcarpimsal gosterir ki, C' sabiti ®(|| b ||pao)= ‘nin carpimlan olarak goz éniine

alindiginda homojenlik argiimani ortaya ¢ikar.

Uyar1 4.8.4. Formundaki bir tahmin
fi fiv "
o : |Ri(T) > A} < C(|b|BMo)<H;H 11 ||®(X)||L1) (4.60)
J#i

|| - || karakteristik fonksiyonlar iizerinde sonlu ve [[Af|| = A||f|| sartim saglarsa

arahgm karakteristik fonksiyonlar icin saglanmaz. Ozellikle (smirli) esleme 6zelligi

R, L' x . x L' — LYo

formu saglamaz.

m = 1 i¢in bu zaten (Perez,1995)’de gosterildi. Argiimanlar1 multilineer duruma
uyarlariz. Basitlik i¢cin n = 1, m = 2 durumunu goz oniine aliyoruz. Varsayalim
ki (4.60)iin gerekli 6zelliklere sahip bazi || - || i¢in, bilineer Riesz doniigimii gibi
bazi T Calderon-Zygmund operatorii ve b(z) = log|l + x| igin gegerli oldugunu
kabul edelim.f; = fo = x(o,1) olsun. Eger (4.60) gecerli olsaydi, multilineerlik ve

homojenligi

1/2
o e R: IRu(HI> 2 < (18Il )

elde ederdik ve boylece

supA|{z € R: [Rip()(@)] > NP < Ol @)l < C (4.61)

A>0

"dir. Ancak, 4.61 ’iin sol tarafi bir celigkiye varan

1
sup A\{z > e: Og(f)
A>0 z

denkleminin bir katindan daha kii¢iik degildir.
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4.62'1 gormek icin,¢(z) = 105(290) olsun ve basit bir gozlem ic¢in, diyelim ki

pozitif £ tamsayilar: icin

sup Al{z > e+ o(x) >N = sup p(e )z > e p(x) > (e} =
k

k 2 _
sgpeﬁ(e —e) =00

olur.

-----

vl € R" s Mgy (1)) > 7} < CT] (/Rn (1O, (yary

t
olacak sekilde C' sabiti vardir.

Kamit. Genelligi bozmadan ¢ = 1 alabiliriz. Ayn1 zamanda, homojenlikten, ¢ = 1

oldugunu varsayalim. ? > ( alarak

Q={zeR": My, (7)) > 1}

kiimesini tanimlayalim ve bog olmadigin kabul edelim .€2’nin boyutunu tahmin et-
mek icin, 2’da bulunan kompakt F' kiimesinin boyutunu tahmin etmek yeterlidir.

Boyle bir F’i sonlu bir {Q,} kiip ailesi ile értebiliriz bunun i¢in

1< ||f1H¢’,Qj H(fj)Qj (463)
j=2
Vitali’nin 6rten lemmasini kullanarak,
F C U;30Q; (4.64)

olacak gekilde {@;} ayrik kiiplerin bir alt ailesini ¢ikarabiliriz. Homojenlikten,

1< H H(f])Qz

j=2

(1>7Q7l
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ve norm || - ||¢,g, nin ézelliklerinden,

1 m
< f 7 dy7
|Qil QL H 7

Jj=2

ile aynidir. Simdi ® ’nin altcarpimsal oldugunu ve Jensen’in egitsizligini kullanarak

1
L<1 QiCP(fj(y))

elde ederiz. Son olarak, ayrik diizeyde agirhiklar ve Holder esitsizligi koguluna gore,

~ Y@ s(zﬂmw”m@ﬂm(@,/ <<>>dy)1/m)m

i g=1
1/m\ m m
< (SII( [ otstmatar) )" <II [ #50ha,
i j=1 =1 (R™)
elde edilir. Bu da ispati tamamlar. O]

Lineer durumda, (4.56) ile giiclii bir LP,1 < p < po olan tiim LP’ler i¢in
tahmin edilen giiclii tip sonuglar elde etmeyi , arasinda interpolasyon yapmak miim-
kiindiir. m-lineer durumda 1/m < p < 1 i¢in giiclii tip sonuglar elde etmek daha
sonra denenebilir. Yukaridaki son nokta sonuclari ile (Perez ve Torres,2003) ’da
p > 1 i¢in sonuclar arasinda interpolasyon yapin. Biz bu tiir ¢cok dogrusal interpo-
lasyon big¢imi i¢in bir referans bulamadik ve biz yaklagimin gercekten uygulanabilir
olup olmadigini bilmiyoruz. Bununla birlikte, biz dogrudan giiclii tip tahminler elde
edebiliyoruz. Noktasal sonugtan onlar1 tekrar elde edecegiz. Bu yaklagim, agirlikli

baglamda da kullanilabilecek avantaja sahiptir.

Agagidaki 6n lemmaya ihtiyacimiz var.

Lemma 4.8.6. Kabul edelim ki & = (Wi,... W) , Ap kosulunu saglasm. Sonlu
sabit r > 1 vardir éyle ki & € Ay dir,

_ 1
Kanit. Teorem 4.5.6’dan, her bir o; = w; PN A a aittir ve buradan, herhangi )
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kiipii i¢in

(& /w_p?l)”” < [ wn
Q Jg Qg

o; 'nin A, sabitine bagh olarak, c;,t; > 1 sabitleri vardur.

t 1

pj—1 21

rj

r; > 1 olacak sekilde segelim. Sonra, r = min{ry,...,r,} ve ¢ = max{c,...,cn}
ise
1
1 / )1/1’/’” i ( 1 / oy 1) T
— Vg — w ' ,
<|@| : (g1 /=

1 r/p m 1 = L (pjfl)pij
<™ —/1/3) (—/w j) < MWl
(|Q| 0 (@ /.- v

j=1
elde edilir. Buradan, & = (w1, ..., wn) A kogulunu saglar, lemmanin kanit1 bitmis

olur. O

Teorem 4.8.7. & € A?,% = i+"'+ﬁ ve l < pj <o0,j=1,...,m,
%
b € BMO™ olsun.

% m
1R, 3 (P llrsy < CUT llsasom [T 11652 (4.65)

j=1

olacak gekilde bir C' sabiti vardir.

Bu sonuclar, M1/10g 1) ile degistirilen M komiitatérler i¢in (4.38) ’in analogunun

bir sonucu olacaktir.
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Kanst. Qimdi, Teorem 4.8.8 yardimiyla ve v 'de Ay’da oldugundan,

L B (Dwrseir <o | M (Fervs e

(R™)

olur. Ispati bitirmek icin M Logr) den daha biiyiik bir operator kullaniriz ki bu
bizim amaclarimiz i¢in yeterli olur. Ashnda, r > 1 ise ve ®(¢) = t(1 + log™ (t)) <

t",t > 1 genellestirilmis Jensen egitsizliginden

1
1 llos 0 < c(@ /Q |f(y)|’"dy> ,

elde ederiz ve bu nedenle,

M@ =5 T (5 L)

Q3 il

3=

S

olmasi i¢in Mo 1) ‘i daha biiyiik olani ile sinirlayabiliriz

1R, (Pl < ellM(F)]

Lr(vg)-

Simdi bunu ispat etmek igin
1M, () < e T e o
j=1
kanitlamaya egdegerdir

M)ty < e Tl
j=1

Teorem 4.5.7’e gdre, bu W e A gostermeye egdegerdir ve biliyoruz ki bu Lemma
4.8.6 nedeniyle baz kiigiik » > 1 i¢in gecerlidir. O

%
Teorem 4.8.8. p > 0 ve w, Ay da bir agirlik olsun. Varsayahm ki b € BMO™ ve
_>
|| b ||pom =1 ’dir.Bu durumda

[ Rz Fi@pe@is <0 [ Mupn(Fare@is, (@00
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olacak gekilde w 'nin A, sabitine bagh bir C' > 0 sabiti vardir ve her kompakt
destege sahip siirh ? = f1,..., fm icin

sup &y € R (75 (7)) > 7)) (4.67)
< Csup ml{y € B Muoesy (1)) > 7)),

"dir.
— Lo
Kanit. || b||ppom = 1ile b € BMO™ oldugunu hatirlayalim. Sonucu kanitlamak
icin
TT;(?) = bT(fh S 7fm) _ R’y,i(bfla ce. 7fm)

alalim. (4.66) 'un sag tarafinin sonlu oldugunu kabul edebiliriz ¢iinkii aksi durumda
ispatlanacak hicbir sey yoktur.

0 <0 < e < 1/m olmak tizere Teorem 4.8.2 ve Teorem 4.4.5 kullanarak,

1R, 5 (F)lIyr < MR, 5 (Pl
< CIME SR, 5 (Pl

< Cllbl o (HML(logL)(7)HLp,W<w) ; |\M€<Rw<7>>mm<w>)
< c(||MLaogL><?>||Lm<w> ; |rM£<RW<?>>HLp,W<w>)
< O(HMLaogL)(?)HLP,W(w) ; ||M<?>||Lp,w<w>)

< Ol Mugog (Pl )

elde  edilir. (4.4) esitsizligini  uygulamak  icin,  yukandaki  is-
lemlerde [|M,5(R, 5 (f1s- - fm))l] L, () Din sonlu oldugunu ve
[[Mc(Ryi(f1s- - fm))llL,, ) 'nin sonlu oldugunu kontrol etmemiz gerekir. So-

nuncusu Sonu¢ 4.6.1’in ispatinda kontrol edilmistir ¢iinki

1My < Mgy (P10 < 00

oldugunu kabuliimiizdii. Onceki durumu kontrol etmek icin benzer argiimanlar1 da
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kullanabiliriz.

Sonu¢ 3.8’in ispatinda oldugu gibi, ancak R; ile R - yer degistirildiginde,sonucu
(R 0T 2(f1,- s fm)llLy () 'nin sonlu oldugunu gosterecek sekilde indirgeyebiliriz.
Eger b'nin smirh oldugunu varsayarsak, bu son kosul, (Perez ve Torres,2003)’de
p > 1icin Ri’—b> icin agirhiksiz teorisinden goriiliir. Gergcekten, Sonug 4.6.1’de kullani-
lan arglimanlarin lokal kisminda pg’ > 1 olacak sekilde ¢’ alacagimiz goriilmektedir.
Diger taraftan sonsuzda, b i¢in sinirh ve yeterince biiyiik B yuvarinin digindaki x

icin

i) =)
Rpf) < 0 [ 0= L))l -

n
m

1
C 1 “Ton m(y)ld
S I:BI”/ om)'f( i e /B<o,|x> Py
< CM(?)(ZE) < OML(logL)(?)(x)v

elde edilir. Ki bu sinirhdir ¢linki ||M1og L)(?)H Ly (w) nin sonlu oldugunu kabul

ediyoruz. Bu, bnin smirh olmast koguluyla (4.66) "u kanitlar.

BMO’da genel bir b i¢in sonucu elde etmek igin (Perez,1995)’deki gibi sinir-

lihgr kullanacagiz. {b,} ile verilen

7 g(x) > j
bj(z) = q blx), |b(x)| <j
_j7 g(l’) < _j

fonksiyonlar dizini goz oniine alalim. Dizinin b’ye noktasal olarak yakinsadigini ve

16;]|Brmo < ¢||bl|Bmo = ¢ olduguna dikkat edilmelidir.

Kompakt destege sahip 7 ailesi ve R; sinirli oldugundan her 1 < p < oo igin
LP’de {R;(b;f1, ..., fm)} yakinsak oldugu goriiliir. {b; } alt dizisi i¢in, Ri7bj/(7)’nin
hemen hemen her yerde Rl(?) 've yakinsak oldugu goriiliir. R; igin gerekli tahmin

simdi R;p,, ve Fatou lemmasindan goriiliir.

Simdi (4.67)1 kamitlayalim. Kabul edelim ki w smirhdir. Gergekten de,
w, = min{w, r}'nin simrh olduguna ve w’nin A, sabitinin iki kat1 ile smirh oldugu
goriilmektedir. Genel bir w i¢in sonug, Monoton Yakinsaklik Teoremini uygulayarak
elde edilecektir.

Her zamanki gibi (4.67) "in sag tarafinin sonlu oldugunu kabul edebiliriz ¢iinkii aksi
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takdirde ispat edilecek bir sey yoktur.

Simdi, Lebesgue diferansiyellenebilme teoreminden
1
Sup ———w e R": |R; > "
wp ey € B Ru(F) ) > 7))
< sup =w({y € R 2 Mys(Rip(7))(9) > ™))
Sup ———w ; f .
= t>g> o(1/1) Y 7,0\ Lib Y

elde edilir. Bu durumda eger son terimin sonlu oldugunu kabul edersek (4.5) genel-

legmis zayif tipli Fefferman-Stein esitsizligini kullanarak

Comp gipr(ly € R ME §(Riy () > 7))

< Csup gy € B : Moy (Fo) + MAR(F)W)] > 7))
< Csup gy € B Min(F)w) > ")

+Csp g(ly € B MR (F)) > 7))

esitsizligi elde edilir(burada doubling sarti ve @(%/t) ve ||b||ppo = 1 kullanaca-

g17).Yine kabul edelim ki son terim sonludur, (4.5) tekrar kullaniliginda
1
sup ———w({y € R" : M}, >t
up ety bios s (D®) > £7))

+sup mw{y e R MHR(F))(w) > t™})

w{y € R : Mo, 1 (F)m) > 7))

o0 ®(1/1)
w({y € R : M(F)(y) > t™})

+ su
ot (1/1)

ap ﬁwqy ER": MYy (1) > ")

elde edilir. Simdi

sup quy ER": My s(Ri(F)y) > t™)}) < oo (4.68)
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ve

w{y € R : M.(R(f))(y) > t™}) < o. (4.69)

Ssu
b (1/t)

oldugunu gosterelim. Sadece (4.68) ’i gosterecegiz ¢iinkii (4.69)’ nin ispat1 da ben-
zerdir.

w’nin sinirh oldugu kabuliinii g6z 6niine alalim, boylece

w({y € R™ : M, 5(Riy(F)(y) > t™)})

1
su
b B(1/t)

< [lollu sup gl € R : Mys(1R, 5 T 1) (9) > 1}

(1/ t)
'dir. Simdi, ®(¢) > t,md < 1 kullanarak

n<1—= M,: LV"°(R") — L">*R")

oldugundan (bu,M : L"*°(R") — L"*° r > 1 ’in bir sonucudur),

t>0 @(1/t)‘{y€R Mm6 ’Rlb?‘ >t}|

< supt|{y € R" : Mys(|Ris I |7)(y) > t}]

t>0

< Csuptl{y € R" : M,,s( |sz? |m > t}].

t>0

olarak elde edilir. ? 'nin kompakt bir destege sahip oldugundan, R > 0 i¢in
supp? C B(0, R) oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda

1
supt{y € B |Ri,b7<y>\m >t}
< supt\{y € Bor : |R;, b? m >t}
+suptl{y ¢ Bon: [Ruy f ()| > 1)
>

=I+1I.

yazilir. Bunun yerine I icin L' normunu goz oniine alalim. Bu durumda Holder



68

esitsizliginden

wdy) )

I< / |Ri,bf(y)|1/mdy < C’R(lll’)n(/( ))(|Ri,b7
Bar n

elde edilir. p’yi yeterince biiyiik secersek, bu son terim kuvvetli sinirhidir.

IT igin, b’nin simirh oldugunu kabul edilerek Tb(?)(x) 'in 6nceki gibi
M(?)(z) ile sinirlandirilabilir.Bu durumda

I < Csupt™|{y € R": M(?)(y)l/m > ™

t>0

= CIM(P)llpme < CT] /( 1l < 00
i=1 "
elde edilebilir.
sup|{y € B : [Roy [ ()]'/" > 1}] < oo, (4.70)

oldugunu gosterelim. w ve b’'nin sinirh olmas1 koguluyla (4.68)’i verir. Daha 6nce
aciklandigr gibi, monoton yakinsaklik kullanilarak A, 'da genel bir w ’ye gecebiliriz
ve bu gekilde b'nin BM O normuna bagh olarak (4.67)’de sabit ile A, ’da keyfi w ve

L, 'da b i¢in sonuclar elde edilir.

Simdi bmin smirll olmadigmi kabul edelim. Ilk olarak {y € R"
]R27(7)(y)| > ™} kiimesi yerine keyfi N > 0 i¢in {y € B(0, N) : \Rl—l;(?)(y)] >
t™} kiimesi alinarak (4.67)’1 ispat etmek yeterlidir. Bu durumda b’yi 6nceden ol-
dugu gibi {b;} dizisi ile tahmin edebiliriz ve her bir kompakt kiime icin uygun
bir {|szj7|} alt dizisini |Ri’b7|’e yakinsamasini kullanabiliriz. j “ye limit alinarak
N’den bagimsiz bir sabite sahip BM O’da keyfi b i¢in gerekli olan tahmini verir. Son

olarak N’de sup’i alinarak teorem ispati tamamlanir. O
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SONUC

Caliymamizda Calderon-Zygmund tipli singiiler integral operator olarak bili-
nen klasik Riesz doniigiimlerinin ve multilineer Riesz-Bessel doniigiimii ve komiita-
torlerinin Lebesgue uzayinda sinirliliklarini inceledik. Klasik Riesz doniigiimii, kon-
voliisyon tipli singiiler integral oldugundan buradaki f(x — y) adi Gteleme olarak
diiglintilebilir. Dolayisiyla bu 6teleme yerine bagka bir 6teleme alarak bu calismada
adi 6teleme yerine R Oteleme veya TV genellestirilmis 6teleme operatorii alinmigtir.
Boylece elde edilen sonuclar orijinal ve yeni olmustur. Bu operator ile elde edilen

doniigiim, B-Riesz doniigiimii olarak adlandirilmigtir.

Bu calismada, Lebesgue uzaylarinin m kartezyen carpiminda énemli rol oyna-
yan ve Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun m-kat carpimindan daha kiiciik
olan ¢ok lineer B-maksimal operatér ve B-Riesz doniigiimleri ile ¢aligilmigtir. Bu
operator, Calderon Zygmund tipli ¢ok lineer B-Riesz doniisiimleri iizerinde kesin bir
kontrol elde etmek ve ¢ok lineer duruma uyarlanmig agirlik teorisini olusturmak icin
kullanilmigtir. Daha sonra, BMO fonksiyonlar: ile elde edilen c¢ok lineer B-Riesz
doniigiimlerinin bazi komiitatorlerini incelemek icin kullanigh olan bu operatoriin,
farkli bir cegidi dikkate alhinmigtir. B-Riesz komiitatorleri icin en uygun giiclii tip
tahminler, keskin bir u¢ nokta tahmini ve ayni zamanda hem klasik Muckenhoupt
agirliklart hem de yeni ¢ok lineer Muckenhoupt agirliklar: i¢in agirlikli norm egitsiz-

likleri elde edilmigtir.
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