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ÖZET

LEBESGUE UZAYLARDA MULT�L�NEER B-RIESZ

DÖNÜ�ÜMLER� VE KOMÜTATÖRLER�

ÜÇER, Züleyha Açelya

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Tez Dan�³man� : Prof. Dr. �smail EK�NC�O�LU

Ocak, 2022,67 sayfa

Bu tez dört bölümden olu³maktad�r. �lk olarak giri³ k�sm�na yer verilmi³tir.

Birinci bölümde, çal�³mam�z için gerekli olan temel tan�m ve teoremler verilmi³tir.

�kinci bölümde, Lebesgue ve BMO uzaylar� takdim edilmi³tir. Üçüncü bölüm,

genelle³tirilmi³ öteleme operatörü ve temel özelliklerini içermektedir. Dördüncü

bölüm, tezin orijinal sonuçlar�n� içeren k�sm�d�r. Ayr�ca bu bölümde, multilineer

B-maksimal operatörü tan�t�larak multilineer B-Riesz dönü³ümleri ve komütatörle-

rinin Lebesgue uzaylarda s�n�rl�l�§� elde edilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: BMO uzaylar,genelle³tirilmi³ öteleme operatör,komütatörler,

Lebesgue uzaylar, multilineer B-maksimal operatör, multilineer B-Riesz dönü³üm-

ler.
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ABSTRACT

MULTILINEAR B-RIESZ TRANSFORMS AND ITS

COMMUTATORS ON LEBESGUE SPACES

ÜÇER, Züleyha Açelya

M.Sc. Thesis, Department Of Mathematics

Thesis Supervisor : Prof. Dr. �smail EK�NC�O�LU

January,2022,67 pages

This thesis consists of �ve chapters. The �rst is devoted to brief introduction

to the study. In the �rst chapter, basic de�nitions and theorems necessary for our

study are given. In second chapter, the de�nitions of Lebesgue spaces and BMO

spaces are presented. The third chapter includes the generalized translation operator

and its basic properties. In the �nal chapter, by de�ning of B-maximal operators,

the boundedness of the multilinear B-Riesz transforms and its commutators are

obtained on Lebesgue spaces.

Keywords:BMO spaces, Commutators, generalized shift operator, Lebesgue spaces,

multilinear B-maximal operator, multilinear B-Riesz transforms, .
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G�R��

1950'lerde, Calderon ve Zygmund'un ç�§�r açan (Calderon and Zyg-

mund,1952)'teki çal�³malar�, bugün bu bilim adamlar�n ad�n� ta³�yan Calderon-

Zygmund teorisinin temelini olu³turmaktad�r. Bu iki bilim adam�, konvolüsyon tipli

singüler integral operatörler ile ilgili çal�³malar�na iten neden, potansiyel teori ve

eliptik k�smi diferansiyel denklemler teorisi ile olan ba§lant�lar� ve klasik Hilbert

dönü³ümünün yüksek boyutlu ve genellemesi olan operatörleri inceleme ihtiyac� idi.

Böylece, Rn uzay�nda bu tür verilen problemlerin üstesinden gelmek için y�llar içinde

geli³tirilen araçlar, günümüzde kullan�lan tekniklerin temelini te³kil etmektedir.

Operatör, yakla³�m ve k�smi diferansiyel denklemler teorisi, hem reel hem

de kompleks analizinde birçok problemin çözümünde oldukça ba³ar�l� olmu³tur. Bu

ba³ar�n�n büyük bir k�sm�, homojen ve homojen olmayan uzaylar ile çok paramet-

reli, lineer olmayan ve çok lineer çok de§i³kenli ba§lamlara uygulanan yöntemlerin

geni³lemesinin bir sonucudur. Coifman-Meyer (Coifman ve Meyer,1978), Christ (Ch-

rist,1990), Fe�erman (Fe�erman ve Stein,1972), Stein (Stein,1969), Grafakos-Torres

(Grafakos ve Torres,2002) ve Volberg (Volberg,2003) ile ilgili çal�³malara, ayr�nt�lar

ve konunun farkl� yönleri için bak�labilir.

Calderon-Zygmund teorisinin yöntemlerini farkl� ba§lamlara uyarlamak her

zaman mümkün de§ildir. Beklenen sonuçlar için bir plan sa§layan bu teori, s�kça kar-

³�la³�lan her yeni duruma özgü araçlar�n ara³t�r�l�p geli³tirilmesi gereklili§ini zorunlu

k�lmaktad�r. Özellikle, her uygulamada de§i³ik yollarla birçok operatörü, fonksiyo-

nel nicelikleri ve bunlar� kontrol eden tüm fonksiyonlar� tahmin ederek en uygun

maksimal fonksiyonlar� belirlemek mümkündür. Bu çal�³ma, maksimal fonksiyon-

lar�, multilineer Riesz Bessel dönü³ümleri ve onlar�n komütatörleri hakk�nda bize

birkaç kesin s�n�r elde etmenin yolunu gösterecektir.

Calderon-Zygmund teorisinin çok lineer durumu, Coifman ve Me-

yer 'in 1970'lerdeki eserlerinden do§mu³tur (Bak�n�z (Coifman ve Fe�er-

man,1974),(Coifman ve Meyer,1975)). Calderon komütatörüne do§ru yönelen bu

çal�³malar, daha sonra Christ ve Journé (Christ ve Journé,1987), Kenig ve Stein
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(Kenig ve Stein,1999), ve Grafakos ve Torres (Grafakos ve Torres,2002) dahil olmak

üzere pek çok yazar taraf�ndan tekrar ele al�nm�³t�r. Bu son çal�³ma, ( Alvarez ve

Perez,1994) taraf�ndan yap�lan çal�³ma bize bu çal�³mam�zda çok lineer Calderon-

Zygmund operatörleri hakk�nda kapsaml� bir genel yakla³�m sunmaktad�r.

Bilindi§i gibi, lineer Calderon-Zygmund operatörleri 1 < p < ∞ için, Lp den

Lp ye s�n�rl�d�r. Ayr�ca L1 → L1,∞ ve L∞ → BMO dir. Bu durumda, çok lineer

Calderon-Zygmund için elde edilen ilk sonuçlar, 1/p + 1/q = 1/r Hölder ba§�n-

t�s� sa§layan 1 < p, q, r < ∞ için Lp × Lq → Lr, ³eklinde olmas� do§ald�r. Elde

edilen bu olumlu sonuçlar, r > 1/2 için de geçerli oldu§u gerçe§i, Lacey ve Thi-

ele bilineer Hilbert dönü³ümü için s�n�rl�l�k sonuçlar�n� elde edene kadar bir ³ekilde

gözden kaçm�³t� (Lacey ve Thiele,1997), (Lacey ve Thiele,1999). Bilineer Hilbert

dönü³ümü, bilineer Calderon-Zygmund operatörlerinden daha singüler bir operatör-

dür ve yine de r > 2/3 için s�n�rlar� sa§lar (ancak s�n�rlar�n r > 1/2 için de do§ru

olup olmad�§� bilinmemektedir). (Kenig ve Stein,1999) ve (Grafakos ve Torres,2002)

çal�³malar�nda gösterildi ki, bilineer Calderon-Zygmund operatörleri için r > 1/2

için L1 × L1 → L1/2,∞ dir.Bu çok lineer halde a§�rl�kl� tahminler ve komütatörler

daha sonra (Grafakos ve Torres,2002) ve (Perez ve Torres,2003)'da incelenmi³tir. Bu

çal�³malar, bu çal�³mada elde edece§imiz baz� yeni sorunlar�n önünü açmaktad�r.

Ele ald�§�m�z problem, çok lineer singüler integral operatörler ile ilgilidir.

(Grafakos ve Torres,2002)'da görülür ki, e§er Ri bir m-lineer Calderon-Zygmund

tipli bir operatör ise Ri(f1, . . . , fm), Lp normuna göre
∏m

j=1 Mγfj ile düzenlenmi³tir.

Burada Mγ B-maksimal operatörüdür. Sonuç olarak, ω a§�rl�§�n�n Ap0 s�n�f�na ait

ve 1/p1 + · · ·+ 1/pm = 1/p ve p0 = min{pj} > 1 ise Ri, Lp1(ω)× · · · ×Lpm(ω) 'dan

Lp(ω) 'ya s�n�rl�d�r. Yani,

Ri : Lp1(ω)× · · · × Lpm(ωm) → Lp(ν), (0.1)

dir. Burada ν =
∏m

j=1 ω
p/pj
j ve ωj, Apj dir. Bu tür ν a§�rl�klar, çok lineer extrapo-

lation sonuçlar elde etmek için (Grafakos ve Martell,2004) 'te kullan�lm�³t�r. Bu-

nunla birlikte, çok a§�rl�kl� teorinin varl�§� sorusu (Grafakos ve Torres,2002)'de or-
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taya konmu³tur. O zamandan beri, Ri 'nin
∏m

j=1Mfj ile düzenlenmesinin optimal

olup olmad�§� ve (0.1) için geçerli olan ωj üzerindeki ko³ullar�n uygulan�p uygu-

lanamayaca§� aç�k bir problem haline gelmi³tir. (Lerner,Ombrosi, Péreza,Torres ve

Trujillo-González,2009)'de,

Mγ(
−→
f )(x) = sup

x∈Q

m∏
i=1

1

|Q|

∫
Q

|fi(yi)|dyi.

³eklinde verilen Mγ çok lineer maksimal fonksiyonu çal�³�lm�³ ve yukar�daki sorulara

cevap verilmi³tir. Biz bu çal�³mada,

Mγ(
−→
f )(x) = sup

x∈Q

m∏
i=1

1

|Q|

∫
Q

T y|fi(xi)|(y′i)γdyi.

Mγ çok lineer maksimal fonksiyonunu göz önüne alaca§�z. Burada T y genelle³mi³

öteleme operatörüdür. Bu operatör, Mγ 'nin m-kat çarp�m�ndan kesinlikle daha

küçüktür. Biz bu yeni B-maksimal fonksiyonuna kar³�l�k gelen a§�rl�k teorisini tak-

dim edece§iz ve bu da m-lineer Riesz Bessel dönü³ümleri için çok a§�rl�kl� s�n�f�n�

verece§iz.

Coifman, Rochberg ve Weiss'in (Coifman, Rochberg ve Weiss,1976) komü-

tatörlerinin çok lineer versiyonlar�yla ilgili ikinci bir problem grubunu incelemek

için baz� benzer araçlar kullanm�³lard�r. (Coifman, Rochberg ve Weiss,1976)'te tak-

dim edilen operatörler [b, T ]f = bT (f)− T (bf) ³eklinde tan�mland�§� bilinmektedir.

Burada b, Rn 'de lokal integrallenebilir bir fonksiyondur. Genellikle sembol olarak

adland�r�l�r, ve T Calderon-Zygmund singüler integral operatördür. (Coifman, Roch-

berg ve Weiss,1976)'deki çal�³man�n esas sonucu, e§er b ∈ BMO ise, 1 < p < ∞ iken,

[b, T ], Lp(Rn) 'de s�n�rl� operatördür. Asl�nda, b'nin BMO ye ait olmas� komütatö-

rün Lp s�n�rl�l�§� ko³ulu için gereklidir. Örne§in, T = H yani T Hilbert dönü³ümü

olarak al�nd�§�nda b ∈ BMO gerek ³artt�r. �lginç bir gerçek ³udur ki, singüler integ-

ral operatörle yap�lan�n aksine, komütatörün Lp-s�n�rl�l�§�n�n ispat� (1, 1) zay�f tipte

e³itsizli§ine dayanmaz. Asl�nda baz� örnekler, b ∈ BMO oldu§unda genel olarak

[b, T ]'nin (1, 1) zay�f tipte olamayaca§�n� göstermektedir. (Perez,1995) de Pèrez, bu-
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nun yerine bir zay�f-L−(logL) tipli tahminin geçerli oldu§unu kan�tlam�³t�r ((4.56)'e

bak�n�z).

Calderón-Zygmund tipli singüler integral operatör olarak bilinen klasik Riesz

dönü³ümleri, ilk defa 1949 y�l�nda F. Riesz taraf�ndan incelenmi³tir. Riesz dönü-

³ümleri, singüler integral teori ve potansiyel teoride önemli yer tutmaktad�r. Çünkü

Riesz dönü³ümleri, harmonik fonksiyonlar ile yak�ndan ilgilidir. Ayr�ca, Riesz dönü-

³ümleri en basit n−boyutlu singüler integrallerdir. Bu integral operatörün çekirde§i

Kj(x) =
Ωj

|x|n
ve Ωj = cn

xj

|x|
dir. Burada Ωj(x), s�f�r�nc� mertebeden homojen bir

fonksiyondur. Yani, λ > 0 olmak üzere Ωj(λx) = Ωj(x) dir. Dolay�s�yla, Kj(x) çe-

kirde§i, x = 0 noktas�nda n. mertebeden singülerli§e sahiptir (Stein, 1961; Stein ve

Weiss, 1971). Klasik Riesz dönü³ümü, konvolüsyon tipli singüler integral oldu§undan

buradaki f(x − y) adi öteleme olarak dü³ünülebilir. Dolay�s�yla bu öteleme yerine

ba³ka bir öteleme alabiliriz. Bu çal�³mada adi öteleme yerine R+ öteleme veya T y

genelle³tirilmi³ öteleme operatörü al�nacakt�r. Böylece elde edilen sonuçlar orijinal

ve yeni olacakt�r. Bu operatör ile elde edilen dönü³üm, B-Riesz dönü³ümü olarak

adland�r�lacakt�r.

Bu çal�³mada, Lebesgue uzaylar�n�nm kartezyen çarp�m�nda önemli rol oyna-

yan ve Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun m-kat çarp�m�ndan daha küçük

olan multilineer B-maksimal operatör ve B-Riesz dönü³ümleri çal�³�lm�³t�r. Bu ope-

ratör, Calderon Zygmund tipli çok lineer B-Riesz dönü³ümleri üzerinde kesin bir

kontrol elde etmek ve çok lineer duruma uyarlanm�³ a§�rl�k teorisini olu³turmak için

kullan�lm�³t�r. Daha sonra, BMO fonksiyonlar� ile elde edilen çok lineer B-Riesz

dönü³ümlerinin baz� komütatörlerini incelemek için kullan�³l� olan bu operatörün,

farkl� bir çe³idi dikkate al�nm�³t�r. B-Riesz komütatörleri için en uygun güçlü tip

tahminler, keskin bir uç nokta tahmini ve ayn� zamanda hem klasik Muckenhoupt

a§�rl�klar� hem de yeni çok lineer Muckenhoupt a§�rl�klar� için a§�rl�kl� norm e³itsiz-

likleri elde edilmi³tir.



B�R�NC� BÖLÜM

TEMEL KAVRAMLAR
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1 TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Temel Tan�m ve Teoremler

Tan�m 1.1.1. X bir küme,X 'in alt kümelerinin bir A s�n�f� için a³a§�daki özellikler

sa§lan�rsa bu A s�n�f� X üzerinde bir σ-cebir olarak adland�r�l�r.

(i) x ∈ A

(ii) ∀E ∈ A, cE = X − E ∈ A

(iii) ∀n =, 2, . . . için En ∈ A ⇒ ∪∞
n=1En ∈ A

Bu durumda (X,A) ikilisi ölçülebilir uzay, A'deki her bir küme de ölçülebilir küme

olarak adland�r�l�r.

Tan�m 1.1.2. (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. Bir µ : A → [0,∞] fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ A için µ(A) ≥ 0,

(iii) A'n�n her ayr�k (An) dizisi için µ(∪∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An)

özelliklerin sa§l�yorsa bu fonksiyona A üzerinde bir ölçü fonksiyonu veya ölçü ad�

verilir. E§er her A ∈ A için µ(A) < ∞ ise µ ölçüsüne sonlu ölçü denir. X kümesi

herbiri sonlu ölçüye sahip say�labilir adetteki kümelerin birle³imi olarak yaz�labi-

liyorsa µ ölçüsü σ-sonlu olarak adland�r�l�r. E§er µ(X) = 1 ise bu ölçüye olas�l�k

ölçüsü denir. Ayr�ca (X,A, µ) ölçü uzay� olarak adland�r�l�r.

Tan�m 1.1.3. (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R∪{−∞,+∞} bir fonksiyon

olsun. E§er ∀t ∈ R için {x ∈ X : f(x) > t} ∈ A oluyorsa f fonksiyonu ölçülebilirdir

denir. Ölçülebilir fonksiyonlar�n ailesi M(X,A) ile gösterilir.

Tan�m 1.1.4. (X,A, µ) bir ölçü uzay� olsun. E§er bir önerme, ölçüsü s�f�r olan

bir kümenin tümleyeni üzerinde veya kendisi A 'ya ait olmad�§�nda, s�f�r ölçülü

bir küme taraf�ndan kapsanan bir kümenin tümleyeni üzerinde do§ru ise,o önerme

hemen hemen her yerde do§rudur denir.
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Tan�m 1.1.5. X ve Y normlu uzaylar, D(T ) ⊂ X olmak üzere, T : D(T ) → Y

lineer operatör olsun. E§er x ∈ D(T ) için,

||Tx|| ≤ A||x||

olacak ³ekilde bir A reel say�s� varsa, T operatörüne s�n�rl�d�r denir.

Tan�m 1.1.6. Bir T operatörünün normu

||T || = sup
x∈D(T ),x ̸=0

||Tx||
||x||

ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.1.7. X bir K cismi üzerinde bir vektör olmak üzere e§er bir

|| · || : X → R x → ||x||

dönü³ümü ∀x, y ∈ X ve ∀α ∈ K için

(1) ||x|| ≥ 0 ve ||x|| = 0 ⇐⇒ x = θ,

(2) ||αx|| = |α|||x||,

(3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

özellikleri gerçeklensin. Bu durumda || · || dönü³ümüne X üzerinde norm ad� verilir.

(X, || · ||) ikilisine, normlu vektör uzay� denir. (X, || · ||) uzay� genel olarak X ile ifade

edilir.

Tan�m 1.1.8. Ã, B̃, ... operatörler olsun. Ã ve B̃ komütatörleri

[Ã, B̃] = ÃB̃ − B̃Ã
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³eklinde tan�mlan�r. a, b, ... sabitler olmak üzere

[f(x), x] = 0

[Ã, Ã] = 0

[Ã, B̃] = −[B̃, Ã]

[Ã, B̃C̃] = [Ã, B̃]C̃ + B̃[Ã, C̃]

[ÃB̃, C̃] = [Ã, C̃]B̃ + Ã[B̃, C̃]

[a+ Ã, b+ B̃] = [Ã, B̃]

[Ã+ B̃, C̃ + D̃] = [Ã, C̃] + [Ã, D̃] + [B̃, C̃] + [B̃, D̃]

özde³likleri sa§lan�r.

Tan�m 1.1.9. [Kuvvetli ve Zay�f Tipli S�n�rl�l�k] 1 ≤ p, q ≤ ∞, (X,µ) ve (Y, ν)

iki ölçü uzay� ve T , Lp(X,µ) den tan�m ve görüntü kümeleri s�ras�yla Y ve C olan

ölçülebilir fonksiyonlar uzay�nda bir operatör olsun. E§er q < 1 olmak üzere

ν({y ∈ Y : |Tf(y) > λ}) ≤
(
C||f ||p

λ

)q

ise T zay�f p, q tipinden ve e§er q = ∞ iken Lp(X,µ) den L∞(Y, ν) ye s�n�rl� bir

operatör ise zay�f (p,∞) tipindedir denir.

E§er T , Lp(X,µ) den Lq(Y, ν) ya s�n�rl� ise kuvvetli (p, q) tiplidir denir. Yani, her

f ∈ Lp(X,µ) için

||Tf ||q ≤ C||f ||p

olacak ³ekilde bir C > 0 sabiti vard�r. Buradan q = ∞ olmas� durumunda zay�f ve

kuvvetli tip çak�³maktad�r.

E§er T , kuvvetli (p, q) tipli ise ayn� zamanda zay�f (p, q) tiplidir. Gerçekten,

e§er

Eλ = {y ∈ Y : |Tf(y)| > λ}
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olarak al�rsak bu durumda

ν(Eλ) =

∫
Eλ

dν ≤
∫
Eλ

∣∣∣∣Tf(x)λ

∣∣∣∣qdν ≤
||Tf ||pq
λq

≤
(
C||f ||p

λ

)q

olur.

E§er (X,µ) = (Y, ν) ve T özde³lik operatörü olursa zay�f (p, p) klasik Chebys-

hev e³itsizli§i olur.

Tan�m 1.1.10. [(1 ≤ p < ∞) için Ap a§�rl�klar�] ω(x) ≤ 0 ve ω(x) ∈ L1
loc(Rn) olsun.

A³a§�daki e³itsizli§i sa§layan bir C > 0 sabiti

sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)p−1

≤ C (1.1)

1 < p < ∞ için ω ∈ Ap denir. Burada ve a³a§�da, 1/p + 1/p′ = 1 d�r. C > 0 olmak

üzere

Mω(x) ≤ Cω(x) (1.2)

e³itsizli§i sa§lan�yorsa ω ∈ A1. (1.1) veya (1.2) de görünen C sabitine ω n�n Ap sabiti

denir.

1.1.1 Uyar�

ω ∈ A1 olmas� için gerek ve yeter ³art C > 0 ve herhangi Q küpü için

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ C inf
x∈Q

ω(x) (1.3)

olmas�d�r. Burada ve a³a§�da, inf ile temel in�mum anla³�lacakt�r. Dahas�, 1 ≤ p <

∞ ve ω ∈ Ap için, Ap sabiti C ≤ 1 dir. Asl�nda, her bir Q kübü için

1 =
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1/pω(x)−1/pdx

≤
{(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1−p′dx

)p−1}1/p

³eklindedir.
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Tan�m 1.1.11. [Ap Muckenhoupt S�n�f�] E§er 1 < p < ∞ olmak üzere herhangi bir

Q = Q(x, r) yuvar� için

[ω]Ap = sup
Q

[ω]Ap(Q)

= sup
B

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)1−p′dx

)p−1

< ∞ (1.4)

ise ω a§�rl�k fonksiyonu Ap Muckenhoupt s�n�f�ndand�r denir. Burada supremum

bütün Q yuvarlar� üzerinden al�nmaktad�r ve 1/p+1/p′ biçimindedir. Burada Hölder

e³itsizli§ini kullanarak bütün Q yuvarlar� için

[w]
1/p
Ap(Q) = |Q|−1||w||1/pL1(Q)||w

−1/p||Lp′ (Q) ≥ 1. (1.5)

olur. p = 1 iken, hemen hemen her x için

Mω(x) ≤ Cω(x) (1.6)

olacak ³ekilde C > 1 varsa ω ∈ A1 dir ve (1.6) e³itsizli§ini sa§layan C nin in�mumu

[ω]A1 ile gösterilir.

p ve p′ üsleri ile Hölder e³itsizli§i kullan�l�rsa

1 =
1

|Q|

∫
Q

dx =
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1/pω(x)−1/pdx ≤ [ω]
1/p
Ap

elde edilir.

(1.4) e³itsizli§inde p → ∞ iken limite geçilirse

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ C exp

(
1

|Q|

∫
Q

logw(x)dx

)
elde edilir ve e³itsizlik sa§land�§�nda w ∈ A∞ denir. Ayr�ca, p = ∞ iken

A∞ :=
⋃

1≤p<∞

Ap

ile tan�mlan�r.
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Tan�m 1.1.12. [A§�rl�kl� Lp Uzay�] 1 ≤ p ≤ ∞, ω bir a§�rl�k fonksiyonu olsun. Bu

durumda, Lp(ω) ≡ Lp(Rn, w) a§�rl�kl� Lebesgue uzay�

||f ||Lp,ω ≡ ||f ||Lp,ω(Rn)
=

(∫
(Rn)

|f(x)|pω(x)dx
) 1

p

< ∞

normuna sahip bütün ölçülebilir f fonksiyonlar�n uzay� olarak tan�mlan�r.p = ∞
durumunda ise L∞(ω) ≡ L∞(Rn, ω) de norm

||f ||L∞,ω ≡ ||f ||L∞,ω(Rn) = ess sup
x∈Rn

|f(x)|ω(x)

ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.1.13. (X,Σ, µ) bir ölçü uzay� olsun.0 < p < ∞ olmak üzere

Lp(X) =

{
f ∈ M(X,Σ) :

∫
X

|f |pdµ < ∞
}

kümesine p-inci kuvvetten integrallenebilen fonksiyonlar s�n�f� denir. Lp(X) uzay�nda

bir f fonksiyonunun normu

||f ||Lp(X) =

{
(
∫
X
|f |pdµ)

1
p , 1 ≤ p < ∞

ess supx∈X |f(x)|, p = ∞

ile tan�mlan�r. Burada

ess sup
x∈X

|f(x)| = inf{λ > 0 : µ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = 0}

ile verilir.

1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere, X 'in her bir kompakt alt kümesinde p-inci kuvveti

integrallenebilen tüm ölçülebilir fonksiyonlar�n uzay� Lloc
p (X) ile gösterilir. Bu uzay

p = 1 için Lloc
1 (X) ≡ Lloc(X) ³eklinde gösterilen lokal integrallenebilir fonksiyonlar�n

s�n�f�n� gösterir.Lloc(X) uzay� 1 ≤ p ≤ ∞ için bütün Lp(X) uzaylar�n�n birle³imlerini

içerir.

Tan�m 1.1.14. [Calderon Zygmund Operatör] K ∈ Lloc
1 (Rn\{0}) olacak ³ekilde

a³a§�daki ko³ullar� sa§las�n;
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(i) |K(x)| ≤ C
|x|n , |x| ∈ Rn\{0},

(ii)
∫
r1<|x|<r2

K(x)dx = 0, 0 < r1 < r2,

(iii) |K(x− y)−K(x)| ≤ C |y|
|x|n+1 , 2|y| ≤ |x|.

Bu durumda K 'ya Calderon-Zygmund çekirde§i denir. Burada C sabiti, x ve y den

ba§�ms�zd�r.

Tεf(x) =

∫
B(x,ε)

K(x− y)f(y)dy

E³itli§i yard�m�yla K ile ilintili Calderon- Zygmund singular integrali

Tf(x) = (K ∗ f)(x) = lim
ε→0

Tεf(x)

³eklinde tan�mlan�r.

Teorem 1.1.15. [Fubini Teoremi] ν ≥ 0, v ≥ 0 olmak üzere (X, ν) ve (Y, v) ölçü

uzaylar� ve ν⊗v, X×Y üzerinde tan�ml� çarp�m ölçüsü olsun. Bu durumda F (x, y),

ν ⊗ v integrallenebilir ise∫ ∫
X×Y

F (x, y)dν ⊗ v =

∫
X

(∫
Y

F (x, y)dν

)
dv

=

∫
Y

(∫
X

F (x, y)dv

)
dν

e³itli§i sa§lan�r. Burada X = Y = R ise ν = v Lebesgue ölçüsüdür. Bu durumda

R2'de ν ⊗ v = dx1dx2'dir (Sadosky 1979).

Tan�m 1.1.16. [Konvolüsyon] f ile g ölçülebilir fonksiyonlar olsun. Rn'de f ile g'nin

konvolüsyonu

(f ∗ g)(x) =
∫
(Rn)

f(y)g(x− y)dy

biçiminde tan�mlan�r (Neri 1971).

Tan�m 1.1.17. {X,A, µ} Lebesgue ölçüsüyle verilen Rn olsun ve F , Rn 'de en az

bir de§i³keni s�f�rdan farkl� olan küpler ailesini göstersin.
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E§er her x ∈ E ve her ϵ > 0 için F 'in E ⊂ Rn kümesi için iyi bir Vitali örteni

oldu§unu söylüyoruz, burada x ∈ Q ve çap� Q < ϵ olacak ³ekilde bir Q ∈ F küpü

vard�r.

Teorem 1.1.18. [Vitali] E s�n�rl�,Lebesgue ölçülü Rn de bir küme olsun ve F , E

için iyi bir Vitali örteni olsun. Qn ∈ F küplerinin ikili ayr�k içleri ile say�labilir {Qn}
;

µ

(
E − ∪Qn

)
= 0

vard�r.
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2 LEBESGUE UZAYLARI

Tan�m 2.0.1. [Lp Uzay�] 0 < p ≤ ∞ ve f ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

Lebesgue uzay�

Lp(Rn) := {f − ölçülebilir : ||f ||Lp(Rn) < ∞}

ile verilir, burada 0 < p < ∞ için

||f ||Lp(Rn) =

(∫
(Rn)

|f |pdx
) 1

p

ve p = ∞ durumunda ise

||f ||L∞(Rn) = ess sup
x∈Rn

|f(x)|

biçiminde verilir.

Tan�m 2.0.2. [Schwartz Uzay�] Rn uzay�nda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve is-

tenilen α ve β katl� indisleri için

sup
x∈Rn

|xαDβf(x)| < ∞

³art�n� sa§layan fonksiyonlar�n s�n�f�na Schwartz uzay� denir. S ile gösterilir. Burada

xα = xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n

ve

Dβ =
∂β1

∂xβ1

1

∂β2

∂xβ2

2

· · · ∂βn

∂xβn
n

dir. E§er f ∈ S ise bu durumda f s�n�rl�d�r, f ∈ Lp(Rn) ve f̂(x) ∈ S dir.
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Tan�m 2.0.3. [BMO Uzay�] BMO Uzay�, BMO = BMO(Rn) = {f : f ∈ L1
loc(Rn) :

||f ||BMO < ∞},

||f ||BMO = sup
Q∈Rn

1

|Q|

∫
Q

|f(x)− fQ|dx,

fQ = 1
|Q|

∫
Q
f(x)dx ile tan�mlan�r. Burada supremum,Rn'nin kenarlar� koordinat

eksenlerine paralel tüm Q küpleri üzerinden al�n�r. (Grafakos,2009)

Tan�m 2.0.4. [Hölder E³itsizli§i] p > 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 olmak üzere f ∈ Lp(X), g ∈

Lq(X) olsun. Bu durumda

||fg||L1(X) ≤ ||f ||Lp(X)||g||Lq(X)

e³itsizli§ine Hölder e³itsizli§i denir.

Tan�m 2.0.5. [Ters Hölder E³itsizli§i] 1 ≤ p < ∞ için ω ∈ Ap olsun. Bu durumda

herhangi bir Q kübü için sadece p 'ye ba§l� olan ε > 0 ve C, ω 'n�n Ap sabiti olmak

üzere (
1

|Q|

∫
Q

ω(x)1+εdx

)1/(1+ε)

≤ C

|Q|

∫
Q

ω(x)dx

e³itsizli§i sa§lan�r.

Tan�m 2.0.6. [Hardy-Littlewood Maksimal Operatör] f ∈ Lloc(Rn) olsun. Bu du-

rumda Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0

|B(0, r)|−1

∫
B(0,r)

|f(x− y)|dy

ile tan�mlan�r.

Teorem 2.0.7. [Jensen E³itsizli§i] (X,µ) sonlu bir ölçüm uzay� olsun. I, R'de bir

aral�k, Φ : I → R konveks bir fonksiyon, f(x) ⊂ I olacak ³ekilde f ∈ L1(X,µ)

oldu§unu varsayal�m ve Φ ◦ f ∈ L1(X,µ) olsun. Bu durumda

Φ

(
1

µ(X)

∫
X

fdµ

)
≤ 1

µ(X)

∫
X

(Φ ◦ f)dµ
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e³itsizli§i vard�r.

Teorem 2.0.8. (X,A, µ) bir ölçü uzay� ve (fn) 'de M+(X,A) 'daki fonksiyonlar�n

monoton artan bir dizisi olsun. (fn) dizisi f fonksiyonuna yak�nsak ise∫
X

fdµ = lim

∫
X

fndµ

dir.

Teorem 2.0.9. (Monoton Yak�nsakl�k Teoremi) fn : R → [0,∞] (Lebesgue) ölçüle-

bilir fonksiyonlar�n monoton artan bir dizisi olsun. E§er (fn) dizisi f fonksiyonuna

yak�nsak ise, bu durumda ∫
R
fdµ = lim

n→∞

∫
R
fndµ

dir.
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3 GENELLE�T�R�LM�� ÖTELEME OPERATÖRÜ

1951 y�l�nda, R+ = (0,∞) üst yar� uzay�nda bir ötelemenin varl�§�, M. Levi-

tan taraf�ndan göstermi³tir. Bu ötelemeyi R+ olarak adland�rm�³t�r. Bu ötelemenin

Bessel diferensiyel operatörleri ilgili oldu§unu ara³t�rm�³ ve bu ötelemenin (0,∞)

aral�§�ndaki noktalar� yine bu aral�ktaki noktalara dönü³türdü§ünü göstermi³tir (Le-

vitan, 1967).

1967 y�l�nda, Rn
+ n-boyutlu yar� uzayda genelle³tirilmi³ öteleme, I. Kipriya-

nova taraf�ndan tan�mlanm�³t�r (Kipriyanova, 1967). �. Ekincio§lu (Ekincio§lu,1994),

bu ötelemenin (n− 1) de§i³kene göre adi ve n. de§i³kene göre R+ öteleme olarak ele

alm�³ ve sonra Fourier-Bessel operatörü ilgili singüler integral operatörleri çal�³m�³-

t�r.

Bu bölümde, genelle³tirilmi³ öteleme operatörü tan�t�lacak ve baz� özellikleri

verilecektir.

3.1 Genelle³tirilmi³ Öteleme

Tan�m 3.1.1. R+ öteleme, Bn Bessel operatör olmak üzere, Bxu = Byu, u(x, 0) =

f(x), uy(x, 0) = 0 ba³lang�ç de§er probleminin yani,

∂2u

∂x2
+

γ

x

∂u

∂x
=

∂2u

∂y2
+

γ

y

∂u

∂y
(3.1)

denkleminin, u
∣∣
y=0

= f(x) ve ∂u
∂y

∣∣
y=0

= 0 ba³lang�ç ³artlar�n� sa§layan bir çözümü-

dür. Bu çözüm

u(x, y) = T y
x f(x) =

Γ(γ+1
2
)

π
1
2Γ(γ

2
)

π∫
0

f(
√
x2 − 2xy cosα + y2) sinγ−1 αdα

³eklinde tan�mlan�r. Bu öteleme (0,∞) aral�§�nda tan�ml�d�r. Bu ötelemeye R+ öte-

leme denir.

Bu ifade de T 0
xf(x) = f(x) oldu§u aç�kt�r. Ayr�ca e§er f(x) fonksiyonunun sürekli
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türevi varsa bu durumda,

∂

∂y
T y
x f(x)

∣∣
y=0

= 0 (3.2)

d�r ve f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden sürekli türevi varsa bu durumda

T y
x f(x), (3.1) denkleminin çözümüdür ve (3.2) ba³lang�ç ³artlar� elde edilebilir.

Ayr�ca x = (x′, xn), y = (y′, yn), x, y ∈ Rn ve x′ = (x1, x2, . . . , xn−1), y′ =

(y1, y2, . . . , yn−1) ve

△Bn =
n−1∑
i=1

∂2

∂x2
i

+Bn, Bn =
∂2

∂x2
n

+
γ

xn

∂

∂xn

△Bn Laplace-Bessel operatör olmak üzere,

n−1∑
i=1

∂2u

∂x2
i

+
∂2u

∂x2
n

+
γ

xn

∂u

∂xn

=
n−1∑
i=1

∂2u

∂y2i
+

∂2u

∂y2n
+

γ

yn

∂u

∂yn

denkleminin yukar�daki ba³lang�ç ³artlar� alt�ndaki çözümü

T y
x f(x) =

Γ(γ+1
2
)

π
1
2Γ(γ

2
)

∫ π

0

f
(
x′ − y′,

√
x2
n − 2xnyn cosα + y2n

)
sinγ−1 αdα

dir. Bu operatöre genelle³tirilmi³ öteleme operatörü denir (Levitan, 1973). T y

genelle³ti-rilmi³ öteleme operatörü a³a§�daki özelliklere sahiptir:

1. Lineerlik özelli§i: Her a, b skaleri için T y
x [af(x) + bg(x)] = aT y

x f(x) + bT y
x g(x)

dir.

2. Poziti�ik özelli§i: E§er f(x) ≥ 0 ise T y
x f(x) ≥ 0 d�r.

3. T y
x (1) = 1 dir. ∫ π

0

sinγ−1 αdα =
π

1
2Γ(γ

2
)

Γ(γ+1
2
)

oldu§u yukar�daki formül kullan�ld�§�nda f(x) = 1 için,

T y
x f(x) =

Γ(γ+1
2
)

π
1
2Γ(γ

2
)

∫ π

0

sinγ−1 αdα =
Γ(γ+1

2
)

π
1
2Γ(γ

2
)

π
1
2Γ(γ

2
)

Γ(γ+1
2
)
= 1
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elde edilir.

4. E§er x ≥ a ve f(x) = 0 ise bu durumda |x− y| ≥ a için T y
x f(x) = 0 d�r.

5. T y
x operatörü süreklidir: fn(x) sürekli fonksiyonlar dizisi her bir sonlu aral�kta

f(x) fonksiyonuna düzgün yak�nsak ise bu durumda iki de§i³kenli fonksiyonlar

dizisi T y
x fn(x) her bir sonlu bölgede T y

x f(x) fonksiyonuna düzgün yak�nsar.

6. T y
x operatörü s�n�rl�d�r: f ∈ Lp,γ olsun. Bu durumda |T y

x f(x)| ≤ T y
x |f(x)| ≤

supx≥0 |f(x)| dir.

7. De§i³me özelli§i: f(x) sürekli bir fonksiyon ve T y
xT

z
xf(x) = T z

xT
y
x f(x) dir.

8. Birle³me özelli§i: f(x) sürekli bir fonksiyon ve y, z ∈ Rn
+ olsun. Bu durumda

T z
y T

y
x f(x) = T z

xT
y
x f(x)dir.

9. E³lenik özelli§i: E§er sürekli bir f(x) fonksiyonu,
∫
Rn
+
|f(x)|xγ

ndx < ∞ ve her

x > 0 için g(x) s�n�rl� bir fonksiyon ise bu durumda∫
Rn
+

T y
x f(x)g(y)y

γ
ndy =

∫
Rn
+

f(y)T y
x g(x)y

γ
ndy

olur. g(x) = 1 için ∫
Rn
+

T y
x f(x)y

γ
ndy =

∫
Rn
+

f(y)yγndy

dir.

10. T−y
x f(x) = T y

x f(x) dir.

11. FB[T
y
x f(x)] = j γ−1

2
(xnyn)FB[f(x)] dir.

12. Bn[T
y
x f(x)] = T y

x [Bnf(x)] dir.

13. Dα
γ [T

y
x f(x)] = T y

x [D
α
γ f(x)] dir.

Tan�m 3.1.2. 1 ≤ p < ∞ ve f, g ∈ Lp,γ(Rn
+) ölçülebilir iki fonksiyon ve T y

genelle³tirilmi³ öteleme operatörü olsun. Bu durumda genelle³tirilmi³ ötelemeyle
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ilgili konvolüsyon çarp�m

(f ⊗ g)(x) =

∫
Rn
+

f(y)T yg(x) yγndy

ile tan�mlan�r.

Teorem 3.1.3. 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp,γ(Rn
+) olsun. Bu durumda her y ∈ Rn

+ için

∥T yf(x)∥Lp,γ(Rn
+) ≤ ∥f∥Lp,γ(Rn

+)

d�r.



DÖRDÜNCÜ BÖLÜM

MULT�L�NEER S�NGÜLER �NTEGRAL OPERATÖRLER
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4 MULT�L�NEER S�NGÜLER �NTEGRAL OPERATÖRLER

Bu bölümde, multilineer singüler integral operatörler çal�³�lm�³t�r. (Ekin-

cioglu, 2021) E§er Ri bir m-lineer Calderon-Zygmund tipli bir operatör ise

Ri(f1, . . . , fm), Lp normuna göre
∏m

j=1Mγfj ile ele al�nm�³t�r. Burada Mγ B-

maksimal operatörüdür. Sonuç olarak, ω a§�rl�§�n�n Ap0 s�n�f�na ait ve 1/p1 + · · · +

1/pm = 1/p ve p0 = min{pj} > 1 ise Ri, Lp1(ω) × · · · × Lpm(ω) 'dan Lp(ω) 'ya

s�n�rl�d�r. Yani,

Ri : Lp1(ω)× · · · × Lpm(ωm) → Lp(ν), (4.1)

dir. Burada ν =
∏m

j=1 ω
p/pj
j ve ωj, Apj dir.

Biz bu çal�³mada,

Mγ(
−→
f )(x) = sup

x∈Q

m∏
i=1

1

|Q|

∫
Q

T y|fi(xi)|(y′i)γdyi.

Mγ çoklineer maksimal fonksiyonunu göz önüne alaca§�z. Böylece, yukar�daki soru-

lara cevap verece§iz. Burada T y genelle³mi³ öteleme operatörüdür. Bu operatör,Mγ

'nin m-kat çarp�m�ndan kesinlikle daha küçüktür. Biz bu yeni B-maksimal fonksiyo-

nuna kar³�l�k gelen a§�rl�k teorisini takdim edece§iz ve bu da m-lineer Riesz Bessel

dönü³ümleri için çok a§�rl�kl� s�n�f�n� verece§iz.

4.1 A§�rl�klar

Negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlar yani a§�rl�k fonksiyonlar�n� göz önüne

alal�m. Bu durumda, e§er 1 < p < ∞ iken

sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

ω(y)dy)(
1

|Q|

∫
Q

ω(y)1−p′dy)p−1 < ∞
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ise ω a§�rl�k fonsiyonu Ap s�n�f�na aittir. Bu say� ω 'nin Ap sabiti olarak adland�r�l�r.

E§er

1

|Q|

∫
Q

ω(y)dy ≤ C inf
Q

ω

olacak ³ekilde bir C sabiti varsa ω a§�rl�§�na A1 s�n�f�na aittir denir. Bu C sabitlerinin

en küçü§üne ω n�n A1 sabiti denir. Ap s�n��ar� p'ye göre artt�§� için, A∞ a§�rl�k s�n�f�

A∞ = ∪p>1Ap ile do§al bir ³ekilde tan�mlan�r ve ω ∈ Ap olacak ³ekilde ω ∈ A∞'nin

A∞ sabiti Ap nin in�mumunun en küçü§üdür.

Mf(x) = sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

T y|f(x)|dy,

B-maksimal fonksiyonunun, M : Lp(ω) → Lp(ω) olmas� için gerek ve yeter ³art ω,

Ap oldu§u Muckenhoupt (Muckenhoupt,1972) taraf�ndan elde edildi§i bilinmektedir.

Ayr�ca M için zay�f tipli e³itsizliklerin karakterizasyonu elde edilmi³tir. Yani, M :

Lp(ω) → Lp,∞(ν) olmas� için gerek ve yeter ³art

sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

ν(y)dy)(
1

|Q|

∫
Q

ω(y)1−p′)p−1 < ∞ (4.2)

olmas�d�r.

Tek tara�� a§�rl�klarla ilgili baz� sonuçlara ihtiyac�m�z olacak. I = [a, b] aral�§�

verildi§inde, I+ = [b, 2b− a] ³eklinde gösterelim. E§er

sup
I
(
1

I

∫
I

ω(x)dx)(
1

|I|

∫
I+

ω(x)−1/(p−1)dx)p−1 < ∞

ise bu durumda ω a§�rl�§� A+
p aittir.

E§er ω,A+
p ko³ulunu sa§larsa bu durumda herhangi bir I aral�§� için

ω(I) ≤ cω(I+) (4.3)

olacak ³ekilde bir c sabitinin mevcut olmas� tek tara�� a§�rl�k teorisinde bilinmektedir

( (Lerner,2008) 'a bak�n�z).
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4.2 Sharp Maksimal Operatörler:

δ > 0 için, Mδ maksimal fonksiyon olsun. Bu durumda bu fonksiyon

Mδf(x) = M(|f |δ)
1
δ (x) = (sup

Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|δdy)
1
δ .

³eklinde tan�mlan�r. Ayr�ca (Fe�erman ve Stein,1972) 'da Fe�erman ve Stein tara-

f�ndan verilen M ♯ genel maksimal fonsiyonu

M ♯(f)(x) = sup
Q∋x

inf
c

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− c|dy ≈ sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)− fQ|dy,

dir. Burada fQ = 1
|Q|

∫
Q
f(y)dy, f in Q üzerinden ortalama de§erini gösterir.

Fe�erman ve Stein'nin (Fe�erman ve Stein,1972) 'deki klasik sonucu, (Ler-

ner,Ombrosi, Péreza,Torres ve Trujillo-González,2009) deki çal�³mada kullan�lm�³t�r

((Journe,1983), (Lerner,Ombrosi, Péreza,Torres ve Trujillo-González,2009) bak�n�z).

B-maksimal operatör olarak adland�r�lan

Mδf(x) = M(|f |δ)
1
δ (x) = (sup

Q∋x

1

|Q|

∫
Q

|f(y)|δdy)
1
δ

operatörü ele alaca§�z. 0 < p, δ < ∞ ve ω,A∞ 'da bir a§�rl�k olsun. Bu durumda sol

taraftan yakla³�ld�§�nda sonlu olan her f fonksiyonu için∫
Rn

(Mδf(x))
pω(x)dx ≤ C

∫
Rn

(M ♯
δf(x))

pω(x)dx, (4.4)

olacak ³ekilde C > 0 vard�r (ω'nin A∞ sabitine ba§l�d�r). Sol taraf�n sonlu oldu§u

tüm f fonksiyonlar� için geçerlidir.

Benzer ³ekilde, φ : (0,∞) → (0,∞) doubling ³art�n� sa§larsa, bu durumda,

sol taraftan yakla³�ld�§�nda sonlu olan her f fonksiyonu için

sup
λ>0

φ(λ)ω({y ∈ Rn : Mδf(y) > λ}) ≤ c sup
λ>0

φ(λ)ω({y ∈ Rn : M ♯
δf(y) > λ}) (4.5)

olacak ³ekilde bir c sabiti vard�r (ω'nin A∞ sabitinde ve φ doubling ko³ulunu sa§-

layan). Bu tahminlerin genellemesi geni³ bir uzay s�n�f� için ( Curbera Garcia-
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Cuerva,Martell ve Perez,2006) 'de bulunabilir.

4.3 Sharp B-Maksimal Operatörler:

δ > 0 için, Mδ, B-maksimal fonksiyon olsun. Bu durumda

Mγ,δf(x) = M(|f |δ)
1
δ (x) = (sup

Q∋x

1

|Q|

∫
Q

T y|f(x)|δ(y′)γdy)
1
δ (4.6)

³eklinde tan�mlan�r. Ayr�ca, M ♯, Fe�erman ve Stein (Fe�erman ve Stein,1972) 'da

verdi§i genel maksimal fonsiyonunu a³a§�daki ³ekilde

M ♯
γ(f)(x) = sup

Q∋x
inf
c

1

|Q|

∫
Q

T y|f(x)− c|(y′)γdy

≈ sup
Q∋x

1

|Q|

∫
Q

T y|f(x)− fQ|(y′)γdy, (4.7)

tan�mlayal�m. Burada T y genelle³mi³ öteleme operatörüdür.

4.4 Multilineer Riesz Bessel dönü³ümler

Lokal integrallenebilir
−→
b = (b1, . . . , bm) fonksiyonlar ailesi verildi§inde,

−→
b 'nin m-lineer komütatörü ve Ri, m-lineer Riesz Bessel dönü³ümü

R
i,
−→
b
(f1, . . . , fm) =

m∑
j=1

Rj

i,
−→
b
(
−→
f ), (4.8)

³eklinde tan�mlan�r. Burada

Rj

i,
−→
b
(
−→
f ) = bjRi(f1, . . . , fj, . . . , fm)−Ri(f1, . . . , bjfj, . . . , fm).

dir. Bu tan�m, m = 1 iken [b, Ri] lineer komütatör ile çak�³�r. (Perez ve Tor-

res,2003)'de,m-lineer komütatörler, Pérez ve Torres taraf�ndan ele al�nm�³t�r. Bu ça-

l�³mada,
−→
b ∈ (BMO)m, 1 < p < ∞ ve 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
= 1

p
olacak ³ekilde p1, p2, . . . , pm
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ise bu durumda

R
i,
−→
b
: Lp1 × · · · × Lpm → Lp

oldu§u gösterilmi³tir. Burada, p > 1 ³art�n�n olmas� önemli bir varsay�md�r. Li-

neer durumda (Coifman,Rochberg ve Weiss,1976)'de oldu§u gibi kullan�lan yöntem

nedeniyle (Perez ve Torres,2003) 'de ortaya ç�kan s�n�rlama Ap güçlü tahminlerine

ba§l�d�r (bu nedenle yakla³�m� p > 1 ile s�n�rland�r�l�r). Böylece, lineer komütatörler

ve çok lineer B-Riesz dönü³ümleri ile ilgili deneyim, uygun aral�§�n 1/m < p < ∞

olmas� gereklili§ini ortaya koymaktad�r.

Bu çal�³mada, bu durumun gerçekte de böyle oldu§unu görece§iz.

Elde etti§imiz s�n�rlar yeni ve a§�rl�klar için de geçerlidir. Bunlar� B-maksimal

fonksiyonlar� kullanarak yani, i = 1, . . . ,m için

Mi
γ,L(logL)(

−→
f )(x) = sup

Q∋x
||fi||L(logL),Q

∏
j ̸=1

1

|Q|

∫
Q

T yfj(y
′)γdy

ve

Mγ,L(logL)(
−→
f )(x) = sup

Q∋x

m∏
j=1

||fj||L(logL),Q,

Mi
γ,L(logL) ve Mγ,L(logL) fonksiyonlar�n� kullanarak elde ederiz. || · ||L(logL),Q normu

ile ilgili daha fazla ayr�nt� daha sonraki k�s�mlarda verilecektir.

BMO sembollerinin varl�§�n� belirten Mγ,L(logL) 'nin Mγ'den daha büyük

oldu§u kolayca görülmektedir. Mγ,L(logL)(
−→
f )'nin noktasal olarak

∏m
j=1M

2
γfj(x) 'in

katlar� taraf�ndan kontrol edildi§i görülebilir, ancak bu çarp�m ilgilendi§imiz komü-

tatörlerin kesin a§�rl�kl� tahminini elde etmek için çok büyüktür. Bu nedenle, bunun

yerine Mγ,L(logL) kullanaca§�z..

Tan�m 4.4.1. i = 1, . . . , n için, m-lineer i-inci Riesz dönü³ümü

Ri(
−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn)m

∑m
j=1(xi − (yj)i)

(
∑m

j=1 |x− yj|2)
nm+1

2

f1(y1) . . . fm(ym)dy1 . . . dym,
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³eklinde tan�mlan�r. Burada (yj)i , yj'nin i-inci koordinat�n� gösterir.

Tan�m 4.4.2. Multilineer Riesz Bessel dönü³ümü

Rγ,i(
−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn

+)m

∑m
j=1(yj)i(∑m

j=1 |yj|2
)nm+γ+1

2

T y1f1(x) . . . T
ymfm(x)(y

′)γdy1 . . . dym

³eklinde tan�mlan�r. Burada T y genelle³tirilmi³ öteleme operatörüdür.

Rγ,i tan�m kümesim-katl� Schwartz uzay�ndan Schwartz uzay�n�n sürekli dual

uzay� üzerine bir

Rγ,i : S(Rn)× · · · × S(Rn) → S ′(Rn)

multilineer bir operatör olsun. Baz� 1 ≤ qj < ∞ için 1
q
= 1

q1
+ · · ·+ 1

qm
olmak üzere

Lq1 × · · · × Lqm 'den Lq 'ya s�n�rl� multilineer operatöre geni³lerse Rγ,i dönü³ümüne

m-lineer B -Riesz dönü³ümü denir ve

Rγ,i(f1, . . . , fm)(x) =

∫
(Rn

+)m
K(x, y1, . . . , ym)T

y
1f1(y1) . . . T

ymfm(ym)(y
′)γdy1 . . . dym

ile gösterilir. Burada K, x = y1 = . . . = ym ∈ (Rn
+)

m+1, kö³egen üzerinde tan�ml� ve

her x /∈ ∩m
j=1fj için;

|K(y0, y1, . . . , ym)| ≤
A

(
∑m

k,l=0 |yk − yl|)mn+γ+1
; (4.9)

dir ve |yj − y′j| ≤ 1
2
max0≤k≤m |yj − yk| iken her ε > 0 ve 0 ≤ j ≤ m için,

|K(y0, . . . , yj, . . . , ym)−K(y0, . . . , y
′
j, . . . , ym)| ≤

A|yj − y′j|ε

(
∑m

k,l=0 |yk − yl|)mn+ε+γ+1
,

(4.10)

dir.

(Grafakos ve Torres,2002)'te görüldü§ü gibi; 1
r1
+· · ·+ 1

rm
= 1

r
ise, 1 < rj < ∞
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her j = 1, . . . ,m için; m-lineer B -Riesz dönü³ümü

Rγ,i : L
r1 × · · · × Lrm → Lr (4.11)

ve 1 ≤ rj < ∞ her j = 1, . . . ,m en az bir rj = 1 için

Rγ,i : L
r1 × · · · × Lrm → Lr,∞, (4.12)

dir. Özellikle,

Rγ,i : L
1 × · · · × L1 → L1/m,∞ (4.13)

olur.

Tan�m 4.4.3.
−→
f = (f1, . . . , fm) olsun, M maksimal operatör

M(
−→
f )(x) = sup

Q∋x

m∏
i=1

1

|Q|

∫
Q

|fi(yi)|dyi,

³eklinde tan�mlan�r. Burada supremum, x noktas�n� içeren tüm Q küpleri üzerinde

al�n�r.

Tan�m 4.4.4.
−→
f = (f1, . . . , fm) olsun, Mγ, B- maksimal operatör

Mγ(
−→
f )(x) = sup

Q∋x

m∏
i=1

1

|Q|

∫
Q

T y|fi(xi)|(y′)γdyi,

³eklinde tan�mlan�r. Burada supremum, x noktas�n� içeren tüm Q küpleri üzerinde

al�n�r.

Baz� kullan�mlarda, her giri³te aç�kça M alt lineer olmas�na ra§men, M 'ye

multilineer maksimal fonksiyon olarak at�fta bulunacakt�r. Multilineer Calderon-

Zygmund operatörlerini ve bu multilineer maksimal fonksiyonu birbirine ba§layan

ana sonuç a³a§�da verilmi³tir.

Teorem 4.4.5. Rγ,i multilineer Riesz Bessel dönü³ümü ve δ < 1/m olacak ³ekilde

δ > 0 olsun. Bu durumda, 1 ≤ qj < ∞ iken herhangi Lqj(Rn
+) çarp�m uzay�ndaki
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her
−→
f için,

M ♯
γ,δ

(
Rγ,i(

−→
f )

)
(x) ≤ CMγ(

−→
f )(x) (4.14)

dir.

Kan�t. (Grafakos ve Torres,2002),(Lerner,2004) ve (Perez ve Torres,2003) 'deki elde

edilen sonuçlar� göz önüne alal�m. Bu durumda, x, Q küpünde bir nokta olsun.

Bilindi§i gibi (4.14) 'i elde etmek için 0 < δ < 1
m
için, baz� cQ sabiti ile

(
1

|Q|

∫
Q

∣∣|Rγ,i(
−→
f )(z)|δ − |cQ|δdz

∣∣) 1
δ

≤ CMγ(
−→
f )(x), (4.15)

e³itsizli§ini ispatlamak yeterlidir. 0 < r < 1 için ||α|r − |β|r| ≤ |α − β|r e³itsizli§ini
kullanarak (

1

|Q|

∫
Q

∣∣|Rγ,i(
−→
f )(z)− cQ|δdz

∣∣) 1
δ

≤ CMγ(
−→
f )(x) (4.16)

oldu§unu gösterece§iz.

fj = f 0
j + f∞

j olsun, burada f 0
j = fjχQ∗ , j = 1, . . . ,m ve Q∗ = 3Q 'dir. Bu

durumda

m∏
j=1

fj(yj) =
m∏
j=1

(f 0
j (yj) + f∞

j (yj))

=
∑

α1,...,αm∈{0,∞}

fα1
1 (y1) . . . f

αm
m (ym)

=
m∏
j=1

f 0
j +

′∑
fα1
1 (y1) . . . f

αm
m (ym),

elde edilir. Burada her bir
∑′ terimi en az bir αj ̸= 0 içerir. O halde

Rγ,i(
−→
f )(z) = Rγ,i(

−→
f 0)(z) +

′∑
Rγ,i(f

α1
1 , . . . , fαm

m )(z) (4.17)

yazabiliriz. Kolmogorov e³itsizli§ini p = δ ve q = 1
m
iken

Rγ,i

(−→
f 0(z)

)
= Rγ,i(f

0
1 , . . . , f

0
m)(z)
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terimine uygulayarak

( 1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i(f
0)(z)|δdz

) 1
δ ≤ cm,δ||Rγ,i(

−→
f 0)(z)||

L
1
m,∞(Q, dx|Q| )

≤ C
m∏
j=1

1

3Q

∫
3Q

T y|fj(z)|(y′)γdz

≤ C
m∏
j=1

1

3Q

∫
3Q

T z|fj(y)|(z′)γdz

≤ CMγ(
−→
f )(z),

elde ederiz. Böylece Rγ,i : L
1 × · · · × L1 → L1/m olur.

(4.17) 'teki di§er terimleri incelemek için,

c =
′∑
Rγ,i(f

α1
1 , . . . , fαm

m )(x),

alal�m ve herhangi bir z ∈ Q için

′∑
|Rγ,i(f

α1
1 , . . . , fαm

m )(z)−Rγ,i(f
α1
1 , . . . , fαm

m )(x)| ≤ CMγ(
−→
f )(x) (4.18)

formunda bir e³itsizli§i de elde edebilece§imizi gösterece§iz. Önce α1 = . . . = αm =

∞ oldu§u durumu göz önüne alal�m ve Rγ,i(
−→
f ∞) = Rγ,i(f

∞
1 , . . . , f∞

m ) olarak tan�m-

layal�m. Bu durumda (4.10) regülerlik ³art�ndan ve z ∈ Q için

|Rγ,i(
−→
f ∞)(z)−Rγ,i(

−→
f ∞)(x)|

≤ C

∫
(Rn\3Q)m

|y|ε

(|y1|+ · · ·+ |ym|)nm+ε+γ+1

m∏
i=1

T yi |fi(zi)− fi(xi)|(y′)γd−→y

≤ C
∞∑
k=1

∫
(3k+1Q)m(3kQ)m

|y|ε

(|y1|+ · · ·+ |ym|)nm+ε+γ+1

m∏
i=1

T yi |fi(yi)|(y′)γd−→y

≤ C

∞∑
k=1

|Q|ε/n

(3k|Q| 1n )nm+ε+γ+1

∫
(3k+1Q)m

m∏
i=1

T yi |fi(yi)|(y′)γd−→y

≤ C

∞∑
k=1

1

3kε

m∏
i=1

|fi|(3k+1Q) ≤ CMγ(
−→
f )(x)

elde edilir. Burada Em = E × · · · × E ve d−→y = dy1 . . . dym dir.
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(4.18)'teki terimler, baz� {j1, . . . , jl} ⊂ {1, . . . ,m} ve 1 ≤ l < m için αj1 =

. . . = αjl = 0 olacak ³ekilde göz önünde bulundurulmas� gereken terimlerdir. (4.10)

'dan

|Rγ,i(f
α1
1 , . . . , fαm

m )(z)−Rγ,i(f
α1
1 , . . . , fαm

m )(x)|

≤
∏

j∈{j1,...,jl}

∫
3Q

|fj(y)|dyj
∫
(Rn\3Q)m−l

|y|ε
∏

j /∈{j1,...,jl} T
yj |fj(z)− fj(x)|(y′)γdyj

(|y1|+ · · ·+ |ym|)nm+ε+γ+1

≤
∏

j∈{j1,...,jl}

∫
3Q

|fj(y)|dyj
∫
(Rn\3Q)m−l

|y|ε
∏

j /∈{j1,...,jl} T
yj |fj(z)− fj(x)|(y′)γdyj

(|y1|+ · · ·+ |ym|)nm+ε+γ+1

≤
∏

j∈{j1,...,jl}

∫
3Q

|fj(y)|dyj
∞∑
k=1

|Q|ε/n

(3k|Q| 1n )nm+ε+γ+1

∫
(3k+1Q)m−l

∏
j /∈{j1,...,jl}

T yj |fj|(y′)γdyj

≤ C
∞∑
k=1

|Q|ε/n

(3k|Q| 1n )nm+ε+γ+1

∫
(3k+1Q)m

m∏
i=1

T yj |fi(yi)|(y′)γd−→y ,

elde edilir ve bir önceki durumda ele al�nan ifadeye ula³�l�r. Bu (4.18)'ü verir ve

teoremin ispat�n� tamamlar.

4.5 Multilineer Maksimal Fonksiyon �çin A§�rl�kl� Tahminler.

Mγ 'nin çe³itli a§�rl�kl� uzaylarda s�n�rl�l�k özelliklerini ara³t�r�yoruz.

Teorem 4.5.1. j = 1, . . . ,m, 1 ≤ pj < ∞ ve 1
p
= 1

p1
+ · · · + 1

pm
olsun. ν ve ωj

a§�rl�klar olmak üzere

||Mγ(
−→
f )||Lp,∞(ν) ≤ c

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.19)

e³itsizli§inin herhangi bir
−→
f ile sa§lanmas� için gerek ve yeter ³art

sup
Q

( 1

|Q|

∫
Q

ν
)1/p m∏

j=1

( 1

|Q|

∫
Q

ω
1−p′j
j

)1/p′j < ∞ (4.20)

olmas�d�r. Burada pj = 1 durumunda
(

1
|Q|

∫
Q
ω
1−p′j
j

)1/p′j ve (infQ ωj)
−1 dir.

Mγ için bu sonucun Mγ için Muckenhoupt'un zay�f tip karakterizasyonunun

multilineer durumunun do§al bir uzant�s�d�r. Çünkü m = 1 oldu§unda (4.2) de§erini
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elde ederiz. Ayr�ca Lebesgue diferensiyellenebilme teoremi ile (4.20) durumu göz

önünde bulundurulursa hemen hemen ν(x) ≤ c
∏m

j=1 ωj(x)
p/pj dir. Bu, çok a§�rl�klar

için Ap Muckenhoupt s�n��ar�n�n bir analogunu tan�mlaman�n bir yolunu önerir.

Kan�t. �spat�, lineer durumuna benzer ³ekilde yapaca§�z (Bak�n�z (Muckenho-

upt,1972)). Yaln�zca tüm j = 1, . . . ,m için pj > 1 oldu§u durumu ele alaca§�z.

Baz� pj = 1 durumu için küçük de§i³iklikler, aynen lineer durumda oldu§u gibi

yap�labilir.

Farzedelim ki (4.19) sa§lan�r. Bu durumda herhangi bir
−→
f için

(

∫
Q

ν)1/p
m∏
j=1

|fj|Q ≤ C
m∏
j=1

||fjχQ||Lpj (ωj). (4.21)

elde edilir. Burada fj = ω
−1/(pj−1)
j al�nd�§�nda, (3.4) elde edilir.

�imdi kabul edelim ki (4.20) sa§lan�r. Bu durumda, Hölder e³itsizli§inden

(4.21) 'i elde eder ve (4.21) 'den

Mγ(
−→
f )(x) ≤ C

m∏
j=1

M c
ν,γ(|fj|pjωj/ν)(x)

1
pj ,

e³itsizli§i elde ederiz. BuradaM c
ν,γ a§�rl�kl� ortalanm�³ maksimal fonksiyonu gösterir.

Bundan, M c
ν,γ'nin ν 'ye göre (1, 1) zay�f tipten oldu§u ve Hölder e³itsizli§inden

((Grafakos,2004) s.15 'e bak�n�z)

||Mγ(
−→
f )||Lp,∞(ν) ≤ C||

m∏
j=1

M c
ν,γ(|fj|pjωj/ν)

1/pj ||Lp,∞(ν)

≤ C||
m∏
j=1

M c
ν,γ(|fj|pjωj/ν)

1/pj ||Lpj,∞(ν)

= C||
m∏
j=1

M c
ν,γ(|fj|pjωj/ν)

1/pj ||1/pjL1,∞(ν)

≤ C
m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj).

bu sonucu elde edip teoremin ispat�n� yapar�z.
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Tan�m 4.5.2. p1, . . . , pm, m tane üssü için,
1

p
=

1

p1
+ · · ·+ 1

pm
say�lar� ile p 'yi ve

−→
P = (p1, . . . , pm) vektörü için de

−→
P kullan�lacakt�r.

Tan�m 4.5.3. 1 ≤ p1, . . . , pm < ∞ olsun. −→ω = (ω1, . . . , ωm) verildi§inde

v−→ω =
m∏
j=1

ω
p/pj
j

olarak alal�m.E§er

sup
Q

( 1

|Q|

∫
Q

v−→ω
)1/p m∏

j=1

( 1

|Q|

∫
Q

ω
1−p′j
j

)1/p′j < ∞ (4.22)

ise −→ω , A−→
P
s�n�f�na aittir denir. pj = 1 iken ,

(
1
|Q|

∫
Q
ω
1−p′j
j

)1/p′j , (infQ ωj)
−1 'dir.

(4.22) ifadesine multilineer A−→
P
³art� denir. Her bir

−→
P için A(1,...,1), A−→

P
s�n�f�na ait

oldu§u göz önüne al�nd�§�nda, A−→
P
s�n��ar� artan de§ildir. Remark 4.5.5 'teki örne§e

bak�n�z.

Her bir ωj'nin Apj 'de oldu§u göz önüne al�nd�§�nda, Hölder e³itsizli§inden

sup
Q

( 1

|Q|

∫
Q

v−→ω
)1/p m∏

j=1

( 1

|Q|

∫
Q

ω
1−p′j
j

)1/p′j
≤ sup

Q

m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ωj)
1
pj (

1

|Q|

∫
Q

ω
1−p′j
j )1/p

′
j ≤ ∞,

elde edilir. Böylece

m∏
j=1

Apj ⊂ A−→
P

dir. Remark 4.5.4'de gösterilmi³tir ki, bu kapsama kesindir. Çünkü genelde her j

için ωj ∈ L1
loc oldu§unda

−→ω ∈ A−→
P
sa§lanmaz.
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Yine Hölder e³itsizli§i kullan�larak

sup
Q

( 1

|Q|

∫
Q

v−→ω
)1/mp( 1

|Q|

∫
Q

v
−1/mp−1
−→ω

)mp−1/mp

≤ sup
Q

m∏
j=1

( 1

|Q|

∫
Q

ωj

)1/mpj( 1

|Q|

∫
Q

ω
− 1

pj
−1

j

)(pj−1)/mpj < ∞

elde edilir. Burada m − 1
p
=

∑
pj − 1/pj kullan�lm�³t�r. v−→ω 'nin Amp s�n�f�na ait

oldu§unu verir.

Uyar� 4.5.4. −→ω ∈ A−→
P
ko³ulu genel olarak herhangi bir j için ωj ∈ L1

loc anlam�na

gelmez. Örne§in,

ω1 =
χ[0,2](x)

|x− 1|
+ χR/[0,2](x)

alal�m ve j = 2, . . . ,m için ωj(x) = 1
x
'dir. O halde tan�m� kullanarak ν−→ω ∈ A1'i

kontrol etmek zor de§ildir. Ayr�ca infQ ν−→ω ∼
∏m

j=1 infQ ω
p/pj
j olup bu son iki durum

birlikte −→ω ∈ A−→
P
kolayca gösterir.

Uyar� 4.5.5. A−→
P
s�n�f� artan de§ildir.

−→
P ≲

−→
Q her j için pj ≤ qj ile verilen

−→
P = (p1, . . . , pm) ve

−→
Q = (q1, . . . , qm)

vektörler aras�ndaki k�smi mertebe ili³kisini dü³ünelim.
−→
P ≲

−→
Q için,

m∏
j=1

Apj ⊆
m∏
j=1

Aqj

vard�r ama A−→
P
, A−→

Q
'da yer almamaktad�r. Bunu görmek için, n = 1,m = 2,

−→
P =

(p1, p2) = (2, 2) olarak alal�m. Bu durumda

−→ω = (ω1, ω2) = (|x|−5/3, 1)

ω
1/2
1 ∈ A1'den

−→ω ∈ A−→
P

oldu§unu görebiliriz. Ayr�ca, uygun bir büyük kuvvete

yükseltilmi³ ω lokal olarak integrallenemez,
−→
Q = (2, 6) ise −→ω /∈ A−→

Q
oldu§unu görmek

kolayd�r.
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Burada daha genel bir ³eyin oldu§u ve çoklineer A−→
P
ko³ulu lineer Ap s�n��a-

r�na göre a³a§�daki ilginç karakterizasyona sahip oldu§u ortaya ç�kar.

Teorem 4.5.6. ω = (ω1, . . . , ωm) ve 1 ≤ p1, . . . , pm < ∞ olsun. ω ∈ A−→
P
olmas� için

gerek ve yeter ³art {
ω
1−p′j
j ∈ Amp′j

, j = 1, . . . ,m

ν−→ω ∈ Amp,
(4.23)

d�r. Burada pj = 1 için ω
1−p′j
j ∈ Amp′j

, ko³ulu ω
(1/m)
j ∈ A1 'dir.

(m = 1) lineer durumda (4.23) 'da bulunan her iki ³art ayn� Ap ko³ulunu temsil eder.

Ancak, m ≥ 2 oldu§unda (4.23) 'da yer alan iki ko³ulun hiçbiri di§erini sa§lamaz.

Teorem ayr�ca m indisi artt�kça A−→
P
ko³ulunun zay��ad�§�n� gösterir. Teorem

4.5.6, tek a§�rl�kl� M için kuvvetli tipli e³itsizli§in a³a§�daki karakterizasyonunda

önemli bir rol oynar.

Kan�t. �lk önce en az bir pj > 1 oldu§unu göz önüne alal�m. Genelli§i bozmadan

kabul edelim ki j = l + 1, . . . ,m için p1, . . . , pl = 1, 0 ≤ l < m ve pj > 1 dir. −→ω 'nin,

multilineer A−→p ko³ulunu sa§lad�§�n� kabul edelim. j ≥ l + 1 alal�m ve

qj = p(m− 1 +
1

pj
) ve qi =

pi
pi − 1

qj
p
, i ̸= j, , i ≥ l + 1

say�lar�n� tan�mlayal�m. �lk önce j ≥ l+ 1 için ω
1−pj
j ∈ Amp′j

oldu§unu kan�tlayal�m.

Yani,

(∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

)(∫
Q

ω
p

pjqj

j

) qjpj
p(pj−1)

≤ c|Q|
mpj
pj−1 . (4.24)

dir.

m∑
i=l+1

1

qi
=

1

m− 1 + 1
pj

(
1

p
+

m∑
i=l+1,i ̸=l

(1− 1

pi
)) = 1,
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oldu§undan, Hölder e³itsizli§ini uygulayarak

∫
Q

ω
p

pjqj

j =

∫
Q

( m∏
i=l+1

ω
p

piqj

i

)( m∏
i=l+1,i ̸=j

ω
− p

piqj

i

)

≤
(∫

Q

m∏
i=l+1

ω
p
pi
i

)1/qj m∏
i=l+1,i ̸=j

(∫
Q

ω
− 1

pi−1

i

)1/qi

elde ederiz. Bu e³itsizlik ve A−→p ko³ulundan (4.24) 'y� kolayca elde ederiz.

Daha sonra, ν−→ω ∈ Amp oldu§unu gösterece§iz. j ≥ l + 1 ve sj = (m −
1/p)p′j olarak alal�m. Bu durumda

∑m
j=l+1

1
sj

= 1 elde edilir ve buradan, Hölder

e³itsizli§inden

∫
Q

m∏
j=l+1

ω
− p

pj(pm−1)

j ≤
m∏

j=l+1

(∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

)1/sj

. (4.25)

elde edilir. Böylece

∫
Q

(ν−→ω )
− 1

pm−1 ≤
l∏

j=1

(inf
Q

ωj)
− p

pm−1

m∏
j=l+1

(∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

)1/sj

.

dir. Bu e³itsizlik ve A−→p ko³ulu göz önüne al�nd�§�nda ν−→ω ∈ Amp olur. �imdi varsaya-

l�m ki l > 0 'dir ve ω
1/m
j ∈ A1 oldu§unu gösterelim. j = 1, . . . ,m, 1 ≤ i0 ≤ l alal�m.

Hölder e³itsizli§i ve (4.25) 'den,

∫
Q

ω
1/m
i0

≤
(∫

Q

ωp
i0

m∏
j=l+1

ω
p
pj

j

) 1
pm

(∫
Q

ωp
i0

m∏
j=l+1

ω
− p

pj(pm−1)

j

)1− 1
pm

≤
(∫

Q

ωp
i0

m∏
j=l+1

ω
p
pj

j

) 1
pm

m∏
j=l+1

(∫
Q

ω
1−p′j
j

) 1
mp′

j

elde edilir. Bu e³itsizlik ile A−→p ko³ulu göz önüne al�nd�§�nda ω
1/m
i0

∈ A1 oldu§unu

gösterilmi³ olur. Böylece −→ω ∈ A−→
P
oldu§unda (4.23) sa§land�§� görülmektedir.

−→ω ∈ A−→
P
ile (4.23) 'n�n yeterli oldu§unu ispat etmek için, ilk önce herhangi
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bir ωj a§�rl�§�

1 ≤
(

1

|Q|

∫
Q

ν
− 1

pm−1

γ,−→ω

)m−1/p m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ω
1

pj(m−1)+1

j

)m−1+ 1
pj

(4.26)

oldu§unu göz önüne alal�m. O halde, α = 1
1+pm(m−1)

ve αj =
1/p+m(m−1)
1/pj+m−1

olsun. Bu

durumda,
∑m

j=1 1/αj = 1 dir ve Hölder e³itsizli§inden

∫
Q

να
γ,−→ω ≤

m∏
j=1

(∫
Q

ω

αpαj
pj

j

) 1
αj

=
m∏
j=1

(∫
Q

ω
1

pj(m−1)+1

j

)αp(m−1+ 1
pj

)

olur.

Yine Hölder e³itsizli§ini kullanarak

1 ≤
(

1

|Q|

∫
Q

να
γ,−→ω

)(
1

|Q|

∫
Q

ν
− 1

pm−1

γ,−→ω

)α(pm−1)

(4.27)

elde edilir. Bir öncekiyle birlikte bu e³itsizlik (4.27) sonucunu verir. Sonuç olarak

(4.27), (4.23) ile −→ω ∈ A−→p elde edilir.

Her j = 1, . . . ,m için pj = 1 oldu§unu göz önüne alal�m. Kabul edelim ki
−→ω ∈ A(1,...,1), yani (

1

|Q|

∫
Q

(
m∏
j=1

ωj)
1
m

)m

≤ c
m∏
j=1

inf
Q

ωj (4.28)

d�r. Aç�kt�r ki (4.28) ³unu gösterir: j = 1, . . . ,m ,ω1/m
j ∈ A1 ve ν−→ω ∈ A1 oldu§undan

(4.28) sa§lan�r. Tersine, bu son ko³ullar� Hölder'�n e³itsizli§iyle ele ald�§�m�zda

(
1

|Q|

∫
Q

(
m∏
j=1

ωj)
1
m

)m

≤ c inf
Q
(

m∏
j=1

ωj) ≤ c

(
1

|Q|

∫
Q

(
m∏
j=1

ωj)
1

m2

)m2

≤ c

m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

m∏
j=1

ω
1
m
j

)m

≤ c
m∏
j=1

inf
Q

ωj

elde edilir.Bu j = 1, . . . ,m iken −→ω ∈ A(1,...,1)'in ω
1/m
j ∈ A1'e ve ν−→ω ∈ A1 e³de§er

oldu§unu kan�tlar.

Böylece teorem ispat edilmi³ olur .
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Teorem 4.5.7.

j = 1, . . . ,m, 1 < pj < ∞ ve 1
p
= 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
olsun. Bu durumda her

−→
f için

||M(
−→
f )||Lp(v−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.29)

e³itsizli§in sa§layan gerek ve yeter ³art −→ω nin A−→
P
³art�n� sa§lamas�d�r.

Kan�t. Gereklilik, Teorem 4.5.1'ten gelir, bu yüzden biz sadece yeterlili§ini kan�tla-

mak zorunday�z. Farkl� �kirlere dayal� iki kan�t veriyoruz. Onlar baz�lar�na (Coifman

ve Fe�erman,1974) ve (Christ ve Fe�erman,1983) 'de lineer durumda verilen farkl�

ispatlara paraleldir.

1. Kan�t

−→ω ∈ A−→p oldu§unu kabul edelim. Bu durumda Teorem 4.5.6'dan her ω
− 1

pj−1

j

ters Hölder e³itsizli§i sa§lar.Yani rj > 1 ve c > 0 vard�r, her bir 1 ≤ r ≤ rj için ve

herhangi Q küpü için,

(
1

|Q|

∫
Q

ω
− r

pj−1

j

)1/r

≤ c
1

|Q|

∫
Q

ω
− 1

pj−1

j (4.30)

ξ = min
1≤j≤m

rj ve q = max
1≤j≤m

pm

pm+ (1− 1
ξ
)(pj − 1)

,

olsun ve herhangi j için qpj > 1 oldu§unu kabul edelim.

A³a§�daki e³itsizli§in sa§land�§�n� iddia edelim:

Mγ(
−→
f )(x) ≤ c

m∏
j=1

M c
νγ,−→ω

((|fj|pjωj/νγ,−→ω )
q)(x)1/pqj . (4.31)

Bu durumda Hölder e³itsizli§inden teoremin kan�t� ve maksimal operatörün s�n�rl�l�§�

görülür .
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�ddiay� göstermek için önce Hölder e³itsizli§ine göre∫
Q

|fj| ≤ (

∫
Q

|fj|pjqωq
jν

1−q
γ,−→ω )

1/qpj(

∫
Q

(ωq
jν

1−q
γ,−→ω )

− 1
qpj−1 )

1− 1
qpj (4.32)

γj =
qpj−1

(1−q)(pm−1)
olarak alal�m. q'nun tan�m�ndan, herhangi j için γj > 1 dir. Hölder

e³itsizli§ini yeniden uygularsak

∫
Q

(ωq
jν

1−q
γ,−→ω )

− 1
qpj−1 ≤ (

∫
Q

ω
−

qγ′j
qpj−1

j )1/γ
′
j(

∫
Q

ν
− 1

pm−1

γ,−→ω )1/γj (4.33)

(4.33) elde edilir. �imdi herhangi bir j için,

q(pj − 1)γ′
j

qpj − 1
=

q(pj − 1)

q(pj − 1)− (1− q)pm
≤ ξ.

oldu§unu göz önüne alal�m. Bu nedenle, (4.30) 'den

∫
Q

ω
−

qγ′j
qpj−1

j =

∫
Q

ω
− 1

pj−1

q(pj−1)γ′j
qpj−1

j (4.34)

≤ c|Q|1−
q(pj−1)γ′j

qpj−1

(∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

) q(pj−1)γ′j
qpj−1

(4.33), (4.34) uygulayarak ve νγ,−→ω ∈ Apm gerçe§ini göz önünde bulundurursak, elde

ederiz ki (∫
Q

(ωq
jν

1−q
γ,−→ω )

− 1
qpj−1

)1− 1
qpj

≤ c|Q|−
pm(1−q)

qpj

(∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

)1− 1
pj

(∫
Q

ν
− 1

pm−1

γ,−→ω

) (1−q)(pm−1)
qpj

≤ c

νγ,−→ω (Q)
1−q
qpj

(∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

)1− 1
pj

.
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Son olarak, (4.32), A−→p ve bu e³itsizlikler göz önüne al�nd�§�nda

m∏
j=1

|fj|Q ≤ c

m∏
j=1

(
1

νγ,−→ω (Q)

∫
Q

(|fj|pjωj/νγ,−→ω )
qνγ,−→ω )

1/qpj

elde edilir. Bu (4.31) verir ve dolay�s�yla teorem ispatlanm�³ olur.

2. Kan�t

Önce Mγ'nin diyadik versiyonunun ispat�n� verelim.

Md
γ(
−→
f )(x) = sup

x∈Q∈D

m∏
i=1

1

|Q|

∫
Q

T yi |fi(xi)|(y′)γdyi,

D, Rn'deki tüm diyadik küplerin ailesidir.

||Md
γ(
−→
f )||Lp(ν−→ω ) ≤ c

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj)

göz önüne alal�m

||Md
γ(
−→
fσ)||Lp(ν−→ω ) ≤ c

m∏
j=1

||fj||Lpj (σj), (4.35)

σj = ω
− 1

pj−1

j ve
−→
fσ = (f1σ1, . . . , fmσm). a > 2mn alal�m. Her bir k tamsay�s� için

Ωk = {x ∈ Rn : Md
γ(
−→
f )(x) > ak}.

olsun. Klasik Calderon-Zygmund da§�l�m�n�n Md
γ(
−→
f ) sa§layan tam bir benzerinin

oldu§unu görmek kolayd�r. Bu nedenle

ak <

m∏
i=1

1

|Qk,j|

∫
Qk,j

|fiσi(yi)|dyi ≤ 2nmak (4.36)
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olacak ³ekilde çak�³mayan maksimal diyadik Ωk = ∪jQk,j ve {Qk,j} küpler ailesi

vard�r. Bu durumda∫
(Rn)

Md
γ(
−→
fσ)

pνγ,−→ω dx =
∑
k

∫
Ωk/Ωk+1

Md
γ(
−→
fσ)

pνγ,−→ω dx

≤ ap
∑
k

akpνγ,−→ω (Ωk) = ap
∑
k,j

akpνγ,−→ω (Qk,j)

≤ ap
∑
k,j

( m∏
i=1

1

|Qk,j|

∫
Qk,j

|fiσi(yi)|dyi
)p

νγ,−→ω (Qk,j)

= ap
∑
k,j

( m∏
i=1

1

σi(Qk,j)

∫
Qk,j

|fiσi(yi)|dyi
)p( m∏

i=1

σi(Qk,j)

|Qk,j|

)p

νγ,−→ω (Qk,j)

≤ c
∑
k,j

( m∏
i=1

1

σi(Qk,j)

∫
Qk,j

|fiσi(yi)|dyi
)p m∏

i=1

σi(Qk,j)
p/pi

olur.Burada, son tahminde A−→p ko³ulu kullan�lm�³t�r. Ek,j = Qk,j\Qk,j ∩Ωk+1 olsun.

Her bir k, j için

|Qk,j| < β|Ek,j| (4.37)

olacak ³ekilde bir β > 0 sabiti vard�r. Böylece, (4.36) ve Hölder e³itsizli§inden,

|Qk,j ∩ Ωk+1| =
∑

Qk+1,l⊂Qk,j

|Qk+1,l|

<
1

ak+1/m

∑
Qk+1,l⊂Qk,j

( m∏
i=1

∫
Qk+1,l

|fi|σi|
)1/m

≤
(

1

ak+1

m∏
i=1

∫
Qk,j

|fiσi|
)1/m

2n

a1/m
|Qk,j|,

elde edilip, uygun qi > 1 ve her bir σi için Teorem 4.5.6'dan, dolay� Aqi ko³ulunu sa§-

lar. Ap ³art�ndan ve Hölder e³itsizli§inden dolay� herhangi bir Q küpü ve ölçülebilir

herhangi bir E ⊂ Q alt kümesi için,(
|E|
|Q|

)qi

≤ c
σi(E)

σi(Q)
.
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olacak ³ekilde sabit bir c vard�r. Bu e³itsizlik ile (4.37) göze al�nd�§�nda, her bir

i = 1, . . . ,m ve her bir k, j için

σi(Qk,j) ≤ γiσi(Ek,j)

elde edilir. Buradan, Hölder e³itsizli§i ve Ek,j kümeleri ayr�k oldu§u için (γ = maxi γi

ile) ∫
(Rn)

Md
γ(
−→
fσ)

pν−→ω dx

≤ c
∑
k,j

( m∏
i=1

1

σi(Qk,j)

∫
Qk,j

T yi |fiσi(xi)|(y′)γdyi
)p m∏

i=1

σi(Ek,j)
p/pi

≤ c
m∏
i=1

(∑
k,j

(
1

σi(Qk,j)

∫
Qk,j

T yi |fiσi(xi)|(y′)γdyi
)pi

σi(Ek,j)

)p/pi

≤ c
m∏
i=1

(∑
k,j

∫
Ek,j

Mγ,σi
(fi)

piσi

)p/pi

≤ cγ
m∏
i=1

(∫
(Rn)

Mγ,σi
(fi)

piσi

)p/pi

≤ c
m∏
i=1

(∫
(Rn)

|fi|piσi

)p/pi

,

elde edilir. Son e³itsizlikte Mσi
'nin Lpi(σi) üzerindeki s�n�rl�l�§� kullan�lm�³t�r. Diya-

dik durumda kan�t tamamlanm�³t�r. Yaln�zca diyadik küpler için −→ω a§�rl�§�n�n A−→
P

ko³ulunu sa§lad�§�n� kabul etmek yeterlidir.

Diyadik durumdan genel duruma geçmek için elimizde bulunan araçlar� kullan�r�z.

Fe�erman-Stein (Fe�erman ve Stein,1971) sonucunun a³a§�daki kolay versiyonunu

kullanaca§�z [22, s.431].

Lemma 4.5.8. Her bir k tam say�s� ,
−→
f , tüm Rn deki x'ler ve p > 0 için

Mk
γ(
−→
f )(x)p ≤ c

|Qk|

∫
Qk

(τ−t ◦Md
γ ◦ τt)(

−→
f )(x)pdt

olacak ³ekilde c sabiti vard�r. Burada, c, n,m ve p'ye ba§l�d�r , τtg(x) = g(x− t), Qk,

kenar uzunlu§u 2k+2 ve orijin merkezli bir küptür, ve Mk
γ, Mγ olarak tan�mlanan

operatördür, fakat küpler 2k 'den küçük kenarl� olan küplerdir.

Aç�kça, (4.29) 'nin sol taraf�n� tahmin etmek için ||Mk
γ(
−→
f )||Lp(νγ,−→ω )'yi tahmin
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etmek yeterlidir. Yukar�daki e³itsizlikten ve Fubini teoreminden

||Mk
γ(
−→
f )||Lp(νγ,−→ω ) ≤ c sup

t
||τ−t ◦Md

γ ◦ τt||Lp(νγ,−→ω )

elde edilir. �imdi t sabitinden ba§�ms�z ||τ−t ◦Md
γ ◦τt||Lp(νγ,−→ω ) tahminini elde edelim.

τ−t ◦Md
γ ◦ τt : Lp1(ω1)× · · · × Lpm(ωm) → Lp(−→ω )

t'den ba§�ms�z sabitli s�n�r e³de§erdir

Md
γ : Lp1(τtω1)× · · · × Lpm(τtωm) → Lp(τt(

−→ω ))

t'den ba§�ms�z s�n�r�na denktir. Ancak τt(
−→ω ) , t'den ba§�ms�z sabitli A−→

P
³art�n�

sa§lar. Çünkü A−→p öteleme alt�nda de§i³mezdir. Böylece, ispat�n ilk k�sm�n� uygula-

yabiliriz.

4.6 Multilineer Riesz Bessel Dönü³ümleri �çin A§�rl�kl� Tahminler.

A−→p multilineer s�n��ar�n�n ayn� zamanda multilineer Calderon-Zygmund ope-

ratörleri s�n�f� oldu§unu gösterdik. �lk olarak Teorem 4.4.5'ü kullanarak, Coifman-

Fe�erman teoreminin multilineer durumun geni³lemesi olarak a³a§�daki sonuca ula-

³abiliriz (Coifman ve Fe�erman,1974).

Sonuc. 4.6.1. Rγ,i bir m-lineer Calderon-Zygmund operatörü, ω, A∞ 'da bir a§�rl�k

ve p > 0 olsun. Kompakt deste§e sahip tüm s�n�rl�
−→
f fonksiyonu için

||Rγ,i(
−→
f )||Lp,γ(ω) ≤ C||Mγ(

−→
f )||Lp,γ(ω) (4.38)

ve

||Rγ,i(
−→
f )||Lp,γ,∞(ω) ≤ C||Mγ(

−→
f )||Lp,γ,∞(ω) (4.39)

e³itsizlikleri sa§lanacak ³ekilde bir C pozitif sabiti vard�r Burada C, ω'nin A∞ sabi-

tine ba§l�d�r.
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�spat. Sa§ taraf sonlu oldu§undan (4.38) 'i ispatlamak yeterlidir. (4.4) ve (4.14)'i

kullanarak

||Rγ,i(
−→
f )||Lp,γ(ω) ≤ ||Mγ,δ(T (

−→
f ))||Lp,γ(ω) ≤ C||M ♯

γ,δ(T (
−→
f ))||Lp,γ(ω) ≤ C||Mγ(

−→
f )||Lp,γ(ω)

elde edilir. Bu ise ||Mγ,δ(Rγ,i(
−→
f ))||Lp,γ(ω) 'nin sonlu oldu§unu gösterebilmemiz ko³u-

luyla istenen sonucu verir. ω, A∞ 'da oldu§undan, ω'nin 0 < max(1, pm) < p0 < ∞
için Ap0 'da da oldu§u görülmektedir. Böylece δ < p/p0 < 1/m için yukar�daki

e³itsizliklerin yan� s�ra,

||Mγ,δ(Rγ,i(
−→
f ))||Lp,γ(ω) ≤ ||Mγ,p/p0(Rγ,i(

−→
f ))||Lp,γ(ω) = C||M(Rγ,i(

−→
f )p/p0)||p0/pLp0 (ω)

≤ C||(Rγ,i(
−→
f )p/p0)||p0/pLp0 (ω) ≤ C||Rγ,i(

−→
f )||Lp,γ(ω)

elde edilir. O halde ||Mγ(
−→
f )||Lp,γ(ω)'nin sonlu olan kompakt destekli her bir

−→
f

fonksiyonlar ailesi için ||Rγ,i(
−→
f )||Lp,γ(ω)'nin sonlu oldu§unu kan�tlamak yeterlidir.

Bunun her zaman böyle oldu§unu görece§iz. Standart argümanlar a³a§�daki gibidir.

Yeterince 1'e yak�n ve duali q′ ,pq′ > 1/m olan q için ω a§�rl�§� da, Lq
loc aittir.

O halde, ||Rγ,i(
−→
f )||Lp(B,ω) ba³lang�ç noktas�ndaki herhangi bir B noktas�;

Hölder e³itsizli§i ve Rγ,i 'nin a§�rl�ks�z teorisi taraf�ndan sonludur. Öte yandan, bir

yeterince büyük B noktas�,

M(
−→
f )(x) ≥ C1|x|−mn ≥ C2|Rγ,if(x)| (4.40)

(elbette
−→
f 'ye ba§l� sabitlerle). Varsay�mdan sonlu ||M(

−→
f )||Lp,γ(ω) ve (4.40)'dan,

a³a§�daki sonuca var�yoruz

||Rγ,i(
−→
f )||Lp(Rn\B,ω) ≤ ∞.

Benzer argümanlar (4.39) zay�f tip tahmini verir.

Sonuc. 4.6.2. Ri bir m-lineer Riesz Bessel dönü³ümü, ω, A∞'da bir a§�rl�k ve p > 0

olsun. Kompakt deste§e sahip her s�n�rl�
−→
f fonksiyonu için

||Ri(
−→
f )||Lp,γ(ω) ≤ C||M(

−→
f )||Lp,γ(ω) (4.41)
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ve

||Ri(
−→
f )||Lp,∞(ω) ≤ C||M(

−→
f )||Lp,∞(ω) (4.42)

e³itsizlikleri sa§lanacak ³ekilde C > 0 vard�r. Burada C, ω'nin A∞ sabitine ba§l�d�r.

Teorem 4.5.1, 4.5.6, 4.5.7 ve yukar�daki Sonuç 4.6.1'den a³a§�daki a§�rl�kl�

tahminleri elde ederiz.

Sonuc. 4.6.3. Rγ,i, m-lineer Riesz Bessel dönü³ümü ,1
p
= 1

p1
+ · · · + 1

pm
, ve −→ω ,A−→p

ko³ulunu sa§las�n. Bu durumda

(i) 1 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m ise

||Rγ,i(
−→
f )||Lp(ν−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.43)

dir.

(ii) 1 ≤ pj < ∞, j = 1, . . . ,m ve en az bir pj = 1 ise

||Rγ,i(
−→
f )||Lp,∞(ν−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.44)

dir.

Kan�t. ν−→ω , A∞ 'da oldu§undan ve Lp,γ(ω) uzay� ile basit fonksiyonlar uzay�n�n kesi-

³imi herhangi bir ω a§�rl�§� için Lp,γ(ω) uzay�nda yo§undur. Sonuç hemen öncekinden

ve a§�rl�kl� uzaylarda M 'in s�n�rl�l�k özelliklerinden görülebilir.

Sonuc. 4.6.4. Ri, m-lineer B-Riesz dönü³ümü, 1
p
= 1

p1
+· · ·+ 1

pm
ve −→ω ,A−→p ko³ulunu

sa§las�n.

(i) E§er 1 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m ise bu durumda

||Ri(
−→
f )||Lp(ν−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.45)

dir.
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(ii) E§er 1 ≤ pj < ∞, j = 1, . . . ,m ve en az bir pj = 1 ise, bu durumda

||Ri(
−→
f )||Lp,∞(ν−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.46)

dir.

Daha önce ifade etti§imiz gibi, Mγ, (4.29) 'de verilen Mγ'nin m-katl� çar-

p�m� ile de§i³tirilemez. Bu nedenle Sonuç 4.6.3, daha önce bilinen tahminlerden elde

edilemez. Burada Rγ,i(
−→
f ),

∏m
j=1Mγfj taraf�ndan s�n�rland�r�l�r.

A−→p s�n��ar� ayn� zamanda belirli multilineer singüler integral operatörlerin

s�n�rl�l�§� ile karakterize edilir.

Tan�m 4.6.5. i = 1, . . . , n için, m- lineer i-inci Riesz dönü³ümü ³u ³ekilde tan�m-

lan�r

Rγ,i(
−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn)m

∑m
j=1(xi − (yj)i)

(
∑m

j=1 |x− yj|2)
nm+1

2

f1(y1) . . . fm(ym)dy1 . . . dym,

burada (yj)i , yj'nin i-inci koordinat�n� gösterir.

Tan�m 4.6.6. i = 1, . . . , n için, m- lineer i-inci Riesz dönü³ümü ³u ³ekilde tan�m-

lan�r

Rγ,i(
−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn

+)m

∑m
j=1(xi − (yj)i)

(
∑m

j=1 |x− yj|2)
nm+1

2

f1(y1) . . . fm(ym)(y
′)γdy1 . . . dym,

burada (yj)i , yj'nin i-inci koordinat�n� gösterir. Buradan multilineer Riesz-Bessel

dönü³ümü ³u ³ekilde tan�mlan�r:

(Rγ,i

−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn

+)m

(xi − yi)(
|x− y|2

)n+1
2

f(y)dy

=

∫
(Rn)m

∑m
j=1(xi − (yj)i)(∑m

j=1 |x− yj|2
)mn+1

2

m∏
j=1

fj(yj)(y
′)γdy1 . . . dym

(Rγ,i

−→
f )(x) = p.v.

∫
Rn

∑m
j=1(yj)i(∑m

j=1 |yj|2
)mn+1

2

f1(x− y1)f2(x− y2) . . . fm(x− ym)(y
′)γdy1...dym



49

x− yj = tj dönü³ümünü kullanaca§�z, bu durumda

(Rγ,i

−→
f )(x) = p.v.

∫
Rn
+

∑m
j=1(tj)i(∑m

j=1 |tj|2
)nm+1

2

f1(x− t1) . . . fm(x− tm)(t
′)γdt1 . . . dtm

fj(x− tj) = T tjfj(x) iken

Rγ,i(
−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn)m

∑m
j=1(tj)i(∑m

j=1 |tj|2
)nm+1

2

T t1f1(x) . . . T
tmfm(x)(t

′)γdt1 . . . dtm

Teorem 4.6.7. m-lineer Rγ,i(
−→
f ) Riesz dönü³ümlerinin her biri için (4.45) veya

(4.46) sa§lan�rsa, −→ω , A−→p s�n�f�na aittir.

Kan�t. Tek boyutlu durumu göz önüne alal�m.Yüksek boyutlu olan i³aret aç�s�ndan

daha karma³�kt�r. m-lineer B-Riesz dönü³ümlerinin toplam�

Rγ,i(
−→
f )(x) = p.v.

∫
(Rn)m

∑m
j=1(yj)i(∑m

j=1 |yj|2
)nm+1

2

T y1f1(x) . . . T
ymfm(x)(y

′)γdy1 . . . dym

olsun. Aç�kça, e§er (4.46) geçerliyse −→ω ∈ A−→p oldu§unu göstermek yeterlidir. Lineer

durumda kullan�lan baz� de§i³ikliklerle benzer bir argüman� ele alabiliriz (bkz. [(

Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia,1985), s. 417]).

Her fi ≥ 0 ve supp(fj) ⊂ I oldu§unda, x ∈ I+ ve her j için yj ∈ I ise,

a³a§�daki ∑m
j=1(yj)(∑m

j=1 |yj|
)m+1 =

1(∑m
j=1 |yj|

)m ≥ cm

|I|m

elde edilir. Buradan, x ∈ I+ ise

Rγ,i(
−→
f )(x) ≥ cm

m∏
j=1

T y|fj(x)|I

e³itsizli§ini elde eder ve 0 < λ < cm
∏m

j=1 T
y|fj|I iken

I+ ⊂ {x : |Rγ,i(
−→
f )(x)| > λ},

buluruz. Tam olarak Teorem 4.5.1'teki gibi tart�³arak, bundan ³unu elde ederiz;
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herhangi bir I aral�§� için,

( 1

|I|

∫
I+

ν−→ω
)1/p m∏

j=1

( 1

|I|

∫
I

ω
−1/pj−1
j

)1−1/pj ≤ c (4.47)

dir. Benzer ³ekilde, (4.46) 'un herhangi bir I aral�§� için,

( 1

|I|

∫
I

ν−→ω
)1/p m∏

j=1

( 1

|I|

∫
I+

ω
−1/pj−1
j

)1−1/pj ≤ c. (4.48)

(4.48) 'den, (4.5.6)' daki ikinci ko³ulun ispat�n�n ayn� argüman�n� kullanarak, bunu

herhangi bir I aral�§� için al�r,(∫
I

ν−→ω

)(∫
I+

ν
− 1

pm−1
−→ω

)pm−1

≤ c|I|pm.

'd�r. Buradan, ν−→ω ∈ A+
pm olur. Son olarak, (4.3) ve (4.46) 'u birle³tirir −→ω ∈ A−→p

oldu§unu görebiliriz ve bu kan�t� tamamlar.

4.7 Zay�f tip e³itsizlikler.

∏m
j=1Mfj ile tan�mlanan multilineer operatör, k�s�m 4.6 'te elde edilen a§�r-

l�kl� tahminleri elde etmek için oldukça büyüktür. Bu k�s�mda, (Cruz-Uribe, Martell

ve Perez,2005) 'te elde edilen kar�³�k zay�f tipli e³itsizlikler yard�m�yla sharp a§�rl�kl�

zay�f tip tahminlerin sa§land�§�n� gösterece§iz.

A³a§�daki Klasik Fe�erman-Stein e³itsizli§inden,

||Mf ||Lp,γ(ω) ≤ C||f ||Lp(Mω) (1 < p < ∞)

her j için pj > 1 ve 1
p
= 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
ise

||
m∏
j=1

Mfj||Lp(ν−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (Mωj) (4.49)

olur. Bununla birlikte, e§er en az bir pj = 1 ise, bu durumda key� ωj a§�rl�klar� için

(4.46) 'un bir zay�f tip benzeri bile do§ru de§ildir; a³a§�daki aç�klamaya bak�n�z.
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Uyar� 4.7.1. (4.49) 'nin zay�f tip bir benzeri, en az bir pj = 1 ise key� ωj a§�rl�klar

için do§ru de§ildir.

n = 1 ve m = 2 alal�m. 1 ≤ p1 < ∞ ve p2 = 1 olsun. k ≥ 4 için Jk =(
k + 1

4k
, k + 1

2k

)
. �imdi ω1(x) =

∑∞
k=4 kχJk(x) ve ω2(x) =

∑∞
k=4

1
k
χJk(x) alal�m.

||Mf1Mf2||Lp,∞(ν−→ω ) ≤ c||f1||Lp1 (Mω1)||f2||L1(Mω2) (4.50)

e³itsizli§inin f1 ve f2'den ba§�ms�z olarak sabit bir c ile sa§land�§�n� varsayal�m.

f1 = χ(0,1) ve f2 =
∑N

k=1 δk , burada δk , k noktas�ndaki Dirac kütlesidir.

N⋃
k=4

Jk ⊂ {x : Mf1(x)Mf2(x) > 1}

oldu§u basit hesaplamalarla görülür. ||f1||Lp1
Mω1

≤ c ve Mω2(k) ≤ c/k 'd�r. Buradan,

(4.50) gösterir ki;
∑N

k=1
1
k
≤ c aç�kça bir çeli³kidir.

Di§er taraftan, her pj = 1 ve her ωj a§�rl�klar�n�n A1'de oldu§unu varsayarak,

a³a§�daki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.7.2. Kabul edelim ki ωi her i = 1, 2, . . . ,m için , A1 s�n�f�nda bir a§�rl�k

ve ν = (
∏m

j=1 ωj)
1/m 'dir.

||
m∏
j=1

Mγfj||L 1
m,∞(ν)

≤ C

m∏
j=1

||fi||L1(ωi). (4.51)

'dir.

Bu teoremi ispat etmek için kar�³�k zay�f tip e³itsizliklerle ilgili Cruz-Uribe, Mar-

tell ve Pèrez 'in elde ettikleri bir sonuç kullan�lacakt�r (Cruz-Uribe, Martell ve Pe-

rez,2005) .

Teorem 4.7.2'yi ispatlamadan önce, birkaç yard�mc� bilgiye ihtiyaç vard�r.

RH∞ ile,

sup
Q

w ≤ c

|Q|

∫
Q

w
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e³itsizli§ini sa§layan w a§�rl�klar�n�n s�n�f�n� gösterelim. [(Cruz-Uribe ve Neugeba-

uer,1995), Th. 4.8]'de gösterildi ki, f, g ∈ RH∞ ise, bu durumda fg ∈ RH∞ 'd�r.

Özellikle, herhangi bir f için (Mf)−1 ∈ RH∞ oldu§undan ,

v =
1

Mf1Mf2 . . .Mfs
∈ RH∞ (4.52)

elde edilir. (Cruz-Uribe, Martell ve Perez,2005) çal�³mada ispat edilmi³tir ki e§er

u ∈ A1 ve v ∈ RH∞ ise, bu durumda her f ∈ L1
u için,

||Mf/v||L1,∞(uv) ≤ c||f ||L1(u) (4.53)

'dir.

Kan�t.

µν(λ) = ν{x :
m∏
j=1

Mγfj(x) > λ}

olsun.

µν(x) ≤
c

λ
1
m

( m∏
j=1

||fi||L1(ωj)

) 1
m + µν(2λ). (4.54)

oldu§unu gösterelim. Gerçekten (4.54) tekrarlanarak (4.51) zay�f tipteki tahmini

kolayca görülür.

E = {x : λ <

m∏
j=1

Mγfj ≤ 2λ}veνi =
m∏

j=1,j ̸=i

(Mγfj)
−1
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tan�mlayal�m. Hölder'in e³itsizli§ini (4.52) ve (4.53) ile birlikte kullanarak,

µν(λ)− µν(2λ) = ν(E) ≤ λ−1/m

∫
E

(
m∏
j=1

Mγfjωj)
1/m

≤ λ−1/m

m∏
j=1

(

∫
E

Mγfjωj)
1/m

≤ 2λ1−1/m

m∏
j=1

( ∫
{Mγfj>λνj}

νjωj

)1/m
≤ cλ− 1

m (
m∏
j=1

||fi||L1(ωi))
1/m

elde ederiz. Bu da (4.54)'yi ve teoremi kan�tl�yor.

Sonuç olarak a³a§�daki basit önerme
∏m

j=1Mγfj çarp�m�n�n yerine Mγ(
−→
f )

al�narak elde edilen (4.49) 'nin zay�f tipli benzerinin oldu§unu gösterecektir.

Önerme 4.7.3. 1
p
= 1

p1
+ · · ·+ 1

pm
olsun. 1 ≤ pj < ∞ ise,

||Mγ(
−→
f )||Lp,∞(ν−→ω ) ≤ C

m∏
j=1

||fj||Lpj (Mωj) (4.55)

'dir.

Gerçekten de,e§er oraya ν = ν−→ω ve ωj = Mγωj koyarsak, e³itsizlik (4.55), Teorem

4.5.1'ten gelir. Hölder e³itsizli§inin bir sonucu olarak (4.20) ko³ulunun geçerli oldu-

§unu görmek kolayd�r.

4.8 Multilineer Komütatörler.

Son nokta tahmini lineer durumlar için (Perez,1995) 'de her λ > 0 için

|{y ∈ Rn : |[b, Rγ,i]f(y)| > λ}| ≤ C

∫
Rn

|f(y)|
λ

(
1 + log+(

|f(y)|
λ

)
)
dy (4.56)

olarak elde edilmi³tir. Burada C, b'nin BMO normuna ba§l�d�r. Ana sonuçlardan

birisi bu tezde, (4.56) 'un multilineer bir versiyonu olan Teorem 4.8.3'dir.
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�lk önce multilineer komütatörler ile ve giri³ k�sm�nda verilen maksimal ope-

ratörler ile ilgili noktasal bir kestirim elde edece§iz.

Tan�m 4.8.1.
−→
f = (f1, . . . , fm) olsun. Bu durumda

Mi
L(logL)(

−→
f )(x) = sup

Q∋x
||fi||L(logL),Q

∏
j ̸=i

1

|Q|

∫
Q

fjdx

ve

ML(logL)(
−→
f )(x) = sup

Q∋x

m∏
j=1

||fj||L(logL),Q′

operatörlerine maksimal operatörler denir. Burada supremum, x 'i içeren tüm Q

küpleri üzerinde al�n�r.

Lineer durumda, komütatörleri sharp maksimal operatörlerle ili³kilendirme

�kri onu kuvvetli tipli tahminleri elde etmek için kullanan Strömberg'e (cf. (Jan-

son,1978)) kadar gider. Son nokta tahmini (4.56) elde etmek için (Perez,1995) 'de ve

daha sonra (Perez ve Pradolini,2001) 'de farkl� yöntemler kullan�lm�³t�r. Multilineer

durumda, M ♯
δ içeren a³a§�daki tahmini elde ederiz.

A³a§�daki notasyonlar� kullanaca§�z.
−→
b = (b1, . . . , bm), BMOm'de ise, o za-

man ||
−→
b ||BMOm = supi=1,...,m ||bi||BMO olarak gösterece§iz.

Teorem 4.8.2. T−→
b
,
−→
b ∈ BMOm iken bir multilineer komütatör ve 0 < δ <

1/m, 0 < δ < ε olsun. Bu durumda kompakt deste§e sahip m katl�
−→
f = (f1, . . . , fm)

s�n�rl� ölçülebilir fonksiyonlar için

M ♯
δ

(
T−→

b
(
−→
f )

)
(x) ≤ C||

−→
b ||BMOm

(
ML(logL)(

−→
f ) +Mε

(
Rγ,i(

−→
f )

)
(x)

)
(4.57)

olacak ³ekilde C > 0 sabiti vard�r. Burada C, δ ve ε ile ba§lant�l�d�r.

Bu teoremin ispat�n�n asl�nda,(4.57) 'in sa§ taraf�ndaki ML(logL)(
−→
f ) opera-

törünü biraz daha küçük operatörle de§i³tirebilece§imizi gösterdi§ini ifade edelim.

m∑
i=1

Mi
L(logL)(

−→
f )
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Elbette, (4.57) tahmini, ayn� zamanda
∏m

j=1 M
2(fj) ile yer de§i³tirilen ML(logL)(

−→
f )

için de geçerlidir. Fakat, yine, ML(logL) küçük operatörü , daha genel ve daha keskin

sonuçlar elde etmemizi sa§lar.

Herhangi bir Q küpü için,

1

|Q|

∫
Q

ν−→ω ≤ A

m∏
j=1

inf
Q

ω
1/m
j ,

olacak ³ekilde e§er bir C sabiti varsa katl� a§�rl�§�n�n A(1,...,1) ko³ulunu sa§lad�§�n�

hat�rlayal�m. Burada ν−→ω =
∏m

j=1 ω
1/m
j 'dir.

Kan�t. Lineerlikten, operatörü sadece bir sembol olarak dü³ünmek yeterlidir. b ∈
BMO ve a³a§�daki operatörü göz önüne alal�m

Ri,b(
−→
f )(x) = b(x)Rγ,i(f1, . . . , fm)−Rγ,i(bf1, . . . , fm). (4.58)

Herhangi bir sabit λ için

Ri,b(
−→
f )(x) = (b(x)− λ)Rγ,i(

−→
f )(x)−Rγ,i((b− λ)f1, . . . , fm)(x)

elde edilir. x ∈ Rn olmak üzere 0 < δ < 1'den, herhangi bir c say�s� ve x merkezli

herhangi bir Q küpü için

(
1

|Q|

∫
Q

∣∣|Ri,b(
−→
f )(z)|δ − |c|δ

∣∣dz)1/δ

≤
(

1

|Q|

∫
Q

|Ri,b(
−→
f )(z)− c|δdz

)1/δ

≤
(

c

|Q|

∫
Q

|(b(z)− λ)Rγ,i(
−→
f )(z)|δdz

)1/δ

+

(
c

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)f1, . . . , fm)(z)− c|δ
)1/δ

= I + II

elde edilebilir. Her terimi ayr� ayr� inceleyece§iz. Q∗ = 3Q oldu§undan, λ = (b)Q∗ ,

b'nin Q∗ üzerinde ortalamas�n� göstersin. Herhangi 1 < q < ε/λ için Hölder ve
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Jensen e³itsizliklerinden

I ≤ C

(
1

|Q|

∫
Q

|b(z)− λ|δq′dz
)1/δq′(

1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i(
−→
f )(z)|δqdz

)1/δq

≤ C||b||BMOMδq(Rγ,i(
−→
f ))(x)

≤ C||b||BMOMε(Rγ,i(
−→
f ))(x)

elde edilir. II'yi kestirimi için her bir fi, fi = f 0
i + f∞

i olarak alal�m. Burada f 0
i =

fχQ∗ve f∞
i = fi − f 0

i 'd�r. Dolay�s�yla

m∏
j=1

fj(yj) =
∑

{α1,...,αm}∈{0,∞}

fα1
1 (y1) . . . f

αm
m (ym)

=
m∏
j=1

f 0
j (yj) +

′∑
fα1
1 (y1) . . . f

αm
m (ym)

olur,
∑′ da her terim en az bir tane αj ̸= 0 içerir. cα1,...,αm = T ((b −

λ)fα1
1 , . . . , fαm

m )(x) ile c =
∑′ cα1,...,αm alal�m ve

II ≤ C

(
(
1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)f 0
1 , . . . , f

0
m)(z)|δdz)

1
δ

)
+

′∑
(
1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)fα1
1 , . . . , fαm

m )(ξ)− cα1,...,αm |δdz)1/δ

= II0 +
′∑
IIα1,...,αm

elde edilir. Tekrar δ < 1/m kullanarak,

II0 = C(
1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)f 0
1 , . . . , f

0
m)(z)|δdz)

1
δ

≤ C||Rγ,i((b− λ)f 0
1 , . . . , f

0
m)||L1/m,∞(Q, dx|Q| )

≤ C
1

|Q|

∫
Q

|(b(z)− λ)f 0
1 (z)|dz

m∏
j=2

1

|Q|

∫
Q

|f 0
j (z)|dz

≤ C||b||BMO||f1||L(logL),Q
m∏
j=1

|fj|Q∗

≤ C||b||BMOML(logL)(f1, . . . , fm)(x)
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olur. �imdi II∞,...,∞ terimini göz önüne alal�m.

(
1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)f∞
1 , . . . , f∞

m )(z)−Rγ,i((b− λ)f∞
1 , . . . , f∞

m )(x)|δdz
)1/δ

≤ c

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)f∞
1 , . . . , f∞

m )(z)−Rγ,i((b− λ)f∞
1 , . . . , f∞

m )(x)|dz

≤ C

∫
(Rn\3Q)m

|(b(y1)− λ)f1(y1)|
∏m

i=2 |fi(yi)||x− z|ε

(|z − y1|+ · · ·+ |z − ym|)nm+ε
d−→y dz

c

|Q|

∫
Q

∞∑
k=1

∫
(3k+1Q)m(3kQ)m

|(b(y1)− λ)f1(y1)|
∏m

i=2 |fi(yi)||x− z|ε

(|z − y1|+ · · ·+ |z − ym|)nm+ε
d−→y dz

≤ C

∞∑
k=1

|Q|ε/n

(3k|Q|1/n)nm+ε

∫
(3k+1Q)m

|(b(y1 − λ)f1(y1)|
m∏
i=2

|fi(yi))|d−→y

≤ C||b|BMO

∞∑
k=1

k

3kε
||f1||L(logL),3k+1Q

m∏
j=2

|fj|3k+1Q

≤ C||b|BMOML(logL)(f1, . . . , fm)(x)

elde ederiz. �imdi IIα1,...,αm terimlerini dü³ünelim öyle ki baz� {j1, . . . , jl} ⊂
{1, . . . ,m} için αj1 = . . . = αjl 'd�r, burada 1 ≤ l < m'dir. Di§er durumlar ben-

zer ³ekilde gösteridi§inden sadece α1 = ∞ durumunu göz önüne alal�m. (4.10)'dan,

(
1

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)fα1
1 , . . . , fαm

m )(z)−Rγ,i((b− λ)fα1
1 , . . . , fαm

m )(x)|δdz
)1/δ

≤ c

|Q|

∫
Q

|Rγ,i((b− λ)fα1
1 , . . . , fαm

m )(z)−Rγ,i((b− λ)fα1
1 , . . . , fαm

m )(x)|dz

≤ c

|Q|

∫
Q

∏
j∈{j1,...,jl}

∫
3Q

|fj|dyj
∫
(Rn\3Q)m−l

|x− z|ε|b(y1)− c|
∏

j /∈{j1,...,jl} |fj|dyj
(|z − y1|+ · · ·+ |z − ym|)nm+ε

dz

≤ C
∏

j∈{j1,...,jl}

∫
3Q

|fj|dyj
∞∑
k=1

|Q|ε/n

(3k|Q|1/n)nm+ε

∫
(3k+1Q)m−l

|b(y1)− c||
∏

j /∈{j1,...,jl}

|fj|dyj

≤ C
∞∑
k=1

|Q|ε/n

(3k|Q|1/n)nm+ε

∫
(3k+1Q)m

|b(y1)− c|
m∏
i=1

|fi(yi)|d−→y

≤ C||b|BMO

∞∑
k=1

k

3kε
||f1||L(logL),3k+1Q

m∏
j=2

|fj|3k+1Q

≤ C||b|BMOML(logL)(f1, . . . , fm)(x)

elde edilerek teoremin kan�t� tamamlanm�³ olur.
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Teorem 4.8.3. −→ω ∈ A(1,...,1) ve
−→
b ∈ BMOm olsun.

ν−→ω {x ∈ Rn : |R
i,
−→
b
(
−→
f )(x)| > tm} ≤ C

m∏
j=1

(

∫
Rn

Φ
( |fj(x)|

t

)
ωj(x)dx)

1/m (4.59)

olacak ³ekilde ||
−→
b ||BMO 'ya ba§l bir C sabiti vard�r.

Teorem 4.8.3'n�n ispat� a³a§�daki sonuca dayanacakt�r.

Kan�t. Teorem 4.8.3'in ispat�nda oldu§u gibi, lineerlik ile operatörü sadece bir sem-

bolle dikkate almak yeterlidir. Homojenlik ile t = 1 varsaymak yeterlidir ve bu

nedenle

ν−→ω {x ∈ Rn : |Ri,b(
−→
f )(x)| > 1}m ≤ C

m∏
j=1

∫
(Rn)

Φ(|fj(x)|)ωj(x)dx.

'i kan�tlamam�z gerekir. �imdi,Φ altçarp�msal�ndan, Teorem 4.8.8 ve Teorem 4.8.5

taraf�ndan kan�tlamak istedi§imiz gibi

ν−→ω {x ∈ Rn : Ri,b(
−→
f )(x)| > 1}m ≤ C sup

t>0

1

Φ(1/t)m
ν−→ω {x ∈ Rn : Ri,b(

−→
f )(x)| > tm}m

≤ C sup
t>0

1

Φ(1/t)m
ν−→ω {y ∈ Rn : M1

L(logL)(
−→
f )(x)| > tm}m

≤ C sup
t>0

1

Φ(1/t)m

m∏
j=1

∫
(Rn)

Φ
( |fj(x)|

t

)
ωj(x)dx

≤ C sup
t>0

1

Φ(1/t)m

m∏
j=1

∫
(Rn)

Φ(|fj(x)|)Φ(
1

t
)ωj(x)dx

≤ C
m∏
j=1

∫
(Rn)

Φ(|fj(x)|)ωj(x)dx

elde ederiz.

Ayr�ca bu zay�f tip tahmin genel anlamda kesindir. Asl�nda, e§er biz

(4.59)'n�n sa§ taraf�n� m fonksiyonellerinin çarp�m� ile yer de§i³tirirsek, bunlardan

biri bir norm veya λ' da homojen ise, ortaya ç�kan tahmin aral�klar�n karakteristik

fonksiyonlar� için bile geçerli de§ildir. Remark 4.8.4 'deki kar³�t örne§e bak�n.

Özellikle R
i,
−→
b

, karakteristik aral�klar�n fonksiyonlar� içeren Banach uzay�ndan
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L
1
m
,∞'a s�n�rs�zd�r. Rj

i,
−→
b

'nin herhangi birini dikkate al�rsak uygulanabilir. Φ

altçarp�msal� gösterir ki, C sabiti Φ(||
−→
b ||BMO)

1
m 'nin çarp�mlar� olarak göz önüne

al�nd�§�nda homojenlik argüman� ortaya ç�kar.

Uyar� 4.8.4. Formundaki bir tahmin

|{x : |Ri,b(
−→
f ) > λm}| ≤ C(||b||BMO)

(
||fi
λ
||
∏
j ̸=i

||Φ(fi
λ
)||L1

)1/m

(4.60)

|| · || karakteristik fonksiyonlar üzerinde sonlu ve ||λf || = λ||f || ³art�n� sa§larsa
aral�§�n karakteristik fonksiyonlar� için sa§lanmaz. Özellikle (s�n�rl�) e³leme özelli§i

R
i,
−→
b
: L1 × · · · × L1 → L1/m,∞

formu sa§lamaz.

m = 1 için bu zaten (Perez,1995)'de gösterildi. Argümanlar� multilineer duruma

uyarlar�z. Basitlik için n = 1, m = 2 durumunu göz önüne al�yoruz. Varsayal�m

ki (4.60)'ün gerekli özelliklere sahip baz� || · || için, bilineer Riesz dönü³ümü gibi

baz� T Calderon-Zygmund operatörü ve b(x) = log |1 + x| için geçerli oldu§unu

kabul edelim.f1 = f2 = χ(0,1) olsun. E§er (4.60) geçerli olsayd�, multilineerlik ve

homojenli§i

|{x ∈ R : |Ri,b(
−→
f )(x)| > λ2}| ≤ C

(
||f1
λ2

||||Φ(f2)||L1

)1/2

,

elde ederdik ve böylece

sup
λ>0

λ|{x ∈ R : |Ri,b(
−→
f )(x)| > λ}|2 ≤ C||f1||||Φ(f2)||L1 ≤ C (4.61)

'dir. Ancak, 4.61 'ün sol taraf� bir çeli³kiye varan

sup
λ>0

λ|{x > e :
log(x)

x2
> λ}|2 = ∞ (4.62)

denkleminin bir kat�ndan daha küçük de§ildir.
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4.62'i görmek için,ϕ(x) = log(x)
x2 olsun ve basit bir gözlem için, diyelim ki

pozitif k tamsay�lar� için

sup
λ>0

λ|{x > e : φ(x) >λ}|2 ≥ sup
k

φ(ek)|{x > e : φ(x) > φ(ek)}|2 ≥

sup
k

k

e2k
(ek − e)2 = ∞

olur.

Teorem 4.8.5. −→ω ∈ A(1,...,1) olsun. Bu durumda

ν−→ω {x ∈ Rn : Mi
(L/ logL)(

−→
f )(x) > tm} ≤ C

m∏
j=1

( ∫
Rn

Φ
( |fj(x)|

t

)
ωj(x)dx

)1/m
.

olacak ³ekilde C sabiti vard�r.

Kan�t. Genelli§i bozmadan i = 1 alabiliriz. Ayn� zamanda, homojenlikten, t = 1

oldu§unu varsayal�m.
−→
f ≥ 0 alarak

Ω = {x ∈ Rn : M1
L(logL)(

−→
f )(x) > 1}

kümesini tan�mlayal�m ve bo³ olmad�§�n� kabul edelim .Ω'n�n boyutunu tahmin et-

mek için, Ω'da bulunan kompakt F kümesinin boyutunu tahmin etmek yeterlidir.

Böyle bir F 'i sonlu bir {Qj} küp ailesi ile örtebiliriz bunun için

1 < ||f1||Φ,Qj

m∏
j=2

(fj)Qj
(4.63)

Vitali'nin örten lemmas�n� kullanarak,

F ⊂ ∪i3Qi (4.64)

olacak ³ekilde {Qi} ayr�k küplerin bir alt ailesini ç�karabiliriz. Homojenlikten,

1 < ||
m∏
j=2

(fj)Qi
||Φ,Qi
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ve norm || · ||Φ,Qi
'n�n özelliklerinden,

1 <
1

|Qi|

∫
Qi

Φ(f1(y)
m∏
j=2

(fj)Qi
)dy,

ile ayn�d�r. �imdi Φ 'nin altçarp�msal oldu§unu ve Jensen'�n e³itsizli§ini kullanarak

1 <
1

|Qi|

∫
Qi

Φ(fj(y)).

elde ederiz. Son olarak, ayr�k düzeyde a§�rl�klar ve Hölder e³itsizli§i ko³uluna göre,

ν−→ω (F )m ≈
∑
i

ν−→ω (Qi)
m ≤

(∑
i

m∏
j=1

inf
Q

ω
1/m
j |Qi|1/m

(
1

|Qi|

∫
Qi

Φ(fj(y))dy

)1/m)m

≤
(∑

i

m∏
j=1

(∫
Qi

Φ(fj(y))ωj(y)dy

)1/m)m

≤
m∏
j=1

∫
(Rn)

Φ(|fj(y)|)ωj(y)dy,

elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.

Lineer durumda, (4.56) ile güçlü bir Lp0 , 1 < p < p0 olan tüm Lp'ler için

tahmin edilen güçlü tip sonuçlar elde etmeyi , aras�nda interpolasyon yapmak müm-

kündür. m-lineer durumda 1/m < p ≤ 1 için güçlü tip sonuçlar elde etmek daha

sonra denenebilir. Yukar�daki son nokta sonuçlar� ile (Perez ve Torres,2003) 'da

p > 1 için sonuçlar aras�nda interpolasyon yap�n. Biz bu tür çok do§rusal interpo-

lasyon biçimi için bir referans bulamad�k ve biz yakla³�m�n gerçekten uygulanabilir

olup olmad�§�n� bilmiyoruz. Bununla birlikte, biz do§rudan güçlü tip tahminler elde

edebiliyoruz. Noktasal sonuçtan onlar� tekrar elde edece§iz. Bu yakla³�m, a§�rl�kl�

ba§lamda da kullan�labilecek avantaja sahiptir.

A³a§�daki ön lemmaya ihtiyac�m�z var.

Lemma 4.8.6. Kabul edelim ki −→ω = (ω1, . . . , ωm) , A−→p ko³ulunu sa§las�n. Sonlu

sabit r > 1 vard�r öyle ki −→ω ∈ A−→p /r'dir.

Kan�t. Teorem 4.5.6'dan, her bir σj = ω
− 1

pj−1

j , A∞'a aittir ve buradan, herhangi Q
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küpü için

(
1

|Q|

∫
Q

ω
−

tj
pj−1

j

)1/tj

≤ cj
|Q|

∫
Q

ω
− 1

pj−1

j .

σj 'nin A∞ sabitine ba§l� olarak, cj, tj > 1 sabitleri vard�r.

tj
pj − 1

=
1

pj
rj
− 1

rj > 1 olacak ³ekilde seçelim. Sonra, r = min{r1, . . . , rm} ve c = max{c1, . . . , cm}
ise (

1

|Q|

∫
Q

ν−→ω

)1/p/r m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ω
−1/

pj
r
−1

j

)1− 1
pj/r

,

=

(
1

|Q|

∫
Q

ν−→ω

)r/p m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ω
−1/

pj
r
−1

j

)(
pj
r
−1) r

pj

≤
(

1

|Q|

∫
Q

ν−→ω

)r/p m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ω
−1/

pj
r
−1

j

)(
pj
r
−1) r

pj

=

(
1

|Q|

∫
Q

ν−→ω

)r/p m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ω

tj
pj−1

j

)(
pj
r
−1) r

pj

,

≤ crm
(

1

|Q|

∫
Q

ν−→ω

)r/p m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

ω
− 1

pj−1

j

)(pj−1) r
pj

≤ crm[ω]rA−→p
.

elde edilir. Buradan, −→ω = (ω1, . . . , ωm) A−→
P
ko³ulunu sa§lar, lemman�n kan�t� bitmi³

olur.

Teorem 4.8.7. −→ω ∈ A−→p ,
1
p
= 1

p1
+ · · · + 1

pm
ve 1 < pj < ∞, j = 1, . . . ,m,

−→
b ∈ BMOm olsun.

||R
i,
−→
b
(
−→
f )||Lp(ν−→ω ) ≤ C||

−→
b ||BMOm

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj) (4.65)

olacak ³ekilde bir C sabiti vard�r.

Bu sonuçlar, M(L/ logL) ile de§i³tirilen M komütatörler için (4.38) 'in analogunun

bir sonucu olacakt�r.
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Kan�t. �imdi, Teorem 4.8.8 yard�m�yla ve ν−→ω 'de A∞'da oldu§undan,∫
(Rn)

|R
i,
−→
b
(
−→
f )(x)|pν−→ω (x)dx ≤ C

∫
(Rn)

ML(logL)(
−→
f )(x)pν−→ω (x)dx

olur. �spat� bitirmek için ML(logL) 'den daha büyük bir operatör kullan�r�z ki bu

bizim amaçlar�m�z için yeterli olur. Asl�nda, r > 1 ise ve Φ(t) = t(1 + log+(t)) ≤
tr, t > 1 genelle³tirilmi³ Jensen e³itsizli§inden

||f ||L(logL),Q ≤ c

(
1

|Q|

∫
Q

|f(y)|rdy
) 1

r

,

elde ederiz ve bu nedenle,

Mr(
−→
f )(x) = sup

Q∋x

m∏
j=1

(
1

|Q|

∫
Q

|fj|r
) 1

r

,

olmas� için ML(logL) 'i daha büyük olan� ile s�n�rlayabiliriz

||R
i,
−→
b
(
−→
f )||Lp(ν−→ω ) ≤ c||Mr(

−→
f )||Lp(ν−→ω ).

�imdi bunu ispat etmek için

||Mr(
−→
f )||Lp(ν−→ω ) ≤ c

m∏
j=1

||fj||Lpj (ωj)

kan�tlamaya e³de§erdir

||Mr(
−→
f )||Lp/r(ν−→ω ) ≤ c

m∏
j=1

||fj||Lpj/r(ωj)

Teorem 4.5.7'e göre, bu −→ω ∈ A−→p /r göstermeye e³de§erdir ve biliyoruz ki bu Lemma

4.8.6 nedeniyle baz� küçük r > 1 için geçerlidir.

Teorem 4.8.8. p > 0 ve ω,A∞'da bir a§�rl�k olsun. Varsayal�m ki
−→
b ∈ BMOm ve

||
−→
b ||BMOm = 1 'dir.Bu durumda∫

Rn

|R
i,
−→
b
(
−→
f )(x)|pω(x)dx ≤ C

∫
Rn

ML(logL)(
−→
f )(x)pω(x)dx, (4.66)
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olacak ³ekilde ω 'nin A∞ sabitine ba§l� bir C > 0 sabiti vard�r ve her kompakt

deste§e sahip s�n�rl�
−→
f = f1, . . . , fm için

sup
t>0

1

Φ(1
t
)
ω({y ∈ Rn : |T−→

b
(
−→
f )(y)| > tm}) (4.67)

≤ C sup
t>0

1

Φ(1
t
)
ω({y ∈ Rn : ML(logL)(

−→
f )(y) > tm}),

'dir.

Kan�t. ||
−→
b ||BMOm = 1 ile

−→
b ∈ BMOm oldu§unu hat�rlayal�m. Sonucu kan�tlamak

için

T−→
b
(
−→
f ) = bT (f1, . . . , fm)−Rγ,i(bf1, . . . , fm).

alal�m. (4.66) 'un sa§ taraf�n�n sonlu oldu§unu kabul edebiliriz çünkü aksi durumda

ispatlanacak hiçbir ³ey yoktur.

0 < δ < ε < 1/m olmak üzere Teorem 4.8.2 ve Teorem 4.4.5 kullanarak,

||R
i,
−→
b
(
−→
f )||Lp,γ(ω) ≤ ||Mγ,δ(Ri,

−→
b
(
−→
f ))||Lp,γ(ω)

≤ C||M ♯
γ,δ(Ri,

−→
b
(
−→
f ))||Lp,γ(ω)

≤ C||b||BMO

(
||ML(logL)(

−→
f )||Lp,γ(ω) + ||Mε(Rγ,i(

−→
f ))||Lp,γ(ω)

)
≤ C

(
||ML(logL)(

−→
f )||Lp,γ(ω) + ||M ♯

ε(Rγ,i(
−→
f ))||Lp,γ(ω)

)
≤ C

(
||ML(logL)(

−→
f )||Lp,γ(ω) + ||M(

−→
f )||Lp,γ(ω)

)
≤ C||ML(logL)(

−→
f )||Lp,γ(ω)

elde edilir. (4.4) e³itsizli§ini uygulamak için, yukar�daki i³-

lemlerde ||Mγ,δ(Ri,
−→
b
(f1, . . . , fm))||Lp,γ(ω)'nin sonlu oldu§unu ve

||Mε(Rγ,i(f1, . . . , fm))||Lp,γ(ω)'nin sonlu oldu§unu kontrol etmemiz gerekir. So-

nuncusu Sonuç 4.6.1'in ispat�nda kontrol edilmi³tir çünkü

||M(
−→
f )||Lp,γ(ω) ≤ ||ML(logL)(

−→
f )||Lp,γ(ω) < ∞.

oldu§unu kabulümüzdü. Önceki durumu kontrol etmek için benzer argümanlar� da
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kullanabiliriz.

Sonuç 3.8'in ispat�nda oldu§u gibi, ancak Ri ile R
i,
−→
b
yer de§i³tirildi§inde,sonucu

||(R
i,
−→
b
(f1, . . . , fm))||Lp,γ(ω)'nin sonlu oldu§unu gösterecek ³ekilde indirgeyebiliriz.

E§er b'nin s�n�rl� oldu§unu varsayarsak, bu son ko³ul, (Perez ve Torres,2003)'de

p > 1 için R
i,
−→
b
için a§�rl�ks�z teorisinden görülür. Gerçekten, Sonuç 4.6.1'de kullan�-

lan argümanlar�n lokal k�sm�nda pq′ > 1 olacak ³ekilde q′ alaca§�m�z görülmektedir.

Di§er taraftan sonsuzda, b için s�n�rl� ve yeterince büyük B yuvar�n�n d�³�ndaki x

için

|R
i,
−→
b
f(x)| ≤ C

∫
|b1(x)− b1(y)|

|x− y1|n . . . |x− ym|n
|f1(y1)| . . . |fm(ym)|dy1 . . . dym

≤ C
1

|x|n

∫
B(0,|x|)

|f1(y)|dy . . .
1

|x|n

∫
B(0,|x|)

|fm(y)|dy

≤ CM(
−→
f )(x) ≤ CML(logL)(

−→
f )(x),

elde edilir. Ki bu s�n�rl�d�r çünkü ||ML(logL)(
−→
f )||Lp,γ(ω)'nin sonlu oldu§unu kabul

ediyoruz. Bu, b'nin s�n�rl� olmas� ko³uluyla (4.66) 'u kan�tlar.

BMO'da genel bir b için sonucu elde etmek için (Perez,1995)'deki gibi s�n�r-

l�l�§� kullanaca§�z. {bj} ile verilen

bj(x) =


j, g(x) > j

b(x), |b(x)| ≤ j

−j, g(x) < −j

fonksiyonlar dizini göz önüne alal�m. Dizinin b'ye noktasal olarak yak�nsad�§�n� ve

||bj||BMO ≤ c||b||BMO = c oldu§una dikkat edilmelidir.

Kompakt deste§e sahip
−→
f ailesi ve Ri s�n�rl� oldu§undan her 1 < p < ∞ için

Lp'de {Ri(bjf1, . . . , fm)} yak�nsak oldu§u görülür. {bj′} alt dizisi için, Ri,bj′
(
−→
f )'nin

hemen hemen her yerde Ri(
−→
f ) 'ye yak�nsak oldu§u görülür. Ri için gerekli tahmin

³imdi Ri,bj′
ve Fatou lemmas�ndan görülür.

�imdi (4.67)'� kan�tlayal�m. Kabul edelim ki ω s�n�rl�d�r. Gerçekten de,

ωr = min{ω, r}'nin s�n�rl� oldu§una ve ω'nin Ap sabitinin iki kat� ile s�n�rl� oldu§u

görülmektedir. Genel bir ω için sonuç, Monoton Yak�nsakl�k Teoremini uygulayarak

elde edilecektir.

Her zamanki gibi (4.67) '�n sa§ taraf�n�n sonlu oldu§unu kabul edebiliriz çünkü aksi
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takdirde ispat edilecek bir ³ey yoktur.

�imdi, Lebesgue diferansiyellenebilme teoreminden

sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : |Ri,b(

−→
f )(y)| > tm})

≤ sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : Mγ,δ(Ri,b(

−→
f ))(y) > tm}).

elde edilir. Bu durumda e§er son terimin sonlu oldu§unu kabul edersek (4.5) genel-

le³mi³ zay�f tipli Fe�erman-Stein e³itsizli§ini kullanarak

C sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M ♯

γ,δ(Ri,b

−→
f )(y) > tm})

≤ C sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : [M1

L(logL)(
−→
f )(y) +Mε(Ri(

−→
f ))(y)] > tm})

≤ C sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M1

L(logL)(
−→
f )(y) > tm})

+ C sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : Mε(Ri(

−→
f ))(y) > tm})

e³itsizli§i elde edilir(burada doubling ³art� ve 1
Φ(1/t)

ve ||b||BMO = 1 kullanaca-

§�z).Yine kabul edelim ki son terim sonludur, (4.5) tekrar kullan�l�§�nda

sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M1

L(logL)(
−→
f )(y) > tm})

+ sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M ♯

ε(Ri(
−→
f ))(y) > tm})

sup
t>0

C

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M1

L(logL)(
−→
f )(y) > tm})

+ sup
t>0

C

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M(

−→
f )(y) > tm})

sup
t>0

C

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : M1

L(logL)(
−→
f )(y) > tm})

elde edilir. �imdi

sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : Mγ,δ(Ri,b(

−→
f )(y) > tm)}) < ∞ (4.68)
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ve

sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : Mε(Ri(

−→
f ))(y) > tm}) < ∞. (4.69)

oldu§unu gösterelim. Sadece (4.68) 'i gösterece§iz çünkü (4.69)' nin ispat� da ben-

zerdir.

ω'nin s�n�rl� oldu§u kabulünü göz önüne alal�m, böylece

sup
t>0

1

Φ(1/t)
ω({y ∈ Rn : Mγ,δ(Ri,b(

−→
f )(y) > tm)})

≤ ||ω||L∞ sup
t>0

1

Φ(1/t)
|{y ∈ Rn : Mmδ(|Ri,

−→
b

−→
f |

1
m )(y) > t}

'dir. �imdi, Φ(t) ≥ t,mδ < 1 kullanarak

η < 1 → Mη : L
1,∞(Rn) → L1,∞(Rn)

oldu§undan (bu,M : Lr,∞(Rn) → Lr,∞, r > 1 'in bir sonucudur),

sup
t>0

1

Φ(1/t)
|{y ∈ Rn : Mmδ(|Ri,b

−→
f |

1
m )(y) > t}|

≤ sup
t>0

t|{y ∈ Rn : Mmδ(|Ri,b

−→
f |

1
m )(y) > t}|

≤ C sup
t>0

t|{y ∈ Rn : Mmδ(|Ri,b

−→
f (y)|

1
m ) > t}|.

olarak elde edilir.
−→
f 'nin kompakt bir deste§e sahip oldu§undan, R > 0 için

supp
−→
f ⊂ B(0, R) oldu§unu kabul edebiliriz. Bu durumda

sup
t>0

t|{y ∈ Rn : |Ri,b

−→
f (y)|

1
m > t}|

≤ sup
t>0

t|{y ∈ B2R : |Ri,b

−→
f (y)|

1
m > t}|

+ sup
t>0

t|{y /∈ B2R : |Ri,b

−→
f (y)|

1
m > t}|

= I + II.

yaz�l�r. Bunun yerine I için L1 normunu göz önüne alal�m. Bu durumda Hölder
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e³itsizli§inden

I ≤
∫
B2R

|Ri,bf(y)|1/mdy ≤ CR(1− 1
p
)n(

∫
(Rn)

)(|Ri,b

−→
f |

p
mdy)(

1
p
)

elde edilir. p'yi yeterince büyük seçersek, bu son terim kuvvetli s�n�rl�d�r.

II için, b'nin s�n�rl� oldu§unu kabul edilerek Tb(
−→
f )(x) 'in önceki gibi

M(
−→
f )(x) ile s�n�rland�r�labilir.Bu durumda

IIm ≤ C sup
t>0

tm|{y ∈ Rn : M(
−→
f )(y)1/m > t}|m

= C||M(
−→
f )||L1/m,∞ ≤ C

m∏
i=1

∫
(Rn)

|fi|dx < ∞.

elde edilebilir.

sup
t>0

|{y ∈ Rn : |Ri,b

−→
f (y)|1/m > t}| < ∞, (4.70)

oldu§unu gösterelim. ω ve b'nin s�n�rl� olmas� ko³uluyla (4.68)'ü verir. Daha önce

aç�kland�§� gibi, monoton yak�nsakl�k kullan�larak A∞ 'da genel bir ω 'ye geçebiliriz

ve bu ³ekilde b'nin BMO normuna ba§l� olarak (4.67)'de sabit ile A∞ 'da key� ω ve

L∞ 'da b için sonuçlar elde edilir.

�imdi b'nin s�n�rl� olmad�§�n� kabul edelim. �lk olarak {y ∈ Rn :

|R
i,
−→
b
(
−→
f )(y)| > tm} kümesi yerine key� N > 0 için {y ∈ B(0, N) : |R

i,
−→
b
(
−→
f )(y)| >

tm} kümesi al�narak (4.67)'i ispat etmek yeterlidir. Bu durumda b'yi önceden ol-

du§u gibi {bj} dizisi ile tahmin edebiliriz ve her bir kompakt küme için uygun

bir {|Ri,bj

−→
f |} alt dizisini |R

i,b
−→
f
|'e yak�nsamas�n� kullanabiliriz. j 'ye limit al�narak

N 'den ba§�ms�z bir sabite sahip BMO'da key� b için gerekli olan tahmini verir. Son

olarak N 'de sup'i al�narak teorem ispat� tamamlan�r.
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SONUÇ

Çal�³mam�zda Calderon-Zygmund tipli singüler integral operatör olarak bili-

nen klasik Riesz dönü³ümlerinin ve multilineer Riesz-Bessel dönü³ümü ve komüta-

törlerinin Lebesgue uzay�nda s�n�rl�l�klar�n� inceledik. Klasik Riesz dönü³ümü, kon-

volüsyon tipli singüler integral oldu§undan buradaki f(x − y) adi öteleme olarak

dü³ünülebilir. Dolay�s�yla bu öteleme yerine ba³ka bir öteleme alarak bu çal�³mada

adi öteleme yerine R+ öteleme veya T y genelle³tirilmi³ öteleme operatörü al�nm�³t�r.

Böylece elde edilen sonuçlar orijinal ve yeni olmu³tur. Bu operatör ile elde edilen

dönü³üm, B-Riesz dönü³ümü olarak adland�r�lm�³t�r.

Bu çal�³mada, Lebesgue uzaylar�n�nm kartezyen çarp�m�nda önemli rol oyna-

yan ve Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunun m-kat çarp�m�ndan daha küçük

olan çok lineer B-maksimal operatör ve B-Riesz dönü³ümleri ile çal�³�lm�³t�r. Bu

operatör, Calderon Zygmund tipli çok lineer B-Riesz dönü³ümleri üzerinde kesin bir

kontrol elde etmek ve çok lineer duruma uyarlanm�³ a§�rl�k teorisini olu³turmak için

kullan�lm�³t�r. Daha sonra, BMO fonksiyonlar� ile elde edilen çok lineer B-Riesz

dönü³ümlerinin baz� komütatörlerini incelemek için kullan�³l� olan bu operatörün,

farkl� bir çe³idi dikkate al�nm�³t�r. B-Riesz komütatörleri için en uygun güçlü tip

tahminler, keskin bir uç nokta tahmini ve ayn� zamanda hem klasik Muckenhoupt

a§�rl�klar� hem de yeni çok lineer Muckenhoupt a§�rl�klar� için a§�rl�kl� norm e³itsiz-

likleri elde edilmi³tir.
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