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OZET
OPIAL TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI VE UYGULAMALARI

Candan CAN BILISIK
Diizce Universitesi
Lisanstistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Doktora Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Subat 2022, 69 sayfa

Bu tezin baslica amaci Opial tipli esitsizlikler yardimiyla uyumlu kesirli integraller igin
yeni esitsizlikler ve genellestirmelerini olusturmaktir. Boliim 2’ de tezde kullanilan
temel kavramlara yer verilmistir. Integraller i¢in bazi1 temel egitsizliklerden ve
tanimlardan yararlanma yoluna gidilmistir. Uciincii béliimde Opial esitsizliginin
temel ispatinin yam sira farkli matematikgilerin ispatlarina yer verilmistir. Ayrica
bu boliimde son 50 yilda literatiire sunulan Opial tipli esitsizliklerin genellegtirmeleri
ve uygulamalari detayl bir sekilde sunulmustur. Doérdiincii boliimde, uyumlu kesirli
integraller icin baz1 yeni Opial tipli esitsizlikler ve genellegtirmeleri elde edilmistir.
Boliim 5" te konvekslikten yararlanilarak uyumlu kesirli integraller icin faydali
sonuclara ulasilmistir. Son olarak, altinci béliimde ise uyumlu kesirli integraller
i¢in iki bagimsiz degisken iceren Opial tipli esitsizlikler ve uygulamalar ile ilgili
sonuglara yer verilmistir. Sonuclar kisminda ise elde edilen bulgular ile literatiire
yapilan katkiya deginilmigtir.

Anahtar sozciikler: Konvekslik, Opial esitsizligi, Uyumlu kesirli integraller,
Uyumlu kesirli tiirevler.
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ABSTRACT

OPIAL TYPE INTEGRAL INEQUALITIES AND APPLICATIONS

Candan CAN BILISIK
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
February 2022, 69 pages

The main purpose of this thesis is generating new inequalities and their generalizations
for compatible fractional integrals by the help of Opial type of inequalities. In chapter
2, the basic concepts were given which used in thesis. For integrals, we used some basic
inequalities and definition. In the third chapter, it’s given the basic proof of Opial
Inequality and also its other proofs which was made by different mathematicians.
In addition, this chapter it’s given in detail, some generalizations and applications
of Opial type inequalities in the literature for the last 50 years. In the fourth
chapter, some new Opial type inequalities and their generalizations are obtained for
conformable fractional integrals. In Chapter 5, some useful results were achieved
for conformable fractional integrals by using convexity. Finally in Chapter 6, which
given the results of Opial type inequalities which contains two independent variables
and their applications for conformable fractional integrals. In the last chapter which
given the findings and the contribution to the literature.

Keywords: Conformable fractional derivatives, Conformable fractional integrals,
Convexity, Opial inequality.
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EXTENDED ABSTRACT

OPIAL TYPE INTEGRAL INEQUALITIES AND APPLICATIONS

Candan CAN BILISIK
Diizce University
Institute of Graduate Studies, Department of Mathematics
Doctoral Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
February 2022, 69 pages

1. INTRODUCTION

The first detailed studies on the theory of inequalities began to appear in the literature
in the early 19th century. Today, the theory of inequality is studied systematically
and the interest in the subject is increasing day by day. The existence of integral
equalities which helps to determine limitations for unknown functions has a very
important in differential theory [1], [2].

Inequalities which include derivatives and integrals of functions, have a wide range of
application in the theory of mathematical analysis. These inequalities are known as
their names Wirtinger, Lyapunov, Landau-Kolmogorov and Hardy types etc. in the
literature. The first published inequality was the Wirtinger type inequality found by
L. Scheeffer in 1885 (actually before Wirtinger’s conclusion) [3].

In 1960, the Polish mathematician Zdzidlaw Opial (1930-1974), published an
inequality, known by his name in the literature, which includes the derivative and
integral of a function [4]. Although it has been shown that inequalities in this form
can be deduced from the Wirtinger and Hardy type, the result of the Opial Inequality
is more important because of the formation of the best constant.

Shortly after the publication of the inequality (1960-1965), several proofs which are
simple and plain were brought to the literature by different mathematicians (Olech,
Beesack, Mallow, Levinson, and Hua) [5]-[9]. Despite Opial’s three-page proof in
1960, Olech [5] showed that positivity is not mandatory and continuity is sufficient.
The book [10] can be studied to examine the proofs given after the publication of
the inequality.

Opial type inequalities, which is one of the inequalities about the actions of integrals
coming from the solution of differential equations, is very successful in providing
upper limit solutions to initial value problems and in the clarity of the results. On
the other hand, many qualitative actions such as non-fluctuation and constraint



are discussed in the light of Opial type inequalities. Thus, Opial inequalities have
become a major issue.

Opial inequality and Generalizations of Opial inequality are very important in
determining the existence and uniqueness of initial and limit value problems for
ordinary and partial differential equations and difference equations [11]-[25].

In the last fifty years, due to the majority of the fields in which the generalizations
and applications of Opial type inequalities have been used, it continues to be enriched
with the publications made in this line. The beginning of fractional computations
began with the question of "whether the meaning of the derivative for an integer
of order n— can also be when n is not an integer". This question was posed by
L’Hopital on September 30, 1695. One day in the letter to Leibniz, L’Hopital asked
that what would be the result when n = %, and Leibniz replied that "like a paradox,
it will one day emerge as a useful result". The n—derivative of the function f(z) =z
is denoted by g;f by Leibniz. This topic has attracted attention of many great
mathematicians and studied on, such as Euler, Laplace, Fourier, Lacroix, Abel,
Riemann, and Liouville.

The foundations of the concepts of fractional derivative and fractional integral were
laid in an article which was published by Liouville in 1832. The main source of this
idea is the concept of fractional derivative and fractional integral were emerged from
the question of "Are derivatives and integrals only for integers?" [26]

The concepts of fractional derivative and fractional integral are concepts that cover
and develop n-fold integrals and derivatives of integer order. The most appealing
thing about this topic is that the fractional derivative and the fractional integral do
not have local (ie point) properties [26], [27].

In the light of the latest developments in mathematics, fractional calculation
is very popular in many other fields such as mathematical modeling of the
mechanical and electrical properties of objects, fluid theory, control theory, electrical
circuits, electro-analytical chemistry, heat conduction, computational analysis, and
engineering.

In particular, in the twentieth century, lots of mathematicians have introduced a
number of new insights in the literature to provide the best method in fractional
calculations using their own notations and approaches. Examples of various fractional
derivatives are Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Katugampola, Grunwald,
Letnikov, and Riesz [27]- [35].

In this thesis, our aim is to generate many generalized versions for congruent fractional
integrals by using Opial type inequalities and to show the sharpness of the power of
this inequality in the literature. We hope these inequalities, which were reached, will
be read with interest by many readers.

x1



2. MATERIAL AND METHODS

In this section firstly, we will give the general concepts and basic inequalities that
we used in our thesis. We use the forms of the fundamental inequalities for integrals.
Also, remind the definitions of fractional derivatives and fractional integrals and some
of their basic characteristics. Give some information about the history of the Opial
inequality and its importance in the literature as it forms the best constant. Give
Opial-type inequalities for conformable fractional integrals and their generalizations
for confomable fractional integrals via convexity. Generate some new kind of Opial
inequalities for double-stage conformable fractional integrals.

3. RESULTS AND DISCUSSIONS

Firstly we will prove some Opial type inequalities for conformable fractional integrals,
we will show up the inequalities, which we got, ensure the basic conditions. Also we
will find out Opial type inequalities and generalizations for double-stage conformable
fractional integrals.

4. CONCLUSION AND OUTLOOK

Opial inequality for conformable fractional integrals is reinterpreted and generated
some of its generalizations. By analyzing the special cases of the generalizations
which generated, it has been shown that many studies in the literature give their
generalized form. Opial type inequalities are expressed for conformable fractional
integrals by using the characteristic of convex functions. In addition, it has been
taken for granted that selected special cases of these inequalities are the general form
of many studies in the literature. Opial type inequalities are given for conformable
fractional integrals with two variables so that the deficiencies in the field are largely
completed with their generalizations. Open problems is given starting from the
studies done under the fourth, fifth and sixth chapters, which forms the basis of the
thesis. Namely more general and different inequalities and even their generalizations
by using the derivative formula for conformable fractional integrals with n variables is
reached. Similarly, generalized Opial type inequalities can be obtained for conformable
fractional integrals by making use of convex function (s-convex, quasi-convex, etc.)
types. Moreover, instead of Katugampola derivative definition, it is possible to obtain
Opial type inequalities and their applications for conformable fractional integrals with
different fractional derivative definitions (Riesz, Caputo etc.). Finally, many different
versions have been presented for the Opial type inequalities and their generalizations,
which aimed throughout the thesis, and point out the importance of this inequality
in the literature.

x1i



1. GIRIS

Esitsizlikler teorisi hakkindaki ilk detayli ¢aligmalar 19. yy baglarinda literatiirde
goriinmeye baglamigtir. Giiniimiizde esitsizlik teorisi sistematik olarak galigilmakta
ve konuya olan ilgi giinden giine artmaktadir. Bilinmeyen fonksiyonlarda siirlarin
belirlenmesine yardimci olan integral esitsizliklerinin varhigi diferansiyel teoride goz

ard1 edilemeyecek bir 6neme sahiptir [1], [2].

Fonksiyonlarin tiirevlerini ve integrallerini iceren egitsizlikler matematiksel analiz
teorisinde genis kapsamli uygulama alanina sahiptir. Bu esitsizlikler literatiirde
Wirtinger, Lyapunov, Landau-Kolmogorov ve Hardy tiirleri vb. isimleriyle
bilinmektedir. Ilk yayimlanan esitsizlik ise L. Scheeffer tarafindan 1885 yilinda

(ashnda Wirtinger’ in sonucundan 6nce) bulunan Wirtinger tipli esitsizliktir [3].

1960 yilinda Polonyali matematik¢i Zdzidlaw Opial(1930-1974), bir fonksiyonun
tliirevini ve integralini iceren ve literatiirde kendi adiyla bilinen bir esitsizlik
yayimlamigtir [4].  Bu formdaki egitsizliklerin Wirtinger ve Hardy tipinden
gikarilabilecegi gosterilmig olsa da, Opial esitsizliginin sonucu en iyi sabitin

olugsmasindan dolay1 daha 6nemlidir.

Esitsizligin yayimlanmasindan kisa bir siire sonra (1960-1965) daha basit ve
valin birka¢ ispat farkli matematikgiler tarafindan (Olech [5], Beesack [6], Mallow
[7], Levinson [8] ve Hua [9]) literatiire kazandirilmigtir. 1960 yilinda Opial’ in iig
sayfa siiren ispatina kargilik Olech [5] tarafindan pozitifligin gerek sart olmadigy ve
siirekliligin yeterli oldugu gosterilmistir. Esitsizligin yayinlanmasindan sonra verilen

ispatlarin incelenmesi i¢in R. P. Agarwal ve P. Y. H. Pang [10] kitab1 incelenebilir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinden gelen integrallerin davraniglar: ile ilgili ortaya
gikan esitsizliklerden biri olan Opial tipli esitsizlikler; baglangic deger problemlerine

tist sinir ¢ozlimler sunmada ve sonuglarin netliginde oldukga bagarilidir. Diger yandan



salinimh olmayan, siirhilik gibi bir ¢ok nitel davranig Opial tipli esitsizlikler 1g1ginda

tartigilmaktadir. Boylelikle Opial tipli esitsizlikler baglica bir konu haline gelmistir.

Opial esitsizligi ve Opial esitsizliginin genellestirmeleri adi ve kismi diferansiyel
denklemler ile fark denklemleri i¢in baglangi¢ ve sinir deger problemlerinin varligini

ve tekligini belirlemede olduk¢a 6nemlidir [11]- [25].

Son elli yilda Opial tipli esitsizliklerin genellestirmelerinin ve uygulamalarinin
kullanildig1 alanlarin ¢oklugu bu ¢izgide yapilan yayinlar ile siirekli olarak

zenginlegsmeye devam etmektedir.

Kesirli hesaplamalarin baslangici n — inci mertebeden bir tamsayi igin tiirevin
anlamimin "n tamsayir olmadiginda da olabilir mi?" sorusunun sorulmasiyla
baglamigtir. Bu soru 30 Eyliil 1695 de L’Hopital tarafindan ortaya atilmigtir. Bir
giin L’Hopital Leibniz’ e mektubunda n = % oldugunda sonucun ne olacagini sormus
ve Leibniz de cevaben "bir paradoks gibi bir giin yararli bir sonug¢ olarak ortaya

D"x
Dax™

gikacaktir" demistir. f (z) = x fonksiyonun n — inci tiirevi Leibniz tarafindan
seklinde sembolize edilmigtir. Bu konu bircok biiyiik matematik¢inin ilgisini ¢ekmis
ve Euler, Laplace, Fourier, Lacroix, Abel, Riemann ve Liouville gibi matematik¢iler

tarafindan da ¢aligilmigtir.

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlarinin temelleri 1832 yilinda Liouville
tarafindan yayimlanan bir makalede ortaya atildi. Bu fikrin temel kaynagi; kesirli
tlirev ve kesirli integral kavrami, "tiirev ve integraller sadece tamsayilar igin mi

vardir" sorusundan yola gikilarak ortaya konulmustur [26].

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari, n-katl integralleri ve tamsay1 mertebeli
tirevleri kapsayan ve geligtiren kavramlardir. Bu konunun en c¢ekici yam, kesirli

tiirev ve kesirli integralin yerel (yani nokta) 6zelligi olmamasidir [26], [27].

Matematikteki son gelismeler 1s181nda, kesirli hesap; nesnelerin mekanik ve elektriksel
ozelliklerinin matematiksel modellemelerinde, akigkanlar teorisi, kontrol teorisi,
elektrik devreleri, elektro-analitik kimya, 1s1 iletimi, hesaplamali analiz ve miithendislik

gibi diger bircok alanda oldukca popiilerdir [26], [28] . Ozellikle, yirminci yiizyilda



sayisiz matematik¢i kendi notasyonlarii ve yaklagimlarini kullanarak kesirli analizde
en iyi yontemi saglamak igin literatiirde bir takim yeni goriigler sunmustur. Cesitli
kesirsel tiirevlere 6rnek olarak Riemann-Liouville, Katugampola, Hadamard, Caputo,

Letnikov, Grunwald ve Riesz verilebilir [27]-[35].

Bu tezde amacimiz uyumlu kesirli integraller i¢in Opial tipli esitsizliklerden
yararlanarak bircok genellestirilmis versiyonunu olugturmaktir. Elde edilecek bu

esitsizliklerin bir¢ok okuyucu tarafindan ilgiyle okunacagi diigiiniilmektedir.

Calisma yedi bolimden olusmaktadir. Birinci boliim girise ayrilmis olup Opial
esitsizligi ile kesirli integrallerin cikisina ve tarihsel gelisimine yer verilmigtir. Ikinci
boliim, ¢alisma boyunca gerekli goriilen temel kavramlar ve egitsizlikler ile agciklayici
orneklerden olugmaktadir. Boliim 3’ te, Opial esitsizligi ve birkag farkli ispati ile
esitsizligin genellestirilmis versiyonlar: agamalariyla ve kronolojik sirasiyla sunuldu.
Bu boéliimde verilen ispatlardan genel kavramlardan verilen temel esitsizliklerden
faydalanilmigtir. Boliim 4’ te, uyumlu kesirli integral esitsizlikleri i¢in yeni tip Opial
esitsizlikler olugturulmusgtur. Beginci béliimde, konvekslik tanimindan yararlanilarak
uyumlu kesirli integral i¢in Opial tipli esitsizlikler ve uygulamalarina yer verilmigtir.
Altinc béliimde, uyumlu kesirli integraller igin iki bagimsiz degigken igeren Opial tipli
esitsizlikler iizerine ¢aligilarak yeni sonuglar elde edilmistir. Sonug¢ boliimiinde ise elde
edilen yeni Opial tipli esitsizliklerin giincel bir hesab1 sunularak sonuglarin ilgingligi

ve bu yeni esitsizliklerin genellestirmeleri i¢in farkli olasiliklardan bahsedilmistir.



2. GENEL KAVRAMLAR VE TEMEL ESITSIiZLIKLER

Bu boliimiin amaci, tez boyunca okumay1 anlamlandirmak igin gerekli goriilen temel

kavramlara ve esitsizliklere yer vererek aciklayici ornekler ile alt yap1 olugturmaktir.

Tanim 2.1 (Konveks Fonksiyon). I, R de bir aralik ve w : I — R bir fonksiyon

olmak iizere her ¢, s € I ve A € [0,1] ve t # s i¢in
WA+ (1= X)) s) = dw(t) + (1 = Nw(s)

olacak gekilde w fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [36].

Tanim 2.2 (Mutlak Siireklilik). I, R {izerinde bir aralik ve w : I — R bir fonksiyon
olmak tizere I iizerinde mutlak siireklidir ancak ve ancak {(¢;,d;) : 1 <i<n}, [

araligindaki ortiigmeyen araliklarin sonlu birlesimi olmak {izere her ¢ > 0 icin

Z lw(d;) —w(e)| < e

n

olacak gekilde > |d; — ¢;| < § sartim saglayan bir § > 0 sayis1 vardir [37].
i=1

Ornek 2.3. g(x) = \/z fonksiyonu [0, 1] araliginda mutlak siireklidir.

Gergekten; € > 0 verilsin. {[¢;,d;]: 1 <i<n}, I daki 6rtiigmeyen araliklarin sonlu
bir kolleksiyonu olsun éyle ki >_ (d; — ¢;) < €2 dir. a = % olarak alalim. Simdi
i=1

> 1g(d;) — g(c;)| toplamim [0, a] ve [a, 1] iki parga tizerinde ayiralim. a bir araligin
i=1

ortasina diigerse aralik a noktasindan kesilir. Pargalanmalara gore, > |g(d;) — g(c;)]|
i=1
toplami biiytliyecektir. O halde, a = d,,, alalim.

[lk olarak [0, a] {izerindeki toplama bakalim. /z artan bir fonksiyon oldugundan

> lglds) = gle)| = 3|V - v < va=3

4



bulunur. Simdi de [a, 1] deki toplama bakalim:

Z|g _gcz|:

i=m-+1 i=m+1

- 3 V- val

“ d—Cz “ di_ci
o Z \/_+\/— Z 2\/5

i=m+1 =m+1

>_lgd) —g(e)l < Y lg(di) = gle)l + Z l9(d;) — g(cs)]

1 i=m+1

15
< —+e<?2
2+ €

olur. Bu da g(z) = /x fonksiyonunun [0, 1] araliginda mutlak siirekli oldugunu

gosterir.

Tanim 2.4 (Fonksiyonun Mertebesi). ¢(t) ve ¢(t) fonksiyonlar: ¢, noktasinin
herhangi €y civarinda tanimlanmig ve g(¢) # 0 kosulunu saglayan fonksiyonlar
olsun. (#p noktasinda g(t) = 0 olabilir. Bu nokta sonlu veya sonsuz olabilir.) O
halde,

i P

t—to ¢ t)
limiti

p(t) =o(g(t), t—to

seklinde yazilir ve t — ¢y da (t) fonksiyonu g(t) ye gore o-kiigiiktiir diye okunur.
Tanimdan gorildigi gibi ¢t — ¢y da ¢(t) = o(1) yazihiginin

lim p(t) =0

t—to

oldugunu, yani tg da ¢(t) fonksiyonunun sonsuz kiigiilen oldugunu gosterir [38].



Ornek 2.5. Tamimdan da goriildiigii gibi z — xo da @(z) = o(1) yazihs
lim, ., () = 0 oldugunu, yani, xy noktasinda ¢(x) in sonsuz kiigiilen oldugunu

gosterir. Keyfi p > 0 ve m igin

2P = o(z), v — 0F [limx_m xjp = lim,_,02? =0 oldugundan] ,
™ P =o(x™), r— 0" [limr_m % = lim, ,o2? =0 oldugundan] ,
™ P =o(x™), T — o0 [limgHOO x;n—,;p =lim, ,oox™?=0 oldugundan}
yazilabilir.

Tanim 2.6 (Yakinsama Hiz1). to noktasinin herhangi )y civarinda tanimlanmig tiim
t ler i¢in

eI < M gt)], t€Q, t#ty

esitsizligini saglayan M > 0 sayisi varsa o zaman t — ty da ¢(t) fonksiyonu g(t)

fonksiyonuna gore sinirhidir, denir ve

p(t)=0(g(t), t—to

seklinde gosterilir. t — to da () fonksiyonu g(t) ye gore O -biiyiiktiir diye okunur.
Ik kez o ve O simgelerini Landau kullandigindan bunlara Landau simgeleri denir

[38].

Ornek 2.7. Tanimdan goriildiigii gibi,  — 2o da ¢(x) = O(1) yazilis1, 2 noktasmin
herhangi bir civarinda ¢(x) in siirh oldugunu gostermektedir. Ayrica p € R ve

n € N i¢in,
¥ = O(x), v € [—a,a] [#* <alz] oldugundan],
sin(z) = O(1), cos(z) = O(1), x € (—o0,00)

esitlikleri de dogrudur.



Teorem 2.8 (Integraller i¢in Uggen Esitsizligi). w fonksiyonu [a, b] kapal araligimda

siirekli reel degerli bir fonksiyon ise

b b
w(t)dt‘g/ W) dt, a<b

dir [39).

Teorem 2.9 (Fubini Teoremi). u,v : [a,b] — R fonksiyonlar siirekli, her ¢ € [a, 0]
icin u(t) < v(t) ve B = {(t,s) :a <t <bu(t) <s<wo(t)} olsun. w: B — R

fonksiyonu siirekli ise

[ [eteia= [ ( /u;‘fw@,sms) "

vardir [38].

Teorem 2.10 (Maroni Esitsizligi). w(t) fonksiyonu [a,b] araligy {izerinde mutlak

stirekli fonksiyon ve w(a) = 0 (veya w(b) = 0) ile p > 1 ve % o+ % = 1 olmak iizere
-1

/ b <i>p dt < oo smurh olsun. O halde,

a \ r(t)

/ w (£ o (8)] dt < ; (/b (%)pldt)i (/abr(t) " (t)|th>q

dir [40].

Teorem 2.11 (Young Esitsizligi). w,z > 0 ve i—i—%} = 1 olacak sekilde 1 < p,v < oo
olsun. O halde,

1 1

wz < —wh + =2"

1 v

esitsizligi vardir [41].

Teorem 2.12. w, g € C([a,b] z [c, d]) olmak iizere p,q > 1 ve }D—&—é =1ile |w|”, |g|*
olsun. Iki kath integraller icin Hélder esitsizligi asagidaki gibidir [42].

b d % d
//|w Dldt < /\w P dt /\g(t)|th

Uyumlu kesirli integraller i¢in Holder esitsizligi asagida verilmistir:

1
q

7



Lemma 2.13. w, g € C[a, b] olmak tizere p,q > 1 ile 1—1) + % =1, a € (0,1] olsun. O

halde,
.
/w B dat < ﬂwwm ﬂWWM

esitsizligi vardir [43].

q

Uyar: 2.14. Yukanidaki esitsizlikte p = ¢ = 2 alinirsa, uyumlu kesirli integraller
igin Cauchy- Schwarz esitsizligi elde edilir.

Teorem 2.15 ( Cauchy-Schwarz Esitsizligi). « € (0, 1] olmak tizere uyumlu kesirli

integraller i¢in Cauchy- Schwarz esitsizligi

1
2 b 2

/w )] dat < ﬁw\m CIRE

seklindedir [43].

Tamim 2.16 (Uyumlu Kesirli Tiirev). f : [0,00) — R fonksiyonu verilsin. Tiim
t > 0vea € (0,1) olmak iizere o -mertebeden f fonksiyonunun uyumlu kesirli

tirevi

Do (f) () =t LD ZTO ) =i (D) (2)

e—0 g t—0

dir. f fonksiyonu (0,a) aralig: iizerinde o > 0 olmak iizere a—differansiyellenebilir

ise lim f(® (t) var ve tammlidir
t—0t

F0) = lim £ ().

t—0t

f@) (t) fonksiyonu, f nin a- mertebeli uyumlu kesirli tiirevini D, (f) (t) seklinde
de yazabiliriz. Ayrica, f nin « mertebeli uyumlu kesirli tiirevi var ise f fonksiyonu

a—diferansiyellenebilirdir, denir [43].

Eger (2.1) limiti var ve sonluysa f fonksiyonu ¢ > 0 noktasinda

a—differensiyallenebilirdir. Bu tanim i¢in agagidaki sonuclar verilir.

Teorem 2.17. a € (0,1] ve f, g fonksiyonlar1 ¢ > 0 noktasinda «a—

diferansiyellenebilir olsun. O halde,



i. Tim a,b € R i¢in D, (af + bg) = aD,, (f) +bD, (g),
it. Tm sabit fonksiyonlar i¢in f (¢) = A iken D, (A) =0,

iii. Do (fg) = fDu (g) + gD (f),

iv. D, (i) _ 9Da <f>g—2fDa (9)

v. Tim n € R igin D, (") = nt"~?,

vi. f, g(t) ftizerinde diferansiyellenebilir olmak ftizere D, (fog)(t) =
f"(g (1)) Da(g) (t) dur.

Tanim 2.18 (Uyumlu Kesirli Integral). o € (0,1] ve 0 < a < b olsun. f : [a,b] — R

fonksiyonu [a, b] tizerinde a-kesirli integrali olmak {tizere,

/abf (2) doz = /abf (z) 2 'd

var ve sonludur. [a,b] tizerindeki a-kesirli integrallerin tiimii L ([a,b]) ile gosterilir

[43).

Uyar1 2.19. «a € (0,1] igin

12 (F) () = I (11 ) = /

integrali genellestirilmis Riemann integralidir.

Teorem 2.20 (Kismi integrasyon). « € (0, 1] olmak tizere f, g : [a,b] — R tanumh

iki fonksiyon ve fg differansiyellenebilir olsun. O halde,

b b
/ f () Da (9) (x) dat = fg|z—/ 9(x) Do (f) () dax (2.2)

dir [43].

Teorem 2.21 (Jensen Esitsizligi). a € (0, 1] olmak iizere a,b,c,d € [0,00) olsun.

w:R =R veg:R— (¢ d) negatif olmayan ve siirekli fonksiyonlar olsun. Ayrica



ff p(t)dat >0 ve F : (¢,d) — R siirekli ve konveks fonksiyonlar olmak iizere,

- (ff w(t)g(t)dat> _ L w0)F (9(t)) dut
b = b
J, w(t)dat [Pw(t)dat

uyumlu kesirli Jensen esitsizligi vardir [35].

Teorem 2.22 (Taylor Formiilii). o € (0,1] ve n € N olmak {izere, f fonksiyonu

[0, 00) aralig: tizerinde n + 1 kez a— kesirli diferansiyellenebilir ve s,¢ € [0, c0) olsun.

O halde,

t

a Lo k T AN
r0=3 0 (S50 s+ [(F5T) prtror

dir. Taylor teoreminden yararlanarak kalan fonksiyon tanimlanir.

R_14(.,s) = f(s),

ve n > —1 i¢in

ifadesi vardir [35], [44].

10



3. OPIAL INTEGRAL ESITSIZLiGINE DAIR CESITLI
ISPATLAR VE GENELLESTIRMELER

Bu boliimde ilk olarak literatiirde bilinen Opial esitsizligi ve bu esitsizlik ile ilgili
olarak verilmig olan ¢aligmalardan bazilari ispatlariyla beraber verilecektir. Burada

sunulan teoremlerin bir¢gogunun genellegtirmelerine diger boliimlerde yer verilecektir.

Teorem 3.1 (Opial Esitsizligi). x () fonksiyonu [0, h] aralig) iizerinde mutlak siirekli
fonksiyon ve z (0) = x (h) = 0 olsun. O halde,

/O|x(t)x'(t)ydtg%/o 2 (¢)| dt (3.1)

dir. Burada % en iyi sabittir [4].
Ispat. Oncelikle ispat icin gerekli olan asagidaki lemmay1 verelim. O]

Lemma 3.2. py = 0, p; po, ..., p2i—1 negatif olmayan sayilar ve agagidaki kogullar
sagliyor olsun

D2 < P2ic1, P2 < poiv1, 1 <e<n. (3.2)

O halde,
2 n n
+ Zpgz 2 Zpgiﬂ (3.3)
i=0 i=0

n
[ (p2i+1 - pzi)
i=0

esitsizligi vardir.

Ispat icin tiimevarim yonteminden yararlamlacaktir. O halde, n = 1 icin

(pr+ps—p2)° +02 = p2HPE+2(p1—p2) (p3 — p2)

> pi+p;

elde edilir ve (3.3) esitsizligi saglanir. Diger yandan, (3.3) ifadesinin n—1 (n > 1) i¢in

dogrulugu kabul edelim ve n i¢in de dogru oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir.

11



Boylece,

[ n 2 n
(Pais1 = i) | + P
Li=0 i=0
[n—1 2 n
= (P2i1 — p2i) + (P2nt1 — p2n) | + Zpi
L i=0 =0
[n—1 12 a1 n—1
= (P2iv1 —p2i) | + ZP;Z + Dot + 2 (P2nt1 — Pan)
L i=0 _ i=1 =0
n—1 12 n—1
> (P2it1 — p2i) | + Zpgz + P
L i=0 | i=1
n—1
> Zpgi-i—l + Dot
=0

n
_ 2
= E Pait1
i=0

elde edilir. Simdi (3.1) esitsizligini ispatlayalim. Belirtilen aralikta

y(t) = / 2/ (5)] ds

tanimlanmig olsun. Dolayisiyla

oldugundan

dir. Diger bir deyisle
h
y(h) = / ! (1)) dt
0

(p2i+1 - p22‘+2)

(3.4)

(3.5)

olup bu bize belirtilen aralikta |2’ (¢)| nin ortalamasinin @ ifadesine esit oldugunu

gosterir. Bununla birlikte her iki tarafin karesi alinarak Cauchy- Schwarz esitsizligi

uygulanirsa,
h

v (h) < h / (! (£)) dt

12
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elde edilir. Yani, belirtilen aralikta (2’ (¢))* nin ortalamas y( Y pin karesinden daha
biiytlik veya egittir. Dolayisiyla ispati tamamlamak i¢in agagidaki esitsizligi gostermek

yeterli olacaktir.

4 / c(t)]e (B)]dt < 2 / g (8) |2 (O] dt = o2 (1). (3.7)

Bunun igin z (t) fonksiyonu [0,h] araligi tizerinde smirh sayida maksimum ve
minimuma sahip olsun. Ayrica, pips...,pa,+1 sayllarl maksimumu ve p, =
0,p2,..., P2n Pant2 = 0 sekildeki gibi olsun. Sekilden agikca goriiliiyor ki, (3.2)

kosullar1 saglanmaktadir.

3
pb...l -----------------------------------------------------------------

O R

) S

] SREVIES
1 1 I -
T T T T =t

0 h, h, h, L. Do

Sekil 3.1. x (t) fonksiyonun ekstremum noktalar: [10].

0 <14 < 2n+ 2 araliginda h; ler koordinat eksenindeki p; lere karsilik gelmek tizere,

2n+1

v = 3 [l

h21+1 n+1 ho;
= t)dt — / z’
Z hai Z hai—1
n n+1
= Z (i1 — p2i) — Z (p2i — pai-1)
i=0 i=1

= 2> (p2iv1 — Dp2i)
i=0

dir. Benzer sekilde,

h
/0 Z ( | dt Zp2z+1 ZpQZ

13



esitligi de gosterilebilir.(3.7) esitsizligi lemma sayesinde agik¢a goriiliir.

Keyfi bir z(t) fonksiyonu igin, Teorem (3.1) in kogullarin saglayan bir {z,, (¢)} dizisini
alalm. Oyleki, bu dizi sonlu sayida maksimum ve minimum degerlere sahip ve [0, A]
araligi lizerinde

lim z, (t) =2 (t), lm 2 (t)=2"(t)

n—oo n—oo

ifadesi saglanir. Dolayisiyla (3.1) esitsizligi

h h h )
/ e (02, (1)t < / (2 ()2 dt, n—12,..
0 0

integral igareti altinda limit alinarak elde edilir.

Uyar1 3.3. ¢ > 0 keyfi bir sabit olmak {izere,

(3.8)

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Egitsizligimiz [0, h] araligi tizerinde birinci mertebeden
sirekli fonksiyonlarin yardimiyla yaklagik olarak bulunur. Bu yiizden, (3.1)

esitsizligindeki % sabiti en iyi sabittir.

Bu formdaki egitsizliklerin Wirtinger ve Hardy tipinden ¢ikarilabilecegi gosterilse dahi,
Opial’ in sonucu en iyi sabitin elde edilmesinden dolay1 cok daha 6nemlidir. Ispatin
yayimlanmasindan kisa bir siire sonra (1960-1965) daha basit birkag ispat farklh
matematikgiler (Olech, Beesack, Mallows, Levinson ve dig.) [5], [6], [7], [8] tarafindan
literatiire sunulmusgtur. 1960 yilinda Opial’ in ii¢ sayfa siiren ispatina kargm Olech [5]
tarafindan pozitifligin gerek sart olmadigi mutlak stirekliligin yeterli oldugu gosterilir.

Simdi 1960-1965 yillar1 arasinda verilen ispatlar: sirasiyla inceleyelim.

14



Olech ispata:

z (t) fonksiyonu [0, k] aralig1 tizerinde mutlak siirekli fonksiyon ve z (0) =z (h) =0

olsun. O halde, (3.1) esitsizligi saglanlir. Ustelik esitlik durumu ancak ve ancak

t, 0<t<?
w(t) =0 (t) =
c(h—t), b<t<h

oldugunda gergeklesir ve burada ¢ keyfi bir sabittir [5].

Oncelikle
t
y(t)= [ [«'(s)lds
0
ve
h
z(t) = |z' (s)| ds
t
olarak secelim. Bdylece,
y (t) =" ()] = =2 (t) (3.9)
ve
Tl Sy ) ve @] <2(t), teon (3.10)

olur. (3.9) ve (3.10) ifadelerinin birlesiminden

/02 ()2 (O)|dt < /OZy(t)y’(t)dt (3.11)
1, (h
e
h h
§ |z (t) 2’ (O)|dt < —/l 2 ()2 (t)dt (3.12)

15



elde edilir. Son iki ifade taraf tarafa toplanilirsa,

[rosoasip@ o] o

olur. Diger taraftan Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanilarak,

7 (3)= ( / g" <t>|dt>2 <1 L opa (3.14)
2 (g) _ (/h o (t)|dt>2 < g/;\x' ()2 dt (3.15)

esitsizlikleri elde edilir. (3.13)-(3.15) esitsizlikleri birlegtirilerek,

/|x ®)]dt <2 /|g; )2 at

bulunur ve ispat tamamlanir. Burada Cauchy-Schwarz esitsizliginden elden edilen

ve

(3.14) ve (3.15) ifadelerindeki esitlik durumu ancak ve ancak |2/ ()| nin [0, 2] ve

[%, h} araliklarinda sabit olmasiyla saglanir.

Beesack Ispati:

1962 yilinda Beesack, Olech tarafindan verilen kosgullara ek olarak 0 < e <7 < h

aralig1 tizerinde Opial egitsizligini agagidaki gekilde ispatlanmigtir [6].

o< [ [|x’<t>|—§|x<t>rrdt
_ / [:v’(t)]th+/€T xigt)dt—Q/:%|93’(t)a7(t)|dt

2 / T%W () () dt < / (O dt + / ' ””"i@dt (3.16)

ve buradan

16



elde edilir ve burada esitlik ancak ve ancak z (t) = ct olacak sekilde saglanir. Simdi
kismi integrasyon yardimiyla bu esitsizligi ispatlayalim

2/€T%|x’(t):c(t)|dt _ [ /]x \ds /tQ/ 2/ (s) 2 (s)] dsdt
_ / 12/ (s |ds——/ 2 (s)z(s)ds  (3.17)
+2/€ " V 2 (s yds]

Buradan da, (3.16) ve (3.17) ifadelerinin birlesiminden,

/ o () ()|dt < [(x'(t)fdt (3.18)

+/Tl{x2(t)—2 |x’(s)x(s)|ds}dt+§ o () (1) de

2
t 0 0

bulunur. Dolayisiyla,
oldugundan
buldugumuz bu ifadeyi (3.18) esitsizliginde yerine koyalim. Boylece,

/|x |dt</ o () dt+ = /|x (t)| dt (3.19)

elde edilir ve burada esitlik yalnizca z () = ct igin saglanir.

2’ (t) € Ly (0,7) oldugundan, t — 0" a yaklagirken
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yani,

|z ()] < ktz

dir ve burada k£ > 0 bir sabittir. Dolayisiyla, Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

/|:c |dt<k;/0 t2 |x()|dt<%</ﬂ (z ’(t))th)% (3.20)

bulunur. (3.19) ve (3.20) ifadelerinden,

/ o (1) ()] dt < / (o (t))2dt+§% (/0 (= (t))zdt)é (3.21)

elde edilir. (3.21) ifadesinde yerine yazilirsa (3.19) esitsizligi e — 07 iken,

/ |l () x (¢)| dt < 2/0T (2 (¢))° dt (3.22)

elde edilir ki, burada x (t) = ¢t olmasi durumunda esitlik saglanir. Simdi (3.22)
esitsizliginde, z (t) = x (h — t) olsun. Boylece,

/07|x/(h—t)x(h—t)|dt§%/OT(x’(h—t))%it

esitsizligi elde edilir. s = h — t degisken degistirme iglemi yapilarak

/h - 12 (s) z (s)| ds < g /h - (2 (s)) ds (3.23)

bulunur. (3.22) ve (3.23) ifadelerinin birlesiminden 7 = 2 icin,

/ o () ()] dt < Z/Oh(x’(t))zdt

elde edilir.

Uyar: 3.4. Opial esitsizligi, z (¢) fonksiyonu ¢t = % noktasinda stireksizlige sahip
olsa bile, [O, %} ve [%, h} alt araliklariin her ikisinde de z (¢) fonksiyonu mutlak
stireklilik ve z (0) = z (h) = 0 olmasi durumunda saglanir. Yukaridaki ispattan

Opial egitsizligini ispatlamak icin asagidaki teoremin ispatini vermek yeterlidir.
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Teorem 3.5. z (t) fonksiyonu [0, a| aralig) tizerinde mutlak siirekli fonksiyon ve

z (0) = 0 olsun. O zaman,

/ |2 ()« (8)| dt < 2/Oa (2 (1)) dt (3.24)

esitsizligi vardir [10]. Dahasi1 burada esitlik, x (¢) = ¢t olmasi durumunda saglanir.
1964 yilinda Levinson bu esitsizligi kompleks degerli fonksiyonlara genisleterek
literatiire kazandirmigtir. Bazi genellestirmelerin kurulmasinda bu esitsizlik 6nemli

bir rol oynamigtir.

Levinson ispatl:

Son teoremin kogullar1 altinda x (¢) fonksiyonu kompleks degerli fonksiyonlara
genigletilir. Bununla birlikte (3.24) esitsizliginin sag tarafi 2 fo |2/ (t)|” dt olarak

degistirilmis olsun. Boylece, Cauchy-Schwarz egitsizliginden faydalanilarak,

/|x ()| dt < /Oa té/otx'(s)ds
(/Oa téfotx’(s)ds

— (4B)

a t
A= / t1 / 2’ (s)ds
0 0

B :/ Ha! (8)]2 dt
0

dir. A ifadesinin mutlak degerli kismi ele alinirsa,

[oa] < ([vew)
[(/Ot 1ds>§ (/Ot\x' @)%)T
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=

IN

N|=

bulunur. Burada )

dt

ve

2 2
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t
_ t/ o (s)2 ds
0

elde edilir. Bulunan bu ifade A da yerine yazilir ise,

A = /Oatl /Ot:c’(s)ds dtg/oatl (t/ot]x’(s)\zds)dt
_ /Oa</0t|x’(s)|2ds>dt

olur. Burada smirlar degistirilerek,

A = //|x'(s)]2dtds
0 s

= [a-9uera

2

olacagindan,

A< /0 (a—1) |2 (O dt (3.25)

ifadesi bulunur. Elde edilen ifadeler aritmetik geometrik ortalama egitsizliginde

yerine yazilir ise,

A+ B

N
AN

(AB)

(AB)? < %K/Oa(a—t)\x’(t)\th)+/0at]x’(t)]2dt}

< 5[ wra
2 0

N|=
N

elde edilir. Son olarak esitlik durumu igin x (0) = 0 sartin1 saglayan x (t) = ct
fonksiyonu i¢in 2’ (t) = ¢ oldugu gbz ontine alinarak yukaridaki ispat yontemiyle

tamamlanir [8].
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Mallow Ispata:

€ [0, a] olmak tizere,
olarak ifade edilirse,

dir. Dolayisiyla,

(3.26)

/ @ ()2’ ()] dt

AN
[\
O\Q
N
—~
~
~—
QQ\
—~
~
~
QL
~~

olur. Burada, Cauchy-Schwarz esitsizligi yardima ile,

= (/0 |2 (¢)] dt>2 < a/Oa (2 (1)) dt (3.27)

elde edilir. (3.26) ve (3.27) birlesiminden (3.24) ifadesine ulagihr. Ayrica, daha 6nceki
teoremlerde oldugu gibi (3.27) ve (3.24) ifadelerinde de yalnizca x (t) = ¢t oldugunda

esitlik s6z konusudur [7].
Hua ve Pederson Ispati:

x (t) fonksiyonu [0, a] aralig1 tizerinde mutlak siirekli fonksiyon ve = (0) = 0 olmak

izere, 0 < s<tve0<t<aicn

olsun. Oyleyse,

/\x Wt = | |2 @) dt

i /Ot 2’ (s)ds
/0 ' /0 | ()] |2 (0)] disde (3.28)
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dir. Integrasyon sirasi degisimiyle,

//‘x ) 2" ()] dsdt = //|3: )2 (t)| dtds

elde edilir. Diger yandan,

/Oa/()a|w'(3)|’x’(t)!dtds:/oa/os |;1:’(s)|]x’(t)]dtd8+/0a/sa|ﬂf/(5)|’x/(t)’dtds

yukaridaki egitlikte sagdaki ikinci integralin integrasyon sirasi degistirildiginde,
0 <s<ave0 <t < akaresi lizerindeki integralin yarisina esittir. Mallow [7]

tarafindan verilen ispattaki gibi Cauchy- Schwarz esitsizliginden yararlanilirsa,

/Oa/0a|x'(8)||m’(t)|dtds = 2/0a/08|x’(3)”x’(t)|dtds

//’m (B dsdt = //\x (t)| dsdt
4 %(/Oa|x’(t)|dt)2

5| o a

esitsizligi bulunur. (3.29) ifadesi (3.28) de yerine yazilir ise,

/\x )dt < /Oa/0t|x’(s)\|x'(t)|dsdt
< 5 [ word

Opial esitsizligi farkl 6lgiiler kullanilarak agagidaki gibi genellestirilebilir.

(3.29)

IN

ispat tamamlamr [9], [45].

Teorem 3.6 (Hua Genellestirmesi). z (t) fonksiyonu [0, a] aralig: iizerinde mutlak

siirekli fonksiyon ve x (0) = 0 olsun. Ayrica [ pozitif bir tamsay1 olsun. O halde,
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asagidaki esitsizlik vardir

a l a
/ |2 (t)x’(t)]dtgL/ 2 (8)) dt. (3.30)
0 [+1 )
Ispat. Teoremin ispat1 icin p = [ + 1 ve ¢ = HTl icin Holder esitsizliginden

yararlanildiginda,

/Oa}xl(t)x'@)\dt _ l/0a|;1:’(t1)]

l/oa|x/(t1)|/ol |2 ()2 ()| dtdty

t1
/ a:ll(t)x’(t)dt‘ dt,
0

IN

_ l(l—l)/0a|x’(t1)|dt1 /Oa|x'(t2)|dt2 /OQ‘xZQ(t)x’(t)‘dt

IN

i / / 12 (4)2 () o (tin)| drlt by
0<t1 <ts<...<t141<a

< @ /a|x’(t)|l+1dt
= 1+1 ),

ispat tamamlanir [9)]. O

Uyar: 3.7. Hua tarafindan verilen genellestirmenin herhangi bir [ pozitif sayisi igin
ispat1 agiktir. Buna ragmen [ > 0 u¢in ispat1 bagarisizdir. [ > 0 ¢¢in bu ispat Wong

[24] tarafindan verilmigtir. Mallow ispatindaki gibi

y (t) :/0 |2 (s)|ds, t€][0,a]

olarak alinirsa

()] < y(t)

olur. Dolayisiyla,
/]:c’(t)x’(t)|dt < /yl(t)y’(t)dt
0 0

23



_ 1 I+1
- o1+1Y (a)

bulunur. Burada Holder esitsizliginden yararlanilarak [ > 0 i¢in ifade edilir. Benzer
bir ispat da I > 1 i¢in Wong ¢aligmasindan bir yil énce 1966 yilinda Yang [46]

tarafindan literatiire sunulmustur.

Uyar: 3.8. 1979 yilinda Hou [47] goriiniige gore yapilan ispatlardan habersiz olarak
asagidaki esitsizligi ispatlamigtir.

e lde< 2 (14 P /a
[ owwlas 2 (e 2)

Burada n =[] ve | — n = p dir. p = 0 igin yani [ pozitif bir tamsay1 iken yukaridaki

a? (8) (¢ ()" dt.

esitsizlik saglanir. Buna ragmen tiim [ > 0 i¢in Hua genellestirmesinin ispatini

vermez.

Teorem 3.9 (He ve Wang Genellegtirmesi). z (t) fonksiyonu [0, a] aralig izerinde
mutlak siirekli fonksiyon ve x (0) = 0 olsun. Ayrica [ pozitif bir tamsay1 ve

0 < a < B < a keyfi sayilar olsun. O halde,

? l / ﬁl
/a 2! (t) 2 ()] dt < 1

esitsizligi vardir. Ayrica bu teoremde yalnizca z(t) = ct oldugunda egitlik saglanir

148].

H—ld / t)’l-i-l dt

[+1

Ispat. Kabul edelim ki,

¢ / l+1
=5 ] ds — |x )’ (s)| ds

fonksiyonu [0, a] aralig: tizerinde mutlak siirekli ve f’(¢) hemen hemen her yerde var

olsun. O halde,

/ o [ -1 ! / I+1 tl / +1 l /
£ = ot [ WO ds g O = e 0]
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dir. Bununla birlikte Hua genellestirmesi de dikkate alindiginda

¢ I+1
/ ’x/(s)’l+1 dS +
tl
0

v

/Ot x' (s)2'(s)ds

vardir ve buradan da

Burada w =t |2/(t)| ve z = |z(t)| olmak {izere yerine yazilirsa

|2 @) He@)™

! l r
@@l < —=5 5
()] ()] < ! /(1)) + - (1) (3.32)
- l+1 l+1t

(3.31) ve (3.32) benzer ifadelerinden f'(¢) > 0 ve buradan 5 > « i¢in f(8) > f («)

oldugu agiktir. Bu teoremde ancak ve ancak x(t) = ct oldugunda esitlik saglanir. [

Teorem 3.10 (Yang Genellestirmesi). p(t), 7(t), q(t) pozitif, siirekli fonksiyonlar ve

q(t) fonksiyonu (a, ) araligl iizerinde artmayan bir fonksiyon olmak iizere,

r , 1 [mdt [T o
[aweor o< [ [nan@wra e

vardir [46]. z (t) fonksiyonu [a, 7] aralig: tizerinde mutlak siirekli fonksiyon, z (a) = 0

xQ(t):O(ﬁ/atz%), t—at

olsun. Yukaridaki ifadede eger ¢(t) sabit ya da x(t) = 0 ise esitlik vardur.

ve
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Teorem 3.11. p(t) fonksiyonu [a, 7| aralig) tizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon,

faT pc(lt) < oo smurh ve ¢(t) fonksiyonu [a, 7] aralig: tizerinde pozitif, siirli ve artmayan

bir fonksiyon olsun. Ayrica x (t) fonksiyonu [a, 7| aralig: tizerinde mutlak siirekli
fonksiyon, z (a) = 0 olsun. Boylece, Yang'in genellegtirme teoremi saglanilir. Burada

eger ¢(t) sabit ya da x(t) = ¢ " ds_ise ancak ve ancak esitlik durumu vardir.
a p(s)

Ispat. Kabul edelim ki,

B / V) [ (s)]ds, € [a,7)

olsun. Boylece
=Vq(t) |2’ (t)
dir. ¢(t) fonksiyonu [a, 7] araligi {izerinde artmayan bir fonksiyon oldugundan,

@) < [ |2’ (s)]ds

= ——=y(t) (3.34)
ifadesine ulagilir. ¢/(¢) tanimindan ve (3.34) faydalamldiginda,

/ ) () ()] dt < / Ty (bt

= (1) (3.35)

elde edilir. y(t) fonksiyonunun tammi ve Cauchy- Schwarz esitsizliginin yardimiyla,

(7)) = /\/_\/7@ |dt>2
| () ) ([ cvrmmeoya)

26



| [ o @ a (330

p(t)

olur. Béylce elde edilen (3.35) ve(3.36) ifadelerinin birlegimiyle

r , 1 [T dt [T o
[ e wlie< 5 [ [ o @)

esitsizligin ispati tamamlanir. ]

Teorem 3.12. p(t) fonksiyonu [r, 8] aralig: tizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon,

Tﬁ ]% < oo sinirh ve ¢(t) fonksiyonu [7, 4] aralig tizerinde pozitif, siirli ve azalmayan

bir fonksiyon olsun. Ayrica x (t) fonksiyonu [r, §] aralig: tizerinde mutlak siirekli

fonksiyon, z (8) = 0 olsun. O halde,

8 / 1 /% ar [P o,
[ awrwaola<s [ oan@ora @

dir. Burada eger ¢(t) sabit ya da z(t) = ¢ ff 1% ise esitlik durumu vardir.

Sonug 3.13. ¢(t) fonksiyonu [a, 5] araligi tizerinde pozitif, smirli ve monoton
bir fonksiyon olsun. Ayrica x (t) fonksiyonu [a, §] araligl tizerinde mutlak siirekli

fonksiyon, = (a) = z (8) = 0 olsun. O halde,

8 o [P ,
[ oo o< 750 [ @) a

esitsizligi vardir. Bu esitsizligin ispati i¢in p(¢) = 1 se¢mek ve Teorem 3.11 ve Teorem

3.12 nin ispatlarini takip etmek yeterlidir.

Teorem 3.14. z (t) fonksiyonu [0, a] aralig) iizerinde mutlak stirekli fonksiyon ve

2 (0) = 0 olsun. Oyleyse I,m > 1 icin asagidaki esitsizlik

/anx(t)\l\x’(t)\mdtg mn l/oa\:c’(t)\“mdt (3.38)

a
[+ m

vardir.

Ispat. Kabul edelim ki,

y(t) :/0 |2'(s)|" ds, t€[0,a]
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olsun. Oyleyse

esitligi vardir. Burada m ve —; indisleri ile integraller i¢in Holder esitsizliginden
faydalanildiginda,

m—1

o) = [worass([a) " ([wors)
< ¢ (/Ot|a:’(s)|m ds)il 't €10,a]

3=

elde edilir. Buradan,

[ ety ora s [« woF) v

elde edilen ifadeye Hua genellestirmesi Teorem 3.6 uygulandiginda,

a L a
[ roreora < o o) a (3.39)
0 0

L1

m (m—-1) L

< a m a EH, te|0,a
A (0) 0.
egitsizligi bulunur. y(a) ifadesine HTm ve HTm indisleri i¢in Holder egitsizligi

uygulanirsa,

s (3.40)
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esitsizligi bulunur. O halde, (3.39) ve (3.40) ifadelerinin birlesiminden

/O el 1 (1) d / ) de

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir. ]

Uyar1 3.15. z (t) fonksiyonu [0, a] aralig) iizerinde mutlak siirekli fonksiyon ve

2 (0) = 2(a) = 0 olsun. Oyleyse [ > 0, m > 1 icin asagidaki esitsizlik

[ et ora < = (5) [ o a

vardir.

Teorem 3.16. ¢(t) fonksiyonu [a, 8] aralig: iizerinde pozitif, sinirli ve monoton
bir fonksiyon olsun. Ayrica x (t) fonksiyonu [a, §] araligr tizerinde mutlak siirekli

fonksiyon, = (a) = z () = 0 olsun. Boylece [ > 0, m > 1 igin,

g l m l g I+
[ ool @ras 2= @-a) [ alor

esitsizligi vardir.

Teorem 3.17 (Maroni Genellegtirmesi). p(t) fonksiyonu [a, 7] aralig1 iizerinde pozitif
ve siirekli bir fonksiyon, [T p'#(t)dt < oo smirh ve g > 1 olsun. Ayrica x (t)

fonksiyonu [a, 7] aralig) tizerinde mutlak siirekli fonksiyon, z (a) = 0 olsun. O halde,

R E] Tpl-%t)dt)i ([ w0 |x'<t>|”dt)i

egitsizligi vardir ve burada % + % = 1 dir. Bununla birlikte esitlik durumu ancak ve

ancak z (t) = ¢ [ p'#(s)ds oldugunda miimkiindiir [40].

Ispat. Kabul edelim ki,

olsun. Oyleyse



esitligi ve
y(t) > [a(t)]

ifadesi vardir. Burada p ve v indisleri ile integraller i¢in Holder egitsizliginden

faydalanldsginda,
[ ewawla < [ vovod
=
- 5 ([ wor)
- ([ rarowo)
< ([ rrwm) ([ wowora)
elde edili -

Teorem 3.18. p(t) fonksiyonu [a, 5] aralig1 tizerinde pozitif ve siirekli bir fonksiyon
, ff pTH(t)dt < oo smirh ve p > 2 olsun. Ayrica x (t) fonksiyonu [a, 3] arahig:

tizerinde mutlak siirekli fonksiyon, z (a) = = (8) = 0 olmak fiizere,

/ 0 <ik ( / o) m’un%w)3

esitsizligi vardir ve burada l% + % =1ile

K:/anl“(t)dt:/Tﬁpl“(t)dt

(\V]

dir.

Ispat. Teorem 3.17’ {in ifadesinden ve

A+ < (a+b)>, ab>0, A>1
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yukaridaki egitsizlik ile g > 2 ve 1 < v < 2 kogullarindan yararlanilir ise,

/ e @l < 5 ( /anWt)dt)f‘( /;p@)\:c'(tn”dt)i
+% (/Tﬁpl_“(t)dt)

2

( / o)

T

(VAN
DN | =
=
I/~

——
sy
i~
=
5
QU
~
N———
<

elde edilir. ]

Teorem 3.19 (Patchpatte Genellegtirmesi). p(t) fonksiyonu [a, 7] aralig: tizerinde
pozitif ve siirekli bir fonksiyon, faT o < 00 siurh ve ¢(t) fonksiyonu [a, 7] aralig
tizerinde pozitif, simirli ve artmayan bir fonksiyon olsun. Ayrica i = 1,2 ig¢in z; (t)
fonksiyonu [a, 7] araligi tizerinde mutlak siirekli fonksiyon, x; (a) = 0, i = 1,2 olmak

uzere

IN
NN
s\‘

‘&

~

s\‘
g~

—~~

=

=)

—~

N

§

_|_

=

[\l

Jon

Y

~

esitsizligi vardir [14].

Ispat. i = 1,2 i¢in

olmak {izere

dir ve
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< % Va(s) 1(s)] ds

zi(0)] < ——==uwi(t)

elde edilir. Dolayisiyla,

/ Calt) [l ()2 + |2 (s (b)) e
< / () [Lyl (Va0 t) + (D) 2O (1)
= /. Va(t) Va(t)
S / " (t) + o (1))
— [ (oo
= yi(7)y2(7)
<

S [ + ()] (3.41)

olup son adimda ab < 3 (a® + b?) temel egitsizliginden faydalamlmstir. i = 1,2 icin

y;(7) fonksiyonu asagidaki gibi yazlabilinir,

VI )
y; (1) = ( / m\/p(t)q(t)l ‘()] dt) .

Elde edilen ifadeye Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa,

yi (1) :/TI%/Tp(t)q(t)\x;(t)]th

dir. ¢ =1,2 dgin y;(7) fonksiyonlar1 hesaplanp (3.41) ifadesinde yerine yazildiginda

/ Calt) [l (2] + |2 (0] dt
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< 5[ =5 [ poao 4o +laor] d

ispat tamamlanir. O

Teorem 3.20 (Godunova ve Levin Genellegtirmesi). f(¢) fonksiyonu [0, 00) araligy
tizerinde konveks ve artan bir fonksiyon ve f(0) = 0 olsun. Ayrica z (¢) fonksiyonu

[a, 7] aralig1 lizerinde mutlak siirekli fonksiyon, x (a) = 0 olsun. O halde,

/f|x V1 (1 |dt<f(/ o (¢ |dt) (3.42)

esitsizligi vardir [49].

Ispat. Kabul edelim ki,

:/ 2 (s)| ds, ¢ € a,7]

olsun. Oyleyse,
dir ve

olur. Boylece,

ifadesi elde edilir ve ispat tamamlanir. ]
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Uyar1 3.21. Teorem 3.20 ifadesinde [ > 0 i¢in f(t) = ¢! segildiginde asagidaki

esitsizlik saglanir

[ oo s 5 ([ o) o (3.43)

Burada (3.43) esitsizliginin sag tarafina [ + 1 ve 1 indislerine gére integraller i¢in

Bt
Holder esitsizligi uygulanirsa Hua genellegtirmesi (3.30) elde edilir.

Agagidaki teorem, Teorem 3.20 in ilging bir sonucudur.

Teorem 3.22. f(t) ve g(t) fonksiyonlar [0, c0) aralig: tizerinde konveks ve artan
fonksiyonlar olmak iizere, f(0) = 0 olsun. Bununla birlikte p(¢) fonksiyonu [a, 3]
aralig1 tizerinde pozitif ve ff p(t) = 1 olsun. Burada x (t) fonksiyonu [a, 5] aralig:

tizerinde mutlak siirekli fonksiyon, z (a) = = (8) = 0 olmak iizere,

[ sl oia<es (7 ([Co00(50))) 6

esitsizligi vardir.

Ispat. ¢(t), [c,d] aralig1 iizerinde konveks bir fonksiyon ve tiim ¢ € [a,b] icin

¢ <1(t) < d olmak iizere r(t) kesin pozitif bir fonksiyon ise

(fw ) IP @) r
[Pr(tydt )~ fmt

integraller i¢in Jensen esitsizligi vardir.

T € |a, ] olmak iizere x (t) fonksiyonu [a, 7| aralig1 tizerinde Teorem 3.20 hipotezlerini
saglar. Dolayisiyla esitsizlik (3.42) saglanir. [r, §] aralig1 igin x (t) mutlak siirekli
fonksiyon ve z (8) = 0 oldugundan,

B8
_ / 2/(s)] ds, te[rf

tanimlanir. Boylece Teorem 3.20 benzer sekilde ispatlanabilir. O halde,

/f Flz @2 ()] dt < f (/B E26] dt) (3.45)
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dir. 7 € [a, f] i¢in agagidaki gibi segilir ise,

/aT |2 ()] dt = /TB |z’ (t)| dt = %/j 2’ (1) dt

(3.42) ve (3.45) esitsizliklerinin birlesimiyle

/f (1)) |2’ ( )|dt<2f( / ' (t |dt) (3.46)

elde edilir. Daha sonra ¢(t) fonksiyonunun konveksliginden ve Jensen esitsizliginden

B |t B Ir(t
(L5 ))dt)_f o (5 )dt

S p(t)d S ol

elde edilir. Dolayisiyla ff p(t) = 1 oldugu ve ¢(t) fonksiyonun artanligi géz oniine

; /f [« ()] dt < g ( / y <‘§p8') p(t)dt) (3.47)

bulunur. Son olarak (3.46) esitsizliginde (3.47) esitsizligi ve f fonksiyonunun

alinirsa

artanligindan faydalanilirsa ispat tamamlanir

[ stz (o ([ s (20)

]

Teorem 3.23 (Rozanova Genellegtirmesi). f(¢) ve g(t) fonksiyonlar: [0, 0c0) araligy
tizerinde konveks ve artan fonksiyonlar olmak iizere, f(0) = 0 olsun. p(t) > 0 ve
p'(t) >0, t € [a, 7] olmak {izere p(a) = 0 olsun. x (¢) fonksiyonu [a, 7] aralig) izerinde

mutlak siirekli fonksiyon, x (a) = 0 olsun. O halde,

[ s (500 5 (v (0 ) e <5 ([ 0 ("0 ) ) a9

vardir. Esitlik durumu yalmizca z(t) = ¢p(t) kosuluyla saglanir [10].

:/ |'(s)| ds, t € [a,T]
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olsun. Oyleyse,

y!(t) = 2" (t)]
dir ve
y(t) = [x(t)]
olur. Integraller icin Jensen esitsizliginden yararlanilarak,

(E—)—()

ds (3.49)

elde edilir. Elde edilen (3.49) ifadesi esitsizlikte

[ #os () (ot (—'))dt

ifadesi bulunur ve ispat tamamlanilir. O
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4. UYUMLU KESIRLI INTEGRALLER ICIN BAZI OPIAL
TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, uyumlu kesirli integral - tiirev kavramlar: incelenerek Opial tipli yeni
egitsizlikler elde edilecektir. Asagida verilen uyumlu kesirli tiirev ve integraller i¢in

detaylh gekilde 23], [50]- [53] referanslari bakilabilir.
Tanim 4.1. « € (0, 1] olmak tizere ¢ > 0 i¢in

WG EFC |
Da (f) (t) = lim Do (f)(0) = limDy (f) (t),

e—0 g t—0

limiti saglaniyorsa f ye a-diferansiyellenebilir, denir [29].

f fonksiyonu diferansiyellenebilir ise,

Da () (1) =125 )

dir.

Teorem 4.2. f: (a,b) — R diferansiyellenebilir ve 0 < o < 1 olsun. O halde tiim
t > a i¢in

Do f (1) = [ (1) = f(a)
dir.

Teorem 4.3. Kabul edelim ki f : [a,00) — R araliginda tanimh, £ (t) siirekli ve

a € (n,n + 1] olsun. O zaman, tiim ¢ > a igin

Dol f (t) = f(t)

vardir.
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Uyumlu kesirli integraller i¢in Opial esitsizligi, agagidaki gibi ifade edilir [54].

Teorem 4.4. o« € (0,1] ve u fonksiyonu (0,h) araligr iizerinde «-kesirli
diferansiyellenebilir ve u(0) = u(h) = 0 olsun. O halde, uyumlu kesirli integraller

i¢in Opial egitsizligi,

/|u |dt<—/ D (u) (O dot (41)

seklindedir.

Teorem 4.5. « € (0,1], u : [a,b] — R a-kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon ve

u(a) = 0 olsun. Boylece, agagidaki esitsizlik

[ @ Do) da < =2 [ (Do) dus

vardir.

Ispat. Genelligi kaybetmeden, a = 0 oldugunu varsayalim. O halde [0, 7] {izerinde

T

Fla) = % /0 (Dou(t)? dut — /0 " u(t) Dou(t)] dot

fonksiyonunu tanimlayalim. Boylece her = > 0, i¢in F(x) in uyumlu kesirli tiirevi

alinirsa

1

D,F(z) = 5 /090 (Dau(t))? dut + % (Dou(z))? — |u(z) Dou(z)| (4.2)

dir. Uyumlu kesirli integral i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden yararlanarak,

/0 " Dau(t)dat| < /0 " Dou(t)) dot
() ([ mores)

e /|Dau 2 dot (4.3)

u(z)] =

IA

ve bdylece
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dir. (4.2) de (4.3) esitsizligini yerine yazalm ve A%+ B? —2AB > 0 temel esitsizligini

kullanarak,

A=u(z)|, B= %Dau(x)

olarak segelim. O halde, (4.2) ifadesi

DoF(z) = % Jul)” + % [Dau(a)|* — [u(z) Dau(x)|

2 a

= % [|u(x)|2 + %Dau(x) -2 %u(m)Dau(m) ]
> 0
seklini alir. Buradan da, D, F(z) > 0 oldugundan ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.6. a € (0,1], w: [a,b] = R, a-kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon ve

u(a) = 0 olsun. O halde, p >0, ¢ > 1 i¢in

/ab [u(2)|P | Dou(x)|* dox < d (ba _ aa)p/ab(mau(xqudax

P+q a

esitsizligi vardir.

Ispat. Genelligi bozmadan, p > 0 ve a = 0 oldugunu kabul edelim. [0, z] iizerinde

Flz) = /yDu B dot — /\u OF |Dau()| ot
app+q

olsun. Hemen hemen her z > 0 igin

D F(z) = 2 (“’ )p 1/ | Dou(t)[H dut (4.4)

P+q

q x* P ()P w(z)9
+m( )|Du< P ()P | Da()]

dir. r ve p 4 ¢ indislerine gore uyumlu kesirli integraller i¢in Holder esitsizliginden

/ Dou(t)dat| < / | Dou(t)| dat
0 0

39
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bulunur. Boylece,

(2)"" ) < [ (Do) du (1.5

:L»a
elde edilir. Bu nedenle (4.5) in (4.4) de yerine konulmasi ve ¢ > 1 durumu kullanilarak

asagidaki esitsizlik elde edilir

AN g [(z*\"
DuF) = () P+ L (D) Do) o) D)

«

V
<
/~

&) e+ L (2

p
) | Du(x) P — |u(x) P | Dyu(x)|?
° L (Z) IDau@) - o) |Daata)

o p+q o
p p+q q T pLL‘
— |u(z + —— | —Dyu(zx — |u(x —Dyu(zx
pq()| pq(a ()) |()|Q (z)

> ()

Burada S = 2, Sy = L, A = |u(x)™ ve B = (ﬁDau(x))erq olarak

p+q’ p+q’ e

|

secilmesiyle,

S1A+ S,B — A% B% >

ve

Si+ 5 =1

oldugundan aritmetik geometrik ortalama esitsizligi sifirdan biiyiik esittir. Dolayisiyla,

F(b) = fob D,F(t) dot > 0 dir ve ispat tamamlanir. O
Teorem 4.7. o € (0,1] olmak tizere u : [a,b] — R, n-defa a- kesirli
diferansiyellenebilir fonksiyon ve u(a) = Dyu(a) = ... = D" lu(a) = 0 olsun.

O halde, p > 0, ¢ > 1 i¢in

/ab lu(z) " |Dyu(x)|" doz < q (ba - ao‘>"p /ab(DZ“@))qu"‘x (4.6)

p+1 «

dir.

40



Ispat. Kabul edelim ki,

t tn—1 t1
g(t)z// / |D™u(x)| doty ... dotn—1do

olsun. Bu durumda,

Dag(t), ... Dy g(t) 2 0

ve

Dig(t) = |Dgu(t)] =0,
g(t) = fu(®)],
esitsizlikleri vardir. Burada
Dug(t) = | Dgg(x)dax

ifadesinden

elde edilir. Dahasi,

/ (@) | D) ot

IN

b
/ (9(2))? | D2u(2)? doc

IN

/ab ( - ) (Dag(@))"(Dig(2)) doc

[

2P

IN

(D2g(x))(Dog(a)) da
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esitsizligi vardir. Buradan da, Teorem 4.6 dan faydalanilarak,

b
[ @ IDgu) da
b — g\t
(8]
b — q (n—1)p q b — q®\P [P y
(") S5 (55T [ ety

- L () [y

p+1 «

p

IN

| 9t (Dyg@)rds

IN

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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5. UYUMLU KESIRLI INTEGRALLER ICIN
KONVEKSLIK YARDIMIYLA OPIAL TiPLI
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, Uyumlu kesirli integraller ve tiirevler i¢in énemli olan ve ispatlarimizda

da kullanacagimiz asagidaki lemmay1 vererek baglayalim.

Lemma 5.1. D uyumlu diferansiyel operator (2.1) de oldugu gibi verilsin, burada
a € (0,1 ve t > 0, ve f ve g fonksiyonlarimin a-diferansiyellenebilir oldugunu

varsayalim. O halde,
i. D,(Int)=1t"°,
ii. D, [ I1f(ts) das} — f(t,1) + [ Do [f (t, )] dus

iii. [7f(2) Da(9) () duz = fol', — [ g (2) Da (f) () doz

dir [29], [55]- [57).

Teorem 5.2. « € (0, 1] olmak tizere p fonksiyonu siirekli ve pozitif D* (p(t)) > 0
olsun. Ayrica g, F' fonksiyonlar1 [0, 00) aralig: iizerinde konveks ve artan fonksiyonlar

olsun. Eger u : [a,b] — R a-kesirli diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve u(a) = 0 ise,

/a b Dap(t)g ('gj;gi ‘) F' <p(t)g ('Zg; |)) dyt (5.1)

< ([ o (55 )

esitsizligi vardir. Eger F' konkav ise o zaman (5.1) egitsizliginin tersi gegerlidir.

O Zaman

Ispat. y(t) = fcf |Dyu(s)| dys fonksiyonunu goz 6ntine alalim, yani

Day(t) = |Dau(t)|
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dir ve

y(t) = Ju(t)]

esitsizligini saglar. g fonksiyonunun artanhigindan ve uyumlu kesirli integraller i¢in

Jensen esitsizliginden yararlanilarak
wOl _ (v
g =~ g
p(t) p(t)

t Do‘u s
= g (f Dap(s |Dap(s)|d 5)

fDap Ydos

(e o
[ () o (52
o [ () ([ e (3 )
< [ 0r ([ Dustors
- ([ ()49
- ([ (3549

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

IN

Sonug 5.3. Teorem 5.2 nin hipotezleri altinda eger g(s) = s segilirse,
b b
/ | Dou(t)] F' (Ju(t)]) dot < F (/ | Dou(t)| dat) (5.3)
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elde edilir.

Uyar1 5.4. Eger Sonug 5.3’ de F(s) = %segilirse (5.3) esitsizligi

[ o) < ([ 1patoia)

yukaridaki ifadeyi saglar. Uyumlu kesirli integraller icin Cauchy-Schwarz

2

esitsizliginden yararlanilarak,

/ab [u(t)] | Dau(t)] dat < % (/ab Dou(®) dat>2

b* — a®

ol IR

elde edilir ve bu egitsizlik Sarikaya ve Bilisik tarafindan [54] de ispatlanmigtir.

Sonug 5.5. Eger F(s) = ‘j:::ll, n >0 ve g(s) = s segilirse, Teorem 5.2 hipotezleri
altinda
/b|D O F (lu(t)]) dat < o /b|D ()" dat
U u < ol b
a a(m+1) J,

elde edilir.

n+1

n

Ispat. = 4+ - =1 icin n ve

ot indisleri ile uyumlu kesirli integraller i¢in Holder

esitsizligi uygulanir ise,

/ab|Da“<t>|F’<lu(t)|)dat < ( /ab|DozU(t)|dat>n+l

n+1
1 b n b -
< dnt | Dou(t)]"™ dyt
n+1\J, a
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. O]

Teorem 5.6. a € (0, 1] olmak iizere p pozitif, siirekli bir fonksiyon ve p(0) = 0
olsun. ¢ fonksiyonu [0, co) araligi tizerinde konveks, artan ve ¢(0) = 0 olsun. Ayrica
g, F' fonksiyonlarinin [0, 00) {izerinde konveks, artan fonksiyonlar ve

p.(Fo2) 09 (p) < (o) 54)

45



olmak {izere
/ Dap <|Dau(8)|> das
(s)
seklinde tanimlansin. Eger u : [a,b] — R a-kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon ve
[ Dau(t) )) ,( (|U(t)|>>
F' ( p(t dot
e (et (5505 D9 000

< o(f o (5550) )
Dap(t

olur, burada h fonksiyonu [0, 00) araligi tizerinde konkav ve artan olmak tizere

¥(r) =rh (¢(3)) ve ®(r) = F(r)h (¢ (2)) dir.

Ispat. Kabul edelim ki,
t
:/ |Dou(s)| dos

Day(t) = [Dau(t)]

u(0) = 0 ise o zaman,

-

olsun. O halde,

ve

y(t) = Ju(t)]

ifadeleri vardir. ¢ fonksiyonunun artanligindan ve uyumlu kesirli integraller icin

Jensen egitsizliginden,

piong () gzwm(§%>—p®g<%fmaww?w )
< / Dapl(s (‘D‘”“E;)’> dos = 2(t) (5.5)

elde edilir. O halde, F' konveks fonksiyon oldugundan (5.5) esitsizliginden ve Teorem

2.17 nin (vi) 6zelliginden yararlamlarak,

[ (o (12 s (22
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A
>
~

IA
>

elde edilir. Ayrica ¢ fonksiyonunun konveks olugundan, (5.1) esitsizligini uygulayarak

ve h fonksiyonunun artanhgi kullanilirsa,
b
IDQU(t)|)> : ( (IU(t)|)>
D, F da
/0 v ( 0" ( Dap(t) PE)s p(t) t

b F(z(b) . _t

& —) dot

0 20 %)

< h ( F(z(b ) F (2(b))

F(z(b))h (¢ (%)) = O(z(b))
- o[ oo (5281)

elde edilir ve ispat tamamlanir. O

IN

Teorem 5.7. a € (0, 1] olmak iizere p pozitif ve siirekli bir fonksiyon, D* (p(t)) > 0
ve g, F' fonksiyonlar [0,00) araligl {izerinde konveks ve artan fonksiyonlar olsun.

Eger u : [a,b] — R n-kez a-kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon ve u(a) = Dyu(a) =
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.= D" u(a) = 0 ise o halde,

[0}

LZ%M”anin!CQ;“)W”gﬁﬁy)F(M”QC§?)>%t
: bia/abF (b= a) Dap(t)g <(n_11)! (ta ;aa)n_l %)] dat (5.6)

esitsizligi vardir.

Ispat. Varsayalim ki,
t tn—1 t1
= / / / ’DZU(CC)‘ datl...datn,ldax

Day() Dnl()ZO

olsun. Bu durumda,

ve

y(t) < (n_ll)!/(ta;Sa)n_lpgy(s)das

<nin!ca_a) (/D

dir. ¢ fonksiyonunun artanligindan ve uyumlu kesirli integraller igin Jensen

esitsizliginden,

t
a_gayn—1 D” s
(n—ll)! (t «a ) fDap( D g(s)d §
) <y (W)) _, 2
B p(t) [ Dap(s)dys
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R ; 1 t —a®\ """ Dy(s) )
< o ). Pl )g<<n—1>!( =) Dap<s>>d“ 59)

bulunur. Dolayisiyla, F' nin konveks fonksiyon olugundan esitsizlik (5.7) ile Teorem

2.17 nin (vi) zelliginden
[ ot (G () ) o () )
< / Daplt)e <<n—1 o () u;p((t;')

x F’ (/at Dap(s)g ((n _1 ] (ta ;aa)"—l 2%8) das> dut

elde edilir. Buradan da, (5.1) esitsizligini uygulayarak ve Jensen esitsizliginden

[ o (g (55) ) o (o)
[ (1 (i (5 558
- ro( [ oo (5 (S55) B )

= Fo (bia/f (b~ a) Dup(t)g <(n_1 N (ta ;) gggg) dat>

1 1 > —a\ """ Dry(t)
b—a/a F (b—a)Dap(t)g<(n_1)! ( « ) Dap(t)>] dat

elde edilir. Boylece esitsizlik (5.6) ispat1 tamamlanir. O

IN

IN

Teorem 5.8. a € (0, 1] olmak iizere p pozitif ve siirekli bir fonksiyon ve D, (p(t)) > 0

olsun. g, F' fonksiyonlar: [0, 00) iizerinde konveks ve artan fonksiyonlar olmak {izere
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eger u : [a,b] — R a-kesirli diferansiyellenebilir fonksiyon ve u(a) = 0 ise o zaman

[ s (5 ) = (s (557))

esitsizligi vardir.

Ispat. Teoremin kaniti, (5.1) esitsizligine Jensen esitsizligi uygulanarak elde edilir.

]
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6. IKI DEGISKENLI UYUMLU KESIRLI INTEGRALLER
ICIN OPIAL TIPLI ESITSIZLIKLER

Bu béliimde, tanimlanan bélgelerde tiim fonksiyonlarin ve integrallerinin reel degerli
oldugunu kabul edelim. Ilk olarak, cok degiskenli bir fonksiyon icin tiirevin limit

taniminin genellegtirmesi olan agagidaki tamimla baglayalim [55].

Tanim 6.1. f fonksiyonu n degigkenli ¢y, ...,t, bir fonksiyon ve f nin a € (0, 1]
mertebeli uyumlu kismi tiirevi z; asagidaki gibi tanimlanir.
o~ f(th ceey tl',l, tiesti_a, ceed tn) — f (tl, ceey tn)

a_t?f(tlw“atn) :llg% r

Yukaridaki tanimmin genellegtirilmis hali detayli olarak Sarikaya [23]| tarafindan

verilmigtir.

Kabul edelim ki, D C R? iizerinde f(¢, s) fonksiyonu 9 [0°f(t,s)] ve 97 [0p f (¢, )]

var ve siirekli olsunlar. O halde,
o [02f(t.s)] = 007 F(t, 9)]

dir.

Tanim 6.2 (Iki Kath Uyumlu Kesirli Integral). a € (0,1] olmak iizere 0 < a < b
ve 0 <c¢<d olsun. f:[a,b]x[c,d] - R tammh bir fonksiyon [a, b] X [c, d] tizerinde

iki kath a-kesirli integrali var olmak iizere

b d b d
/ / f(x,y) doydaz ::/ / f(x,y) yo‘_lxa_ldydx

esitligi var ve sonludur. [a,b] X [c, d] arahginda tiim iki kath a-kesirli integraller simfi

L! ([a,b] X [¢,d]) ile gosterilir.
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Bu béliim boyunca, iki bagimsiz degiskenli f(¢,s) fonksiyonunun kismi uyumlu

tiirevleri agagidaki formlarda verilmistir,
0“f(t,s) 0°f(t,s) 0*f(t, s)
DY f(t,s) = ———=, D5f(t,s) = ———— DyDYf(t,s) = ————.
1f< 78) ata ’ 2f( 78) 8(9@ ) 2 1f< 78) asaata

Teorem 6.3. a € (0, 1] olmak tizere f(t,s), DY f(t,s), DSf(t,s) ve DYDSf(t,s)
fonksiyonlar [a,b] X [c, d] arahg tizerinde tamimh reel degerli fonksiyonlar olsun.

Tim (t,s) € [a,b] x [¢,d] igin
f(a73> = f(bv S) = Dtle(tvc) = D(le(tvd) =0
dir. O halde, X € [a,b] ve Y € [¢,d] i¢in
X Y
/ / F(£,9)] | DSDE (2, 5)] dusdat (6.2)
X d
+ / /Y (¢, 9)] [ DD (¢, 3)] dasdat
b Y b d
4 /X / ()] DS DS (2, 5)] dasdat + /X /Y (¢, 9)] DS DS A (E, )| dasdat
1 X Y
< 503 [(X“ —a®) (Y =) (/a /C | DS DY f(u,v)| davdau)
b Y
+ (0% — X) (Y =) (/X /c | DS DY f(u,v)| davdau>

F (X" — a®) (d° — YO ( / ) /Y " DeDe Flu) davdau)

+ (6 — XY (d* — V) (/Xb /Yd |DSDS f(u, v)| davdau)}

esitsizligi vardir.

Ispat. Teorem dort durumda ispatlanir.
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Durum I. Hipotezden, (t,s) € [a, X] X [¢,Y] ve
t s
z(t,s) = / / | DS DY f(u,v)| dyvdou,  z(a,s) =0 (6.3)
tanimli olsun. O zaman,
s t
D{z(t, s) :/ | DD f(t,v)| dov, Dgz(t,s) :/ | DD f(u,s)|dov  (6.4)

dir. Buradan her bir sabit ¢ i¢in z(¢,s)’ nin [¢,Y] de ¢ igin azaldig1 gézlemlenir.

(t,s) € la, X]| X [¢,Y] i¢in f(a,s) =0 ve D{f(t,c) = 0 oldugundan

Fits)] < / D2 f(u, 3)dyu (6.5)

ve

DIt 5)] < / DSDEf(t, v)| dav = D2(t, 5) (6.6)

dir. Dolayisiyla, (6.5) ve (6.6) kullanlarak,
t
£t 5)| < / D% (u, $)dyu = 2(t, 5) (6.7)
elde edilir. (6.3)-(6.7) sayesinde,

X Y
[ [ 10805 0.9 dasd

IN

X Y
/ / 2(t,s) |DSDYf(t,s)| dasdat

< /X (L) (/Y DEDE (L )| das) Aot

2(X V)]

- (6.8)

X
= / 2(t,Y)D{z(t,Y)dut =

yazabiliriz. (6.8) esitsizliginin sag tarafindaki integral hesaplanir ve buradan uyumlu

kesirli integraller i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla,

XY _ 1 [/ax/cypgpff(u,v)davdau

2a 20

2
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< LX) (VT - ) (/X /CY DS D f(u, v)| davdau)(6.9)

200 o?

elde edilir. (6.8) esitsizliginde (6.9) yerine yazilirsa,

X Y
[ [ 1 Ds Dt e s)| dusiat (.10

1 (on_aa) (Ya_ca) o a o
< % " /a /C | DD f(u,v)| dyvdyu

bulunur. Dolayisiyla birinci durum igin ispat tamamlanir.

Durum II. Hipotezden, (t,s) € [a, X] x [Y,d] ve
t pd
2(t,8) = / / | DS DY f(u,v)| dyvdou,  z(a,s) =0 (6.11)
tanimli olsun. O halde,
Dy z(t, s) / | Dy DY f(t,v)| dov,  D$z(t,s) / | D3 DY f(u, s)| dov. (6.12)

Buradan, her sabit ¢ i¢in z(¢,s) nin [Y,d] de ¢ igin artmadig1 goriiliir. (¢,s) €
[a, X] x [Y,d] i¢gin f(a,s) =0 ve DYf(t,d) =0 oldugundan

f(t,s)| §/ DY f(u, s)dau (6.13)

dir ve

DS < [ ID5DR e ) duw = D=9 (6.1

elde edilir. Dolayisiyla, (6.13) ve (6.14) kullanilarak,
t3\</D1zusdu:z(t,s) (6.15)

olur. (6.11)-(6.15) ifadeleri kullamilir ve Durum I deki benzer adimlar ile ispat

tamamlanir.

(X, V)P

«

X d
[ [ iraslosnise.sldus. <
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< LX—at)(d -V (/aX [/d DS D f(u, v)| davdau) . (6.16)

2c0 a?

Durum III. Hipotezden, (¢,s) € [X,b] x [¢,Y] ve

b ps
2(t,8) = / / | DS DY f(u,v)| davdau, — z(b,s) =0
t c

tamimli olsun. Durum I deki benzer adimlar ile

/b /Y 7,9 DS DR £, )] dasdyt < L
X Je a
< %(ba_ Xaigw_ca) ( /b /Y, Dgp?f(u,v)mavdau) (6.17)

esitsizligine ulagilir.

Durum VI. Hipotezden, (t,s) € [X,b] x [Y,d] ve

b pd
z(t,s) = D3DY f(u,v)|dyvdau, — 2z(b,s) =0
21
t S

tammli olsun. Durum I deki benzer adimlar ile

b d )
[ [ 1, ol dusar < B
X JY a
bY — X ) (do — Yo b rd
: %( - ()ng - (/X/Y ’DSD?f<U,U)|davdau) (6.18)

elde edilir. (6.10), (6.16), (6.17), (6.18) taraf tarafa toplanilirsa (6.2) esitsizligine
ulagilir. O]

Sonug 6.4. Teorem 6.3 in hipotezleri altinda, a € (0,1] i¢in X = (“=25)« € [a, b]

2
veY = (%)é € [¢,d] olsun. O halde,

b d
/ / (6 9)| [DEDS(E, )| dasdat (6.19)

b — %) (d® — @ b pd
< ! ag)ofg c>(/g/g\DSD?f(t,sﬂQdasdat)
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esitsizligi vardir.

Uyar1 6.5. Sonug 6.4’ de o = 1 alinirsa, (6.19) esitsizligi asagidaki esitsizligine

indirgenir.

/a b / £t )] IDaDy £, ) dsdt < ¢-ad-o ( / b / " DD f(t,s)|2dsdt> .

Burada D f(t, s) = af(ts , Daf(t,s) = féijs), DyD1f(t,s) = 86f(atts dir. Bu esitsizlik

Yang [46] tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 6.6. Teorem 6.3’ iin hipotezleri altinda, i = 1,2, 3,4 i¢in 1 < ¢; < oo olsun.
O halde,

b d
/ / ()| (DS F(t, ) DS £(t, )| [ DEDF(t, )| dusdat (6.20)

4 b pd 5
K H( / / !Dg‘D?f@,s)V%dasdat)
i=1 a Jc

1 (ba_aa)q1+q371(da_ca)q1+q2*1
22q1+q2+4q3 a2d91+92+493—2

dir.

esitsizligi vardir ve burada K =

Ispat. Hipotezden ve f(t,s) nin varsayimlar 1s18inda,

F(t,s) / / DS D% f(u, s)dyvdau, (6.21)

Flts) = — / t / * DS DS f(u, $)duvd, (6.22)

F(ts) = / / DEDY f(u, s)dyvdau, (6.23)

f(t,s) // DSDE f(u, s)dyvda, (6.24)

DO f(t, ) = / DEDE F(t v)dav, DY (L s) = / DSDS F(tv)doy,  (6.25)

D3 f(t,s) = /t Dy DY f(u, s)dqu, DS f(t, / Dy DY f(u, s)dqu  (6.26)

dir. Dolayisiyla, (6.21)-(6.26) dan, (t,s) € [a,b] X [c,d] igin sirasiyla

F(ts)] < = //|D&Daf(u )| davdau
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1 d
DEfE) < 5 [ 1DEDEF(E ) duo

1 b
D5F9) < 5 [ 1D8DEF0,)] do

elde edilir. (¢,s) € [a,b] X [c,d] i

1aQ3V

yardimiyla uyumlu kesirli integraller i¢cin Holder e§1t31zhg1nden yararlanarak,

f(t,8)[" (6.27)

1\ % b pd -1 b rd

(L L) ([ [ )
1 (b —a)™ ™ (d> =)™ (ot

~ 22q1 a2n—2 / / ’DQ Dl f(u? U) |q1 davdau s

1 (d* = ¢ 42 1
st < o = ([osntseoran). 629

ve

IDSF(t, 8)|® < < L@an)T (/ |DS D2 £ (u, 5)| do, u) (6.29)

— 9243 43— 1

elde edilir. (6.27)-(6.29) esitsizlikleri taraf tarafa ¢arpilir ise,

[f (& )™ [DYf(2, 9)[™ [ D5 f (2, 5)[" (6.30)

1 (ba _ aa)Ql—l (da _ Ca)fh—l b pd . .
< g gt (] [ PP dude

d b
Y ( [ psois o dav) ( [ st dau)

elde edilir. |D§D$f(t,s)|"™ ile (6.30) esitsizliginin her iki tarafi ¢arpihr ve bu

esitsizligin her iki tarafi da (¢, s) € [a, b] X [c, d] ile integre edilir.

Daha sonra, uyumlu kesirli integraller i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla ve

sonrasinda Fubini Teoremi kullanilarak,

b pd
| [ U Dt pe o) D5 ) (D5 DS £t 5) " dasdat
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IN

b d
Ky (/ / | DS DY f (u,v)|" davdau)
[ b pd d 2 b 2 3
<[ ([ msoeseom i) ([ 1050l d) dusd
r b pd i
X / / \DgD?f(t,s)fq“dasdat}
bopd 3/ pb pd 1
K ( / / davdau> ( / / |D§“Df‘f(u,v)|2qldavdau)
b d d d
x{// (/ dav> (/ |D§D§f(t,v)|2q2dav)
b b 3
X ( / dau) ( / | DS DS f(u, s)|°% dau) dasdat}

b d %
x{ / / \DgD?f(t,s)fq“dasdat]

4

R I ( / b / ID§Dg A1)

=1

IN

[N

2ai dasdat)

esitsizligi bulunur. Burada,

—1 -1
1 (ba _ aa)(h (da _ Ca)lh
0= 922q1+q2+4q3 a2a+aete—4

dir. Boylece ispat tamamlanir. O

Uyar1 6.7. Teorem 6.6 esitsizliginde o« = 1 alinirsa, (6.20) esitsizligi asagidaki

esitsizlige indirgenir.

b d
/ / ()| [ Dyt )| [ Daf(t, )™ | DaDiy £ (1, 5)" dsdt

1
24i dsdt) .

< Kﬁ(/ab/cdwngf(t,s)
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Burada
(b _ a)qﬁ-qg—l (d _ c>q1+qz—1

K =
22q1+q2+gs3

ve Dif(t,s) = 8fg;’s), Dyf(t,s) = 8f8(i’8), DyDyf(t,s) = 8281;((;;5) dir. Bu esitsizlik

Pachpatte [18] tarafindan ispatlanmigtir.

Sonug 6.8. Teorem 6.6" nin hipotezleri altinda, : = 1,2,3,4 igin ¢; = 1 olsun. O
halde,

b pd
| [ 11D 769105565 ID5 DS F(8,9)] dust

ba_aaQ da_ca2 b d
= ( 1)6;4 ) (/ / |DSDYf(t,5)|* dasdat)

dir.

Ispat. Teorem 6.6’ da, i = 1,2,3,4 icin ¢ = 1 secilir ve,

b pd
/ / [F (& )| [DYf(E, ) |D3 f(E, )] |D3 DY f (¢, 8)| dasdat

b — q®) (d® — ¢ b d 9
= ( 1()3(542 : (/ / |Dy DY £ (2, 3)|2dasdat>

egitsizligi elde edilir. Uyumlu kesirli integraller i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

b pd
| [ 11D D5 091D D 2,9 dosdt

b — a®) (d* — ) [ ¥ [? bpd
< f aléc(ﬂ C)(/a/cdanat) (/G/C|D§“D?f(t78)l4dasdat)

ispat tamamlanir. O]

Teorem 6.9. o € (0,1] olmak iizere f(t,s), D{f(t,s), DS f(t,s) ve DD f(t,s)
fonksiyonlari [a,b] x [c,d] arahg tizerinde tammh reel degerli fonksiyonlar olsun.
Tim (¢, s) € [a,b] X [¢,d] igin f(a,s) = f(b,s) = Dy f(t,c) = D{f(t,d) = 0 olmak

uzere,

b pd
| [ 1o D5 Dt 1) dusat (631
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// (t,s) | DSDf(t, 5)] (//|D°‘D°‘f(uv)| d,vd u)dsdt

yazilir ve burada A\, > 1 i¢in

dir.

Ispat. Tiim (t,s) € [a,b] x [c,d] i¢in Teorem 6.6” daki (6.21)-(6.24) ifadelerini alalim.
O halde,

fto)l < [/ / ID?D?f(u,v)ldavdaur
\ t pd 3
|f(t,s)]* < {// |D§D§‘f(u,v)|davdau}
N b s %
f(t,s)]F < [/t/\DgD?f(u,v)Mavdau]
N b pd 2
|f(t,s)[T < [/t/|D§‘Df‘f(u,v)|davdau]

A

olur. Daha sonra \ ve =

indisleriyle uyumlu kesirli integraller i¢in Holder

egitsizliginden faydalanilirsa,

[(/ / dovd u) <// D2 D f(u, ) dyvd u)]
_ <(t“—aalgsa—ca))k41 (/:/:|D§“Df‘f(u,v)|’\davdau)i,

>

>

()|

IN
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< (=l ([ Dt duvdn)

NS
=

|t s)]

(>
NI

£(, )]

- ((ba_ta)a(;a_ca)>4 (/tb/cs|D§‘D?f(u7v)|/\davdau) :

>
W=

A—1
b — ) (d& — g@ a b pd o
raant < (CEEEEEEN (] [ ipet o duvdan )
t s
esitsizlikleri elde edilir. Yukaridaki dort esitsizlik taraf tarafa carpilir ve diizenlenirse,
t s t d
(s < s<t,s)K / / |D§D§_"f(u,v)|Adavdau> ( / / \D;‘D?f(u,v)]Adavdau>
b ps b pd i
X (/ / |D‘2”‘Df‘f(u,v)|)‘davdau) (/ / |D§D?f(u,v)|Adavdau>]
t c t s

bulunur. Burada

dir. ¢ = 1,2, 3,4 olmak iizere z; > 0 igin

4\4/.1311‘2.1’3374 S X1+ To+ T3+ 24

temel esitsizligi goz oniine alindiginda,

seoP < 2CL ([ [ pgop s ot 032

elde edilir. [DgD2f(t, s)|° ile (6.32) esitsizliginin her iki tarafi carpihr ve (¢,s) €

[a,b] X [c,d] tizerinde her iki tarafi da integre edilirse,

b pd
| [ P ipsmr st o) dasda
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1 [t e b pd
< 1 [ [ sesimsorscsy ( [ |D3D?f<u,v>|kdavdau) dosdt

ispat tamamlanir.
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezden elde edilen sonuclar bilimsel kongrelerde sunulmug ve makale haline
getirilerek alan indeksli dergilerde yaymlanmigtir [54], [56]. Bolim 4’ de, uyumlu
kesirli integraller i¢in Opial esitsizligi yeniden yorumlanmig ve izerine baz yeni Opial
tipli esitsizlikler ve genellestirmeleri elde edilmistir. Elde edilen genellestirmelerin
bazi 6zel durumlari incelenerek literatiirdeki bir¢ok calismanin genel halini verdigi
gosterilmigtir. Boliim 5 de konveks fonksiyonlarin 6zelliklerinden yararlanilarak
uyumlu kesirli integraller igin Opial tipli esitsizlikler ifade edilmigtir. Ayrica bu
esitsizliklerin 6zel durumlarinin literatiirdeki bir¢ok ¢aligmanin genel hali oldugu
ifade edilmigtir. Son olarak, uyumlu kesirli integraller i¢in iki bagimsiz degisken
igeren Opial tipli egitsizlikler {izerine ¢aligilmigtir.

Tezin esasii olusturan dordiincii, besinci ve altinci boliimlerin altinda yapilan
calismalardan yola cikilarak acik problemler verilebilir. Ornegin, n-degiskenli uyumlu
kesirli integraller icin verilen tiirev formiiliinden yararlanilarak daha genel ve farkh
esitsizliklere hatta bunlarin genellestirmelerine ulagilabilir. Benzer sekilde, konveks
fonksiyon (s- konveks, j- konveks, quasi- konveks vb.) tiirlerinden faydalanilarak
uyumlu kesirli integraller i¢in genellestirilmis Opial tipli esitsizlikler elde edilebilir.
Son olarak tez boyunca hedeflenen Opial tipli esitsizlikler ve genellegtirmeler i¢in
kullanilan ispat yontemlerinden yararlanilarak Katugampola, Caputo vb. kesirli

tiirev ve integraller i¢in de yeni sonuglar elde edilebilir.
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