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1. GIRIS

T: JX — JX bir doniisiim ve JX bostan farkli bir kiime olsun. Tux = Jx olacak sekildeki
Jx € JX noktasina G nin bir sabit noktasi denir. Yani, doniisiim altinda degismeyen

nokta sabit noktadir.

Matematigin alt bilim dallarinin temel konularindan biri olan sabit nokta teorisinin
daha c¢ok topoloji ve fonksiyonel analiz alt bilim dallarinda kullanimi yaygindir.
Bunun en onemli sebeplerinden bir tanesi diferansiyel ve integral denklemlerin
¢Oziimlerinin varligini, varsa bu ¢ozlimlerin ka¢ tane oldugu dahasi bu ¢dziimlerin

nasil bulunabilecegini arastirmasidir.

1922 yilinda Banach tam metrik uzaylarda ilk sabit nokta teoremini biiziilme ve

biiziilme tip doniisiimler i¢in

“(JX, d) bir tam metrik uzay ve G: JX — JX bir donilisiim olsun. Her Jx, g € JX i¢in

d(Tix, Ty) < ad(x 4)

olacak sekilde a € [0, 1) var ise T doniisimiiniin JX de bir tek sabit noktas1 vardir.

Ustelik her jx, € JX i¢cin {5} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.”

seklinde ifade ve ispat etmistir.

Cauchy dizisi ve metrik uzaym tamligi tanimlar1 metrik uzaylardaki sabit nokta teori
caligmalarindaki en énemli unsurlardir. Bundan dolay1 tam metrik uzayda olusturulan
bir iterasyon dizisinin Cauchy dizisi olmasi metrik uzaylarda yapilan ¢aligmalarda

temel metot olarak kullanilir.



Duffin ve Karlovitz tarafindan 1968 yilinda asimetrik uzay olarak da adlandirilabilen
quasi metrik uzay tanimini vermistir. Bu uzayda simetri sarti kaldirilarak sartlar
hafifletilmistir. Degisik  topolojik uzaylarda ve bilgisayar teknolojisinde
kullanilabilirliginden dolay1 metrik uzaylarda yapilan bir¢ok calisma quasi metrikte

aragtirilmaya baglanmistir.

Bu arastirmalarda ilk olarak Cauchy dizisi ve tamlik tanimlar1 yapilmaya g¢alisilmistir.
Bu ¢alismalar sonucunda quasi metrik uzayda 7 farkli Cauchy dizisi tanim1 ve bu
uzaydan elde edilen topolojilere bagli olarak 3 farkli yakinsaklik tanimi elde
edilmistir. Se¢ilen Cauchy dizisinin tiirii ve dizinin yakinsaklik ¢esidine gore uygun
tamlik kullanildigindan quasi metrik uzayda yapilan sabit nokta ¢aligmalari literatiirde

onemli bir yer almaktadir.



2. LITERATUR OZETi

Mahmut K. "nin "Genel Topolojiye Giris ve Coziimlii Alistirmalar”, Osman Mucuk’un
"Topoloji ve Kategori" ile Yiiksel S.’nin "Metrik Uzaylar ve Topolojisi" isimli
kitaplari1 genel tanim ve teoremler i¢in kullanilmigtir. Tam metrik uzaylarda Banach sabit
nokta teoreminin bazi genellestirmelerini incelemek i¢in Altun’ un “On a general class
of weakly Picard operators”, Jleli’ nin “A new generalization of the Banach contraction
principle” ve Liu’ nin “Some fixed point theorems corcerning (i, ¢) -type contraction
in complete metric spaces” adli ¢alismalar1 incelenmistir. a -gegislilik kavrami ve bu
kavram tizerine yapilmis olan ¢alismalart incelemek i¢in Ali” nin “Best proximity point
for a-i-proximal contractive multimaps”, Durmaz’m “Fixed point results for o-i)-
contractive mapping including almost contractions and applications”, Kumam’mn
“Fixed points for weak a-1) -contractions in partial metric space” ve Samet’in “Fixed
point theorems for o-i -contractive type mappings” adli ¢aligmalar kullanilmigtir.
Ayrica Durmaz’in “Fixed point results with 8-function on quasi metric space” adli
konferans sunumu bu tez igerisinde detayli bir sekilde incelenmistir. Quasi metrik
uzayda simiflandirmalarini, bunlara dair ¢esitli 6rnekleri ve sabit noktanin varligini
iceren birgok teoremin incelenmesi icin Alegre’nin “Fixed point theorem for
generalized contractions involving w -distances on complete quasi-metric spaces”,
Altun’un “Classification of completeness of quasi metric space and some new fixed
point results” Gaba’nin “Startpoints and (o-y)-contractions in quasi-pseudometric
spaces”, Kiinzi’nin “Weighted quasi-metrics”, Latif’in “Fixed point results in
quasimetric spaces”, Marin’in “Weakly contractive multivalued maps and w-distances
on complete quasi-metric spaces”. Reilly’nin “Cauchy sequences in quasi-pseudo-
metric spaces” ve Romeguera’nin “Left K-completeness in quasi-metric spaces” adli

caligmalar1 goz 6nilinde bulundurulmustur.



3. MATERYAL VE METOT

Materyal ve yoOntem bdliimiinde, tezin okunulabilirligine ve anlagilabilirligine
yardime1 olmak amaciyla literatiirdeki bazi temel tanim ve bunlarin bilinen sonuglar
verilip, verilen bu ifadelerin diger boliimlerde kullanilabilmesi i¢in hatirlatma yapmak

amaglanmstir.

3.1 Metrik Uzaylar

3.1.1 Tanmm d : JXx JX —» R bir fonksiyon ve JX bos olmayan bir kiime olsun.
i. Herux g € Xicind(ix,4) = Oved(x,4) = 0 x = 4,
ii. Heruwx, g €JX i¢in d(x,4) = d(4,/x),

iii. Hermxy,z€ Xigind(x,2z) < d(x, %) + (4 2)

sartlar1 saglaniyorsa d fonksiyonuna JX tizerinde bir metrik ve (JX, d) ikilisine metrik
uzay denir. Bu durumda JX in elemanlarina noktalar ve d(Ux, 1) degerine de x noktasi

ile ¥ noktas1 arasindaki uzaklik denir.

3.1.1 Ornek d, ve d, bos olmayan bir JX kiimesi iizerinde iki metrik olsun. Her

X, 4 € JXigin

e(JX, ﬂ) = d‘1 (JX, H) + d‘Z (JX' ﬂ)

veE

p(x, 1) = max{d, ()x, 1), ¢ (%, 1)}

seklinde tanimlanan e ve p fonksiyonlar1 JX iizerinde birer metriktir.



3.1.2 Ornek d:JX x JX — R fonksiyonu i ve ii sartlarin1 saglasin. Bu durumda

p(x,8) = ¢(x, 1) + d (4, x)

Seklinde tanimlanan p fonksiyonu JX iizerinde bir metriktir.

3.1.2 Tanmm (JX,d) bir metrik uzay, t€JX ve f > 0 bir reel sayr olsun.
Bux (0, B) = {x € JX: d()x, ) < B} kiimesine [-yarigapli & merkezli agik yuvar,
Dxq) (v, ) = {/x € JX: d(sx,v) < f} kiimesine S-yarigapl = merkezli kapal1 yuvar
ve Suxa) (T, B) = {x € JX: d(x,v) = B} kiimesine f -yarigapli = merkezli yuvar
ylizeyi denir.

3.1.3 Tamm (JX, d) bir metrik uzay ve N S JX olsun. Her ;x € N i¢in B(JX, &)
N olacak sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa N kiimesine d" -a¢ik kiime veya kisaca acik

kiime denir. JX\ N kiimesi agiksa N kiimesine kapali kiime denir.

3.1.1 Teorem Her (JX, d) metrik uzayinda her B(Jx, €) agik yuvari acik bir kiimedir.

3.1.2 Teorem Her (JX,d) metrik uzayinda her D(Jx,€) kapali yuvart kapali bir

kiimedir.

3.1.4 Tanmm JX bos olmayan bir kiime olmak tizere her f : N — JX fonksiyonuna JX
de bir dizi veya terimleri JX in elemanlarindan olusan bir dizi denir. n € N i¢in
f (n) = 5x, ise bu sekilde tanimlanmis dizi ¢ogunlukla {/x,} veya Jxq,JX,, X3,
seklinde gosterilir. n € N icin Jx, degerine dizinin n. terimi denir. Hern € N i¢in

JXn = JXise {Jx,} dizisine 1x degerli sabit dizi denir ve genellikle {/x} ile gosterilir.

3.1.5 Tamm {/x,} elemanlar1 JX den alinarak olusturulan bir dizi ve (JX,d) bir

metrik uzay olsun.



1l

1il.

Her ¢ > 0iginn > n, oldugunda d'(ux,,/x) < € olacak sekilde bir n, € N
varsa {Jx,,} dizisine /x € JX noktasina yakinsiyor denir. Bu durumda sx e {/x, }

dizisinin limitidir denir. lim Jx,, = /x veya Jx,, = sx seklinde gosterilir.

n—-oo

Her ¢ > 0 ve her ny € N i¢in d(Ux,, /X) < € ve n = n, olacak sekilde birn €
N varsa jx € JXnoktasina {/x,} dizisinin bir yi1gilma noktasi denir.
Her &> 0 icin bir ny € N sayist n,m = n; oldugunda d(/x,,x,) < €

olacak sekilde varsa {/x,,} dizisine Cauchy dizisi denir.

3.1.3 Teorem Herhangi bir (JX, d) metrik uzayinda yakinsak bir dizi tek bir noktaya

yakinsar.

3.1.4 Teorem Herhangi bir (JX, d) metrik uzayinda her yakinsak {/x,} dizisi bir

Cauchy dizisidir.

3.1.1 Sonug R standart uzayinda her Cauchy dizisi yakinsaktir.

3.1.6 Tanm (JX,d) bir metrik uzayindaki her Cauchy dizisi JX uzaymnin bir

noktasina yakinsiyorsa JX uzayina tam metrik uzay denir. A € JX ve (4, d,) uzayl

tamsa A kiimesine JX in tam alt kiimesi denir.

3.1.3 Ornek Q, R de tam degildir.

.. 1 JX . e . .
X;=1ven =1 ic¢in jx = — + == olmak lizere {/x,,} dizisi yani
1 n+1 2 n
Xn

17 577

1,1_3 2, 3
X =LK, ==-+-=-,X3=c-+-=—=,X4 = —, ...
T 227 T2 7228 T3 Ty 104 ’

408

dizisi verilisin. Bu durumda

d(Jan JXm) = |-}Xm - Jan -0



olup bu dizi rasyonel sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisidir. {/x,,} dizisinin bir Jx

rasyonel sayisina yakinsadigini kabul edelim. Boylece her n € N igin sx,, > 1 olup

; 1 JX
x 2 1dir. Aynca Xpq = —+ T“ ve
n

| | 1 x, 1 Aim Xn
n—oo ntl n—-oo (JXn 2 ) lim JXn 2
n—o0o
olur Buradan
1 A JX
X=—+—=
X 2

olur. Boylece /x? = 2, Jx, = 0 oldugundan /x = v/2 elde edilir. dahasi v/2 sayis1 bir
irrasyonel say1 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Yani {/x,, }dizisi rasyonel sayilarin higbir

noktasina yakinsamaz. Bu durumda rasyonel sayilar kiimesi tam degildir.

3.1.4 Ornek (JX, d) ayrik metrik uzay1 tam uzaydir.

Bir Cauchy dizisi {/x,} olsun. € = %Ve bir ny € N sayist n,m > n, ozelligindeki her

n,m € N i¢in

1
Xy, Ky) < 3

olacak sekilde vardir. Bu durumda n > n, 6zelligindeki her n € N i¢in

1
O‘(an, ano) < >

olur. Diger yandan



d‘(JXn, ano) = 0 veya O‘(an, ano) = 1 olacagindan n > n, 6zelligindeki her n € N
icin O‘(an, ano) = 0 olur. Boylece n = n, ozelligindeki her n € N igin Jx, = JX,,
olur ki bu dizide belirli bir terimden sonra dizi sabittir. Yani

X1, JX2, JX3, ey Py —15 Kngs Kngs -

seklindedir. Buradan bu dizi yakinsak ve limiti jx,  oldugundan (JX, d) ayrik metrik

uzayi tamdir.

3.1.7 Tamm (JX, 1) bir topolojik uzay olsun. JX kiimesinin farkli her iki noktasinin
en az birinin digerini icermeyecek sekilde bir komsulugu varsa bu uzayaT,-uzay1

denir. Diger bir ifadeyle jx # g 6zelligindeki her sx, g € JX noktalari i¢in

XEUve g Uveyag€Uvesx g U

olacak sekilde bir U € T varsa bu uzaya bir Ty-uzay1 denir.

3.1.5 OrnekJX = {a,b},t= {Q), X, {a}} olmak tizere (JX, T) uzay1 bir Ty-uzayidir.

3.1.6 Ornek JX={ab,cdef} , t={0,X{a}{cd}{acd}{bcde f}}

olmak tizere (JX, T) uzay1 bir Ty-uzay1 degildir.

3.1.8 Tamm (JX, 1) bir topolojik uzay olsun. JX kiimesinin farkli her iki noktasinin
her birinin diger noktay1 igermeyecek sekilde bir komsulugu varsa bu uzayaT; -uzay1

denir. Diger bir ifadeyle jx # g 6zelligindeki her sx, g € JX noktalari i¢in
X€eEU ué&UveygeV,xgV

olacak sekilde bir U € T varsa bu uzaya bir T;-uzay1 denir.



3.1.5 Teorem Her (JX, d) metrik uzayi bir T;-uzayidir.
3.1.5 Ispat/x # ¥ olmakiizere x, 5 € JXve 0 < € < % d(Jx, 8) olsun.Bu durumda

X €B(x,£), u¢ B(x,¢)vey € B(y,¢), x ¢ B(H,¢)

dur. Ustelik B()x, £), B(3, €) acik yuvarlari birer agik kiimedir. O halde (JX, d) metrik

uzay1 bir T; -uzayidir.
3.1.7 Ornek Herhangi bir (JX, t) sonlu tiimleyenler uzay1 T; -uzayidir.
3.1.8 Ornek Herhangi bir (JX, t(a)) topolojik uzayr T;-uzay1 degildir.

3.1.9 Tamm (JX, t) bir topolojik uzay olsun. jx # ¥ Ozelligindeki her Jx, g € JX

noktalari igin
XeEU gueVvelUNV=9

olacak sekilde U,V € t kiimeleri varsa (JX, T) uzayma bir Hausdorff uzay1 veya bir

T,-uzay1 denir.
3.1.9 Ornek Herhangi bir (JX, P(JX)) ayrik uzay: bir Hausdorff uzayidir.

3.1.10 Ornek JX = [0,), T = {(a, )|a = 0} U {®, JX} olmak iizere (JX, T) uzay1 bir
Hausdorff uzay1 degildir.

3.1.6 Teorem Her (JX, d) metrik uzayi bir T, uzayidir.



3.1.6 1Ispat/x # ¥ olmak iizere /x, 4 € JX olsun. Bu durumda d"(yx,1) > 0 dir. &€ =
%d‘(JX, #) olsun. Bu durumda jx € B(Jx,€), ¥ € B(#, €) ve istelik B(Jx, €) ve B(g, €)

acik yuvarlari bir agik kiimedir. Simdi
BUx,e) NB(y,e) =0

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki z € B(ux,&) N B(#, ) dir. Bu durumda z €

B(x, €) ve z € B(g, €) dir. Metrik uzayin tiggen esitsizligini kullanirsak
d(x, 1) < d(x,2z) + d(z, 1)
<e+te
= 2¢
< d(x, 1)

olur ki bu bir ¢eligkidir. O halde B(sx,&) N B(4, &) = @ dir. Boylece (JX, d) metrik

uzay1 bir T, uzayidir.
3.2 Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Tam metrik uzaylardaki sabit nokta teori ilk olarak Banach ile 1922 yilinda
caligilmistir.

3.2.1 Teorem T:JX — JXbir donlisim ve (JX, d) bir tam metrik uzay olsun. Her
JX, 4 € JXicin

d(Tsx,Ty) < ad(x )

10



olacak sekilde a € [0,1) var ise T doniisiimiiniin JX de tek bir sabit noktast vardir.

Ayrica her jx, € JX i¢in {G™/x,} dizisi T nin bu sabit noktasina yakinsar.

Jleli ve Samet bilinen biizilme doniisiimii kavramini da kapsayan O -biiziilme
dontistimii tanimini1 2014 yilinda vererek bu tanim araciligi ile yeni bir teorem ifade ve
ispat etmislerdir. Ayrica, Jleli ve Samet bu ¢alismalarinda 6-biiziilme doniisiimii ile
ifade ve ispat ettikleri teoremin Banach sabit nokta teoreminin bir genellestirmesi

oldugunu bir 6rnek yardimiyla gostermislerdir.
0 asagidaki sartlar1 saglayan biitiin 0: (0, ) — (1, ) doniigiimlerinin ailesi ® olsun:
(61) 6 azalmayan

(0,) Her {5,,} c (0,) dizisi i¢in lim 6(®5,) = 1 ancak ve ancak lim ©, =
n—0co

n—->0oo

0+

(85) 111(1)1+ 801 _ p olacak sekilde r € (0,1) ve £ € (0, co] vardur.
T

s

3.2.1 Tanmm (JX, d) bir metrik uzay T:JX = JX bir doniisiim ve 8 € O olsun. Eger
d(Tux, Tg) > 0 olacak sekildeki her /x, g € JX i¢in

k
8(d(Tux, Tw)) < [0(d(x, )] (3.2.1)
esitsizligini saglayan bir k € (0,1) sabiti varsa T ye 6- biiziilme doniistimii denir.

O ailesine ait olan bazi 6zel 0 fonksiyonlar1 asagidaki gibi alinirsa bilinen birtakim

buzilmeler elde edebilir.

3.2.1 Ornek 6(tv) = eV® olmak iizere O: (0,0) — (1,0) verilsin. Buradan 6 € ©
oldugu agiktir. Yukaridaki esitisizlikten, Gsx # Ty olmak iizere her Jx, g € JX i¢in

d(Tux, Ta) < k* d(x, 1)
elde edilir. Ayrica Tsx = Ty olmak iizere her /x, ¥ € JX i¢in

d(Tux, Tg) < k? d(x, 8)
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dir. O halde G bilinen biiziilme dontisiimiidiir.

3.2.2 Ornek 6(v) = eV®® olmak iizere O: (0,0) — (1, ) verilsin. Buradan 6 € ©
oldugu agiktir. Tanimdan yola ¢ikarak Tux # Ty olmak iizere her jx, g € JX igin

d(Tux, Ty)

e d(Tux,Ty)—d(x,4) <k 2
d(x, 1)

elde edilir. Ayrica, 8 nin tanimi goz oniinde bulundurulursa Tsx # Ty olmak tizere her
JX, 4 € JX i¢in
d(Tux, Ty) < d0x,8)

dir. Bu durumda T bir biiziilebilir doniisiimdiir. Yani her 0-biiziilme doniisiimii bir

siirekli doniistimdiir.

0-bliziilme doniisiimii dikkate alindiginda, asagidaki teorem ifade ve ispat edilmistir.

Bu teorem Banach biiziilme doniisiimii prensibinin bir genellestirilmis halidir.

3.2.2 Teorem T:JX = JX bir 0-biiziilme doniisiimii ve (JX, d) bir tam metrik uzay
olsun. O zaman G, JX de bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.2.2 Ispatx € JXkeyfi bir nokta olsun. Eger bazi p € N icin TPsx = TP*1x ise,
'GP sx, T nin bir sabit noktasi olur. Bundan dolay1 genelligi bozmaksinizin her n € N

icin d(T"x, T™**1x) > 0 olsun. Bu durumda her n € N ve esitsizlik (3.2.1) den
0(d(Tmx, T1x)) < [0(d(T™ L, T"x))]"
kZ
< [6(d(T" 2%, T 1))
< [O(d(JX, T)JX))]k
elde edilir. Boylece her n € N icin

1 < 8(d(T"x, T %)) < [6(d(x )] (32.2)
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elde edilir. Esitsizlik (3.2.2) den n — oo i¢in limit alinirsa
0(d(T"x, T ) - 1
olup (8 ;) sart1 saglandigindan

lim d(T"x, T 1x) = 0 (3.2.3)

n—->0oo

3.2.3dir. (0 3) sartindan

_ 9(0‘('[}"Jx,'[}"+1jx))—1_{)
e [F(Tx, B Hix)]”

olacak selikde € € (0, 0] ve r € (0,1) vardir. Varsayalim ki £ < oo olsun. Ayrica B =

Y . . A
3> 0 olsun. Verilen limit tanimiyla her n = n, i¢in

8(d(T"x T ) — 1
—¢|<B
[d‘(TJnJX, TJ"'HJX)]T

olacak sekilde ny € N vardir. Bu durumda her n > n,

0(d(Tx, T i) — 1
—¢>¢{-B=B
[d‘(TInJX, TJTH'lJX)]r

saglanir. A = %olarak kabul edilirse her n > ng i¢in
n[d(T"x, T 1x)]" < An[0(d(T"x T x)) — 1]

olur. Kabul edelim ki £ = oo ve B, keyfi bir pozitif sayr olsun. Limit tanimindan

n = ng igin

0(d(T™x T ) — 1 > g
[d‘(TynJX, T,n+1JX)]r -

olacak sekilde ny € N vardir. Bu durumda 4 = % olup hern = n,

n[d(T"x T 1x)]" < An[0(d(T"x T x)) — 1]

olur. Biitiin durumlar g6z 6iinlind bulunduruldugunda her n > n, i¢in
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n[d(Tx, T 1x)]" < An[0(d (T x T 1)) — 1]
olacak sekilde A > 0 ve ny € N vardir. (3.2.2) esitsizligi kullanildiginda her n > n,
i¢in

n[d(T"x T 1x)]" < An ([e(d(m )] - 1)
elde edilir. Bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alinirsa

lim n[d(T™x, T 1x)]" =0

n—-oo

elde edilir. Boylece her n > n, i¢in

d(T"x, T ) < (3.2.4)

S
T o

olacak sekilde n; € N vardir.

Elde edilen bu bilgiler dogrultusunda {ix,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu
gosterelim. Bunun icin n > m > n; olmak ilizere m,n dogal sayilarim1 goéz Oniine

alalim. Bu durumda

d(JXnJ jxm) < d(JXnJ JXn+1) + d\(JXn+1JJXn+2) + -t d‘(-’Xm—li'lxm)

m—1
= > G0xi i)
i=1

< Z dOxg, Xit1)
=1

elde edilir. %> 1 ve Zi% serisi yakinsak oldugundan n — oo i¢in limit alindiginda

ir
d (X, Xm) = 0 olur. Bu durumda {x,,} dizisi (JX,d) metrik uzayinda bir Cauchy
dizisidir. (JX,d) bir tam metrik uzay oldugundan {ix,} dizisi z € JX noktasina
yakinsar. Ayrica T nin siirekliligi ve (6 ,) den, Tux # Ty olmak iizere her x,g€ JX

igin
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d(Tsx, Ty) < d(x, 1)
saglanir. Bu durumda her n € N i¢in
d(T"*1x, Tz) < d(T"x, z)
olup n = oo i¢in limit alinirsa d*('0z, z) = 0 elde edilir. Dolayisiyla z = Tz dir.

Kabul edelim ki u, T nin baska bir sabit noktast olsun. Bu durumda

d(z,u) = d(Tz, TGu) > 0 olup (3.2.1) esitsizligi kullanilarak

0(d(z w)) = 6(d(Tz Tw) < [6(d(z w)]" < 8(d(z W)
elde edilir ki bu bir ¢eliskidir. Bu durumda sabit nokta tektir.

0-biiziilme doniisiimiiyle ilgili birgok ¢alismayi literatiirde bulabiliriz. JX.-D. Liu, (05)

sartini
(63) 0, (0, ) da stireklidir

seklinde kullanarak (6,),(0,) ve (83) sartlarim1 saglayan doniisimlerin ailesini I1
olarak tanimlamistir. 0.(v) =e" 0,(t) =5+e%05(t) =1+ sinht  ve
0,(t) = cosht fonksiyonlar1 II ailesine ait olan fonksiyonlara Ornek olarak
verilebilir. Ayrica asagidaki Ornekler incelendiginde (03) ve (03) sartlarinin
birbirinden bagimsiz oldugunu gériilebilmektedir. Ornegin, 0(t) = e® fonksiyonu
(61) ve( 8,) sartlari1 saglamasimna ragmen (03) sartini saglamaz fakat (63) sartim

saglar. Yani [1 € O dir. Yine;

N
e(,ﬁ):{e T ,TtSl
9 ,5>1

fonksiyonu (0,) ve( 0,) sartlarin1 saglar fakat (03)saglamazken (63) sartin1 saglar.

Bu durumda © & II dir. Dahasi 8(t) = eV® fonksiyonu i¢in © € ® N IT olup ® N 1T #
@ dur.

Yukarida verilen tanimlar dikkate alindiginda G:JX — JX e bir doniisiim, 6 € II ve
(3.2.1) esitsizligini saglarsa 0*-biiziilme doniisiimii denir. 6*-biiziilme donilisiimii goz

Ontine alinarak asagidaki teorem ifade ve ispat verilmistir.
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3.2.3 Teorem TG:JX — JX bir doniisiim bir 6*-biiziilme doniisiimii ve (JX, d) bir tam

metrik uzay olsun. O zaman G, JX de bir tek sabit noktaya sahiptir.

3.3 Quasi Metrik Kavramlar

3.3.1 Tamim 9: JX X JX - R, bir fonksiyon JX bos olmayan bir kiime olsun. Her
JX,4,Z € JXi¢in

1.9(x,x) =0

2.940x, 1) < ¥0x,2) + Xz, 1)

3.9(x,8) = ¥(»,x) =0isex =4

4.%(x,8) = 0ise x=4

kosullar1 verilsin.

e (1) ve (2) kosullar1 saglaniyorsa & fonksiyonuna JX de quasi-pseudo metrik ve

(JX, @) ikilisine quasi-pseudo metrik uzay,

e (1), (2) ve (3) kosullar1 saglaniyorsa @ fonksiyonuna JX de quasi metrik ve
(JX, %) ikilisine quasi metrik uzay,

e (1), (2) ve (4) kosullart saglaniyorsa & fonksiyonuna JX de T;-quasi metrik ve

(JX, @) ikilisine T, -quasi metrik uzay denir.

Yukaridaki tanimlar dikkate alindiginda her metrik uzay (1), (2) ve (4) kosullarini(T; -
quasi metrik uzay) , her T;-quasi metrik uzay (1), (2) ve (3) kosullarini(quasi metrik
uzay) ve her quasi metrik uzaymn (1) ve (2) kosullarini(quasi-pseudo metrik uzay)

sagladig goriilebilir.

16



3.3.2 Tanmmm Quasi-pseudo metrik uzay (JX, Q) olsun. € > 0 reel sayis1 ve Jx, € JX
icin Bq(Uxg, €) = {# € JX: ®(Jx(, ¥) < €} kiimesi Jx, merkezli € yarigapli agik yuvar,
Bql/xg, €] = {# € JX: ¥(1x(, 1) < €} kiimesi sx, merkezli & yaricapli kapali yuvar

denir.

{Bq.()x,€): 5x € JX ve € > 0} acik yuvar ailesini taban olarak alindiginda, JX uzayinda
tanimli biitiin @ pseudo metrikleriyle (JX, 1q) topolojisi iiretilir. Eger @ fonksiyonu JX
tizerinde bir T;-quasi metrik ise (JX, tq) topolojisi bir T;-topolojisi, quasi metrik ise

(JX, 1q) topolojisi bir Ty-topolojisidir.

(JX,9) quasi-pseudo metrigi ve & 1,95 ve Q. fonksiyonlar1 asagidaki gibi

tanimlansin.

e ¥(x4) =%y x)

e G5(x,4) = maks{Q(x, 1), 3 1(x 1)}

o %,(xH)=30x1)+ 3 1(0xn)

Buradan G~1,95 ve &, fonksiyon tanimlarindan bu fonksiyonlarin her biri JX {izerinde
bir quasi-pseudo metriktir. Ayrica, & fonksiyonu quasi metrik ise @ ve G,

fonksiyonlarinin X iizerinde birer metriktir. Dahas1 @ quasi-pseudo metrigi

KX#*+4>%0x4) +30xn) >0

sartini saglarsa @° ve @, fonksiyonlar1 JX iizerinde bir metriktir.

3.3.1 Ornek JX = R ve & fonksiyonu her ix, g € JX i¢in

Q(x, 4) = maks{g® — x*,0}
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olsun. Bu durumda & fonksiyonu JX iizerinde bir quasi metrik degildir fakat quasi-

pseudo metriktir.
3.3.2 Ornek JX bostan farkl1 bir kiime olmak iizere &: JX X JX - R* fonksiyonu her

JX, 4 € X icin ¢(sx, 1) = 0 seklinde tanimlansin. Bu durumda Q., JX iizerinde bir quasi-

pseudo metriktir ve (JX, Tq) uzayi bir kaba uzaydir.
333 Ornek JX=Rve % fonksiyonu her Jx, ¥ € JX i¢in
4(sx, #) = maks{g — 5x, 0}

sekilde tanimlansin. Bu durumda @ fonksiyonu X {izerinde T; -quasi metrik degildir

fakat bir quasi metriktir.

33.4 Ornek X =Rve S fonksiyonu her Jx, ¥ € JX i¢in

(0, X =4
q‘(”"”)‘{lm, X % A

seklinde tanimlansin. Bu durumda @ fonksiyonu JX iizerinde G;-quasi metrik degildir
fakat bir quasi metriktir. JX uzaymin bir alt kiimesini Y={% n € N} olarak alalim. Bu

kiime g6z 6niine alindiginda (Y, tq) sonlu tiimleyenler topolojik uzay, (Y, Tq-1) uzay1

ise ayrik topolojik uzaydir.

3.3.5 Ornek JX = R ve Q: JX x JX -» R* fonksiyonu

a—Jx, X< A4
Or(JX,ﬂ)Z{l X >

seklinde tanimlansin. Bu durumda Q- bir T;-quasi metriktir. Ayrica
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X=4
) X F+ 4

A (x, 1) = {0 '
1
olur. ;x € JX ve € > 0 olmak lzere

Bqa(x,€) = {# € JX: F(ix,8) < &}

_{JX , €=1
Sl xoxte), <1

olur. Yani 7q, R iizerindeki alt limit topolojisidir. Tqs in ise ayrik topoloji oldugu

aciktir Ayni zamanda 7q-1 topolojisi ise R tizerindeki iist limit topolojisi olur.

3.3.6 Ornek JX = R ve Q: JX X JX - R* fonksiyonu

u—JX, X< H

U, 1) = makss — 0} = { o,

seklinde tanimlansin. Bu durumda Q- bir T; - quasi metrik degildir fakat quasi metriktir.

Ayrica
3 (x, 1) = |x— 4|
olur. Yani 7qs nin alisilmis topoloji oldugu agiktir. Ancak jx € JX ve € > 0 igin
Bqa(x,€) = {# € JX: (%, 8) < €}
= (—o0,/Xx + €)

olacagindan tq topolojisinin bir tabani Bq = {(—0,a): a € R} olur. Bu durumda 74-1

topolojisinin bir tabani Bq-1 = {(b, 0): b € R} olur.
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3.3.7 Ornek JX = R ve Q: JX x JX - R* fonksiyonu

(0, JX=4
q‘(”"”)‘{lm, X % 3

seklinde tanimlansin. Bu durumda Q- bir T; - quasi metrik degildir fakat quasi metriktir.

Ayrica
Q°(x, 1) = maks{¥(xx, 1), ¥(4, )}

r {0 , x=n
maks{|x|, 4|} , x+3a

olur. Simdi /x € R ve sx # 0 olmak tizere € = % olsun. O zaman
Bqos(x,€) = {# € X: °(x, %) < &}
= {x}
olur. Diger taraftan € > 0 icin
Bqs(0,¢€) = {# € JX:9°(0,1) < €}
={ne X lul <e}
= (-¢¢€)

olur. 7qs topolojisi goz Oniine alindiginda sifirdan farkli tim tek nokta kiimeleri
aciktir, fakat sifir noktasini iceren en dar agik kiime (—g, €) seklindedir. Bu durumda

x € JXvee>0igin
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Bq(x,€) = {# € JX: ¥(ix, 1) < &}

= {# € JX: 5] < e} U {x}

= (¢ &) U{x}
olur.

Bq-1(x,8) = {n € X: & 1(x, 1) < ¢}
={g € X:¥(x,n) < &}
=JX

olur.
3.3.8 Ornek JX = R olmak iizere
0, x=3
Qx,u)=3 1, x<¥x
2 ,X>H4

ile tanimli Q:: JX X JX - R* fonksiyonu goz oniine alinsin. O zaman Q- bir T, -quasi

metriktir.

3.3.9 Ornek /X = R olmak iizere

_ X—H4 ,  ASKX
o, 1) _{1+10(,¥[—JX) , ¥ > X

ile taniml1 @ JX X JX - R* fonksiyonu bir T, -quasi metriktir.
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3.3.10 Ornek JX bostan farkli bir kiime ve f:JX — R bir fonksiyon olsun. Gy JX X

JX - R* fonksiyonu her Jx, g € JX i¢in

seklinde tammlansin. Bu durumda 9 bir quasi-pseudo metriktir. Dahasi f

fonksiyonunun birebir olmasi igin gerek yeter sart G nin bir quasi metrik olmasidir.

3.3.11 Ornek (JX,Q) bir quasi metrik uzay ve a € JX olsun. p:JX x JX - R*

fonksiyonu her sx, ¥ € JX icin

p(JX' ﬂ) = q‘(a' -}X) + q-(JX, H) - q‘(a' ﬂ)

seklinde tanimlansin. Bu durumda bir quasi metriktir. Gergekten, quasi metrik
taniminin (1) ve (2) sartlarimi sagladigr agiktir. Simdi quasi metrik tanimimnin (3)
sartinin  sagladigimi géstermek i¢in p()x,41) = 0 ve p(¥,/x) = 0 olsun. O zaman
QA(a,x) + ¥(x,41) — ¥a,®1) =0 ve ¥a,z1) + ¥4, x) —a,/x) =0 dir. Son iki
esitlik taraf tarafa toplandiginda F(/x,%) + F(¥,/x) = 0 elde edilir. ki bu ise
Q(x, 1) = ¥(4,/x) = 0 demektir. &, JX lizerinde tamimli p fonksiyonu bir quasi

metriktir.

3.3.12 Ornek JX = {% n € N} iizerinde her sx, g € JX i¢in

(0, X=H4
q‘(”"”)‘{lm, XE R

seklinde tanimli & quasi metrigi géz oniine alinsin. O zaman JX iizerindeki tq ve Tq-1

topolojileri sirastyla sonlu tiimleyenler topolojisi ve ayrik topolojidir.
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3.3.13 Ornek JX = {0,1} kiimesi iizerinde 9:JX X JX » R* fonksiyonu 9(0,1) = 1
ve &(1,0) = 0 seklinde tanimli quasi-pseudo metriktir. Ayrica (JX,Tq) topolojisi
Sierpinski topolojisidir.

3.3.1 Not (JX,9Q) bir quasi-pseudo metrik ise (JX, tq) uzay1 T, olmayabilir. Ornek

3.3.1 deki @ quasi-pseudo metrigine gore

3(1,-1)=0ve¥(-1,1)=0

olur. Bu durumda 1 in her agik yuvarinda -1 ve 1 in her agik yuvarinda 1 vardir.

Dolayisiyla (JX, Tq) uzay1 T, degildir.

3.3.2 Not (JX, Q) bir quasi metrik uzay ise (JX, 7q) uzay1 bir Ty uzayidir. Yani, /x #

¥ olacak sekilde her sx, 3 € JX noktasi i¢cin @ bir quasi metrik uzay oldugundan

Q(x,1)
2

Q(x,u) >0 veya HH,/x) >0 dir. Eger d(x,u) >0 ise €= > 0 i¢in

JX € Bq(x,€) ve ¥ & Bq (%, €) dir. O halde tq topolojisi bir T, uzayidir.

3.3.3 Not (JX,9) bir quasi metrik ise (JX,7q) uzay1 T; uzayr olmayabilir. Ornek
3.3.6 daki & quasi metrige gore 4(2,0) = 0 olur. Bu durumda 2 yi iceren her agik
yuvarda 0 vardir. Dolayisiyla (JX, 7q) uzay1 T; degildir.

3.3.4 Not (JX,9) bir T; -quasi metrik ise (JX,7q) uzay1r T; uzayidir. Yani JX # ¥4
olacak sekilde her Jx,¥ € JX noktasi i¢in G bir T; -quasi metrik oldugundan

9(x,1) _ %(1,7%)

Q(x, %) > 0 ve H(H,/x) > 0 dir. Bu durumda € = —— > 0ved > 0 i¢in

JX € Bq(X,€), 8 & Bq.(x,€) ve 3 € Bq(%,8), )X & Bq(%,8) dir. O halde 74 topolojisi

bir T; uzayidir.

Quasi metrik uzaylarda yakinsaklik tanimi ¢ farkli sekilde asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.
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3.3.3 Tamm sx € JX ve (JX,}) bir quasi metrik uzay olsun.

1. JX te Tq topolojisine gore {/x,,} dizisi /x noktasina yakinsiyorsa Q-yakinsak denir ve

q
X, 2 X e Fx,x,) >0
seklinde gosterilir.

2. JX te Tq-1 topolojisine gore {/x,} dizisi /x noktasina yakinsiyorsa @ ! -yakinsak

denir ve

-1
Xy, — X S A(x,,x) >0

seklinde gosterilir.

3. JX te Tqs topolojisine gore {/x,} dizisi /x noktasina yakinsiyorsa@*-yakinsak denir

Ve

S

Xy, 2 XS ¥(x,,x) >0
seklinde gosterilir.

Yukaridaki tanimlardan

qs q. g7t
JXp = X S JX, DX Ve Xy — JX

oldugu gortilebilir.

3.3.5 Not Quasi metrik uzayinda yakinsak bir dizinin limiti tek olmayabilir.
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3.3.14 Ornek JX = R* ve @(Jx, ¥) = maks{ — Jx, 0} ile tanimli & quasi metrigi g6z
oniine alinsi. O zaman (JX, @) uzayindaki her dizi 0 a yakinsar. Gergekten {/x,,}

(JX, @) uzayinda bir dizi olmak tizere

lim ¢(x,,0) = lim{0 —x,0} = im0 =0
n—o0o n—o0o

n—-oo

dir. Ote yandan jx, = 1 — % seklinde tanimh (Ux,,) dizisi

1 1
lim 4(x,, 1) = lim maks {;, O} =lim—-=0

n—oo n—oo n—-oon
oldugundan 1 noktasina yakinsaktir.
3.3.4 Tanim (JX, Q) bir quasi metrik uzay ve {/x,,} JX igerisinde bir dizi olsun.

e Here > 0ven = n, igin ¥(x, jx,) < € olacak sekilde ;x € JX ve ny € N

varsa {Jx, } dizisine sol -Cauchy dizisi denir.

e Here > 0ven > n, igin (X, x) < € olacak sekilde /x € JX ve ny € N

varsa {Jx,,} dizisine sag @-Cauchy dizisi denir.

e Here>0venk € Nven =k = ng igin ¥(ixg, Jx,) < € olacak sekilde n, €

N varsa {/x, } dizisine sol K-Cauchy dizisi denir.

e Here>0venk € Nven >k = ngicin ¥(x,, X;) < € olacak sekilde n, €

N varsa {/x, } dizisine sag K-Cauchy dizisi denir.

e Here>0ven = nyigin Q(JXnO,JXn) < ¢ olacak sekilde ny € N varsa {/x,,}

dizisine zayif sol K-Cauchy dizisi denir.

25



Her € > 0 ve n > ny igin Q(an,JXno) < ¢ olacak sekilde ny € N varsa {/x,,}

dizisine zayif sag K-Cauchy dizisi denir.

Her € > 0 ve n, k = ng i¢in F(x,, /X, ) < € olacak sekilde n, € N varsa {/x,, }

dizisine @°-Cauchy dizisi denir.

3.3.6 Not Yukaridaki tanimlardan

Q*-Cauchy= sol K-Cauchy=zayif sol K-Cauchy=sol &-Cauchy

Q%-Cauchy= sag K-Cauchy=zayif sagl K-Cauchy=sag 9-Cauchy

sonuglari elde edilebilir.

3.3.15 Ornek JX = [0,1] ve JX iizerindeki @ quasi metrigi

X< H
X>H

)

Q(x,8) = {(1)

)

seklinde tanimlansin. {/x,,} dizisi JX uzayinda

n tek sayi ise

)

n cift say1 ise

)

X

S

Il
Wl RN =
S NS

seklinde tanimlansin. Her n > 1 i¢in 9(0, Jx,,) = 0 oldugundan {/x, }, @-yakinsaktir

ve ayrica {Jx,} bir sol -Cauchy dizisidir. Dikkat edilecek olursa

makS{C}-(JXn, JXn+1); q‘(Jan -}Xn+2)} =1
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olup zayif sol K -Cauchy degildir. Yani 9°-Cauchy ve sol K -Cauchy de degildir.
Dahas1 her n > 1 i¢in %(/x,, x;) = 0 oldugundan {Ix,,} dizisi & ! yakisaktir ve sag
Q-Cauchy ve zayif sag K-Cauchydir. 3(/X5,41,/X2,,) = 1 oldugundan sag K-Cauchy
degildir. JX igerisinde {#,,} dizisini

11 1
() = {0,1,5,5, o }

seklinde tamimlayalim. Burada {#,} dizisi her n > 1 i¢in %(44,4,) = 0 ve her n >
k > 1 i¢in (4, %) = 1 oldugundan sol K-Cauchy degildir fakat zayif sol K-Cauchy
dir.

3.3.7 Not {/x,} dizisinin sag K-Cauchy ve sol K-Cauchy olmasi i¢in gerek ve yeter

sart {Jx,, } dizisinin bir @°-Cauchy dizisi olmasidir.

Her yakinsak dizi, metrik uzayda bir Cauchy dizisi olmasina ragmen quasi metrik
uzayda bu durum yoktur. Yani G-yakinsak veya & ! yakinsak dizileri quasi metrik
uzayda zayif K-Cauchy @°-Cauchy veya K -Cauchy olmayabilir. Ama bir dizi -
yakinsak ise sol @-Cauchy dizisi ve bunun gibi &~ ! yakinsak ise sag 9-Cauchy dizisi

olur.
3.3.16 Ornek JX = [0,1) ve @ quasi metrigi
Q(sx,8) = maks{g — Jx, 0}
seklinde tanimlansin. Bu durumda sx, = % dizisi (JX, Q) quasi metrik uzayinda

Q% -Cauchy olur. Dolayisiyla sol @ -Cauchy dizisidir ama @ -yakinsak degildir.
Gergekten her jx € JX i¢in

lim CL(JX, nn?) = lim maks {n _In_ 1

n—-oo n—-oo

—JX,0}=1—JX¢0
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drr.

Her Cauchy dizisi, metrik uzaylarda yakinsak ise bu uzaydir diye soylenmektedir.

Fakat quasi metrik uzayda 7 farkli Cauchy dizisinin taniminin 3 farkli sekilde

yakinsamastyla ortaya pek¢ok tamlik tanimi ¢giktigindan tamligin tek bir tanimi yoktur.

3.3.5 Tamm (JX, ) bir quasi metrik uzay olsun.

Eger her sol (sag) @-Cauchy dizisi & yakinsak ise (JX, &) metrik uzayina sol

(sag) ¢-tam denir.

Eger her sol(sag) & -Cauchy dizisi &1 yakinsak ise (JX, &) metrik uzaymna sol

(sag) n-tam denir.

Eger her sol(sag) @ -Cauchy dizisi &° yakinsak ise (JX, 3) metrik uzaymna sol
(sag) O-tam (bi-tam) denir.

Eger her @°- Cauchy dizisi & yakinsak ise (JX, &) metrik uzayina {-tam denir.

Eger her - Cauchy dizisi ¢! yakinsak ise (JX, ) metrik uzayma 7n-tam

denir.

Eger her @°- Cauchy dizisi &° yakinsak ise (JX, ) metrik uzayina 6-tam ya da

bi tam denir.

Eger her (zayif) sol (sag) K -Cauchy dizisi & yakinsak ise (JX, Q) metrik

uzayina (zayif) sol (sag) K-tam denir.

Eger her (zayif) sol (sag) K -Cauchy dizisi @71 yakinsak ise (JX, %) metrik

uzayina (zayif) sol (sag) M -tam denir.
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e Eger her (zayif) sol (sag) K-Cauchy dizisi @° yakinsak ise (JX,3) metrik
uzayina (zayif) sol (sag) Smyth-tam denir.

3.3.8 Not Verilen tamlik tanimlar1 g6z 6niinde bulunduruldugunda
sol { — tam = zayif sol X — tam
= sol KX — tam
= ( —tam
sag ( —tam = zayif sag K — tam
= sag KX — tam
= ( —tam
ifadelerinin saglandig1 goriilebilir.
3.3.17 Ornek JX = N ve Q quasi metrigi
0, m=n
Q(m,n) = % ,m > n,m cift, n tek
1

, diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Buradan sag K-Cauchy dizileri (JX, ) quasi metrik uzayinda
sonlu sayida elemanlari hari¢ diger elemanlart ayni dizilerdir. (JX, &) uzayinda boyle
diziler G-yakinsak oldugundan uzay sag X -tamdir. Fakat {2,4,6, ...} dizisi sag -
yakinsak olmasina ragmen G-yakinsak olmadigindan bu uzay ¢ — tam degildir. Yani

bu dizi zayif sol K-Cauchy degildir fakat (JX, 3~ 1) uzaymnda sol 3-Cauchydir.
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3.3.9 Not {5x,}, (JX,3) quasi metrik uzayinda bir dizi olmak tizere

o8}
Z q‘(-}Xn: an+1) < ®
n=1

sart1 var olsun. Boylece {/x,,} dizisi bir sol K-Cauchy dizisidir.

3.3.1 Teorem Bir quasi metrik uzayin sol K -tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart

zayif sol K'-tam olmasidir.

3.3.10 Not Sol 3-Cauchy olma 6zelligi ile sag @~ 1- Cauchy olma 6zelligi birbirlerini
gerektirmelerine ragmen, sol ¢ tamlik ve sag n -tamlik Ozellikleri birbirlerini
gerektirmez. Ama (JX, &) quasi metrik uzayinin {-tam olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(JX,91) uzaymnin n-tam olmasidir. Benzer durumlar Cauchy olma ve tam olma

durumlar1 i¢in de verilebilir.

3.3.11 Not Bir (JX, 3) quasi metrik uzay1 8-tam (bi-tam) olmasi i¢in gerek ve yeter

sart hem {-tam ve n-tam olmasidir.

3.3.12 Not (JX, @) quasi metrik uzay1 sol M'-tam oldugunda (JX, &), n-tamdir. Dahasi
(JX,93) quasi metrik uzay1 sol X -tam oldugunda (JX, %), {-tamdir. Yani (JX, %), sol
K -tam ve sol M -tam oldugunda 0-tam( bi-tam) dir.

3.3.18 Ornek JX = [0,1) ve (JX, Q) quasi metrik uzay1
(%, 1) = maks{z — x, 0}

seklinde tanimlansin. JX uzayinda alinan diziler 0 noktasia &~ yakinsak oldugundan

(JX, %), sol (sag) n-tam, n-tam ve sol (sag) M -tamdir. Ayrica
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¥ (x, 1) = |x— 4|

oldugundan (JX, %), 6-tam ( bi-tam) degildir. Bundan dolay1 (JX, @), {-tamdir, fakat n-
tam degildir.

3.3.19 Ornek JX = [0,1] ve & quasi metrigi

o , X<
Q(x,8) = {1 D(;;

seklinde tanimlansin. Bu uzayda her dizi 0 a & yakinsak oldugundan (JX, &) sol (sag)

(-tam, {-tam ve sol (sag) K -tamdir.

3.3.20 Ornek JX = (0,1) ve & quasi metrigi

_[(X—A , X< A
Or(Jx,ﬂ)—{l } X >

seklinde tanimlansin. Jx,, = ﬁ olmak tizere {/x,} dizisi disiinildiginde her n > k
icin A(x,,, JX) <% oldugundan {/x,,} dizisi sol K -Cauchy dizisi, yani buradan sol

Q -Cauchy dizisidir. Ama bu dizi belli bir noktadan sonra her sx € JX igin

Q(sxp,, x) = 1 oldugundan sag @-Cauchy dizisi degildir. Dahasi bu dizi 9-yakinsak da

degildir. Benzer sekilde ¥, =1 — ﬁ olmak iizere {,} dizisi sag @-Cauchydir.

Ayrica {4, } dizisi n > k i¢in F(4,, gx) < % ve n < k i¢in ¥(4,, 4x) = 1 oldugundan

{#,.} dizisi sagK-Cauchy olmasina ragmen 9°-Cauchy degildir.

1
Az{ :nEN}
n+1

olmak tizere (JX,9) quasi metrik uzaymmin bir alt uzayr (4,9) olsun. Bilinen bir

noktadan sonra A uzayindaki daki her sag G-Cauchy dizisi sabit dizi oldugundan, A
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uzayl sag ¢ -tamdir. Ayrica sol @ -Cauchy dizisi {ﬁ}, A uzayinda @ -yakinsak
olmadigindan A sol {-tam degildir. Ayrica A nin sag K -tam oldugu goriiliir. Fakat sol
K-Cauchy dizisi {%}, A da 9-yakinsak olmadigindan A sol K -tam degildir. Benzer

n+

sekilde

1
B={1— :nEN}
n+1

olmak tiizere (B, %), (JX, Q) quasi metrik uzaymin bir alt uzayr olmak iizere (B, %)
uzay1 sol { ve K -tamdir. Fakat {1 - ﬁ} dizisi B de Q-yakinsak olmadigindan (B, %)

uzay1 ne sag ¢ ve K -tamdir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Quasi Metrik Uzayda a -gecisli doniisiimler icin Bazi1 Sabit Nokta

Teoremleri

Onceki béliimlerde metrik uzaylar kavrami incelenip tam metrik uzayda bazi sabit
nokta teoremleri verilmistir. Daha sonra Quasi metrik kavrami verilip birgok 6rnek
irdelenmistir. Bu boliimde Quasi metrik uzaylarda 0-biiziilme doniisimleri ele alinip
a -gecisli doniisiimler tanimi dikkate alinarak bazi sabit nokta teoremleri ifade ve ispat

edilecektir.

Samet tarafindan verilen a-gegislik tanimi ile tam metrik uzaylarda Banach sabit nokta

teoreminin bir¢ok genellestirmesi yapilmustir.

4.1.1 Tamm JX bostan farkli bir kiime, T:/X—>JX bir doniisim ve
a:JX X JX - R* bir fonksiyon olsun. Eger a(/x,%) = 1 durumunu saglayacak her
x4 € JX icin a(Osx, Ty) = 1 sarti saglaniyorsa T doniisiimiine o -gecisli doniisiim

denir.

4.1.1 Ornek T:JX — JX bir doniisiim JX = R* olmak iizere her x € JX i¢in Tux =

JX ve a:JX X JX - R*fonksiyonu

e, x=n
0, x<x

a(mm) = {

seklinde tanimlansin. Bu durumda G doniisiimii a-gegislidir.

4.1.2 Ornek JX = (0,00) olmak iizere T:JX — JX doniisimii her sx € JX igin

Tx = 2% ve a: JX X JX » R* fonksiyonu

2, X=2%
0, x<py

a(mu) = {
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seklinde tanimlansin. Bu durumda G doniisiimii a-gegislidir.

(JX,9) bir quasi metrik uzay, T:JX - JX bir donlisim ve a:JX X JX — [0, ) bir

fonksiyon olsun. Quasi metrik uzayda bir doniistim 0-biiziilme halini
T, = {(x, 1) € XX JX: a(ix,1) = 1ve ¥(Tsx, Tx) > 0}
seklindeki kiime ile gosterecegiz.
4.1.2 Tamm (JX, }) bir quasi metrik uzay ve G: JX = JX
Q(x,4) =0=9(0sx,Ty) =0 (4.1.1)

sartin1  saglayan bir doniisiim, a:JX X JX — [0,0) ve 0 € @ olacak sekilde iki

fonksiyon olsun. Eger her sx, g € G, i¢in

0(a(Tx, Tw)) < 0(H(x,1))" 4.12)
esitsizligini saglayan k € (0,1) varsa G- ye (@, 8q) biiziilme doniisiimii denir.

4.1.1 Uyan Eger (JX, @) bir T; quasi metrik uzay ise T: JX — JX doniisim (4.1.1) i

saglar.

4.1.2 Uyan T, (JX, 9) quasi metrik uzayinda bir (&, 8q) biiziilme doniisiimii ise her
X4 € JX ve a(x, 1) = 1licin ¥(Tux, Ty) < F(x,4) sartinin  saglandigimi 4.1.2

tanimindan agikga goriilebilir.

4.1.1 Teorem (JX, %) bir Hausdorff sol K -tam quasi metrik uzay, T:JX — JX bir

dontisiim ve a: JX X JX — [0, ) bir fonksiyon olsun. Eger,
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(1) ® € O olmak tizere T bir a-gegisli ve (a, 04) biiziilme doniisiimii,
(i1) a(5xg, Tuxg) = 1 olacak sekilde sx, € JX var,

(ii1) G, 7q stirekli
sartlar1 saglintyorsa G, JX de bir sabit noktaya sahiptir.
4.1.1 [Tspat sx, noktast a(/xy, Tsxy) = 1 olacak sekilde bir nokta olsun. Her n € N
i¢in Jx,, = TJx,_, olacak sekilde JX de bir {/x, } dizisi tammlayalim. T, a -gegisli bir
doniisiim oldugundan her n € N icin a@(Jxy, Xp11) = 1 dir. Eger /x,, = /X, 41 olacak

sekilde ny € N varsa Jx,, G nin bir sabit noktasidir. Boylece ispat tamamlanir. Kabul

edelim ki her n € N i¢in sx,, # Jx,,+1 olsun. Yani her n € N i¢in & bir quasi metrik

oldugundan
(%, Tixy) = ¥ Ty, , Tixp) >0
olur. T, (a, B4) biiziilme oldugundan
8(H (s 1, %)) = B(H(Txy, Txp_1))
< [8(3(n, 5%n-1))]" (4.1.3)

elde edilir. Simdi hern € N igin y,, = ¥(X,,, JX,+1) olsun. (4.1.3) esitsizliginden her
n € N igin

kn
1 < 8(1) < [8(F(x0, 1%1))] (4.1.4)
elde edilir. (4.1.4) esitsizliginde n — oo i¢in limt alinirsa

lim 0(y,) =1
n—-oo
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elde edilir. (0,) sartindan lim y,, = 0" bulunur.
n—-0oo

Boylece (03) sartindan r € (0,1) ve £ € (0, ] olmak tizere

e(]/n) -1 _

lim ={

n—co (Yn)r

. Y .. .
bulunur. Varsayalim ki £ < oo ve B = 5> 0 olsun. Her n > ngy i¢in ve limit tanimi

dikkate alindiginda

e(]/n) -1
G (=P

olacak sekilde ny € N vardir. Bu esitsizlikle her n > n; igin

e(]/n) -1

>f—B=B8B
()"

saglanir. Bu durumda A = % oldugunda her n > n; igin

n. ()/n)r < An[e()/n) - 1]

olur. Kabul edelim ki £ = oo ve B > 0 keyfi bir pozitif say1 olsun. Limit tanimindan

her n = ny igin

B(Vn) -1
()" =5

olacak sekilde ny € N vardir. Bu durumda A = % oldugunda her n = n, igin
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n. ()/n)r < An[e()/n) - 1]
saglanir. Boylece biitiin durumlar sonucunda her n > n,, igin
n. (yn)r < An[e()/n) - 1]

olacak sekilde A > 0 ve ny € N vardir. Bu durumda (4.1.4) esitisizligi kullanilarak her

n = ng igin
n. ()" < Anf8(a)*" — 1]

elde edilir. Bu esitsizlikten n — oo i¢in limit alinirsa

lim ny,,” =0

n—-oo

elde edilir. Ayrica n = n; igin

1
XX, K1) S - (4.1.5)
nr

bulunur. Boylece m >n >n; olacak sekildeki her m,ne€N icin (4.1.5)

esitsizliginden

C}-(an, ij) < Q-(an, an+1) + C}‘(jxn+1; an+2) + et q‘(jxm—li ij)
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78
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~
SR

elde edilir. Zfoznil serisi yakinsak oldugundan {ix,} dizisi, (/X,®) quasi metrik

Lr
uzayinda bir sol K-Cauchy dizisidir. (JX, }) sol K -tam, {an‘} dizisi bu uzayda Q-
yakinsak oldugundan n — oo i¢in Q(z, an,) — 0 olacak sekilde z € JX vardir.'G, tq

stirekli oldugundan n — oo i¢in
Q('Gz, Tix,) = X0z X,41) = 0
dir. JX bir Hausdorff uzay oldugundan z = Gz dir.

4.1.2 Teorem (JX, }) bir Hausdorff sol M -tam quasi metrik uzay, G: JX — JX bir

dontisiim ve a: JX X JX — [0, o0) bir fonksiyon olsun. Eger

(1) ® € O olmak tizere T bir a-gegisli ve (a, 0q) biiziilme doniigiimil,
(i1) a(5xg, Tuxg) = 1 olacak sekilde sx, € JX var,

(111) G, Tq-1 stirekli
sartlar1 saglaniyorsa, G, JX de bir sabit noktaya sahiptir.

4.1.2 Ispat {5x,,} iterasyon dizisinin bir sol K-Cauchy dizisi oldugu Teorem 4.1.1 in
ispatindaki gibi gosterilebilir. {/x,,} dizisi bu uzayda @~ yakinsak ve (JX, &) uzay1 sol
M -tam oldugundan n — oo i¢in H(/X,,, z) — 0 olacak sekilde bir z € JX vardir. Ayrica

G nin 7q-1 stirekliligi ile n = oo i¢in
A(Tuxp, Tz) = H(1xp41,02) > 0

elde edilir. JX Hausdorff oldugundan Gz = z elde edilir.
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Eger JX uzayinda sol Smyth tamhig dikkate alinacak olursa Hausdorffluk sartinmi

kaldirabiliriz. Ancak bu durumda @ -metrigi T;-quasi metrik olmalidir.

4.1.3 Teorem (JX,%) bir sol Smyth tam T, -quasi metrik uzay, G: JX = JX bir

dontisim ve a: JX X JX — [0, ) bir fonksiyon olsun. Eger;
(i) ® € O olmak tizere T bir a-gegisli ve (a, 0q) biiziilme dontligiimil,
(i1) a(xg, Tuxg) = 1 olacak sekilde sx, € JX var,
(ii1) B, Tq veya Tq-1 stirekli

sartlar1 saglaniyorsa, G, JX de bir sabit noktaya sahiptir.

4.1.3 1Ispat Teorem 4.1.1 in ispatinda oldugu gibi {/x,,} iterasyon dizisinin bir sol K-
Cauchy dizisidir. (JX,%) sol Smyth tam ve {/x,} dizisi bu uzayda 9° yakinsak

oldugundan n — oo i¢in 9°(Jx,,, z) — 0 olacak sekilde z € JX vardir.

Diger taraftan; eger G, tq-siirekli ise n = oo icin

Q(Tz, Tix,) = ¥(Tz,/Xy4q) 2 0

elde edilir. Boylece n — oo igin

Q(Tz,z) < MUz, Xpp1) + ¥0Xpsq,2) = 0

bulunur. Eger G, 7q-1 siirekli ise n — oo i¢in

4(Tsxp, 0z) = F(Xp41,02) - 0

elde edilir. Boylece n = oo igin
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Q(z, 0z) < Mz, Xps1) + ¥(Xpy1,0z) = 0
bulunur. JX, T;-quasi metrik uzay oldugundan z = Gz elde edilir.

Teorem 4.1.3 de G nin tq ve Tq-1 siirekliligi yerine JX uzaymna asagidaki ozellikler

eklenebilir.

(JX, @) quasi metrik uzay {/x,,},JX de bir dizi ve sx € JX olsun. Eger a: JX X JX - R*

9
fonksiyonu her n € N i¢in a(Jx,, Xn4+1) = 1 ve Jx, — z iken a(Jx,,z) = 1 (sirasiyla
a(z,7%,) = 1) sarti saghiyorsa (JX,Q) quasi metrik uzayma Aq (sirasiyla Bq)

ozelligine sahiptir denir.

4.1.4 Teorem (JX,%) bir sol Smyth tam T, -quasi metrik uzay, G: JX = JX bir

dontisim ve a: JX X JX — [0, ) bir fonksiyon olsun. Eger;
(i) ® € O olmak tizere T bir a-gegisli ve (a, 0q) biiziilme doniigiimil,
(i1) a(7xg, Tuxg) = 1 olacak sekilde sx, € X var,
(iii) JX, Aq(Aq-1) veya Bq(Bq-1) 6zelligine sahip

sartlar1 saglaniyorsa, G, JX de bir sabit noktaya sahiptir.

4.1.4 Ispat {ix,,} iterasyon dizisinin bir sol K-Cauchy dizisi oldugu Teorem 4.1.1 in
ispatindaki gibi gosterilebilir. {/x,,} dizisi bu uzayda & yakinsak ve (JX, %) uzay1 sol
Smyth tam oldugundan n — oo i¢in ¥°(Ux,,z) = 0 olacak sekilde bir z € JX vardir.
Eger JX, (Aq) veya (Aq-1) 6zelligine sahip oldugundan a(Jx,, z) > 1 dir. Boylece

A(z, Tz) < X2 Xny1) + F(Xp4q, 02)

< Xz, Kpy1) + ¥(Tix,, Tz)
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< Xz, Kpyq) + F0x,,2)

olup n — oo i¢in limit alinirsa &(z, 5z) — 0 elde edilir.

Eger (Bq) veya (Bq-1) Ozelligine sahip ise; a(z,jx,) = 1 dir. Boylece,

Q(Dz2z) < HUz Tix,) + ¥Tsx,,7)

< q(Z) JXn) + q\('}Xn+1; Z)

olup, n — o i¢in limit alinirsa &(0z,z) — 0 elde edilir. JX, T; —quasi metrik uzay

oldugundan Gz = z elde edilir.
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5.  SONUC VE ONERILER

Tez ¢aligmasinda ilk olarak metrik uzaylar ve bu uzaylardaki sabit nokta teoremlerine
ve 0- bliziilme kavramlarina deginilmistir. Daha sonra quasi metrik uzaymn tanimi ve
bu uzayin o6zellikleri incelenmistir. Caligmanin esas boliimiinde ise a- gegislilik tanimi
kullanilarak metrik uzaylarda ¢alisilmis olan 6 -biiziilme doniistimlerinin bazi
genellestirmelerini, quasi metrik uzayda verip bazi sabit nokta teoremleri ifade ve ispat

edilmistir. Ayrica bu teoremler bir konferans ¢alismasi olarak da sunulmustur.
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	,ԕ-𝑛.,,,Գ-𝑠...ԕ⇔ ,Գ-𝑠.,,ԕ-𝑛.,ԕ.→0
	şeklinde gösterilir.
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	,ԕ-𝑛.,,,Գ-𝑠...ԕ⇔,ԕ-𝑛.,,Գ..ԕ ve ,ԕ-𝑛.,,,Գ-−1...ԕ
	olduğu görülebilir.
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	3.3.14 Örnek Ԕ=,ℝ-+. ve Գ,ԕ,ԭ.=maks,ԭ−ԕ,0. ile tanımlı Գ quasi metriği göz önüne alınsın. O zaman ,Ԕ,Գ. uzayındaki her dizi 0 a yakınsar. Gerçekten ,,ԕ-𝑛.. ,Ԕ,Գ. uzayında bir dizi olmak üzere
	,,lim-𝑛→∞.-Գ,,ԕ-𝑛.,0.=.,lim-𝑛→∞.,0−ԕ,0.=,lim-𝑛→∞.0=0
	dır. Öte yandan ,ԕ-𝑛.=1−,1-𝑛. şeklinde tanımlı ,,ԕ-𝑛.. dizisi
	,,lim-𝑛→∞.-Գ,,ԕ-𝑛.,1.=.,lim-𝑛→∞.maks,,1-𝑛.,0.=,lim-𝑛→∞.,1-𝑛.=0
	olduğundan 1 noktasına yakınsaktır.
	3.3.4 Tanım ,Ԕ,Գ. bir quasi metrik uzay ve ,,ԕ-𝑛.. Ԕ içerisinde bir dizi olsun.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛≥,𝑛-0. için Գ,ԕ,,ԕ-𝑛..<𝜀 olacak şekilde ԕ∈Ԕ ve ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine sol Գ-Cauchy dizisi denir.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛≥,𝑛-0. için Գ,,ԕ-𝑛.,ԕ.<𝜀 olacak şekilde ԕ∈Ԕ ve ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine sağ Գ-Cauchy dizisi denir.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛,𝑘∈ℕ ve 𝑛≥𝑘≥,𝑛-0. için Գ,,ԕ-𝑘.,,ԕ-𝑛..<𝜀 olacak şekilde ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine sol 𝐾-Cauchy dizisi denir.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛,𝑘∈ℕ ve 𝑛≥𝑘≥,𝑛-0. için Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-𝑘..<𝜀 olacak şekilde ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine sağ 𝐾-Cauchy dizisi denir.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛≥,𝑛-0. için Գ,,ԕ-,𝑛-0..,,ԕ-𝑛..<𝜀 olacak şekilde ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine zayıf sol 𝐾-Cauchy dizisi denir.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛≥,𝑛-0. için Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-,𝑛-0...<𝜀 olacak şekilde ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine zayıf sağ 𝐾-Cauchy dizisi denir.
	 Her 𝜀>0 ve 𝑛,𝑘≥,𝑛-0. için Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-𝑘..<𝜀 olacak şekilde ,𝑛-0.∈ℕ varsa ,,ԕ-𝑛.. dizisine ,Գ-𝑠.-Cauchy dizisi denir.
	3.3.6 Not Yukarıdaki tanımlardan
	 ,Գ-𝑠.-Cauchy⇒ sol 𝐾-Cauchy⇒zayıf sol 𝐾-Cauchy⇒sol Գ-Cauchy
	 ,Գ-𝑠.-Cauchy⇒ sağ 𝐾-Cauchy⇒zayıf sağl 𝐾-Cauchy⇒sağ Գ-Cauchy
	sonuçları elde edilebilir.
	3.3.15 Örnek Ԕ=,0,1. ve Ԕ üzerindeki Գ quasi metriği
	Գ,ԕ,ԭ.=,,0          ,     ԕ≤ԭ-1          ,     ԕ>ԭ..
	şeklinde tanımlansın. ,,ԕ-𝑛.. dizisi Ԕ uzayında
	,ԕ-𝑛.=,,,1-2.+,1-,2-𝑛..       ,  𝑛 tek sayı ise -,1-3.+,1-,3-𝑛..        ,          𝑛 çift sayı ise..
	şeklinde tanımlansın. Her 𝑛≥1 için Գ,0,,ԕ-𝑛..=0 olduğundan ,,ԕ-𝑛.., Գ-yakınsaktır ve ayrıca ,,ԕ-𝑛.. bir sol Գ-Cauchy dizisidir. Dikkat edilecek olursa
	maks,Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-𝑛+1..,Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-𝑛+2...=1
	olup zayıf sol 𝐾-Cauchy değildir. Yani ,Գ-𝑠.-Cauchy ve sol 𝐾-Cauchy de değildir. Dahası her 𝑛≥1 için Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-1..=0 olduğundan ,,ԕ-𝑛.. dizisi ,Գ-−1. yakınsaktır ve sağ Գ-Cauchy ve zayıf sağ 𝐾-Cauchydir. Գ,,ԕ-2𝑛+1.,,ԕ-2𝑛..=1 olduğundan sağ ...
	,,ԭ-𝑛..=,0,1,,1-2.,,1-3.,…,,1-𝑛.,….
	şeklinde tanımlayalım. Burada ,,ԭ-𝑛.. dizisi her 𝑛≥1 için Գ,,ԭ-1.,,ԭ-𝑛..=0 ve her 𝑛>𝑘>1 için Գ,,ԭ-𝑘.,,ԭ-𝑛..=1 olduğundan sol 𝐾-Cauchy değildir fakat zayıf sol 𝐾-Cauchy dir.
	3.3.7 Not ,,ԕ-𝑛.. dizisinin sağ 𝐾-Cauchy ve sol 𝐾-Cauchy olması için gerek ve yeter şart ,,ԕ-𝑛.. dizisinin bir ,Գ-𝑠.-Cauchy dizisi olmasıdır.
	Her yakınsak dizi, metrik uzayda bir Cauchy dizisi olmasına rağmen quasi metrik uzayda bu durum yoktur. Yani Գ-yakınsak veya ,Գ-−1. yakınsak dizileri quasi metrik uzayda zayıf 𝐾-Cauchy ,Գ-𝑠.-Cauchy veya 𝐾-Cauchy olmayabilir. Ama bir dizi Գ-yakınsak...
	3.3.16 Örnek Ԕ=,0,,1.. ve Գ quasi metriği
	Գ,ԕ,ԭ.=maks,ԭ−ԕ,0.
	şeklinde tanımlansın. Bu durumda ,ԕ-𝑛.=,𝑛-𝑛+1. dizisi ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayında       ,Գ-𝑠.-Cauchy olur. Dolayısıyla sol Գ-Cauchy dizisidir ama Գ-yakınsak değildir. Gerçekten her ԕ∈Ԕ için
	,,lim-𝑛→∞.-Գ,ԕ,,𝑛-𝑛+1...=,,lim-𝑛→∞.-maks,,𝑛-𝑛+1.−ԕ,0.=1−ԕ≠0.
	dır.
	Her Cauchy dizisi, metrik uzaylarda yakınsak ise bu uzaydır diye söylenmektedir. Fakat quasi metrik uzayda 7 farklı Cauchy dizisinin tanımının 3 farkli şekilde yakınsamasıyla ortaya pekçok tamlık tanımı çıktığından tamlığın tek bir tanımı yoktur.
	3.3.5 Tanım ,Ԕ,Գ. bir quasi metrik uzay olsun.
	 Eğer her sol (sağ) Գ-Cauchy dizisi Գ yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına sol (sağ) 𝜁-tam denir.
	 Eğer her sol(sağ) Գ -Cauchy dizisi ,Գ-−1. yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına sol (sağ) 𝜂-tam denir.
	 Eğer her sol(sağ) Գ -Cauchy dizisi ,Գ-𝑠. yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına sol (sağ) 𝜃-tam (bi-tam) denir.
	 Eğer her ,Գ-𝑠.- Cauchy dizisi Գ yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına 𝜁-tam denir.
	 Eğer her ,Գ-𝑠.- Cauchy dizisi ,Գ-−1. yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına 𝜂-tam denir.
	 Eğer her ,Գ-𝑠.- Cauchy dizisi ,Գ-𝑠. yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına 𝜃-tam ya da bi tam denir.
	 Eğer her (zayıf) sol (sağ) 𝐾-Cauchy dizisi Գ yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına (zayıf) sol (sağ) 𝒦-tam denir.
	 Eğer her (zayıf) sol (sağ) 𝐾-Cauchy dizisi ,Գ-−1. yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına (zayıf) sol (sağ) ℳ-tam denir.
	 Eğer her (zayıf) sol (sağ) 𝐾-Cauchy dizisi ,Գ-𝑠.  yakınsak ise ,Ԕ,Գ. metrik uzayına (zayıf) sol (sağ) 𝑆𝑚𝑦𝑡ℎ-tam denir.
	3.3.8 Not Verilen tamlık tanımları göz önünde bulundurulduğunda
	sol 𝜁−tam⇒zayıf sol 𝒦−tam
	⇒ sol 𝒦−tam
	⇒𝜁−tam
	sağ 𝜁−tam⇒zayıf sağ 𝒦−tam
	⇒ sağ 𝒦−tam
	⇒𝜁−tam
	ifadelerinin sağlandığı görülebilir.
	3.3.17 Örnek Ԕ=ℕ ve Գ quasi metriği
	Գ,𝑚,𝑛.=,,0   ,                         𝑚=𝑛-,1-𝑛.  , 𝑚>𝑛, 𝑚 çift, 𝑛 tek-1  ,   diğer durumlarda..
	şeklinde tanımlansın. Buradan sağ 𝐾-Cauchy dizileri ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayında sonlu sayıda elemanları hariç diğer elemanları aynı dizilerdir. ,Ԕ,Գ. uzayında böyle diziler Գ-yakınsak olduğundan uzay sağ 𝒦-tamdır. Fakat ,2,4,6,…. dizisi sağ Գ-yakıns...
	3.3.9 Not ,,ԕ-𝑛.., ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayında bir dizi olmak üzere
	,𝑛=1-∞-Գ,,ԕ-𝑛.,,ԕ-𝑛+1..<∞.
	şartı var olsun. Böylece ,,ԕ-𝑛.. dizisi bir sol 𝐾-Cauchy dizisidir.
	3.3.1 Teorem Bir quasi metrik uzayın sol 𝒦-tam olması için gerek ve yeter şart zayıf sol 𝒦-tam olmasıdır.
	3.3.10 Not Sol Գ-Cauchy olma özelliği ile sağ ,Գ-−1.- Cauchy olma özelliği birbirlerini gerektirmelerine rağmen, sol 𝜁 tamlık ve sağ 𝜂-tamlık özellikleri birbirlerini gerektirmez. Ama ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayının 𝜁-tam olması için gerek ve yeter şar...
	3.3.11 Not Bir ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayı θ-tam (bi-tam) olması için gerek ve yeter şart  hem 𝜁-tam ve 𝜂-tam olmasıdır.
	3.3.12 Not ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayı sol ℳ-tam olduğunda ,Ԕ,Գ., 𝜂-tamdır. Dahası ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayı sol 𝒦 -tam olduğunda ,Ԕ,Գ., 𝜁-tamdır. Yani ,Ԕ,Գ., sol   𝒦 -tam ve sol ℳ-tam olduğunda θ-tam( bi-tam) dır.
	3.3.18 Örnek Ԕ=,0,,1.. ve ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayı
	Գ,ԕ,ԭ.=maks,ԭ−ԕ,0.
	şeklinde tanımlansın. Ԕ uzayında alınan diziler 0 noktasına ,Գ-−1. yakınsak olduğundan ,Ԕ,Գ., sol (sağ) 𝜂-tam, 𝜂-tam ve sol (sağ) ℳ-tamdır. Ayrıca
	,Գ-𝑠.,ԕ,ԭ.=,ԕ−ԭ.
	olduğundan ,Ԕ,Գ., θ-tam ( bi-tam) değildir. Bundan dolayı ,Ԕ,Գ., 𝜁-tamdır, fakat 𝜂-tam değildir.
	3.3.19 Örnek Ԕ=,0,.,1. ve Գ quasi metriği
	Գ,ԕ,ԭ.=,,0      ,  ԕ≤ԭ-1      ,           ԕ>ԭ..
	şeklinde tanımlansın. Bu uzayda her dizi 0 a Գ yakınsak olduğundan ,Ԕ,Գ. sol (sağ) 𝜁-tam, 𝜁-tam ve sol (sağ) 𝒦 -tamdır.
	3.3.20 Örnek Ԕ=,0,1. ve Գ quasi metriği
	Գ,ԕ,ԭ.=,,ԕ−ԭ      ,  ԕ≤ԭ-1              ,           ԕ>ԭ..
	şeklinde tanımlansın. ,ԕ-𝑛.=,1-𝑛+1. olmak üzere ,,ԕ-𝑛.. dizisi düşünüldüğünde her 𝑛>𝑘 için Գ,,ԕ-𝑛.,ԕ.<,1-𝑘. olduğundan ,,ԕ-𝑛.. dizisi sol 𝒦-Cauchy dizisi, yani buradan sol         Գ-Cauchy dizisidir. Ama bu dizi belli bir noktadan sonra her ԕ...
	𝐴=,,1-𝑛+1.:𝑛∈ℕ.
	olmak üzere ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayının bir alt uzayı ,𝐴,Գ. olsun. Bilinen bir noktadan sonra 𝐴 uzayındaki daki her sağ Գ-Cauchy dizisi sabit dizi olduğundan, 𝐴 uzayı sağ 𝜁-tamdır. Ayrıca sol Գ-Cauchy dizisi ,,1-𝑛+1.., 𝐴 uzayındaԳ-yakınsak olmad...
	𝐵=,1−,1-𝑛+1.: 𝑛∈ℕ.
	olmak üzere ,𝐵,Գ., ,Ԕ,Գ. quasi metrik uzayının bir alt uzayı olmak üzere ,𝐵,Գ. uzayı sol 𝜁 ve 𝒦 -tamdır. Fakat ,1−,1-𝑛+1.. dizisi 𝐵 de Գ-yakınsak olmadığından ,𝐵,Գ. uzayı ne sağ 𝜁 ve 𝒦 -tamdır.
	4. BULGULAR VE TARTIŞMA
	4.1 Quasi Metrik Uzayda 𝜶 -geçişli dönüşümler için Bazı Sabit Nokta Teoremleri
	Önceki bölümlerde metrik uzaylar kavramı incelenip tam metrik uzayda bazı sabit nokta teoremleri verilmiştir. Daha sonra Quasi metrik kavramı verilip birçok örnek irdelenmiştir. Bu bölümde Quasi metrik uzaylarda θ-büzülme dönüşümleri ele alınıp     𝜶...
	Samet tarafından verilen -geçişlik tanımı ile tam metrik uzaylarda Banach sabit nokta teoreminin birçok genelleştirmesi yapılmıştır.
	(Ԕ,Գ) bir quasi metrik uzay, Ԏ:Ԕ→Ԕ bir dönüşüm ve 𝛼:Ԕ×Ԕ→,0,,∞.. bir fonksiyon olsun. Quasi metrik uzayda bir dönüşüm θ-büzülme halini
	,Ԏ-𝛼.=,,ԕ,ԭ.∈Ԕ×Ԕ: α,ԕ,ԭ.≥1 ve Գ,Ԏԕ,Ԏԭ.>0.
	şeklindeki küme ile göstereceğiz.
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