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SIMGELER

Bu calismada kullanilmis simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

F, n. Fibonacci sayisi

L, n. Lucas sayisi

P, n. Pell sayisi

Q. n. Pell-Lucas sayisi

qn n. Modifiye Pell-Lucas sayisi
F,(x) n. Fibonacci Polinomu

L,(x) n. Lucas Polinomu

P,(x) n. Pell Polinomu

Q.(x) n. Pell-Lucas Polinomu

D,(a,b) n. Genellestirilmis Lucas Sayis1
E,(c,d) n. Genellestirilmis Pell-Lucas Sayis1
D, (a,b)(x) n. Genellestirilmis Lucas Polinomu

E,(c,d)(x) n. Genellestirilmis Pell-Lucas Polinomu



1. GIRIS

Gegmisten giinlimiize matematikte uygulama alan1 bulmus ¢ok énemli konulardan biri de
dizilerdir. Bu dizilerin en basinda ise en ¢ok bilinen dizi olan ve kendinden Onceki iki
terimin toplami ile elde edilen Fibonacci dizisi yer alir. Bu dizi Fibonacci adi ile bilinen
Leonardo Pisano tarafindan bulunmustur. Fibonacci yani diger adiyla Leonardo Pisano
“Liber Abaci” adli eserinde tanimladigi bu say1 dizisini ayrintili bir sekilde anlatmistir.

Leonardo Pisano bu eserinde ayrica altin oranin 6zelliklerinden de bahsetmistir [1, 2].

Fibonacci dizisinden ve baglantili 6zelliklerinden yola ¢ikan Fransiz matematik¢i Edward

Lucas kendi adiyla anilan Lucas dizilerini tanimlamistir [3].

Baslangig sartlar1 farkli olmasina ragmen ayni karakteristik denkleme sahip olan Fibonacci
ve Lucas dizileri lizerine bir¢ok arastirma yapilmistir. Bu calismalarda Fibonacci say1
dizisinin belirli 6zellikleri incelenerek, elde edilen sonuclar ve 6zellikler 1518inda daha

farkli say1 dizileri ve polinom siniflaria ulagilmistir.

Bu 6nemli say1 dizileri farkli farkli sekillerde genellestirilmistir. Ozellikle Fibonacci ve

Lucas dizisine ait birgok genellestirme olup bu dizilere ait birgok 6zellik [3] te goriilebilir.

Bazi arastirmacilar baslangi¢ sartlarin1 degistirirken [4-6], bazilar1 da [7-12] indirgeme

bagintilarin1 degistirerek yeni genellestirmeler elde etmislerdir.
Bahsedilen bu genellestirmeler ilk kez 1878 yilinda Lucas tarafindan yapilmistir [13].

Literatiire genellestirilmis Fibonacci say1 dizileri ile genellestirilmis Lucas say1 dizileri
seklinde gecen bu sayilar daha sonra yapilacak diger calisma ve genellestirmeler icin de

onemli bir kaynak olmustur.

Miles yapilan bu c¢aligmalardan yola ¢ikarak 1960 yilinda yaptig1 “Generalized Fibonacci
Numbers and Associated Matrices” isimli ¢alismasinda k. mertebeden genellestirilmis

Fibonacci sayilarini tanimlamastir [14].



Horadam ise 1961 ve 1963 yilinda yaptiklar1 ¢alismalarda Fibonacci sayilarindan yola
cikarak terimleri kompleks sayilar olan Gauss Fibonacci sayilarini tanimlamistir. Gauss

Fibonacci sayilari i¢in bazi formiil ve esitlikler elde etmistir [15, 16].

Kalman matrisler yardimiyla genellestirilmis Fibonacci dizilerini tanimlayarak, bu diziye

ait bircok 6zellik elde etmistir [17].

Er, genellestirilmis k-Fibonacci sayilarini tanimlayarak Fibonacci sayilari igin yeni bir

genelleme yolu bulmustur [18].

Bu asamadan sonra Lee ise k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilar iizerinde ¢aligmalar

yapmistir [19-21].

Falcon ve Plaza Fibonacci sayilarina dair yeni bir genellestirme olan Fibonacci-k sayilarini
tanimlamis ve tanimladiklari bu yeni say1 dizisine ait bircok formiil ve 06zdeslik

vermislerdir [22].

Stakhov “Introduction into algorithmic measurement theory” adli kitabinda Fibonacci ve
Lucas sayilarina dair bir genellestirme olan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas p-sayilarini
tanimlamistir [23]. Stakhov ve Rozin ise ¢alismalarinda yine bu dizilerin binet formiillerini

ve ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir [24].

Koger, Tuglu ve Stakhov yaptiklar1 c¢alismada Fibonacci ve Lucas p-sayilarinin
m-—genislemesini tanimlamislardir. Tanimladiklar1 sayilarla ilgili ¢esitli 6zdeslikler elde
etmislerdir. Ayrica p ve m’ nin farkli degerleri icin bu say1 dizilerini daha baska say1

dizilerine indirgemislerdir [25].

Tage1 ve Firengiz ise caligmalarinda tamamlanmamis Fibonacci p—sayilart ile
tamamlanmamis Lucas p—sayilarin1 tanimlamistir. Ayrica bu say1r dizilerine dair bazi

baglantilar da elde etmislerdir [26].

Edson ve Yayenie ¢alismalarinda yeni bir genellestirme olan iki periyotlu Fibonacci

dizilerini tanimlamislardir. Bu dizilere ait baz1 formiil ve 6zdeslikler elde etmislerdir [27].



Falcon Lucas sayilarina ait yeni bir genellestirilme olan k—Lucas dizisini tanimlamistir ve
tanimlanan yeni diziye ait bazi bagmtilar elde etmistir. Ayrica k—Lucas dizisi ile

k—Fibonacci dizisi ile arasindaki iliskileri de incelemistir [28].

Tasc1 calismasinda farkli bir genellestirme olan genellestirilmis k-Lucas sayilarini

tanimlamistir [29].

Kili¢ ise matrislerden yararlanarak genellestirilmis k-Pell sayilarini tanimlamistir [30].
Tasc1 ve Kilig ayrica genellestirilmis k. mertebeden Fibonacci ve Lucas sayilart iizerine
calismis ve bu diziler arasindaki iliskileri incelemislerdir [31,32]. Yine Tasc1 ve Kilig
“genellestirilmis k. mertebeden Pell sayilarina dair binet benzeri formiil ve esitliklere yer

vermislerdir [33].

Koger ve Tuglu Pell p-sayilar ile Pell-Lucas p-sayilarini tanimlamislardir. Ayrica p’ ye

verilen farkli degerler icin bu dizilerin Binet formiillerini elde etmislerdir [34].

Catarino yeni bir genellestirme olan genellestirilmis k-Pell sayilarini tanimlamistir [35].
Catarino ve Vasco da ayrica calismalarinda k. dereceden genellestirilmis Pell-Lucas ve
genellestirilmis Modifiye-Pell sayilarina dair bazi esitlikler ve iirete¢ formiillerini elde

etmislerdir [36, 37].

Calisilan say1 dizilerinin yani sira benzer yaklagimla tanimlanmis farkli polinom siiflari

ve bu smiflarin genellestirilmeleri de mevcuttur.

Catalan1883 yilinda Fibonacci polinomlarini tanimlamistir [1].

Horadam ve Mahon ¢alismalarinda Pell ve Pell-Lucas polinomlarini tanimlamis ve bu

polinomlara dair bazi bagintilar elde etmislerdir [38].

Bicknell Fibonacci polinomunun genellestirerek genellestirilmis Finonacci polinomunu

tanimlamistir [39].



Webb ve Parberry ¢aligmalarinda genellestirilmis Fibonacci polinomu ile genellestirilmis
Lucas polinomlarini tanimlayarak bu polinomlar i¢in yeni bir genellestirme yolu bulmustur

[40].

Bergum ve Hoggatt ise Lucas polinomlarina ait farkli bir genellestirme tanimlamistir ve

tanimlanan bu polinomlara dair bazi bagintilar elde etmislerdir [41].

Tuglu, Koger ve Stakhov, iki degiskenli Fibonacci ve Lucas p—polinomlarini tanimlamislar
ve bu polinomlarin matris temsilleri ile ¢esitli 6zelliklerini elde etmislerdir. Ayrica iireteg
fonksiyonlar yardimiyla genellestirilmis bivariate Fibonacci p—polinomlar1 ve
genellestirilmis  bivariate Lucas p—polinomlarinin baz1 esitlik ve 06zdesliklerini

ispatlamislardir [42].

Bu bilgiler 15181nda tez ¢alismasinda genellestirilmis Lucas ve genellestirilmis Pell-Lucas

polinomlar ¢alisilmigtir. Tezin boliimleri asagida kisaca 6zetlenmistir.

Tezin ikinci boliimii olan temel kavramlar kisminda diger boliimlerde kullanilacak temel
tanim ve kavramlar verilmistir. Ayrica bazi tamsay:1 dizilerinin genel 6zellikleri ile bu

dizilerle ilgili teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Uciincii  boliimde daha onceki calismalar 1s18inda  genellestirilmis Lucas sayilari
tanimlanmis, bu say1 dizisinin karakteristik denklemi, binet formdild, iirete¢ fonksiyonu ve

toplam formiilii ile bazi esitlikler verilmistir.

Dordiincii boliimde genellestirilmis Pell-Lucas say1 dizisi tanimlanmis, bu say1 dizisine ait
elemanlar verilmis ve bu diziye ait karakteristik denklem, binet formiilii ve diger bagintilar

verilmistir.

Besinci boliimde; tanimlanan bu yeni sayr dizilerinden yola ¢ikilarak genellestirilmis
Lucas polinomu tanimlanmistir. Bu polinom sinifina ait elemanlar verilmistir.
Genellestirilmis Lucas polinomlar i¢in binet formiilii, toplam formiilii, iirete¢ fonksiyonu

ve bazi esitlikler verilmistir.



Tezin altinct boliimiinde genellestirilmis Pell-Lucas polinomlari tanimlanmis ve bu

polinom sinifinin bazi elemanlar1 verilmistir. Yine benzer sekilde bu polinom sinifina ait

bazi formiil ve esitlikler verilmistir.

Tezin son boliimii olan yedinci boliimde ise sonug ve Oneriler verilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin diger boliimlerine temel teskil edecek bazi tanim ve teoremler ispatsiz
olarak verilecektir. ilk olarak Fibonacci, Lucas, Pell-Lucas, Modifiye Pell-Lucas sayilarina
iligkin gerekli tanimlar verilerek Fibonacci, Lucas ve Pell-Lucas polinomlarindan
bahsedilecektir. Daha sonra bu sayilarin bilinen indirgeme bagmtilart géz oniine alinarak
bazi formiil ve 6zdeslikler verilecektir.

2.1. Temel Kavramlar

2.1.1. Tanim (Rekiirans bagintist)

Bir dizide herhangi bir terim, kendinden 6nceki terimlerden yararlanilarak elde ediliyorsa

yararlandigimiz bu bagintiya dizinin rekiirans bagintisi denir [22, 34].
2.1.2. Tanim (Binet formiilii)

Bir rekiirans bagintisim1 fark denklemi olarak ¢ozerken karakteristik denklemin kdokleri

yardimiyla dizinin n. terimini veren kapali forma Binet formiilii denir [7, 25].
2.1.3. Tanim (Ureteg fonksiyonu)

ap, a4, Ay, ... seklindeki tamsay1 dizisi igin

00]
glx) = Z apx™ = ag + a;x + ax? + -
n=0

kuvvet serisi agilimina bu dizinin iirete¢ fonksiyonu denir [1, 26].

Burada x™ teriminin katsayist dizinin n. terimidir.



2.2. Baz1 Tamsayi Dizileri

2.2.1. Tanim (Fibonacci say1 dizisi)

Her n > 1 tamsayisi i¢in

Fb=0,F, =1

baslangig sartlar1 olmak tizere;

Fop1=F +Fq (2.1)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {F,},-, seklindeki diziye Fibonacci say1 dizi denir ve

{E,}ns0 dizisinin elemanlar1 ise “Fibonacci sayilar1” olarak adlandirilir [1, 3].
Fibonacci dizisine karsilik gelen karakteristik denklem

x2—x—-1=0

dir. Verilen denklemin kokleri ve kokler arasindaki baginti ise

1+v5  1-+5
2 B = 2

a =

i¢in;

a+Bf=1Laf=-1]la—B| =5

seklindedir.

Burada denklemin pozitif kokii olan ve Altin Oran olarak bilinen ¢ = 1,61803398875 ...
sayis1 dogada ve bir¢ok yerde kargimiza ¢ikan muhtesem bir sayidir [43].

Bu dizinin binet formiilii ise a ve B’ ya bagli olarak



seklinde elde edilmistir. Fibonacci dizisine ait iirete¢ fonksiyonu ise

X
90 =) B =i
n=1

dir [1].
2.2.2. Tanim (Lucas say1 dizisi)

Her n > 1 tamsayisi i¢in, baglangi¢ sartlari

LO = 2 ’Ll = 1
i¢in;
Lyy1 =L+ Ly (2.2)

rekiirans bagintis1 ile tanimlanan {L,},s, seklindeki diziye Lucas say1 dizisi denir ve

{L, } 50 dizisinin elemanlar1 “Lucas sayilar1” olarak adlandirilir [1, 3] .

Lucas say1 dizisi ile Fibonacci say1 dizisinin karakteristik denklemleri ayni oldugundan

karakteristik denkleme ait kokler de aynidir dolayisiyla

1+v5  1-+5
2 B = 2

a =

oldugu goz oniine alinarak,

Lucas say1 dizisi i¢in binet formiilii

Ly=a™+p"
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dir. Lucas say1 dizisine ait lirete¢ fonksiyonu ise

(x)—ZLnx 2x% +x

1—x—x2
dir [1] .
2.2.3. Tanim (Pell say1 dizisi)
Her n > 1 tamsayisi i¢in, baslangic sartlari
Pb=0,P,=1
olan,

Ppy1 =2P, + Py

(2.3)

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {P, },,so seklindeki diziye Pell say1 dizisi denir ve {P, },s0

dizisinin elemanlar1 “Pell sayilar1” olarak adlandirilir [2] .

Karakteristik denklemi x? — 2x — 1 = 0 seklinde olan Pell dizisinin kokleri

y=14+v2 ,0=1-+2

olup bu say1 dizisine ait binet formdilii de

yTl_eTl

p =
n ,y_e

ile ifade edilir. Burada kokler arasindaki baginti ise,

y+60=2 yo=-1, |y—0|=2V2
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seklindedir [2, 44].

2.2.4. Tanim (Pell-Lucas say1 dizisi)

Her n > 1 tamsayisi i¢in, baglangic sartlar

Qo=2,0Q, =2 olanve

Qn+1 = 20 + Qn—1 (2.4)

ile tanimlanan {Q,},so seklindeki dizi Pell-Lucas say1 dizisidir ve yine aymi sekilde bu

say1 dizisinin elemanlari ise “Pell-Lucas Sayilar1” olarak adlandirilir [2, 44].
Pell-Lucas sayilari i¢in binet formiilii de;

Qn=y"+0"

seklinde ifade edilir [2, 44].

Cizelge 2.1. Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas say1 dizilerinin ilk 10 terimi

n F, L, P, Qn
1 1 1 1 2
2 1 3 2 6
3 7. 4 5 14
4 3 7 12 34
5 5 11 29 82
6 8 18 70 198
7 13 29 169 478
8 21 47 408 1154
9 34 76 985 2786
10 55 123 2378 6726
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2.2.5. Tamim (Modifiye-Pell say1 dizisi)

Her n > 1 tamsayaisi i¢in, baslangi¢ sartlari

GQ=1,q1=1
olan ve
n+1 = 2qn + qn—1 (2-5)

ile tammlanan {q,}nso seklindeki dizi Modifiye-Pell say1 dizisidir ve {qy}nso dizisinin

elemanlar1 “Modifiye-Pell Sayilar1” olarak adlandirilir [45].
Burada Modifiye-Pell Sayilari igin binet formiili;

_.yTl_I_HTl
I = y+6

seklindedir. Yukarida Es. 2.3, Es. 2.4, Es. 2.5 in karakteristik denklemlerinin ve

dolayisiyla koklerinin aynidir.

2.3. Baz1 Tamsay1 Polinomlar

Literatiirde Fibonacci sayilar1 ve rekiirans bagintilarindan hareketle farkli baslangi¢

kosullar1 ve farkli tekrarlama bagintisina sahip birgok polinom sinifi mevcuttur.

Bu tezde kullanilacak bazi polinom siniflar1 agagida gosterilmistir.

2.3.1. Tanim (Fibonacci polinomu)

Her n > 3 tamsayaisi i¢in, baslangi¢ sartlari

FF(x)=1, F(x) =x



olan

Fn(x) = an—l(x) +

indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinoma Fibonacci polinomu denir [46, 47].

Burada Es. 2.6 bagintisinin karakteristik denklemi

t2—xt—1=0

dir. Bu denklemin kokleri

x+Vx?+4

t) = ——————
2

x—vVx2+4

=

dir. Kokler arasindaki bagint ise;

t1+t2=x,t1t2=_1, Itl_t2|= X2+4‘

ile verilir.

2.3.2. Tanim (Lucas polinomu)

Her n > 2 tamsayaisi i¢in, baslangi¢ sartlari

Lo(x) =2, Li(x) = x

olan ve

Lp(x) = xLp_1(x) + Ly

indirgeme bagintisi ile tanimlanan polinoma Lucas polinomu denir [48].

13

(2.6)

(2.7)
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Cizelge 2.2. Fibonacci ve Lucas polinomlarinin ilk 10 polinomu

n E, (x) L,(x)

1 1 X

2 x x> 2

3 x2+1 x% + 3x

4 x3 2% xt+4x? 42

5 x*+3x%+1 x> 4+ 5x° + 5x

6 x> + 4x% + 3x 22 9-6xr4- 092242

7 D o e e x"FTx° ¥ 14x° + Tx

8 x” 4+ 6x° + 10x° 4 4x x% 4 8x°% + 20x* + 16x%2 + 2
9 x® 4+ 7x° + 15x* + 10x% + 1 x? +9x7 4+ 27x° + 30x° 4+ 9x
10 | x° +8x”7 +21x° + 20x% + 5x 204 10%" 4 35x5 £ 50x* £25%% 4 2

2.3.3. Tanim (Pell polinomu)

Her n > 2 tamsayisi i¢in, baslangic sartlari

Py(x) =0, Pi(x) =1

olan

Po(x) = 2xPy_1(x) + Pp—s (2.8)

seklindeki indirgeme bagntisi ile tanimlanan polinoma Pell polinomu denir [49].

2.3.4. Tanim (Pell-Lucas polinomu)

Her n > 2 tamsayisi i¢in, baslangig sartlari

Qo(x) =2, Q1 (%) =2x

olan ve

Qn(x) = 2xQp_1(x) + Qn_> (2.9)

indirgeme bagintis1 ile tanimlanan polinoma Pell-Lucas polinomu denir [49] .



Pell ve Pell-Lucas polinomlarina ait karakteristik denklem

t2—-2tx—1=0

olup, verilen bu denkleme ait kokler;

ts3=x+Vx?2+1,t,=x—vVx?+1

seklindedir.

Cizelge 2.3. Pell ve Pell-Lucas polinomlarinin ilk 10 polinomu

15

n P, (x) Qn(x)

1 1 2x

2 2x 4xZ + 2

3 4x°+1 8x° + 6x

4 8x°+ 4 16x* + 16x°+ 2

5 16x%+ 12x% +1 32x° 4 40x° + 10x

6 32x° +32x° + 6x 64x°+96x* + 36x° + 2

7 64x°+80x*+24x° + 1 128x’ + 224x° + 112x° + 14x

8 128x" + 192x° + 80x° + 8x 256x° +512x° +320x* + 64x° + 2

9 256x° 4 448x° + 240x* + 40x* + 1 512x° + 1152x’ + 864x° + 240x° + 18x

10| 512x° + 1024x’ + 672x> + 160x° + 10x 1024x*° + 2560x° + 2240x° + 800x*
+100x% + 2

Yukarida bahsettigimiz polinom simniflar1 ile ayni isme sahip say1 dizileri arasinda ¢ok

kuvvetli bir iliski vardir. Soyle ki,

Fibonacci, Lucas, Pell ve Pell-Lucas polinomlarinda x yerine 1 alindiginda;

Fall)=F,
L.()=1L,
P.(1)="F,

QD =Q,

elde edilir [1-4].
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Es. 2.1, Es. 2.2, Es. 2.3, Es. 2.4’ deki tamsayi dizileri ile Es. 2.6, Es. 2.7, Es. 2.8, Es. 2.9’
daki polinomlarin negatif alt indislerini de tanimlamak miimkiindiir. Bu tanimlamalar

asagida verilmistir [1-4].

F_,=(—-1)"*'F,,n>1

L_,=(-1"L,,n>1

P_,=(—1)"*1p,, n>1

Q_,=(-1"Q,.n>1

F_n(®)=(-1)"*'F,(x), n>1

L_n(®)=(-1)"L, (%), n21

P_y (x)=(—1)""'P,(x), n=1

Q_n (x)=(~1)"Qu(x). n=1

Bu tezde, pozitif alt indisli sayr dizileri ile polinomlar1 ele alinacaktir. Calismada

kullanilan say1 dizileri ve polinom siniflar1 Cizelge 2.4.” de gosterilmistir.

Cizelge 2.4. Indirgeme bagimtisina sahip baz1 say1 dizileri ve polinom simiflari.

Indirgeme
Bagmtisma Sahip %
Say: Dizisi ya da Baglangi¢ Kosullar Tekrarlama Bagmtist
Polinom Smifi
Fibonacci Say1 -
Dizisi F,=0,F=1 ey =5y 2=y
Lucas Say1
Dizsi Ly=2,I;=1 Lpp1=Lpt Ly,
Pell Savi
Diﬂ..Si PO =0 ,P1 =1 Pn+1 = ZPn + Pn—l
Pell-Lucas Sayi
Dizisi QO =2 IQI =2 Qn+1 — an +: Qn—l
Modifiye Pell Sayi
Dizisi 2 =1,q;=1 An+1= 2qn+ Gn—y
Fibonacci
Pobnicialaii R(x)=1,RKR(x) =x Fp(x) = xFy_1(x) + Fy 5
Lucas Polinomlari Lo(x) =2, Ly(x) =x Ly(x)=xLp_4(x)+Ly_»
Pell Polinomlari Py(x)=0, Py(x) =1 Py(x) = 2xP,_4(x)+ Pp_»
Pell-Lucas
Polinomlar: QO(x) =2, Ql (x) = 2x Q‘n (x) = szn—l(x) - g Qn—Z
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3. GENELLESTIRILMIS LUCAS SAYILARI

Bu boliimde Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki bagintidan yola ¢ikilarak
genellestirilmis Lucas sayilar1 tanimlanacaktir. Tanimlanan bu diziye ait baz1 formiil ve
esitlikler verilecektir.

3.1. Genellestirilmis Lucas Sayilar:

L, ve E, sirastyla n. Lucas ve Fibonacci sayilarin1 gostermek iizere;

Ly = Fpp1 + Foa

oldugu g6z oniine alinarak, buradan hareketle asagidaki tanim verilecektir.

3.1.1. Tanim (Genellestirilmis Lucas sayilari)

a,b € R olmak iizere,

D,(a,b) = aF, 1 + bF,_, (3.1)

ifadesine genellestirilmis Lucas sayilari denir. Bu tanim goz Oniline alinarak asagidaki

lemma verilmistir.

3.1.2. Lemma

a,b € R olmak tizere, VE Z i¢in,

D,4+1(a,b) = D,,(a,b) + D,,_1(a, b) (3.2
baslangi¢ sartlari

Dyo(a,b) =a+ b, D;(a,b) =b

olan bir indirgeme bagntisidir.
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fspat

Dn(a, b) + Dn_l(a, b) = aFn+1 + bFn—l + aFn + bFn_z
= a(Fp41 + B) + b(Fpq + Fy_p)

= aFn+2 + bFn

= Dn+1(a, b)

yazilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.

D, (a, b) say1 dizisinin bazi elemanlar1 asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.

Cizelge 3.1. Genellestirilmis Lucas say1 dizisinin ilk 10 terimi

F'!

n D, (x)

1 a+b

2 b

3 a+2b
4 a+ 3b
5 2a + 5b
6 3a +8b
7 5a + 13b
8 8a + 21b
9 13a + 34b
10 21a + 55b

D,(a, b) say1 dizisinde eger;

a=1,b =1 alimrsa D,(1,1) = L, (Lucas sayilari)

a = —1,b = 1 alinirsa D,,(—1,1) = F, (Fibonacci sayilari) elde edilir.

Genellestirilmis Lucas say1 dizilerine karsilik gelen karakteristik denklem

x*—x—1=0
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dir. Bu denklemin kokleri de

_1+V5  1-+5
2 B = 2

a

dir. Kokler arasindaki baginti ise

a+B=1aB=-1la—pB|=+5

seklindedir.

3.1.3. Teorem (Genellestirilmis Lucas sayilari i¢in binet formiilii)

dir.
fspat

Genellestirilmis Lucas sayilarina ait

D,(a,b) = ca™ + ¢, " (3.3)

Es. 3.3 deki binet denklemi g6z Oniline alinir ve n yerine sirasiyla 0 ve 1 degerleri

verilirse;

Do(a,b) =a+b=c, +c,
Di(a,b) = b =cia+ ¢,

seklindeki lineer denklem sistemi elde edilir. Katsayilar matrisinin determinanti sifirdan

farkli olan bu lineer denklem sistemi Cramer yontemi ile ¢oziildiigiinde,
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_b-Ba+b)  a(a+b)—b
OETa—p T a-p

olarak bulunur. Bulunan bu degerler Es. 3.3 ifadesinde yerine yazilirsa istenilen elde

edilmis olur.

3.1.4. Teorem (Genellestirilmis Lucas sayilar1 i¢in lirete¢ fonksiyonu)

( )_a+b—ax
fx) = 1—x—x2
seklindedir.

fspat
Genellestirilmis Lucas sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu;

f(x) = X350 Dn(a, b)x™ (3.4)
olsun.

Bu seri sirasiyla x ve x? ile carpilirsa
y carp

xf(x) = Z D, (a,b)x™*1
n=0
=Dy(a, b)x* + D;(a,b)x? + D,(a,b)x®> + .-+ D,,_,(a, b)x™ + --- (3.5)
x2f(x) = z D, (a,b)x™*?
n=0
=Dy(a, b)x? + D,(a, b)x3 + D,(a,b)x* + ---+ D,,_,(a, b)x™ + --- (3.6)
esitlikleri elde edilir. Burada Es. 3.4 den Es. 3.5 ve Es. 3.6 c¢ikarilirsa;
f(x) = xf(x) = x*f (x) = Dy(a,b) + (D1(a,b) — Do(a, b))x*

+(D,(a,b) — Dy(a,b) — Dy(a, b))x?
+(Ds(a,b) — D,(a,b) — Dy(a,b))x® + -



+(Dp(a,b) — Dy_1(a,b) — Dp_5(a,b))x™ + -

FO[1 — x — x?] = Dy(a, b) + [(D,(a,b) — Dy(a, b))]x*
+[(D,(a, b) — Dy (a,b) — Dy(a, b))]x?
+[(D3(a,b) — D;(a,b) — Dy(a, b)) ]|x> + -+

[(D‘n(a' b) - Dn_l(a, b) — Dn—z(a; b))]xn + ...

sonucuna ulasilir. Genellestirilmis Lucas sayilarinin
Dy(a,b) =a+b, D,(a,b) =b

baslangig sartlar1 ve Es. 3.2” den elde edilen
Dn(a,b) — Dp_4(a,b) — Dy_5(a,b) =0

ifadesi Es. 3.7’ de yerlerine yazilarak;

a+b-—ax

) =1

seklindeki tirete¢ fonksiyonu bulunmus olur.

3.1.5. Teorem (Genellestirilmis Lucas sayilarinin ilk n teriminin toplami)

n
2 Dy(a,b) = Dy.,(a,b) — b
i=0

dir.
fspat
Genellestirilmis Lucas say1 dizilerinin

Dpy1(a,b) = Dp(a,b) + Dy (a, b)

21

(3.7)
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indirgeme bagintis1 gbz oniine alinip n yerine 1’ den n + 1” e kadar olan degerler verilirse;

D,(a,b) = D;(a,b) + Dy(a,b)
D3(a,b) = D,(a,b) + D1(a,b)

D,,_,(a,b) = D,,_,(a,b) + D,,_5(a, b)

D,(a,b) = D,_,(a,b) +D,_,(a,b)
D,.1(a,b) = D,(a,b) +D,_,(a,b)
D,.,(a,b) = D,.,(a,b) +D,(a,b)

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa;

n+2 n+1 n
i=2 i=1 i=0

n+2 n+1 n

> @b~ ) Dla,b) =) Dyla,b)
i=2 i=1 i=0

bulunur. Buradan da gerekli dizenlemeler yapilarak

z D,(a,b) = z D;(a, b) — Dy(a, b) — D;(a,b) + D,.1(a, b) + D,,,(a, b)
i=0 i=0

> Dy(a,b) — Do(a,b) + Dyyy(a,b)
i=0
Z Di(a,b) =Z D;(a, b) — Dy(a, b) — Dy(,b) + Dp.1(a, b) + Dyy2(a, b)
=) Di(@b) + Dy(@,b) = Do (@ b)
i=0

Di(a,b) = Dn.2(a,b) — D, (a,b) (3.8)
i=0

sonucuna ulagilir.



Dl(a, b) = b

baslangig sart1 Es. 3.8” de yerine yazilirsa;

n
> Di(@,h) =Dyya(ab) = b
i=0

bulunmus olur.
3.1.6. Teorem (Catalan esitligi)

r < n olmak {izere herhangi negatif olmayan n, r tamsayilar1 i¢in

Dn+r (a' b)Dn—r (a, b) - Dnz (a, b) — 5C1C2 (_1)n—TFrZ

dir. Burada
_b—pB(a+b) _a.(a+b)—b
T Tamp T T a-p

ve F.; r. Fibonacci sayisidir.

fSpat

D,(a,b) = ca™ + ¢, ™

seklindeki binet formiilii g6z oniine alinirsa

Dyir(a,b)Dy,_(a,b) — Dyp2(a,b) = (c1a™7" + ¢, M) (c1a™ " 4+ ™)
—(c1a™ + ¢ p™)?

+C22’32n _ C12a2n _ 2C1C2(aﬁ)n _ C22'B2n
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— clcza"”ﬁ’n_r + Clczan—rﬁn+r _ 2C1C2(aﬁ)n

= c1c(aB)™ [;—: +£ 2]

a’

= c162(ap)" T (a" = B7)?
elde edilir. Burada « ve 8 yerlerine yazilip
a” — 7 =+/5E.
esitligi de kullanirsa
Dptr (@, D)Dp_y (@, b) — Dy2(a, b)=5¢;¢,(~1)" "2
bulunmus olur.
3.1.7. Teorem (Cassini esitligi)
Herhangi negatif olmayan n tamsayisi igin

Dn+1(a' b)Dn—l(aﬂ b) - Dn2 (Cl, b) = 6‘1625(_1)11_1

dir. Burada

b—pB(a+Db) a(a+b)—>b
L= -5 c, = —a=f
seklindedir.
fspat

Cassini esitligi, Catalan esitliginin 7 = 1 i¢in 6zel bir hali oldugundan bir dnceki ispatta

r yerine 1 alinirsa Cassini esitligi elde edilmis olur.
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3.1.8. Teorem ( d’Ocagne Esitligi)

m = n ve herhangi negatif olmayan m, n tamsayilari i¢in

Dm(a; b)Dn+1(a' b) - Dn(a' b)Dm+1(ar b) = 5C1C2(_1)n+1Fm—n

dir. Burada F,,_,, m — n. Fibonacci sayis1 ve

_b—pB(a+b) _a.(a+b)—b
N e
dir.
fspat

Genellestirilmis Lucas sayilarina ait

D,(a,b) = ca™ + ¢, ™

seklindeki binet formiilii g6z oniine alinirsa;

Dy, (a,b)Dyy1(a, b) — Dy (a,b) Dy (a, b) = (cra™ + ;™) (cra™t + ¢, 1)
—(cra™ + M) (cr @™t + ™)
= ¢, 2a™"* L ¢ c,a™BM + ¢ycpa B
F 2B (¢ 2qMAHL 4 ¢ qn Mt
+C1C2am+1ﬂn + C22‘8m+n+1)
= ¢ica™B™ + ¢ cpa™tip™
ey @B — ¢ cpa™ BT

= cca B (a = B) — cica™B (@ — B)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak

Din(a,b)Dn11(a, b) — Dn(a, b)Dmy1(a,b) = —cicz(a — Ba” B (@™ ™™ — p™7")
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ifadesine ulagilir. Burada a ve f yerlerine yazilir.

am " — 'Bm—n — \/gFm—n

esitligi de kullanirsa

Dm(a; b)Dn+1(a' b) - Dn(a' b)Dm+1(ar b) = 5C1C2(_1)n+1Fm—n

bulunmus olur.
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4. GENELLESTIRILMIS PELL-LUCAS SAYILARI

Bu bolimde Pell ve Pell-Lucas sayilar1 arasindaki bagmtidan yola ¢ikilarak
genellestirilmis Pell-Lucas sayilar1 tanimlanacaktir. Tanimlanan bu diziye ait bazi formiil
ve esitlikler verilecektir.

4.1. Genellestirilmis Pell-Lucas Sayilar:

Q,, ve B, sirasiyla n. Pell-Lucas ve Pell sayilarini géstermek iizere;

Qn ="Ppi1+Prg

oldugu goz oniine alinarak [49], buradan hareketle asagidaki tanim verilecektir.

4.1.1. Tanmim (Genellestirilmis Pell-Lucas sayilar1)

¢,d € R olmak iizere;

En(c, d) = CPn+1 + dPn—l (41)

ifadesine genellestirilmis Pell-Lucas sayilar1 denir. Bu tanim g6z Oniine alinarak asagidaki

Lemma verilmistir.

4.1.2. Lemma

¢,d € R olmak tizere, Vn € Z igin;

Eni1(c,d) = 2E,(c,d) + En-1(c,d) (4.2)
baslangi¢ sartlari;

Ey(c,d) =c+d,E(c,d) =2d

olan bir indirgeme bagntisidir.
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fspat

ZEn(C, d) + En_l(c, d) = Z(CPn+1 + dPn—l) + CPn + dPTl—Z
= C(ZPn+1 + Pn) + d(ZPn—l + Pn—z)

= CPn_+_2 + dPn
= n+1(C' d)

yazilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

E, (c, d) dizisinin baz1 elemanlar1 asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.

Cizelge 4.1. Genellestirilmis Pell-Lucas sayi1 dizisinin ilk 10 terimi

En(x)
c+d
2d
c+5d
2c +12d
5c + 29d
12¢ + 70d
29c + 169d
70c + 408d
169c¢ + 985d
408c + 2318d

S

O O N| o O | Wl N

[EN
o

Genellestirilmis Pell-Lucas say1 dizisinde eger;
c =1, d =1alinirsa E,,(1,1) = Q,, (Pell-Lucas sayilari)

-1

1 -1 1
c=, d= 3 aliirsa E,, (7,5) = P, (Pell Sayilar)

Cc =

N | =

,d = % alimirsa E,, G,%) = ¢, (Modifiye Pell-Lucas Sayilar)
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elde edilir.

Karakteristik denklemi x? —2x —1 = 0 seklinde olan genellestirilmis Pell-Lucas say:

dizisinin kokleri

y=1+v2 ,0=1-+2

dir. Kokler arasindaki baginti ise,

y+60=2 yod=-1, |y—0|=2V2

seklindedir.

4.1.3. Teorem (Genellestirilmis Pell-Lucas sayilari i¢in binet formiilii)

_(2d=(c+d)F\ (c+dy—2d\ .,
En(c,d)—< — )y +< - 0
dir.
fspat

Genellestirilmis Pell-Lucas sayilarina ait

E,(c,d) = a;y™ + a,0" (4.3)

seklindeki binet denklemi g6z oniine alinir ve n yerine sirasiyla 0 ve 1 degerleri verilirse;

Ey(c,d)=c+d=a,+a,
E,(c,d) =2d = a,y + a,6

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Cramer yontemi ile ¢oziildiigiinde;
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_2d—(c+d)f _(c+d)yy—2d

1a2_

a;

y—=0 y—0

seklindeki katsayilar bulunur. Bulunan bu degerler Es. 4.3’ de yerine yazilirsa istenilen

elde edilmis olur. Burada

y=1++v2,0=1-+2

dir.

4.1.4. Teorem (Genellestirilmis Pell-Lucas Sayilar1 i¢in {irete¢ fonksiyonu)

() = c+d—2cx
g = %2
seklindedir.

fspat
Genellestirilmig Pell-Lucas sayilari i¢in irete¢ fonksiyonu;
g(x) = Xn=o En(c, d)x™ (4.4)

olsun. Bu seri sirasiyla 2x ve x? ile carpilirsa

2xg(x) = Z 2E, (c,d)x™*!
n=0
= 2E,(c, d)x* + 2E,(c,d)x? + 2E,(c,d)x® + 2E,_,(c,d)x™ + - 4.5)
x2g(x) = Z E,(c,d)x"*?
n=0
= Eo(c,d)x* + E;(c,d)x® + E;(c, d)x* + - + Ep_,(c, d)x™ + - (4.6)

ifadeleri elde edilir. Es. 4.4’ ten, Es. 4.5 ve Es. 4.6 ¢ikarilirsa;
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g(x) — 2xg(x) — x%g(x) = Ey(c,d) + [(Ey(c,d) — 2Ey(c,d))]x?
+[(E,(c,d) — 2E,(c,d) — Ey(c,d))]x?
+[(E3(c,d) — 2E,(c,d) — Ey(c,d))]x® + -
+[(En (c,d)—2E,_4(c,d) —E,_, (c,d))]x" + .-

g1 —2x —x%] = Ey(c,d) + [(E1 (c,d) — 2E, (c,d))]x1

+[(E2 (c,d) — 2E,(c,d) — Eo(c,d))]xz
+[(E3 (c,d) — 2E,(c,d) — E, (c,d))]x3 + .-
+[(E,(c,d) — 2E,_,(c,d) — E,_,(c, d))]x™ + --- (4.7)

sonucuna ulasilir. Es. 4.7’ de

Ey(c,d) =c+d,E(c,d) =2d
baslangig sartlar1 ve

En(c,d) — 2E,_1(c,d) — En_»(c,d) =0
ifadesi yerlerine yazilarak;

c+d—2cx

g(x)=1—2x—x2

fonksiyonu elde edilir.

4.2. Genellestirilmis Pell-Lucas Sayilarina Dair Baz1 Ozel Esitlikler ve Toplam
Formiilii

4.2.1. Teorem (Genellestirilmis Pell-Lucas sayilarinin ilk n teriminin toplami)

n
c—d+E —E

ZEi(C; d) — 121+2 n+1

i=0

dir.
fspat
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Genellestirilmis Pell-Lucas say1 dizilerinin Es. 4.2” deki indirgeme bagintisi gz Oniine

alinarak; n yerine 1’ den baslayip n + 1’ e kadar olan degerler verilirse;

E,(c,d) = 2E;(c,d) + Ey(c,d)
E;(c,d) = 2E,(c,d) + E;(c,d)

En_l(c, d) = 2En—2 (C, d) + En_3(C, d)
E,(c,d) = 2E,_(c,d) + E,_,(c,d)
Enii(c,d) = 2E,(c,d) + Ep1(c,d)

Enia(c,d) = 2En+1(c’ d) + En(c,d)

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa;

n+2 n+1 n

; Ei(c,d) = z; Ei(c,d) +;Ei(c, d)

sonucuna ulasilir. Burada

n+2 n+1 n

; Ei(c,d) -2 Z E(c, d) =;Ei(c, )

olup, gerekli diizenlemeler yapilirsa;

n n
z Ei(c,d) = Z Ei(c,d) — Ey(c,d) — Ey(c,d) + Eppy(c,d) + Epyp(c, d)
i=0 i=0

-2

n
Z Ei(c,d) — Eo(c,d) + Eypar(c,d)
i=0

elde edilir. Son ifadede,

Eo(c,d) =c+d,E (c,d) =2d



baslangi¢ sartlar1 yerlerine yazilirsa

n
c—d+E —E
ZEL'(C' d) = 721+2 n+1

=0
bulunmus olur.

4.2.2. Teorem (Catalan esitligi)

r < n olmak {izere herhangi negatif olmayan n , r tamsayilari i¢in;

Epsr(c, )En_r(c,d) — Ep2(c,d) = aa,(=1)"7[QF — 4(-1)"]

dir. Burada Q,; r. Pell- Lucas sayis1 ve

2d — (c+d)o (c+d)y—2d
%= y—20 r 42 = y—20
dir.
fspat

Genellestirilmis Pell-Lucas sayilarina ait

E,(c,d) = a;y™ + a,0"

seklindeki binet formiilii g6z dniine alinarak;

ETl+T‘(Cr d)En—T(C’ d) - E'n2 (C) d) =

(alyn+r + a29n+r)(a1yn—r + azen—r)
—(ay™ + azen)z

— a12y2n + alazyn+r9n—r + alazyn—rgnﬂ’

+a,20%" — a2y?™ — 2a,a,(YO)" — a,?0"
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— alazyn+ren—r + alazyn—r9n+r _ Zalaz(ye)n
yT 97"
= (0" |5+ % -2

= a;a,(YO)" T (y" - 07)? (4.8)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilir ve
" =072 =[QF —4(-D7],v0 = -1
esitlikleri de yerlerine yazilirsa;
Epsr(c, )En—r(c,d) — Ep2(c,d) = a1a,(—1)"7[Q7 — 4(=1)"]
bulunmus olur.
4.2.3. Teorem (Cassini esitligi)
Herhangi negatif olmayan n tamsayisi igin

Epi1(c, )E,_1(c,d) — E,2(c,d) = 8a,a,(—1)" !

dir. Burada;

2d — (c+d)6 (c+d)y—-2d
a; = - , Ay = -
seklindedir.
fSpat

Genellestirilmis Pell-Lucas sayilari i¢in verilen Catalan esitliginde r = 1 alinirsa istenilen

gosterilmis olur.

4.2.4. Teorem (d’Ocagne esitligi)
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m = n ve herhangi negatif olmayan m, n tamsayilari igin

Em(C; d)En+1(C; d) — E,(c, d)Em+r(C’ d) = Zﬁalaz (_1)n+1\/Qm—n2 — 4(=1)m-n

dir. Burada Q,,,_,, ile ifade edilen m — n. Pell-Lucas sayisi olup

2d — (c+d)o (c+d)y—2d
4= y—20 r 2 = y—260
seklindedir.
fspat

Es. 4.3 g6z 6niine alinip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Ep(c,d)Ens1(c,d) — En(c,d)Emy1(c,d) = (a1y™ + a,0™)(a;y™ " + a,6™1)
—(ay™ + azé’n)(aﬂ/m-l-1 + a, 0™ )
— alzym+n+1 + alazym9n+1 + a1a2Vn+19m
+a229m+n+1 _ (alzym+n+1 + Cl1a2)/n9m+1
+a1a2ym+19n + a229m+n+1)

— alazym9n+1 + alazyn+19m

n6m+1 m+19n

—a;ayy —aayy

= a;,a,y"0™(y — 6) — a,a,y™0"(y — 6)
= _Zﬁalaz(ye)n(ym_n - Qm_n)

= 2\/§a1a2 (_1)n+1\/Qm—n2 —4(—1)m™

elde edilir.






37

5. GENELLESTIRILMIS LUCAS POLINOMLARI

Bu boliimde; 3. bolimde verilen genellestirilmis Lucas dizilerinin polinomlari

tanimlanarak bunlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir.

5.1. Genellestirilmis Lucas Polinomlar:

5.1.1. Tamim

Genellestirilmis Lucas polinomlar1 Yn > 2 i¢in baslangi¢ kosullari

Dy(a,b)(x) = a+ b, D;(a,b)(x) = bx

olmak iizere

Dy (a,b)(x) = xDp_1(a, b)(x) + Dy (a, b)(x) (5.1)

indirgeme bagintis1 ile tanimlanir. Burada D,,(a, b)(x)’ ye genellestirilmis Lucas polinomu

denir. Bu polinom sinifina ait karakteristik denklem
t?—xt—1=0
dir. Karakteristik denkleminin kokleri;

+Vx2+4

x N e
a(x) = 5 _—

’ 2
]]. 1 1. )

D, (a, b)(x) polinomunun ilk 5 polinomu asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.
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Cizelge 5.1. Genellestirilmis Lucas polinomunun ilk 5 polinomu

n D, (x)(a,b)

0 a+b

1 bx

2 a+ b+ bx?

3 ax + 2bx + bx?

4 bx*+3bx3+ax+a+b

Genellestirilmis Lucas polinomlarinda eger;

a=1,b =1 almrsa D,(1,1)(x) = L,(x) (Lucas polinomlari)
a=—1,b =1 almirsa D,,(—1,1)(x) = F, (x) (Fibonacci polinomlar1)
elde edilir.

5.1.2. Teorem (Genellestirilmis Lucas polinomlari i¢in binet formiilii)

bx—p(x)(a+b) a(x).(a+b)—bx
D, (a,b)(x) = (—"a R )a"(x) + (—a e )ﬁ”(x)

dir.
fspat
Genellestirilmis Lucas polinomlarina ait

D (a,b)(x) = kia™(x) + k2™ (x)

Binet denklemi g6z oniine alinir, n yerine sirasiyla 0 ve 1 degerleri verilirse;

Dy(a,b)(x) =a+b =k, +k,
Dy(a,b)(x) = bx = kia(x) + kB (x)

(5.2)
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seklindeki lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde ise;

" _ bx —B(x)(a+Db) _a(x)(a+b) —bx
e -8 T a() - BM)

olarak bulunur. Bulunan bu degerler Es. 5.2 ifadesinde yerine yazilirsa istenilen elde

edilmis olur.
5.1.3. Teorem (Genellestirilmis Lucas polinomlari i¢in tirete¢ fonksiyonu)

. _a+b—axt
fx8) = 1—tx —t?

seklindedir.

fspat

Genellestirilmis Lucas polinomlari i¢in tirete¢ fonksiyonu;

f(x,t) = Xnzo Dn(a, b) (x, )™ (5.3)

olsun. Bu seri sirastyla tx ve tZile garpilirsa;

txf (x,t) = tx Z D, (a,b)(x, O)¢"
n=0

= Do(a, b)(x,t)tx + D;(a,b)(x, t)t?x + D,(a, b) (x, t)t3x
+:++D,_1(a,b)(x, t)t"x + -+ (5.4)

2F(x, ) = t2 Z D, (a,b)(x, Dt
n=0

= Do(a, b)(x,t)t? + D;(a, b) (x, t)t3 + D,(a, b) (x, t)t*
+ -+ Dy_y(a,b)(x, )™ + - (5.5)

serileri elde edilir. Es. 5.3° den Es. 5.4 ve Es. 5.5 ¢ikarilirsa;
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flx,t) — xtf(x,t) — t2f (x,t)= Dy(a, b) (x,t) + (D, (a,b) (x,t) — Dyx(a, b) (x,t) )t*
+(D,(a, b) (x, t) — Dyx(a, b) (x,t) — Dy(a, b) (x,t) ) t?
+(D3(a,b) (e, D) = D,x(a,b) (v, 1) = Dy (a,) (v, )2
+ -+ (Dp(a, b)(x,t) — D,_yx(a,b)(x, t)
—Dp_5(a, b) (x, )" + -

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa;

fO, )1 — tx —t2] = Dy(a,b) (x, t) + [(D;(a,b) (x,t) — Dyx(a,b) (x,1))]t* +
[(D,(a,b)(x,t) — Dyx(a,b)(x,t) — Dy(a,b) (x,t))]t? +
[(Dy(a,b) (x,t) — D,x(a, b)(x,t) — D;(a,b) (x,t))]t3
[(D,(a,b)(x,t) — D,_yx(a, b)(x,t) — D,_5(a, b) (x,1))]t"
. (5.6)

elde edilir. Burada

Dy(a,b)(x,t) = a+ b,D;(a,b)(x,t) = bx

baslangi¢ sartlar1 ve

D,(a,b)(x,t) — Dp_1x(a,b)(x,t) — Dp_»(a,b)(x,t) =0
ifadesi, Es. 5.6’ da yerlerine yazilirsa;

. _a+b—axt
ft) = 1 — tx — t2

fonksiyonu bulunur.



5.2. Genellestirilmis Lucas Polinomlarina Dair Bazi1 Ozel Esitlikler ve Toplam
Formiilii

5.2.1. Teorem (Genellestirilmis Lucas polinomlarin ilk n teriminin toplami)

i Di(a’ b)(x) _ (1 - x)Dn+1(a; b)(X) + Dn+2(a: b)(x) +a+b—ax—2bx

X
=0

dir.
fspat
Genellestirilmis Lucas polinomlarinin

Dy (a, b)(x) = xDn_1(a, b)(x) + Dn_»(a, b)(x)

41

seklindeki indirgeme bagintist gdz Oniine alinarak; sirasiyla n yerine 2° den n + 2’ ye

kadar olan degerler verilirse;

D,(a, b)(x) = xDy(a,b)(x) + Dy(a, b)(x)
D;(a, b)(x) = xD,(a,b)(x) + Dy (a,b)(x)
D,(a, b)(x) = xD4(a, b) (x) + D,(a,b) (x)

D,_,(a, b)(x) = xD,_,(a, b)(x) + D, _3(a, b) (x)
D, (a, b)(x) = xD,,_,(a,b) (x) + D,_,(a,b) (x)
D,.1(a, b)(x) = xD,(a,b) (x) + D,_4(a,b) (x)
D,.,(a, b)(x) = xD,.,(a, b)(x) + D, (a,b)(x)

Ifadelerine ulasilir. Bu ifadeleri taraf tarafa toplarsak;

n+2 n+1 n

Di(al b)(x) =X Di(a, b)(x) + Di(a' b)(.X)
2 2101
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elde edilir. Buradan

n+2 n+1

i Di(@,h)() = ) Di(a,h)x) —x ) Dila b))
i=0 i=2 i=1

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
n n
> D,@h) () = ) (e, b))~ Dola, b)(x) ~ Dy (@, b) () + D1 (@, ) (x)
i=0 i=0

+D,.,(a,b)(x)

e, 8

Z D;(a,b)(x) — Dy(a, b) (x) + D, .1 (a, b) (x)
i=0

Z Di(a,b)(x) = Z D,(a, b)(x) — Dy(a, b)(x) — D;(a,b) (x)
i=0 =0
+D,,,1(a,b)(x) + D, ,,(a,b)(x)

—x Z D;(a, b) + xDy(a, b) (x) — xD, .1 (a, b) (x)
i=0

x z D,(a,b)(x) =D, ,»(a,b) + D,.,(a,b)(x) — xD,.,(a,b)(x)
=0

—Dy(a,b)(x) — D4(a,b)(x) + xDy(a,b) (x) (5.7

sonucuna ulagilir.
Di(a,b)(x) = bx, Dy(a,b)(x) =a+b

baslangi¢ sartlar1 Es. 5.7° de yerine yazilip her iki taraf x ile boliintirse

i Di(a, b)(x) — (1 - x)Dn+1(a, b)(x) + Dn+2)§a, b)(X) +a+ b—ax — 2bx
i=0

bulunmus olur.
5.2.2. Teorem (Catalan esitligi)

r < n ve herhangi negatif olmayan n, r tamsayilari igin
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Dn1r(a, b)(x)Dp—r(a, b)(x) = Dpz(a, ) (x) = (x* + 4)ky ko (=1)" " F.(x)?

dir. Burada E.(x) ifadesi; r. Fibonacci polinomudur ve

" _bx—B(x)(a+Db) _a(x)(a+b) —bx
oa@ - T a() - B

seklindedir.

fspat

Es. 5.2° deki binet formiilii g6z oniine alinirsa ve

Dy yr (a, b)(x)Dn—r (a, b)(x) — Dy (a,b) (%)

ifadesine uygun sekilde diizenlenirse;

Dpir(a,b)(x)Dp—r(a, b)(x) — Dp2(a, b)(x)

= (k@™ () + ko7 (0)) (k@™ (%) + kBT () — (@™ (x) + ko f7(x))?

= k2 a?(x) + kik,a™ T ()BT (X) + kykpa™ T ()BT (%) + ky? B2 ()
—ky*a?™(x) = 2kikp (@)™ (x) — kz* B (x)

= kiko ™ ()BT (x) + ki ko™ () BT (x) — 2k ke, ()™ (%)

[ B
= kiky(af)(x )[ﬁr(x) a’(x) 2]

= kik,(aB)" " () (a (x) — BT (x))? (5.8)

sonucuna ulasilir.

ap(x) = =1, a’ (x) = B (x) = Vx? + 4F.(x)

esitlikleri, Es. 5.8” de yerlerine yazilirsa;

Dn1r(a, b)(x) Dp—r(a, b)(x) — Dyz(a, b) (x) = (x* + 4)ky ko (= 1)" " F.(x)?
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ispat tamamlanmuis olur.

5.2.3. Teorem (Cassini esitligi)

Herhangi negatif olmayan n tamsayisi igin;
Dn+1(a,b)(x)Dn—1(a,b)(x) = Dpz(a, b)(x) = kako (=) (x* + 4)
dir. Burada;

I _bx—-p(x)(a+D) _a(x)(a+b) —bx
o -Bm T a0 -

seklindedir.

fspat

Genellestirilmis Lucas polinomlarina ait

Dy (a,b)(x) = kya™(x) + k8" (x)
seklindeki binet formiilii goz oniine alinarak

Dy +1(a, b)(x)Dn_1(a, b)(x) — Dyz(a, b)(x)
= (k@™ (x) + k™ () (ky @™ (x) + ko771 () — (ka@™ (%) + ko B7(X))?

esitligi yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak

= k2 a? (%) + kykpa™ 1 (0) 871 () Hh k™ T () B (x) + k2 B2 (x)
—ky 2 a®(x) — 2ky ko (@) (x)—k, > B2 (x)
= kykp @™ OB (0) + kykp a1 () B (x) — 2kik, (af)H(x)

= kukeo (aB)" () [ 503 + 200 — 2]
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= kika(aB)" " () (a(x) — B(x))* (5.9)

sonucuna ulasilir. Es. 5.9’ da

a(x), B(x), aB(x) = —1

esitlikleri yerlerine yazilirsa

Dn+1(a, b)(x)Dy—1(a, b) (x) — Dpz(a, b) (x) = kyky(=1)" " (x* + 4)

elde edilmis olur.

5.2.4. Teorem (d’Ocagne esitligi)

m > n Ve herhangi negatif olmayan m, n tamsayilari i¢in;

D (a, b)(x)Dpyq(a, b)(x) — Dy(a, b)(x)Dpyq(a, b)(x)
=k ky,(—1)" 1 x2 + 4E,_, (%)

dir. Burada F,,_,,(x) ifadesi; m — n. Fibonacci polinomudur ve

" _ bx —B(x)(a+b) _a(x)(a+b) — bx
Toa - T an) - W)

dir.

fspat

Es. 5.2° de verilen

D (a, b)(x) = kia™(x) + k8™ (x)

seklindeki binet denklemi gbz oniine alinarak ve gerekli diizenlemeler yapilarak,
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Dy (@, b) () Dyy1(a, b) (%) — D (@, b) () D1 (@, b) ()
= (kya™(x) + ko, f™(x)) (k@™ (x) + ko571 (%))
—(kya™(x) + ko B () ey @™ (%) + ko ™ (%))
= k@™ (x) + kykpa™(0) (X)) + kg kpa™ T (0) B (x)
+ho B () — (k2™ () + kg kpa™ B (x)
+hy k@™ () B(x) + ko BT ()
= kykpa™(0) B (%) + kykoa™ 1 (x) ™ (x)
—kikya™ ()™ (x) — kiky,a™ () B (x)
= kykpa™(x)B™(x) (a — B) — kik,a™ ()™ (x) (@ — B) (5.10)

sonucuna ulasilir. Es. 5.10° da
af(x) = =1, a™ " (x) = BT(x) = VX? + 4By (X)
ifadeleri yerlerine yazilirsa;

Dy (a, b)(x)Dp+1(a, b)(x) — Dy (a, b)(x) D4 (a, b) (x)
= kik, (D)™ Va2 + 4Epn(x)

bulunmus olur.



47

6. GENELLESTIRILMIS PELL-LUCAS POLINOMLARI

Bu boliimde; 4.boliimde verilen genellestirilmis Pell-Lucas dizilerinin polinomlari

tanimlanip bunlarla ilgili baz1 6zellikler verilecektir.

6.1. Genellestirilmis Pell-Lucas Polinomlari

6.1.1. Tamim

Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlari ¢, d € R ve Vn = 2 i¢in baslangic kosullar
Ey(c,d)(x) =c+d, E,(c,d)(x) = 2dx

olan ve

En(c,d)(x) = 2xEp_1(c, d)(x) + Ep—(c, d) (x) (6.1)
seklindeki indirgeme bagintis1 ile tanimlanan polinoma genellestirilmis Pell-Lucas
polinomu denir. Burada E,(c,d), n. genellestirilmis Pell-Lucas polinomudur. Verilen
indirgeme bagintisina ait karakteristik denklem,

t?—2xt—1=0

seklindedir. kokleri ise

vy =x+Vx2+1, 00)=x—Vx2+1

dir.

E, (c,d)(x) polinomunun ilk 5 polinomu asagidaki ¢izelgede gosterilmistir.
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Cizelge 6.1. Genellestirilmis Pell-Lucas polinomunun ilk 5 polinomu

n D, (x)(a,b)

0 a+b

1 bx

2 a+ b+ bx?

3 ax + 2bx + bx?

4 bx*+3bx3+ax+a+b

Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlarinda eger;

c =1,d =1 alinirsa E,(1,1)(x) = Q,(x) (Pell-Lucas polinomlari)

-1 1 L 1l .
c=—, d= 3 alinirsak, (7,5) (x) = B,(x) (Pell polinomlart)

Cc =

N | =

d = % almirsa E,, G,%) (x) = g, (x) (Modifiye Pell-Lucas polinomlari)
elde edilir.

6.1.2. Teorem (Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlari i¢in binet formiilii)

_(2dx = (c+dD)O(x)\ (c+d)y(x) —2dx\
dir.
fspat

Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlarina ait

En(c,d)(x) = myy™(x) + mp6™(x)

seklindeki binet denklemi g6z Oniine alinir ve n yerine sirasiyla 0 ve 1 verilirse

(6.2)
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Eo(c,d)(x) =c+d=my; +m,
Ei(c,d)(x) = 2d x = myy(x) + m,0(x)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Cramer metodu ile ¢oziildiiglinde;

_ 2dx — (c+d)o(x) _(c+d)y(x) — 2dx
M- T T v - 6@)

seklinde katsayilar bulunur.

Bulunan bu degerler Es. 6.2 ifadesinde yerine yazilirsa istenilen elde edilmis olur. Burada;

() =x+VxZ+1,0(x) =x—VaxZ+1

dir.

6.1.3. Teorem (Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlar1 i¢in iirete¢ fonksiyonu)

o) = c+d-—2cxt
I8 =T ot — ¢2
seklindedir.

fspat
Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlari i¢in {irete¢ fonksiyonu

g(x,t) = Xno En(c, d)(x)L™ (6.3)

olsun. Bu seri sirastyla 2t Ve t? ile garpilirsa,

2txg(x,t) = Z 2xE, (c,d)(x)t"*1
n=0
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= 2xEy(c, d) ()t + 2xE; (¢, d) (x)t? + 2xE, (¢, d) (x)t3
+ o+ 2xE,_1(c,d)(x)t™ + -+ (6.4)

t?2g(x,t) = > E,(c,d)(x)t"?

=Ey(c, d)()t? + E;(c, ) (0)t3 + E,(c, d) (x)t*
++ Epp(c,d))t™ + - (6.5)

serileri elde edilir. Es. 6.3’ den sirastyla Es. 6.4 ve Es. 6.5 ¢ikarilirsa;
g(x,0) —2txg (x,8) — t2g(x, )= Ey(c, ) (%) + [(B, (c, d) (%) — 2xE, (¢, d)(x))] ¢
+ [(E,(c,d)(x) — 2xE; (¢, d)(x) — Ey(c, d)(x))]t?
+[(Es(c, d)(x) — 2xE, (¢, d) (x) — Ey (e, d)(x))]¢® + -
+[(E,(c,d)(x) — 2xE,,_,(c, d)(x) — E,_,(c,d)(x))]t™ + -~

bulunur. Gerekli dizenlemeler yapilarak ifade

gl )1 —2tx — t?] = Ey(c, d)(x) + [(E;(c, d)(x) — 2xEy (¢, d) (x))]¢?
+(E2 (e, ) (x) — 2xE; (c, ) (x) — Eq(c, d)(x))]¢2
+[(Es(c, ) (x) — 2xE,(c, d)(x) — E; (c, )(x)]e® + -+
[(E,,(c,d)(x) — 2xE,,_ (c, d)(x) — Eyp_,(c,d)(@))]t" + - (6.6)

haline getirilir. Es. 6.6’ da

Ey(c,d)(x) =c+d,E(c,d)(x) = 2dx

baslangi¢ sartlar1 ve

By (e, d)(x) = 2En_y (¢, d)(x) = En_y(c,d)(x) = 0

esitligi yerlerine yazilirsa
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( t)_c+d—2cxt
A I P

fonksiyonuna ulasilir.

6.2. Genellestirilmis Pell-Lucas Polinomlarina Dair Baz1 Ozel Esitlikler ve Toplam
Formiilii

6.2.1. Teorem (Genellestirilmis Pell-Lucas polinomlarinin ilk n teriminin toplami)

i E (e, d)(x) = Lrr2(6 D) + A = 20Eni (6 ) ) +2cx —c —d

2x
i=0

dir.

fspat

Genellestirilmis Pell Lucas polinomlarina ait
Eniz(c, d)(x) = 2xEn41(c, d)(x) + Ey(c, d)(x)

seklindeki indirgeme bagintis1 géz 6niine alinip n yerine 0” dan n’ ye kadar olan degerler

verilirse;

E,(c,d)(x) = 2xE; (c,d)(x) + Ey(c,d) (%)
Ey(c,d)(x) = 2xE, (c,d)(x) + E;(c,d) (%)
E,(c,d)(x) = 2xE5(c,d)(x) + E,(c, d)(x)

E,_(c,d)(x) = 2xE,_,(c,d)(x) + E,_3(c, d)(x)
E,(c,d)(x) = 2xE,,_,(c,d)(x) + E,_,(c, d)(x)
Ep.1(c,d)(x) = 2xE, (c,d)(x) + E,_1(c, d)(x)
E,.,(c,d)(x) = 2xE,,,(c,d)(x) + E,(c, d)(x)



52

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa;

n+2 n+1 n

z E;(c,d)(x) = 2x z E;(c,d)(x) + Z E(c, d)(x)

sonucuna ulasilir. Burada

n+2 n+1

Zn:Ei(C' d)(x) = Z Ei(c,d)(x) — 2x Z Ei(c,d)(x)

olup, bu ifade

z Ei(c,d) (x) = z E;(c,d)(x) — Eo(c,d)(x) — E;(c,d)(x)
i=0 i=0
+E,1+1(c,d)(x) + Epi2(c, d)(x)

—2x

> Eile, () ~ Eole, D) + By (6, )@
i=0

seklinde diizenlenir ve Es. 6.7 de
Ey(c,d)(x) =c+d,E(c,d)(x) = 2dx

baslangig sartlar1 yerlerine yazilirsa

Ei(c,d)(x) = Epio(c, d)(x) + (1 = 2x)Epy1(c, d)(x) + 2cx —c —d

n

2x

i=0

bulunur.
6.2.2. Teorem (Catalan esitligi)

r < n ve herhangi negatif olmayan n, r tamsayuilari igin;

Epsr(c, ) () Ey—r(c, ) (x) — Epz(c, d)(x) = mym, (=" 7[Q7 (x) — 4(—=1)"]

(6.7)
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dir. Burada Q,-(x) ile ifade edilen r. Pell- Lucas polinomudur ve katsayilar

= 2dx — (c + d)6(x) _(c+d)y(x) — 2dx
Ty -0 T T @ - 6w
seklindedir.

fspat
Es. 6.2’ deki binet formiilii gz oniine alinarak;

Enir(c, d) () Ey— (¢, d)(x) — Ep2(c, d)(x)

= (myy™® + my8™ (@) (may ™ () + maf™ T (x) — (myy™(x) + mp8” (1))
yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;

Epir(c, ) () En_r(c,d)(x) — Epz(c,d)(x)
= My 22 () + mymyy ™ ()™ () + mymyy™ T (8™ (x) + m,?0%" (x)
—m12V2n(x) —2mym,(y0)" (x) — mzzgzn(x)

=mumyy ™ ()™ (x) + mymapy ™ ()™ (x) — 2mymy (y6)" (x)

@, @
= mumy ()" () | + 0 - 2|

=mym,(y0)" " () (v (x) — 67 (x))*
= mym, (=D 7[Q7 (x) — 4(=1)"]
sonucuna ulasilir.

6.2.3. Teorem (Cassini esitligi)

Herhangi negatif olmayan n tamsayisi igin;

Epi1(c, )(0)En_1(c, d)(x) — Ep2(c, d)(x) = mym, D" (x*+ 1)
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dir.
Burada;
2dx — (c + d)6(x) (c+d)y(x) — 2dx
m; = , My, =
! y(x) — 6(x) ? y(x) = 6(x)
seklindedir.
fspat

Genellestirilmis Pell-Lucas polinomunun binet formiilii g6z 6niine alinarak;

Eni1(c, d)(x)En—1(c, d)(x) — Ey2(c, d)(x)
= (myy™ 1 (x0) + mp8™ () (myy ™ () + ma6™ (%)) — (myy™ (%) + mp8™(x))?

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak;

Eny1(c, d)(x)En_1(c, d)(x) — Enz(c,d)(x)

= M2y 2 (x) + mymey ™ @)™ (x) + mymey ™ (@)™ (x) + m, 207 (x)
—my 2y 2 (x) — 2mymy(y0)™ (x) — my? 6% (x)

= mymay™ () 0™ (x) + mymay ™ ()™ (x) — 2mym, (Y8)™ (%)

6
=m0 ) [ + 0 2]

=mymy ()" () (v (x) — 6(x))? (6.8)
sonucuna ulagilir. Es. 6.8” de, y(x), 6 (x) ifadeleri ve

y0(x) = -1

esitligi yerlerine yazilirsa;

Eps1(c, ) () Ep-1(c, d)(x) = Epz(c,d)(x) = mymy (=)™ (x? + 1)

ifadesi elde edilmis olur.
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6.2.4. Teorem (d’Ocagne esitligi)

m = n ve herhangi negatif olmayan m, n tamsayilar1 i¢in;

Ep(c, d)(%)Eny1(c, d)(x) — En(c, d) () Epyr(c, ) (%)
= 2/ (x% + Dmymy (- 1)1/ Qp_pn ()2 — 4(—=1)"

dir. Burada Q,,,_, (x) ile ifade edilen m — n. Pell-Lucas polinomudur ve

_ 2dx - (c+d)b(x) B (c+d)y(x) — 2dx
MTTwom T T @ -6
seklindedir.
fspat

Es. 6.2 g6z Oniine alinarak;

Ep(c, ) (x)Ep1(c, d)(x) — En(c, d) (x) Eppsq (¢, d) (x)
= (myy™(x) + ma6™(x)) (mey™* (x) + mp6™ (x))
—(myy™ (%) + my0™ () (myy ™ (x) + my6™*(x))

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak

Em(c, d)(x)En41(c, d)(x) — En(c, d)(x)Epy1(c, d) (x)
= m2y™ (%) + mymyy™O™ T (x) + mymyy ™t () 0™ (x) + my2™n 1 (x)
—[m 2™ () + mymay ™ ()™ (x) + mympy ™ ()67 (x) + my? 0T ()]
= mymyy ™ ()™ (x) + mymay ™ ()™ (x) — mymay™ (x)0™H (x)
—mymyy ™ (x)6™ (x)
= mymyy™ ()™ (x) (¥ (x) — 6(x)) — mymyy™(x)0™ (x) (v (x) — 6(x))
=2y (x? + Dmyma(yO)" ) (y ™ " (x) — 0™ (x)) (6.9)
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sonucuna ulasilir. Es. 6.9’ da, y(x), 6(x) ifadeleri ve
y0(x) = -1
yerlerine yazilirsa;

Ep(c, d)(X)Ep41(c, d)(x) — En(c, d) (X)Epr(c, d)(x)
= 2/ (x% + Dmymy(— D)™ Qp_p ()2 — 4(-D)"

elde edilmis olur.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada Lucas, Pell-Lucas sayilarindan ve Lucas polinomlar1 ile Pell-Lucas
polinomlarindan yola ¢ikilarak, bu say1 ve polinomlarin genellestirilmis halleri elde
edilmis, baslangic degerlerine farkli degerler verilerek 6nemli bilinen diger sayr ve
polinomlara ulasilmistir. Ayrica genellestirilmis say1 ve polinomlarin binet formiilleri,
toplam formiilleri, tirete¢ formiilleri ile cassini, catalan, d’Ocagne gibi esitlikleri

bulunmustur.

Yukarida 6zetlenen sonuglarin daha genel halleri bulunarak kayda deger bagmtilar ve

sonuclarin elde edilebilecegi diisliniilmektedir.
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