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OZET

Bu tezde, 6zel durumlar1 yaklagim teoride iyi bilinen, ayrik operatdrlerin Kantorovich
versiyonlarini igeren, 6rnekleme Kantorovich serilerin genel bir sinifi ile ilgileniyoruz. Tezin
ilk kisminda genellestirilmis Ornekleme Kantorovich tip serilerin iki degiskenli
fonksiyonlara yaklasim dereceleri kismi ve tam stireklilik modiilleri yardimiyla elde edildi.
Ayrica iki degiskenli genellestirilmis 6rnekleme Kantorovich tip serilerin Genellestirilmis
Boolean Toplam (GBS) operatorleri tanimlanarak Bogel siirekli fonksiyonlar uzayinda
yaklasim teoremleri verildi. Tezin son boliimiinde, genellestirilmis 6rnekleme Kantorovich
tipi seriler icin Lebesgue uzaylarmin genel bir durumu olan Orlicz uzaylarinda modiiler
norm cinsinden yakinsama teoremleri elde edildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler

M(R)
z

Kok
m(Kn i) ()
M (Ko i)(2)
C*(R?)

Snmf
Ly f
Cy(R?)
By(R?)
Dy (R?)
wp(f)
wp(Dyf)
p

(Xp, p)
L#(R)
I°
C.(R)

Aciklamalar

R de Lebesgue 6lciilebilen fonksiyonlarin uzay1

Reel sayilarin sinirh ya da sinirli olmayan bir alt araligi
ornekleme degerlerinin dizisi

T iizerindeki genigletilmig reel degerli ¢ekirdek fonksiyonlar
Cebirsel moment

Mutlak moment

R? iizerindeki tiim diizgiin siirekli ve smirl fonksiyonlarin

uzayi

Iki degiskenli Kantorovich tip érnekleme operatérii

Iki degiskenli GBS Kantorovich tip 6rnekleme operatérii
R? de Bogel siirekli fonksiyonlarin uzayi

R? de Bogel simirl fonksiyonlarin uzayi

R? de Bogel diferansiyellenebilir fonksiyonlarin uzayi

[ € Cy(R?) fonksiyonunun karma diizgiinliik modiilii

f € Dy(R?) nin karma diizgiinliik modiilii

Genigletilmig reel degerli pseudomodiiler.

Modiiler uzay

Orlicz Uzay1

Orlicz Uzayinda tanimli konveks modiiler fonksiyonel
Kompakt desteklenen ve desteklendikleri aralikta siirekli olan

fonksiyonlarin uzay1



1. GIRIS

Son yillarda, genellegtirilmis Ornekleme seriler teorisi, Ozellikle sinyal ve goriinti
islemedeki genig uygulama yelpazesi nedeniyle, yaklasim teorisinde giincel ve ilgi
¢eken konulardan biri haline gelmigtir.

Genellegtirilmig Ornekleme seri teorisi ilk olarak P.I.. Butzer ve okulu tarafindan
baglatildi [21-23| ve sonrasinda bir¢cok aragtirmaci bu yonde ¢ahgarak bu
operatorlerin yakinsama ozelliklerini elde ettiler (Bkz. [24-26]).

Bilindigi gibi

Bane=3 (3)ra-or(5) tepa (1)

k=0

Bernstein polinomlar1 C'[0, 1] uzayinda cebirsel polinomlar igin Weierstrass yaklagim

teoreminin ispatini verirken, fonksiyonlarin siirekli olmasi gerekmedigi durumlarda

(Ko D)(t) = nZ (7)o / " o (12)

Kantorovich operatorleri £P[0,1], 1 < p < oo uzayinda L£P normunda K,f nin f
fonksiyvonuna ~ yakinsakligini  verir.  Lebesgue integrallenebilir  fonksiyonlara
yaklagmanin bir yontemi olan Kantorovich tip operatorler yaklagim teoride 6énemli bir
yer teskil etmektedir.

Weierstrass yaklagim teoremi, 0 < % < 1 diigiimlerinde alinan &rneklenmis
(f(k/n))2, degerleri cinsinden, n — oo iken B,(f;t) nin limiti olarak f € C]0,1]
fonksiyonunun yeniden yapilandirilmasini verir. Reel eksenin tamaminda siirekli olan

f € C(R) yaklasim fonksiyonlarmin bir karsihgi;, uygun bir y € L£Y(R) N C(R)
cekirdek fonksiyonu le birlikte

n =3 £(2)xtet-n (1)

k=—00

genellegtirilmig 6rnekleme serileridir. Burada (f(k/w))?2 . 6rneklenmis degerler, k/w
diigiimlerinde alinmistir.

Genellegtirilmig érnekleme serilerinin Kantorovich tipi genellemeleri, yine P.L.. Butzer



ve okulu tarafindan tanitildi ve yaklagim ozellikleri caligildr (Bkz. [23]).

Bu operatorler

(Kuf)(t) =) {w / f(u)du} x(wt—k), teR (1.4)

k
keZ w

biciminde tanmmlanir ve Ornekleme Kantorovich Operatérleri veya Ornekleme
Kantorovich Serileri olarak isimlendirilir. Bu operatorler, siirekli olmasi gerekmeyen
fonksiyonlar i¢in yakinsama sonuclarini incelemek amaciyla tanitildi ve ayrica yapilan
calismalar bu operatorlerin dijital goriintii islemenin bazi1 problemlerini incelemek icin
¢ok uygun oldugunu ortaya ¢ikardr ( [11,12,27,28]).

Sinyallerle giinliik hayatta hemen hemen her yerde karsilagiyoruz. Telefon kullanirken,
akustik bir sinyal olan sesimiz, bir sistem olan mikrofon tarafindan elektrik sinyaline
doniigtiiriiliir. O elektrik sinyali, belki bir ¢ift bakir kablo veya diinyanin etrafinda
dolagan bir uydu araciligiyla kars: tarafa iletilir ve daha sonra bir hoparlor tarafindan
sesimize doniistiiriiliir. Iletisimdeki rollerine ek olarak, sinyaller tibbi teshislerde ve
ucak veya denizalt1 gibi bir nesnenin tespitinde de kullanilir. Ornegin, Sekil 1.1’de
gosterilen elektrokardiyogram (EKG) de gosterilen dalga sinyalleri ile hastanin kalp

saghg ile ilgili cikarimlarda bulunulabilir.

0.5 ‘

Elektriksel Aktivite

-05

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Ornekler

Sekil 1.1. 100 Hzdeki EKG sinyal verileri

Ayrica cevremizi kontrol etmek icin ve enerjiyi aktarmak icin de sinyalleri kullaniriz.
Bir evin sicakligini kontrol etmek ic¢in termostat1 giindiiz 20 °C olarak ve enerji

tasarrufu icin aksamlar1 15 °C olarak ayarlayabiliriz. Boyle bir kontrol sinyali Sekil



1.2(a)’da gosterilmektedir ve elektrik Sekil 1.2(b)’de 110 volt tepe biiyiikliigiine ve 60
hertz (Hz, devir/saniye) frekansina sahip olan siniisoidal dalga bi¢iminde evimize
iletilir.

Yukarida bahsedilen tiim sinyaller tek bir bagimsiz degiskene, yani zamana baghdir ve
tek boyutlu sinyaller olarak adlandirilir. Resimler, iki bagimsiz degigkenli sinyallerdir;
yatay ve dikey konumlara baghdirlar ve iki boyutlu sinyaller olarak adlandirilirlar.
Sicaklik, riizgar hizi ve hava basinci, cografi konuma (enlem ve boylam), rakima ve
zamana bagh olduklarindan doért boyutlu sinyallerdir. Gergek diinyada karmagik
degerli sinyaller ortaya ¢ikmaz, bu nedenle sadece reel degerli sinyalleri inceliyoruz.

Bir sinyal, ilgilenilen bir zaman araligindaki her an i¢in tanimlanmigsa ve genligi
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Giindiiz Gece Giindiiz

Sekil 1.2. (a) Kontrol Sinyali. (b) Ev Elektrik Voltajt

stirekli olarak herhangi bir degeri alabiliyorsa, siirekli-zaman sinyali (continuous-time
signal) olarak adlandirihir. Sekil 1.1 ve Sekil 1.2’deki sinyaller siirekli-zaman sinyalidir.
Bir siirekli zaman sinyaline analog sinyal de denir, ¢linkii dalga bic¢imi genellikle
fiziksel degiskeninkine benzerdir.

Bir sinyal, yalnizca ayrik zaman anlarinda tanimlanmigsa bu sinyale ayrik-zaman
sinyali (discrete-time signal) denir ve genligi siirekli bir aralikta herhangi bir degeri
alabilir. Genligi yalnizca belirli bir sonlu kiimeden deger alabiliyorsa, buna dijital
sinyal denir. Bazi sinyaller dogal olarak dijital olsa da cogu ayrik-zaman sinyalidir ve
dijital sinyal, zaman i¢inde 6rnekleme yoluyla siirekli-zaman sinyallerinden elde edilir.
Sinyalin degeri zaman icinde belirli araliklarla ol¢iiliir ve her 6l¢iim bir 6érnek olarak
adlandirihr [29].

Ornekleme degerleri uzayda, zamanda veya herhangi bir boyutta degisen bir
fonksiyonun aldig1 degerler olarak diigiiniilebilir ve ayni zamanda benzer sonuclar iki
veya daha fazla boyutta da elde edilebilir. Zamana bagh olarak degisen fonksiyonlar

icin, 6rneklenecek siirekli bir s(t) fonksiyonu (veya "sinyal"), ornekleme arahiginda



gecen her bir t saniyede karsimiza ¢ikan 6rnekleme degerlerini temsil etmektedir.

(1.2) ile verilen operatorde ele alinan fonksiyonlarin [%,%] ornekleme araliginda
alinan oOrnekleme degerlerinin olugturdugu polinomlar oldugu diigiiniilecek olursa,
Bernstein operatoriinde oldugu gibi tek bir f(k/n) degeri iizerine odaklanmaktan
ziyade, Kantorovich polinomlar1 [£, £51] arahgindaki her t saniyede oOrnekleme
degerlerinin bir ortalama degeri alinarak olusturulan polinomlar olarak kargimiza
¢gikmaktadir. (1.2) de yapilan degisim, FElektrik-Elektronik miihendisliginin bir

uygulama alani olan sinyal ve goriintii isleme teorisinde karsimiza cikan zamana bagh

titregim hata degerlerini (time-jitter errors) azaltmaktadir.

Bir goriintii iizerinde baz1 islemler uygulayarak daha geligmig goriintiilerin elde edilmesi
veya o goriintiiden bazi1 énemli bilgileri elde etmenin bir yontemi olan goriintii igleme

teorisi, esasinda sinyal iglemenin goriintiilerle iligkili bir alanidir.

Sekil 1.3. Gorilintii Segmentasyonu Uygulanmig Resim

Buna o6rnek olusturmasi agisindan Sekil 1.3 de en soldaki orijinal goriintii iizerine
goriintii segmentasyonu denilen iglem uygulanmigtir. Daha fazla veriye sahip orijinal
goriintii tizerindeki nesnelerin izole edilmesini saglayan bu siire¢ sonunda goriintiiniin
olugsmasimi saglayan sinyaller incelenerek istatistiki veriler elde edilmektedir [37].
Bununla birlikte, Sekil 1.4 de bulanik nicelenmis bir goriintiiniin iyilestirilmesi

goriintii isleme teorisi sayesinde yapilmigtir.



Sekil 1.4. Bulanik Nicelenmig bir Goriintiiniin Restorasyonu

Bu tipteki sinyallerin yeniden olusturulmasinmi saglayan ornekleme degerleri ile elde
edilen Kantorovich operatorlerinin, £P Lebesgue uzaymin genel bir durumu olan
Orlicz uzaylarindaki yaklagim sonuglari, bir ¢ok ¢aligmada ele alindi. [4]'de yazarlar
genel bir érnekleme Kantorovich operatoriinii tanittilar ve Orlicz uzayinda yakinsama
oranlarini incelediler. [9, 10]’de Lipschitz smflarina ait diizgiin siirekli smirh
fonksiyonlar ve Orlicz uzaylarindaki fonksiyonlar icin diizgiin normda ornekleme
Kantorovich operatérleri ailesi icin yakinsaklik orani elde edildi. Tki veya daha fazla
degiskene sahip fonksiyonlarla olugturulan 6rnekleme serileri [2]| ve [3] de caligildi.
Ayrica lineer olmayan 6rnekleme Kantorovich operatorleri [8] ve [30] da incelenmigtir.
Ayrica (8, 11, 14] da, tamimlanan bu tip operatorlerin sinyal ve goriintii igleme
teorisindeki bazi 6nemli uygulamalari D. Costarelli, G. Vinti ve ekibi tarafindan

gosterildi.

Bu tez ¢aligmasi agagidaki bigimde diizenlenen 6 boliimden olusur.

1. Boliim; 6rnekleme teorisinin yaklagim teorideki yeri ve bazi literatiir caligmalarinin
tanitildigl aym zamanda tezde izlenecek bazi calismalarin agiklandigr giris boliimiidiir.
2. Bolim’de bu calismada kullamilan baz1 6nemli temel tanmim, teoremler ve
esgitsizliklere yer verilmigtir.

3. Boliim’de ayrik operatorlerin genel smifi olan Kantorovich tip érnekleme serilerinin



iki degiskenli yapis1 tanimlanarak yaklagim derecelerine iligkin sonuclar agiklanmigtir.
4. Boliim; 3. Bolim’de tanimlanan iki degiskenli operatorlerin  Genellegtirilmig
Boolean Toplam (GBS) operatériiniin tanimlandigi ve Bogel siirekli fonksiyonlara
yaklagiminin incelendigi boliimdiir.

5. Boliim; bu ¢aligmanin merkezini olugturan tek degigkenli ayrik operatorlerin genel
sinifi olan Kantorovich tip 6rnekleme operatérleri i¢cin Orlicz uzaylarinda modiiler
yakinsama teoreminin verildigi boliimdiir.

6. Boliim; sonuc ve Onerilerin verildigi bolimdiir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Tanim ve Teoremler

Bu boéliimde verilen tanim ve teoremlere iligkin ayrintih bilgi kaynak [36] da goriilebilir.

2.1.1. Baz1 Kiime Siniflar:

2.1.1. Tamim

Q2 bir kiime olsun. Q'nin bir A sinifi igin agagidaki 6zellikler saglanirsa bu A siifina €2

tizerinde bir cebirdir denir.

QecA (2.1)

Her E € Qigin E°=Q\EF e A (2.2)

k=12 nign Bre A= | JE € A (2.3)
k=1

Eger (2.3) yerine

HernENiginEneA:UEA (2.4)

n=1

sart1 saglanirsa A cebirine bir o-cebiri adi verilir.
2.1.2. Tanim

Bir IC smifin1 kapsayan o-cebirlerin en kiiciigiine /C nin iirettigi o-cebiri denir ve
D(K) ile gosterilir.

R™ deki biitiin acik araliklarin iirettigi o cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile
gosterilir.

B(R™) nin her bir elemanina Borel kiimesi denir.



2.1.3. Tanim

X bir kiime ve A da X iizerinde bir o-cebiri olsun. (X, .A) ikilisine olgiilebilir uzay, A

o-cebirine ait her kiimeye de A-6lgiilebilir kiime (veya sadece 6lgiilebilir kiime) denir.
2.1.2. Olcii

2.1.4. Tanim

(X, A) bir dl¢iilebilir uzay olsun. A iizerinde tamimh genigletilmis reel degerli bir v

fonksiyonu

(1) (&) =0
(2) Her A € Aigin ¥(A) >0

(3) Her ayrik (A,) dizisi icin ( U A,) = Z W(A,)
n=1 n=1

ozelliklerini saglarsa bu fonksiyona bir 0lcii fonksiyonu veya kisaca 0Ol¢ii adi verilir.
Eger her A € A igin ¢¥(A) < oo ise ¢ ye bir sonlu 6l¢ii adi verilir. X' kiimesi her
biri sonlu 6lciiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlegimi olarak yazilabiliyorsa
olgiisii o-sonludur denir. Bu 6l¢ii fonksiyonuyla birlikte (X, A, ) {igliisiine 6l¢ii uzay:

ad1 verilir.
2.1.3. Lebesgue Dis Olgiisii ve Lebesgue Olg¢iisii

2.1.5. Tamim

X bir kiime ve P(X) de X in kuvvet kiimesi olsun. P(X') {izerinde taniml, genigletilmisg



reel degerli bir ¢* fonksiyonu

(1) ¥*(2) =0
(2) Her E € P(X) i¢in ¢"(E) >0
(3) A C B C Xicin ¢*(A) < ¢ (B)

(4) Her bir n € N igin A,, € P(X) ise ¢*( U A,) < Z@b*(An)

n=1 n=1
sartlarini saglarsa ¢* fonksiyonuna X’ iizerinde bir dig dl¢iidiir denir.
2.1.6. Tanim

(I)ken, R nin sinirli ve agik alt araliklarindan olugan bir dizi ve

Ta=13([;): AC U[k
{ |

keN

olsun. P(R) iizerinde

A*(A) = inf { gé([k) L (I) € TA}

bi¢iminde tanmimlanan A* bir dig 6lcii olup bu dig dlgiiye Lebesgue dig 6lciisii adi verilir.
Burada ¢(I;) her k € N igin () € 74 araliklarinin uzunlugu, yani u¢ noktalarin fark:

olarak tanimlanmaktadir.
2.1.7. Tanim

X bir kiime, ¢* da P(X) {izerinde bir dig 6lgii olsun. Eger X in her bir A alt kiimesi

icin
V(A) =y (ANX) =y (AN E)+¢* (AN E°)

oluyorsa, F C X kiimesine ¢*-olgiilebilirdir (¢* a gore 6lgiilebilir) denir.

Bir ¢* dig 6lgiisiine gore olgiilebilen kiimelerin sinift M(X, E) ile gosterilir.
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Lebesgue dig 6l¢iisii olan A* dig dl¢iisiiniin B(R) sinifina kisitlanmasina Lebesgue 6l¢iisii

denir ve Lebesgue odlciisiine gore dlgiilebilen kiimelerin sinifi M (R, \*) ile gosterilir.

2.1.4. Olciilebilir Fonksiyonlar

2.1.8. Lemma

(X, A) bir odl¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonu igin agagidaki onermeler
denktir.

i) Hera€Ricin E,={x € X: f(x)>a}e A
ii) Hera € Rigin F,={x e X: f(x)<a}e A
i) Her a e Ricin G, ={x € X : f(x) > a} e A

iv) Her « e Rigin Hy={z € X: f(x) <a} e A

2.1.9. Tanim

(X, A) bir olgiilebilir uzay olsun. Bu durumda eger Lemma 2.1.8 ile verilen
onermelerden herhangi bir tanesi saglanirsa f : X — R (veya genisletilmis reel
degerli) fonksiyonuna Olgiilebilirdir denir.

2.1.10. Teorem

f ve g olgiilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun. Bu durumda

cf, f* f+g, fg, |f]

fonksiyonlar: da ol¢iilebilirdir.

2.1.11. Tanim

B(R™) Borel cebirine gore olgiilebilen bir fonksiyona Borel dl¢iilebilir fonksiyon veya

Borel fonksiyonu denir.
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M(R, A\*) o-cebirine goére Olgiilebilen fonksiyona Lebesgue olciilebilir fonksiyon adi

verilir.
2.1.12. Tanim

(X, A, 1) bir dl¢ii uzay: olsun. Eger bir 6nerme 6l¢iisii sifir olan bir kiime veya kendisi
A’ya ait olmadigi zaman, 6lgiisii sifir olan bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin

tiimleyeni iizerinde dogru ise o énerme hemen hemen her yerde dogrudur denir.
2.1.5. £? Uzaylar1
2.1.13. Tamim

1 < p < oo olmak iizere

[1r@rds < o

esitsizligini saglayan fonksiyonlarin sinifina Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar sinifi
denir ve f € LP(R) ile gosterilir. Ayrica bu uzay, fonksiyonlarda ki bilinen toplama ve
skalerle carpma iglemleri altinda bir vektor uzay: tegkil etmektedir. ||.|[, : LP(R) — R,
her f € LP(R) igin

1/p
171, = ( [ 1)
R
bi¢iminde tanimlanan fonksiyon L, tizerinde bir yar1 (normdur). L,, izerinde
f~g< hemen hemen her yerde f=g
biciminde tammlanan ~ bagmntis1 bir denklik bagmntisi olup L, uzaymi denklik

siniflarina ayirir. Bu denklik siniflarinin kiimesi £? ile gosterilir. Su halde £P'nin

elemanlar1 [f] bigimindeki denklik simflaridir. £P uzayi,

ST+l =1f+9. A=A/
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seklinde tanimlanan toplama ve skalar ile carpma iglemlerine gore bir vektor uzayidir.

1/p
p > 1 olmak iizere, ||[f]|, = |[fll = (/|f|”dm) bi¢iminde tammlanan ||.||
R

fonksiyonu LP {izerinde bir normdur.
2.1.6. L~ Uzaylar1
2.1.14. Tamim

(Q,.A, 1) bir dl¢ii uzayi ve f : Q — R olgiilebilir fonksiyonu i¢in hemen hemen her yerde
|f(z)| < M olacak gekilde bir M sabiti varsa, f fonksiyonuna hemen hemen sinirhdir
denir. Bu gekilde tanimlanan M sabitlerinin en biiyiik alt sinirina | f|'nin © bélgesindeki
esas (essential) supremumu denir ve ess 81618 |f(z)] ile gosterilir. 2 bolgesinde hemen

hemen sinirh f fonksiyonlarmin olugturdugu uzay £>(£2) olup, bu uzay

[£lle= ) = |l = esssup | (z)

normu altinda Banach uzay1 olur.

Simdi bu calismada kullanilacak bazi énemli esitsizlikler ve teoremleri verelim.
2.1.15. Tanim (Hoélder Esitsizligi)

p ve q, % + é = 1 kosulunu saglayan, negatif olmayan genisletilmig reel sayilari olsun.

Eger f € LP ve g € L9 ise bu durumda f.g € £! ve

/ Fal < 1 £l lglls

Esitlik durumunun olmasi i¢in gerek yeter kosul ikisi birden sifir olmayan bazi «,

sabitleri i¢in hemen hemen her yerde a|f|? = f|g|? olmasidar.
2.1.16. Tanim (Jensen Esitsizligi)

f, [0,1] tizerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve ¢ konveks bir fonksiyon olsun. Bu
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durumda

0 ( / f(x)dx> < [ etrnis

esitsizligi saglanir.
2.1.17. Teorem (Fubini Teoremi)

(X, A, p) ve (Y, M, 1) tam 6lgii uzaylar ve f,; X x Y iizerinde dl¢iilebilir bir fonksiyon

olsun. Su durumda

1. Hemen hemen her z igin f.(y) = f(x,y) seklinde tanimlanan f, fonksiyonu Y
iizerinde integrallenebilirdir.

2. Hemen hemen her y igin fY(x) = f(x,y) seklinde tanimlanan f¥ fonksiyonu X
iizerinde integrallenebilirdir.

. / f(z,y)d(y) X tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.
e

w

=

f(z,y)du(z) Y tizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

-/i[/yfdw]d;z/yl/)(fduldw [ fao).

Fubini teoremini uygulayabilmek icin f fonksiyonunun p x 1 6lgiisiine gore

Ut

integrallenebilir olmas1 gerekir yani; f fonksiyonunun X x Y f{izerinde o6l¢iilebilir ve
/]f\d(u X 1) < oo saglanmalidir. Su durumda g ve ¢ 6lgiilerinin o-sonlu olmasi

durumunda iki kath integral agagidaki teorem ile hesaplanir.
2.1.18. Teorem (Tonelli Teoremi)

(X, A, ) ve (Y, M, ) sonlu 6lgiiye sahip uzaylar ve f, X x Y iizerinde olgiilebilir bir

fonksiyon olsun. Su durumda

1. Hemen hemen her z igin f.(y) = f(z,y) seklinde tanimlanan f, fonksiyonu Y
iizerinde integrallenebilirdir.

2. Hemen hemen her y i¢in fY(z) = f(z,y) seklinde tamimlanan f¥ fonksiyonu X



14

iizerinde integrallenebilirdir.

3. / f(z,y)d(y) X lizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.
Y

4. / f(x,y)du(x) Y iizerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

5./1 /dew]du=/yl/xfdu]dw= [ fa ).

2.1.19. Teorem

Bir E kiimesi iizerinde negatif olmayan integrallenebilir bir f fonksiyonunu gz 6niine
alahm. Bu durumda her € > 0 igin &yle bir v > 0 vardir 6yle ki ¥(A) < v sarti

saglayan her A C FE kiimesi icin

/Afdw<5

dur.
2.1.20. Teorem (Monoton Yakinsaklik Teoremi)

(X, A, 1) bir sonlu 6lgii uzay1 ve (f,) negatif olmayan fonksiyonlarin monoton artan

bir dizisi olmak iizere f = lim f,, olsun. Bu durumda

/X fdip = lim /X Fodih.

2.1.21. Tanim

F bir E iizerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin bir ailesi olsun. Ju durumda

verilen her bir € > 0 i¢in en az bir v > 0 bulunabilir 6yle ki her bir f € Ficin A C E ve

(A) < 7 iken / |f|ldy < e ise F ailesi es-mutlak siirekli integrallere (equi-absolutely
A

continuous integrals) sahiptir denir.
2.1.22. Teorem (Vitali Yakinsaklik Teoremi)

Sonlu 6l¢iiye sahip bir £ kiimesini ele alahm ve {f,}, . dizisi £ {izerinde eg-mutlak
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siirekli integrallere sahip fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger E iizerinde hemen hemen

her yerde {f,} — f ise o zaman f fonksiyonu E iizerinde integrallenebilirdir ve

i (f0) = [ms= [
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3. IKI DEGISKENLI KANTOROVICH GENELLESTIRILMIS
ORNEKLEME OPERATORU

Bilinen en klasik ayrik operatorler (1.1) ile verilen Weierstrass yaklagim teoreminin
onemli ispatlarindan birinin verildigi Bernstein operatorleridir. Burada bu ayrik
operatorlerin (1.2) de verilen Kantorovich halinin, tiim reel eksenin 6rneklenmesiyle
elde edilen en genel hali tamimlanmigtir. Uzayda ve zamanda bir noktanin
komgulugundaki degerlerin kiimesinde incelenen ornekleme tip Kantorovich
operatorleri diizenli olmayan sinyallere yaklasilmasi konusunda oldukca 6nemli bir yer
teskil ettigi icin taniumlanan bu genel yapi Sinyal ve Gériintii Isleme Teorisinde direkt
olarak kullamilmaktadir. Tek degiskenli sinyallere yaklasim Sinyal Isleme Teorisinde
incelenirken iki veya daha biiylik boyutlu reel say1 araliklarindan alinan sinyallere
yaklagim, Goriintii Isleme Teorisinde kullanilmaktadir [2,8]. Bizim buradaki amacimiz
oncelikle bu ayrik operatorlerin iki degigkenli halini tanimlamak icin gerekli olan

motivasyonu, yani tek degiskenli halini vermek olacaktir.
3.1. Tek Degiskenli Kantorovich Genellestirilmis Ornekleme Operatéorleri

7 kiimesi reel sayilarin sinirli ya da sinirsiz bir alt araligi olsun. Her n € N igin Z
araliginin 6rneklem degerlerinin bir dizisi (v, x)kex € Z ve 0 < Up i1 —Vnk = Ak < A
oyle ki n — oo iken A\, = O olsun. Jimdi hern e N,k € Kve/ € Nyicin K,,,: Z =+ R
cekirdek fonksiyonlarinin bir ailesini géz 6niine alalim. Burada K ya Ny ya da Z’dir. Bu
caligmada K = Ny olarak alinmigtir. Ancak benzer iglemler K = Z igin de gecerlidir [1].

Su durumda

my(Kn(t)) =Y Ky i(t)(vns — 1)* (3.1)
My(K(1)) =) | K i ()]l (vns — 1) (3.2)

sirastyla cebirsel ve mutlak momentler olmak tizere, { K, k bnenken, Gekirdek

fonksiyonlarinin ailesi agsagidaki kogullar1 saglar:
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K, .1) Her n € Nve t € T icin mo(K,(t)) =1, (3.3)
K, x.2) Her t € Z ve n € N i¢in 6yle bir My > 0 vardir ki My (K, (t)) < M, (3.4)

ve her 6 > 0 igin

lim o [Ka(t)] =0.
|/U'n,,k7t|2‘S

[6] ile verilen makalede reel sayilar uzayimin tamami iizerinde iglem yapilacak sekilde

alinan (v, x)ken, Ornekleme degerler dizisi ile birlikte her n € N ve ¢ € I i¢in

(Snf)(E) =D Knlt, vn k) f (Vns) (3.5)

bigiminde tamimlanan (3.5) ayrik operatorlerin genel hali kullanilarak Voronovskaya
tip teorem incelenmigtir.
Yukarida verilen bilgilerle birlikte tek degiskenli ayrik operatorlerin Kantorovich

ornekleme hali, her n € N ve t € 7 icin

(Suf)(t) = ZKHW)A; /+ F(u)du, (3.6)

k=0 Un,k

seklinde tanimlanmaktadir. Burada f € DomS = ﬂ DomsS,, ve DomS,, kiimeleri;

neN
(3.6) ile verilen seriyi iyi tamimli yapan tim f : Z — R fonksiyonlarin kiimesidir.

Bundan sonraki boliimlerde ele alinan fonksiyonlarin ayni zamanda (3.6) ile verilen

seriyi iyi tamimli yapan fonksiyonlar oldugu diigiiniilecektir. Verilen hipotezler ile

birlikte
L*(Z) C DomS (3.7)

sartinin saglandig dikkate alinmaktadir [1].
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3.1.1. Teorem

f € L®(Z) olsun. Eger her t € Z i¢in f siirekli ise

Tim (8,(£)(8) = (1)
dir. f, Z’da diizgiin siirekli, sinirli ve (3.7) ile verilen ifade her ¢ € Z i¢in diizgiin olarak

saglansi. O zaman
lim [|S,.f = fllc =0
n—o0

olur [1]

Belirtelim ki (3.6) ile verilen Ornekleme operatorlerinin bazi 6zel halleri yaklagim
teorisinde iyi bilinen ayrik operatorlerin Kantorovich versiyonlarina karsilik gelir.
Ornegin;

1) Her k € Ngve n € Nigin Z = [0,1] ve v, = k—&—in olsun. Bu durumda Kantorovich
tip Meyer-Konig-Zeller operatorii agagidaki gibi tanimlanir:

f € DomM = ﬂ DomM,, olmak iizere

neN

(k+n)(k+n+1) /zﬁ“ﬂ
n

anp=a- Y (")

k=0

3

seklindedir. Burada goriilecegi gibi A, = (k+n)(7l;+n+1) < iy = A dinn My f

operatoriinde ele alinan pozitif ¢ekirdek fonksiyonlar:

K p(t) = (n Z k) th(1 — ¢)n

esitligiyle verilir. Bununla birlikte (3.3) ve (3.4) cebirsel ve mutlak momentleri ile verilen
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sartlar ile birlikte her ¢ € [0, 1] igin agsagidaki gibidir: (Bkz. [38])

mo(K, () =1.

n+k\ n+1 k _
m1<Kn<t)):M( ) - (m— >_o
n+1 SN AW K’ 2
ma(E, (1) =(1 — ) Z( e ()
_t(d —1)2 +t 1—1)%(2t — 1) o)
a1, (1)) =" o
ma(i (1) =20 o)

esitlikleriyle birlikte (K, x.1) ve (K, x.2) saglanr.

2) Her k € Ny ve n € N i¢in Z = [0,00) ve v, = —=— olsun. Bu durumda

+

f € DomL = ﬂ DomL,, ve I, = vy, Un g+1] olmak fizere Kantorovich tip Bleimann-

neN
Butzer Hahn operatorii

seklinde tanimlanir [39].

Burada  Kantorovich tip  Meyer-Konig-Zeller ve  Bleimann-Butzer  Hahn
operatorlerinin elde ediligine benzer gekilde, Bernstein Szasz-Mirakyan ve Baskakov
operatorlerinin Kantorovich formlary, (3.6) goz 6niine alimarak elde edilebilir [1].
Simdi (3.6) ile verilen seri icin verilen bilgilerden faydalanarak iki degiskenli

genellestirilmis Kantorovich tip 6érnekleme operatoriiniin tanimini verelim.
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3.2. Iki degiskenli Kantorovich Genellegtirilmis Ornekleme Operatérleri ile

Yaklagim Derecesi

Statik bir goriintii iki degigkenli bir fonksiyon (sinyal) olarak tamimlanabilir. Benzer
sekilde dijital (statik) bir goriinti ayrik bir sinyaldir ve 2 boyutlu matrisler ile
modellenebilir.  Bdéylelikle iki  degiskenli oOrnekleme Kantorovich operatériinii
kullanarak orijinal goriintiiye yaklagan yeni bir matris (goriintii) elde etmek i¢in girdi
goriintiisiiyle (matrisiyle) eslesen bir fonksiyon olusturulabilir. Ornekleme degerleri
orijinal Ornekleme degerlerinden daha biiyiik secilirse, orijinalinden daha yiiksek
¢Oziiniirliiliige sahip yeni bir gériintii elde edilir, yani orijinal goriintiiye kiyasla daha
fazla piksel ile olugturulur [8, 13|. Dolayisiyla (3.6) ile verilen serinin iki degigkenli
yapist bu sekildeki dijital goriintii sinyallerine yaklagim sonuclarinda en iyi sonuclar
veren operatorlerden bir tanesidir.

Motivasyon olarak 3. Boliimde verilenleri kullanarak iki degigkenli Kantorovich tip

ornekleme serisini agagidaki gekilde tanimlayalim.
3.2.1. Tanim

Z C R smirh olan ya da olmayan bir aralik olarak sabitlensin. Her n € N i¢in 0 <
Ul — Ung = Ak < Ay Ve 0 < Syt — Smyj 1= Amyj < Ay kogsullarimi gergekleyen
(Un ) kezs (Smj)jez © T dizileri T C R araligimin 6rneklem degerlerinin birer dizisi
olsunlar. Burada her n,m € N icin A\, ve \,, pozitif sayilardir ve lim A\, = 0 ve

Tiigrlm Am = 0 geklindedir. Her n € N, k,j € Z icin K, o : ZoZ — ?ll%_);lii degigkenli
fonksiyonlar olsun.

Ayrica v > 0 ve (z,y) € Z% igin (x,y) merkezli v yarigaph diski

Uy(,y) ={(u,0) €* | (u—2)* + (v —y)* <7*}

ile gosterelim. Agagidaki notasyonlar: kullanacagiz:

Herhangi bir p € N, u = || = {1 + {5 olacak sekildeki ¢ = ({1, () € Ny x Ny i¢in

mZ(Kn,m) :mé( n,ms L, ?/ ZZKnmkj X y Unk —ZL’) (Smj y)ﬁ (38)

k=0 7=0
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seklinde tanimlanan (3.8) serisine cebirsel moment denir.

oo o0

My(Knm) = MoKy ,9) = > Ko (2 9) || (0 = )| (55 = 9)I* (3.9)

k=0 j=0

(3.9) esitligiyle verilen seriye ise mutlak moment denir. Verilen cebirsel ve mutlak

momentler agagidaki kogullar1 saglar;

1) Her (x,y) € Z? ve n € N icin

mo(Knm, z,y) = 1, (3.10)
2) Her z,y € Z ve n,m € N icin en az bir My > 0 vardir dyle ki

My(Kpm,x,y) < M, (3.11)

ve her 61,0, > 0 icin

n,}rlzgloo Z Z |Kn,m,k7j<x7 y)| = 0. (312)

|'Un,k_33|261 lsm,j _y|262

Su halde Tanim 3.2.1 de verilenlerle birlikte en genel iki degiskenli genellestirilmig

ornekleme serilerinin Kantorovich yapisim asagidaki tanimla verebiliriz.
3.2.2. Tanim

Her (z,y) € R? ve f € DomS olmak iizere her n,m € N i¢in

Un,k+1 Sm,j+1
S = XY Kostois = [ [ ot @

k=0 j=0 m.j

operatoriine iki degiskenli genellestirilmis Kantorovich 6rnekleme serisi denir. Burada

DomS = ﬂ Dom(S,, x S,,)’dir ve Dom(S,, X S,) her n,m € N i¢in (3.13) ile verilen
n,meN
sonsuz toplamin (S, f)(z,y) ifadesine yakinsak olmasini saglayan tim f: ZxZ — R

fonksiyonlarin kiimesini ifade etmektedir.

L>(Z?) € DomS (3.14)
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oldugu gbz 6niine alinmaktadir.

Su durumda agagidaki teoremi verebiliriz.
3.2.3. Teorem

f € L£>(Z?) olmak iizere her (x,y) € Z? i¢in f fonksiyonu siirekli ise

lim (Spmf)(2,y) = f(z,y)

n,m—-+oo

olur.

Ayrica eger f fonksiyonu Z? de diizgiin siirekli, sinirli ve (3.14) ifadesi diizgiin olarak

saglaniyorsa bu durumda S, ,, operatorii f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar, yani;

n,m—-+

olur.

Kanat. f fonksiyonu Z? iizerinde diizgiin siirekli ve sinirh olsun. Bu durumda f nin

diizgiin siirekliliginden verilen bir € > 0 sayisi i¢in \/(u — x)2 + (v — y)? < 7 sartim
saglayan her (u,v), (z,y) € Z? igin |f(u,v) — f(z,y)| < € olacak gekilde bir v > 0
sayist vardir. Su durumda (3.13) den

’(Sn,mf>(xvy) - f(l',y)|

oo o0

1 1 Un,k+1 Sm,j+1
<Y Eamssell [ [ 1)~ fag)lduda
k=0 j=0 ok A Jong o em

1

m7]

1
+ K, (%, ) | 5—
Ak A
(’l)n kvsmyj)eu'y/Q(xvy) (’Un,k’vsmy]‘)gu'y/Q xvy) ’

Un,k+1 Sm,j+1
></ / |f (u,v) — f(x,y)|dvdu = I + I.
Un,k Sm,j
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I icin, (Ung, Smyj) € Uyp(@,y), u € [Upk,Unps1] Ve U € [Spmj, Smyj+1] oldugunu

biliyoruz. Su durumda yeterince biiyiik bir ny € N i¢in her n > ng oldugunda

vV (u—12)2+ (v —y)? < v saglanir. Su halde
[1 S € Z Z |Kn7m,k,j(xv y)| S 5M0(Kn,m)
(U7L,k75m,j)€u"//2(xvy)
Iy i¢in, (Vnk,Sm;) & Uy2(z,y) oldugundan |v,, — x| > T veya |s,; —y| > 7 dir.

Boylece;

I < 2[[flls Z Z | K e, (2, 9|

(Vn,ksSm, 5 )& Uy y2(2,y)

= 2Hf||oo Z Z |Kn,m,k,j($7y>|'

|U7z,k_x‘2’Y/4 ‘Sm,j _y|27/4
Su durumda (3.12) den dolay1 n,m — oo iken I — 0 olur. I; ve I, den dolay1 istenen

sonug elde edilmig olur. O]

3.2.1. Tam ve kismi siireklilik modiilleri

Bu boliimde verilecek teoremlerin ispatlari i¢in kullanilacak olan tam ve kismi siireklilik

modiillerinin tanimlarini verelim.
3.2.4. Tanim

f fonksiyonu Z? kompakt kiimesi iizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. §; > 0,d2 > 0 olmak

uzere

w(f;01,02) =sup {|f(t,5) = f(z,y)] : (t.5), (z.y) € T2 |t — x| < 01, |s —y| < G} (3.15)

esitligiyle verilen ifadeye f fonksiyonunun tam siireklilik modiilii denir.
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3.2.5. Lemma
91,92 > 0 olmak iizere (3.15) ile tanmimlanan tam siireklilik modiilii i¢in agagidaki

1. 51 — 0 ve (52 — 0 ise w(f;51,52) — 07
2. 1f(t,s) = fla )] < w(f;00,0) (1+ 152 (14 1524)

ifadeleri vardir.
3.2.6. Tanim

f € C(Z?) ve § > 0 olmak iizere

wD(f10) = sup {|f(21,y) = flz2,9)] + (21,9), (w2,9) € T2, |21 — 2] < 6} (3.16)

w(2)<f75) = Sup {|f(:c,y1) - f(x7y2)| : (xvyl)v (xva) € I27 ’yl - yQ‘ < 6} (317)

fonksiyonlarina sirasiyla f'nin x ve y degigkenlerine gore kismi siireklilik modiilleri
denir. Ayrica (3.15) ve (3.16) ile tammmlanan kismi siireklilik modiilleri igin Lemma

3.2.5 deki ifadeler gerceklenir.

C*(R?) tiim diizgiin siirekli ve sinirh fonksiyonlarin uzayin gostersin. (3.13) ile verilen

(Sn.m(f)) operatorler dizisi i¢in agagidaki ifadeler gerceklenir.
3.2.7. Teorem

i) f € C*(R?) ve A\yp = Ay ve A j = Ay, olsun. 61,302 > 0 ve her (z,y) € R? i¢in

1

|(Sn,mf)(x7y) - f(xvy)| < W(f; 51752){M0(Kn,m) + 51

<>\nMO(Kn,m) + 2-1\4(1,0) (Kmm))

1 1
ts <>\mM0(Kn,m) + 2M(o,1)(Kn,m)> +t55, (AnAmMO(Kn,m) + 22X M1,0) (Kn,m)
2 102

+ 2AmM(O,1) (Kn,m) + 4M(171) (Kn,m)> }

burada d; ve d2 degerleri A\, A\, ile baglantilidir. Bu durumda ¢ = (¢, ¢3) € Ng,
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n = |¢| = {1 + {3 olmak tizere

1
AnAm

MZ(Kn,m) (318)

ifadesi diizgiin sirli ise C' > 0 bir sabit, §; ve d2 sirasiyla A, ve A, olmak iizere
|Snm f — f] < Cw(f; A, Am) olur.
ii) f € C*(R?) her (z,y) € R? icin Ak = An Ve Apyj = A, olsun. Eger 61 = A, ve 62 = Ay

secildiginde
2 2
TM(O’I)(Kn’m) ve TM(LO)(Knvm) (319)

ifadeleri diizgiin sinirh ise bu durumda C7, Cy > 0 reel sabitler olmak {izere i) ifadesine benzer

sekilde

|Sn,mf - f| < Clwl (f7 >\n) ot CZWZ(f; )‘m)

olur.

Kanit. i) Verilen 81,0, > 0 ve f € C*(R?) olmak iizere (3.13) ifadesinden ve tam

siireklilik modiilii tanimindan faydalanarak;

(Snamf)(@,y) = f(z,9)]

© 0 1 Un,k+1 Sm,j+1
<Y el [ [ v foyldeds 320
k=0 j=0 LRG]S Uk Sm.j

() (o
Kﬂm 1 —
w(f;d1,02) ZZ| z,Yy)| nk/\m] / / ( 5 > ( + 5 dvdu

k=0 j=0

= Il—|—]2+13+14 (321)
I = w(f;01,02) Z Z | K (2, y)| = w(f; 01, 02) Mo (K m)- (3.22)
k=0 j=0

5 6 [cle el Un,k+1 Sm,j+1
I, =Y fl,z ZZU{”mxy /\ / / |u — z|dvdu
nk m,j Ju,,

k=0 7=0

Her u € [vpk, Vnpt1] icin |u — 2] < |z — vy 1| + |€ — vn k| 0ldugundan (3.23)
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f5152)ZZ|Knmxy " )\ (\ — V1] |7 — vnp])
k=0 7=0

< w(f; 617 62)

> 51 {)\nMO(Kn,m) + 2M(1’0) (Kn,m)} . (324)

[3 f51’62 ZZ|Knmxy

k=0 j=0

Un,k+1 Sm,j+1
v — y|dvdu
n k)\m \J / / ‘ |

(3.23) ifadesine benzer gekilde iglemler I3 esitligine uygulanirsa;

w(f; 617 52)

I3 <

{AnMo(Kpm) + 2Mo.1)(Kpm) } (3.25)

elde edilir. Son olarak I, igin |u — x| ve |v —y| ifadelerine (3.23) esitsizligi uygulanirsa;

W( 361, 02) o
I, < %ZZ | Konm (@, )| (|2 = vnpsa| + |2 — vnkl) (1Y = Smgarl + |y — smjl)
k=0 5=0
51, 05)
< U000 S 0] o+ 20 = 2] o + 25y — )

a 0102 k=0 j=0

Gerekli iglemler yapilirsa eger;

I, < w(f;01,02)

> 5152 {)\ Am MO( n m) + 2>\mj\4(1 0) (Kn,m) + 2/\7LM(0,1)(K71,,m) + 4M(1,1)(Kn,m)} (326)

elde edilir. Boylece (3.22), (3.24), (3.25) ve (3.26) esitsizliklerinden dolay: istenen
ifade elde edilmig olur. Eger A\, = d; ve \,, = 02 secilirse

2]\4(170) (Kn,m) +2M(O,1)(Kn,m) +4M(1,1)(Kn,m)>

esitsizliginden istenen sonuca ulagilir. O]

Kanit. ii) f € C*(R?), Aux = Ay ve A\pj = Ay, olsun.
81,02 > 0 ve her (z,y) € R? igin
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|(Snm ) (2, y) = flz,y)]

[S OS] Un,k+1 Sm ]+1
Z Z Kym(x y / / fu,v) = f(z,y))dvdu
k=0 j=0 n k/\m] s

m,j

oo o0 Un,k+1 Sijrl
<3S el [ [ ) — s e

k=0 7=0 m,j

< Sum(f(w,0) = f(@,0)[s2,9) + Snm(f (0, 0) = f(u,y) |2, y)
WO (f500) |1+ ESum(u =l 2.9)| +wO(f:62) [14+ ESum(lv = yli,y)]
W (f61) + LI LN Mo(Kpm) + 2M10)(Kon) b+ 0 (f62)
42U 3 Mo(Kpn) + 2M0,1) (Knm) }
Bu durumda 6, = A, ve d = A, secilirse, (3.19) ifadesinden
(S f(x,y) = fz,9)] < CroW(f;61) + Cow®(f; )

olacak sekilde C7, C5 sayilar1 vardir. Bu durumda istenen sonug elde edilmis olur. [

3.2.2. Lipschitz smifindan fonksiyonlar
3.2.8. Tanim

f fonksiyonu I? C R? altkiimesi iizerinde taniml bir fonksiyon olsun. R? deki bilinen

Oklid normu, A;(z1,2s), As(y1, 1) € I? olmak iizere

r(A1, As) = /(z1 — 1) + (22 — 12)? (3.27)

seklindedir, su durumda

|f(A1) = f(A2)| < Mr®(A1, A3), O0<a<l1 (3.28)

esitsizligini gercekleyen f fonksiyonuna I? iizerinde M sabitine gore Lipschitz

sinifindandir denir ve f € Lipy« ile gosterilir.
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Simdi (3.13) ile verilen operatoriin Lipschitz smifindan fonksiyonlar yardimiyla

yaklagim derecesini veren agagidaki teoremi verelim.

3.2.9. Teorem

f € Lipyra olsun. Eger (3.18) ile verilen diizgiin simirhlik sart1 saglanirsa; her (z,y) € Z*

icin

(S f)(@,y) = f(2.9)] < K[(AAn)*?]

olacak bigimde bir K > 0 vardir.

Kanit. f € Lipya olsun. (3.13) ile verilen serinin diizgiin yakinsakligim kullanarak;

[(Snamf) (@) — f(2,y)]

oo o0

Un, k+1 Sm,j+1
S |Kn7m,k,j( ) ) f(u7 t) . f(xv y)|dtdu
k=0 j=0
f € Lipya oldugundan
|f(u,t) — f(z,y)] < M((u —z)? +(t— y)2> ® saglanir. (3.29)

(3.29) esitsizligini kullanacak olursak

((Snamf) (@) = f(2,9)]

Un,k+1 SmJ+1 a
<MZZ|Knmmazy\>\ M / M (=) + (1 —y)?) " dedu
n, m,j

k=0 7=0

U € [V s Unjot1] Ve T €[Sy jy Smj+1] oldugundan (3.23) ye benzer bir yaklagim ile

u— 2> < 2Jvar — x| + Mg)? ve v —y|* < (2]sm; — y| + Amj)? oldugu kolaylikla

goriilebilir. Su durumda

(Snamf)(@,y) = f(z,9)]

S MZZ |Kn,m,k,j(x7y)‘$i

k=0 j=0

Un, k+1 Sm,j+1
X / / [(2|vn7k — x|+ An,kf + (2|sm,; — y| + Amj) ] dtdu

n[R



30

p= %, q= ﬁ secilirse Holder Esitsizliginden;

|(Snm ) (2, y) = f(z,y)]

wlR

< M [MO n, m |:Z Z |Kn m,k,j I y ((2|vn,k - I| + )\n,k)z + (2|5’m,j - y| + )\m,j)Q)
k=0 5=0

2a [SSIINe'S)
< M [Mo(Kn,m)] 2 [Z Z | Knm ke, (2, )] (2|vn 6 — 2] + )‘n,k)2 +
k=0 j—0

S8 K 09)| 2oy — o]+ Amﬂ

Jj=03=0

2—a
<M [MO(Kn,m)] 2 [MO(Kn,M) ()‘i,k + Agmj) + 4/\”’kM(170)(Kn-m) + 4)‘771,jM(071)(Kn7m)

N3}

+4 (M(2,O) (Kn,m) + M(O,Q) (KTL,TYL))‘|

Eger A\, = Ay ve A, j = Ay, segilirse;

[(Snam )@ 9) = F (@) < M [Mo(Kn )] (A ? [H (Miz,0)(Bnm) + Mo.2) (Knm))

k=3
2

2 2
+)\imM(1,O)(Kn,m) + A%]\/[(0,1)(-7(71 m) + /\A JF,\/\ My (K, )1

Su  durumda  (3.18) ile  verilen  diizgin  smirhlik §art1ndan dolay1

C = )\ )\ (M(Q 0) (Kn,m) + ]M'(O,Q) (Kn,m,)) + )\imM(Lo) (Kn,m) —+ %M(Ol)(Kn m) )\ P m]\/fo(K )
olmak {izere

(Snmf) (@ y) = f(@,y)] < K (Aadm)®

olacak gekilde bir K = CM[My(K,,)]"2" > 0 sayis1 bulunmus olur. Bu ise istenen

sonuctur. 0

Buraya kadar gelinen boéliimde oOncelikle Genellegtirilmis Kantorovich  tip
operatorlerinin tek degiskenli yapisi tamimlanarak bu operatorlerin iki degiskenli
halinin tanimi verildi. Sonrasinda bu operatorlerin -belirli varsayimlar goz oniine
alinarak- tam ve kismi siireklilik modiilii tanimlarindan faydalanarak yaklagim
derecelerini veren teoremler ispatlandi ve iki degiskenli Lipschitz smifindan
fonksiyonlara yaklagim dereceleri incelendi.

Bundan sonraki boliimde iki degiskenli S,,,, operatorlerinin Genellegtirilmis Boolean
Toplam operatorleriyle iligkili tanimina odaklanildi ve bu operatorler igin -aymni

varsayimlar goz oniine alinarak- ilgili teoremler incelendi.
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4. S,,, OPERATORUNUN GBS TiPi iLE BOGEL SUREKLI
FONKSIYONLARA YAKLASIM

Bu boéliimde Bogel stirekli fonksiyonlara yaklasmak icin S, ,, operatorlerinin bir
genellegtirmesi  olan  Genellegtirilmis Boolean Toplam (GBS) operatorlerini
tanimlayacagiz. Bu operatorler yardimiyla Bogel siirekli fonksiyonlarin Lipschitz sinifi
ve karma siireklilik modiilii cinsinden yaklagim derecesine iligkin sonuclar verecegiz.
Bogel siirekli (B-siirekli) ve Bogel diferansiyellenebilir (B-diferansiyellenebilir)
fonksiyon kavrami ilk olarak [31,32] de Karl Bogel tarafindan verildi ve gelistirildi.
Dobrescu ve Matei [33|, Bernstein polinomlarimin iki degiskenli genellegtirilmesine
iligkin ~ genellegtirilmis Boolean toplam (GBS) operatorleri ile B-siirekli ve
B-diferansiyellenebilir fonksiyonlara diizgiin yaklagilabilecegini gdsteren bir yaklagim
teoremi verdiler. Yaklagim teoride iyi bilinen Korovkin teoremi ise B-siirekli
fonksiyonlar icin [34, 35] de incelendi. Yazarlar, Boolean toplam yaklagimim
kullanarak B-siirekli fonksiyonlarin yaklagimi icin Korovkin tip bir teorem
ispatladilar. Son yillarda, ilging bazi operatorlere iligkin GBS operatorleri ile daha iyi
vaklagim sonuclar elde edilen ¢aligmalar literatiirde yer almgtir ( [18,19]).

Bir operatoriin GBS tipi genellikle iki degigkenli orjinal operatore gore daha iyi
yaklagim derecesi vermektedir. Bu nedenle iki degiskenli 6rnekleme Kantorovich tipin
GBS operatorleri fonksiyonlarin daha genig bir sinifinda ¢aligmamiza imkan verirken
bu operatorler ile yaklasim saglandiginda daha iyi coziiniirliiliige sahip goriintiiler
elde edilmektedir.

Bu bolimde, 3.2 de tanimlanan iki degigkenli genellegtirilmis Kantorovich tip
ornekleme serilerinin genellegtirilmis Boolean toplam (GBS) operatorleriyle ilgili genel
hali tanimlandi. Sonrasinda bu operatorler icin Bogel siirekli ve Bogel
diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzayinda karma siireklilik modiilii cinsinden

yaklagim derecesine iligkin teoremler verildi.
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4.1. S, ,, Operatorlerinin Genellestirilmis Boolean Toplami

4.1.1. Tanim

Ji, Jo € Riki alt aralik ve J = J; X Jo olsun. f : J — R fonksiyonuna bir (u,v) € J

noktas1 komgulugunda

lim Ay flu,v;2,y] =0 (4.1)

(2,y)=(u,v)

sartini saghyorsa, B-siirekli (Bogel Siirekli) fonksiyon denir. Burada

A(%y)f[u,v;x, y] = f(xv y) - f(ua y) - f(l‘,U) + f(uv U) (4'2)

olup bu ifadeye f nin karma farki denir. Buna egdeger olarak;

Her ¢ > 0 icin |z —u| < 6 ve |y —v| < § iken |Ag ) flu, v;z,y]| < € olacak sekilde en
az bir 6 > 0 varsa f fonksiyonuna (u,v) € J noktasinda Bogel siireklidir denir.

Eger |Ae, flu,v;z,y]] < M olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f fonksiyonuna
B-sinirh (Bogel Sinirh) fonksiyon denir. Ahgilmis ||.||o, supremum normuyla birlikte R?
de tiim Bogel siirekli ve Bogel siirli fonksiyonlarin uzay sirasiyla Cy(R?) ve By(R?)

ile gosterilir.

4.1.2. Tanim

Her (z,y), (u,t) € J igin

fo(u,t) = f(x,t), fY(u,t) = f(u,y) olmak tizere

(Lo f)(@,y) = (S (f* + Y = ) (@, 1) (4.3)

seklinde tamimlanan L, ,,f ifadesine iki degiskenli GBS Kantorovich tip 6rnekleme
operatorii denir.
Bu operatoriin f € Cp(J) fonksiyonuna yakinsama oranini Bogel anlamindaki siireklilik

modiilii cinsinden tahmin edecegiz.
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4.2.L,,, GBS Operatorlerinin Karma Siireklilik Modiilii Cinsinden

Yaklagim Derecesi
4.2.1. Karma siireklilik modiilii
4.2.1. Tanim

Ji, Jo C [0,00) herhangi iki alt arahk ve J; X Jo = J olsun. Bu durumda f € B,(J)
olmak iizere, her (z,y), (u,v) € J ve herhangi (01,05) € (0,00) x (0, 00) igin

wB(f; 61752) := sup {|A(x,y)f[u7vyx7y]| : |ZE - u| < 517 |y - U| < 52} (44)

seklinde tanimlanan wg : [0, 00) X [0,00) — R fonksiyonuna karma siireklilik modiilii

veya f nin karma diizgiinliik modiilii denir ve wp yerine w,;z.q olarak yazilir.

Kolaylikla goriilecegi gibi kompakt araliklarda tanimlanan her B-siirekli fonksiyon

B-diizgiin siireklidir [34].
4.2.2. Teorem

7,,Z, C [0,00) kompakt iki alt arallk ve Z; x Zy = Z olsun. Bu durumda

lim wp(f;dn,0m) = 0 olmasi icin gerek ve yeter kogul f € Cy(Z) olmasidir.

n,1M—00

J kiimesinin herhangi bir 7 kompakt alt kiimesi iizerinde tanimli B-siirekli

fonksiyonlarin kiimesini Cp(57) ile gosterelim.
4.2.3. Teorem

f € Cy(v) olsun. A\, = A, ve Ay = Ay, oldugu dikkate almirsa bu durumda her

(2,9) € ¥ igin | (L f) (@, y)— f(@,9)] < wB<f;51,62>{Mo<Kn,m> (1+—+—+—)

_I_ 2M(1,0)(Kn,m) + 2]\/[(0,1)(Kn,m) _|_ 2M(1,0)(Kn,m)+2M(0,1)(Kn,m)+4M(1,1)(Kn,m)
51 52 0162

esitsizligi gecerlidir. Burada d; ve 9y ler A\, ve A\, degerleriyle baglantili olup
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01 = \p ve 0y = A, secilirse, tanim 3.2.1 ile verilen ¢ degerleri icin

MK(Kn m)
’ 4.5
AN (4.5)
diizgiin sinirlilik sartim saglayan her n, m € N i¢in
|(Ln,mf)(x,y) _f(xay>| < HWB(f;)\m)\m> (46)

olacak sekilde bir H sayis1 vardir.
Kanit. k,& > 0 icin wp(f;K01,£02) < (1 4+ k)(1 + §wp(f;01,92) oldugundan her
(x,y), (u,v) € ¥ ve 01,02 > 0 icin

|A(:c,y)f[uav;may]| < wB(f; |u r $|a |U - y|)

< (1+%') (1+ﬂ+f')w3<f; ju = ], Jo— y])

(4.1) ve (4.3) tanimlarmni kullanarak

(Lo ), y) = (S (f* + fV = )@, 9)

= (Sum (. 9) = Agay flu, v32,9]) ) (2.)

= Sun (£ (2,9)) (@ 9) = (Sum (D flus 032,31 ) (,)
— f (e y)mo(Knm) = (Sum (B ST vi2.91) ) (2, )

Su durumda (3.10) den

(Lo §)@9) — F@ )] < (Sum(Bpa flu v, yll) ) (2,y) elde edilmis olur
Buradan

‘(Ln,mf)(xvy) - f(x,y)\

B (1 \ Sumlu—a)(@,y) | (Swmlv —yD(@.y) | (Spmlu—allv— yl)(w,y))wB(f; 51, 6s).
51 52 0102

3.2.7 numaral Teoreminden dolay1 S, ,, operatorii i¢in asagidaki ifadeleri yazabiliriz:

L (Suml = 1) (2, 5) < AWMy (Kon) + 2M10) (Knm)

2. (Sumlo = 91) (@) < AnMo( o) + 2M o) (K )

3. (Snamlu = llo = 1) (@,5) < AAnMo(Fongn) + 22 Mt (Kongn) + 220 Mo 1) (B ) +
AM 1) (Knm)-

Su durumda eger 6; = \,,d2 = A, segilirse, (3.18) dan dolay1 H > 0 reel bir sabit
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olmak tizere

HLn,mf - fHOO < HwB(f; An;)\m)

bulunur. Bu durumda istenen sonug elde edilmis olur. O
Simdi (4.3) ile verilen seri i¢in Bogel siirekli fonksiyonlarin Lipschitz smifi tanimin

kullanarak yaklasim derecesini belirleyelim.
4.2.2. B-Siirekli fonksiyonlarin lipschitz simifi

4.2.4. Tanim

f € Cy(vv) olsun. f fonksiyonunun Lipschitz simnifi agagidaki sekilde tanimlanir:
Her (t,s), (z,y) € v ve 0 < ¢ <1 i¢in

Lipa () = {f €C(V) ¢ 1A 1t 9); (@, 9)l < M((t—x>2+<s—y>2)2} (4.7)
4.2.5. Teorem

f € Lipy () olsun. Su durumda her M > 0 ve ¢ € (0, 1] i¢in bir H > 0 vardir &yle ki

<
2 .

(L )@, y) — F(2,9)] < MH{Mo(Kpm)} > (AnAim)

Burada
AR AL
H= ﬁ (JW(Q,O)(KTLM) + M(O,Z)(Kn,m)) + )\imM(l,O) (Kn,m) + %M(O,l)(Kn,m) + AnAm MO(Kn,m)-

Kanit. f € Lippy(¢), M > 0 ve ¢ € (0,1] olsun. L, ,, operatériiniin lineerliginden,

(3.10) ifadesinden ve (3.13) ile verilen serinin tanimiyla birlikte (4.7)’yi kullanirsak;
her (u,t), (z,y) € Vv i¢in

(Lo ) @.9) = (Sam(F7+ 17 = 1)) @.9)

= (Sum (F@.1) = A £l 1) (,9)]) ) (2.9)

= S, 9)mo(Konm) = Sun (B fl(u,1); (2, 9)]) . 9)

(Lo f)(@,y) = F(@,9) = =Snm (B Fl(us 0); (2,9)]) (2. 9)
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elde edilir. Su durumda

|(Ln,mf)(xv y) - f(ﬁ, y)| S Sn,m(|A(x,y)f[(u’ t); ($a y)]|)(w,y)
< (SumM[(u =2 + (t = )] ) (2.9)

p= %, q= ﬁ olmak tizere Holder Egitsizliginden;

2—¢
2

Ny

(Lnm (@) = Fla ) < M{Mo(Enin) } 7 {(Snm(t = 2))(2,9) + (Snm(v = 1)) (x.9) }

Teorem 3.2.9 de yapilan iglemlere benzer islemler yapilirsa;

<
2

(L)) = £l )] < M (MoK )} F adn) ¥ {

VS (M(Q,O) (Knm) + M(O,Q) (Kn,m,))

4 4 A2 422, 5
+ )\"L M(I,O) (Kn,m) + TRM(O’U (Knm) + )\n>\m MO(Kn7m>}

Su durumda (3.18) ifadesindeki diizgiin simrhilik sarti saglanmasi durumunda

esitsizligin sag tarafindaki son ifadeyi H > 0 alirsak,

<
2

(L) (@, y) = f(2,9)] < MH{Mo(Knm)} 7 (M)

olup istenen elde edilir. Burada MHMO(Kmm)TC alirsak
¢
2

(Lo ), y) = [, 9)| < K(AnAm)

yazilir. O

Simdi B-diferansiyellebilir (Bogel diferansiyellenebilir) fonksiyon tanimimni verelim.
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4.3. L, ,, GBS Operatorlerinin Bogel Diferansiyellenebilir Fonksiyonlara

Karma Siireklilik Modiilii Cinsinden Yaklagim Derecesi

4.3.1. Tanim

Ji, Jo € [0,00) herhangi iki alt aralik olmak iizere J; x Jo = J olsun. Su durumda

f ' J — R fonksiyonunu ele alalm. Herhangi bir (u,v) € J noktasinda

1 A(w,y)f[u7v;xvy]
1m
(z,y)— (u,v) (l’ — U) (y — U)

= Dp(f;u,v) (4.8)

limiti varsa f fonksiyonuna B-diferansiyellenebilirdir denir. J de ki tiim

B-diferansiyellenebilir fonksiyonlarin uzay1 Dy(J) ile gosterilir.
4.3.2. Teorem

f € Dy(TJ)ve Dgf € B(J) olsun. Su durumda her (z,y) € J i¢in

(L) (:9) = Flas9)] < Ko (anBfnw + wn(Daf: 61,52>) tws(Dufi61,6)
X (éKQ —+ %Kg -+ ﬁKZL)

Burada 61, 65 degerleri A, A,,’lere bagh olup
Kl = )\n)\mMO<Kn7m) + 2)\nM(O,1)<Kn,m) + 2)\mM(1,0)(Kn,m) + 4M(1,1)(Kn,m)a

Ky = )\%)\mMO<Kn,m) + QA%M(Oﬂl)(Kn,m) + A A M1 0y (K ) + 8Aa M 1y (Km)
+8M(2,1) (Kn,m>7

KS = )\n)\?nMO<Kn,m) + 2)\3,1]\/[(1,0) (Kn,m) + 4)\n)\m]\4(0,1) (Kn,m) + 8)\mM(1,1) (Kn,m>
+8M(172)(Kn7m),

Ky = N2 Mo(Kp ) + A2\ M o1y (K m) + 402 Mo.2)(EKm) + 4 A2, M 1,0 (K m)
+16 A A M1,1) (K ) + 16X, M1,2)(Kpm) + 4N2, M2.0) (K m) + 16X M2.1)(Kpm)
+16M(2,2) (K m)

seklindedir.
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Kanit. f € Dy(J) oldugundan A, flu,v;z,y] = (v — 2)(v — y)Dpf(p,q) olacak

sekilde p € (u,x) ve g € (v,y) vardir. A, flu, v; 2, y)'nin tanimini kullanarak

Dpf(p,q) = NwyDef(p.q) + Def(p,y) + Dpf(z,q) — Dpf(z,y)

elde edilir. Dpf € B(J) oldugundan yukaridaki esitligi kullanarak;
(Snan o 1 v:20) )] = | (Sl = 200 = 0D (0.0 )

= ‘ (Sn,m(u —2)(v =y {A@yDsf(p.q) + Dpf(p,y) + Dpf(x,q)
- DBf(m,y)})(x,y)‘
< (Sumlu = allo = ol Ay Do, ) ) (.9)

+ (Sn,mlu —zllv —y|(|IDsf(p,y)| + |Dpf(z,q)| + |DBf(x7y)|)>(x7 Y)

< (Sumlu = llo = ylos (Dsf:lp — 21, lg = 91) ) (x,9)
+ 315 f |l (Snamlu = @llv = 91) (2,9)

+ 3115 f e (Sl = llo = o) (2,9)
<wp(Dpf;01,02) (Snm‘u —z|jv —y| (1 + |u§;1:c) (1 + %)) (7,y)

+ 315l (Snamlu = 2w = 91) (2,9)

= { <5’n’m|u —zllv — y|> (z,y) + %(Smm(u — z)2|v — y|> (z,y)

& (Snmlu = 210 = ) (@,9) + 55 (Sumlu = (0 = 9)?) (&, y>}
x wp(Dpf:1,62) + 31 Do lloo (Snaml = llo = y1) ()
(o 0) = 0| < s (3Dl + (D360 52)

+ |:%K2 + %Kg + $K4:| wB(DBf; 51, 62)

Eger §; = A, ve 02 = A, secilip (3.18) ile verilen diizgiin simirhlik garti saglanirsa

istenen sonug elde edilmis olur. O]
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5. ORLICZ UZAYLARINDA ORNEKLEME KANTOROVICH
TIP OPERATORLER ILE YAKLASIM

Bu béliimde (3.6) ile verilen (S, f) operatorler dizisinin modiiler uzaylarin bir 6rnegi
olan Orlicz uzaylarinda modiiler normda yakinsaklik problemleri incelenecektir. LP
Lebesgue uzaylarinin bir genellegtirmesi olan Orlicz uzaylarinda Kantorovich tip
ornekleme operatorlerin incelenmesi iyi bir genellik derecesine ulagmaya bdéylece L
uzaylarinda yakinsama teoremlerini ¢ikarmaya izin verir. Bu nedenle bu béliimde elde
edecegimiz yakimsaklik teoremi [1] de elde edilen sonucun bir genellestirmesidir.
Oncelikle modiiler uzay ve L?(R) Orlicz uzay: iizerindeki norma karsihk gelen

modiiler fonksiyonel kavramlarini verelim.
5.1. Modiiler Uzaylar ve Modiiler Yakinsama

5.1.1. Tanim

X bir reel veya kompleks vektor uzay1 olsun. Keyfi z,y € X ic¢in asagidaki sartlar

saglayan p : X — [0, 00| fonksiyoneline bir pseudomodiiler denir:

p(0) =

p2) X = R olmasi durumunda Vz € X i¢in p (—z) = p(z),

pl)
)
)
)

(
(
(p3) X = C olmas1 durumunda Vx € X ve Vt € R i¢in p ( x) = p(x),
(

p4) Yo,y € X ve a + 3 = 1 olacak sekildeki o, 8 > 0 igin p(az + By) < p(z) + p(y).

Yukaridaki tanimda p(1) yerine ayr1 ayri agagidaki p(1*) ve p(1**) dikkate alinirsa;
p(1%) Keyfi bir A > 0 i¢in p(Az) = 0 olmast x = 0 olmasin1 gerektiriyorsa bu durumda
p va yari-modiiler denir.

p(1**) Her x € X i¢in p(x) = 0 olmasi x = 0 olmasini gerektiriyorsa p fonksiyoneline

modiilerdir denir.
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5.1.2. Tanim

Eger yukaridaki 4. sarta agagidaki ifade eklenecek olursa, p pseudomodiilerine

s-konveks pseudomodiilerdir denir, eger p modiiler olursa s-konveks modiiler

olarak adlandirilir.

Keyfi bir s € (0, 1] i¢in

(p47) pla’z + By) < a’p(z) + Bp(y), o'+ B =1
1-konveks modiiler fonksiyonel ise konveks modiiler olarak adlandirilir.

(p4) ve (p4*) dan dolay: keyfi x1, 2o, ..., x, € X igin agsagidaki ifadeler vardir:

1) YVa < 1ic¢in p(azx) < p(z).

2) p <Za,~xi> < p(z;), o >0 ve Zai =1.
' i=1

1=0

3) Eger p bir s-konveks modiiler ise

P (Zaﬁm) < Zozﬁp(xi), a; >0 Zaf =1.
=0 i=0 i=1

5.1.3. Tanim

p, X de bir modiiler fonksiyonel olsun.

X,={reX: /\ILI(I)lJr p(Az) =0}

olmak iizere (X, p) ikilisine p fonksiyonelinin iirettigi bir modiiler uzay denir.

5.1.4. Teorem

X, uzay1 X uzaymin bir alt vektor uzayidir [17].
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Kanst. p modiiler fonksiyonelinin 6zelliklerini kullanirsak;
0 € X, dur. Gergekten;
lim p(A0) = 0.

A—0t

Oyleyse X, # @ dir. Diger yandan x,y € X, olsun. Gosterelim ki x +y € X, saglanir.
Keyfi bir A > 0 i¢in
2\ 1
; = 1i = < lim - =
Tim p(\@ +y)) = Tim p( S (@ +9)) < lim S{p(2A2) + p(2y)} =0
Buradan x +y € X, elde edilir.

Simdi herhangi iki z,y € X, icin 2y € X, oldugunu gosterelim. X reel ya da kompleks

vektor uzayt oldugu igin A > 0 sayist da X kiimesine aittir. Dolayisiyla
AMzy) = (Ax)y = By denirse A — 0 iken 8 — 0 olacagindan

li =0

Jim p(By)

olur. Bu durumda zy € X, olur. Oyleyse X, modiiler uzay1 X in bir alt vektor uzayidir.

]

5.1.1. Modiiler yakinsama
5.1.5. Tanim

p fonksiyoneli X’de bir pseudomodiiler olsun. (z;) dizisinin elemanlart X,nun
elemanlarindan olmak iizere herhangi bir A > 0 i¢in k¥ — oo iken p(A(zy — z)) — 0
oluyorsa (zy) C X, dizisi + € X, noktasina modiiler yakinsaktir (kisaca

p-yakisaktir) denir ve zy s ¢ geklinde gosterilir.

Yukarida verilen p-yakinsaklik kavramiyla birlikte agagidaki lemma ile verilen 6zellikler

saglanir:
5.1.6. Lemma
p, X de bir pseudomodiiler olsun. Bu durumda

1. mkngeykgyisexk—i-yk&x—i—y

P . . . P o
2. xp — x ve ¢ bir sabit olmak iizere bu durumda cx; — cr saglanir.
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3. Eger p fonksiyoneli X uzaymnda modiiler ise bu durumda X, modiiler uzaymin

elemanlarindan olugan her (zy)gen dizisinin limiti tektir.
5.1.7. Tanim

X reel ya da kompleks bir vektor uzayi, p fonksiyoneli bir pseudomodular ve A C X,

olsun.

1. A'nin elemanlarindan olugan her xy dizi igin 6yle bir e, — 0 vardir 6yle ki exzr, — 0
saglaniyorsa A’ya p-sinirhidir denir.

2. x, € A ve 2, & x olmasi z € A olmasimi gerektiriyorsa A’ya p-kapalidir denir.

3. A C X, yu igeren en kiiciik p-kapali kiimeye A'nin p-kapanigi denir ve A" ile
gosterilir. Eger A” = X ise bu durumda A’ya X , da p-yogundur denir.

5.2. Orlicz Uzaylarinda Yakinsaklik Teoremleri

Klasik Lebesgue uzaylarinin bir genellegtirmesi olan Orlicz uzaylar:1 1931 yilinda Z.W.
Birnbaum ve W. Orlicz tarafindan tanmitilmigtir. Bu genellegtirmede Lebesgue uzaylari

taniminda yer alan z? fonksiyonu yerine daha genel bir ¢ konveks fonksiyonu alinmigtir.
5.2.1. Tanim

¢ : Ry — R{ fonksiyonuna agagidaki kogullar ile birlikte bir ¢-fonksiyon denir:

1) p, R{ iizerinde azalmayan ve p(0) = 0,u > 0 igin p(u) > 0,
2) ¢, Ry iizerinde konvekstir.

f € M(R) olmak {izere

1£ll, = I7[f] = / o(1f (2))dz

esitligiyle verilen 1%, M(R) (R iizerinde Lebesgue 6lgiilebilen fonksiyonlarin uzay)

iizerinde bir konveks modiiler fonksiyoneldir



43

(I# fonksiyonelinin konveks modiiler olmasi i¢in ¢ fonksiyonunun konveks fonksiyon
olarak secilmesi gerektigine dikkat edilmelidir.)

Gergekten, 1¥[0] = 0,

Her f € M(R) igin I?[—f] = I?[f], ¢’'nin konveksliginden a + 8 = 1 olacak gekildeki
a, > 0 sayilar igin I?[af + Bg] < I¢[f] + I¥[g] saglanir. Ayrica I¥[f] = 0 olmasi igin
f = 0 olmas1 gerektigi de kolaylikla gériilebilir. Boylece ¥ bir modiiler fonksiyoneldir.

Bu durumda ¢ tarafindan olusturulan
LP(R) :={f e M(R): I?[A\f] <oco bazst A >0 sayilarnn igin}

kiimesine ¥ modiileriyle birlikte Orlicz Uzay1 denir. Orlicz Uzayi’nin uygun bir alt

uzay1
E?(R):={f € M(R): her A > 0icin I¥[\f] < oo}

seklinde tanimlanir ve L#(R) nin tiim sonlu elemanlarinin uzayi olarak adlandirlir. Bu

iki uzaym cakismasi icin u € R™ olmak iizere
o(2u) < Mop(u) (5.1)

olacak sekilde bir M > 0 sayisinin olmasi gerekli ve yeterlidir. (5.1) ile verilen esitsizlige
A, kosulu denir [17].

1 < p < oo olmak iizere u € RT igin p(u) = u? segilirse L?(R) = E?(R) = LP(R) olur
bu ise modiiler yakinsama ile norm yakinsamanin denk oldugunu gosterir.

Diger yandan a > 1 ve > 0 igin ¢, g(u) = u® log”(e 4+ u) oldugu goz éniine alimrsa
baz1 A > 0 sayilari i¢in Orlicz uzayindaki f € M (R) Lebesgue 6l¢iilebilen fonksiyonlarin

sinifi

1] = [ (@lr@))loge + Al ) o < o0

ile birlikte L*log” L(R) seklinde gosterilir. Burada ¢, s fonksiyonunun (5.1) A,
kosulunu sagladigy dikkate almmalidir. Bu kosulun saglanmasi L*log” L(R) nin

elemanlarinin  onun tiim sonlu elemanlarinin uzayr E®log” L(R) ile ¢akigmasi
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anlamina gelmektedir, yani eger f € L*log? L(R) ise bu durumda her A > 0 i¢in
I#9e8[\f] < oo saglanir.

Diger yandan bazi o > 0 igin ¢, (z) = €”" — 1 tarafindan iiretilen iistel uzaylar i¢in A,
kogulu saglanmadigindan, L#*(R) uzay1 ile onun sonlu elemanlarmin uzayr E¥*(R)

ortiismez. Ayrica L (R) deki modiiler yakinsama norm yakinsamay1 gerektirmez.

5.2.2. Tamm

f R — R olsun.

i) f fonksiyonunun destegi suppf := {x € R: f(x) # 0} olarak tanmimlanir.
ii) Egeren az bir a,b € Rigin suppf C [a,b] ise f fonksiyonu kompakt olarak desteklenir
denir.
iii) C.(R) ise tiim kompakt olarak desteklenen ve desteklendikleri aralikta siirekli olan

fonksiyonlarin uzayidir.

C.(R) uzay1 modiiler olarak L¥(R) Orlicz uzayinda yogundur.

CHZI) uzayr C.(Z) uzayindaki tiim diizgiin siirekli, simirli ve her ¢ € Z igin (3.7)
ifadesini diizgiin olarak saglayan fonksiyonlarin uzay: olsun.

C(Z) uzayma ait fonksiyonlar i¢in /¥ normunda modiiler yakimsama sonucunu elde
etmek amaciyla (K, x(z)) fonksiyon dizisi iizerine baz1 kogullar eklenmesi

gerekmektedir. Bu sebepten agagidaki Lemma’y1 verelim.
5.2.3. Lemma

Kok ¢ [0,00) = [0, 00] olmak iizere (K, x(z)) Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarm
monoton artan bir dizisi ve n — oo iken her k € Ny icin noktasal olarak K, ;(z) —
K(x) olsun. Bu durumda verilen her € > 0 igin bir v > 0 vardir ki yeterince biiyiik

n € Nve v, € [—7,7] ve ¥(Z) < v olacak bi¢imdeki Z C [0, 00) i¢in

/ | Ko (z)|de < e
T

esitsizligi saglanir.
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Kanit. Her n € N ve her k € Nj i¢gin verilen hipotezlerle birlikte Monoton Yakinsaklik

Teoreminden

J?AKM@M:AKmm

dir. K, x(x) monoton oldugundan her bir j € N i¢in
K;p(x) < lim K, ,(z) = K(x)
n—oo

olup

/I Kpdyp < /I Kdy

dir. Ayrica her n € N i¢in K, ;, < K11 oldugundan

/Kn,kdw < /Kn+1,kd¢
7 7

ve bdoylece / K, rdy | integrallerinin dizisi monoton artandir. Bu ise / K, pdy
I I

ifadesini Z {izerinde anlamh kilar. Her n € N i¢in K, ; fonksiyonlar1 monoton

oldugundan

lim/Kn7kdw:sup/Kn7kdz/} < /Kd?/)
noJz n>1J1 T

olur. Buradan K, ; fonksiyonlar integrallenebilir oldugundan K da integrallenebilirdir.
Su durumda Teorem 2.1.19 dan her € > 0 i¢in bir v > 0 vardir 6yle ki (Z) < v sartini

saglayan her Z C [0, co) kiimesi igin

éKmmwgéKmM<s

saglanir. ]
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5.2.4. Teorem

fe€CiHI), A > 0 ve ¢ bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda;

Jim (1S, ~ fll, =

Kanat. Her A > 0 icin

lim I9(\(S.f — f)] =

n—o0

oldugunu gosterecegiz. Teorem 3.1.1 den her A > 0 icin
Tim p(AS,S — flla) = 0

saglanir. Ispatin bu bélimiinde f fonksiyonunun kompakt olarak desteklendigi ve
desteklendikleri aralikta siirekli oldugu bilgisini kullanacagiz.
e >0 ve A > 0 verilsin. ¥ > 0 olmak iizere suppf C [—7,7] olsun. Bir v > 0 say1s1 i¢in
Yy > F 4+ A\ ve T = [—7,7] alahm. Eger v,y ¢ Z ise su durumda
[Vn.ke, Un k1] N [—7,7] = @ olur. Boylece

1 Un,k+1

or |f(w)|du =0

Un,k

olur. Simdi v, € [—7,7] olsun. A= {x € Z: |K(z)| > M, M > 0} olsun. S, serisinin

diizgiin yakinsakligini, Jensen esitsizligini ve Fubini-Tonelli teoremlerini kullanarak;

/Acp()\|(5nf)( 2)) dx—/ (A’ZKM nk/vn,w f(u)d“DdI

/(AZ!MMiJTWW@M

U k€[]

gm /A [ S Kar@)lo(AMo(, () Ai,k / U"‘M\f(u)\du)]dx

U k€[]

émﬁﬁm[;[ﬁijiKmumik/%W PO, (@) () ) ]x

Un,ke[f'Yv’Y] ’ m
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sm/[ ST K@) [pAMo (K <>>|rfuoo>]

Un, ke[ 'Y’Y]
—wtm L[ Kkl (sl )
vnke[ ’\/7]
= MO(I%n(:p)) Z P(AMo (K ()] £l o) /|Knk x)|dxr [—v,v] arahgmm pozitif ve
Vn,k€[—7,7]

negatif boliimlerinin her biri # uzunlukta olacak sekilde parcalanirsa yukarida verilen

seri 2(“%‘] + 1) den kiiciik kalir. Su halde Lemma 5.2.3 den

[ s nwn < 25“”“%“0(( Kn(("”j)))”f o) (112]] 1)

olur. Ayrica herhangi bir B C Z kiimesinin Lebesgue 6l¢iisii |B| olmak iizere |B| <
oy Osun. Su durumda K, ;.2) den dolayy My (K, (x)) < M,y olacak gekilde bir
My > 0 sayist var oldugundan her f € L£*(Z) icin [(S,f)(x)] < M| f|lco saglanir.
Boylece

/B o(A(S.f) (@) < / DMy fll)d < .

Bu durumda

/ SON(SuS) (&) — f(2)])da

integralleri eg-mutlak siireklidir dolayisiyla Vitali Yakinsaklik Teoreminden;

lim (8. 1)() — F()]l, = 1m [ GA(8.)(@) — ()
— [ pA(S.)(w) ~ fa) )z =0

olur. Bu ise istenen sonuctur. O]
5.2.5. Teorem

Keyfi bir ¢ konveks fonksiyonu i¢in f € L¥(Z) ve her n € N i¢in A, > a, > 0 olsun.

(K, k) Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarm monoton artan bir dizisi ve n — oo



48

iken her k € Ny i¢in noktasal olarak K, x(z) — K(z) olsun. Bu durumda

ILPP\Snf] < HKHI I@[MOJC]

S K@) @ (A >0) (5.2)

saglanir.

Kanat. (5.2) ile verilen egitsizligin sag tarafinimn sonlu oldugunu varsayabiliriz, A = 1

icin ispat1 yapacagiz. Iki kez Jensen esitsizligini ve Fubini-Tonelli teoremini kullanarak;

19[S, ] = / o((Suf) ()]

20 1 Up k41
< Tk {)\ [ e s | |Kn,k<x>|dx}

Monoton yakinsaklik teoreminden ve K, ;.2) den

< T 2 {i / v"’k“¢<M0<Kn<x>>\f<u>|>du} [ 1K@)as

k=0 Un,k

K
< MO(I%n(I)) Haih [¢[M0f]'

Bu ise istenen sonuctur. O

Son olarak bu ¢aligmanin merkezini olugturan teoremin ispatini verebiliriz.
5.2.6. Teorem
Her f € L¥(Z) igin bir A > 0 vardir dyle ki

lim I2[NSnf — f)] =0

n—o0

olur.

Kamt. Keyfi bir f € L#(Z) olsun. Su durumda bir A > 0 ve dyle bir g € C*(Z) vardir
ki I?[A(f — g)] < € saglanir. Simdi bir A > 0 igin 3A\(1 + My(K,(z))) < X olsun. Bu

durumda ¢ fonksiyonunun konveksliginden ve Teorem 5.2.5 den



INS.f = ] < H{IPBAS.S = 8.9 + I7BASug — )] + IBMf — )]}

IN

%{Wyi)m”[x(f — ]+ IPIMf — 9)] + I?[BA(Sng — g)]}

IN

K1
(ol 1) + I7[3M(Sug — 9)]

Su durumda Teorem 5.2.4 den dolay1 ispat tamamlanmig olur.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada yaklasim teoride iyi bilinen ayrik operatorleri iceren Kantorovich tipi

ornekleme operatorlerinin genel bir sinifi calisildi ve agagidaki sonuclar elde edildi.

* Yukarida bahsedilen operatorlerin iki degigkenli bigimi tanimlanarak diizgiin siirekli
siirh fonksiyonlar ve Lipschitz simifindan fonksiyonlar icin yaklagim derecesine iligkin

sonuclar elde edildi.

* ki degiskenli Kantorovich Ornekleme tipin GBS operatorleri tanimlanarak karma
diizgiinliik modiilii cinsinden yakinsaklik orani ve Bogel diferensiyellenebilir

fonksiyonlar i¢in yaklagim derecesi verildi.

Genellegtirilmig Boolean toplam operatorleri orijinal operatore gore genelde daha iyi bir
yaklagim derecesi verir. Goriintii isleme teorisinde énemli bir rol oynayan ¢ok degiskenli
Kantorovich tip 6rnekleme operatérleri icin genellelegtirilmis Boolean toplami yardimi

ile daha net goriintiiler elde edilebilir.

* Tezin merkezi teoremini olusturan son boliimde, tek degiskenli genellegtirilmis
Kantorovich tip 6rnekleme operatorleri i¢cin Orlicz uzaylarinda yakinsaklik teoremi
verildi. Teoremi ispatlayabilmek icin ¢ekirdek iizerindeki gerek kosular bulundu ve Lp

uzaylarinin bir genellegtirmesi olan Orlicz uzaylarinda yakinsaklik teoremi elde edildi.

Bu sonuclarin ¢ok boyutlu 6rnekleme Kantorovich genellestirmeleri veya cekirdegin
farkli secimi ile Orlicz veya Musielak-Orlicz uzaylarinda yaksaklik teoremleri

calisilabilir.
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