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ÖZET 

Bu tezde, özel durumları yaklaşım teoride iyi bilinen, ayrık operatörlerin Kantorovich 
versiyonlarını içeren, örnekleme Kantorovich serilerin genel bir sınıfı ile ilgileniyoruz. Tezin 
ilk kısmında genelleştirilmiş örnekleme Kantorovich tip serilerin iki değişkenli 
fonksiyonlara yaklaşım dereceleri kısmi ve tam süreklilik modülleri yardımıyla elde edildi. 
Ayrıca iki değişkenli genelleştirilmiş örnekleme Kantorovich tip serilerin Genelleştirilmiş 
Boolean Toplam (GBS) operatörleri tanımlanarak Bögel sürekli fonksiyonlar uzayında 
yaklaşım teoremleri verildi. Tezin son bölümünde, genelleştirilmiş örnekleme Kantorovich 
tipi seriler için Lebesgue uzaylarının genel bir durumu olan Orlicz uzaylarında modüler 
norm cinsinden yakınsama teoremleri elde edildi.  
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

M(R) R de Lebesgue ölçülebilen fonksiyonlar�n uzay�

I Reel say�lar�n s�n�rl� ya da s�n�rl� olmayan bir alt aral�§�

vn,k örnekleme de§erlerinin dizisi

Kn,k I üzerindeki geni³letilmi³ reel de§erli çekirdek fonksiyonlar�

mℓ(Kn,k)(t) Cebirsel moment

Mℓ(Kn,k)(t) Mutlak moment

C∗(R2) R2 üzerindeki tüm düzgün sürekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n

uzay�

Sn,mf �ki de§i³kenli Kantorovich tip örnekleme operatörü

Ln,mf �ki de§i³kenli GBS Kantorovich tip örnekleme operatörü

Cb(R2) R2 de Bögel sürekli fonksiyonlar�n uzay�

Bb(R2) R2 de Bögel s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�

Db(R2) R2 de Bögel diferansiyellenebilir fonksiyonlar�n uzay�

ωB(f) f ∈ Cb(R2) fonksiyonunun karma düzgünlük modülü

ωB(Dbf) f ∈ Db(R2) nin karma düzgünlük modülü

ρ Geni³letilmi³ reel de§erli pseudomodüler.

(Xρ, ρ) Modüler uzay

Lφ(R) Orlicz Uzay�

Iφ Orlicz Uzay�nda tan�ml� konveks modüler fonksiyonel

Cc(R) Kompakt desteklenen ve desteklendikleri aral�kta sürekli olan

fonksiyonlar�n uzay�
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1. G�R��

Son y�llarda, genelle³tirilmi³ örnekleme seriler teorisi, özellikle sinyal ve görüntü

i³lemedeki geni³ uygulama yelpazesi nedeniyle, yakla³�m teorisinde güncel ve ilgi

çeken konulardan biri haline gelmi³tir.

Genelle³tirilmi³ örnekleme seri teorisi ilk olarak P.L. Butzer ve okulu taraf�ndan

ba³lat�ld� [21�23] ve sonras�nda birçok ara³t�rmac� bu yönde çal�³arak bu

operatörlerin yak�nsama özelliklerini elde ettiler (Bkz. [24�26]).

Bilindi§i gibi

(Bnf)(t) =
n∑

k=0

(
n

k

)
tk(1− t)n−kf

(
k

n

)
, t ∈ [0, 1] (1.1)

Bernstein polinomlar� C[0, 1] uzay�nda cebirsel polinomlar için Weierstrass yakla³�m

teoreminin ispat�n� verirken, fonksiyonlar�n sürekli olmas� gerekmedi§i durumlarda

(Knf)(t) = n
n∑

k=0

(
n

k

)
tk(1− t)n−k

∫ k+1
n

k
n

f(t)dt (1.2)

Kantorovich operatörleri Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞ uzay�nda Lp normunda Knf nin f

fonksiyonuna yak�nsakl�§�n� verir. Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara

yakla³man�n bir yöntemi olan Kantorovich tip operatörler yakla³�m teoride önemli bir

yer te³kil etmektedir.

Weierstrass yakla³�m teoremi, 0 ≤ k
n

≤ 1 dü§ümlerinde al�nan örneklenmi³

(f(k/n))∞k=0 de§erleri cinsinden, n → ∞ iken Bn(f ; t) nin limiti olarak f ∈ C[0, 1]

fonksiyonunun yeniden yap�land�r�lmas�n� verir. Reel eksenin tamam�nda sürekli olan

f ∈ C(R) yakla³�m fonksiyonlar�n�n bir kar³�l�§�; uygun bir χ ∈ L1(R) ∩ C(R)

çekirdek fonksiyonu le birlikte

Lχ
ω(f)(t) =

∞∑
k=−∞

f

(
k

ω

)
χ(ωt− k) (1.3)

genelle³tirilmi³ örnekleme serileridir. Burada (f(k/ω))∞k=−∞ örneklenmi³ de§erler, k/ω

dü§ümlerinde al�nm�³t�r.

Genelle³tirilmi³ örnekleme serilerinin Kantorovich tipi genellemeleri, yine P.L. Butzer
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ve okulu taraf�ndan tan�t�ld� ve yakla³�m özellikleri çal�³�ld� (Bkz. [23]).

Bu operatörler

(Kωf)(t) :=
∑
k∈Z

{
ω

∫ k+1
ω

k
ω

f(u)du

}
χ(ωt− k), t ∈ R (1.4)

biçiminde tan�mlan�r ve Örnekleme Kantorovich Operatörleri veya Örnekleme

Kantorovich Serileri olarak isimlendirilir. Bu operatörler, sürekli olmas� gerekmeyen

fonksiyonlar için yak�nsama sonuçlar�n� incelemek amac�yla tan�t�ld� ve ayr�ca yap�lan

çal�³malar bu operatörlerin dijital görüntü i³lemenin baz� problemlerini incelemek için

çok uygun oldu§unu ortaya ç�kard� ( [11,12,27,28]).

Sinyallerle günlük hayatta hemen hemen her yerde kar³�la³�yoruz. Telefon kullan�rken,

akustik bir sinyal olan sesimiz, bir sistem olan mikrofon taraf�ndan elektrik sinyaline

dönü³türülür. O elektrik sinyali, belki bir çift bak�r kablo veya dünyan�n etraf�nda

dola³an bir uydu arac�l�§�yla kar³� tarafa iletilir ve daha sonra bir hoparlör taraf�ndan

sesimize dönü³türülür. �leti³imdeki rollerine ek olarak, sinyaller t�bbi te³hislerde ve

uçak veya denizalt� gibi bir nesnenin tespitinde de kullan�l�r. Örne§in, �ekil 1.1'de

gösterilen elektrokardiyogram (EKG) de gösterilen dalga sinyalleri ile hastan�n kalp

sa§l�§� ile ilgili ç�kar�mlarda bulunulabilir.

�ekil 1.1. 100 Hzdeki EKG sinyal verileri

Ayr�ca çevremizi kontrol etmek için ve enerjiyi aktarmak için de sinyalleri kullan�r�z.

Bir evin s�cakl�§�n� kontrol etmek için termostat� gündüz 20 ◦C olarak ve enerji

tasarrufu için ak³amlar� 15 ◦C olarak ayarlayabiliriz. Böyle bir kontrol sinyali �ekil
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1.2(a)'da gösterilmektedir ve elektrik �ekil 1.2(b)'de 110 volt tepe büyüklü§üne ve 60

hertz (Hz, devir/saniye) frekans�na sahip olan sinüsoidal dalga biçiminde evimize

iletilir.

Yukar�da bahsedilen tüm sinyaller tek bir ba§�ms�z de§i³kene, yani zamana ba§l�d�r ve

tek boyutlu sinyaller olarak adland�r�l�r. Resimler, iki ba§�ms�z de§i³kenli sinyallerdir;

yatay ve dikey konumlara ba§l�d�rlar ve iki boyutlu sinyaller olarak adland�r�l�rlar.

S�cakl�k, rüzgar h�z� ve hava bas�nc�, co§ra� konuma (enlem ve boylam), rak�ma ve

zamana ba§l� olduklar�ndan dört boyutlu sinyallerdir. Gerçek dünyada karma³�k

de§erli sinyaller ortaya ç�kmaz, bu nedenle sadece reel de§erli sinyalleri inceliyoruz.

Bir sinyal, ilgilenilen bir zaman aral�§�ndaki her an için tan�mlanm�³sa ve genli§i

�ekil 1.2. (a) Kontrol Sinyali. (b) Ev Elektrik Voltaj�

sürekli olarak herhangi bir de§eri alabiliyorsa, sürekli-zaman sinyali (continuous-time

signal) olarak adland�r�l�r. �ekil 1.1 ve �ekil 1.2'deki sinyaller sürekli-zaman sinyalidir.

Bir sürekli zaman sinyaline analog sinyal de denir, çünkü dalga biçimi genellikle

�ziksel de§i³keninkine benzerdir.

Bir sinyal, yaln�zca ayr�k zaman anlar�nda tan�mlanm�³sa bu sinyale ayr�k-zaman

sinyali (discrete-time signal) denir ve genli§i sürekli bir aral�kta herhangi bir de§eri

alabilir. Genli§i yaln�zca belirli bir sonlu kümeden de§er alabiliyorsa, buna dijital

sinyal denir. Baz� sinyaller do§al olarak dijital olsa da ço§u ayr�k-zaman sinyalidir ve

dijital sinyal, zaman içinde örnekleme yoluyla sürekli-zaman sinyallerinden elde edilir.

Sinyalin de§eri zaman içinde belirli aral�klarla ölçülür ve her ölçüm bir örnek olarak

adland�r�l�r [29].

Örnekleme de§erleri uzayda, zamanda veya herhangi bir boyutta de§i³en bir

fonksiyonun ald�§� de§erler olarak dü³ünülebilir ve ayn� zamanda benzer sonuçlar iki

veya daha fazla boyutta da elde edilebilir. Zamana ba§l� olarak de§i³en fonksiyonlar

için, örneklenecek sürekli bir s(t) fonksiyonu (veya "sinyal"), örnekleme aral�§�nda
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geçen her bir t saniyede kar³�m�za ç�kan örnekleme de§erlerini temsil etmektedir.

(1.2) ile verilen operatörde ele al�nan fonksiyonlar�n [ k
n
, k+1

n
] örnekleme aral�§�nda

al�nan örnekleme de§erlerinin olu³turdu§u polinomlar oldu§u dü³ünülecek olursa,

Bernstein operatöründe oldu§u gibi tek bir f(k/n) de§eri üzerine odaklanmaktan

ziyade, Kantorovich polinomlar� [ k
n
, k+1

n
] aral�§�ndaki her t saniyede örnekleme

de§erlerinin bir ortalama de§eri al�narak olu³turulan polinomlar olarak kar³�m�za

ç�kmaktad�r. (1.2) de yap�lan de§i³im, Elektrik-Elektronik mühendisli§inin bir

uygulama alan� olan sinyal ve görüntü i³leme teorisinde kar³�m�za ç�kan zamana ba§l�

titre³im hata de§erlerini (time-jitter errors) azaltmaktad�r.

Bir görüntü üzerinde baz� i³lemler uygulayarak daha geli³mi³ görüntülerin elde edilmesi

veya o görüntüden baz� önemli bilgileri elde etmenin bir yöntemi olan görüntü i³leme

teorisi, esas�nda sinyal i³lemenin görüntülerle ili³kili bir alan�d�r.

�ekil 1.3. Görüntü Segmentasyonu Uygulanm�³ Resim

Buna örnek olu³turmas� aç�s�ndan �ekil 1.3 de en soldaki orijinal görüntü üzerine

görüntü segmentasyonu denilen i³lem uygulanm�³t�r. Daha fazla veriye sahip orijinal

görüntü üzerindeki nesnelerin izole edilmesini sa§layan bu süreç sonunda görüntünün

olu³mas�n� sa§layan sinyaller incelenerek istatistiki veriler elde edilmektedir [37].

Bununla birlikte, �ekil 1.4 de bulan�k nicelenmi³ bir görüntünün iyile³tirilmesi

görüntü i³leme teorisi sayesinde yap�lm�³t�r.
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�ekil 1.4. Bulan�k Nicelenmi³ bir Görüntünün Restorasyonu

Bu tipteki sinyallerin yeniden olu³turulmas�n� sa§layan örnekleme de§erleri ile elde

edilen Kantorovich operatörlerinin, Lp Lebesgue uzay�n�n genel bir durumu olan

Orlicz uzaylar�ndaki yakla³�m sonuçlar�, bir çok çal�³mada ele al�nd�. [4]'de yazarlar

genel bir örnekleme Kantorovich operatörünü tan�tt�lar ve Orlicz uzay�nda yak�nsama

oranlar�n� incelediler. [9, 10]'de Lipschitz s�n��ar�na ait düzgün sürekli s�n�rl�

fonksiyonlar ve Orlicz uzaylar�ndaki fonksiyonlar için düzgün normda örnekleme

Kantorovich operatörleri ailesi için yak�nsakl�k oran� elde edildi. �ki veya daha fazla

de§i³kene sahip fonksiyonlarla olu³turulan örnekleme serileri [2] ve [3] de çal�³�ld�.

Ayr�ca lineer olmayan örnekleme Kantorovich operatörleri [8] ve [30] da incelenmi³tir.

Ayr�ca [8, 11, 14] da, tan�mlanan bu tip operatörlerin sinyal ve görüntü i³leme

teorisindeki baz� önemli uygulamalar� D. Costarelli, G. Vinti ve ekibi taraf�ndan

gösterildi.

Bu tez çal�³mas� a³a§�daki biçimde düzenlenen 6 bölümden olu³ur.

1. Bölüm; örnekleme teorisinin yakla³�m teorideki yeri ve baz� literatür çal�³malar�n�n

tan�t�ld�§� ayn� zamanda tezde izlenecek baz� çal�³malar�n aç�kland�§� giri³ bölümüdür.

2. Bölüm'de bu çal�³mada kullan�lan baz� önemli temel tan�m, teoremler ve

e³itsizliklere yer verilmi³tir.

3. Bölüm'de ayr�k operatörlerin genel s�n�f� olan Kantorovich tip örnekleme serilerinin
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iki de§i³kenli yap�s� tan�mlanarak yakla³�m derecelerine ili³kin sonuçlar aç�klanm�³t�r.

4. Bölüm; 3. Bölüm'de tan�mlanan iki de§i³kenli operatörlerin Genelle³tirilmi³

Boolean Toplam (GBS) operatörünün tan�mland�§� ve Bögel sürekli fonksiyonlara

yakla³�m�n�n incelendi§i bölümdür.

5. Bölüm; bu çal�³man�n merkezini olu³turan tek de§i³kenli ayr�k operatörlerin genel

s�n�f� olan Kantorovich tip örnekleme operatörleri için Orlicz uzaylar�nda modüler

yak�nsama teoreminin verildi§i bölümdür.

6. Bölüm; sonuç ve önerilerin verildi§i bölümdür.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Temel Tan�m ve Teoremler

Bu bölümde verilen tan�m ve teoremlere ili³kin ayr�nt�l� bilgi kaynak [36] da görülebilir.

2.1.1. Baz� Küme S�n��ar�

2.1.1. Tan�m

Ω bir küme olsun. Ω'n�n bir A s�n�f� için a³a§�daki özellikler sa§lan�rsa bu A s�n�f�na Ω

üzerinde bir cebirdir denir.

Ω ∈ A (2.1)

Her E ∈ Ω için Ec = Ω \ E ∈ A (2.2)

k = 1, 2, . . . , n için Ek ∈ A ⇒
n⋃

k=1

Ek ∈ A (2.3)

E§er (2.3) yerine

Her n ∈ N için En ∈ A ⇒
∞⋃
n=1

∈ A (2.4)

³art� sa§lan�rsa A cebirine bir σ-cebiri ad� verilir.

2.1.2. Tan�m

Bir K s�n�f�n� kapsayan σ-cebirlerin en küçü§üne K n�n üretti§i σ-cebiri denir ve

D(K) ile gösterilir.

Rn deki bütün aç�k aral�klar�n üretti§i σ cebirine Borel cebiri denir ve B(Rn) ile

gösterilir.

B(Rn) nin her bir eleman�na Borel kümesi denir.
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2.1.3. Tan�m

X bir küme ve A da X üzerinde bir σ-cebiri olsun. (X ,A) ikilisine ölçülebilir uzay, A

σ-cebirine ait her kümeye de A-ölçülebilir küme (veya sadece ölçülebilir küme) denir.

2.1.2. Ölçü

2.1.4. Tan�m

(X ,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tan�ml� geni³letilmi³ reel de§erli bir ψ

fonksiyonu

(1) ψ(∅) = 0

(2) Her A ∈ A için ψ(A) ≥ 0

(3) Her ayr�k (An) dizisi için ψ
( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

ψ(An)

özelliklerini sa§larsa bu fonksiyona bir ölçü fonksiyonu veya k�saca ölçü ad� verilir.

E§er her A ∈ A için ψ(A) < ∞ ise ψ ye bir sonlu ölçü ad� verilir. X kümesi her

biri sonlu ölçüye sahip say�labilir adetteki kümelerin birle³imi olarak yaz�labiliyorsa ψ

ölçüsü σ-sonludur denir. Bu ölçü fonksiyonuyla birlikte (X ,A, ψ) üçlüsüne ölçü uzay�

ad� verilir.

2.1.3. Lebesgue D�³ Ölçüsü ve Lebesgue Ölçüsü

2.1.5. Tan�m

X bir küme ve P (X ) de X in kuvvet kümesi olsun. P (X ) üzerinde tan�ml�, geni³letilmi³
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reel de§erli bir ψ∗ fonksiyonu

(1) ψ∗(∅) = 0

(2) Her E ∈ P (X ) için ψ∗(E) ≥ 0

(3) A ⊆ B ⊆ X için ψ∗(A) ≤ ψ∗(B)

(4) Her bir n ∈ N için An ∈ P (X ) ise ψ∗( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

ψ∗(An)

³artlar�n� sa§larsa ψ∗ fonksiyonuna X üzerinde bir d�³ ölçüdür denir.

2.1.6. Tan�m

(Ik)k∈N, R nin s�n�rl� ve aç�k alt aral�klar�ndan olu³an bir dizi ve

τA =

{
(Ik) : A ⊆

⋃
k∈N

Ik

}

olsun. P (R) üzerinde

λ∗(A) = inf

{ ∞∑
k=1

ℓ(Ik) : (Ik) ∈ τA

}

biçiminde tan�mlanan λ∗ bir d�³ ölçü olup bu d�³ ölçüye Lebesgue d�³ ölçüsü ad� verilir.

Burada ℓ(Ik) her k ∈ N için (Ik) ∈ τA aral�klar�n�n uzunlu§u, yani uç noktalar�n fark�

olarak tan�mlanmaktad�r.

2.1.7. Tan�m

X bir küme, ψ∗ da P (X ) üzerinde bir d�³ ölçü olsun. E§er X in her bir A alt kümesi

için

ψ∗(A) = ψ∗(A ∩ X ) = ψ∗(A ∩ E) + ψ∗(A ∩ Ec)

oluyorsa, E ⊆ X kümesine ψ∗-ölçülebilirdir (ψ∗ a göre ölçülebilir) denir.

Bir ψ∗ d�³ ölçüsüne göre ölçülebilen kümelerin s�n�f� M(X , E) ile gösterilir.
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Lebesgue d�³ ölçüsü olan λ∗ d�³ ölçüsünün B(R) s�n�f�na k�s�tlanmas�na Lebesgue ölçüsü

denir ve Lebesgue ölçüsüne göre ölçülebilen kümelerin s�n�f� M(R, λ∗) ile gösterilir.

2.1.4. Ölçülebilir Fonksiyonlar

2.1.8. Lemma

(X ,A) bir ölçülebilir uzay olsun. f : X → R fonksiyonu için a³a§�daki önermeler

denktir.

i) Her α ∈ R için Eα = {x ∈ X : f(x) > α} ∈ A

ii) Her α ∈ R için Fα = {x ∈ X : f(x) ≤ α} ∈ A

iii) Her α ∈ R için Gα = {x ∈ X : f(x) ≥ α} ∈ A

iv) Her α ∈ R için Hα = {x ∈ X : f(x) < α} ∈ A

2.1.9. Tan�m

(X ,A) bir ölçülebilir uzay olsun. Bu durumda e§er Lemma 2.1.8 ile verilen

önermelerden herhangi bir tanesi sa§lan�rsa f : X → R (veya geni³letilmi³ reel

de§erli) fonksiyonuna ölçülebilirdir denir.

2.1.10. Teorem

f ve g ölçülebilir fonksiyonlar ve c ∈ R olsun. Bu durumda

cf, f 2, f + g, f.g, |f |

fonksiyonlar� da ölçülebilirdir.

2.1.11. Tan�m

B(Rn) Borel cebirine göre ölçülebilen bir fonksiyona Borel ölçülebilir fonksiyon veya

Borel fonksiyonu denir.
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M(R, λ∗) σ-cebirine göre ölçülebilen fonksiyona Lebesgue ölçülebilir fonksiyon ad�

verilir.

2.1.12. Tan�m

(X ,A, ψ) bir ölçü uzay� olsun. E§er bir önerme ölçüsü s�f�r olan bir küme veya kendisi

A'ya ait olmad�§� zaman, ölçüsü s�f�r olan bir küme taraf�ndan kapsanan bir kümenin

tümleyeni üzerinde do§ru ise o önerme hemen hemen her yerde do§rudur denir.

2.1.5. Lp Uzaylar�

2.1.13. Tan�m

1 ≤ p <∞ olmak üzere

∫
R
|f(x)|pdx <∞

e³itsizli§ini sa§layan fonksiyonlar�n s�n�f�na Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar s�n�f�

denir ve f ∈ Lp(R) ile gösterilir. Ayr�ca bu uzay, fonksiyonlarda ki bilinen toplama ve

skalerle çarpma i³lemleri alt�nda bir vektör uzay� te³kil etmektedir. ∥.∥p : Lp(R) → R,

her f ∈ Lp(R) için

∥f∥p =
(∫

R
|f |pdx

)1/p

biçiminde tan�mlanan fonksiyon Lp üzerinde bir yar� (normdur). Lp üzerinde

f ∼ g ⇔ hemen hemen her yerde f = g

biçiminde tan�mlanan ∼ ba§�nt�s� bir denklik ba§�nt�s� olup Lp uzay�n� denklik

s�n��ar�na ay�r�r. Bu denklik s�n��ar�n�n kümesi Lp ile gösterilir. �u halde Lp'nin

elemanlar� [f ] biçimindeki denklik s�n��ar�d�r. Lp uzay�,

[f ] + [g] = [f + g], λ[f ] = [λf ]
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³eklinde tan�mlanan toplama ve skalar ile çarpma i³lemlerine göre bir vektör uzay�d�r.

p ≥ 1 olmak üzere, ∥[f ]∥p = ∥f∥ =

(∫
R
|f |pdx

)1/p

biçiminde tan�mlanan ∥.∥

fonksiyonu Lp üzerinde bir normdur.

2.1.6. L∞ Uzaylar�

2.1.14. Tan�m

(Ω,A, ψ) bir ölçü uzay� ve f : Ω → R ölçülebilir fonksiyonu için hemen hemen her yerde

|f(x)| ≤ M olacak ³ekilde bir M sabiti varsa, f fonksiyonuna hemen hemen s�n�rl�d�r

denir. Bu ³ekilde tan�mlananM sabitlerinin en büyük alt s�n�r�na |f |'nin Ω bölgesindeki

esas (essential) supremumu denir ve ess sup
x∈Ω

|f(x)| ile gösterilir. Ω bölgesinde hemen

hemen s�n�rl� f fonksiyonlar�n�n olu³turdu§u uzay L∞(Ω) olup, bu uzay

∥f∥L∞(Ω) := |f |∞ = ess sup
x∈Ω

|f(x)|

normu alt�nda Banach uzay� olur.

�imdi bu çal�³mada kullan�lacak baz� önemli e³itsizlikler ve teoremleri verelim.

2.1.15. Tan�m (Hölder E³itsizli§i)

p ve q, 1
p
+ 1

q
= 1 ko³ulunu sa§layan, negatif olmayan geni³letilmi³ reel say�lar� olsun.

E§er f ∈ Lp ve g ∈ Lq ise bu durumda f.g ∈ L1 ve

∫
|fg| ≤ ∥f∥p∥g∥q.

E³itlik durumunun olmas� için gerek yeter ko³ul ikisi birden s�f�r olmayan baz� α, β

sabitleri için hemen hemen her yerde α|f |p = β|g|q olmas�d�r.

2.1.16. Tan�m (Jensen E³itsizli§i)

f , [0, 1] üzerinde integrallenebilir bir fonksiyon ve φ konveks bir fonksiyon olsun. Bu
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durumda

φ

(∫
f(x)dx

)
≤
∫
φ(f(x))dx

e³itsizli§i sa§lan�r.

2.1.17. Teorem (Fubini Teoremi)

(X,A, µ) ve (Y,M, ψ) tam ölçü uzaylar� ve f, X×Y üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon

olsun. �u durumda

1. Hemen hemen her x için fx(y) = f(x, y) ³eklinde tan�mlanan fx fonksiyonu Y

üzerinde integrallenebilirdir.

2. Hemen hemen her y için f y(x) = f(x, y) ³eklinde tan�mlanan f y fonksiyonu X

üzerinde integrallenebilirdir.

3.
∫
Y

f(x, y)dψ(y) X üzerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

4.
∫
X

f(x, y)dµ(x) Y üzerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

5.
∫
X

[∫
Y

fdψ

]
dµ =

∫
Y

[∫
X

fdµ

]
dψ =

∫
XxY

fd(µ× ψ).

Fubini teoremini uygulayabilmek için f fonksiyonunun µ × ψ ölçüsüne göre

integrallenebilir olmas� gerekir yani; f fonksiyonunun X × Y üzerinde ölçülebilir ve∫
|f |d(µ × ψ) < ∞ sa§lanmal�d�r. �u durumda µ ve ψ ölçülerinin σ-sonlu olmas�

durumunda iki katl� integral a³a§�daki teorem ile hesaplan�r.

2.1.18. Teorem (Tonelli Teoremi)

(X,A, µ) ve (Y,M, ψ) sonlu ölçüye sahip uzaylar ve f, X × Y üzerinde ölçülebilir bir

fonksiyon olsun. �u durumda

1. Hemen hemen her x için fx(y) = f(x, y) ³eklinde tan�mlanan fx fonksiyonu Y

üzerinde integrallenebilirdir.

2. Hemen hemen her y için f y(x) = f(x, y) ³eklinde tan�mlanan f y fonksiyonu X



14

üzerinde integrallenebilirdir.

3.
∫
Y

f(x, y)dψ(y) X üzerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

4.
∫
X

f(x, y)dµ(x) Y üzerinde integrallenebilir bir fonksiyondur.

5.
∫
X

[∫
Y

fdψ

]
dµ =

∫
Y

[∫
X

fdµ

]
dψ =

∫
XxY

fd(µ× ψ).

2.1.19. Teorem

Bir E kümesi üzerinde negatif olmayan integrallenebilir bir f fonksiyonunu göz önüne

alal�m. Bu durumda her ε > 0 için öyle bir γ > 0 vard�r öyle ki ψ(A) < γ ³art�n�

sa§layan her A ⊆ E kümesi için

∫
A

fdψ < ε

dur.

2.1.20. Teorem (Monoton Yak�nsakl�k Teoremi)

(X ,A, ψ) bir sonlu ölçü uzay� ve (fn) negatif olmayan fonksiyonlar�n monoton artan

bir dizisi olmak üzere f = lim
n
fn olsun. Bu durumda

∫
X
fdψ = lim

∫
X
fndψ.

2.1.21. Tan�m

F bir E üzerinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar�n bir ailesi olsun. �u durumda

verilen her bir ε > 0 için en az bir γ > 0 bulunabilir öyle ki her bir f ∈ F için A ⊆ E ve

ψ(A) < γ iken
∫
A

|f |dψ < ε ise F ailesi e³-mutlak sürekli integrallere (equi-absolutely

continuous integrals) sahiptir denir.

2.1.22. Teorem (Vitali Yak�nsakl�k Teoremi)

Sonlu ölçüye sahip bir E kümesini ele alal�m ve {fn}n∈N dizisi E üzerinde e³-mutlak
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sürekli integrallere sahip fonksiyonlar�n bir dizisi olsun. E§er E üzerinde hemen hemen

her yerde {fn} → f ise o zaman f fonksiyonu E üzerinde integrallenebilirdir ve

lim
n→∞

(∫
E

fn

)
=

∫
E

lim
n→∞

fn =

∫
E

f.
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3. �K� DE���KENL� KANTOROVICH GENELLE�T�R�LM��

ÖRNEKLEME OPERATÖRÜ

Bilinen en klasik ayr�k operatörler (1.1) ile verilen Weierstrass yakla³�m teoreminin

önemli ispatlar�ndan birinin verildi§i Bernstein operatörleridir. Burada bu ayr�k

operatörlerin (1.2) de verilen Kantorovich halinin, tüm reel eksenin örneklenmesiyle

elde edilen en genel hali tan�mlanm�³t�r. Uzayda ve zamanda bir noktan�n

kom³ulu§undaki de§erlerin kümesinde incelenen örnekleme tip Kantorovich

operatörleri düzenli olmayan sinyallere yakla³�lmas� konusunda oldukça önemli bir yer

te³kil etti§i için tan�mlanan bu genel yap� Sinyal ve Görüntü �³leme Teorisinde direkt

olarak kullan�lmaktad�r. Tek de§i³kenli sinyallere yakla³�m Sinyal �³leme Teorisinde

incelenirken iki veya daha büyük boyutlu reel say� aral�klar�ndan al�nan sinyallere

yakla³�m, Görüntü �³leme Teorisinde kullan�lmaktad�r [2,8]. Bizim buradaki amac�m�z

öncelikle bu ayr�k operatörlerin iki de§i³kenli halini tan�mlamak için gerekli olan

motivasyonu, yani tek de§i³kenli halini vermek olacakt�r.

3.1. Tek De§i³kenli Kantorovich Genelle³tirilmi³ Örnekleme Operatörleri

I kümesi reel say�lar�n s�n�rl� ya da s�n�rs�z bir alt aral�§� olsun. Her n ∈ N için I

aral�§�n�n örneklem de§erlerinin bir dizisi (vn,k)k∈K ⊆ I ve 0 < vn,k+1−vn,k = λn,k ≤ λn

öyle ki n→ ∞ iken λn → 0 olsun. �imdi her n ∈ N, k ∈ K ve ℓ ∈ N0 için Kn,k : I → R

çekirdek fonksiyonlar�n�n bir ailesini göz önüne alal�m. Burada K ya N0 ya da Z'dir. Bu

çal�³mada K = N0 olarak al�nm�³t�r. Ancak benzer i³lemler K = Z için de geçerlidir [1].

�u durumda

mℓ(Kn(t)) :=
∞∑
k=0

Kn,k(t)(vn,k − t)ℓ (3.1)

ve

Mℓ(Kn(t)) :=
∞∑
k=0

|Kn,k(t)||(vn,k − t)|ℓ (3.2)

s�ras�yla cebirsel ve mutlak momentler olmak üzere, {Kn,k}n∈N,k∈N0 çekirdek

fonksiyonlar�n�n ailesi a³a§�daki ko³ullar� sa§lar:
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Kn,k.1) Her n ∈ N ve t ∈ I için m0(Kn(t)) = 1, (3.3)

Kn,k.2) Her t ∈ I ve n ∈ N için öyle bir M0 > 0 vard�r ki M0(Kn(t)) ≤M0 (3.4)

ve her δ > 0 için

lim
n→∞

∑
|vn,k−t|≥δ

|Kn,k(t)| = 0.

[6] ile verilen makalede reel say�lar uzay�n�n tamam� üzerinde i³lem yap�lacak ³ekilde

al�nan (vn,k)k∈N0 örnekleme de§erler dizisi ile birlikte her n ∈ N ve t ∈ I için

(Snf)(t) =
+∞∑
k=0

Kn(t, vn,k)f(vn,k) (3.5)

biçiminde tan�mlanan (3.5) ayr�k operatörlerin genel hali kullan�larak Voronovskaya

tip teorem incelenmi³tir.

Yukar�da verilen bilgilerle birlikte tek de§i³kenli ayr�k operatörlerin Kantorovich

örnekleme hali, her n ∈ N ve t ∈ I için

(Snf)(t) =
∞∑
k=0

Kn,k(t)
1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

f(u)du, (3.6)

³eklinde tan�mlanmaktad�r. Burada f ∈ DomS =
⋂
n∈N

DomSn ve DomSn kümeleri;

(3.6) ile verilen seriyi iyi tan�ml� yapan tüm f : I → R fonksiyonlar�n kümesidir.

Bundan sonraki bölümlerde ele al�nan fonksiyonlar�n ayn� zamanda (3.6) ile verilen

seriyi iyi tan�ml� yapan fonksiyonlar oldu§u dü³ünülecektir. Verilen hipotezler ile

birlikte

L∞(I) ⊆ DomS (3.7)

³art�n�n sa§land�§� dikkate al�nmaktad�r [1].
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3.1.1. Teorem

f ∈ L∞(I) olsun. E§er her t ∈ I için f sürekli ise

lim
n→∞

(Sn(f))(t) = f(t)

dir. f , I'da düzgün sürekli, s�n�rl� ve (3.7) ile verilen ifade her t ∈ I için düzgün olarak

sa§lans�n. O zaman

lim
n→∞

∥Snf − f∥∞ = 0

olur [1]

Belirtelim ki (3.6) ile verilen örnekleme operatörlerinin baz� özel halleri yakla³�m

teorisinde iyi bilinen ayr�k operatörlerin Kantorovich versiyonlar�na kar³�l�k gelir.

Örne§in;

1) Her k ∈ N0 ve n ∈ N için I = [0, 1] ve vn,k = k
k+n

olsun. Bu durumda Kantorovich

tip Meyer-König-Zeller operatörü a³a§�daki gibi tan�mlan�r:

f ∈ DomM =
⋂
n∈N

DomMn olmak üzere

(Mnf) (t) = (1− t)n+1

+∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
tk

[
(k + n)(k + n+ 1)

n

∫ k+1
k+n+1

k
k+n

f (u) du

]

³eklindedir. Burada görülece§i gibi λn,k = n
(k+n)(k+n+1)

≤ n
n2+n

= λn dir. Mnf

operatöründe ele al�nan pozitif çekirdek fonksiyonlar�

Kn,k(t) =

(
n+ k

k

)
tk(1− t)n+1

e³itli§iyle verilir. Bununla birlikte (3.3) ve (3.4) cebirsel ve mutlak momentleri ile verilen
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³artlar ile birlikte her t ∈ [0, 1] için a³a§�daki gibidir: (Bkz. [38])

m0(Kn(t)) =1.

m1(Kn(t)) =
∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
tk(1− t)n+1

(
k

n+ k
− t

)
= 0.

m2(Kn(t)) =(1− t)n+1

∞∑
k=0

(
n+ k

k

)
tk
(

k2

(n+ k)2
− t2

)
.

=
t(1− t)2

n
+
t(1− t)2(2t− 1)

n2
+O(n−3).

m3(Kn(t)) =
t(1− t)3(1− 5t)

n2
+O(n−3).

m4(Kn(t)) =
3t2(1− t)4

n2
+O(n−3)

e³itlikleriyle birlikte (Kn,k.1) ve (Kn,k.2) sa§lan�r.

2) Her k ∈ N0 ve n ∈ N için I = [0,∞) ve vn,k = k
n+2−k

olsun. Bu durumda

f ∈ DomL =
⋂
n∈N

DomLn ve Ik = [vn,k, vn,k+1] olmak üzere Kantorovich tip Bleimann-

Butzer Hahn operatörü

(Jnf)(t) =
1

(t+ 1)n

n∑
k=0

(
n

k

)
tk

∫
Ik

f(u)du∫
Ik

du

³eklinde tan�mlan�r [39].

Burada Kantorovich tip Meyer-König-Zeller ve Bleimann-Butzer Hahn

operatörlerinin elde edili³ine benzer ³ekilde, Bernstein Szász-Mirakyan ve Baskakov

operatörlerinin Kantorovich formlar�, (3.6) göz önüne al�narak elde edilebilir [1].

�imdi (3.6) ile verilen seri için verilen bilgilerden faydalanarak iki de§i³kenli

genelle³tirilmi³ Kantorovich tip örnekleme operatörünün tan�m�n� verelim.
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3.2. �ki de§i³kenli Kantorovich Genelle³tirilmi³ Örnekleme Operatörleri ile

Yakla³�m Derecesi

Statik bir görüntü iki de§i³kenli bir fonksiyon (sinyal) olarak tan�mlanabilir. Benzer

³ekilde dijital (statik) bir görüntü ayr�k bir sinyaldir ve 2 boyutlu matrisler ile

modellenebilir. Böylelikle iki de§i³kenli örnekleme Kantorovich operatörünü

kullanarak orijinal görüntüye yakla³an yeni bir matris (görüntü) elde etmek için girdi

görüntüsüyle (matrisiyle) e³le³en bir fonksiyon olu³turulabilir. Örnekleme de§erleri

orijinal örnekleme de§erlerinden daha büyük seçilirse, orijinalinden daha yüksek

çözünürlülü§e sahip yeni bir görüntü elde edilir, yani orijinal görüntüye k�yasla daha

fazla piksel ile olu³turulur [8, 13]. Dolay�s�yla (3.6) ile verilen serinin iki de§i³kenli

yap�s� bu ³ekildeki dijital görüntü sinyallerine yakla³�m sonuçlar�nda en iyi sonuçlar�

veren operatörlerden bir tanesidir.

Motivasyon olarak 3. Bölümde verilenleri kullanarak iki de§i³kenli Kantorovich tip

örnekleme serisini a³a§�daki ³ekilde tan�mlayal�m.

3.2.1. Tan�m

I ⊆ R s�n�rl� olan ya da olmayan bir aral�k olarak sabitlensin. Her n ∈ N için 0 <

vn,k+1 − vn,k := λn,k ≤ λn ve 0 < sm,j+1 − sm,j := λm,j ≤ λm ko³ullar�n� gerçekleyen

(vn,k)k∈Z, (sm,j)j∈Z ⊆ I dizileri I ⊆ R aral�§�n�n örneklem de§erlerinin birer dizisi

olsunlar. Burada her n,m ∈ N için λn ve λm pozitif say�lard�r ve lim
n→∞

λn = 0 ve

lim
m→∞

λm = 0 ³eklindedir. Her n ∈ N, k, j ∈ Z için Kn,m,k,j : IxI → R iki de§i³kenli

fonksiyonlar olsun.

Ayr�ca γ > 0 ve (x, y) ∈ I2 için (x, y) merkezli γ yar�çapl� diski

Uγ(x, y) = {(u, v) ∈ I2 | (u− x)2 + (v − y)2 ≤ γ2}

ile gösterelim. A³a§�daki notasyonlar� kullanaca§�z:

Herhangi bir µ ∈ N0, µ = |ℓ| = ℓ1 + ℓ2 olacak ³ekildeki ℓ = (ℓ1, ℓ2) ∈ N0 × N0 için

mℓ(Kn,m) = mℓ(Kn,m, x, y) :=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

Kn,m,k,j(x, y)(vn,k − x)ℓ1(sm,j − y)ℓ2 (3.8)
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³eklinde tan�mlanan (3.8) serisine cebirsel moment denir.

Mℓ(Kn,m) =Mℓ(Kn,m, x, y) :=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)||(vn,k − x)|ℓ1|(sm,j − y)|ℓ2 (3.9)

(3.9) e³itli§iyle verilen seriye ise mutlak moment denir. Verilen cebirsel ve mutlak

momentler a³a§�daki ko³ullar� sa§lar;

1) Her (x, y) ∈ I2 ve n ∈ N için

m0(Kn,m, x, y) = 1, (3.10)

2) Her x, y ∈ I ve n,m ∈ N için en az bir M0 > 0 vard�r öyle ki

M0(Kn,m, x, y) ≤M0 (3.11)

ve her δ1, δ2 > 0 için

lim
n,m→∞

∑
|vn,k−x|≥δ1

∑
|sm,j−y|≥δ2

|Kn,m,k,j(x, y)| = 0. (3.12)

�u halde Tan�m 3.2.1 de verilenlerle birlikte en genel iki de§i³kenli genelle³tirilmi³

örnekleme serilerinin Kantorovich yap�s�n� a³a§�daki tan�mla verebiliriz.

3.2.2. Tan�m

Her (x, y) ∈ R2 ve f ∈ DomS olmak üzere her n,m ∈ N için

(Sn,mf)(x, y) :=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

Kn,m,k,j(x, y)
1

λn,kλm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

f(u, v)dvdu (3.13)

operatörüne iki de§i³kenli genelle³tirilmi³ Kantorovich örnekleme serisi denir. Burada

DomS =
⋂

n,m∈N

Dom(Sn×Sm)'dir ve Dom(Sn×Sm) her n,m ∈ N için (3.13) ile verilen

sonsuz toplam�n (Sn,mf)(x, y) ifadesine yak�nsak olmas�n� sa§layan tüm f : I ×I → R

fonksiyonlar�n kümesini ifade etmektedir.

L∞(I2) ⊆ DomS (3.14)
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oldu§u göz önüne al�nmaktad�r.

�u durumda a³a§�daki teoremi verebiliriz.

3.2.3. Teorem

f ∈ L∞(I2) olmak üzere her (x, y) ∈ I2 için f fonksiyonu sürekli ise

lim
n,m→+∞

(Sn,mf)(x, y) = f(x, y)

olur.

Ayr�ca e§er f fonksiyonu I2 de düzgün sürekli, s�n�rl� ve (3.14) ifadesi düzgün olarak

sa§lan�yorsa bu durumda Sn,m operatörü f fonksiyonuna düzgün olarak yak�nsar, yani;

lim
n,m→+∞

∥Sn,mf − f∥∞ = 0

olur.

Kan�t. f fonksiyonu I2 üzerinde düzgün sürekli ve s�n�rl� olsun. Bu durumda f nin

düzgün süreklili§inden verilen bir ε > 0 say�s� için
√
(u− x)2 + (v − y)2 < γ ³art�n�

sa§layan her (u, v), (x, y) ∈ I2 için |f(u, v) − f(x, y)| < ε olacak ³ekilde bir γ > 0

say�s� vard�r. �u durumda (3.13) den

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤
∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)|
1

λn,k

1

λm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|f(u, v)− f(x, y)|dvdu

=

( ∑
(vn,k,sm,j)∈

∑
Uγ/2(x,y)

+
∑

(vn,k,sm,j)/∈

∑
Uγ/2(x,y)

)
|Kn,m,k,j(x, y)|

1

λn,k

1

λm,j

×
∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|f(u, v)− f(x, y)|dvdu = I1 + I2.
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I1 için, (vn,k, sm,j) ∈ Uγ/2(x, y), u ∈ [vn,k, vn,k+1] ve v ∈ [sm,j, sm,j+1] oldu§unu

biliyoruz. �u durumda yeterince büyük bir n0 ∈ N için her n ≥ n0 oldu§unda√
(u− x)2 + (v − y)2 < γ sa§lan�r. �u halde

I1 ≤ ε
∑

(vn,k,sm,j)∈

∑
Uγ/2(x,y)

|Kn,m,k,j(x, y)| ≤ εM0(Kn,m)

I2 için, (vn,k, sm,j) /∈ Uγ/2(x, y) oldu§undan |vn,k − x| ≥ γ
4
veya |sm,j − y| ≥ γ

4
dir.

Böylece;

I2 ≤ 2∥f∥∞
∑

(vn,k,sm,j)/∈

∑
Uγ/2(x,y)

|Kn,m,k,j(x, y)|

= 2∥f∥∞
∑

|vn,k−x|≥γ/4

∑
|sm,j−y|≥γ/4

|Kn,m,k,j(x, y)|.

�u durumda (3.12) den dolay� n,m→ ∞ iken I2 → 0 olur. I1 ve I2 den dolay� istenen

sonuç elde edilmi³ olur.

3.2.1. Tam ve k�smi süreklilik modülleri

Bu bölümde verilecek teoremlerin ispatlar� için kullan�lacak olan tam ve k�smi süreklilik

modüllerinin tan�mlar�n� verelim.

3.2.4. Tan�m

f fonksiyonu I2 kompakt kümesi üzerinde sürekli bir fonksiyon olsun. δ1 > 0, δ2 > 0 olmak

üzere

ω(f ; δ1, δ2) = sup
{
|f(t, s)− f(x, y)| : (t, s), (x, y) ∈ I2, |t− x| ≤ δ1, |s− y| ≤ δ2

}
(3.15)

e³itli§iyle verilen ifadeye f fonksiyonunun tam süreklilik modülü denir.
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3.2.5. Lemma

δ1, δ2 > 0 olmak üzere (3.15) ile tan�mlanan tam süreklilik modülü için a³a§�daki

1. δ1 → 0 ve δ2 → 0 ise ω(f ; δ1, δ2) → 0,

2. |f(t, s)− f(x, y)| ≤ ω(f ; δ1, δ2)
(
1 + |t−x|

δ1

)(
1 + |s−y|

δ2

)
ifadeleri vard�r.

3.2.6. Tan�m

f ∈ C(I2) ve δ > 0 olmak üzere

ω(1)(f ; δ) = sup
{
|f(x1, y)− f(x2, y)| : (x1, y), (x2, y) ∈ I2, |x1 − x2| ≤ δ

}
(3.16)

ω(2)(f ; δ) = sup
{
|f(x, y1)− f(x, y2)| : (x, y1), (x, y2) ∈ I2, |y1 − y2| ≤ δ

}
(3.17)

fonksiyonlar�na s�ras�yla f 'nin x ve y de§i³kenlerine göre k�smi süreklilik modülleri

denir. Ayr�ca (3.15) ve (3.16) ile tan�mlanan k�smi süreklilik modülleri için Lemma

3.2.5 deki ifadeler gerçeklenir.

C∗(R2) tüm düzgün sürekli ve s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay�n� göstersin. (3.13) ile verilen

(Sn,m(f)) operatörler dizisi için a³a§�daki ifadeler gerçeklenir.

3.2.7. Teorem

i) f ∈ C∗(R2) ve λn,k = λn ve λm,j = λm olsun. δ1, δ2 > 0 ve her (x, y) ∈ R2 için

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ ω(f ; δ1, δ2)

{
M0(Kn,m) +

1

δ1

(
λnM0(Kn,m) + 2M(1,0)(Kn,m)

)
+

1

δ2

(
λmM0(Kn,m) + 2M(0,1)(Kn,m)

)
+

1

δ1δ2

(
λnλmM0(Kn,m) + 2λnM(1,0)(Kn,m)

+ 2λmM(0,1)(Kn,m) + 4M(1,1)(Kn,m)

)}
burada δ1 ve δ2 de§erleri λn, λm ile ba§lant�l�d�r. Bu durumda ℓ = (ℓ1, ℓ2) ∈ N2

0,
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η = |ℓ| = ℓ1 + ℓ2 olmak üzere

1

λnλm
Mℓ(Kn,m) (3.18)

ifadesi düzgün s�n�rl� ise C > 0 bir sabit, δ1 ve δ2 s�ras�yla λn ve λm olmak üzere

|Sn,mf − f | ≤ Cω(f ;λn, λm) olur.

ii) f ∈ C∗(R2) her (x, y) ∈ R2 için λn,k = λn ve λm,j = λm olsun. E§er δ1 = λn ve δ2 = λm

seçildi§inde

2

λm
M(0,1)(Kn,m) ve

2

λn
M(1,0)(Kn,m) (3.19)

ifadeleri düzgün s�n�rl� ise bu durumda C1, C2 > 0 reel sabitler olmak üzere i) ifadesine benzer

³ekilde

|Sn,mf − f | ≤ C1ω1(f ;λn) + C2ω2(f ;λm)

olur.

Kan�t. i) Verilen δ1, δ2 > 0 ve f ∈ C∗(R2) olmak üzere (3.13) ifadesinden ve tam

süreklilik modülü tan�m�ndan faydalanarak;

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤
∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)|
1

λn,kλm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|f(u, v)dvdu− f(x, y)|dvdu (3.20)

≤ ω(f ; δ1, δ2)

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)| 1

λn,kλm,j
×
∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

(
1 +

|u− x|
δ1

)(
1 +

|v − y|
δ2

)
dvdu

:= I1 + I2 + I3 + I4 (3.21)

I1 = ω(f ; δ1, δ2)
∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)| = ω(f ; δ1, δ2)M0(Kn,m). (3.22)

I2 =
ω(f ;δ1,δ2)

δ1

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)|
1

λn,kλm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|u− x|dvdu

Her u ∈ [vn,k, vn,k+1] için |u− x| ≤ |x− vn,k+1|+ |x− vn,k| oldu§undan (3.23)
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I2 ≤ ω(f ;δ1,δ2)
δ1

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)|
1

λn,kλm,j

(|x− vn,k+1|+ |x− vn,k|)

≤ ω(f ; δ1, δ2)

δ1

{
λnM0(Kn,m) + 2M(1,0)(Kn,m)

}
. (3.24)

I3 =
ω(f ; δ1, δ2)

δ2

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)|
1

λn,kλm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|v − y|dvdu

(3.23) ifadesine benzer ³ekilde i³lemler I3 e³itli§ine uygulan�rsa;

I3 ≤
ω(f ; δ1, δ2)

δ2

{
λmM0(Kn,m) + 2M(0,1)(Kn,m)

}
(3.25)

elde edilir. Son olarak I4 için |u− x| ve |v− y| ifadelerine (3.23) e³itsizli§i uygulan�rsa;

I4 ≤
ω(f ; δ1, δ2)

δ1δ2

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)| (|x− vn,k+1|+ |x− vn,k|) (|y − sm,j+1|+ |y − sm,j|)

≤ ω(f ; δ1, δ2)

δ1δ2

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)| (λn + 2|vn,k − x|) (λm + 2|sm,j − y|)

Gerekli i³lemler yap�l�rsa e§er;

I4 ≤ ω(f ; δ1, δ2)

δ1δ2
{λnλmM0(Kn,m) + 2λmM(1,0)(Kn,m) + 2λnM(0,1)(Kn,m) + 4M(1,1)(Kn,m)} (3.26)

elde edilir. Böylece (3.22), (3.24), (3.25) ve (3.26) e³itsizliklerinden dolay� istenen

ifade elde edilmi³ olur. E§er λn = δ1 ve λm = δ2 seçilirse

|(Sn,mf)(x, y)−f(x, y)| ≤ ω(f ;λn, λm)

(
M0(Kn,m)+

2M(1,0)(Kn,m)

λn
+
2M(0,1)(Kn,m)

λm
+
4M(1,1)(Kn,m)

λnλm

)

e³itsizli§inden istenen sonuca ula³�l�r.

Kan�t. ii) f ∈ C∗(R2), λn,k = λn ve λm,j = λm olsun.

δ1, δ2 > 0 ve her (x, y) ∈ R2 için
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|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

=

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

∞∑
j=0

Kn,m(x, y)
1

λn,kλm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

(f(u, v)− f(x, y))dvdu

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m(x, y)|
1

λn,kλm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|f(u, v)− f(x, y)|dvdu

≤ Sn,m(|f(u, v)− f(x, v)|;x, y) + Sn,m(|f(u, v)− f(u, y)|;x, y)

≤ ω(1)(f ; δ1)
[
1 + 1

δ1
Sn,m(|u− x|;x, y)

]
+ ω(2)(f ; δ2)

[
1 + 1

δ2
Sn,m(|v − y|;x, y)

]
≤ ω(1)(f ; δ1) +

ω(1)(f ;δ1)
δ1

{
λnM0(Kn,m) + 2M(1,0)(Kn,m)

}
+ ω(2)(f ; δ2)

+ω(2)(f ;δ2)
δ2

{
λmM0(Kn,m) + 2M(0,1)(Kn,m)

}
Bu durumda δ1 = λn ve δ2 = λm seçilirse, (3.19) ifadesinden

|Sn,mf(x, y)− f(x, y)| ≤ C1ω
(1)(f ; δ1) + C2ω

(2)(f ; δ2)

olacak ³ekilde C1, C2 say�lar� vard�r. Bu durumda istenen sonuç elde edilmi³ olur.

3.2.2. Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar

3.2.8. Tan�m

f fonksiyonu I2 ⊆ R2 altkümesi üzerinde tan�ml� bir fonksiyon olsun. R2 deki bilinen

Öklid normu, A1(x1, x2), A2(y1, y2) ∈ I2 olmak üzere

r(A1, A2) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (3.27)

³eklindedir, ³u durumda

|f(A1)− f(A2)| ≤Mrα(A1, A2), 0 < α ≤ 1 (3.28)

e³itsizli§ini gerçekleyen f fonksiyonuna I2 üzerinde M sabitine göre Lipschitz

s�n�f�ndand�r denir ve f ∈ LipMα ile gösterilir.
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�imdi (3.13) ile verilen operatörün Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar yard�m�yla

yakla³�m derecesini veren a³a§�daki teoremi verelim.

3.2.9. Teorem

f ∈ LipMα olsun. E§er (3.18) ile verilen düzgün s�n�rl�l�k ³art� sa§lan�rsa; her (x, y) ∈ I2

için

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ K[(λnλm)
α/2]

olacak biçimde bir K > 0 vard�r.

Kan�t. f ∈ LipMα olsun. (3.13) ile verilen serinin düzgün yak�nsakl�§�n� kullanarak;

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤
∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)|
1

λn,k

1

λm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

|f(u, t)− f(x, y)|dtdu

f ∈ LipMα oldu§undan

|f(u, t)− f(x, y)| ≤M
(
(u− x)2 + (t− y)2

)α
2
sa§lan�r. (3.29)

(3.29) e³itsizli§ini kullanacak olursak

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤M

∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)|
1

λn,k

1

λm,j

∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

M
(
(u− x)2 + (t− y)2

)α
2
dtdu

u ∈ [vn,k, vn,k+1] ve t ∈ [sm,j, sm,j+1] oldu§undan (3.23) ye benzer bir yakla³�m ile

|u − x|2 ≤ (2|vn,k − x| + λn,k)
2 ve |v − y|2 ≤ (2|sm,j − y| + λm,j)

2 oldu§u kolayl�kla

görülebilir. �u durumda

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤M
∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)|
1

λn,k

1

λm,j

×
∫ vn,k+1

vn,k

∫ sm,j+1

sm,j

[
(2|vn,k − x|+ λn,k)

2 + (2|sm,j − y|+ λm,j)
2
]α

2
dtdu
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p = 2
α
, q = 2

2−α
seçilirse Hölder E³itsizli§inden;

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤ M [M0(Kn,m)]
2−α
2

 ∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)|
(
(2|vn,k − x|+ λn,k)

2 + (2|sm,j − y|+ λm,j)
2
)α

2

≤ M [M0(Kn,m)]
2−α
2

[ ∞∑
k=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)| (2|vn,k − x|+ λn,k)
2
+

∞∑
j=0

∞∑
j=0

|Kn,m,k,j(x, y)| (2|sm,j − y|+ λm,j)
2

]α
2

≤ M [M0(Kn,m)]
2−α
2

[
M0(Kn,m)

(
λ2
n,k + λ2

m,j

)
+ 4λn,kM(1,0)(Kn,m) + 4λm,jM(0,1)(Kn,m)

+4
(
M(2,0)(Kn,m) +M(0,2)(Kn,m)

)]α
2

E§er λn,k = λn ve λm,j = λm seçilirse;

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ M [M0(Kn,m)]
2−α
2 (λnλm)

α
2

[
4

λnλm

(
M(2,0)(Kn,m) +M(0,2)(Kn,m)

)
+ 4

λm
M(1,0)(Kn,m) + 4

λn
M(0,1)(Kn,m) +

λ2
n+λ2

m

λnλm
M0(Kn,m)

]α
2

�u durumda (3.18) ile verilen düzgün s�n�rl�l�k ³art�ndan dolay�

C = 4
λnλm

(
M(2,0)(Kn,m) +M(0,2)(Kn,m)

)
+ 4

λm
M(1,0)(Kn,m) + 4

λn
M(0,1)(Kn,m) +

λ2
n+λ2

m

λnλm
M0(Kn,m)

olmak üzere

|(Sn,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ K (λnλm)
α
2

olacak ³ekilde bir K = CM [M0(Kn,m)]
2−α
2 > 0 say�s� bulunmu³ olur. Bu ise istenen

sonuçtur.

Buraya kadar gelinen bölümde öncelikle Genelle³tirilmi³ Kantorovich tip

operatörlerinin tek de§i³kenli yap�s� tan�mlanarak bu operatörlerin iki de§i³kenli

halinin tan�m� verildi. Sonras�nda bu operatörlerin -belirli varsay�mlar göz önüne

al�narak- tam ve k�smi süreklilik modülü tan�mlar�ndan faydalanarak yakla³�m

derecelerini veren teoremler ispatland� ve iki de§i³kenli Lipschitz s�n�f�ndan

fonksiyonlara yakla³�m dereceleri incelendi.

Bundan sonraki bölümde iki de§i³kenli Sn,m operatörlerinin Genelle³tirilmi³ Boolean

Toplam operatörleriyle ili³kili tan�m�na odaklan�ld� ve bu operatörler için -ayn�

varsay�mlar göz önüne al�narak- ilgili teoremler incelendi.
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4. Sn,m OPERATÖRÜNÜN GBS T�P� �LE BÖGEL SÜREKL�

FONKS�YONLARA YAKLA�IM

Bu bölümde Bögel sürekli fonksiyonlara yakla³mak için Sn,m operatörlerinin bir

genelle³tirmesi olan Genelle³tirilmi³ Boolean Toplam (GBS) operatörlerini

tan�mlayaca§�z. Bu operatörler yard�m�yla Bögel sürekli fonksiyonlar�n Lipschitz s�n�f�

ve karma süreklilik modülü cinsinden yakla³�m derecesine ili³kin sonuçlar verece§iz.

Bögel sürekli (B-sürekli) ve Bögel diferansiyellenebilir (B-diferansiyellenebilir)

fonksiyon kavram� ilk olarak [31, 32] de Karl Bögel taraf�ndan verildi ve geli³tirildi.

Dobrescu ve Matei [33], Bernstein polinomlar�n�n iki de§i³kenli genelle³tirilmesine

ili³kin genelle³tirilmi³ Boolean toplam (GBS) operatörleri ile B-sürekli ve

B-diferansiyellenebilir fonksiyonlara düzgün yakla³�labilece§ini gösteren bir yakla³�m

teoremi verdiler. Yakla³�m teoride iyi bilinen Korovkin teoremi ise B-sürekli

fonksiyonlar için [34, 35] de incelendi. Yazarlar, Boolean toplam yakla³�m�n�

kullanarak B-sürekli fonksiyonlar�n yakla³�m� için Korovkin tip bir teorem

ispatlad�lar. Son y�llarda, ilginç baz� operatörlere ili³kin GBS operatörleri ile daha iyi

yakla³�m sonuçlar� elde edilen çal�³malar literatürde yer alm�³t�r ( [18,19]).

Bir operatörün GBS tipi genellikle iki de§i³kenli orjinal operatöre göre daha iyi

yakla³�m derecesi vermektedir. Bu nedenle iki de§i³kenli örnekleme Kantorovich tipin

GBS operatörleri fonksiyonlar�n daha geni³ bir s�n�f�nda çal�³mam�za imkan verirken

bu operatörler ile yakla³�m sa§land�§�nda daha iyi çözünürlülü§e sahip görüntüler

elde edilmektedir.

Bu bölümde, 3.2 de tan�mlanan iki de§i³kenli genelle³tirilmi³ Kantorovich tip

örnekleme serilerinin genelle³tirilmi³ Boolean toplam (GBS) operatörleriyle ilgili genel

hali tan�mland�. Sonras�nda bu operatörler için Bögel sürekli ve Bögel

diferansiyellenebilir fonksiyonlar uzay�nda karma süreklilik modülü cinsinden

yakla³�m derecesine ili³kin teoremler verildi.
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4.1. Sn,m Operatörlerinin Genelle³tirilmi³ Boolean Toplam�

4.1.1. Tan�m

J1,J2 ⊆ R iki alt aral�k ve J = J1×J2 olsun. f : J → R fonksiyonuna bir (u, v) ∈ J

noktas� kom³ulu§unda

lim
(x,y)→(u,v)

∆(x,y)f [u, v;x, y] = 0 (4.1)

³art�n� sa§l�yorsa, B-sürekli (Bögel Sürekli) fonksiyon denir. Burada

∆(x,y)f [u, v;x, y] = f(x, y)− f(u, y)− f(x, v) + f(u, v) (4.2)

olup bu ifadeye f nin karma fark� denir. Buna e³de§er olarak;

Her ε > 0 için |x− u| < δ ve |y − v| < δ iken |∆(x,y)f [u, v;x, y]| < ε olacak ³ekilde en

az bir δ > 0 varsa f fonksiyonuna (u, v) ∈ J noktas�nda Bögel süreklidir denir.

E§er |∆(x,y)f [u, v;x, y]| ≤ M olacak ³ekilde bir M > 0 say�s� varsa f fonksiyonuna

B-s�n�rl� (Bögel S�n�rl�) fonksiyon denir. Al�³�lm�³ ∥.∥∞ supremum normuyla birlikte R2

de tüm Bögel sürekli ve Bögel s�n�rl� fonksiyonlar�n uzay� s�ras�yla Cb(R2) ve Bb(R2)

ile gösterilir.

4.1.2. Tan�m

Her (x, y), (u, t) ∈ J için

fx(u, t) = f(x, t), f y(u, t) = f(u, y) olmak üzere

(Ln,mf)(x, y) := (Sn,m(f
x + f y − f))(x, y) (4.3)

³eklinde tan�mlanan Ln,mf ifadesine iki de§i³kenli GBS Kantorovich tip örnekleme

operatörü denir.

Bu operatörün f ∈ Cb(J ) fonksiyonuna yak�nsama oran�n� Bögel anlam�ndaki süreklilik

modülü cinsinden tahmin edece§iz.
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4.2. Ln,m GBS Operatörlerinin Karma Süreklilik Modülü Cinsinden

Yakla³�m Derecesi

4.2.1. Karma süreklilik modülü

4.2.1. Tan�m

J1,J2 ⊆ [0,∞) herhangi iki alt aral�k ve J1 × J2 = J olsun. Bu durumda f ∈ Bb(J )

olmak üzere, her (x, y), (u, v) ∈ J ve herhangi (δ1, δ2) ∈ (0,∞)× (0,∞) için

ωB(f ; δ1, δ2) := sup
{
|∆(x,y)f [u, v;x, y]| : |x− u| < δ1, |y − v| < δ2

}
(4.4)

³eklinde tan�mlanan ωB : [0,∞) × [0,∞) → R fonksiyonuna karma süreklilik modülü

veya f nin karma düzgünlük modülü denir ve ωB yerine ωmixed olarak yaz�l�r.

Kolayl�kla görülece§i gibi kompakt aral�klarda tan�mlanan her B-sürekli fonksiyon

B-düzgün süreklidir [34].

4.2.2. Teorem

I1, I2 ⊆ [0,∞) kompakt iki alt aral�k ve I1 × I2 = I olsun. Bu durumda

lim
n,m→∞

ωB(f ; δn, δm) = 0 olmas� için gerek ve yeter ko³ul f ∈ Cb(I) olmas�d�r.

J kümesinin herhangi bir ▽ kompakt alt kümesi üzerinde tan�ml� B-sürekli

fonksiyonlar�n kümesini Cb(▽) ile gösterelim.

4.2.3. Teorem

f ∈ Cb(▽) olsun. λn,k = λn ve λm,j = λm oldu§u dikkate al�n�rsa bu durumda her

(x, y) ∈ ▽ için |(Ln,mf)(x, y)−f(x, y)| ≤ ωB(f ; δ1, δ2)

{
M0(Kn,m)

(
1+ λn

δ1
+ λm

δ2
+ λnλm

δ1δ2

)

+
2M(1,0)(Kn,m)

δ1
+

2M(0,1)(Kn,m)

δ2
+

2M(1,0)(Kn,m)+2M(0,1)(Kn,m)+4M(1,1)(Kn,m)

δ1δ2

}
e³itsizli§i geçerlidir. Burada δ1 ve δ2 ler λn ve λm de§erleriyle ba§lant�l� olup
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δ1 = λn ve δ2 = λm seçilirse, tan�m 3.2.1 ile verilen ℓ de§erleri için

Mℓ(Kn,m)

λnλm
(4.5)

düzgün s�n�rl�l�k ³art�n� sa§layan her n,m ∈ N için

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ HωB(f ;λn, λm) (4.6)

olacak ³ekilde bir H say�s� vard�r.

Kan�t. κ, ξ > 0 için ωB(f ;κδ1, ξδ2) ≤ (1 + κ)(1 + ξ)ωB(f ; δ1, δ2) oldu§undan her

(x, y), (u, v) ∈ ▽ ve δ1, δ2 > 0 için

|∆(x,y)f [u, v;x, y]| ≤ ωB(f ; |u− x|, |v − y|)

≤
(
1 + |u−x|

δ1

)(
1 + |v−y|

δ2

)
ωB(f ; |u− x|, |v − y|)

(4.1) ve (4.3) tan�mlar�n� kullanarak

(Ln,mf)(x, y) = (Sn,m(f
x + f y − f))(x, y)

=
(
Sn,m

(
f(x, y)−∆(x,y)f [u, v;x, y]

))
(x, y)

= Sn,m

(
f(x, y)

)
(x, y)−

(
Sn,m

(
∆(x,y)f [u, v;x, y]

))
(x, y)

= f(x, y)m0(Kn,m)−
(
Sn,m

(
∆(x,y)f [u, v;x, y]

))
(x, y)

�u durumda (3.10) den

|(Ln,mf)(x, y) − f(x, y)| ≤
(
Sn,m

(
|∆(x,y)f [u, v;x, y]|

))
(x, y) elde edilmi³ olur.

Buradan

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)|

≤

(
1 +

(Sn,m|u− x|)(x, y)
δ1

+
(Sn,m|v − y|)(x, y)

δ2
+

(Sn,m|u− x||v − y|)(x, y)
δ1δ2

)
ωB(f ; δ1, δ2).

3.2.7 numaral� Teoreminden dolay� Sn,m operatörü için a³a§�daki ifadeleri yazabiliriz:

1.
(
Sn,m|u− x|

)
(x, y) ≤ λnM0(Kn,m) + 2M(1,0)(Kn,m)

2.
(
Sn,m|v − y|

)
(x, y) ≤ λmM0(Kn,m) + 2M(0,1)(Kn,m)

3.
(
Sn,m|u−x||v− y|

)
(x, y) ≤ λnλmM0(Kn,m)+2λmM(1,0)(Kn,m)+2λnM(0,1)(Kn,m)+

4M(1,1)(Kn,m).

�u durumda e§er δ1 = λn, δ2 = λm seçilirse, (3.18) dan dolay� H > 0 reel bir sabit
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olmak üzere

∥Ln,mf − f∥∞ ≤ HωB(f ;λn, λm)

bulunur. Bu durumda istenen sonuç elde edilmi³ olur.

�imdi (4.3) ile verilen seri için Bögel sürekli fonksiyonlar�n Lipschitz s�n�f� tan�m�n�

kullanarak yakla³�m derecesini belirleyelim.

4.2.2. B-Sürekli fonksiyonlar�n lipschitz s�n�f�

4.2.4. Tan�m

f ∈ Cb(▽) olsun. f fonksiyonunun Lipschitz s�n�f� a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r:

Her (t, s), (x, y) ∈ ▽ ve 0 < ζ ≤ 1 için

LipM(ζ) :=

{
f ∈ Cb(▽) : |∆(x,y)f [(t, s); (x, y)]| ≤M

(
(t− x)2 + (s− y)2

) ζ
2

}
(4.7)

4.2.5. Teorem

f ∈ LipM(ζ) olsun. �u durumda her M > 0 ve ζ ∈ (0, 1] için bir H > 0 vard�r öyle ki

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤MH{M0(Kn,m)}
2−ζ
2 (λnλm)

ζ
2 .

Burada

H = 4
λnλm

(
M(2,0)(Kn,m) +M(0,2)(Kn,m)

)
+ 4

λm
M(1,0)(Kn,m) + 4

λn
M(0,1)(Kn,m) +

λ2
n+λ2

m

λnλm
M0(Kn,m).

Kan�t. f ∈ LipM(ζ), M > 0 ve ζ ∈ (0, 1] olsun. Ln,m operatörünün lineerli§inden,

(3.10) ifadesinden ve (3.13) ile verilen serinin tan�m�yla birlikte (4.7)'yi kullan�rsak;

her (u, t), (x, y) ∈ ▽ için

(Ln,mf)(x, y) =
(
Sn,m

(
fx + f y − f

))
(x, y)

=
(
Sn,m

(
f(x, y)−∆(x,y)f [(u, t); (x, y)]

))
(x, y)

= f(x, y)m0(Kn,m)− Sn,m

(
∆(x,y)f [(u, t); (x, y)]

)
(x, y)

(Ln,mf)(x, y)− f(x, y) = −Sn,m

(
∆(x,y)f [(u, t); (x, y)]

)
(x, y)
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elde edilir. �u durumda

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ Sn,m

(
|∆(x,y)f [(u, t); (x, y)]|

)
(x, y)

≤
(
Sn,mM

[
(u− x)2 + (t− y)2

] ζ
2

)
(x, y)

p = 2
ζ
, q = 2

2−ζ
olmak üzere Hölder E³itsizli§inden;

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ M
{
M0(Kn,m)

} 2−ζ
2
{
(Sn,m(u− x)2)(x, y) + (Sn,m(v − y)2)(x, y)

} ζ
2

Teorem 3.2.9 de yap�lan i³lemlere benzer i³lemler yap�l�rsa;

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ M {M0(Kn,m)}
2−ζ
2 (λnλm)

ζ
2

{ 4

λnλm

(
M(2,0)(Kn,m) +M(0,2)(Kn,m)

)
+

4

λm
M(1,0)(Kn,m) +

4

λn
M(0,1)(Kn,m) +

λ2
n + λ2

m

λnλm
M0(Kn,m)

} ζ
2

�u durumda (3.18) ifadesindeki düzgün s�n�rl�l�k ³art� sa§lanmas� durumunda

e³itsizli§in sa§ taraf�ndaki son ifadeyi H > 0 al�rsak,

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤MH{M0(Kn,m)}
2−ζ
2 (λnλm)

ζ
2

olup istenen elde edilir. Burada MHM0(Kn,m)
2−ζ
2 al�rsak

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ K(λnλm)
ζ
2

yaz�l�r.

�imdi B-diferansiyellebilir (Bögel diferansiyellenebilir) fonksiyon tan�m�n� verelim.



37

4.3. Ln,m GBS Operatörlerinin Bögel Diferansiyellenebilir Fonksiyonlara

Karma Süreklilik Modülü Cinsinden Yakla³�m Derecesi

4.3.1. Tan�m

J1,J2 ⊆ [0,∞) herhangi iki alt aral�k olmak üzere J1 × J2 = J olsun. �u durumda

f : J → R fonksiyonunu ele alal�m. Herhangi bir (u, v) ∈ J noktas�nda

lim
(x,y)→(u,v)

∆(x,y)f [u, v;x, y]

(x− u)(y − v)
= DB(f ;u, v) (4.8)

limiti varsa f fonksiyonuna B-diferansiyellenebilirdir denir. J de ki tüm

B-diferansiyellenebilir fonksiyonlar�n uzay� Db(J ) ile gösterilir.

4.3.2. Teorem

f ∈ Db(J ) ve DBf ∈ B(J ) olsun. �u durumda her (x, y) ∈ J için

|(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)| ≤ K1

(
3∥DBf∥∞ + ωB(DBf ; δ1, δ2)

)
+ ωB(DBf ; δ1, δ2)

×
(

1
δ1
K2 +

1
δ2
K3 +

1
δ1δ2

K4

)
Burada δ1, δ2 de§erleri λn, λm'lere ba§l� olup

K1 = λnλmM0(Kn,m) + 2λnM(0,1)(Kn,m) + 2λmM(1,0)(Kn,m) + 4M(1,1)(Kn,m),

K2 = λ2nλmM0(Kn,m) + 2λ2nM(0,1)(Kn,m) + 4λnλmM(1,0)(Kn,m) + 8λnM(1,1)(Kn,m)

+8M(2,1)(Kn,m),

K3 = λnλ
2
mM0(Kn,m) + 2λ2mM(1,0)(Kn,m) + 4λnλmM(0,1)(Kn,m) + 8λmM(1,1)(Kn,m)

+8M(1,2)(Kn,m),

K4 = λ2nλ
2
mM0(Kn,m) + 4λ2nλmM(0,1)(Kn,m) + 4λ2nM(0,2)(Kn,m) + 4λnλ

2
mM(1,0)(Kn,m)

+16λnλmM(1,1)(Kn,m) + 16λnM(1,2)(Kn,m) + 4λ2mM(2,0)(Kn,m) + 16λmM(2,1)(Kn,m)

+16M(2,2)(Kn,m)

³eklindedir.
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Kan�t. f ∈ Db(J ) oldu§undan ∆(x,y)f [u, v;x, y] = (u − x)(v − y)DBf(p, q) olacak

³ekilde p ∈ (u, x) ve q ∈ (v, y) vard�r. ∆(x,y)f [u, v;x, y]'nin tan�m�n� kullanarak

DBf(p, q) = ∆(x,y)DBf(p, q) +DBf(p, y) +DBf(x, q)−DBf(x, y)

elde edilir. DBf ∈ B(J ) oldu§undan yukar�daki e³itli§i kullanarak;∣∣∣∣(Sn,m∆(x,y)f [u, v;x, y]
)
(x, y)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣(Sn,m(u− x)(v − y)DBf(p, q)
)
(x, y)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(Sn,m(u− x)(v − y){∆(x,y)DBf(p, q) +DBf(p, y) +DBf(x, q)

−DBf(x, y)}
)
(x, y)

∣∣∣∣
≤
(
Sn,m|u− x||v − y||∆(x,y)DBf(p, q)|

)
(x, y)

+
(
Sn,m|u− x||v − y|

(
|DBf(p, y)|+ |DBf(x, q)|+ |DBf(x, y)|

))
(x, y)

≤
(
Sn,m|u− x||v − y|ωB

(
DBf ; |p− x|, |q − y|

))
(x, y)

+ 3∥DBf∥∞
(
Sn,m|u− x||v − y|

)
(x, y)

≤
(
Sn,m|u− x||v − y|ωB

(
DBf ; |u− x||v − y|

))
(x, y)

+ 3∥DBf∥∞
(
Sn,m|u− x||v − y|

)
(x, y)

≤ ωB(DBf ; δ1, δ2)

(
Sn,m|u− x||v − y|

(
1 + |u−x|

δ1

)(
1 + |v−y|

δ2

))
(x, y)

+ 3∥DBf∥∞
(
Sn,m|u− x||v − y|

)
(x, y)

=

{(
Sn,m|u− x||v − y|

)
(x, y) + 1

δ1

(
Sn,m(u− x)2|v − y|

)
(x, y)

+ 1
δ2

(
Sn,m|u− x|(v − y)2

)
(x, y) + 1

δ1δ2

(
Sn,m(u− x)2(v − y)2

)
(x, y)

}
× ωB

(
DBf ; δ1, δ2

)
+ 3∥DBf∥∞

(
Sn,m|u− x||v − y|

)
(x, y)

⇒
∣∣∣∣(Ln,mf)(x, y)− f(x, y)

∣∣∣∣ ≤ K1

(
3∥DBf∥∞ + ωB(DBf ; δ1, δ2)

)
+

[
1
δ1
K2 +

1
δ2
K3 +

1
δ1δ2

K4

]
ωB(DBf ; δ1, δ2).

E§er δ1 = λn ve δ2 = λm seçilip (3.18) ile verilen düzgün s�n�rl�l�k ³art� sa§lan�rsa

istenen sonuç elde edilmi³ olur.
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5. ORLICZ UZAYLARINDA ÖRNEKLEME KANTOROVICH

T�P OPERATÖRLER �LE YAKLA�IM

Bu bölümde (3.6) ile verilen (Snf) operatörler dizisinin modüler uzaylar�n bir örne§i

olan Orlicz uzaylar�nda modüler normda yak�nsakl�k problemleri incelenecektir. Lp

Lebesgue uzaylar�n�n bir genelle³tirmesi olan Orlicz uzaylar�nda Kantorovich tip

örnekleme operatörlerin incelenmesi iyi bir genellik derecesine ula³maya böylece Lp

uzaylar�nda yak�nsama teoremlerini ç�karmaya izin verir. Bu nedenle bu bölümde elde

edece§imiz yak�nsakl�k teoremi [1] de elde edilen sonucun bir genelle³tirmesidir.

Öncelikle modüler uzay ve Lφ(R) Orlicz uzay� üzerindeki norma kar³�l�k gelen

modüler fonksiyonel kavramlar�n� verelim.

5.1. Modüler Uzaylar ve Modüler Yak�nsama

5.1.1. Tan�m

X bir reel veya kompleks vektör uzay� olsun. Key� x, y ∈ X için a³a§�daki ³artlar�

sa§layan ρ : X → [0,∞] fonksiyoneline bir pseudomodüler denir:

(ρ1) ρ(0) = 0

(ρ2) X = R olmas� durumunda ∀x ∈ X için ρ (−x) = ρ(x),

(ρ3) X = C olmas� durumunda ∀x ∈ X ve ∀t ∈ R için ρ (eitx) = ρ(x),

(ρ4) ∀x, y ∈ X ve α + β = 1 olacak ³ekildeki α, β ≥ 0 için ρ(αx+ βy) ≤ ρ(x) + ρ(y).

Yukar�daki tan�mda ρ(1) yerine ayr� ayr� a³a§�daki ρ(1∗) ve ρ(1∗∗) dikkate al�n�rsa;

ρ(1∗) Key� bir λ > 0 için ρ(λx) = 0 olmas� x = 0 olmas�n� gerektiriyorsa bu durumda

ρ ya yar�-modüler denir.

ρ(1∗∗) Her x ∈ X için ρ(x) = 0 olmas� x = 0 olmas�n� gerektiriyorsa ρ fonksiyoneline

modülerdir denir.
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5.1.2. Tan�m

E§er yukar�daki 4. ³arta a³a§�daki ifade eklenecek olursa, ρ pseudomodülerine

s-konveks pseudomodülerdir denir, e§er ρ modüler olursa s-konveks modüler

olarak adland�r�l�r.

Key� bir s ∈ (0, 1] için

(ρ4∗) ρ(αsx+ βsy) ≤ αsρ(x) + βsρ(y), αs + βs = 1.

1-konveks modüler fonksiyonel ise konveks modüler olarak adland�r�l�r.

(ρ4) ve (ρ4∗) dan dolay� key� x1, x2, . . . , xn ∈ X için a³a§�daki ifadeler vard�r:

1) ∀α ≤ 1 için ρ(αx) ≤ ρ(x).

2) ρ

(
n∑

i=0

αixi

)
≤

n∑
i=0

ρ(xi), αi ≥ 0 ve
n∑

i=1

αi = 1.

3) E§er ρ bir s-konveks modüler ise

ρ

(
n∑

i=0

αi
sxi

)
≤

n∑
i=0

αi
sρ(xi), αs

i ≥ 0
n∑

i=1

αs
i = 1.

5.1.3. Tan�m

ρ, X de bir modüler fonksiyonel olsun.

Xρ = {x ∈ X : lim
λ→0+

ρ(λx) = 0}

olmak üzere (Xρ, ρ) ikilisine ρ fonksiyonelinin üretti§i bir modüler uzay denir.

5.1.4. Teorem

Xρ uzay� X uzay�n�n bir alt vektör uzay�d�r [17].
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Kan�t. ρ modüler fonksiyonelinin özelliklerini kullan�rsak;

0 ∈ Xρ dur. Gerçekten;

lim
λ→0+

ρ(λ0) = 0.

Öyleyse Xρ ̸= ∅ d�r. Di§er yandan x, y ∈ Xρ olsun. Gösterelim ki x+ y ∈ Xρ sa§lan�r.

Key� bir λ > 0 için

lim
λ→0+

ρ(λ(x+ y)) = lim
λ→0+

ρ
(2λ
2
(x+ y)

)
≤ lim

λ→0+

1

2
{ρ(2λx) + ρ(2λy)} = 0

Buradan x+ y ∈ Xρ elde edilir.

�imdi herhangi iki x, y ∈ Xρ için xy ∈ Xρ oldu§unu gösterelim. X reel ya da kompleks

vektör uzay� oldu§u için λ > 0 say�s� da X kümesine aittir. Dolay�s�yla

λ(xy) = (λx)y = βy denirse λ→ 0 iken β → 0 olaca§�ndan

lim
λ→0+

ρ(βy) = 0

olur. Bu durumda xy ∈ Xρ olur. Öyleyse Xρ modüler uzay� X in bir alt vektör uzay�d�r.

5.1.1. Modüler yak�nsama

5.1.5. Tan�m

ρ fonksiyoneli X'de bir pseudomodüler olsun. (xk) dizisinin elemanlar� Xρ'nun

elemanlar�ndan olmak üzere herhangi bir λ > 0 için k → ∞ iken ρ(λ(xk − x)) → 0

oluyorsa (xk) ⊆ Xρ dizisi x ∈ Xρ noktas�na modüler yak�nsakt�r (k�saca

ρ-yak�nsakt�r) denir ve xk
ρ−→ x ³eklinde gösterilir.

Yukar�da verilen ρ-yak�nsakl�k kavram�yla birlikte a³a§�daki lemma ile verilen özellikler

sa§lan�r:

5.1.6. Lemma

ρ, X de bir pseudomodüler olsun. Bu durumda

1. xk
ρ−→ x ve yk

ρ−→ y ise xk + yk
ρ−→ x+ y

2. xk
ρ−→ x ve c bir sabit olmak üzere bu durumda cxk

ρ−→ cx sa§lan�r.
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3. E§er ρ fonksiyoneli X uzay�nda modüler ise bu durumda Xρ modüler uzay�n�n

elemanlar�ndan olu³an her (xk)k∈N dizisinin limiti tektir.

5.1.7. Tan�m

X reel ya da kompleks bir vektör uzay�, ρ fonksiyoneli bir pseudomodular ve A ⊆ Xρ

olsun.

1. A'n�n elemanlar�ndan olu³an her xk dizi için öyle bir εk → 0 vard�r öyle ki εkxk → 0

sa§lan�yorsa A'ya ρ-s�n�rl�d�r denir.

2. xk ∈ A ve xk
ρ−→ x olmas� x ∈ A olmas�n� gerektiriyorsa A'ya ρ-kapal�d�r denir.

3. A ⊆ Xρ yu içeren en küçük ρ-kapal� kümeye A'n�n ρ-kapan�³� denir ve A
ρ
ile

gösterilir. E§er A
ρ
= X ise bu durumda A'ya Xρ da ρ-yo§undur denir.

5.2. Orlicz Uzaylar�nda Yak�nsakl�k Teoremleri

Klasik Lebesgue uzaylar�n�n bir genelle³tirmesi olan Orlicz uzaylar� 1931 y�l�nda Z.W.

Birnbaum ve W. Orlicz taraf�ndan tan�t�lm�³t�r. Bu genelle³tirmede Lebesgue uzaylar�

tan�m�nda yer alan xp fonksiyonu yerine daha genel bir φ konveks fonksiyonu al�nm�³t�r.

5.2.1. Tan�m

φ : R+
0 → R+

0 fonksiyonuna a³a§�daki ko³ullar ile birlikte bir φ-fonksiyon denir:

Φ1) φ, R+
0 üzerinde azalmayan ve φ(0) = 0, u > 0 için φ(u) > 0,

Φ2) φ, R+
0 üzerinde konvekstir.

f ∈M(R) olmak üzere

∥f∥φ = Iφ[f ] =

∫
R
φ(|f(x)|)dx

e³itli§iyle verilen Iφ, M(R) (R üzerinde Lebesgue ölçülebilen fonksiyonlar�n uzay�)

üzerinde bir konveks modüler fonksiyoneldir
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(Iφ fonksiyonelinin konveks modüler olmas� için φ fonksiyonunun konveks fonksiyon

olarak seçilmesi gerekti§ine dikkat edilmelidir.)

Gerçekten, Iφ[0] = 0,

Her f ∈ M(R) için Iφ[−f ] = Iφ[f ], φ'nin konveksli§inden α + β = 1 olacak ³ekildeki

α, β ≥ 0 say�lar� için Iφ[αf + βg] ≤ Iφ[f ] + Iφ[g] sa§lan�r. Ayr�ca Iφ[f ] = 0 olmas� için

f = 0 olmas� gerekti§i de kolayl�kla görülebilir. Böylece Iφ bir modüler fonksiyoneldir.

Bu durumda φ taraf�ndan olu³turulan

Lφ(R) := {f ∈M(R) : Iφ[λf ] <∞ baz� λ > 0 say�lar� için}

kümesine Iφ modüleriyle birlikte Orlicz Uzay� denir. Orlicz Uzay�'n�n uygun bir alt

uzay�

Eφ(R) := {f ∈M(R) : her λ > 0 için Iφ[λf ] <∞}

³eklinde tan�mlan�r ve Lφ(R) nin tüm sonlu elemanlar�n�n uzay� olarak adland�rl�r. Bu

iki uzay�n çak�³mas� için u ∈ R+ olmak üzere

φ(2u) ≤Mφ(u) (5.1)

olacak ³ekilde birM > 0 say�s�n�n olmas� gerekli ve yeterlidir. (5.1) ile verilen e³itsizli§e

∆2 ko³ulu denir [17].

1 ≤ p < ∞ olmak üzere u ∈ R+ için φ(u) = up seçilirse Lφ(R) = Eφ(R) = Lp(R) olur

bu ise modüler yak�nsama ile norm yak�nsaman�n denk oldu§unu gösterir.

Di§er yandan α ≥ 1 ve β > 0 için φα,β(u) = uα logβ(e + u) oldu§u göz önüne al�n�rsa

baz� λ > 0 say�lar� için Orlicz uzay�ndaki f ∈M(R) Lebesgue ölçülebilen fonksiyonlar�n

s�n�f�

Iφα,β [λf ] =

∫
R
(α|f(x)|)α logβ(e+ λ|f(x)|)dx <∞

ile birlikte Lα logβ L(R) ³eklinde gösterilir. Burada φα,β fonksiyonunun (5.1) ∆2

ko³ulunu sa§lad�§� dikkate al�nmal�d�r. Bu ko³ulun sa§lanmas� Lα logβ L(R) nin

elemanlar�n�n onun tüm sonlu elemanlar�n�n uzay� Eα logβ L(R) ile çak�³mas�



44

anlam�na gelmektedir, yani e§er f ∈ Lα logβ L(R) ise bu durumda her λ > 0 için

Iφα,β [λf ] <∞ sa§lan�r.

Di§er yandan baz� α > 0 için φα(x) = ex
α − 1 taraf�ndan üretilen üstel uzaylar için ∆2

ko³ulu sa§lanmad�§�ndan, Lφα(R) uzay� ile onun sonlu elemanlar�n�n uzay� Eφα(R)

örtü³mez. Ayr�ca Lφα(R) deki modüler yak�nsama norm yak�nsamay� gerektirmez.

5.2.2. Tan�m

f : R → R olsun.

i) f fonksiyonunun deste§i suppf := {x ∈ R : f(x) ̸= 0} olarak tan�mlan�r.

ii) E§er en az bir a, b ∈ R için suppf ⊆ [a, b] ise f fonksiyonu kompakt olarak desteklenir

denir.

iii) Cc(R) ise tüm kompakt olarak desteklenen ve desteklendikleri aral�kta sürekli olan

fonksiyonlar�n uzay�d�r.

Cc(R) uzay� modüler olarak Lφ(R) Orlicz uzay�nda yo§undur.

C∗
c (I) uzay� Cc(I) uzay�ndaki tüm düzgün sürekli, s�n�rl� ve her t ∈ I için (3.7)

ifadesini düzgün olarak sa§layan fonksiyonlar�n uzay� olsun.

C∗
c (I) uzay�na ait fonksiyonlar için Iφ normunda modüler yak�nsama sonucunu elde

etmek amac�yla (Kn,k(x)) fonksiyon dizisi üzerine baz� ko³ullar eklenmesi

gerekmektedir. Bu sebepten a³a§�daki Lemma'y� verelim.

5.2.3. Lemma

Kn,k : [0,∞) → [0,∞] olmak üzere
(
Kn,k(x)

)
Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar�n

monoton artan bir dizisi ve n → ∞ iken her k ∈ N0 için noktasal olarak Kn,k(x) →

K(x) olsun. Bu durumda verilen her ε > 0 için bir γ > 0 vard�r ki yeterince büyük

n ∈ N ve vn,k ∈ [−γ, γ] ve ψ(I) < γ olacak biçimdeki I ⊆ [0,∞) için

∫
I
|Kn,k(x)|dx < ε

e³itsizli§i sa§lan�r.
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Kan�t. Her n ∈ N ve her k ∈ N0 için verilen hipotezlerle birlikte Monoton Yak�nsakl�k

Teoreminden

lim
n

∫
I
Kn,k(x)dx =

∫
I
K(x)dx

dir. Kn,k(x) monoton oldu§undan her bir j ∈ N için

Kj,k(x) ≤ lim
n→∞

Kn,k(x) = K(x)

olup

∫
I
Kj,kdψ ≤

∫
I
Kdψ

dir. Ayr�ca her n ∈ N için Kn,k ≤ Kn+1,k oldu§undan

∫
I
Kn,kdψ ≤

∫
I
Kn+1,kdψ

ve böylece

(∫
I
Kn,kdψ

)
integrallerinin dizisi monoton artand�r. Bu ise

∫
I
Kn,kdψ

ifadesini I üzerinde anlaml� k�lar. Her n ∈ N için Kn,k fonksiyonlar� monoton

oldu§undan

lim
n

∫
I
Kn,kdψ = sup

n≥1

∫
I
Kn,kdψ ≤

∫
I
Kdψ

olur. Buradan Kn,k fonksiyonlar� integrallenebilir oldu§undan K da integrallenebilirdir.

�u durumda Teorem 2.1.19 dan her ε > 0 için bir γ > 0 vard�r öyle ki ψ(I) < γ ³art�n�

sa§layan her I ⊆ [0,∞) kümesi için

∫
I
Kn,k(x)dx ≤

∫
I
K(x)dx < ε

sa§lan�r.
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5.2.4. Teorem

f ∈ C∗
c (I), λ > 0 ve φ bir konveks fonksiyon olsun. Bu durumda;

lim
n→∞

∥Snf − f∥φ = 0.

Kan�t. Her λ > 0 için

lim
n→∞

Iφ[λ(Snf − f)] = 0

oldu§unu gösterece§iz. Teorem 3.1.1 den her λ > 0 için

lim
n→∞

φ(λ∥Snf − f∥∞) = 0

sa§lan�r. �spat�n bu bölümünde f fonksiyonunun kompakt olarak desteklendi§i ve

desteklendikleri aral�kta sürekli oldu§u bilgisini kullanaca§�z.

ε > 0 ve λ > 0 verilsin. γ > 0 olmak üzere suppf ⊆ [−γ, γ] olsun. Bir γ > 0 say�s� için

γ > γ + λn ve I = [−γ, γ] alal�m. E§er vn,k /∈ I ise ³u durumda

[vn,k, vn,k+1] ∩ [−γ, γ] = ∅ olur. Böylece

1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

|f(u)|du = 0

olur. �imdi vn,k ∈ [−γ, γ] olsun. A = {x ∈ I : |K(x)| > M, M > 0} olsun. Sn serisinin

düzgün yak�nsakl�§�n�, Jensen e³itsizli§ini ve Fubini-Tonelli teoremlerini kullanarak;

∫
A

φ(λ|(Snf)(x)|)dx =

∫
A

φ

(
λ
∣∣∣ ∞∑
k=0

Kn,k(x)
1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

f(u)du
∣∣∣)dx

≤
∫
A

φ

(
λ

∑
vn,k∈[−γ,γ]

|Kn,k(x)|
1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

|f(u)|du

)
dx

≤ 1

M0(Kn(x))

∫
A

[ ∑
vn,k∈[−γ,γ]

|Kn,k(x)|φ
(
λM0(Kn(x))

1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

|f(u)|du
)]
dx

≤ 1
M0(Kn(x))

∫
A

[ ∑
vn,k∈[−γ,γ]

|Kn,k(x)|
1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

φ(λM0(Kn(x))|f(u)|)du

]
dx
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≤ 1
M0(Kn(x))

∫
A

[ ∑
vn,k∈[−γ,γ]

|Kn,k(x)|φ(λM0(Kn(x))∥f∥∞)

]
dx

= 1
M0Kn(x)

∑
vn,k∈[−γ,γ]

∫
A

|Kn,k(x)|φ(λM0(Kn,k(x))∥f∥∞)dx

= 1
M0(Kn(x))

∑
vn,k∈[−γ,γ]

φ(λM0(Kn(x))∥f∥∞)

∫
A

|Kn,k(x)|dx [−γ, γ] aral�§�n�n pozitif ve

negatif bölümlerinin her biri θ uzunlukta olacak ³ekilde parçalan�rsa yukar�da verilen

seri 2
([∣∣γ

θ

∣∣]+ 1
)
den küçük kal�r. �u halde Lemma 5.2.3 den

∫
A

φ(λ|(Snf)(x)|) ≤
2εφ(λM0(Kn(x))∥f∥∞)

M0(Kn(x))

([∣∣γ
θ

∣∣]+ 1
)

olur. Ayr�ca herhangi bir B ⊆ I kümesinin Lebesgue ölçüsü |B| olmak üzere |B| <
ε

φ(λM0∥f∥∞)
olsun. �u durumda Kn,k.2) den dolay� M0(Kn(x)) ≤ M0 olacak ³ekilde bir

M0 > 0 say�s� var oldu§undan her f ∈ L∞(I) için |(Snf)(x)| ≤ M0∥f∥∞ sa§lan�r.

Böylece

∫
B

φ(λ|(Snf)(x)|)dx ≤
∫
B

φ(λM0∥f∥∞)dx < ε.

Bu durumda

∫
⋄
φ(λ|(Snf)(x)− f(x)|)dx

integralleri e³-mutlak süreklidir dolay�s�yla Vitali Yak�nsakl�k Teoreminden;

lim
n

∥(Snf)(x)− f(x)∥φ = lim
n

∫
⋄
φ(λ|(Snf)(x)− f(x)|)dx

=

∫
⋄
lim
n
φ(λ|(Snf)(x)− f(x)|)dx = 0

olur. Bu ise istenen sonuçtur.

5.2.5. Teorem

Key� bir φ konveks fonksiyonu için f ∈ Lφ(I) ve her n ∈ N için λn,k ≥ an > 0 olsun.

(Kn,k) Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlar�n monoton artan bir dizisi ve n → ∞
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iken her k ∈ N0 için noktasal olarak Kn,k(x) → K(x) olsun. Bu durumda

Iφ[λSnf ] ≤
∥K∥1

M0(Kn(x))

Iφ[M0f ]

an
, (λ > 0) (5.2)

sa§lan�r.

Kan�t. (5.2) ile verilen e³itsizli§in sa§ taraf�n�n sonlu oldu§unu varsayabiliriz, λ = 1

için ispat� yapaca§�z. �ki kez Jensen e³itsizli§ini ve Fubini-Tonelli teoremini kullanarak;

Iφ[Snf ] =

∫
I
φ(|(Snf)(x)|)dx

≤ 1
M0(Kn(x))

∞∑
k=0

{
1

λn,k

∫ vn,k+1

vn,k

φ(M0(Kn(x))|f(u)|)du.
∫
I
|Kn,k(x)|dx

}
Monoton yak�nsakl�k teoreminden ve Kn,k.2) den

≤ 1
M0(Kn(x))

∞∑
k=0

{
1

an

∫ vn,k+1

vn,k

φ(M0(Kn(x))|f(u)|)du

}∫
I
|K(x)|dx

≤ 1
M0(Kn(x))

∥K∥1
an

Iφ[M0f ].

Bu ise istenen sonuçtur.

Son olarak bu çal�³man�n merkezini olu³turan teoremin ispat�n� verebiliriz.

5.2.6. Teorem

Her f ∈ Lφ(I) için bir λ > 0 vard�r öyle ki

lim
n→∞

Iφ[λ(Snf − f)] = 0

olur.

Kan�t. Key� bir f ∈ Lφ(I) olsun. �u durumda bir λ > 0 ve öyle bir g ∈ C∗
c (I) vard�r

ki Iφ[λ(f − g)] < ε sa§lan�r. �imdi bir λ > 0 için 3λ(1 +M0(Kn(x))) ≤ λ olsun. Bu

durumda φ fonksiyonunun konveksli§inden ve Teorem 5.2.5 den
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Iφ[λ(Snf − f)] ≤ 1
3

{
Iφ[3λ(Snf − Sng)] + Iφ[3λ(Sng − g)] + Iφ[3λ(f − g)]

}
≤ 1

3

{
∥K∥1

M0(Kn(x))an
Iφ[λ(f − g)] + Iφ[λ(f − g)] + Iφ[3λ(Sng − g)]

}

≤
(

∥K∥1
M0(Kn(x))an

+ 1
)
ε+ Iφ[3λ(Sng − g)]

�u durumda Teorem 5.2.4 den dolay� ispat tamamlanm�³ olur.
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6. SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu çal�³mada yakla³�m teoride iyi bilinen ayr�k operatörleri içeren Kantorovich tipi

örnekleme operatörlerinin genel bir s�n�f� çal�³�ld� ve a³a§�daki sonuçlar elde edildi.

* Yukar�da bahsedilen operatörlerin iki de§i³kenli biçimi tan�mlanarak düzgün sürekli

s�n�rl� fonksiyonlar ve Lipschitz s�n�f�ndan fonksiyonlar için yakla³�m derecesine ili³kin

sonuçlar elde edildi.

* �ki de§i³kenli Kantorovich Örnekleme tipin GBS operatörleri tan�mlanarak karma

düzgünlük modülü cinsinden yak�nsakl�k oran� ve Bögel diferensiyellenebilir

fonksiyonlar için yakla³�m derecesi verildi.

Genelle³tirilmi³ Boolean toplam operatörleri orijinal operatöre göre genelde daha iyi bir

yakla³�m derecesi verir. Görüntü i³leme teorisinde önemli bir rol oynayan çok de§i³kenli

Kantorovich tip örnekleme operatörleri için genellele³tirilmi³ Boolean toplam� yard�m�

ile daha net görüntüler elde edilebilir.

* Tezin merkezi teoremini olu³turan son bölümde, tek de§i³kenli genelle³tirilmi³

Kantorovich tip örnekleme operatörleri için Orlicz uzaylar�nda yak�nsakl�k teoremi

verildi. Teoremi ispatlayabilmek için çekirdek üzerindeki gerek ko³ular bulundu ve Lp

uzaylar�n�n bir genelle³tirmesi olan Orlicz uzaylar�nda yak�nsakl�k teoremi elde edildi.

Bu sonuçlar�n çok boyutlu örnekleme Kantorovich genelle³tirmeleri veya çekirde§in

farkl� seçimi ile Orlicz veya Musielak-Orlicz uzaylar�nda yaksakl�k teoremleri

çal�³�labilir.
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