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BÖLÜM 1

G·IR·IŞ

Denklem, bölge ve koşullar verildi¼ginde denklemi ve koşullar¬ sa¼glayan çözümü bulma

problemine direkt problem denir. Di¼ger taraftan, pratikte baz¬problemlerin çözümleri

için ayr¬ca bir ek bilgiye ihtiyaç duyulur. Bu durumda çözümünün yan¬s¬ra denklem,

bölge, koşullar ve denklemin sa¼g taraf¬ndan en az birinin bulunmas¬istenir. Böyle prob-

lemlere ters problem ad¬verilir. Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin

karakteristik özelliklerinden biri, bu problemlerin Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş

olmas¬d¬r. Bu tezde bir integral geometri probleminin çözümünün tekli¼gi araşt¬r¬lmak-

tad¬r. ·Integral geometri problemleri ile kinetik denklemler için ters problemler aras¬nda

çok yak¬n bir ili̧ski bulunmaktad¬r. Di¼ger bir deyi̧sle, birçok integral geometri problemi

kinetik denklem için bir ters probleme indirgenebilmektedir (Amirov 2001). Kinetik denk-

lemler için ters problemler ise hem teorik hem de pratik aç¬dan büyük önem taş¬mak-

tad¬r. Bu alanda önemli çal¬̧smalar Lavrent�ev ve Anikonov (1967), Anikonov ve Amirov

(1983), Amirov (1986, 2001), Anikonov (2001) taraf¬ndan elde edilmi̧stir.

·Integral geometri problemlerinin çözülebilirli¼ginin kinetik denklemler için baz¬ters prob-

lemler arac¬l¬¼g¬ ile araşt¬r¬lmas¬ ilk olarak Lavrent�ev ve Anikonov (1967) taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r.

Bu tezin birinci bölümünde, integral geometri probleminin tan¬m¬ve tarihçesi verilmek-

tedir. Ayr¬ca bu problemlerin uygulama alanlar¬na örnek olarak bilgisayarl¬tomogra� ve

pozitron emisyon tomogra� hakk¬nda baz¬bilgiler sunulmaktad¬r. ·Ikinci bölümde, tezde

kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler yer almaktad¬r. ·Integral geometri problemleri genel-

likle Hadamard anlam¬nda kötü, Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problemlerdendir. Bu

ba¼glamda, iyi ve kötü konulmuş problemler hakk¬nda baz¬bilgiler bu bölümde verilmi̧stir.

Ard¬ndan üçüncü bölümde genelleştirilmi̧s fonksiyon, genelleştirilmi̧s türev ve Dirac delta

genelleştirilmi̧s fonksiyonunun özellikleri tart¬̧s¬lm¬̧st¬r. Dördüncü bölümde ise ele al¬nan

problemin çözümünün tekli¼ginin araşt¬r¬lmas¬nda önem arzeden baz¬yard¬mc¬lemmalar
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ve matematiksel araçlar sunulmuştur. Tüm bunlar¬n sonucunda beşinci bölümde teklik

teoreminin ispat¬yer almaktad¬r.

D � Rn; n � 2 basit ba¼glant¬l¬, kapal¬ ve s¬n¬rl¬ bir bölge olsun. D bölgesinin bir

g 2 C6(D) metri¼gine göre konveks oldu¼gu yani her x; y 2 D için g metri¼ginin bu noktalar¬

birleştiren ve D içinde yer alan tek bir �(x; y) jeodezi¼ginin varl¬¼g¬kabul edilsin. Ayr¬ca

D nin s¬n¬r¬C5 s¬n¬f¬ndan olsun. Tez boyunca

� = (�1; :::; �n) 2 Rn;
:

� =
d

dt
�; �0 = (�2; :::; �n)

gösterimleri kullan¬lacakt¬r. Ayr¬ca �(x; y) jeodezi¼ginin bir koordinat gösterimi

�(x; y) = �(x; y; t) =
�
�1(x; y; t); :::; �n(x; y; t)

	
dir. Burada t do¼gal parametre olup t = Al + B dir. l ile g metri¼gine göre bir noktadan

geçen jeodezi¼gin uzunlu¼gu ifade edilmektedir. A ve B sabit say¬lard¬r (Dubrovin vd. 1992,

Raschewski 1959).

Bu tezde, her (x; y) 2 @D � @D için de¼geri bilinenZ
�(x;y)

 
nX

i;j=2

aij(�(x; y; t))
:

�
i
(x; y; t)

:

�
j
(x; y; t)

!
dt;

integralinden D bölgesinde aij (2 � i; j � n) fonksiyonlar¬n¬n belirlenmesi problemi

ele al¬nmaktad¬r. Ele al¬nan bu problemin çözümünün tekli¼gi araşt¬r¬l¬rken bir yard¬mc¬

fonksiyon tan¬mlanmaktad¬r. Tan¬mlanan yard¬mc¬fonksiyon yard¬m¬yla problem k¬smi

türevli denklem için bir ters probleme indirgenmektedir. Daha sonra Fourier analizi

kullan¬larak ve yeni Riemann koordinatlar¬tan¬mlanarak problem daha uygun bir forma

indirgenmektedir. Son olarak da ele al¬nan problemin çözümünün tekli¼gi Amirov (2005)

ve Amirov, Gölgeleyen ve Yamamoto (2017) esas al¬narak verilmi̧stir.
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1.1 ·INTEGRAL GEOMETR·I PROBLEM·I (IGP)

En üzerinde yeterince düzgün bir fonksiyon veya daha karmaş¬k bir matematiksel obje

�(x); x 2 En olsun. En üzerinde diferansiyel formlar, vektör alanlar¬, tensör alanlar¬bu

cinsten objelerdir.

r = (r1; r2; :::; rk); ri 2 R

olmak üzere r parametresine ba¼gl¬En deki düzgün manifoldlar¬n cümlesi f�(r)g ve �(x)

her bir �(r) manifoldu üzerinde integrallenebilir, yani

Z
�(r)

�(x)d�r = f(r)

olsun, burada d�r; �(r) üzerinde verilmi̧s ölçü eleman¬d¬r. �(r) ve f(r) ye göre �(x) in

bulunmas¬problemine lineer integral geometri problemi (IGP) denir.

Z
�(r)

�(x)d�r = f(r)

denkleminde f�(r)g belli olmayabilir. Bu durumda f(r) ye göre ayn¬ zamanda �(x)

i ve f�(r)g yi bulma problemine ise lineer olmayan integral geometri problemi denir

(Lavrent�ev et al 1986, s. 168).

·Integral geometri problemi ilk olarak Johann Radon taraf¬ndan incelenmi̧stir (Radon

1917). Radon problemi; �(x) fonksiyonunun En de yer alan tüm m < n boyutlu düz-

lemler üzerindeki integrallerinin verilmesi halinde bu integrallere göre �(x) in bulunmas¬

problemidir (Radon 1917). Radon bu problemi çözerek �(x) in f(r) ile ilgili ifadelerini

vermi̧stir. Bu ifade radon dönüşümü olarak bilinmektedir. Radon dönüşümü de Fourier

dönüşümü gibi diferansiyel ve pseudo-diferansiyel denklemlerle ilgili çeşitli problemlerin

çözümünde kullan¬lmaktad¬r. Bu problem daha sonra çeşitli aç¬lardan John (1935),

Gel�fand ve Graev (1959), Gel�fand vd. (1962) ve farkl¬araşt¬rmac¬lar taraf¬ndan ele al¬n-

m¬̧st¬r. ·Integral geometri problemlerinin teorisi Lavrent�ev ve Bukhgeim (1973), Muhome-

tov (1977), Anikonov (1976, 2001), Kireitov (1975), Sharafutdinov (1981, 1994) ve Amirov

(1986, 2001) gibi önemli bilim insanlar¬n¬n çal¬̧smalar¬yla ve bu alanda yap¬lan di¼ger çal¬̧s-

malarla daha da ileriye taş¬nm¬̧st¬r (Gölgeleyen 2011).
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1.2 ·INTEGRALGEOMETR·I PROBLEM·IN·IN BAZI UYGULAMAALAN-

LARI

Standart X-ray dönüşümünde fonksiyonun do¼grular boyunca integrali söz konusudur ve

bu tür bir integral geometri problemi bilgisayarl¬ tomogra� (BT) ve pozitron emisyon

tomogra� (PET) gibi t¬bbi görüntüleme tekniklerinin temelini oluşturmaktad¬r. Genel

olarak jeodezikler boyunca integrasyon hali jeo�ziksel görüntülemede ve ultrason görün-

tülemede ortaya ç¬kar. Tensör Tomogra�problemlerinde, simetrik bir tensör alan¬n¬, s¬n¬r

noktalar¬n¬birleştiren jeodezikler boyunca verilen integrallerden belirlemek amaçlanmak-

tad¬r. Birinci dereceden tensörleri içeren integral geometri problemleri çeşitli tümör-

lerin tespit ve tan¬s¬n¬sa¼glayan ultrason tomogra� ile ilgilidir (Natterer 1986, Paternain

vd. 2013). Yüksek dereceden tensör alanlar¬n¬n integrasyonu farkl¬şekillerde kaŗs¬m¬za

ç¬kmaktad¬r. Örne¼gin, ikinci dereceden tensör alanlar¬n¬ içeren durumlar diferansiyel

geometrinin önemli problemlerinden olan "rigidity" probleminin linearizasyonuna kaŗs¬l¬k

gelmektedir (Pestov ve Uhlmann 2005). Rank¬dört olan tensör alanlar¬ile ilgili model-

ler ha�f anizotropik elastik ortamda yay¬lan s¬k¬̧sma dalgalar¬n¬n seyahat zamanlar¬n¬n

düzensizli¼gini tan¬mlamaktad¬r.

·Integral geometri problemleri için teklik teoremleri ve kararl¬l¬k de¼gerlendirmesi Muhome-

tov (1977) taraf¬ndan iki boyutta verilmi̧stir. Daha yüksek boyutlu durumlar Bernstein

ve Gerver (1978), Muhometov ve Romanov (1978), Anikonov ve Romanov (1997) ve

Sharafutdinov (1994) taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca metri¼gin belirlenmesi problemi

ile ilgili olarak Sharafutdinov ve Uhlmann (2000), Pestov ve Uhlmann (2005), Sharafut-

dinov (2007) ve Dairbekov (2006) önemli sonuçlar elde etmi̧slerdir.

Diferansiyel formlar için farkl¬tiplerde integral geometri problemleri Gelfand vd. (2003),

Sharafutdinov (1994) da araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu problemler aras¬ndaki ba¼glant¬lar, hiperbo-

lik tip ve kinetik denklemler için ters problemler Amirov (2001), Anikonov (1995) ve

Romanov (1987) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r (Gölgeleyen 2013).

1.2.1 Bilgisayarl¬Tomogra� (BT)

Bilgisayarl¬Tomogra�1963 y¬l¬nda Cormak taraf¬ndan teorize edilmi̧s ve radyolojide yeni

bir ç¬¼g¬r açm¬̧s kesitsel görüntüleme yöntemidir (·Ince 1987). Bilgisayarl¬Tomogra�, elde

edilen gözlem verilerini bilinmeyen �ziksel parametrelerle ili̧skilendiren denklemleri oluş-
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turmak için X-¬̧s¬n¬so¼gurumunun matematik modeline ve bu denklemlerin çözümü için

de baz¬metodlara ihtiyaç duyar. Böyle bir yöntemle radyogra�k verilerde bulunan çok

büyük miktarda bilginin ortaya ç¬kar¬lmas¬mümkün olur. Yani insan vücudunun üç

boyutlu görüntüsü elde edilebilir. Bilgisayarl¬Tomogra��deki bu yeni �kirler k¬sa süre

sonra di¼ger t¬bbi görüntüleme yöntemlerinde de kullan¬lm¬̧st¬r (Mueller ve Siltanen 2012,

s. 3).

1.2.2 Pozitron Emisyon Tomogra� (PET)

Dokular¬n kanlanmas¬n¬, metabolik aktivitesini ve canl¬l¬¼g¬n¬(viabilite) yans¬tan, tomog-

ra�k görüntüleme ve kantitatif parametrelerin kullan¬ld¬¼g¬, non-invaziv bir görüntüleme

yöntemidir. PET�de, di¼ger Nükleer T¬p uygulamalar¬nda oldu¼gu gibi görüntüleme ajan¬

olarak radyoaktif i̧saretli bileşikler kullan¬l¬r. PET�in en önemli ve eşsiz özelli¼gi, anatomik

(yap¬sal) bilgi sa¼glayan radyolojik görüntüleme yöntemleri (direkt radyogra�ler, bilgisa-

yarl¬tomogra�, anjiogra�, MR vs.) ile elde edilemeyen fonksiyonel de¼gi̧siklikleri (örne¼gin

tümör metabolik aktivitesi) gösterebilmesidir. Pet görüntülemede kullan¬lan radyofar-

masötiklerin en önemli özelli¼gi vücudun temel alt yap¬taşlar¬ile ayn¬�zyolojik ve metabo-

lik yollar¬izleyen karbon (C), oksijen (O), �or (F), azot (N2) gibi elementleri içermeleri

ve vücutta biyolojik olarak bu moleküller gibi davranmalar¬d¬r. PET çal¬̧smalar¬n¬n %90�

¬nda Flor- 18 (18F) i̧saretli bileşikler ve özellikle radyoaktif şeker olan F- 18 Florodeok-

siglukoz (FDG) kullan¬l¬r. Vücutta şekeri fazla oranda kullanan hücreler taraf¬ndan tu-

tulan FDG, PET taray¬c¬da tespit edilerek tüm vücudun metabolik görüntüsü oluştu-

rulur. PET belirli baz¬ beyin, kalp ve özellikle kanser hastal¬klar¬nda tan¬ amac¬ ile

kullan¬l¬r. En yayg¬n kullan¬m alan¬kanser tan¬s¬veya kanser hastas¬nda en iyi tedavi

seçene¼ginin belirlenmesine olan katk¬s¬d¬r. Beyin PET; epilepsiye neden olan epilepsi

oda¼g¬n¬n lokalize edilmesi ile haf¬za kayb¬ve di¼ger nörolojik semptomlar¬n kayna¼g¬olan

hastal¬klar¬n tan¬s¬nda da kullan¬l¬r. Kardiyak PET çal¬̧smalar¬, enfarktüs geçiren ol-

gularda kalp dokusu canl¬l¬¼g¬ile kalbe kan ak¬m¬n¬artt¬rmaya yönelik yap¬lacak cerrahi

tedavinin kardiyak fonksiyonlar üzerine olumlu katk¬sa¼glay¬p sa¼glayamayaca¼g¬n¬n de¼ger-

lendirilmesinde kullan¬lan yöntem yine PET�tir. PET çal¬̧smas¬ndan hekimin elde edece¼gi

bilgi, ki̧si için en uygun tedavi seçene¼ginin belirlenmesi ve gereksiz cerrahi tedavinin ön-

lenmesinde kullan¬lacakt¬r (URL-1).
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BÖLÜM 2

ÖN B·ILG·ILER

2.1 TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1 (Metrik, Metrik uzay) Boş olmayan bir X kümesi ve bir

d : X �X ! R+; (x; y)! d (x; y)

dönüşümü verilsin. E¼ger, her x; y; z 2 X için

d (x; y) = 0, x = y;

d (x; y) = d (y; x) ;

d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) (Üçgen Eşitsizli¼gi)

özellikleri sa¼glan¬yorsa o takdirde d dönüşümüne X üzerinde uzakl¬k fonksiyonu ya da

metrik ad¬verilir ve bu durumda (X; d) ikilisine bir metrik uzay denir. Bir küme üzerinde

birden fazla metrik tan¬mlanabilir (Musayev ve Alp 2000).

Tan¬m 2.2 (Hilbert Uzay¬) Bir Hilbert uzay¬, üzerindeki iç çarp¬mla tan¬ml¬metri¼ge göre

tam olan bir iç çarp¬m uzay¬d¬r (Kreyszig 1989, s. 151).

Tan¬m 2.3 (Ck(
) Uzay¬) 
 üzerinde tan¬ml¬ve k negatif olmayan bir tamsay¬olmak

üzere k: mertebeye kadar sürekli k¬smi türevlere sahip tüm fonksiyonlar¬n kümesi Ck(
)

ile ifade edilir.

f 2 Ck (
) ; � = (�1; �2; :::; �n) bir çoklu indeks (�i 2 Z+ [ f0g ; i = 1; 2; :::; n) ve

j�j = �1 + �2 + :::+ �n

olsun. Bu durumda

D�f (x) =
@j�jf (x)

@x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n

= @x�11 @x
�2
2 :::@x

�n
n f (x) ;

f fonksiyonunun k¬smi türevlerini ifade eder ve Dkf(x) = fD�f(x) j j�j = kg kümesi

f fonksiyonunun mertebesi k olan tüm k¬smi türevlerinin oluşturdu¼gu kümedir (Evans

1997).
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Tan¬m 2.4 (C10 (
) Uzay¬) C
1
0 (
) ; 
 üzerinde tan¬ml¬sonsuz defa diferansiyellenebilir

ve dayana¼g¬�
supp' (x) = fx j x 2 
; ' (x) 6= 0g

�

 n¬n kompakt alt cümlesi olan tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir (Mikhailov 1978).

Tan¬m 2.5 (L1 (
) ; L2 (
) Uzaylar¬) L1 (
) ; 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir ve integ-

rallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu küme; L2 (
) ; 
 üzerinde Lebesgue ölçülebilir

ve modülünün karesi integrallenebilir tüm fonksiyonlar¬n oluşturdu¼gu kümedir.

Bu kümelere ait baz¬önemli özellikler aşa¼g¬da verilmiştir (Mikhailov 1978);

1) L1 (
) ve L2 (
) lineer uzayd¬r ve 
 s¬n¬rl¬bir bölge ise

C
�


�
� L2 (
) � L1 (
)

dir,

2) L1 (
), üzerinde tan¬mlanan

kfkL1(
) =
Z



jf (x)j dx

normuna göre bir Banach uzay¬d¬r,

3) L2 (
), üzerinde tan¬mlanan

(f1; f2)L2(
) =

Z



f1 (x) f2 (x)dx

iç çarp¬m¬na göre bir Hilbert uzay¬d¬r, bu iç çarp¬m ile tan¬mlanan norm

kfkL2(
) =

0@Z



jf (x)j2 dx

1A1=2

biçimindedir,

4) C
�


�
ve C10

�


�
uzay¬, L1 (
) ve L2 (
) da her yerde yo¼gundur,

5) L1 (
) ve L2 (
) ayr¬labilir uzaylard¬r.
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Tan¬m 2.6 (Paralel Vektör Alan¬- Jeodezik E¼gri) S � E3 bir düzgün yüzey ve

� : I ! S regüler bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisi üzerinde Y bir C1 vektör alan¬ ve �

üzerinde DTY = 0 ise Y vektör alan¬na � e¼grisi üzerinde bir paralel vektör alan¬d¬r

denir.

E¼ger bir � e¼grisi üzerinde

DTY = 0

ise � e¼grisine bir jeodezik e¼gri ad¬verilir. Düzlemin do¼grular¬ve kürenin büyük çemberleri

bu cinsten e¼grilerdir (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.7 (Christo¤el Sembolleri) S � E3 bir düzgün yüzey, p 2 S bir nokta,

� : U ! S; p 2 �(U)

olacak şekilde bir koordinat sistemi olsun.

X 2 �(S); Y 2 �(E3)

olmak üzere

X = aiei; Y = b
jej; 1 � i; j � 2

yaz¬labilir. Burada ve bundan sonra tekrar eden alt ve üst indisler için 1 den n ye kadar

toplam anlaş¬lacakt¬r. Bu durumda

DXY = DX(b
jej);

DXY = X[b
j]ej + b

jDXej;

DXY = a
iei[b

j]ej + b
jDaieiej;

DXY = a
iei[b

j]ej + b
jDaieiej;

DXY = a
iei[b

j]ej + b
jaiDeiej;

Deiej 2 �(S)

olur.
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Böylece DXY vektör alan¬�(S) nin baz¬cinsinden ifade edilebilir. O zaman,

Deiej = �
k
ijek; i; j; k = 1; 2

eşitli¼giyle tan¬ml¬�kij : U ! R fonksiyonlar¬na � koordinat sistemi için Christo¤el sem-

bolleri ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.8 (Jeodezik e¼grilerin diferansiyel denklemi)

d�

ds
= T (s) = (

d�1
ds
;
d�2
ds
; :::;

d�n
ds
)

olmak üzere � jeodezik ise DTT = 0 olaca¼g¬ndan DXY = a
iei[b

j]ej + b
jaiDeiej eşitli¼ginde

X = Y = T =
d�i
ds
ei j�(s)

al¬n¬rsa, � n¬n jeodezik olmas¬na karş¬l¬k

d2�k
ds2

+ �kij
d�i
ds

d�j
ds

= 0; i; j; k = 1; 2

diferansiyel denklemi elde edilir (Hac¬saliho¼glu 1993).

Tan¬m 2.9 (K¬smi Türevli Denklem) Bir k¬smi türevli denklem x1; x2; :::; xn ba¼g¬ms¬z

de¼gişkenlerine ba¼gl¬bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu say¬da k¬smi türevlerinin oluş-

turdu¼gu bir ba¼g¬nt¬d¬r. Bu denklemin en genel biçimi, k = k1 + k2 + :::+ kn olmak üzere

F =

�
x1; x2; :::; xn; u (x1; x2; :::; xn) ;

@u

@x1
; :::;

@u

@xn
; :::;

@ku

@xk11 @x
k2
2 :::@x

kn
n

�
= 0 (2.1)

d¬r. (2.1) denkleminde en yüksek k¬smi türev basama¼g¬k d¬r. k ya k¬smi türevli denklemin

basama¼g¬(mertebesi) denir (Dernek 2009, s. 1).

Tan¬m 2.10 (Fourier Dönüşümü) f 2 L1(R) olmak üzere f fonksiyonun Fourier dönüşü-

mü ve eşlenik Fourier dönüşümü s¬ras¬yla

Ff(�) = bf(�) = Z
R

e�2i��xf(x)dx;

_

Ff(�) =
Z
R

e2i��xf(x)dx

şeklinde tan¬mlan¬r (Gasquet and Witomski 2013).
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Yukar¬daki integral ancak ve ancak f 2 L1(R) oldu¼gunda anlaml¬d¬r. Çünkü

��e�2i��x�� = 1
dir. Ayr¬ca F [f ] 2 L1(R) oldu¼gunda

_

F operatörü, F�nin tersi olur, (F�1 =
_

F):

O halde f ve bf fonksiyonlar¬L1(R) uzay¬na ait oldu¼gunda, hemen hemen her yerde
_

F bf(t) = f(t)
yaz¬labilir. Fourier dönüşümü literatürde farkl¬ şekillerde tan¬mlan¬r. Bütün tan¬mla-

malar aşa¼g¬daki formdad¬r:

bf(�) = C

2�

Z
R

e�ik�xf(x)dx:

Burada C ve k sabit say¬lar¬temsil etmektedir ve yukar¬da C = k = 2� olarak al¬nm¬̧st¬r.

Farkl¬ kaynaklarda C = 1, C = 2�, C =
p
2�, k = �1 ve k = �2� say¬lar¬n¬n çeşitli

kombinasyonlar¬kullan¬l¬r (Gonzalez-Velasco 1996).

Tan¬m 2.11 (·Integrallenebilirlik) E¼ger f 2 C2(R) ve f , f 0, f 00 fonksiyonlar¬ integral-

lenebilirse bf integrallenebilirdir (Gasquet and Witomski 1999).
Teorem 2.1 (Plancherel teoremi) R� nin Lebesgue ölçümü sonsuz oldu¼gundan L2(R)

kümesi L1(R)�nin alt kümesi de¼gildir. Bu nedenle yukar¬da verilen Fourier dönüşümü

tan¬m¬her f 2 L2(R) fonksiyonu için direkt olarak uygulanabilir de¼gildir. Ancak e¼ger

f 2 L1(R) \ L2(R)

ise yukar¬daki tan¬m¬n kolayca uygulanabilece¼gi aç¬kt¬r. Ayr¬ca bu durumda bf 2 L2(R)
dir. Asl¬nda


 bf




L2
= kfkL2

olup bu ba¼g¬nt¬ya Plancherel dönüşümü ad¬verilir. Böylece L2 uzay¬nda f ve bf ayn¬rolü
oynar (Rudin 1987).

Tan¬m 2.12 (Riemann metri¼gi) Bir M diferansiyellenebilir manifoldu üzerinde bir Rie-

mann metri¼gi; M nin her bir noktas¬n¬ TpM tanjant uzay¬ üzerindeki bir < ; >p iç

çarp¬m¬na (simetrik, bilineer ve pozitif tan¬ml¬) karş¬l¬k getiren bir eşlemedir:
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E¼ger x : U � Rn !M ; p civar¬nda

x(x1; x2; :::; xn) = q 2 x(U)

ve

@

@xi
(q) = dxq(0; :::; 1; :::0)

şartlar¬n¬sa¼glayan bir koordinat sistemi ise bu durumda

<
@

@xi
(q);

@

@xj
(q) >q= gij(x1; x2; :::; xn)

U üzerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyondur. Aç¬kt¬r ki bu tan¬m koordinat sistemi-

nin seçimine ba¼gl¬de¼gildir. Riemann metri¼ginin diferansiyellenebilirli¼gini ifade etmenin

başka bir yolu da şudur: M nin bir V komşulu¼gunda difarensiyellenebilir olan her X ve

Y vektör alan¬çifti için < X; Y > iç çarp¬m¬V üzerinde diferansiyellenebilirdir.

E¼ger bir kar¬̧s¬kl¬¼ga yol açmayacaksa genellikle < ; >p iç çarp¬mdaki p notasyonu yaz¬l-

maz.

gij(= gji)

gösterimi Riemann metri¼ginin x : U � Rn ! M koordinat sistemindeki yerel temsil-

cisi olarak adland¬r¬l¬r. Bir Riemann metri¼gi ile verilen diferansiyellenebilir manifolda,

Riemann manifoldu ad¬verilir.

Tarihsel olarak Riemann geometrisi R3 teki yüzeylerin diferansiyel geometrisinin do¼gal

bir genelleştirilmesidir. S � R3 yüzeyi verildi¼ginde bu S ye te¼get olan vektörlerin uzun-

lu¼gunu ölçmek için do¼gal bir yöntem vard¬r. S nin bir p noktas¬nda S ye te¼get olan

iki vektörün < v;w > iç çarp¬m¬basit olarak bu vektörlerin R3 teki iç çarp¬m¬d¬r. Bir

e¼grinin uzunlu¼gunu hesaplamak için yöntem; bu h¬z vektörünün uzunlu¼gunun integralinin

al¬nmas¬d¬r. < ; > iç çarp¬m¬n tan¬m¬bize; sadece S deki e¼grilerin uzunlu¼gunu ölçmeyi

de¼gil ayn¬ zamanda S nin alan¬n¬n hesaplanmas¬n¬ ve iki e¼gri aras¬ndaki aç¬n¬n bulun-

mas¬n¬da sa¼glar. Daha genel olarak bu kavramlar S üzerinde jeodezik ad¬ verilen baz¬

özel e¼grileri tan¬mlama imkan¬sa¼glar. Bu e¼griler aşa¼g¬daki özelli¼ge sahiptir: Bir jeodezik

üzerinde birbirine yeterince yak¬n p ve q noktalar¬verildi¼ginde böyle bir e¼grinin uzunlu¼gu

p ve q yu birleştiren di¼ger e¼grilerin uzunlu¼gundan küçük veya eşittir. Bu e¼griler bir çok

durumda S nin do¼grular¬ym¬̧s gibi davran¬rlar ve geometrinin geliştirilmesinde önemli bir
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rol oynarlar. Dikkat edilirse her bir p 2 S noktas¬ndaki iç çarp¬m tan¬m¬denk olarak S

nin p noktas¬ndaki birinci temel formu ad¬verilen

Ip(v) =< v; v >; v 2 TpS

tanjant uzay¬ile tan¬ml¬bir Ip kuadratik formunu ortaya ç¬kar¬r. Bu teorinin geliştiril-

mesinde kritik nokta Gauss�un 1827 y¬l¬nda yay¬nlanm¬̧s eserinde verilmiştir. Bu çal¬̧s-

mada Gauss taraf¬ndan bir p 2 S noktas¬nda p deki tanjant düzleminden S nin sapma

miktar¬n¬ölçen yüzeyler için bir e¼grilik kavram¬tan¬mlanm¬̧st¬r (Do Carmo 1976).

Teorem 2.2 (Ortalama De¼ger Teoremi) A � Rn bir aç¬k küme ve f : A ! R diferan-

siyellenebilir bir fonksiyon olsun. x; y 2 A noktalar¬, bu noktalar¬birleştiren do¼gru parças¬

A�da kalacak şekilde iki nokta olsun.Bu durumda bu do¼gru parças¬üzerinde bir c noktas¬,

f(y)� f(x) = Df(c)(y � x)

olacak şekilde vard¬r (Marsden ve Ho¤man 1993, s. 174).

Teorem 2.3 (Taylor Teoremi) u : 
 �! R;
 � Rn; u 2 Cn+1(
) olsun.

Ayr¬ca x; y 2 
 noktalar¬n¬birleştiren do¼gru parças¬
 içinde kals¬n. Bu durumda bu

do¼gru parças¬üzerinde

u(y) =
X
j�j�k

1

�!
D�u(x)(y � x)� +

X
j�j=k+1

1

�!
D�u(�)(y � x)�

olacak şekilde bir � noktas¬vard¬r (Marsden ve Ho¤man 1993, s. 359).

Teorem 2.4 (Fubini Teoremi) Qn ve Qm s¬ras¬yla n boyutlu ve m boyutlu s¬n¬rl¬bölgeler

olsun. Bir f(x; y) fonksiyonu Qm+n = Qm � Qn (m + n) s¬n¬rl¬ bölgesinde ele al¬ns¬n

ve f(x; y) Qm+n üzerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda f(x; y); hemen hemen

tüm x 2 Qn için y 2 Qm� e göre ve hemen hemen tüm y 2 Qm için x 2 Qn� e göre

integrallenebilirdir. Ayr¬caZ
Qm

f(x; y) ve
Z
Qn

f(x; y)

fonksiyonlar¬s¬ras¬yla x 2 Qn ve y 2 Qm�e göre integrallenebilirdir veZ
Qm+n

fdxdy =

Z
Qn

dx

Z
Qm

fdy =

Z
Qm

dy

Z
Qm

fdx

eşitlikleri sa¼glan¬r (Mikhailov 1978, s. 56).
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Teorem 2.5 (Fredholm Alternatif Teoremi 1) A, birH Hilbert uzay¬üzerinde self-adjoint,

lineer, kompakt operatör olsun. Aşa¼g¬daki iki denklem ele al¬ns¬n:

x = Ax+ f; (I)

x = Ax: (H)

Burada (I) ve (H) denklemleri s¬ras¬yla homojen olmayan ve homojen denklemleri göstersin.

i) E¼ger (H) denkleminin tek çözümü x = 0 ise bu durumda (I) her f 2 H için bir tek x

çözümüne sahiptir.

ii) E¼ger (H) denklemi s¬f¬rdan farkl¬çözümlere sahip ve f , (H) denkleminin tüm çözümleri-

ne dik ise (I) denklemi bir çözüme sahiptir. (I) denkleminin sonsuz çözüme sahip oldu¼gu

durumda, bu çözümlerin herhangi ikisinin fark¬(H) denkleminin çözümüdür. Yani x ve

y, (I) denklemini sa¼gl¬yorsa (x-y) de (H) denklemini sa¼glar (Gri¤el 2002, s. 257).

Teorem 2.6 (Fredholm Alternatif Teoremi 2) A, bir H Hilbert uzay¬üzerinde bir kom-

pakt operatör olsun. Aşa¼g¬daki dört denklem ele al¬ns¬n:

x = Ax+ f; (I)

y = A�y + g; (I�)

x = Ax; (H)

y = A�y: (H�)

Burada f ve g , H�n¬n bilinen elemanlar¬d¬r. O halde iki alternatif söz konusudur:

i) (H) ve (H�) denklemlerinin tek çözümü s¬f¬rd¬r ve bu durumda (I) ve (I�) her f; g 2 H

için tek çözüme sahiptir.

ii) (H) ve (H�) ¬n s¬f¬rdan farkl¬çözümleri vard¬r. Bu durumda:

f , (H �) ¬n her çözümüne dik ise (I) bir çözüme sahiptir. Ayn¬ şekilde g, (H) n¬n her

çözümüne dik ise (I �) bir çözüme sahiptir (Gri¤el 2002, s. 259).

2.2 HADAMARDANLAMINDA ·IY·I VEKÖTÜKONULMUŞ PROBLEM-

LER

·Iyi konulmuş problem tan¬m¬20. yüzy¬l¬n başlar¬nda Frans¬z matematikçi J. S. Hadamard

taraf¬ndan verilmiştir. U ve F metrik uzaylar, A : U ! F bir operatör olmak üzere

Au = f (2.2)
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denklemi ele al¬ns¬n. ( 2.2 ) denkleminin aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glayan çözümünün bu-

lunmas¬ problemine (U; F ) uzay çifti için Hadamard anlam¬nda iyi konulmuş problem

denir:

1) Her f 2 F için U uzay¬nda problemin çözümü vard¬r.

2) Problemin çözümü U uzay¬nda tektir.

3) Problemin koşullar¬ F uzay¬nda az de¼gişti¼ginde problemin çözümü de U uzay¬nda az

de¼gişir (kararl¬l¬k koşulu) (Lavrent�ev et al. 1986).

Bu şartlardan herhangi birinin sa¼glanmamas¬durumunda problem, (U; F ) uzay çifti için

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problem olarak adland¬r¬l¬r. Bir (U1; F1) uzay çifti

için iyi, başka bir (U2; F2) uzay çifti için kötü konulmuş probleme (U2; F2) uzay çifti için

zay¬f kötü konulmuş problem denir. Tüm uzay çiftlerinde kötü konulmuş probleme kuvvetli

kötü konulmuş problem denir.

Hadamard� a göre kötü konulmuş problemler, reel �ziksel anlam¬ olan pratik olaylar¬

tan¬mlamaz. Çünkü pratikte her zaman koşullar belirli bir hata pay¬ile verilir. Bu hatal¬

koşullar kullan¬larak bulunan çözüm, kesin çözümden çok farkl¬olabilir ve bu da pratikte

yanl¬̧s sonuçlara götürebilir. Bu nedenle bir çok matematikçi önceleri sadece Hadamard

anlam¬nda iyi konulmuş problemler ile ilgilenmişti. Öte yandan birçok pratik problem de

Hadamard anlam¬nda kötü konulmuş problemlere dönüşerek ister istemez matematikçi-

lerin karş¬s¬na ç¬k¬yordu. Hadamard� ¬n kendisinin örnek olarak gösterdi¼gi kötü konul-

muş problem, Laplace denklemi için Cauchy problemidir, bu da elektromanyetik alan-

lar¬n bulunmas¬problemiyle ilgilidir. Ayr¬ca, diferansiyel denklemler için ters problemler

teorisinin karakteristik özelliklerinden biri, bu problemlerin Hadamard anlam¬nda kötü

konulmuş olmalar¬d¬r.

2.3 TIKHONOV ANLAMINDA ·IY·I VE KÖTÜ KONULMUŞ PROBLEM-

LER

·Ilk defa, bir Rus matematikçi olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlam¬nda kötü konul-

muş problemlerin gereklili¼gini ortaya koymuştur. (2.2) denkleminin aşa¼g¬daki özellik-

leri sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine şart¬ iyi(do¼gru) konulmuş problem veya

Tikhonov anlam¬nda iyi konulmuş problem denir:

1) U bir metrik uzay olmak üzere, problemin çözümü var ve belirli bir M � U kümesine

aittir.
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2) Problemin çözümü M de tektir.

3) Problemin çözümü M de koşullara sürekli ba¼g¬ml¬d¬r, yani çözümü M cümlesinin

d¬̧s¬na ç¬karmayan koşullar F metrik uzay¬nda sonsuz küçük bir de¼gişikli¼ge u¼grad¬klar¬nda

problemin çözümü de U metrik uzay¬nda sonsuz küçük de¼gişir (Lavrent�ev et al. 1986).

M kümesine problemin do¼gruluk kümesi denir ve M genellikle kompakt bir küme olarak

seçilir.
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BÖLÜM 3

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FONKS·IYONLAR

3.1 GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FONKS·IYON

C10 (
) üzerinde aşa¼g¬daki yak¬nsakl¬k yard¬m¬ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya

test fonksiyonlar uzay¬denir. Bu uzay, D (
) ile gösterilir. E¼ger, bir K � 
 kompakt

cümlesi vard¬r öyle ki

1) Her k 2 N için supp'k 2 K;

2) Her � = (�1; �2; : : : ; �n) ve k ! 1 iken D�
'k(x)

! D�
'(x)yak¬nsamas¬
 bölgesinde

düzgün ise, k !1 için 'k
D(
)! ' yak¬nsar denir.

D (
) topolojik uzay¬nda tan¬ml¬sürekli, lineer fonksiyonellere, genelleştirilmi̧s fonksiyon

denir. Genelleştirilmi̧s fonksiyonlar s¬n¬f¬D0 (
) ile gösterilir (Vladimirov 1984).

3.2 D·IRAC DELTA GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FONKS·IYONU

Delta fonksiyonu genelleştirilmi̧s fonksiyonlar teorisine daha sa¼glam bir teorik temel kazan-

d¬rmak amac¬yla Dirac taraf¬ndan 1930 y¬l¬nda kuantum mekani¼ginin matematiksel for-

mülasyonunda teknik bir araç olarak geli̧stirilmi̧stir. Buradaki temel �kri şöyle aç¬klaya-

biliriz:

Bir tane düzgün olmayan kal¬nl¬kta bir çubuk düşünelim. Bu çubu¼gun uzunlu¼gu boyunca

kütlesinin nas¬l de¼gi̧sti¼gini ifade etmek için yo¼gunluk kütle fonksiyonunun yani �(x) in

tan¬mlanmas¬ gerekir. Bu �ziksel olarak x noktas¬nda çubu¼gun birim uzunlu¼gundaki

kütlesini ifade eder, matematiksel olarak da çubu¼gun a ile b aras¬nda kalan k¬sm¬n¬n

toplam kütlesiZ b

a

�(x)dx

ile verilir. Bu ifade sürekli kütle da¼g¬l¬m¬nda tatmin edici bir tan¬mlamad¬r. Kütle merkezi

veya eylemsizlik momenti �(x) fonksiyonuna göre ifade edilebilir.
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E¼ger kütle, bu çubu¼gun tamam¬na sürekli bir şekilde da¼g¬lmak yerine sonlu say¬da noktada

yo¼gunlaşm¬̧ssa biraz önce verilen tan¬m geçersiz say¬l¬r. Örne¼gin; ortas¬nda küçük fakat

a¼g¬r bir boncuk as¬l¬ olan kütlesi ihmal edilebilir bir ip veya kolye düşünelim. Kabul

edelim ki bu boncuk birim kütleye sahip olsun. Ve öyle küçük bir boncuk olsun ki bu

boncu¼gu matematiksel olarak bir nokta ile gösterebilelim.

E¼ger x = 0; (a; b) aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬ndaysa (a; b) aral¬¼g¬ndaki toplam kütle s¬f¬rd¬r. E¼ger

x = 0; (a; b) aral¬¼g¬nda ise bu durumda toplam kütle 1 dir. Çünkü boncu¼gun kütlesi 1

br dir. Bu kütle da¼g¬l¬m¬n¬ ifade edebilecek bir �(x) fonksiyonu yoktur. E¼ger olsayd¬,

x 6= 0 oldu¼gunda �(x) = 0 olacakt¬. Çünkü birim uzunluktaki kütle x = 0 d¬̧s¬nda

s¬f¬rd¬. Fakat e¼ger bir fonksiyon bir tek nokta d¬̧s¬nda her yerde s¬f¬r oluyorsa o zaman

bu aral¬k üzerindeki integralin s¬f¬r olmas¬gerekir. Bu nedenle orijini içeren bu aral¬k

üzerinde integralin al¬nmas¬ bize do¼gru cevab¬ vermez. Kütle da¼gl¬m¬ sürekli de¼gil de

noktasal oldu¼gunda klasik integral yetersiz kal¬r. Fiziksel aç¬dan kütle yo¼gunlu¼gu x = 0

d¬̧s¬nda her yerde s¬f¬rd¬r. Ancak x = 0 da kütle yo¼gunlu¼gu sonsuzdur. Çünkü sonlu bir

kütle s¬f¬r uzunlu¼gunda yo¼gunlaşm¬̧st¬r. Çok küçük bir yerde pozitif olmas¬na ra¼gmen bu

integral s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Bu durum �ziksel olarak anlaml¬, matematiksel olarak ayk¬r¬

bir görüştür.

Bu nedenle Dirac aşa¼g¬daki özelliklere sahip bir �(x) fonksiyonu tan¬mlam¬̧st¬r:

x 6= 0 iken �(x) = 0;

a < 0 < b olmak üzere

bZ
a

�(x)dx = 1:

E¼ger � fonksiyonu bir çubuktaki sürekli da¼g¬l¬m¬ifade eden herhangi bir çal¬̧smada kütle

yo¼gunluk fonksiyonu olarak al¬n¬rsa bu durum noktasal parçac¬ktaki sonuçlara kaŗs¬l¬k

gelecektir. Dolay¬s¬yla � fonksiyonu kullan¬ld¬¼g¬nda sürekli fonksiyon da¼g¬l¬m¬ ile ayr¬k

da¼g¬l¬m içeren �ziksel olaylar birleştirilerek tek bir teoriyle aç¬klanabilecektir. Burada

noktasal bir parçac¬k sürekli da¼g¬l¬mlar dizisinin bir limit noktas¬gibi ele al¬nabilir. �(x)

fonksiyonu benzer şekilde klasik fonksiyonlar dizisinin limiti olarak düşünülebilir. Örne¼gin

dn(x) = n=
�
�(1 + n2x2)

�
olarak tan¬mlan¬rsa

x 6= 0 ve n!1 iken dn(x)! 0
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x = 0 ve n!1 iken dn(0)!1

olur. Ayr¬ca

1Z
�1

dn(x)dx = 1

olacakt¬r. E¼ger

n!1 iken a < 0 < b ise

bZ
a

dn(x)! 1

olur.

Delta fonksiyonunu kullanan birçok �zikçi, mühendis veya uygulamal¬matematikçi yukar¬-

daki tan¬m¬kullanm¬̧st¬r. Soyut matematikçilere göre ise Dirac� ¬n tan¬mlamas¬ biraz

sorunlu bir durumdu. Ancak matematiksel olarak i̧se yarad¬¼g¬ve faydal¬sonuçlar verdi¼gi

de bilinmekteydi. Bu nedenle �(x) in do¼gru yere oturtulabilece¼gi bir teoriye ihtiyaç duyul-

muştur.

Bu teorinin temeli Sobolev taraf¬ndan 1936 y¬l¬nda ve Schwartz taraf¬ndan 1950� lerde

oluşturulmuştur. Onlar¬n geli̧stirdi¼gi genelleştirilmi̧s fonksiyonlar teorisi klasik analiz

içerisinde de uygulama alan¬bulmuş ve hatta baz¬aç¬lardan çeşitli avantajlar sa¼glam¬̧st¬r.

Örne¼gin; her genelleştirilmi̧s fonksiyon diferansiyellenebilirdir. Düzgün yak¬nsakl¬k du-

rumlar¬gözard¬edilerek her seri terim terim diferansiyellenebilir ve integrallenebilirdir.

Ama bu teorinin baz¬s¬n¬rlar¬da vard¬r. Yani Dirac delta genelleştirilmi̧s fonksiyonu ile

neler yap¬lamaz? Mesela Dirac delta genelleştirilmi̧s fonksiyonu kendisi ile çarp¬lamaz

veya sürekli olmayan fonksiyon ile çarp¬lamaz. Di¼ger bir dezavantaj¬ ise bir dizi for-

mal i̧slemlerin yap¬lmas¬gerekmektedir. Dirac delta genelleştirilmi̧s fonksiyonunu içere-

cek şekilde bir genelleştirilmi̧s fonksiyon kavram¬n¬n farkl¬şekillerde tan¬m¬n¬n verilmesi

mümkündür. Burada Schwartz�¬n yöntemi kullan¬lacakt¬r. Schwartz bu tarz fonksiyon-

lar¬da¼g¬l¬mlar diye adland¬rm¬̧st¬r. Buradaki temel �kir Dirac�¬n delta genelleştirilmi̧s

fonksiyonu �krinin bir teoriye oturtulmas¬d¬r. Herhangi bir aral¬k verildi¼ginde bir kütle

yo¼gunluk fonksiyonu bu aral¬¼g¬n kütlesini hesaplama imkan¬ verir. Daha genel olarak

� a¼g¬rl¬k fonksiyonu verildi¼ginde kütlenin ortalama a¼g¬rl¬¼g¬n¬n hesaplanmas¬n¬ sa¼glar.

Örne¼gin; yer çekim merkezlerinin hesaplanmas¬nda oldu¼gu gibi (Gri¤el 2002, s. 13 ).
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3.3 GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ TÜREV

f 2 D0 (
) olmak üzere, f genelleşmi̧s fonksiyonunun D�f (genelleşmi̧s) türevi,

(D�f; ') = (�1)j�j(f;D�'); ' 2 D(
)

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r (Vladimirov 1984, s. 94).
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BÖLÜM 4

·INTEGRAL GEOMETR·I PROBLEM·IN·IN ÇÖZÜMÜNÜN TEKL·I¼G·IN·IN

ARAŞTIRILMASI

D � Rn; n � 2 basit ba¼glant¬l¬, kapal¬ ve s¬n¬rl¬ bir bölge olsun. D bölgesinin bir

g 2 C6(D) metri¼gine göre konveks oldu¼gunu yani her x; y 2 D noktas¬için g metri¼ginin

bu noktalar¬birleştiren veD de bulunan bir tek �(x; y) jeodezi¼ginin varl¬¼g¬n¬kabul edelim.

Ayr¬ca D nin s¬n¬r¬C5 s¬n¬f¬ndan olsun.

Problem 4.1 Her (x; y) 2 @D � @D nokta çifti için de¼geri bilinenZ
�(x;y)

 
nX

i;j=2

aij(�(x; y; t))
:

�
i
(x; y; t)

:

�
j
(x; y; t)

!
dt; (4.1)

integralinden D bölgesinde aij (2 � i; j � n) fonksiyonlar¬n¬n belirlenmesi problemi ele

al¬nacakt¬r.

Bu çal¬̧sma boyunca

Rn0 := Rnn f0g ; Rn�10 := Rn�1n f0g ,

C50(D) = fa 2 C5(D)j supp a � Dg.

gösterimleri kullan¬lacakt¬r. Bu bölümde aşa¼g¬daki teoremin ispat¬tart¬̧s¬lacakt¬r.

Teorem 4.1 D bölgesi g 2 C6(D) metri¼gine göre konveks olsun. Ayr¬ca aij 2 C50(D) ve

g11 = 1, g1i = 0, 2 � i; j � n şartlar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda Problem 4.1 en çok bir

aij 2 C50(D), 2 � i; j � n, çözümüne sahiptir.

Bilindi¼gi gibi g metri¼gine göre konveks olan herhangi bir D bölgesi için, bu bölgede g ye

göre bir yar¬-jeodezik koordinat sistemi tan¬mlanabilir. Ayr¬ca, yar¬-jeodezik xi koordinat

sisteminde, g = (gij) metri¼ginin bileşenleri aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glar:

g11 = 1; g1i = 0; 2 � i � n:
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Tersine, bu koşullar xi koordinat sistemininD deki g metri¼gi için yar¬- jeodezik olmas¬için

yeterlidir (Raschewski 1959, s. 450). Yar¬-jeodezik koordinatlar¬n kullan¬ld¬¼g¬en önemli

alanlardan biri iza�yet teorisidir (Petrov 1969).

4.1 BAZI YARDIMCI LEMMALAR

Bu bölümde, ele al¬nan integral geometri probleminin çözümünün tekli¼gini incelemek için

gerekli olan ve Amirov (2005) de verilen baz¬yard¬mc¬lemmalar ve ispatlar¬sunulacakt¬r.

Bu amaçla

Iij(x; �) =

Z

(x;�)

b (z (x; �; t))
:
z
i
(x; �; t)

:
z
j
(x; �; t) dt; 2 � i; j � n; (4.2)

formunda bir yard¬mc¬fonksiyon tan¬mlayal¬m. (4.2) de b 2 C5(Rn) fonksiyonunun D

bölgesinin d¬̧s¬nda s¬f¬r oldu¼gu kabul edilsin. Ayr¬ca 
 (x; �) = (z1 (x; �; t) ; :::; zn (x; �; t))

n¬n aşa¼g¬da verilen (4.3)-(4.4) Cauchy probleminin bir çözümü oldu¼gu bilinmektedir:

d2zi

dt2
= ��ijk(z)

:
z
j :
z
k
; 1 � i � n; (4.3)

z(0) = x;
:
z(0) = �: (4.4)

Burada �ijk fonksiyonlar¬g metri¼ginin Christo¤el sembolleridir ve

z (x; �; t) =
�
z1 (x; �; t) ; :::; zn (x; �; t)

�
;

:
z (x; �; t) =

�
:
z
1
(x; �; t) ; :::;

:
z
n
(x; �; t)

�
;
:
z
i
=
d

dt
zi,

olarak tan¬ml¬d¬r. Ayr¬ca (4.3)-(4.4) probleminin çözümü aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir,

(Do Carmo, 1992):

z (x; �; t) = z (x; �; j�j t) ; :
z (x; �; t) = j�j :z (x; �; j�j t) (4.5)

Burada � = �= j�j ve j�j2 =
nP

i;j=1

gij�
i�j şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. (4.5) eşitlikleri göz önünde

bulundurulursa, (4.2) ifadesi

Iij(x; �) =

Z 1

0

b (z (x; �; t))
:
z
i
(x; �; t)

:
z
j
(x; �; t) dt

=

Z 1

0

b (z (x; �; j�j t)) j�j :zi (x; �; j�j t) j�j :zj (x; �; j�j t) dt

=
1

j�j

Z 1

0

b (z (x; �; �)) j�j :zi (x; �; �) j�j :zj (x; �; �) d� (4.6)
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formunda yaz¬labilir. Sadelik aç¬s¬ndan (4.2) de, i; j 2 f2; :::; ng indislerini sabitledikten

sonra

I(x; �) := Iij(x; �)

olarak al¬nabilir.

Ayr¬ca burada türevler için

@xs =
@

@xs
; @� =

@

@�
; @�j =

@

@�j
;

@�� = @
�1
�1
� � � @�n�n ; j�j = �1 + :::+ �n;

@�
0

�0 = @
�2
�2
� � � @�n�n ; j�

0j = �2 + :::+ �n

gösterimleri kullan¬lacakt¬r.

Lemma 4.1 D bölgesi g = (gij) 2 C6 (D) metri¼gine göre konveks olsun ve g metri¼gi

g11 = 1; g1i = 0; 2 � i � n

özelliklerini sa¼glas¬n. Bu durumda;

(i) @�� Iij; @
�
� @xsIij 2 C (
), 0 � j�j � 4;

(ii) Sabitlenmiş x 2 D ve �0 2 G0 (�0 6= 0) için;

(a) @�� Iij, @
�
� @xsIij 2 L2

�
R1
�1

�
, j�j � 2;

(b) @�� Iij, @
�
� @xsIij 2 L1

�
R1
�1

�
\ L2

�
R1
�1

�
, j�j = 3;

(c) �1@�� Iij, �
1@�� @xsIij 2 L1

�
R1
�1

�
\ L2

�
R1
�1

�
, j�j = 4; 1 � s � n, 2 � i; j � n

durumlar¬sa¼glan¬r.

Uyar¬4.1 Burada dikkat edilmesi gereken husus Lemma 4.1�in (4.6) deki i veya j in-

dislerinden en az birinin 1�e eşit olmas¬durumunda geçerli olmad¬¼g¬d¬r.

Gerçekten de:

(i) �1 ! �1 iken
:
z
1
(x; �; t)! :

z
1
(x;��0; t) = �1 oldu¼gundan

����1 :z1(x; �; t)��� fonksiyonu
�1 !1 iken

���1�� gibi artar,
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(ii) (4.6) integrali sonlu bir [0; d0] aral¬¼g¬nda al¬n¬r, burada d0, g = (gij(x)) metri¼gine

göre D nin çap¬d¬r.

(iii)
��� j�j :

z
k
(x; �; t)

��� � K1 dir.

Tüm bu nedenlerden dolay¬(4.6) den, e¼ger i; j indislerinden sadece biri 1�e eşitse, Iij(x; �)

sadece 
 kümesinde s¬n¬rl¬d¬r. Buna ra¼gmen jI11(x; �)j fonksiyonu herhangi sabitlenmi̧s

bir (x; �0) 2 D �G0 için �1 !1 iken,
���1�� gibi artar.

Lemma 4.1�in ·Ispat¬:

(4.6) daki son integralin sonlu [0; d0] aral¬¼g¬nda oldu¼gu kabul edilmektedir. gij 2 C6(D)

koşulundan, (4.3)-(4.4) probleminin z(x; �; t) çözümü k¬smi türevli denklemler teorisinden

C5(
(d0)) uzay¬na aittir. Burada


 (d0) = f(x; �; t) jx 2 D; � 2 Sn(x); t 2 [0; d0]g

şeklinde tan¬mlanm¬̧s olup Sn(x), x 2 D civar¬nda g metri¼gine göre birim küreyi ifade

etmektedir. Böylece b 2 C5 (Rn) ; � 2 G; �0 6= 0 koşullar¬ve (4.6) eşitli¼gi hesaba kat¬l¬rsa,

0 � j�j � 4; 1 � s � n için

@�� I; @
�
� @xsI 2 C(
)

olur.

Di¼ger taraftan Lemma 4.1�in ikinci iddias¬n¬ispatlamak için

j�j :zk (x; �; �)

ifadesinin ve onun �j ye göre türevlerinin davran¬̧s¬n¬�1 �!1 iken araşt¬rmak gerekir.

Bunun için �1 = 1
�
olsun. Bu durumda �1 �! +1 yani � �! +0 için � = �

j�j 2 S
n(x)

vektörü �0 = (1; 0; :::; 0) 2 Rn vektörüne yak¬nsar. Bu nedenle k¬smi diferansiyel denklem-

ler teorisinden bilindi¼gi gibi, (4.3)-(4.4) probleminin tek çözümü � �! +0 iken C2[0; d0]

da z (x; �0; t) ye yak¬nsar (Petrovski 1966). g = (gij) metri¼gi yar¬-jeodezik koordinatlarda

verildi¼ginden �11s = �
s
11 = 0; 1 � s � n ve (4.3)-(4.4) probleminin çözümü tek oldu¼gundan

z
�
x; �0; t

�
=
�
z1
�
x; �0; t

�
; :::; zn

�
x; �0; t

��
olur. Burada

z1
�
x; �0; t

�
= x1 + t; zk

�
x; �0; t

�
= xk;

:
z
�
x; �0; t

�
= (1; 0; � � � ; 0); :

z
1 �
x; �0; t

�
= 1;
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:
z
k �
x; �0; t

�
= 0; 2 � k � n

dir.

Di¼ger taraftan �1 = 1
�
> 0 için

j�0j� =
 
1 + �2

nX
2

gij�
i�j

!1=2
olmak üzere

j�j :zk
�
x;
�1

j�j ; � � � ;
�n

j�j ; t
�
=
1

�
j�0j�

:
z
k

 
x;

1

j�0j�
;
��2

j�0j�
; � � � ; ��

n

j�0j�
; t

!
; (4.7)

dir. Böylece e¼ger x 2 D; (�2; :::; �n) 2 G0; t 2 [0; d0] sabitlenirse, bu durumda

:
z
k

�
x;

1

j�0j�
;
��2

j�0j�
; � � � ; ��

n

j�0j�
; t

�
fonksiyonuna [0; �] aral¬¼g¬nda � ya göre ortalama de¼ger teoremi uyguland¬¼g¬nda,

zk
�
x; �0; t

�
= 0; 2 � k � n

eşitli¼ginden,

:
z
k

 
x;

1

j�0j�
;
��2

j�0j�
; � � � ; ��

n

j�0j�
; t

!
= �@�0

:
z
k
; 0 < �0 < � � 1; 2 � k � n (4.8)

elde edilir, burada @�0
:
z
k;

:
z
k

�
x;

1

j�0j�
;
��2

j�0j�
; � � � ; ��

n

j�0j�
; t

�
fonksiyonunun � = �0 noktas¬nda � ya göre türevidir.

Ayr¬ca
:
z
k
(x; �; t) 2 C5(
(d0)) ve

�
1

j�0j�
; ��

2

j�0j�
; � � � ; ��nj�0j�

�
2 Sn(x) oldu¼gundan

@�
:
z
k

 
x;

1

j�0j�
;
��2

j�0j�
; � � � ; ��

n

j�0j�
; t

!

fonksiyonu 
 (d0) üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. 
 (d0) kapal¬ve s¬n¬rl¬bir kümedir. O halde (4.7)

ve (4.8) ba¼g¬nt¬lar¬ndan, �1 �! +1 iken � = �
j�j 2 S

n(x) vektörü �0 = (1; 0; :::; 0) 2 Rn

vektörüne yak¬nsad¬¼g¬ndan 
 kümesinde��� j�j :
z
k
(x; �; t)

��� � K1; 2 � k � n (4.9)

elde edilir, buradaK1 > 0, (x; �) 2 D�G den ba¼g¬ms¬zd¬r fakat
:
z (x; �; t) vektör fonksiyo-

nunun C1 (
 (d0)) uzay¬na göre normuna ve G0 kümesinin çap¬na ba¼gl¬d¬r.
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Yukar¬daki yolla son eşitsizlik �1 �! �1 durumu için de gösterilebilir.

Ayr¬ca

@�1 (j�j) =
�1

j�j ; @
2
�1 (j�j) =

1

j�j �
�
�1
�2

j�j3
; @�i@�1 (j�j) = �

nP
r=2

gri�
r�1

j�j3
;

@�i (j�j) =

nP
r=2

gri�
r

j�j ; @�j@�i (j�j) =
gji
j�j �

nP
r=2

grj�
r
nP
r=2

gri�
r

j�j3

eşitliklerini gözönünde bulundurarak

@�1

�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

=
�1

j�j2
�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

+ j�j
 
�

nX
j=1

@�j
:
z
k �

j�1

j�j3
+
1

j�j@�
1
:
z
k

!
; (4.10)

@�i

�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

=
1

j�j2
nX
j=2

gij�
j

�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

+ j�j
 
�

nX
s=1

�
@�s

:
z
k
� 1

j�j3
�s

nX
j=2

gij�
j +

1

j�j@�i
:
z
k

!
; (4.11)

@2�1

�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

=
1

j�j
:
z
k � (�

1)2

j�j3
:
z
k �

nX
j=2

�j

j�j2
@�j

:
z
k � 2 �

1

j�j2
@�1

:
z
k

+2�1
nX
j=1

�j�1

j�j4
@�j

:
z
k
+
�1

j�j2

 
nX
j=1

��j�1

j�j2
@�j

:
z
k
+ @�1z

k

!
n

+
X
j=1

�j�1

j�j3

 
nX
i=1

�i�1

j�j2
@�i@�j

:
z
k � @�j@�1

:
z
k

!

�
nX
j=1

�j�1

j�j3
@�1@�j

:
z
k
+
1

j�j@
2
�1
:
z
k
; (4.12)

@�i@�1

�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

= � �1

j�j3
(
nX
j=2

gij�
j)
:
z
k �

 
nX
j=1

:
z
k
�j
�j�1

j�j4

! 
nX
j=2

gij�
j

!

+
:
z
k
�i
�1

j�j2
+ 2

 
nX
j=1

:
z
k
�j�

j�1

! 
1

j�j4
nX
j=2

gij�
j

!

� :
z
k
�i
�1

j�j2
+

nX
j=1

�j�1

j�j3

 
nX

m=1

:
z
k
�j�m

1

j�j2
�m

nX
s=2

gis�
s � :

z
k
�i�j

!

�
nP
j=1

:
z
k
�j�1

1

j�j3
�j

nX
j=2

gij�
j +

1

j�j
:
z
k
�i�1 ; (4.13)
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2 � i � n; � = �
j�j ve

@�i@�j

�
j�j :zk

�
x;
�

j�j ; t
��

=
gij
j�j

:
z
k � 1

j�j3

 
nX
r=2

gjr�
r

! 
nX
r=2

gir�
r

!
:
z
k

� 1

j�j2

 
nX
r=2

gjr�
r

! 
nX
s=1

�
@�s

:
z
k
� 1

j�j2

 
�s

nX
r=2

gir�
r

!
� @�i

:
z
k

!

�
�
@�i

:
z
k
� 1

j�j2
(
nX

r=2

gjr�
r)�

nX
s=1

�
@�s

:
z
k
� �sgij
j�j2

+
2

j�j4

 
nX
r=2

gjr�
r

! 
nX
s=1

�
@�s

:
z
k
�
�s

 
nX
r=2

gjr�
r

!!

+
nX
s=1

1

j�j3
�s(

nX
r=2

gir�
r)

 
nX

m=1

�
@�m@�s

:
z
k
� 1

j�j2
�m

nX
r=2

gir�
r � @�s@�i

:
z
k

!

� 1

j�j3

 
nX
r=2

gir�
r

!
nX

m=1

�m@�m@�j
:
z
k
+
1

j�j@�j@�i
:
z
k
; (4.14)

elde edilir, burada 2 � i; j � n dir.
:
z
k 2 C5 (
 (d0)) ve G0 cümlesi kapal¬ ve s¬n¬rl¬

oldu¼gundan, (4.9)-(4.14)�den 
 üzerinde���j�jj�j�1 @�� �j�j :zk���� � K2; 1 � j�j � 4 (4.15)

elde edilir, burada K2 > 0, (x; �) 2 (D �G)�den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Yukar¬da K2 ifadesi
:
z (x; �; t) vektör fonksiyonunun C5 (
 (d0)) uzay¬ndaki normuna ve

G0 kümesinin çap¬na ba¼gl¬d¬r. Ayr¬ca aşa¼g¬daki eşitsizlikler 
 da geçerlidir:����j�jj�j+1 @�� � 1j�j
����� � K3;

���j�jj�j @�� (b(z))��� � K4; 0 � j�j � 4: (4.16)

Burada K3 ve K4, (4.15) daki K2 ile ayn¬parametrelere ba¼gl¬d¬r.

Sonuç olarak bir integralin bir parametreye göre diferansiyeli,

j�j :zk; @�j
�
j�j :zk

�
fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬ve (4.15) - (4.16) ili̧skileri kullan¬larak Lemma 4.1� in ikinci

iddias¬n¬n ispat¬tamamlan¬r.

Lemma 4.2 Lemma 4.1�in şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. Bu durumda

(i) @�
0

�0
bIij; @�0�0 @xs bIij 2 C �D ���

� �G0
�
\ L2

�
R1�
�
, j�0j � 2;

(ii) @�
0

�0
bIij; @�0�0 @xs bIij 2 C �D � R1� �G0� \ L2 �R1�� ; j�0j = 3;
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(iii) �r@�
0

�0 @�
bIij; �r@�0�0 @�@xs bIij 2 C �D � R1� �G0� \ L2 �R1�� ;

r + j�0j = 4; 0 � r � 4 olup 1 � s � n ve 2 � i; j � n

özellikleri geçerlidir.

Lemma 4.2�nin ·Ispat¬:

Lemma 4.1�in (c) ş¬kk¬ndan, belirlenmi̧s x 2 D ve �0 2 G0 (�0 6= 0) için,

�1@r�1
�
@�

0

�0 I
�
; �1@r�1

�
@�

0

�0 @xj I
�
2 L1

�
R1�1
�
\ L2

�
R1�1
�
; r + j�0j = 4; 0 � r � 4

yaz¬labilir. Bu durumda (4.9)-(4.14) ba¼g¬nt¬lar¬ve Fourier dönüşümünün özelliklerinden

�r@�
0

�0 @�
bI; �r@�0

�0 @�@xj
bI 2 C �D � R1� �G0� \ L2 �R1�� (4.17)

elde edilir, burada r + j�0j = 4; 0 � r � 4; yani, Lemma 4.2�nin (iii) ş¬kk¬ispatlanm¬̧s

olur.

Lemma 4.2�nin ikinci iddias¬, Lemma 4.1�in (i) ve (ii-b)�si kullan¬larak ispatlan¬r.

Lemma 4.1�in (i) ve (ii-c) ş¬klar¬ndan r+j�0j = 4, 0 � r � 4 , x 2 D ve �0 6= 0; �0 2 G0 için

@r�1
�
@�

0

�0 I
�
; @r�1

�
@�

0

�0 @xj I
�
2 L1

�
R1�1
�
\ L2

�
R1�1
�

yaz¬labilir. Son elde edilenler ve Lemma 4.1�in (i) ş¬kk¬

�r@�
0

�0
bI; �r@�0

�0 @xj
bI 2 C �D � R1� �G0� \ L2 �R1�� (4.18)

oldu¼gunu gösterir. Sonuç olarak j�0j � 4 için,

@�
0

�0
bI; @�0

�0 @xj
bI 2 C �D ���

� �G0
�

(4.19)

elde edilir. Lemma 4.2�nin ilk iddias¬, Lemma 4.1�in (ii-a)�s¬, (4.18) ve (4.19) dan elde

edilir.

4.2 ·INTEGRALGEOMETR·I PROBLEM·IN·INB·IRTERS PROBLEME ·IN-

D·IRGENMES·I

Ele al¬nan integral geometri problemini kinetik denklem için bir ters probleme indirgemek

için aşa¼g¬daki yard¬mc¬fonksiyon tan¬mlayal¬m:

u(x; �) =

nX
i;j=2

Z

(x;�)

aij (z (x; �; t))
:
z
i
(x; �; t)

:
z
j
(x; �; t) dt: (4.20)
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Burada 
 (x; �), g = (gij)metri¼ginin, x 2 D noktas¬ndan başlay¬p � 2 Rn0 vektörü yönünde

devam eden bir ¬̧s¬n¬d¬r. Ayr¬ca aij 2 C50(D)�dir.

G0 kümesi �0 = (�2; :::; �n) de¼gi̧skenlerinin kapal¬ve s¬n¬rl¬bir kümesi ve 0 =2 G0 olmak

üzere

G =
�
� 2 Rn j � = (�1; �0); �1 2 R1; �0 2 G0

	
;


 = f(x; �)jx 2 D; � 2 Gg

kümeleri tan¬mlans¬n.

Uyar¬4.2 u(x; �) fonksiyonu Iij formundaki fonksiyonlar¬n toplam¬olarak ifade edildi¼gin-

den Lemma 4.1 ve Lemma 4.2; u(x; �) için de geçerlidir. Di¼ger taraftan, Uyar¬4.1 de

ifade edilen nedenlerle, e¼ger

u(x; �) =
nX

i;j=2

Z

(x;�)

aij (z (x; �; t))
:
z
i
(x; �; t)

:
z
j
(x; �; t) dt

eşitli¼ginin sa¼g taraf¬

nX
i;j=1

Z

(x;�)

aij (z (x; �; t))
:
z
i
(x; �; t)

:
z
j
(x; �; t) dt;

eşitli¼gi ile yer de¼giştirirse, bu durumda verilen lemmalar geçerli olmaz.

(4.20) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n x noktas¬nda � yönünde türevi al¬n¬r ve (4.3), (4.4)

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬l¬rsa

nP
j=1

�j
@u

@xj
�

nP
j;k;s=1

�
s

jk(x)�
k�j

@u

@�s
=

nP
j;k=2

ajk(x)�
k�j (4.21)

kinetik denklemi elde edilir. Ayr¬ca Problem 4.1� in ifadesi, (4.20), (4.5) eşitlikleri ve

ajk(x) fonksiyonlar¬n¬n D bölgesinin d¬̧s¬nda s¬f¬r olmas¬dikkate al¬n¬rsa, u(x; �) fonksiyo-

nunun (x; �) 2 @D � Rn0 için bilindi¼gi görülür. Böylece Problem 4.1�in çözümünün tek-

li¼ginin araşt¬r¬lmas¬meselesi, aşa¼g¬daki problemin çözümünün tekli¼ginin araşt¬r¬lmas¬na

indirgenir:

Problem 4.2 u(x; �) fonksiyonunun (x; �) 2 @D�Rn0 için bilindi¼gi kabul edilerek (4.21)

denkleminden (ajk), (2 � j; k � n) matris de¼gerli fonksiyonunun belirlenmesi problemi

ele al¬nacakt¬r.
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Problem 4.2�nin çözümünün tekli¼gini Fredholm alternatif teoremi yard¬m¬ile ispatlamak

için

u(x; �) = 0, (x; �) 2 @D � Rn0 (4.22)

homojen s¬n¬r koşulu al¬n¬r.

4.3 PROBLEM 4.2�YE FOUR·IER DÖNÜŞÜMÜNÜN UYGULANMASI

Bir I(x; �) 2 L1
�
R1
�1

�
fonksiyonunun �1 de¼gi̧skenine göre Fourier dönüşümü

F fI(x; �)g = bI (x; �; �0) := Z 1

�1
I
�
x; �1; �0

�
e�

p
�1�1�d�1

olarak tan¬mlans¬n. Burada �; �1 in dual de¼gi̧skenidir. Ayr¬ca � = �1; 1 olmak üzere

��
� : =

�
� 2 R1�j �� > 0

	
;

�
�

� : =
�
� 2 R1�j �� � 0

	
kümeleri tan¬mlans¬n.

Şimdi (4.21) denklemine sabitlenmi̧s her bir x 2 D ve �0 2 G0 için �1 de¼gi̧skenine göre

Fourier dönüşümü uygulayal¬m. O halde �11k = �k11 = 0; 1 � k � n oldu¼gu dikkate

al¬narak

p
�1@�@x1bu� 2p�1 nX

j;k=2

�j1k�
k@�@�jbu+ nX

j=2

�j@xj bu
�
p
�1

nX
j;k=2

�1jk�
k�j�bu� nX

j;k;s=2

�sjk�
k�j@�sbu = 2�� (�) nX

k;j=2

akj (x) �
k�j

yaz¬labilir. Bu denklemde � (�) Dirac delta genelleştirilmi̧s fonksiyonu olup

F(1) = 2�� (�)

d¬r.

Uyar¬4.2 ile Lemma 4.2 hesaba kat¬l¬rsa, bu, @�bu fonksiyonlar¬n¬n � > 0 ve � < 0 olmas¬
durumlar¬için,D�G0 bölgesinde sürekli diferansiyellenebilir oldu¼gu görülür. Bu durumda

Fourier dönüşümü uygulad¬ktan sonra elde edilen denklem kullan¬l¬rsa � > 0 ve � < 0

durumlar¬için bu fonksiyonu aşa¼g¬daki denklemi klasik anlamda sa¼glar:
p
�1@�@x1bu� 2p�1 nX

j;k=2

�j1k�
k@�@�jbu

+

nX
j=2

�j@xj bu�p�1 nX
j;k=2

�1jk�
k�j�bu� nX

j;k;s=2

�sjk�
k�j@�sbu = 0: (4.23)
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Burada bu = p+p�1q yaz¬l¬rsa ve � > 0 ve � < 0 durumlar¬için (4.23) eşitli¼ginin sol taraf¬
reel ve imajiner k¬s¬mlar¬na ayr¬l¬rsa @�p ve @�q fonksiyonlar¬na göre s¬ras¬yla aşa¼g¬daki

denklemler elde edilir:

@�@x1p� 2
nP

j;k=2

�j1k�
k@�@�jp = z1; (4.24)

@�@x1q � 2
nP

j;k=2

�j1k�
k@�@�jq = z2: (4.25)

Burada z1ve z2 aşa¼g¬daki şekilde tan¬ml¬d¬r:

z1 =

nX
j;k=2

�1jk�
k�j�p�

nP
j=2

�j@xjq +
nX

s;j;k=2

�sjk�
k�j@�sq;

(4.26)

z2 =
nX

j;k=2

�1jk�
k�j�q +

nP
j=2

�j@xjp�
nX

s;j;k=2

�sjk�
k�j@

�s
p:

Ek olarak aşa¼g¬daki s¬n¬r koşullar¬mevcuttur:

u (x; �) = 0; (x; �) 2 @D �G; (bu(x; �; �0) = 0; (x; �0) 2 @D �G0) : (4.27)

Lemma 4.3 Lemma 4.1�de verilen koşullar ve (4.22) s¬n¬r şart¬sa¼glans¬n. Bu durumdabu fonksiyonu sabitlenmiş (x; �0) 2 D �G0 için
@�

0

�0 @�bu(x; �; �0); @�0�0 @xs@�bu(x; �; �0) 2 L1 ���
�

�
\ L2

�
��
�

�
;

0 � j�0j � 2 ve 1 � s � n için

@�
0

�0 @�bu; @�0�0 @xs@�bu 2 C
�
D ���

� �G0
�
;

@�
0

�0 bu; @�0�0 @xsbu 2 C
�
D ���

� �G0
�
;

özelliklerine sahiptir.

Uyar¬4.3 Lemma 4.3�ün ispat¬nda temelde (4.27) koşulu kullan¬lmaktad¬r.

Lemma 4.3�ün ·Ispat¬:

Burada (4.25) denklemi, @�q fonksiyonu için bir diferansiyel denklem olarak ele al¬n¬r. Bu

durumda birinci mertebeden bir k¬smi türevli denklem için karakteristik kavram¬hesaba

kat¬larak

d

ds
x1 = 1;

d

ds
�k = �2

nP
j=2

�k1j�
j;
d

ds
(@�q) = z2; k = 2; 3; :::; n (4.28)
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yaz¬labilir. Di¼ger taraftan Lemma 4.2�den 0 � j�0j � 2, 1 � j � n için,

@�
0

�0z2; @
�0

�0 @xjz2 2 C
�
D ��1

� �G0
�
\ L2

�
�1
�

�
(4.29)

oldu¼gunu biliyoruz. Böylece (4.27), (4.28) ve (4.29)�dan,

@�q(x; �; �
0) =

Z x1

x10

z2 (� ; x0; �; � 0(� ; �0)) d� (4.30)

olur. Burada x10, (x
1
0; x

0) 2 @D s¬n¬r noktas¬n¬n birinci bileşeni olup (x1; x0) 2 D�nin

birinci bileşeni x1 > x10 koşulunu sa¼glamaktad¬r. (4.30) eşitli¼ginde

� 0(� ; �0) = (�2(� ; �0); :::; �n(� ; �0))

vektörünün bileşenleri � 0(x1) = �0 başlang¬ç koşuluna sahip

d

d�
�k = �2

nP
j=2

�k1j�
j; 2 � k � n

diferansiyel denklem sistemini sa¼glar. Ayr¬ca � 0(x1) = �0 6= 0 koşuluna sahip bu Cauchy

probleminin çözümünün tekli¼gi � 0(� ; �0) 6= 0; � 2 [x10; x10 + d0] olmas¬n¬gerektirir. Ayr¬ca

z2 (x; �; �0) fonksiyonu D bölgesinin d¬̧s¬nda s¬f¬r oldu¼gundan ve Ox1 koordinat eksenine

paralel olan Rnx deki do¼grular (gij) metri¼gine göre jeodezikler oldu¼gundan, (4.30) daki

integral (x10; x
1
0 + d0) sonlu aral¬¼g¬üzerinde al¬n¬r, burada d0 s¬n¬rl¬D bölgesinin çap¬d¬r.

Di¼ger yandan,(4.6), (4.15), (4.16) ve Lemma 4.1�denZ +1

�1
u2(x; �)d�1

integralinin (x; �0) 2 D�G0 parametresine göre düzgün yak¬nsak oldu¼gu veD�G0 üzerinde

sürekli oldu¼gu görülür. Bu durumda Plancherel eşitsizli¼ginden

2�

Z +1

�1
u2(x; �)d�1 =

Z +1

�1
jbu(x; �; �0)j2 d�;

olupZ +1

0

q2(x; �; �0)d�;

Z +1

0

p2(x; �; �0)d�

integralleri D �G0 üzerinde süreklidir.

Ayr¬ca (4.6), (4.15) ve (4.16) ileZ +1

�1
(@�� u(x; �))

2d�1;

Z +1

�1
(@�� @xju(x; �))

2d�1
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integralleri (x; �0) 2 D �G0 parametresine göre düzgün yak¬nsakt¬r ve

j�j � 3; 1 � j � n

için D � G0 üzerinde süreklidir. Bu durumda yukar¬dakine benzer şekilde aşa¼g¬daki

integrallerin j�0j � 3 için D �G0 üzerinde sürekli oldu¼gu gösterilebilir:Z +1

0

(@�
0

�0 q(x; �; �
0))2d�;

Z +1

0

(@�
0

�0 p(x; �; �
0))2d�;

Z +1

0

(@�
0

�0 @xjq(x; �; �
0))2d�;

Z +1

0

(@�
0

�0 @xjp(x; �; �
0))2d�:

BöyleceZ +1

0

(@�
0

�0z2(x; �; �
0))2d�;

Z +1

0

(@�
0

�0 @xjz2(x; �; �
0))2d�

integralleri j�0j � 2 için D �G0 üzerinde süreklidir.

Di¼ger taraftan (4.30) dan

q2� � (x1 � x10)
Z x1

x10

z22 (� ; x0; �; �
0(� ; �0)) d� (4.31)

elde edilir. BuradanZ +1

0

z22 (x; �; �
0) d�

fonksiyonu (x; �0) 2 D � G0 parametrelerine göre sürekli ve D, G0 kümeleri de kapal¬ve

s¬n¬rl¬oldu¼gundan, (x; �0) den ba¼g¬ms¬z bir M > 0 say¬s¬ile s¬n¬rl¬Z x1

x10

�Z +1

0

z22 (� ; x0; �; �
0(� ; �0)) d�

�
d�

integralinin var oldu¼gu sonucu ç¬kar. Bu durumda (4.31) den, Fubini-Tonelli teoremi ile

her N > 0 için,Z N

0

(@�q(x; �; �
0))
2
d� � d0

Z N

0

 Z x1

x10

z22 (� ; x0; �; �
0(� ; �0)) d�

!
d�

= d0

Z x1

x10

�Z N

0

z22 (� ; x0; �; �
0(� ; �0)) d�

�
d�

� d0M

elde edilir. Benzer sebepten, (4.30) dan, j�0j � 2 içinZ N

0

(@�
0

�0 @�q(x; �; �
0))2d�;

Z N

0

(@�
0

�0 @xj@�q(x; �; �
0))2d� � d0M1 (4.32)
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oldu¼gu görülür, burada M1 > 0 say¬s¬Z x1

x10

(

Z +1

0

(@�
0

�0z2(� ; x
0; �; � 0(� ; �0)))2d�)d�

veZ x1

x10

(

Z +1

0

(@�
0

�0 @xjz2(� ; x
0; �; � 0(� ; �0)))2d�)d�

sürekli fonksiyonlar¬n¬n D �G0 üzerinde maksimumudur. (4.32) eşitlikleri j�0j � 2 için

@�
0

�0 @�q; @
�0

�0 @xj@�q 2 L2
�
�1
�

�
oldu¼gunu gösterir. Ayr¬ca Lemma 4.2 den sonra Uyar¬4.2 dikkate al¬n¬rsa, (4.17) den,

@�
0

�0 @�q(x; �; �
0); @�

0

�0 @xj@�q(x; �; �
0) 2 L1

�
�1
�

�
\ C

�
D ��1

� �G0
�

olur. Benzer şekilde

@�
0

�0 @�q(x; �; �
0); @�

0

�0 @xj@�q(x; �; �
0) 2 L1

�
��1
�

�
\ C

�
D ���1

� �G0
�

oldu¼gu görülür.

(4.24) eşitli¼ginden benzer yolla j�0j � 2; � = �1; 1 için,

@�
0

�0 @�p(x; �; �
0); @�

0

�0 @xj@�p(x; �; �
0) 2 L1

�
��
�

�
\ L2

�
��
�

�
\ C

�
D ���

� �G0
�

yaz¬labilir.

Sonuç olarak, j�0j � 2; 1 � j � n için

@�
0

�0 @�bu; @�0�0 @xj@�bu 2 L1 ���
�

�
\ L2

�
��
�

�
\ C

�
D ���

� �G0
�

elde edilir. Dolay¬s¬yla

@�
0

�0 q(x; �; �
0) = �

Z 1

�

@�
0

�0 @�q(x; � ; �
0)d� (4.33)

eşitli¼gi sa¼glan¬r ve buradan (x; �0) 2 D �G0 noktas¬için

@�
0

�0 q(x;+0; �
0) = �

Z 1

0

@�
0

�0 @�q(x; � ; �
0)d� (4.34)

bulunur. (4.32)-(4.34) ba¼g¬nt¬lar¬ndan���@�0�0 q(x; �; �0)� @�0�0 q(x;+0; �0)���2 =

����Z �

0

@�
0

�0 @�q(x; � ; �
0)d�

����2
� �

Z �

0

(@�
0

�0 @�q(x; � ; �
0))2d�

� �d0M1
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eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Böylece @�
0

�0 q(x; �; �
0) fonksiyonu, � ! +0 iken (x; �0) 2 D � G0

parametrelerine göre @�
0

�0 q(x;+0; �
0) fonksiyonuna düzgün olarak yak¬nsar. Böylece, � > 0

için

@�
0

�0 q(x; �; �
0) 2 C (D �G0)

oldu¼gundan

@�
0

�0 q(x;+0; �
0) 2 C (D �G0)

olur. Benzer şekilde j�0j � 2; 1 � j � n için,

@�
0

�0 @xjq(x;+0; �
0); @�

0

�0 p(x;+0; �
0); @�

0

�0 @xjp(x;+0; �
0); @�

0

�0 q(x;�0; �
0);

@�
0

�0 @xjq(x;�0; �
0); @�

0

�0 p(x;�0; �
0); @�

0

�0 @xjp(x;�0; �
0)

fonksiyonlar¬n¬n C (D �G0) uzay¬na ait oldu¼gu görülebilir.

4.4 YEN·I KOORD·INATLARDA BAZI YARDIMCI SONUÇLAR

Bir noktada jeodezik olan özel koordinatlar¬n varl¬¼g¬ilk kez Riemann (1868) taraf¬ndan

tan¬mlanan Riemann koordinalar¬ile mümkün olmuştur. Bu sistemin ay¬rt edici özelli¼gi

orijinden geçen jeodeziklerin, Öklid geometrisindeki kartezyen koordinat sisteminin ori-

jininden geçen düz do¼grularla denklem olarak ayn¬forma sahip olmas¬d¬r. Bir Riemann

manifoldunda orijin noktas¬P olan key� bir koordinat sistemi alal¬m. Mümkün olan

her yönde, P noktas¬ndan geçen jeodeziklerin mevcut oldu¼gunu kabul edelim. Her bir

jeodezik denklemi bir kanonik parametre ile ili̧skilendirelim. Herhangi iki kanonik para-

metre i = a� + b do¼grusal ba¼g¬nt¬s¬ile birbirine ba¼gl¬oldu¼gundan � parametresini öyle

seçebiliriz ki P noktas¬her jeodezik üzerinde � = 0 de¼gerine kaŗs¬l¬k gelir ve paramet-

re sabit bir çarpan ile belirlenir. P den geçen her jeodezik �i =
n
dxi

d�

o
P
te¼get vektörü

ile ve üzerindeki A noktas¬da � parametresinin de¼geri ile tam olarak tan¬mlan¬r. Bu

ifadeler, şüphesiz P noktas¬n¬n jeodezik diferansiyel denklemi için varl¬k ve teklik teorem-

lerinin şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬komşulu¼gunda geçerlidir. Sadece böyle bir bölgede Riemann

koordinatlar¬n¬n inşa edilmesi mümkündür. E¼ger A n¬n orijinal koordinatlar¬

xi(i = 1; :::; n)

ise buna kaŗs¬l¬k gelen Riemann koordinatlar¬

yi = �i� (1 � i � n)
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şeklinde tan¬mlan¬r (Petrov 1969). Böylece

xi = xi(y1; :::; yn)

dir. Diferansiyel denklemler teorisinden bilindi¼gi gibi, orijinal koordinat sisteminde,

jeodezik üzerinde xi fonksiyonlar¬başlang¬ç şartlar¬na ve � parametresine ba¼gl¬d¬r:

xi = xi(� ;�xi; �i):

Ayr¬ca xi�ler yi fonksiyonlar¬n¬n sürekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar¬olup P nin bir

komşulu¼gunda xi ve yi aras¬nda birebir eşleme vard¬r.

O halde aç¬kt¬r ki, bir ex0 2 D noktas¬merkez olarak al¬n¬rsa

nX
i;j=2

aij(x)
:

�
i :

�
j

diferansiyel formu yeni koordinatlarda

nX
k;s=2

eaks(y) :�k :�s
halini al¬r. Burada eaks = aij@ykxi@ysxjve aij = aij (x (y)) şeklinde verilir.
Dolay¬s¬yla (4.20) formulüne benzeyen bir

eu (y; �) = nX
i;j=2

Z
e
(y;�) eaij (~z (y; �; t)) :~zi (y; �; t) :~zj (y; �; t) dt; (4.35)

fonksiyonu yaz¬labilir. Burada

e
(y; �) = �~z1 (y; �; t) ; :::; ~zn (y; �; t)	
yeni koordinatlarda, y 2 eD noktas¬ndan � do¼grultusunda geçen g metri¼ginin bir jeodezi-

¼gidir. u(x; �) fonksiyonu için verilen Lemma 4.1 ve Lemma 4.3�ün eu (y; �) fonksiyonu
içinde geçerli oldu¼gu kolayca görülebilir. Böylece, y = 0 da e�ijk = 0 olaca¼g¬ndan eu (y; �)
fonksiyonu aşa¼g¬daki denklemi sa¼glar:

nP
i=1

� i@yieu = nP
s;k=2

eaks(y)�k�s. (4.36)

Burada e�ijk, yeni y koordinatlar¬nda g metri¼ginin Christo¤el sembolleridir. u(x; �) için
geçerli olan Lemma 4.1 ve Lemma 4.3 ayr¬ca eu(y; �) fonksiyonu içinde sa¼gland¬¼g¬ndan
bundan sonra sadelik aç¬s¬ndan

(y; �) ; eu (y; �) ; e
(y; �); eaks(y)
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sembollerinin yerine

(x; �) ; u(x; �); 
(x; �); aks(x)

sembolleri kullan¬lacakt¬r.

Di¼ger yandan, öklid metri¼ginde jeodezik denklem

z (x0; �; t) = x0 + �t; (� 6= 0)

formunda oldu¼gundan

:
z (x0; �; t) =

d

dt
z (x0; �; t)

fonksiyonunun �s (1 � s � n) parametresine göre ikinci türevinin j�j � 1
2
ve t 2 (0;+1)

için s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r. E¼ger jeodezi¼gin denklemi � = �
j�j olacak şekilde

z (x0; �; t) = x0 + �t

formunda yeniden yaz¬l¬rsa, bu durumda
:
z (x0; �; t) =

�
j�j fonksiyonunun �

s parametresine

göre ikinci türevi j�j � 1
2
ve t 2 (0;+1) için s¬n¬rl¬olmayacakt¬r. Bu s¬n¬rs¬zl¬k yeni

� = �
j�j parametresinin tan¬mlanmas¬ve j�j �

1
2
için j�j fonksiyonunun ikinci türevlerinin

s¬n¬rs¬z olmas¬ile ba¼glant¬l¬d¬r.

Lemma 4.4 Yeni koordinat sisteminde,

@�i@�1u(0; �), @�i@�1@xju(0; �); 1 � i; j � n;

fonksiyonlar¬ j�j � 1
2
için G kümesi üzerinde s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca 1 � i; j � n için

u(0; �1; �0); @�iu(0; �
1; �0); @�i@xju(0; �

1; �0); @�i@�1u(0; �
1; �0); @xj@�i@�1u(0; �

1; �0);

fonksiyonlar¬ �0 ! 0 iken L2(R1�1) de s¬f¬ra yak¬nsar.

Lemma 4.4�ün ·Ispat¬:

Öncelikle,
:
z
i
(x; �; t) fonksiyonlar¬n¬n �� ye göre ikinci mertebeden türevleri s¬n¬rl¬ ise

@�i@�1u fonksiyonlar¬da 0 < j�j � 1
3
ve 1 � i � n için s¬n¬rl¬olacakt¬r. supp b � D

ve (4.3)-(4.4) probleminin çözümü (4.21) özelli¼gine sahip oldu¼gundan, d0, g = (gij(x))

metri¼ginde D nin çap¬ olmak üzere, (4.6) daki integral
h
0; d0j�j

i
sonlu aral¬¼g¬ üzerinde

düşünülebilir. Böylece (4.6) eşitli¼gi aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir:

Iij(x; �) =

Z d0
j�j

0

b (z (x; �; t))
:
z
i
(x; �; t)

:
z
j
(x; �; t) dt. (4.37)
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Ayr¬ca, g = (gij) metri¼gi yar¬-jeodezik koordinatlarda yaz¬ld¬¼g¬ndan

:
z
k �
x; �1; 0; t

�
= 0 (�1 6= 0)

eşitli¼gi her k 2 f2; :::; ng için sa¼glan¬r ve dolay¬s¬yla

@�1z
k
�
x; �1; 0; t

�
= 0

olur. Bu durumda, sabitlenmi̧s her bir x 2 D ve 0 < j�1j � 1 için, �0 = (�2; :::; �n)

de¼gi̧skenine göre Taylor formülünden,

:
z
k
(x; �; t) =

nX
i=2

�i@�i
:
z
k �
x; �1; �0�1; t

�
; (4.38)

@�1
:
z
k
(x; �; t) =

nX
i=2

�i@�i@�1
:
z
k �
x; �1; �0�2; t

�
; (4.39)

eşitlikleri yaz¬labilir. Burada 0 < �m (x; �; t) < 1; m = 1; 2 dir.

E¼ger @�i
:
z
k ve @�i@�j

:
z
kfonksiyonlar¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬kabul edilirse, bu durumda (4.38) ve (4.39)

eşitliklerinden her k 2 f2; :::; ng, x 2 D; t 2 (0;+1) ve j�j � 1
2
(�1 6= 0) için,��� :zk (x; �; t)��� �M1 j�0j ;

���@�1 :zk (x; �; t)��� �M2 j�0j (4.40)

bulunur. Burada M1, M2 � 0, � ve t ye ba¼gl¬de¼gildir. Ayr¬ca biliyoruz ki:

(i) b 2 C5(D); supp b � D dir,

(ii) (4.40) eşitsizli¼gi sa¼glan¬r,

(iii) z (x; �; t), t ye göre C5- s¬n¬f¬ndand¬r ve � 6= 0 d¬r,

(iv)
:
z
k
(x; �; t) ; zs (x; �; t) (2 � k � n; 1 � s � n) fonksiyonlar¬n¬n �1 6= 0 olacak şekilde

j�j � 1
2
için �i (1 � i � n) ye göre 2. mertebeye kadar türevlerinin s¬n¬rl¬d¬r,

(v) @�1zk
�
x; �1; 0; t

�
= 0, 2 � k � n dir.

Tüm bu gerçekler göz önünde bulunduruldu¼gunda, @�iz
s; @�j@�iz

s (1 � s � n) fonksiyon-

lar¬s¬n¬rl¬iken @�s@�1Iij fonksiyonlar¬n¬n da j�j � 1
2
; 1 � s � n, 2 � i; j � n için s¬n¬rl¬

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Di¼ger yandan j�j � 1
2
(�0 2 G0) için fonksiyonlar¬n s¬n¬rl¬l¬¼g¬Lemma 4.1

den görülebilir.
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E¼ger

@�i@xj
:
z
k
; @�i@�s@xj

:
z
k
; @�i@xjz

s; @�l@�i@xjz
s(2 � k � n; 1 � i; j; s; l � n)

fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬rl¬oldu¼gu kabul edilirse, bu durumda � 2 G için

@�i@�1@xjIij (1 � i; j � n)

fonksiyonlar¬ da benzer şekilde s¬n¬rl¬ olur. Sonuç olarak, u(x; �) fonksiyonu Iij(x; �)

şeklindeki fonksiyonlar¬n sonlu bir toplam¬oldu¼gundan,

@�i@�1u; @�i@�1@xju (1 � i; j � n)

fonksiyonlar¬, zs;
:
z
k için yukar¬da belirtilen koşullar sa¼gland¬¼g¬zaman, x 2 D ve �1 6= 0

olacak şekilde j�j � 1
2
için G kümesi üzerinde s¬n¬rl¬olurlar.

Özel olarak
:
z
k
(x; �; t) fonksiyonlar¬n¬n � ye göre 2. mertebeye kadar türevleri gij = �ij

metri¼gi için s¬n¬rl¬oldu¼gundan, aç¬kt¬r ki ayn¬s¬n¬rl¬l¬k özellikleri

:
z
k
(0; �; t)

için ex0 2 D merkezli Riemann koordinatlar¬nda da geçerlidir. Ayr¬ca, yeni koordinat

sisteminde sa¼glanan yi = �it (1 � i � n) formülü ile

zs(0; �; t) = zs(0; �; 0) (1 � s � n)

olur. Böylece

@�i@xjz
s(0; �; t); @�l@�i@xjz

s(0; �; t); @�i@xj
:
z
k
(0; �; t)

@�i@�s@xj
:
z
k
(0; �; t) (2 � k � n; 1 � i; j; s; l � n)

fonksiyonlar¬n¬n j�j � 1
2
için G kümesi üzerinde s¬n¬rl¬oldu¼gu kolayca görülür. Bu du-

rumda

@�i@�1u(0; �); @�i@�1@xju(0; �) (1 � i; j � n)

fonksiyonlar¬j�j � 1
2
için G kümesi üzerinde s¬n¬rl¬d¬r.

Ek olarak, (4.3)-(4.4) problemi için tek çözüm �0 = (1; 0; :::; 0) 2 Rn vektörü için

z
�
x; �0; t

�
= x+ t�0
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ile verildi¼ginden �0 = 0, 2 � k � n için,

:
z
k
�
x; �

1

; 0; t
�
= 0

olur. Bu durumda (4.20) den

u(x; �
1

; 0) = @�iu(x; �
1

; 0) = 0 (1 � i � n)

ve

@�1@�iu(x; �
1

; 0) = @�1@�i@xju(x; �
1

; 0) = 0; (1 � i; j � n)

elde edilir. Böylece

u(0; �1; �0); @�iu(0; �
1; �0); @�i@xju(0; �

1; �0); @�i@�1u(0; �
1; �0); @xj@�i@�1u(0; �

1; �0)

fonksiyonlar¬n¬n �0 ! 0 iken L2(R1�1) uzay¬nda s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬görülür.

Lemma 4.5 Lemma 4.1 ve Lemma 4.3�ün koşullar¬alt¬nda,

bu(0; �; �0) = p(0; �; �0) +p�1q(0; �; �0)
olmak üzere

p(0; �; �0); @xjp(0; �; �
0); @�kp(0; �; �

0); @xj@�kp(0; �; �
0); �q(0; �; �0)

fonksiyonlar¬L1(R1�) uzay¬nda �
0 ! 0 iken 2 � k � n ve 1 � j � n için s¬f¬ra yak¬nsar.

Lemma 4.5�in ·Ispat¬:

Fourier dönüşümü L2(R1�1) de sürekli oldu¼gundan Lemma 4.4�ten

bu(0; �; �0); @�kbu(0; �; �0); �bu(0; �; �0); �@�kbu(0; �; �0); �@xjbu(0; �; �0); @�k@xjbu(0; �; �0);
�2@xjbu(0; �; �0); �@�k@xjbu(0; �; �0); 2 � k � n; 1 � j � n
fonksiyonlar¬n¬n L2(R1�) de �

0 ! 0 iken s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬görülür. Dolay¬s¬ylaZ 1

1

��@�k@xjp�� d� � �Z 1

1

�2
�
@�k@xjp

�2
d�

� 1
2
�Z 1

1

1

�2
d�

� 1
2

;

Z 1

0

��@�k@xjp�� d� � �Z 1

0

�
@�k@xjp

�2
d�

� 1
2

veZ 1

1

�2
�
@�k@xjp

�2
d� ! 0;

Z 1

0

�
@�k@xjp

�2
d� ! 0
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oldu¼gundan, @�k@xjp(0; �; �
0) fonksiyonlar¬L1(0;1) de �0 ! 0 iken s¬f¬ra gider. Ayn¬

şekilde @�k@xjp(0; �; �
0) fonksiyonlar¬da L1(�1; 0) da �0 ! 0 iken s¬f¬ra yak¬nsar.

Benzer şekilde

p(0; �; �0); @xjp(0; �; �
0); @�kp(0; �; �

0); �q(0; �; �0)

fonksiyonlar¬n¬n L1(R1�) de �
0 ! 0 iken s¬f¬ra yak¬nsad¬¼g¬gösterilebilir.
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BÖLÜM 5

TEOREM 4.1�·IN ·ISPATI

Bu bölümde Teorem 4.1�in ispat¬verilecektir. Problem 4.1�in çözümünün tekli¼gi, C50(D)

s¬n¬f¬nda Problem 4.2�nin çözümünün tekli¼ginden elde edilir. Bu nedenle Problem 4.2

homojen s¬n¬r koşulu ile birlikte ele al¬nmaktad¬r.

Öncelikle bu = p+p�1q ve �ijk(0) = 0 olmak üzere,
p
�1@�@x1bu� 2p�1 nX

j;k=2

�j1k�
k@�@�jbu+ nX

j=2

�j@xj bu
�
p
�1

nX
j;k=2

�1jk�
k�j�bu� nX

j;k;s=2

�sjk�
k�j@�sbu = 2�� (�) nX

k;j=2

akj (x) �
k�j:

denkleminden elde edilen

@�@x1q � 2
nP

j;k=2

�j1k�
k@�@�jq = z2

ifadesinden, yeni koordinatlarda x = 0 için z2 =
nP
j=2

�j@xjp olmak üzere

@�@x1q = �2��(�)
nX

k;j=2

ajk (0) �
k

�j +z2; (5.1)

yaz¬l¬r. (5.1) denkleminde

�0i = "�
0
i(1); �

0
i(1) = (0; � � � ; 0;| {z }

i�2

1; 0; � � � ; 0) 2 Rn�1; " > 0; �0 =
�
�2; �3; � � � ; �n

�
olmak üzere �0 = �0i 2 G0, 2 � i � n olarak al¬n¬rsa

@� (@x1q(0; �; �
0
i)) = �2�� (�) aii(0)"2 + F2i(0; �; �0i) (5.2)

elde edilir. Burada

F2i(0; �; �
0
i) = "@xip(0; �; �

0
i)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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Lemma 5.1 U(y) fonksiyonu aç¬k bir Y � R cümlesinde tan¬ml¬ ve bir y0 2 Y için,

C1(Y= fy0g) uzay¬na ait olsun. V (y) fonksiyonu y 6= y0 için
dU (y)

dy
ile çak¬̧ss¬n ve y0�¬n

bir komşulu¼gunda integrallenebilir olsun. Bu durumda,

U(y0 � 0) = lim
y!y0�

U(y)

limitleri vard¬r ve

dU (y)

dy
= V (y) + (U(y0 + 0)� U(y0 � 0))� (y0)

d¬r (Hörmander 1983, s. 56).

Dikkat edilirse U = @x1q ve V = z2 fonksiyonlar¬y0 = 0 için Lemma 5.1�in koşullar¬n¬

sa¼glamaktad¬r. Burada y de¼gi̧skeni � de¼gi̧skeni ile yer de¼gi̧stirmi̧stir. Bu nedenle (5.2) ve

Lemma 5.1�den U�q(0; �
0
i) = @x1q (0;�0; �0i) olmak üzere

U+q(0; �
0
i)� U�q(0; �0i) = �2�aii(0)"2 (5.3)

elde edilir.

Di¼ger taraftan, Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 ile (5.2)�den,

U+q(0; �
0
i) = �

1Z
0

F2i(0; �; �
0
i)d�; U�q(0; �

0
i) =

0Z
�1

F2i(0; �; �
0
i)d�

yaz¬labilir. Buradan aşa¼g¬daki eşitli¼ge ulaş¬l¬r:

U+q(0; �
0
i)� U�q(0; �0i) = �"

1Z
�1

@xip(0; �; �
0
i)d�. (5.4)

Lemma 4.5�ten
1Z
�1

@xsp(0; �; 0)d� = 0, 1 � s � n

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca

@�i@xip 2 L1
�
R1�
�
\ L2

�
R1�
�
\ C

�
��
� �G0

�
; � = �1; 1

oldu¼gunu dördüncü bölümdeki lemmalardan biliyoruz. Böylece x = 0 için [0; "] aral¬¼g¬nda

ortalama de¼ger teoremi uygulan¬rsa, �1 2 (0; 1); �0i�e ba¼gl¬bir sabit olmak üzere
1Z
�1

@xip(0; �; �
0
i)d� = "

1Z
�1

@�i@xip(0; �; �
0
i�1)d� (5.5)
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yaz¬l¬r. (5.5)�i (5.4)�te kullan¬l¬rsa,

U+q(0; �
0
i)� U�q(0; �0i) = qi(0; �0i)"2 (5.6)

elde edilir, burada

qi(0; �
0
i) = �

1Z
�1

@�i@xip(0; �; �
0
i�1)d�

dir. (5.3) ve (5.6) eşitlikleri

�2�aii(0) = qi(0; �0i); (2 � i � n)

oldu¼gunu gösterir. Bu durumda Lemma 4.5�ten �0i ! 0 iken qi(0; �
0
i)! 0 olur ve böylece

aii(0) = 0; (2 � i � n) olarak bulunur.
·Ikinci olarak,

�0ij(1) = (0; � � � ; 0| {z }
i�2

; 1; 0; � � � ; 0| {z };
j�i�1

1; 0; � � � ; 0| {z }
n�j

) 2 Rn�1; i 6= j

ve

�0ij = "�
0
ij(1) 2 G0

şeklinde seçelim. Bu durumda, aii (0) = 0, aij (0) = aji (0) oldu¼gundan ve (5.1) den

�
0
= �0ij için,

@�
�
@x1q

�
0; �; �0ij

��
= �4�� (�) aij(0)"2 + F2ij

�
0; �; �0ij

�
(5.7)

elde edilir. Burada

F2ij(0; �; �
0
ij) = "(@xip(0; �; �

0
ij) + @xjp(0; �; �

0
ij))

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Bu durumda yukar¬daki i̧slemler tekrarlan¬rsa (5.7) denklemi ve

Lemma 5.1�den, U�q(0; �
0
ij) = @x1q

�
0;�0; �0ij

�
olmak üzere

U+q(0; �
0
ij)� U�q(0; �0ij) = �4�aij(0)"2 (5.8)

elde edilir. (5.7)�den, 4.2 ve 4.3 lemmalar¬ndan

U+q(0; �
0
ij) = �

1Z
0

F2ij
�
0; �; �0ij

�
d�; U�q(0; �

0
ij) =

0Z
�1

F2ij
�
0; �; �0ij

�
d�
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oldu¼gu görülür. Böylece,

U+q(0; �
0
ij)� U�q(0; �0ij) = �"

1Z
�1

(@xip(0; �; �
0
ij) + @xjp(0; �; �

0
ij))d� (5.9)

olur. E¼ger
1Z
�1

@xmp(0; �; 0)d� = 0; (1 � m � n)

oldu¼gu hat¬rlan¬rsa, [0; "] aral¬¼g¬nda ortalama de¼ger teoreminden,
1Z
�1

@xsp(0; �; �
0
ij)d� = "

1Z
�1

(@�i@xsp(0; �; �
0
ij�

s
1) + @�j@xsp(0; �; �

0
ij�

s
1))d�

yaz¬l¬r. Burada s = i; j ve 0 < �s1
�
�0ij
�
< 1 dir. Bu durumda son eşitlik ve (5.9)�dan

qij(0; �
0
ij) = �

1Z
�1

�
@�i@xip(0; �; �

0
ij�

s
1) + 2@�j@xip(0; �; �

0
ij�

s
1) + @�j@xj p(0; �; �

0
ij�

s
1)
�
d�

olmak üzere

U+q(0; �
0
ij)� U�q(0; �0ij) = qij(0; �0ij)"2; (5.10)

elde edilir. (5.8) ve (5.10) eşitliklerinden �4�aij (0) = qij
�
0; �0ij

�
olur. Bu durumda

�0i ! 0 iken qij(0; �
0
ij)! 0 oldu¼gu görülür ve sonuç olarak

aij (0) = 0(2 � i; j � n)

olur. Böylece Teorem 4. 1�in ispat¬tamamlanm¬̧s olur.
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5.1 SONUÇ

Bu tezde bir integral geometri probleminin çözümünün tekli¼gi incelenmi̧stir. Bu kapsamda

Amirov (2005) ve Amirov, Gölgeleyen ve Yamamoto (2017) çal¬̧smalar¬analiz edilmi̧stir.

Bilindi¼gi üzere bu problemler başta tomogra� olmak üzere bilim ve teknolojinin birçok

alan¬nda önemli uygulamalara sahiptir. Ele al¬nan problem önce kinetik denklem için bir

ters probleme indirgenmi̧stir. Daha sonra Fourier dönüşümü kullan¬larak ve yeni Riemann

koordinatlar¬ tan¬mlamak suretiyle problem daha basit bir forma indirgenmi̧stir. Son

olarak, Fredholm alternatif teoremleri uyar¬nca belirli koşullar alt¬nda ele al¬nan integral

geometri probleminin çözümünün tekli¼gi gösterilmi̧stir.
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