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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINi

SIMGELER

Q : Verilen bir bolge

E™ : n-boyutlu Oklid uzay1

a0 : Q1 bolgesinin sinir1

L,(Q) : Q iizerinde Lebesgue dlciilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

L,(Q) : Q lizerinde Lebesgue Olgiilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar uzay1

Cla, b] : [a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzayi

Ck(Q) : L bolgesinde tanimli k. mertebeye kadar siirekli kismi tiirevlere sahip
fonksiyonlar uzay1

CeL(Q) : L bolgesinde tanimli sonsuz defa diferansiyellenebilir ve supportu Q nin
kompakt alt kiimesi olan fonksiyonlar uzay1

I : Christoffel sembolleri

d(x) : Delta fonksiyonu

D¢ : Tuirev i¢in ¢coklu indeks gosterimi

p(x) : Agirlik fonksiyonu

KISALTMALAR

IGP
BT
PET

: Integral Geometri Problemi
: Bilgisayarli Tomografi

: Pozitron Emisyon Tomografi
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BOLUM 1

GIRIS

Denklem, bolge ve kosullar verildiginde denklemi ve kosullar1 saglayan coziimii bulma
problemine direkt problem denir. Diger taraftan, pratikte bazi problemlerin ¢oziimleri
icin ayrica bir ek bilgiye ihtiya¢ duyulur. Bu durumda ¢oziimiiniin yam sira denklem,
bolge, kosullar ve denklemin sag tarafindan en az birinin bulunmasi istenir. Boyle prob-
lemlere ters problem adi verilir. Diferansiyel denklemler i¢in ters problemler teorisinin
karakteristik 6zelliklerinden biri, bu problemlerin Hadamard anlaminda kotii konulmus
olmasidir. Bu tezde bir integral geometri probleminin ¢oziimiiniin tekligi aragtirilmak-
tadir. Integral geometri problemleri ile kinetik denklemler icin ters problemler arasinda
cok yakin bir iligki bulunmaktadir. Diger bir deyisle, bir¢ok integral geometri problemi
kinetik denklem igin bir ters probleme indirgenebilmektedir (Amirov 2001). Kinetik denk-
lemler igin ters problemler ise hem teorik hem de pratik acidan biiyiik nem tagimak-
tadir. Bu alanda ¢nemli ¢aligmalar Lavrent’ev ve Anikonov (1967), Anikonov ve Amirov

(1983), Amirov (1986, 2001), Anikonov (2001) tarafindan elde edilmigtir.

Integral geometri problemlerinin coziilebilirliginin kinetik denklemler icin bazi ters prob-
lemler araciligy ile aragtirilmasi ilk olarak Lavrent’ev ve Anikonov (1967) tarafindan

yapilmigtir.

Bu tezin birinci boliimiinde, integral geometri probleminin tanimi ve tarihgesi verilmek-
tedir. Ayrica bu problemlerin uygulama alanlarina érnek olarak bilgisayarli tomografi ve
pozitron emisyon tomografi hakkinda bazi bilgiler sunulmaktadir. Ikinci boliimde, tezde
kullanilan temel tanim ve teoremler yer almaktadir. Integral geometri problemleri genel-
likle Hadamard anlaminda kotii, Tikhonov anlaminda iyi konulmus problemlerdendir. Bu
baglamda, iyi ve kotii konulmug problemler hakkinda bazi bilgiler bu boliimde verilmigtir.
Ardindan iigiincii boliimde genellestirilmig fonksiyon, genellegtirilmis tiirev ve Dirac delta
genellegtirilmis fonksiyonunun ¢zellikleri tartigilmigtir. Dordiincii boliimde ise ele alinan

problemin ¢oziimiiniin tekliginin arastirilmasinda énem arzeden bazi yardimci lemmalar



ve matematiksel araclar sunulmustur. Tiim bunlarin sonucunda besinci boliimde teklik
teoreminin ispati yer almaktadir.

D C R" n > 2 basit baglantili, kapali ve smirhl bir bolge olsun. D bolgesinin bir
g € C%(D) metrigine gore konveks oldugu yani her z, y € D igin g metriginin bu noktalar
birlegtiren ve D iginde yer alan tek bir I'(z,y) jeodeziginin varhg: kabul edilsin. Ayrica

D nin s C% simifindan olsun. Tez boyunca

- d
5: (517 7571) S an 5 - E&u 5/ - (527 7571)

gosterimleri kullanilacaktir. Ayrica I'(x, y) jeodeziginin bir koordinat gosterimi

F(C(J,y) = §($,y,t) = {él(l’,y,t), ...,fn(l’,y,t)}

dir. Burada t dogal parametre olup t = Al + B dir. [ ile g metrigine gore bir noktadan
gegen jeodezigin uzunlugu ifade edilmektedir. A ve B sabit sayilardir (Dubrovin vd. 1992,
Raschewski 1959).

Bu tezde, her (z,y) € 0D x 0D igin degeri bilinen

/1“( ) <Zaij(f(x,y,t))fi(x,y,t)éj(x,y,t)> dt,

i,j=2
integralinden D bolgesinde a;; (2 < 4,5 < n) fonksiyonlarinin belirlenmesi problemi
ele alinmaktadir. Ele alinan bu problemin ¢oziimiiniin tekligi aragtirilirken bir yardimci
fonksiyon tanimlanmaktadir. Tanimlanan yardimci fonksiyon yardimiyla problem kismi
tiirevli denklem icin bir ters probleme indirgenmektedir. Daha sonra Fourier analizi
kullanilarak ve yeni Riemann koordinatlari tanimlanarak problem daha uygun bir forma
indirgenmektedir. Son olarak da ele alinan problemin ¢ziimiiniin tekligi Amirov (2005)

ve Amirov, Golgeleyen ve Yamamoto (2017) esas alinarak verilmistir.



1.1 INTEGRAL GEOMETRI PROBLEMI (IGP)

E™ iizerinde yeterince diizgiin bir fonksiyon veya daha karmagik bir matematiksel obje
A(z), x € E" olsun. E" iizerinde diferansiyel formlar, vektor alanlari, tensor alanlari bu

cinsten objelerdir.
r=(ry,re,...r), r; €R

olmak iizere r parametresine bagh E" deki diizgiin manifoldlarin ciimlesi {I'(r)} ve A(z)

her bir I'(r) manifoldu iizerinde integrallenebilir, yani

[ Ao, = )

I(r)

olsun, burada do,, I'(r) iizerinde verilmis 6l¢ii elemamdir. T'(r) ve f(r) ye gore A(z) in

bulunmasi problemine lineer integral geometri problemi (IGP) denir.

[ Awydo, = 10

I(r)

denkleminde {T'(r)} belli olmayabilir. Bu durumda f(r) ye gore aym zamanda A(z)
i ve {I'(r)} yi bulma problemine ise lineer olmayan integral geometri problemi denir
(Lavrent’ev et al 1986, s. 168).

Integral geometri problemi ilk olarak Johann Radon tarafindan incelenmistir (Radon
1917). Radon problemi; A(z) fonksiyonunun E™ de yer alan tiim m < n boyutlu diiz-
lemler iizerindeki integrallerinin verilmesi halinde bu integrallere gére A(z) in bulunmas
problemidir (Radon 1917). Radon bu problemi ¢ozerek A(x) in f(r) ile ilgili ifadelerini
vermistir. Bu ifade radon déniistimii olarak bilinmektedir. Radon doniigiimii de Fourier
doniistimii gibi diferansiyel ve pseudo-diferansiyel denklemlerle ilgili gesitli problemlerin
¢oziimiinde kullanilmaktadir. Bu problem daha sonra cesitli agilardan John (1935),
Gel'fand ve Graev (1959), Gel'fand vd. (1962) ve farkl aragtirmacilar tarafindan ele alin-
migtir. Integral geometri problemlerinin teorisi Lavrent’ev ve Bukhgeim (1973), Muhome-
tov (1977), Anikonov (1976, 2001), Kireitov (1975), Sharafutdinov (1981, 1994) ve Amirov
(1986, 2001) gibi énemli bilim insanlarinin galigmalariyla ve bu alanda yapilan diger galis-

malarla daha da ileriye taginmigtir (Golgeleyen 2011).



1.2 INTEGRAL GEOMETRIi PROBLEMININ BAZI UYGULAMA ALAN-
LARI

Standart X-ray doniisiimiinde fonksiyonun dogrular boyunca integrali stz konusudur ve
bu tiir bir integral geometri problemi bilgisayarli tomografi (BT) ve pozitron emisyon
tomografi (PET) gibi tibbi goriintiileme tekniklerinin temelini olusturmaktadir. Genel
olarak jeodezikler boyunca integrasyon hali jeofiziksel goriintiilemede ve ultrason goriin-
tiillemede ortaya cikar. Tensor Tomografi problemlerinde, simetrik bir tensér alanini, sinir
noktalarim birlestiren jeodezikler boyunca verilen integrallerden belirlemek amaclanmak-
tadir. Birinci dereceden tensorleri iceren integral geometri problemleri gesitli tiimor-
lerin tespit ve tanisin saglayan ultrason tomografi ile ilgilidir (Natterer 1986, Paternain
vd. 2013). Yiiksek dereceden tensor alanlarmin integrasyonu farkh sekillerde kargimiza
cikmaktadir.  Ornegin, ikinci dereceden tensor alanlarmm iceren durumlar diferansiyel
geometrinin énemli problemlerinden olan "rigidity" probleminin linearizasyonuna karsilik
gelmektedir (Pestov ve Uhlmann 2005). Ranki dort olan tensor alanlar ile ilgili model-
ler hafif anizotropik elastik ortamda yayilan sikisma dalgalarinin seyahat zamanlarinin
diizensizligini tanimlamaktadir.

Integral geometri problemleri icin teklik teoremleri ve kararlilik degerlendirmesi Muhome-
tov (1977) tarafindan iki boyutta verilmigtir. Daha yiiksek boyutlu durumlar Bernstein
ve Gerver (1978), Muhometov ve Romanov (1978), Anikonov ve Romanov (1997) ve
Sharafutdinov (1994) tarafindan aragtirilmmgtir. Ayrica metrigin belirlenmesi problemi
ile ilgili olarak Sharafutdinov ve Uhlmann (2000), Pestov ve Uhlmann (2005), Sharafut-
dinov (2007) ve Dairbekov (2006) 6nemli sonuglar elde etmiglerdir.

Diferansiyel formlar igin farkl tiplerde integral geometri problemleri Gelfand vd. (2003),
Sharafutdinov (1994) da aragtirilmigtir. Bu problemler arasindaki baglantilar, hiperbo-
lik tip ve kinetik denklemler i¢in ters problemler Amirov (2001), Anikonov (1995) ve
Romanov (1987) tarafindan ele ainmigtir (Golgeleyen 2013).

1.2.1 Bilgisayarh Tomografi (BT)

Bilgisayarli Tomografi 1963 yilinda Cormak tarafindan teorize edilmis ve radyolojide yeni
bir cigir agmis kesitsel goriintiileme yontemidir (Ince 1987). Bilgisayarli Tomografi, elde

edilen gozlem verilerini bilinmeyen fiziksel parametrelerle iligkilendiren denklemleri olus-



turmak icin X-1511 sogurumunun matematik modeline ve bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in
de baz1 metodlara ihtiya¢ duyar. Boyle bir yontemle radyografik verilerde bulunan ¢ok
biiyiik miktarda bilginin ortaya gikarilmasi miimkiin olur. Yani insan viicudunun iig
boyutlu goriintiisii elde edilebilir. Bilgisayarli Tomografi’ deki bu yeni fikirler kisa siire

sonra diger tibbi goriintiilleme yontemlerinde de kullamilmigtir (Mueller ve Siltanen 2012,

s. 3).

1.2.2 Pozitron Emisyon Tomografi (PET)

Dokularin kanlanmasini, metabolik aktivitesini ve canhiligini(viabilite) yansitan, tomog-
rafik goriintiileme ve kantitatif parametrelerin kullanildigl, non-invaziv bir goériintiileme
yontemidir. PET" de, diger Niikleer Tip uygulamalarinda oldugu gibi goriintiileme ajam
olarak radyoaktif isaretli bilegikler kullanilir. PET’ in en 6nemli ve egsiz 6zelligi, anatomik
(yapisal) bilgi saglayan radyolojik goriintiileme yontemleri (direkt radyografiler, bilgisa-
yarl tomografi, anjiografi, MR vs.) ile elde edilemeyen fonksiyonel degisiklikleri (6rnegin
tiimor metabolik aktivitesi) gosterebilmesidir. Pet goriintiilemede kullanilan radyofar-
masotiklerin en 6nemli 6zelligi viicudun temel alt yap1 taglar ile aym fizyolojik ve metabo-
lik yollar izleyen karbon (C), oksijen (O), flor (F), azot (N2) gibi elementleri icermeleri
ve viicutta biyolojik olarak bu molekiiller gibi davranmalaridir. PET ¢alismalarimin %90’
mda Flor- 18 (18F) isaretli bilesikler ve 6zellikle radyoaktif seker olan F- 18 Florodeok-
siglukoz (FDG) kullanilir. Viicutta sekeri fazla oranda kullanan hiicreler tarafindan tu-
tulan FDG, PET tarayicida tespit edilerek tiim viicudun metabolik goriintiisii olustu-
rulur. PET belirli baz1 beyin, kalp ve ¢zellikle kanser hastaliklarinda tani amaci ile
kullanilir. En yaygin kullanim alani kanser tanisi veya kanser hastasinda en iyi tedavi
seceneginin belirlenmesine olan katkisidir. Beyin PET; epilepsiye neden olan epilepsi
odaginin lokalize edilmesi ile hafiza kaybi1 ve diger noérolojik semptomlarin kaynagi olan
hastaliklarin tamisinda da kullanihir. Kardiyak PET calismalari, enfarktiis geciren ol-
gularda kalp dokusu canliligi ile kalbe kan akimini arttirmaya yonelik yapilacak cerrahi
tedavinin kardiyak fonksiyonlar iizerine olumlu katk: saglayip saglayamayacaginin deger-
lendirilmesinde kullanilan yontem yine PET” tir. PET caligmasindan hekimin elde edecegi
bilgi, kisi i¢in en uygun tedavi segeneginin belirlenmesi ve gereksiz cerrahi tedavinin 6n-

lenmesinde kullanmlacaktir (URL-1).






BOLUM 2
ON BILGILER
2.1 TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1 (Metrik, Metrik uzay) Bog olmayan bir X kiimesi ve bir
d: X x X =R, (2,y) — d(z,y)
doniistimai verilsin. Eger, her x, y, z € X i¢in

d(z,y) =0 2=y,

d(z,y) =d(y,z),

d(x,y) <d(x,2)+d(z,y) (Ucgen Esitsizligi)

ozellikleri saglamyorsa o takdirde d déontsimine X dzerinde uzaklik fonksiyonu ya da
metrik ady verilir ve bu durumda (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir. Bir kiime tzerinde

birden fazla metrik tanymlanabilir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 2.2 (Hilbert Uzayi) Bir Hilbert uzay, tzerindeki i¢ ¢arpimla taniml metrige gore

tam olan bir i¢ ¢arpim uzaypder (Kreyszig 1989, s. 151).

Tanmim 2.3 (C*(Q) Uzay) Q dizerinde tanamh ve k negatif olmayan bir tamsayr olmak

iizere k. mertebeye kadar siirekli kismi tiireviere sahip tiim fonksiyonlarin kiimesi C*(Q)
ile ifade edilir.

feC*(Q), a=(a,as..,a,) bir coklu indeks (a; € ZT U {0},i=1,2,....,n) ve

lal = a1 +as+ ... +

olsun. Bu durumda

0lf (@)

02 0x?...0xon

f fonksiyonunun kismi tiirevlerini ifade eder ve D*f(z) = {D“f(x) | |a| = k} kiimesi

D%f (x) = 0z (' 0x3?...0xo" f (z),

f fonksiyonunun mertebesi k olan tim kismi tirevlerinin olusturdugu kimedir (Evans

1997).



Tamim 2.4 (C5° (Q) Uzay) C§° (), Q tzerinde tanaml sonsuz defa diferansiyellenebilir

ve dayanag

(suppe () = {z T2 € 2.0 () £ 0})
Q nun kompakt alt ciimlesi olan tim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir (Mikhailov 1978).

Tanim 2.5 (L; (), Ly (Q) Uzaylary) Ly (), Q dzerinde Lebesgue dl¢iilebilir ve integ-
rallenebilir tim fonksiyonlarin olugturdugu kiime; Lo (), § dzerinde Lebesque dl¢iilebilir

ve modiliiniin karesi integrallenebilir tiim fonksiyonlarin olusturdugu kiimedir.

Bu ktiimelere ait baz énemli ézellikler asagida verilmistir (Mikhailov 1978);

1) Ly (2) ve Ly () lineer uzaydir ve  sinurly bir bolge ise
C(Q) C Ly () C Ly ()

dir,

2) Ly (), tzerinde tanimlanan

1l = / f (@) do
Q

normuna gore bir Banach uzayidr,

3) Ly (), dizerinde tanimlanan
(F1e o) /f1 WA

1¢c carprmana gore bir Hilbert uzayidir, bu i¢ ¢carpim ile tanimlanan norm

1/
||f||L2(Q) = /|f (x)|2 dx
Q

bicimindedar,
4) C () ve Cg° (Q) wzays, L1 (Q) ve Ly (Q) da her yerde yogundur,
5) Ly () ve Ly () ayrilabilir uzaylardar.
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Tamim 2.6 (Paralel Vektor Alany - Jeodezik Egri) S C E? bir diizgiin yiizey ve

a: I — S regiiler bir egri olsun. Eger « egrisi tizerinde Y bir C*° vektér alam ve o
tizerinde DY = 0 ise Y wektor alamina o egrisi tizerinde bir paralel vektor alanidir
denir.

Eger bir o egrisi tizerinde
DrY =0

1se « egrisine bir jeodezik egri adr verilir. Diizlemin dogrular: ve kiirenin biiyiik ¢cemberlers

bu cinsten egrilerdir (Hacisalihoglu 1993).

Tamim 2.7 (Christoffel Sembolleri) S C E® bir diizgiin yiizey, p € S bir nokta,
o:U—Speall)

olacak sekilde bir koordinat sistemi olsun.

X € x(9),Y € x(E?

olmak tizere

X =de,Y =be;,1<i,j<2

yazilabilir. Burada ve bundan sonra tekrar eden alt ve iist indisler i¢in 1 den n ye kadar

toplam anlasilacaktir. Bu durumda
DxY = Dx(Ve;),

DxY = X[V]e; + V' Dxe;,
DxY = d'e;[t’]e; + U Dyic e,
DxY = d'e;[b’]ej + b Dyic, e,
DxY = d'e;[t’]e; + Va'D,,e;,
D..e; € x(S)

olur.



Boylece DxY wektor alani x(S) nin baz cinsinden ifade edilebilir. O zaman,
De,ej =Tlep i, j,k=1,2
egitligiyle tanmaml Ffj : U — R fonksiyonlarina o koordinat sistemi i¢in Christoffel sem-

bolleri adu verilir (Hacisalihoglu 1993).

Tanim 2.8 (Jeodezik egrilerin diferansiyel denklemsi)

do doy doo doy,
— =T(s) =
ds (5) (ds’ ds 7 ds)

olmak tizere « jeodezik ise DyT = 0 olacagindan DxY = a'e;[V]e; + b a' D, e; esitliginde

doy;

X:Y:T:_Ziozs
ds€|()

alimirsa, o nan jeodezik olmasina kargilik

d? o, e dog da

ds? T ds ds

— 0,0, 5,k =1,2
diferansiyel denklemi elde edilir (Hacisalihoglu 1993).

Tanim 2.9 (Kismi Tirevli Denklem) Bir kismi tirevli denklem w1, s, ..., 2, bagimsiz
degiskenlerine bagl bilinmeyen u fonksiyonu ve onun sonlu sayida kismi tiirevlerinin olus-

turdugu bir bagintudir. Bu denklemin en genel bigimi, k = ki + ko + ... + k,, olmak dizere

ou ou 0Fu
R ~0 2.1
O Oxy” 7 Q2 0ak? ... 0xkn ) 21)

F = (J;l,asg, ey Ty U (T, Ty ooy Ty)

dir. (2.1) denkleminde en yiiksek kismi tirev basamagi k dur. k ya kismi tirevli denklemin

basamagu (mertebesi) denir (Dernek 2009, s. 1).

Tanim 2.10 (Fourier Dondigiimii) f € L'(R) olmak iizere f fonksiyonun Fourier doniisii-

mii ve esglenik Fourier doniisimi sirasiyla

7e) = / e £ () d,

R

FrE)

Ff(é) = /e2i”§’”f(x)dx
R
geklinde tammlanir (Gasquet and Witomski 2013).
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Yukaridaki integral ancak ve ancak f € L*(R) oldugunda anlambidir. Clinkii

‘B:I:Ziﬂﬁzv{ -1

dir. Ayrica F[f] € L*(R) oldugunda F operatérii, F 'nin tersi olur, (F~* = F).

O halde f ve fA fonksiyonlar: L'(R) uzayma ait oldugunda, hemen hemen her yerde

yazilabilir.  Fourier donistimi literatirde farkly sekillerde tamymlansr. Biitin tamamla-
malar asagidaki formdadar:

C

flo) = 5 [ swyn
™
R
Burada C ve k sabit sayilar: temsil etmektedir ve yukarida C' = k = 2w olarak alinmastar.
Farkl, kaynaklarda C' =1, C = 2n, C' = 27, k = +1 ve k = £27 saylarinin cegitli

kombinasyonlar: kullaniar (Gonzalez-Velasco 1996).

Tanmim 2.11 (Integrallenebilirlik) Eger f € C*(R) ve f, f', f" fonksiyonlar: integral-
lenebilirse f integrallenebilirdir (Gasquet and Witomski 1999).

Teorem 2.1 (Plancherel teoremi) R’ nin Lebesgque dlgiimii sonsuz oldugundan L?*(R)
kiimesi L'(R)’ nin alt kiimesi degildir. Bu nedenle yukarda verilen Fourier déniigimii

tanama her f € L2(R) fonksiyonu igin direkt olarak uygulanabilir degildir. Ancak eger
f e L'R)NLAR)

ise yukaridaki tamwman kolayca uygulanabilecegi agiktir. Ayrica bu durumda J/”\ € L*(R)

dir. Aslinda

7

olup bu bagintiya Plancherel déndisiimii ady verilir. Béylece L* uzayinda f ve f ayni rolii

oynar (Rudin 1987).

=il

Tanim 2.12 (Riemann metrigi) Bir M diferansiyellenebilir manifoldu tizerinde bir Rie-
mann metrigi; M nin her bir noktasiny T,M tanjant uzay: tzerindeki bir < , >, ic

carpymana (simetrik, bilineer ve pozitif tanimly) karsilik getiren bir eslemedir:
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Eger x: U C R" — M; p civarimda
(1, T2y ey Ty) = q € (V)

ve

0
8IZ’

(q) = dz,(0, ..., 1,...0)

sartlarine saglayan bir koordinat sistemi ise bu durumda

< %(q), %(q) >.= 9ij (21,22, ..., Tp)

U tizerinde diferansiyellenebilen bir fonksiyondur. Agiktir ki bu tanwm koordinat sistemi-
nin secimine bagl degildir. Riemann metriginin diferansiyellenebilirligini ifade etmenin
baska bir yolu da sudur: M nin bir V' komsulugunda difarensiyellenebilir olan her X wve
Y wektor alana ¢ifti icin < X, Y > i¢ carpima V dizerinde diferansiyellenebilirdir.

Eger bir karsikliga yol agmayacaksa genellikle < , >, i¢ carpimdaki p notasyonu yazil-

maxz.
9i5(= 95i)

gosterimi Riemann metriginin © : U C R" — M koordinat sistemindeki yerel temsil-
cist olarak adlandirilir. Bir Riemann metrigi ile verilen diferansiyellenebilir manifolda,
Riemann manifoldu ady verilir.

Tarihsel olarak Riemann geometrisi R teki yiizeylerin diferansiyel geometrisinin dogal
bir genellestirilmesidir. S C R? yiizeyi verildiginde bu S ye teget olan vektérlerin uzun-
lugunu olgmek i¢in dogal bir yontem vardir. S min bir p noktasinda S ye teget olan
iki vektorin < v,w > i¢ carpima basit olarak bu vektorlerin R3 teki i¢c carpwmudir. Bir
egrinin vzunlugunu hesaplamak i¢in yontem; bu hiz vektorinin uzunlugunun integralinin
alinmasidir. < |, > i¢ carpiman tanims bize; sadece S deki egrilerin uzunlugunu dlgmeyi
degil ayny zamanda S nin alaniman hesaplanmasin ve ikt egri arasindaki aginan bulun-
maswne da saglar. Daha genel olarak bu kavramlar S tizerinde jeodezik adr verilen bazi
ozel egrileri tamimlama tmkam saglar. Bu egriler asagidaki ozellige sahiptir: Bir jeodezik
tizerinde birbirine yeterince yakin p ve q noktalar: verildiginde boyle bir egrinin uzunlugu
p ve q yu birlestiren diger egrilerin uzunlugundan kicgik veya egittir. Bu egriler bir ¢ok

durumda S nin dogrularymas gibi davramirlar ve geometrinin gelistirilmesinde énemli bir
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rol oynarlar. Dikkat edilirse her bir p € S noktasindaki i¢c ¢carpim tanvme denk olarak S

nin p noktasindaki birinci temel formu adi verilen

L,(v) =<wv,v> vel,s

tanjant wzaye ile tanvmb bir I, kuadratik formunu ortaya ¢ikarir. Bu teorinin geligtiril-
mesinde kritik nokta Gauss’ un 1827 yilinda yayinlanmis eserinde verilmistir. Bu ¢alig-
mada Gauss tarafindan bir p € S noktasinda p deki tanjant dizleminden S nin sapma

miktariny olgen yuzeyler i¢in bir egrilik kavrama tanamlanmastir (Do Carmo 1976).

Teorem 2.2 (Ortalama Deger Teoremi) A C R™ bir a¢ik kiime ve f : A — R diferan-
siyellenebilir bir fonksiyon olsun. x, y € A noktalar:, bu noktalar: birlegtiren dogru parcas:

A’ da kalacak sekilde iki nokta olsun.Bu durumda bu dogru parcasi tizerinde bir ¢ noktass,
fy) = f(@) =Df(c)(y — )

olacak sekilde vardwr (Marsden ve Hoffman 1993, s. 174).

Teorem 2.3 (Taylor Teoremi) u: Q — R, Q C R", u € C"(Q) olsun.

Ayrica x, y € 2 noktalarini birlegtiren dogru parcas: €2 iginde kalsin. Bu durumda bu
dogru parcasi iizerinde
1 (0% [e% 1 (0% «
uy) = 30 D@y - )+ Y S Du(E)y - o)
|| <k |ar|=k+1

olacak sekilde bir & noktas1 vardir (Marsden ve Hoffman 1993, s. 359).

Teorem 2.4 (Fubini Teoremi) Q,, ve Q,, siraswyla n boyutlu ve m boyutlu sinirl bolgeler
olsun. Bir f(x,y) fonksiyonu Qumin = Qm X Qn (m + n) sumrh bolgesinde ele alinsin
ve f(z,Y) Qmin Uzerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda f(x,y); hemen hemen
tim x € Q, iciny € Q,," e gore ve hemen hemen tim y € Q,, i¢cin v € Q, e gore

integrallenebilirdir. Ayrica

1w e [t
Qm Qn

fonksiyonlar: siraswyla © € Q, vey € Q" e gore integrallenebilirdir ve

/f@@:/@]ﬁ@:/@/mx

esitlikleri saglanir (Mikhailov 1978, s. 56).
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Teorem 2.5 (Fredholm Alternatif Teoremi 1) A, bir H Hilbert uzay: tizerinde self-adjoint,

lineer, kompakt operator olsun. Asagqidaki iki denklem ele alinsin:

xr = Ax+ f, (1)
x = Ax. (H)

Burada (1) ve (H) denklemleri sirasiyla homojen olmayan ve homojen denklemleri géstersin.
1) Eger (H) denkleminin tek ¢ozimii x = 0 ise bu durumda (I) her f € H igin bir tek x

¢oziimiine sahiptir.

1) Eger (H) denklemi sifirdan farkl ¢ozimlere sahip ve f, (H) denkleminin tim ¢ozimleri-
ne dik ise (1) denklemi bir ¢oziime sahiptir. (I) denkleminin sonsuz ¢ozime sahip oldugu

durumda, bu ¢oziimlerin herhangi ikisinin farky (H) denkleminin ¢ozimidir. Yani x ve

y, (I) denklemini saglyorsa (z-y) de (H) denklemini saglar (Griffel 2002, s. 257).

Teorem 2.6 (Fredholm Alternatif Teoremi 2) A, bir H Hilbert uzay: tzerinde bir kom-

pakt operator olsun. Asagidaki dort denklem ele alinsin:

r = Ar+f, (1)
y = A'y+y, (I)
r = Az, (H)
y = A (H")

Burada f ve g , H nin bilinen elemanlaridir. O halde iki alternatif soz konusudur:
i) (H) ve (H*) denklemlerinin tek ¢ézimi sifirder ve bu durumda (1) ve (I*) her f,g € H
i¢in tek coziime sahiptir.

1) (H) ve (H*) wn sifirdan farkl ¢ozimleri vardir. Bu durumda:
f, (H*) wn her ¢ozimine dik ise (I) bir ¢ozime sahiptir. Aymi sekilde g, (H) man her

coziimiine dik ise (I*) bir ¢ozime sahiptir (Griffel 2002, s. 259).

2.2 HADAMARD ANLAMINDA iYi VE KOTU KONULMUS PROBLEM-
LER

Iyi konulmus problem tanwma 20. yiizylin baslarinda Fransiz matematikei J. S. Hadamard

tarafindan verilmistir. U ve F metrik uzaylar, A : U — F bir operator olmak tizere
Au=f (2.2)
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denklemi ele alinsin. (2.2 ) denkleminin asagidaki ozellikleri saglayan ¢oziminin bu-
lunmasy problemine (U, F) uzay ¢ifti i¢in Hadamard anlaminda iyi konulmus problem
denir:

1) Her f € F i¢in U uzayinda problemin ¢ézimi vardar.

2) Problemin ¢ézimi U uzayinda tektir.

3) Problemin kosullars F uzayinda az degigtiginde problemin ¢ozimi de U uzayinda az
degisir (kararlilbik kosulu) (Lavrent’ev et al. 1986).

Bu sartlardan herhangi birinin saglanmamast durumunda problem, (U, F') uzay ¢ifti i¢in
Hadamard anlaminda kot konulmus problem olarak adlandvrilvr. Bir (Uy, Fy) uzay ¢ifti
icin iyi, baska bir (Uy, F3) uzay ¢ifti icin kéti konulmug probleme (Us, F3) uzay ¢ifti igin
zayf kot konulmug problem denir. Tim uzay ¢iftlerinde kéti konulmus probleme kuvvetls
koti konulmus problem denir.

Hadamard’ a gore kétii konulmus problemler, reel fiziksel anlama olan pratik olaylar
tanimlamaz. Clinki pratikte her zaman kosullar belirli bir hata pay: ile verilir. Bu hatalt
kosullar kullanidarak bulunan ¢éziim, kesin ¢ozimden cok farkly olabilir ve bu da pratikte
yanhs sonuclara gotirebilir. Bu nedenle bir ¢ok matematikei dnceleri sadece Hadamard
anlamanda iyi konulmus problemler ile ilgilenmisti. Ote yandan bircok pratik problem de
Hadamard anlamanda kéti konulmus problemlere dontiserek ister istemez matematikci-
lerin karsisina ¢ikwyordu. Hadamard’ wn kendisinin ornek olarak gésterdigi koti konul-
musg problem, Laplace denklemi i¢in Cauchy problemidir, bu da elektromanyetik alan-
larin bulunmast problemiyle ilgilidir. Ayrica, diferansiyel denklemler i¢in ters problemler
teorisinin karakteristik ozelliklerinden biri, bu problemlerin Hadamard anlaminda kot

konulmus olmalaridar.

2.3 TIKHONOV ANLAMINDA iYi VE KOTU KONULMUS PROBLEM-
LER

Ik defa, bir Rus matematikei olan A. N. Tikhonov, Hadamard anlaminda kéti konul-
mug problemlerin gerekliligini ortaya koymusgtur. (2.2) denkleminin asagudaki ézellik-
leri saglayan ¢oziminin bulunmasi problemine sarty iyi(dogru) konulmus problem veya
Tikhonov anlamanda iyt konulmus problem denair:

1) U bir metrik uzay olmak iizere, problemin ¢ozimii var ve belirli bir M C U kiimesine

atttir.
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2) Problemin ¢oziimi M de tektir.

3) Problemin ¢ézimi M de kosullara sirekli bagimlidir, yani ¢ozimi M ctimlesinin
digina ¢rikarmayan kosullar F' metrik uzayinda sonsuz kiiciik bir degigiklige ugradiklarinda
problemin ¢ézimii de U metrik uzayinda sonsuz kii¢ik degigir (Lavrent’ev et al. 1986).

M kiimesine problemin dogruluk kiimesi denir ve M genellikle kompakt bir kiime olarak

segilir.

16



BOLUM 3
GENELLESTIRILMIiS FONKSIYONLAR
3.1 GENELLESTIRILMIiS FONKSIiYON

C° (Q) tizerinde asagidaki yakinsaklik yardimu ile verilen topoloji ile elde edilen uzaya
test fonksiyonlar uzay1 denir. Bu uzay, D (Q2) ile gosterilir. Eger, bir K C 2 kompakt
ciimlesi vardir oyle ki

1) Her k € N igin suppy, € K,

2) Her o = (a1, 03,...,a,) ve k — oo iken Dg ) — Dg vakinsamasi 2 bolgesinde

e(z)
diizgiin ise, k — oo icin ¢y, ) @ yakinsar denir.
D () topolojik uzaymda tanmiml siirekli, lineer fonksiyonellere, genellegtirilmis fonksiyon

denir. Genellegtirilmig fonksiyonlar smifi D’ (Q2) ile gosterilir (Vladimirov 1984).
3.2 DIRAC DELTA GENELLESTIRILMIS FONKSIYONU

Delta fonksiyonu genellegtirilmis fonksiyonlar teorisine daha saglam bir teorik temel kazan-
dirmak amaciyla Dirac tarafindan 1930 yilinda kuantum mekaniginin matematiksel for-
miilasyonunda teknik bir arag olarak gelistirilmigtir. Buradaki temel fikri s6yle aciklaya-
biliriz:

Bir tane diizgiin olmayan kalinlikta bir ¢ubuk diigiinelim. Bu ¢ubugun uzunlugu boyunca
kiitlesinin nasil degistigini ifade etmek icin yogunluk kiitle fonksiyonunun yani p(x) in
tanmimlanmas1 gerekir. Bu fiziksel olarak = noktasinda ¢ubugun birim uzunlugundaki
kiitlesini ifade eder, matematiksel olarak da cubugun a ile b arasinda kalan kisminin

toplam kiitlesi

/ab p(x)dx

ile verilir. Bu ifade siirekli kiitle dagilhiminda tatmin edici bir tanimlamadir. Kiitle merkezi

veya eylemsizlik momenti p(x) fonksiyonuna gore ifade edilebilir.
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Eger kiitle, bu cubugun tamamina siirekli bir sekilde dagilmak yerine sonlu sayida noktada
yogunlagmigsa biraz ¢nce verilen tanim gecersiz sayilir. Ornegin; ortasinda kiiciik fakat
agir bir boncuk asili olan kiitlesi ihmal edilebilir bir ip veya kolye diigiinelim. Kabul
edelim ki bu boncuk birim kiitleye sahip olsun. Ve oyle kiiciik bir boncuk olsun ki bu
boncugu matematiksel olarak bir nokta ile gosterebilelim.

Eger x = 0, (a,b) araligiin digindaysa (a,b) arahigidaki toplam kiitle sifirdir. Eger
x =0, (a,b) araliginda ise bu durumda toplam kiitle 1 dir. Ciinkii boncugun kiitlesi 1
br dir. Bu kiitle dagihmim ifade edebilecek bir p(z) fonksiyonu yoktur. Eger olsaydi,
x # 0 oldugunda p(z) = 0 olacakti. Ciinkii birim uzunluktaki kiitle x = 0 diginda
sifirdi. Fakat eger bir fonksiyon bir tek nokta disinda her yerde sifir oluyorsa o zaman
bu aralik iizerindeki integralin sifir olmasi gerekir. Bu nedenle orijini igeren bu aralik
tizerinde integralin alinmasi bize dogru cevabi vermez. Kiitle daghmi stirekli degil de
noktasal oldugunda klasik integral yetersiz kalir. Fiziksel agidan kiitle yogunlugu x = 0
diginda her yerde sifirdir. Ancak x = 0 da kiitle yogunlugu sonsuzdur. Ciinkii sonlu bir
kiitle sifir uzunlugunda yogunlagmistir. Cok kiiciik bir yerde pozitif olmasina ragmen bu
integral sifirdan farklidir. Bu durum fiziksel olarak anlamli, matematiksel olarak aykiri
bir goriigtiir.

Bu nedenle Dirac agagidaki ¢zelliklere sahip bir §(z) fonksiyonu tanimlamigtir:
x # 0iken d(x) =0,

b
a < 0 <bolmak tizere /é(x)dx =1
Eger 0 fonksiyonu bir gubuktaki siirekli dagilimi ifade eden herhangi bir ¢calismada kiitle
yogunluk fonksiyonu olarak alinirsa bu durum noktasal parcaciktaki sonuclara karsilik
gelecektir. Dolayisiyla ¢ fonksiyonu kullanildiginda siirekli fonksiyon dagilimi ile ayrik
dagilim igeren fiziksel olaylar birlestirilerek tek bir teoriyle agiklanabilecektir. Burada

noktasal bir pargacik siirekli dagilimlar dizisinin bir limit noktas:1 gibi ele alinabilir. 0(z)

fonksiyonu benzer sekilde klasik fonksiyonlar dizisinin limiti olarak diisiiniilebilir. Ornegin
d,(x) =n/ [7?(1 + n2x2)]
olarak tamimlanirsa

x # 0 ven — oo iken d,(z) — 0
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x =0 ven — oo iken d,(0) — oo

olur. Ayrica

o0

/ dp(2)dz = 1

—0o0

olacaktir. Eger
b
n—>ooikena<0<bise/dn(x)—>1

olur.

Delta fonksiyonunu kullanan bircok fizik¢i, mithendis veya uygulamal matematikgi yukari-
daki tanimi kullanmigtir. Soyut matematikcilere gore ise Dirac’ in tanimlamasi biraz
sorunlu bir durumdu. Ancak matematiksel olarak ise yaradigi ve faydal sonuclar verdigi
de bilinmekteydi. Bu nedenle §(z) in dogru yere oturtulabilecegi bir teoriye ihtiyag duyul-

mustur.

Bu teorinin temeli Sobolev tarafindan 1936 yilinda ve Schwartz tarafindan 1950’ lerde
olusturulmugtur. Onlarin gelistirdigi genellestirilmis fonksiyonlar teorisi klasik analiz
icerisinde de uygulama alani1 bulmus ve hatta bazi agilardan cesitli avantajlar saglamigtir.
Ornegin; her genellestirilmis fonksiyon diferansiyellenebilirdir. Diizgiin yakinsaklik du-
rumlar1 gozardi edilerek her seri terim terim diferansiyellenebilir ve integrallenebilirdir.
Ama bu teorinin bazi sinirlar1 da vardir. Yani Dirac delta genellestirilmis fonksiyonu ile
neler yapilamaz? Mesela Dirac delta genellegtirilmis fonksiyonu kendisi ile carpilamaz
veya siirekli olmayan fonksiyon ile carpilamaz. Diger bir dezavantaji ise bir dizi for-
mal islemlerin yapilmasi gerekmektedir. Dirac delta genellestirilmis fonksiyonunu igere-
cek gekilde bir genellestirilmis fonksiyon kavraminin farkh sekillerde taniminin verilmesi
miimkiindiir. Burada Schwartz’ in yontemi kullanilacaktir. Schwartz bu tarz fonksiyon-
lar1 dagilimlar diye adlandirmigtir. Buradaki temel fikir Dirac’in delta genellestirilmis
fonksiyonu fikrinin bir teoriye oturtulmasidir. Herhangi bir aralik verildiginde bir kiitle
yogunluk fonksiyonu bu araligin kiitlesini hesaplama imkani1 verir. Daha genel olarak
¢ agirlik fonksiyonu verildiginde kiitlenin ortalama agirhiginin hesaplanmasini saglar.

Ornegin; yer cekim merkezlerinin hesaplanmasmda oldugu gibi (Griffel 2002, s. 13 ).
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3.3 GENELLESTIRILMIiS TUREV

f € D' (Q) olmak iizere, f genellesmis fonksiyonunun D®f (genellegmis) tiirevi,

(Df, ) = (=1)I(f, D), ¢ € D(Q)

esitligi ile tanimlanir (Vladimirov 1984, s. 94).
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BOLUM 4

INTEGRAL GEOMETRiI PROBLEMININ COZUMUNUN TEKLIGININ
ARASTIRILMASI

D C R" n > 2 basit baglantili, kapali ve siirhh bir bolge olsun. D bolgesinin bir
g € C%(D) metrigine gore konveks oldugunu yani her z, y € D noktasi igin ¢ metriginin
bu noktalar: birlegtiren ve D de bulunan bir tek I'(x, y) jeodeziginin varhgimi kabul edelim.

Ayrica D nin sinir1 C° simifindan olsun.

Problem 4.1 Her (x,y) € 0D x 0D nokta ¢ifti i¢in degeri bilinen

/F( ) (Zaij(ﬁ(axy,t))éi(w,y,t)éj(x,y,t)) dt, (A1)

i,j=2
integralinden D bolgesinde a;; (2 < i,j < n) fonksiyonlarinan belirlenmesi problemi ele

alinacaktar.

Bu calisma boyunca

Rj :=R™\ {0}; Ry~ :=R"\ {0},

C3(D) = {a € C°(D)|suppa C D}.

gosterimleri kullanilacaktir. Bu boliimde agagidaki teoremin ispati tartigilacaktir.

Teorem 4.1 D bilgesi g € C®(D) metrigine gére konveks olsun. Ayrica a;; € C5(D) wve
g1 =1, g, =0, 2 <4, 7 <n sartlarr saglansin. Bu durumda Problem 4.1 en ¢ok bir

aij € C5(D), 2 <14, j <n, ¢oziimiine sahiptir.

Bilindigi gibi g metrigine gore konveks olan herhangi bir D bdolgesi icin, bu bolgede g ye
gore bir yari-jeodezik koordinat sistemi tamimlanabilir. Ayrica, yari-jeodezik 2¢ koordinat

sisteminde, g = (g;;) metriginin bilegenleri agagidaki kogullar1 saglar:
g1=1,0=0,2<i<n.
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Tersine, bu kosullar ¢ koordinat sisteminin D deki g metrigi icin yari- jeodezik olmasi icin
yeterlidir (Raschewski 1959, s. 450). Yari-jeodezik koordinatlarin kullamldigi en énemli
alanlardan biri izafiyet teorisidir (Petrov 1969).

4.1 BAZI YARDIMCI LEMMALAR

Bu boliimde, ele alinan integral geometri probleminin ¢oziimiiniin tekligini incelemek icin
gerekli olan ve Amirov (2005) de verilen bazi yardimci lemmalar ve ispatlari sunulacaktir.

Bu amacla
Lj(z,€) = / b(z(x,6,1) % (2,61 (x,6,t)dt, 2<i,j <n, (4.2)
¥(z,€)

formunda bir yardimer fonksiyon tammlayalim. (4.2) de b € C®(R") fonksiyonunun D
bolgesinin diginda sifir oldugu kabul edilsin. Ayrica v (z,€) = (2! (z,&, 1), ..., 2" (z,&, 1))

nin agagida verilen (4.3)-(4.4) Cauchy probleminin bir ¢6ziimii oldugu bilinmektedir:

d?z ; ok ,
T = —Ti(2)z27, 1< <, (4.3)
2(0) =z, 2(0) =& (4.4)

Burada F;k fonksiyonlar1 g metriginin Christoffel sembolleridir ve

Z(ZL’, §7t> = (21 (x7 5’ t)?""'zn (x7 5’ t))7
. ) n v d .
z(z,&,t) = (zl (2,&,t), ..., 2 (I,é,t)), z = EZZ’

olarak tanmimhdir. Ayrica (4.3)-(4.4) probleminin ¢oziimii asagidaki 6zelliklere sahiptir,

(Do Carmo, 1992):

z(x,&1) = z (2,0, [£]1); 2(x,&,1) = [€] 2 (2, v, [£] 1) (4.5)

Buradav = &/ €| ve |¢)P = 30 9:;€'¢’ seklinde tammlanmgtir. (4.5) esitlikleri goz 6niinde
ij=1

bulundurulursa, (4.2) ifadesi
Iij(xag) = /(; b(Z (xafat)) Zl ($757t) Zj (x7£7t> dt
= [ Gl ) @01l el a

a0 3 I (@,v,7)dr
_ E/o bz (2,0, 7)) €] 5 (2,0, 7) €] (2,0, 7) d wo)

22



formunda yazilabilir. Sadelik agisindan (4.2) de, i, j € {2,...,n} indislerini sabitledikten

sonra

I(z,€) == L;j(x,€)

olarak alinabilir.

Ayrica burada tiirevler igin

0 0 0

= iy % o

o = 0, 1Bl =Bi+ .+ B

0o = OF-- 0, |B]=Bat .+ B,

gosterimleri kullanilacaktir.

Lemma 4.1 D bilgesi g = (g;;) € C® (D) metrigine gére konveks olsun ve g metrigi
g1=1,9,=0,2<:1<n

ozelliklerini saglasin. Bu durumda;

(1) /L, 000.:1;; € C(Q), 0 < |B| < 4,

(ii) Sabitlenmis v € D ve £ € G' (£’ #0) igin,

(a) &1y, 00,1 € Ly (R@, 18] < 2,

(b) 81, 000,:1;; € Ly <R§1) A Ly (R;), 18] = 3,

(c) £'0/L;, £'0.0,:1;; € Ly <R§1> N Ly <R21>7 8| =4,1<s<n,2<i,j<n

durumlary saglanar.

Uyar: 4.1 Burada dikkat edilmesi gereken husus Lemma 4.1 in (4.6) deki i veya j in-

dislerinden en az birinin 17 e egit olmast durumunda gecerli olmadigudar.

Gercgekten de:

(i) €' — oo iken 3'(z,v,t) — 2'(z, £1°,t) = +1 oldugundan ’flzl(x, V,t)’ fonksiyonu

¢! — oo iken ‘fl‘ gibi artar,
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(ii) (4.6) integrali sonlu bir [0, dp] arahgmnda almir, burada dy, ¢ = (g;;(x)) metrigine
gore D nin ¢apidir.

(iii) | €] 2* (2,0, 1)| < K; dir.

Tiim bu nedenlerden dolay1 (4.6) den, eger 4, j indislerinden sadece biri 1’ e esitse, I;;(z, §)
sadece (2 kiimesinde sinirhdir. Buna ragmen |[3;(z, )| fonksiyonu herhangi sabitlenmis
bir (z,£') € D x G' icin ¢' — oo iken, |§1| gibi artar.

Lemma 4.1’in Ispati:

(4.6) daki son integralin sonlu [0, dy| arahgmmda oldugu kabul edilmektedir. g;; € C®(D)
kogulundan, (4.3)-(4.4) probleminin z(x, v, t) ¢dziimii kismi tiirevli denklemler teorisinden

C5(Q(dp)) uzayma aittir. Burada
Q(do) = {(z,v,t)|x € D, v e S™(x), t €[0,do]}

seklinde tammlanmig olup S™(z), © € D civarinda g metrigine gore birim kiireyi ifade
etmektedir. Boylece b € C° (R"), € € G, & # 0 kosullar1 ve (4.6) esitligi hesaba katilirsa,

0<|5]<4,1<s<mnign
0¢1, 00,1 € C(9)

olur.

Diger taraftan Lemma 4.1 in ikinci iddiasim ispatlamak icin
-k
€12 (z,v,7)

ifadesinin ve onun &’ ye gore tiirevlerinin davramgini &' — oo iken arastirmak gerekir.

olsun. Bu durumda &' — 400 yani g — +0 igin v = é—‘ € S"(x)

vektorii ¥ = (1,0, ...,0) € R™ vektoriine yakisar. Bu nedenle kismi diferansiyel denklem-

.. 1
Bunun igin { = i

ler teorisinden bilindigi gibi, (4.3)-(4.4) probleminin tek ¢oziimii p — +0 iken C?[0, dy]
da z (z,1°,t) ye yakinsar (Petrovski 1966). g = (g;;) metrigi yari-jeodezik koordinatlarda

verildiginden T}, = T%, =0, 1 < s < n ve (4.3)-(4.4) probleminin ¢oziimii tek oldugundan
2 (22,8) = (2 (2,0°,0) oo 2" (2,00, 1))

olur. Burada

a0 t) = at 1, 28 (2,008) = 2b, 2 (2,00, 1) = (1,0,---,0), & (2,0°,8) =1,
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dir.

Diger taraftan £' = % > 0 igin
N 1/2
|§,|M = (1 + MQZgijfi€j>
2

olmak tizere

AT I WY R
1 (=g 1) = e <x’MWM’KWM’ ’|8L/t> ’ 47

dir. Boylece eger x € D, (£%,...,£") € G, t € [0, dy] sabitlenirse, bu durumda

ok )
1S P[5 PR [P

fonksiyonuna [0, u] araliginda 6 ya gore ortalama deger teoremi uygulandiginda,

zk(a: Vo,t):0,2§k§n

Y

esitliginden,

Tk 1 pg pg" Tk

z (x"fl|"€’7”.’|€/‘ at = 8HOZ7O</"LO<M§172§]€§” (48)
B B Iz

elde edilir, burada 9, 2";

ok )
IS P15 PR [P

fonksiyonunun 6 = y, noktasinda 6 ya gore tiirevidir.

Ayrica 3 (z,v,t) € CP(Q(dy)) ve ( Lo “§n> € S™(x) oldugundan

€18, 1€,
. IS pe"
8 Zk x, ) y T 7_at
g (\muwu €,

fonksiyonu €2 (dy) tizerinde siirhdir. Q (dp) kapali ve simirli bir kiimedir. O halde (4.7)

ve (4.8) bagmtilarmdan, ¢! — +oo iken v = é—| € S"(x) vektorii ° = (1,0, ...,0) € R"

vektoriine yakinsadigindan 2 kiimesinde
€] 2 (v t)| <Ky, 2<k<n (4.9)

elde edilir, burada K; > 0, (x,€) € D x G den bagimsizdir fakat z (x, v, t) vektor fonksiyo-

nunun C! (2 (dy)) uzayna gore normuna ve G’ kiimesinin ¢apina baghdir.
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Yukaridaki yolla son esitsizlik €' — —oo durumu icin de gosterilebilir.

Ayrica
1 1 1\2 ;gmfrél
I (I€]) = |§€|, 95 (1¢]) = A (fﬂl , 001 ([€]) = — ‘2|€|3 ,
ng€ 7 ng& ngé’
857:(|§|) = T agfag (|§|) |§ - = |€|

esitliklerini gozoniinde bulundurarak

o (192 (mig1)) = iip i (9 ()

gt &
+ ] ( § 0, ’“—+ O3 ) : (4.10)
= Al

") = € Zg“g (16 (= 1))
O, %

(0.2 ‘5135 Zgwﬁ + a z) (4.11)

1
021( k(it)) - 9t gk
e (1= g i !6\ 212 P

2

(e
—6,,,7- +8V1
|51 € (Z i )

Jj=1

Zlfl <255 0,:0,:%" ayjaylz’“>

ACE

S
v (-3

~ ¢

D10, 025" 4.12
Zw gl 12

%0 ('5' < i >) - |s| Zg”g (Z Zﬁgf)(zc’”g)

7j=1

+2h |§|2 +2 (Z 33 ) <|§|4Zgzg§]>

7j=1
m . s _ k .
|§|2+Z|§| (Z ’”“’”|f|2€ ;g“g )

—Zziwl —35jzgz‘j§j + (4.13)
= S

-k
Ez,ﬁ‘yl,

26



seo (162 (v 1)) = fo -~ (Zg”g) (Z“)
i <Zgﬁg>(8§n§(”sz)m (52&)— z)
<”Z>|§| Zg”g Z(”S )

(Zm) (Zl( i) e (Zgﬁg»

ngé Zgw& (1( Vsz)mgmz girl" — aysayiz’“)

o <Zgw§);gmaﬂaﬂz’wmawam’i (4.14)

elde edilir, burada 2 < i, j < n dir. 2" € C®(Q(dy)) ve G’ ciimlesi kapali ve smirh
oldugundan, (4.9)-(4.14)’ den € iizerinde

117 a¢ (Iel )| < K2, 1< ol <4 (4.15)

elde edilir, burada Ky > 0, (z,€) € (D x G)’ den bagimsizdir.
Yukarida K, ifadesi z (z,v,t) vektor fonksiyonunun C® (Q (dy)) uzayindaki normuna ve

G’ kiimesinin ¢apina baghdir. Ayrica agsagidaki esitsizlikler €2 da gecerlidir:

le+ 0z (1 )| < i [l°leg 0| < a0 < Jal <4 (4.16)

Burada K3 ve Ky, (4.15) daki K5 ile aym parametrelere baghdir.

Sonug olarak bir integralin bir parametreye gore diferansiyeli,

SENN(SEY

fonksiyonlarmin simirhligy ve (4.15) - (4.16) iligkileri kullanilarak Lemma 4.1" in ikinci
iddiasinin ispati tamamlanir.

Lemma 4.2 Lemma 4.1 in sartlarinin saglandigine kabul edelim. Bu durumda
(1) 00 1ij, 00 0.1 € C (D x Ap x @) N Ly (RY), 8] < 2,
(i) 0 Lj, 00 0se Iy € C (D x RE x G') N Ly (RY), |8'] = 3,
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(ifi) 1707 0,Lij, 00 0y0se iy € C' (D x RY x G') N Ly (RY),
r+ |8 =4, 0<r<4olupl<s<nwve2<ij<n
ozelliklert gegerlidir.

Lemma 4.2’nin Ispati:

Lemma 4.1’in (c) sikkindan, belirlenmis x € D ve £ € G’ (£ # 0) igin,

' (af,’f) o (af,’ale) €L, <Ré1> N Ly (R@ L r+|f=4,0<r<4
yazilabilir. Bu durumda (4.9)-(4.14) bagintilar1 ve Fourier déniisiimiiniin 6zelliklerinden
W05 0,1, 170 0,01 € C' (D x R x G') N Ly (R}) (4.17)

elde edilir, burada r + |5'| = 4, 0 < r < 4, yani, Lemma 4.2’ nin (iii) sikk: ispatlanmisg
olur.
Lemma 4.2’ nin ikinci iddiasi, Lemma 4.1’ in (i) ve (ii-b)’ si kullamlarak ispatlanir.

Lemma 4.1 in (i) ve (ii-c) siklarmdan r+ || = 4,0 <r <4,z € Dve& #0,¢ € G’ igin

i (001), o (080 1) € L (RY) 1 1 (RL)
yazilabilir. Son elde edilenler ve Lemma 4.1" in (i) sikk:
WO T, 10, 0u] € C (D x RY x G') N Ly (RY) (4.18)
oldugunu gosterir. Sonug olarak |3'| < 4 igin,
041, 0501 €C(DxAxG) (4.19)
elde edilir. Lemma 4.2’ nin ilk iddiasi, Lemma 4.1 in (ii-a)’s1, (4.18) ve (4.19) dan elde

edilir.

4.2 INTEGRAL GEOMETRIi PROBLEMININ BiR TERS PROBLEME iN-
DIRGENMESI

Ele alinan integral geometri problemini kinetik denklem icin bir ters probleme indirgemek

icin asagidaki yardimc: fonksiyon tanimlayalim:

u(z, &) = Z / aij (2 (z,6,1)) 2" (2, 6,8) ¥ (x,€,t) di. (4.20)
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Burada v (z,§), g = (gi;) metriginin, 2 € D noktasindan baslayip £ € R} vektorii yoniinde
devam eden bir 1gmdir. Ayrica a;; € C5(D)’ dir.
G’ kiimesi & = (£2,...,£") degiskenlerinin kapali ve smrh bir kiimesi ve 0 ¢ G’ olmak

lizere
G={¢eR"|¢=(¢), ¢ eR, {ed},

Q={(z,9|r e D, £ €G}

kiimeleri tanimlansin.

Uyar 4.2 u(x, &) fonksiyonu I;; formundaki fonksiyonlarin toplamu olarak ifade edildigin-
den Lemma 4.1 ve Lemma 4.2; u(z,§) igin de gegerlidir. Diger taraftan, Uyari 4.1 de

ifade edilen nedenlerle, eger
w8 =Y [ @) @an @ d

esitliginin sag tarafi

n

3 / LG ED @D e

ij=1

egitligi ile yer degistirirse, bu durumda verilen lemmalar gegerli olmaz.

(4.20) esitliginin her iki tarafinin = noktasinda ¢ yoniinde tiirevi alinir ve (4.3), (4.4)

bagintilar1 kullanilirsa

28 ) ij(fc)fkﬁja—gs = X aple)"e (4.21)

j7k75:1 7 2

kinetik denklemi elde edilir. Ayrica Problem 4.1° in ifadesi, (4.20), (4.5) esitlikleri ve
a;ji(x) fonksiyonlarimin D bolgesinin diginda sifir olmas: dikkate alinirsa, u(x, §) fonksiyo-
nunun (z,§&) € 0D x Ry icin bilindigi goriiliir. Boylece Problem 4.17 in ¢tziimiiniin tek-
liginin arastirilmasi meselesi, asagidaki problemin coziimiiniin tekliginin arastirilmasina

indirgenir:

Problem 4.2 u(x,§) fonksiyonunun (z,£) € 0D X Ry i¢in bilindigi kabul edilerek (4.21)
denkleminden (ajx), (2 < j,k < n) matris degerli fonksiyonunun belirlenmesi problemi

ele alinacaktur.
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Problem 4.2’ nin ¢oziimiiniin tekligini Fredholm alternatif teoremi yardimu ile ispatlamak
icin
uw(z,&) =0, (z,8) € 0D x Ry (4.22)

homojen simir kogulu alinir.
4.3 PROBLEM 4.2’ YE FOURIER DONUSUMUNUN UYGULANMASI

Bir I(z,§) € Ly (]R ) fonksiyonunun &' degiskenine gére Fourier doéniistimii

o0

F(@.0} =T (w.n.€) = / T (2,6, €') eV gt

o0

olarak tammmlansin. Burada 7, ¢! in dual degiskenidir. Ayrica p = —1, 1 olmak {izere
AP :{UGRH pn >0},

Ay o ={neR})| pn >0}

kiimeleri tanimlansin.

Simdi (4.21) denklemine sabitlenmis her bir 2 € D ve ¢ € G’ i¢in ¢' degigkenine gore
Fourier déniigiimii uygulayalim. O halde I'}, = I'}; = 0, 1 < k < n oldugu dikkate

alinarak
V—=10,0,:1 — 2v/—1 Zr LEFO. aHHZg Dyi T
J,k=2
—v=1 Zrlkg Ena — Z 4,85 0e = 270 (1) Zak] ) gkl
7,k=2 j,k,5=2 k,j=2

yazilabilir. Bu denklemde § (n) Dirac delta genellegtirilmis fonksiyonu olup
F(1) =27 (n)

dir.

Uyar 4.2 ile Lemma 4.2 hesaba katilirsa, @, 0,u fonksiyonlarmi n > 0 ve n < 0 olmasi
durumlari i¢in, D x G’ bolgesinde siirekli diferansiyellenebilir oldugu goriiliir. Bu durumda
Fourier doniistimii uyguladiktan sonra elde edilen denklem kullanilirsa n > 0 ve n < 0

durumlar i¢in u fonksiyonu asagidaki denklemi klasik anlamda saglar:

V—=10,0.1 — 2v—1 Zr 650,00

]k 2
+Zgﬂaﬂu — \/_ZF L ekeInt — Z %8¢ 0eu = 0. (4.23)
J k=2 7,k,5=2
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Burada @ = p++/—1q yazilirsa ve n > 0 ve < 0 durumlari igin (4.23) esitliginin sol tarafi
reel ve imajiner kisimlaria ayrilirsa d,p ve 0, q fonksiyonlarina goére sirasiyla asagidaki

denklemler elde edilir:

OpOnp —2 3 19,650,000 = F 1, (4.24)
§k=2

861(1 QZFk5(96§7q—F2 (4.25)
7,k=2

Burada F ;ve F 5 agagidaki sekilde tanimhdir:

Fio= Zrkf Enp - 25 0,00 + Zrkf g,

Jik=2 5,7,k=2
(4.26)
Fy = Zr L EFEng + zfﬂaﬂp— Z I5,65600,.p
J,k=2 s,J,k=2
Ek olarak asagidaki sinir kogullar1 mevcuttur:
u(@,§) =0, (x,§) €0D x G, (i(z,n,{) =0, (z,§) €D x ). (4.27)

Lemma 4.3 Lemma 4.1 de verilen kosullar ve (4.22) sinar sarty saglansin. Bu durumda

u fonksiyonu sabitlenmis (z,£') € D x G’ i¢in
05/ 0yii(x, -, &), 0 0peOyii(w, -, €') € Ly (Af) N Ly (AL),
0<|8|<2wvel<s<nign

05/ 0y, 05 0p: 0,11 € C (D x A x G)
0y, 0501 € C(DxA)xG),

ozelliklerine sahiptir.
Uyar1 4.3 Lemma 4.3’ in ispatinda temelde (4.27) kosulu kullanilmaktadar.

Lemma 4.3’ iin Ispata:
Burada (4.25) denklemi, 0, ¢ fonksiyonu icin bir diferansiyel denklem olarak ele alimir. Bu

durumda birinci mertebeden bir kismi tiirevli denklem i¢in karakteristik kavrami hesaba

katilarak

d d n o d

—zt =1, F— oS kel — = k=23,.. 4.2
de dS J; 1]5 ) ds (87](]) F27 73a , T ( 8)
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yazilabilir. Diger taraftan Lemma 4.2’ den 0 < |3'| <2, 1 < j < n igin,
0ol Fa, 050y Fa € C (D x AL x G') N Ly (A}) (4.29)

oldugunu biliyoruz. Boylece (4.27), (4.28) ve (4.29)’ dan,

1

Ol €)= [ Falra () dr (1.30)

0
olur. Burada z}, (z,7') € dD smir noktasinin birinci bilegeni olup (z',2’) € D’ nin

birinci bilegeni z! > x} kosulunu saglamaktadir. (4.30) esitliginde

¢'(m,€) = (*(r,€), .., ¢"(7.€))

vektoriiniin bilegenleri '(z') = ¢’ baslangi¢ koguluna sahip

Lok = o3t 2<k<n

dr =

diferansiyel denklem sistemini saglar. Ayrica ¢'(z') = & # 0 kosuluna sahip bu Cauchy
probleminin ¢oziimiiniin tekligi ¢'(7,¢') # 0, 7 € [#}, z§ + do] olmasim gerektirir. Ayrica
Fa(z,n,¢&") fonksiyonu D bélgesinin diginda sifir oldugundan ve Oz! koordinat eksenine
paralel olan R? deki dogrular (g;;) metrigine gére jeodezikler oldugundan, (4.30) daki

integral (z,x} + dp) sonlu araligy tizerinde alimir, burada dy simirh D bolgesinin ¢apidir.

Diger yandan,(4.6), (4.15), (4.16) ve Lemma 4.1’den

+o00
/ W2 (a, €)de’

integralinin (z,¢") € DX G’ parametresine gore diizgiin yakinsak oldugu ve D x G’ iizerinde

stirekli oldugu goriiliir. Bu durumda Plancherel esitsizliginden

+00 +oo
27'('/_ U2(ﬂf,€>d€1 :/ ’a(x77775,)|2d777

o0 —00

olup

+o0 +o00
/ ¢*(z,n,&)dn, / p*(z,m,&)dn
0 0

integralleri D x G’ iizerinde siireklidir.

Ayrica (4.6), (4.15) ve (4.16) ile

+o0 +o0
/_ <a§u<x,£>>2d£1,/_ (000, u(z, €))2de!

o0
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integralleri (z,£') € D x G’ parametresine gore diizgiin yakinsaktir ve
Bl <31<j<n

igin D x G’ iizerinde siireklidir. Bu durumda yukaridakine benzer sekilde asagidaki

integrallerin || < 3 igin D x G’ {izerinde siirekli oldugu gosterilebilir:

+00 oo
| @z [ @)
0 0

+0o0o +0o0
/ (05 Dasq(,m, €))dn, / (O Dusp(w,m, €))dn.
0 0

Boylece

+oo oo
| @t neran [ @lo o g an
0 0

integralleri |3'| < 2 i¢in D x G’ iizerinde siireklidir.
Diger taraftan (4.30) dan

1

2 < (@ ) / F2(raC( €)) dr (4.31)

1
‘0

elde edilir. Buradan

+oo
/ F3(z,n,&)dn
0

fonksiyonu (z,¢") € D x G’ parametrelerine gore siirekli ve D, G’ kiimeleri de kapal ve

siirh oldugundan, (z, ") den bagimsiz bir M > 0 sayist ile sirh

1

z +00
/1 (/o Fg(T’w/’”’CI(ﬁf’»dn) dr

0
integralinin var oldugu sonucu ¢ikar. Bu durumda (4.31) den, Fubini-Tonelli teoremi ile

her N > 0 igin,

1

N 9 N x
/ Oyalasm, €)2dn < do / (/ F%(T,w’m,é'(ﬂf’))df) dn
0 0 x

1
0

1

T N
— 2 / / /
dO/ﬂE1 (/0 F2(7_7$7777§(7_75))d77>d7_

0

< doM

elde edilir. Benzer sebepten, (4.30) dan, || < 2 igin
N , N )

/ (0 Dy, 1, €"))2dn, / (0 Ori O, m, €))Pdn < do M, (4.32)
0 0
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oldugu goriiliir, burada M; > 0 sayisi

1

T “+00 ,
[ @ rarat e panr

1
0
ve

1

T +00
/1 (/ (8?, Oui Fo(T, 2", m, (' (7,€)))dn)dr
zy 0

stirekli fonksiyonlarinin D x G’ iizerinde maksimumudur. (4.32) esitlikleri |3'| < 2 igin
05 Oy, 0, 03 0yq € Lo (A))

oldugunu gosterir. Ayrica Lemma 4.2 den sonra Uyar1 4.2 dikkate alinirsa, (4.17) den,
05 0yq(x,0,€), 0 0 Oya(x,m,€') € Ly (A)) NC (D x A} x G')

olur. Benzer sekilde

07 0yq(x,1,€), 0 0w Oyq(x,m,€) € Ly (A,") NC (D x A x G)

oldugu goriiliir.

(4.24) esitliginden benzer yolla || <2, p = —1, 1 igin,
05/ 0p(2,0,€"), 05/ 0usOypla,m,€) € Ly (ML) N Ly (AL) N C (D x Af x @)

yazilabilir.

Sonug olarak, |5'| < 2,1 < j <n igin
05/ 0y, 0 0y 0yl € Ly (A7) N Ly (AD) N C (D x Al x @)
elde edilir. Dolayisiyla
85 (x,m, &) / 887qx7'§) (4.33)
esitligi saglanir ve buradan (x,¢’) € D x G’ noktasi igin
97 q(x,+0,¢) / O,q(x, 7,&)dr (4.34)
bulunur. (4.32)-(4.34) bagmtilarmdan
N 2
/0 af, O-q(x,7,&)dr

n , ,
0 [ (0L onalar. )P
0
< ndoM;

o N =% 0.¢)[
§/Q(x>777€) g’q(x7+ 75)

IN
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esitsizligi yazilabilir. Boylece 8?(](3:,77,6') fonksiyonu, n — +0 iken (z,&) € D x G’
parametrelerine gore 8?,/(1(:1:, +0, ¢') fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar. Boylece, n > 0
icin
8?,,(](:6,77,5') eC(Dx@G
oldugundan
05 q(x,+0,¢') € C(D x G')
olur. Benzer sekilde |5'| < 2,1 < j < n igin,
05/ 0,sq(w,+0,€), 90 p(x,+0,¢)), 0 D, +0,€'), 9L q(,—0,¢),
a?['aqu<x,_0,5/)’ a?/ (ZE’ -0 ’S) aﬁ er( Oag)

fonksiyonlarimin C (D x G') uzayma ait oldugu goriilebilir.
4.4 YENI KOORDINATLARDA BAZI YARDIMCI SONUCLAR

Bir noktada jeodezik olan 6zel koordinatlarin varhg ilk kez Riemann (1868) tarafindan
tanimlanan Riemann koordinalari ile miimkiin olmustur. Bu sistemin ayirt edici 6zelligi
orijinden gecen jeodeziklerin, Oklid geometrisindeki kartezyen koordinat sisteminin ori-
jininden gegen diiz dogrularla denklem olarak ayni forma sahip olmasidir. Bir Riemann
manifoldunda orijin noktasi P olan keyfi bir koordinat sistemi alalim. Miimkiin olan
her yonde, P noktasindan gecen jeodeziklerin mevcut oldugunu kabul edelim. Her bir
jeodezik denklemi bir kanonik parametre ile iligkilendirelim. Herhangi iki kanonik para-
metre ¢ = a7 + b dogrusal bagintisi ile birbirine bagh oldugundan 7 parametresini yle
segebiliriz ki P noktasi her jeodezik iizerinde 7 = 0 degerine karsilik gelir ve paramet-
re sabit bir carpan ile belirlenir. P den gecen her jeodezik & = { ”; }P teget vektorii
ile ve iizerindeki A noktasi da 7 parametresinin degeri ile tam olarak tanimlanir. Bu
ifadeler, siiphesiz P noktasinin jeodezik diferansiyel denklemi icin varlik ve teklik teorem-
lerinin sartlarinin saglandigi komgulugunda gegerlidir. Sadece boyle bir bolgede Riemann

koordinatlarinin inga edilmesi miimkiindiir. Eger A nin orijinal koordinatlar:

ise buna kargilik gelen Riemann koordinatlar:
y=£&r(1<i<n)
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seklinde tanimlanir (Petrov 1969). Boylece

dir. Diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi, orijinal koordinat sisteminde,

jeodezik iizerinde z’ fonksiyonlar1 baglangi¢ sartlarina ve 7 parametresine baghdir:
o = ai(r, 0,6,

Ayrica 2% ler 3/* fonksiyonlarmin siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar: olup P nin bir
komsulugunda z° ve y* arasimda birebir esleme vardir.

O halde agiktir ki, bir 5 € D noktas1 merkez olarak alinirsa

n

Zaij (x)flfj

ij=2

diferansiyel formu yeni koordinatlarda
n . - k.s

D ars(y)¢ ¢

k,s=2

halini alir. Burada Ggs = a;j0,x2'0ysx7ve a;; = a;; (z (y)) seklinde verilir.

Dolayisiyla (4.20) formuliine benzeyen bir

7 (y,0) = Z/ IR ER R ER RO (4.35)
F(,6)
fonksiyonu yazilabilir. Burada

={Z"(y,(,t), ., 7" (4, (1)}

yeni koordinatlarda, y € D noktasimdan ¢ dogrultusunda gecen g metriginin bir jeodezi-
gidir. wu(z,&) fonksiyonu igin verilen Lemma 4.1 ve Lemma 4.3’ iin u (y, () fonksiyonu
icinde gecerli oldugu kolayca goriilebilir. Boylece, y = 0 da f]k = 0 olacagidan u (y, ()

fonksiyonu asagidaki denklemi saglar:

ZlCiﬁyiﬂ = ; ars(y)C ¢ (4.36)
= s,k=2
Burada Fj ., yeni y koordinatlarinda g metriginin Christoffel sembolleridir. u(x,&) igin

gegerli olan Lemma 4.1 ve Lemma 4.3 ayrica u(y, () fonksiyonu iginde saglandigindan

bundan sonra sadelik acisindan

(y7<) (y C) ( 7C)> aks(y)
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sembollerinin yerine

(ZE,f), u<x7§)7 7(‘7375)7 akS(‘r)

sembolleri kullanmilacaktir.

Diger yandan, oklid metriginde jeodezik denklem

2 (z0,§,t) = mo + &L, (£ #0)

formunda oldugundan

z (zg,&,t) = %z (x0,&,1)

fonksiyonunun ¢° (1 < s < n) parametresine gore ikinci tiirevinin |£] < § ve ¢ € (0, +00)

icin sinirh oldugu aciktir. Eger jeodezigin denklemi v = é—| olacak sekilde
z (zo, v, t) = 29 + VI

formunda yeniden yazilirsa, bu durumda z (zg, v, t) = é—| fonksiyonunun £° parametresine
gore ikinci tirevi €] < 3 ve ¢t € (0,400) i¢in smirh olmayacaktir. Bu smursizlik yeni
v = é—| parametresinin tanimlanmasi ve [£] < % i¢in |£| fonksiyonunun ikinci tiirevlerinin

sinirsiz olmas ile baglantihdir.

Lemma 4.4 Yen: koordinat sisteminde,

85185111(0,5), 0 iaglaiju(o,f% 1<, 7<n,

fonksiyonlar:y [£| < % icin G kiimesi tizerinde sinirhdir. Ayrica 1 < 4,7 < n ic¢in
’LL(O, 517 5/)5 agzu(oa 517 €I)> aﬁ‘a’t?u(o7 517 5/)7 aglaglu(oa 517 gl)v Oy aglaflu(oa 617 5/)7

fonksiyonlar: £ — 0 iken Lg(Rél) de sifira yakinsar.
Lemma 4.4’ iin Ispata:

Oncelikle, ' (x,&,t) fonksiyonlarmin £ ye gore ikinci mertebeden tiirevleri simirh ise

O¢i0gu fonksiyonlart da 0 < [§] < % ve 1 < ¢ < n igin smirh olacaktir. supp b C D

ve (4.3)-(4.4) probleminin ¢oziimii (4.21) 6zelligine sahip oldugundan, dy, g = (g;;(x))

do

metriginde D nin ¢ap1 olmak iizere, (4.6) daki integral [0, e

} sonlu aralig1 iizerinde
diisiiniilebilir. Boylece (4.6) esitligi asagidaki gibi yazlabilir:

dg

Ty(,€) = /0 (@ 6,0) 5 (2, 6,0) (2,6, 0) d (4.37)
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Ayrica, g = (g;;) metrigi yari-jeodezik koordinatlarda yazildigindan
2 (2, €,0,1) = 0 (1 £ 0)

esitligi her k € {2,...,n} icin saglanir ve dolayisiyla

3§1zk (m,{l,O,t) =0

olur. Bu durumda, sabitlenmis her bir 2 € D ve 0 < |¢'] < 1 ic¢in, & = (£,...,&")

degigkenine gore Taylor formiiliinden,

(z,6,t) = Zg 0" (2,€1,€0,,1) (4.38)

8512 x, &, 1) Zf 8518512 (x €. €0,, ) (4.39)

esitlikleri yazilabilir. Burada 0 < 0,, (z,&,t) < 1, m =1, 2 dir.
Eger 0,:%" ve 0¢i O #*fonksiyonlarn simrhiligs kabul edilirse, bu durumda (4.38) ve (4.39)
esitliklerinden her k € {2,...,n}, z € D, t € (0,+00) ve [¢| < L (¢! #0) i¢in,

@ 0| Mgl |00 @6,0)] < Mol (4.40)
bulunur. Burada M, M, > 0, £ ve t ye bagh degildir. Ayrica biliyoruz ki:

(i) b € C5(D), supp b C D dir,

(i) (4.40) esitsizligi saglanir,

(iii) z(z,&,t), t ye gore C°- simfindandir ve € # 0 dir,

(iv) i (z,6,t), 2° (2,&,t) (2 <k <n,1<s<n) fonksiyonlarmn &' # 0 olacak sekilde

€] < 4 i¢in & (1 <4 < n) ye gore 2. mertebeye kadar tiirevlerinin sirhdir,
(v) 85121“ (m,fl,(),t) =0,2 <k <ndir.

Tiim bu gergekler goz éniinde bulunduruldugunda, 0;:2°, 9 0,:12° (1 < s < n) fonksiyon-
lar1 sirh iken Ogs 01 1;; fonksiyonlarinin da €] < %, 1<s<mn,2<1i,j<nic¢n smrh
olacag agiktir. Diger yandan |¢| > 3 (€' € G’) i¢in fonksiyonlarm simrhligi Lemma 4.1

den goriilebilir.
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Eger

851-8963-2]“, 8€iafsamjzk, 0045 2°, 851851-833]-,23(2 <k<n1<ijsl<n)
fonksiyonlariin sinirh oldugu kabul edilirse, bu durumda ¢ € G igin
8§¢8§1€9ﬂ]¢j (1 <1,7< n)

fonksiyonlar1 da benzer sekilde smirh olur. Sonug olarak, u(z,§) fonksiyonu I;;(x, )

seklindeki fonksiyonlarin sonlu bir toplami oldugundan,
851'851% 8§ic’9€18¢ju (1<i,j<n)

fonksiyonlari, z°, 2 icin yukarida belirtilen kogullar saglandigi zaman, z € D ve ' # 0
olacak gekilde |£| < % icin GG kiimesi iizerinde simirh olurlar.
Ozel olarak " (x,€,t) fonksiyonlarinin £ ye gore 2. mertebeye kadar tiirevleri g;; = d;;

metrigi icin sinirh oldugundan, aciktir ki aym simirhilik 6zellikleri

£(0,6,1)

igin 79 € D merkezli Riemann koordinatlarinda da gegerlidir. Ayrica, yeni koordinat

sisteminde saglanan y° = £t (1 < i < n) formiilii ile
2°(0,&,t) = 2°(0,£,0) (1 <s<n)

olur. Boylece

10,5 2°(0,€,), 0u0i0,52°(0,€,1), Deid,iz"(0,6,1)

000,327 (0,6,1) (2 <k <mn, 1<4i,j,51<n)

fonksiyonlarimn |¢| < % icin G kiimesi iizerinde sinirli oldugu kolayca goriiliir. Bu du-

rumda
8€i851u(0, £), 0 iﬁglﬁﬂu(o,f) (1<i,j<n)

fonksiyonlar [£] < % icin G kiimesi tizerinde sinirhdir.

Ek olarak, (4.3)-(4.4) problemi i¢in tek ¢oziim v° = (1,0, ...,0) € R™ vektorii i¢in
z (L I/O,t) =x+t0°
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ile verildiginden ¢ = 0, 2 < k < n icin,

7 (x,{l,(),t> —0

olur. Bu durumda (4.20) den

u(z,€,0) = daulx,&,0) =0 (1 <i<n)

ve

D1 dgiu(r, € ,0) = OpDeiDpru(z, € ,0) = 0,(1 < i,j < n)

elde edilir. Boylece

w(0,6",), (0,6, €), 0 0psu(0,€1,€), i 9au(0, 1, €"), Dni i Opau(0, €', €)

fonksiyonlarmin & — 0 iken Lg(Rél) uzaymda sifira yakinsadig1 goriiliir.

Lemma 4.5 Lemma 4.1 ve Lemma 4.3 iin kosullar: altinda,

u(0,m,¢) =p(0,n,&) +vV=1q(0,n, &)

olmak tizere

p<0an7€/)a axjp(ovnagl)v agkp(0>77a§/)7 8x‘785’“p(07777€,)7 UQ(0>777§/)

fonksiyonlar: Ll(R}]) uzayinda & — 0 dken 2 < k <n ve 1 < j < n igin sifira yakinsar.
Lemma 4.5’ in Ispatu:

Fourier doniisiimii Ly(RL,) de siirekli oldugundan Lemma 4.4’ ten

é—l
a(oﬂ%fl)» agka(0777,fl>, 77@(0,7775/), nagka(07777€/)7 naxja(oaf'%g,)v 8§kawja(0>77a€1)7
7728337a<07777€/)7 nagk zja(oﬂ%fl)a 2<k< n, 1< j <n

fonksiyonlarmim Ly(R}) de & — 0 iken sifira yakinsadigr goriiliir. Dolayisiyla

/ |0 0ip| dy < </ n° (ngﬁza‘p)an) (/ —an> ,
1 1 1 7
1 1 3
/ ‘851% mjp| dn < (/ (8§kaﬂp)2 d?7>
0 0

ve

N

00 1
/ n? (agk(?xjp)Z dn — 0, / (8§k8xjp)2 dn — 0
1 0
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oldugundan, 0ex0,:p(0,7,¢’) fonksiyonlarr Ly(0,00) de & — 0 iken sifira gider. Aym
sekilde 0,1 0,ip(0,n, ') fonksiyonlar: da Ly (—o0,0) da &' — 0 iken sifira yakinsar.
Benzer sekilde

p<0a 7, 5/)7 azﬂp(oa m, 5I)7 agkp(oa , 5/)7 UQ(()? , £I>

fonksiyonlarinin Ll(R}]) de & — 0 iken sifira yakinsadig1 gosterilebilir.
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BOLUM 5
TEOREM 4.1°’IN ISPATI

Bu boliimde Teorem 4.17 in ispat1 verilecektir. Problem 4.1 in ¢6ziimiiniin tekligi, C3 (D)
sinifinda Problem 4.2’ nin ¢oziimiiniin tekliginden elde edilir. Bu nedenle Problem 4.2

homojen siir kosulu ile birlikte ele alinmaktadir.

Oncelikle & = p 4+ v/—1¢ ve T (0) = 0 olmak iizere,

V=108, 0,11 — 2v/—1 Zr{kg 0,050 + Zg Oyl

7,k=2

VAT = 3 D0 = 25 (1) 3 any ()€

J,k=2 j,k,s=2 k,j=2

denkleminden elde edilen

Op01q — QZFk538§7Q—F2

7,k=2

ifadesinden, yeni koordinatlarda z = 0 icin f 5 = > ¢70,;p olmak {izere

8,01 = —210(n Zajk )+ s, (5.1)

k,j=2

yazilir. (5.1) denkleminde

g; = 552(1)752(1) = (07 ,0,1,0,--- ’0) < Rn_lv e >0, 5/ = (§2a§37"' ’gn)

olmak iizere ¢’ = £ € G/, 2 < 1 < n olarak alimirsa

Oy (0,1q(0,1,&;)) = —2m6 () a;;(0)” + Fu(0,7, &) (5.2)
elde edilir. Burada

F5i(0,n,&;) = €0,ip(0, 7, &)

seklinde tanimhidir.
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Lemma 5.1 U(y) fonksiyonu a¢ik bir Y C R ciimlesinde tansml ve bir yo € Y igin,
au (y) .

ile cakissin ve g’ 1

CYY/{yo}) uzayma ait olsun. V(y) fonksiyonu y # yo i¢in

bir komsulugunda integrallenebilir olsun. Bu durumda,

Ulyo £ 0) = lim U(y)

Yy—yot
limatleri vardir ve

dU (y)
dy

=V(y) + Uy +0) = U(yo — 0))d (1)

dur (Hormander 1983, s. 56).

Dikkat edilirse U = 0,1q ve V = [ 5 fonksiyonlar1 yy = 0 i¢in Lemma 5.1’ in kogullarim
saglamaktadir. Burada y degiskeni 1 degigkeni ile yer degigtirmigtir. Bu nedenle (5.2) ve
Lemma 5.1 den UL, (0,&)) = 9,1¢ (0,40, ;) olmak tizere

Usq(0,€7) — U—g(0,&;) = —2maz;(0)e” (5-3)

elde edilir.
Diger taraftan, Lemma 4.2 ve Lemma 4.3 ile (5.2)’ den,

0o 0

U.y(0.€) / Fou(0,1,€0)di, U_y(0,€)) = / Fyi (0,7, €1)

0 —00

yazilabilir. Buradan asagidaki esitlige ulagilir:

Usg(0,6)) — U_y(0,€)) = —e7amp<o, 0, &)dn. (5.4)
Lemma 4.5 ten i

/8$sp(0,77,0)d7] =0,1<s<n

esitligi saglanir. Ayrica
Opdoip € L (RN N Ly (R N C (AL x G), p=—1,1

oldugunu dordiincii boliimdeki lemmalardan biliyoruz. Boylece = = 0 i¢in [0, €] araliginda

ortalama deger teoremi uygulanirsa, 6, € (0,1), £’ e bagh bir sabit olmak {izere
[ 2up(00.€0n = [ 900.p(0.m, €0 (5.5)
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yazilir. (5.5)”1 (5.4)" te kullanmlirsa,

UthI(O? f;) - U*CI(O7 5;) = qz<07 52)52 (56)

elde edilir, burada
0:0.€) = — [ 00,p(0.m,€01)d

dir. (5.3) ve (5.6) esitlikleri
—2ma;(0) = ¢;(0,&;), (2<i<n)

oldugunu gosterir. Bu durumda Lemma 4.5’ ten & — 0 iken ¢;(0, £;) — 0 olur ve boylece
a;;(0) =0, (2 <i < n) olarak bulunur.

Ikinci olarak,

ve
5;3' = 5&3’(1) € G

seklinde secelim. Bu durumda, a;; (0) = 0, a;; (0) = aj; (0) oldugundan ve (5.1) den

¢ =& icin,

Oy (0014 (0,1,&55)) = —4md () ai;(0)e® + Faij (0,1, &5;) (5.7)
elde edilir. Burada

Fij(0,m,&5;) = €(05ip(0,1,&5;) + 90in(0,1,€55))

seklinde tammhdir. Bu durumda yukaridaki iglemler tekrarlanmirsa (5.7) denklemi ve

Lemma 5.1 den, Usy(0,&};) = 9,14 (0,20, &);) olmak tizere
Uyiqg(0,85;) = U_(0,&;) = —4ma;(0)e? (5.8)

elde edilir. (5.7)’ den, 4.2 ve 4.3 lemmalarindan

%) 0
0 —00
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oldugu goriiliir. Boylece,

o0

U+q(07 5;]) - qu(oa 5”[]) = _5/ (aﬂp(o? 7, 5;) + amjp(oa m, 52]))6177 (59)

—00

olur. Eger
[ 2epl0.0.00dn =0, (1< m <)

oldugu hatirlanirsa, [0, ¢] araliginda ortalama deger teoreminden,

o

/aacsp(07 7, f;])d’r/ = 8/' (aflamsp(oa 7, é.;jgi) + agj@xsp(ov 7, f;ﬂi))dn

—0o0

yazilir. Burada s =4, ve 0 < 6] (ﬂj) < 1 dir. Bu durumda son egitlik ve (5.9)" dan

[e.e]

Qij(07§;j) - _/ (agiamp(o»ﬁaf;jei) pr- 28578951‘17(07 7],&]‘9?) + agjaxjp(ov 777&3'6?)) dn

olmak tizere
U-H](O? 5;]) - U—Q(O’ f;]) = dij (07 6;j)€27 (510>

elde edilir. (5.8) ve (5.10) esitliklerinden —4ma;; (0) = ¢;; (0,&;;) olur. Bu durumda

& — 0 iken ¢;(0,&;;) — 0 oldugu goriiliir ve sonug olarak

olur. Boylece Teorem 4. 1’ in ispati tamamlanmig olur.
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5.1 SONUC

Bu tezde bir integral geometri probleminin ¢oziimiiniin tekligi incelenmistir. Bu kapsamda
Amirov (2005) ve Amirov, Golgeleyen ve Yamamoto (2017) ¢aligmalar1 analiz edilmistir.
Bilindigi iizere bu problemler basta tomografi olmak iizere bilim ve teknolojinin bircok
alaninda 6nemli uygulamalara sahiptir. Ele alinan problem 6nce kinetik denklem igin bir
ters probleme indirgenmistir. Daha sonra Fourier doniistimii kullanilarak ve yeni Riemann
koordinatlar1 tanimlamak suretiyle problem daha basit bir forma indirgenmistir. Son
olarak, Fredholm alternatif teoremleri uyarinca belirli kosullar altinda ele alinan integral

geometri probleminin ¢oziimiiniin tekligi gosterilmigtir.
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