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SİMGE LİSTESİ 

 

ℝ𝑛 n boyutlu reel Öklid uzayı 
𝐴𝑐  A kümesinin tümleyeni 
‖𝑓‖ 𝑓 in normu 
𝐿𝑝 Lebesgue uzayı 

𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐 Lokal integrallenebilir Lebesgue uzayı 

𝐿𝑝,𝜆 Morrey uzayı 

𝐿̃𝑝,𝜆 Modifiye edilmiş Morrey uzayı 

𝑊𝐿𝑝 Zayıf Lebesgue uzayı 

𝑊𝐿𝑝,𝜆 Zayıf Morrey uzayı 

𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 Zayıf modifiye edilmiş Morrey uzayı 

𝐵(𝑥, 𝑟) 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar 
𝜇(𝐴) 𝐴 kümesinin ölçüsü 
𝑄(𝑥, 𝑟) 𝑥 merkezli kenar uzunluğu 𝑟 olan küp 
𝜇(𝐼) = |𝐼| 𝐼 aralığının ölçüsü 
χ
𝐴

 𝐴 kümesinin karakteristik fonksiyonu 

𝐿𝑝
∗  𝐿𝑝 uzayının duali 

𝑀𝑓 𝑓 in Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu 
𝐼𝛼𝑓 𝑓 in Riesz potansiyeli 
𝑇𝑓 𝑓 in singüler integrali 
𝛥𝑓 𝑓 in Laplace operatörü 

𝑓 𝑓 in Fourier dönüşümü 
𝑠𝑢𝑝𝑝𝑓 𝑓 in desteği 
𝑓 ∗ 𝑔 𝑓 ile 𝑔 nin konvolüsyonu 
𝕊𝑛−1 n-boyutlu birim küre  
𝜈𝑛 Birim yuvarın hacmi 
𝜔𝑛−1 Birim kürenin yüzey alanı 
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This thesis consists of six chapters.  

The first chapter is a summary of the literature, aim and hypothesis of the thesis. In the 
second chapter basic concepts are introduced. The basics and characteristics of 
maximal function, Riesz potential as well as singular integral operators are given, and 
their boundedness in the Lebesgue space are discussed in the third chapter. Maximal, 
Riesz potential and Calderon-Zygmund operators as well as their boundedness in the 
Morrey space are dealt with in the fourth chapter. Maximal, Riesz potential and 
Calderon-Zygmund operators as well as their boundedness in the modified Morrey 
space are discussed in the fifth chapter. The sixth and final chapter includes 
conclusions and recommendations. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

Maksimal fonksiyon, Hardy-Littlewood tarafından 1930 yılında ℝ üzerinde bir boyutlu 

olarak ortaya konulmuş [1] ve Wiener tarafından ise, 1939 yılında ℝ𝑛 n-boyutlu Öklid 

uzayına genelleştirilmiştir.  

Hardy-Littlewood maksimal operatörü 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) ve 𝑀𝑓 ∶  ℝ𝑛 → [0,∞] olmak üzere 

𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) 
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑟)

 

ile tanımlanır. 𝐼𝛼𝑓 Riesz potansiyeli, 

0 < 𝛼 < 𝑛 ve 𝛾(𝛼) =
𝜋
𝑛
22𝛼Γ (

𝛼
2)

Γ (
𝑛 − 𝛼
2 )

  olmak üzere 

(𝐼𝛼𝑓)(𝑥) =
1

𝛾(𝛼)
∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
ℝ𝑛

𝑑𝑦 

olarak tanımlanır. 

𝑇𝑓 Calderon-Zygmund singüler integrali, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve 𝐾 Calderon-Zygmund 

çekirdeği olmak üzere 

𝑇𝑓(𝑥) = 𝑝. 𝑣. ∫ 𝐾(𝑦)𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

ℝ𝑛

    

şeklinde tanımlanır. 
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𝐿𝑝 Lebesgue uzayı,  Ω ⊂ ℝ𝑛 bir bölge, 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere  

𝐿𝑝(Ω) = {𝑓: Ω → ℝ ∶  𝑓 ölçülebilir ve ∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦 < ∞

Ω

} 

şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayıdır. Lebesgue uzayları, harmonik analizdeki 

maksimal, Riesz potansiyeli ve singüler integral operatörlerin sınırlılık koşullarının 

belirlenmesinde araştırmacılar için temel olarak alınmıştır. 

𝐿𝑝,𝜆 Morrey uzayı,  Ω ⊂ ℝ𝑛,  1 ≤ 𝑝 < ∞ , 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) olmak üzere  

𝐿𝑝,𝜆(Ω) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∶  sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

 𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

< ∞}  

şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayıdır. Burada 𝐵(𝑥, 𝑡), 𝑥 merkezli 𝑡 yarıçaplı yuvarı 

belirtmektedir (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). Morrey uzayları 1938 yılında C.B. 

Morrey tarafından ikinci dereceden eliptik denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları 

ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemler araştırılırken ortaya çıkarılmıştır [3]. 

Morrey uzaylarında Hardy-Littlewood maksimal operatörü ve Calderon-Zygmund 

singüler integral operatörünün sınırlılık koşulları F. Chierenza, M. Frasca [4] ve V.S. 

Guliyev [5] tarafından elde edilmiştir. Morrey uzaylarında Riesz potansiyelinin sınırlılık 

koşulları ise, Adams [6], Spanne [7] ve V.S. Guliyev [8] tarafından ispatlanmıştır. V.S. 

Guliyev doktora tezinde ortaya koyduğu yeni bir metot ile harmonik analizin integral 

operatörleri için Lie gruplarında ve ℝ𝑛 de sınırlılıkları elde edilmiştir. V.S. Guliyev ile 

birlikte V.I. Burenkov, H.V. Guliyev, S. Samko, Y. Zeren, H. Hasanov, A. Şerbetçi ve T. 

Tararykova gibi araştırmacılar Morrey tipli uzaylar başta olmak üzere diğer fonksiyon 

uzaylarında da yeni sonuçlar elde etmiştir [2], [9], [5], [8],[10]. 

𝐿̃𝑝,𝜆 Modifiye edilmiş Morrey uzayı, ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) için 1 ≤ 𝑝 < ∞ , 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 

ve [𝑡]1 = min{1, 𝑡}  olmak üzere 

𝐿̃𝑝,𝜆(Ω) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∶ 𝑓 ölçülebilir ve sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

 [𝑡]1
−𝜆∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

< ∞ } 
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şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayıdır. Modifiye edilmiş Morrey uzayı, Lebesgue uzayı 

ve Morrey uzayının kesişim kümesini ifade etmektedir. [𝑡]1 = 1 seçilirse Lebesgue 

uzayını, [𝑡]1 = 𝑡 seçilirse Morrey uzayını ifade etmektedir. 

1.2 Tezin Amacı 

Tezin amacı, harmonik analizin integral operatörlerinden olan maksimal, potansiyel ve 

singüler operatörlerinin Lebesgue, Morrey ve modifiye edilmiş Morrey uzayındaki 

sınırlıkları için temel kaynak oluşturmaktır. Hardy-Littlewood maksimal operatörü, 

Riesz potansiyeli ve Calderon-Zygmund singüler integral operatörlerinin sınırlılığı için 

gerek ve yeter koşullarını modifiye edilmiş Morrey uzayında incelemektir. 

1.3 Hipotez 

Fonksiyon uzaylarının modern teorisi, reel ve fonksiyonel analizin birçok konusuna ve 

diğer matematiksel disiplinler içinde kısmi diferansiyel denklemler ile matematiksel 

fizik gibi bir çok alana başarıyla uygulanmıştır. İntegral ve diferansiyel operatörlerin 

farklı norm eşitsizlikleri fonksiyon uzaylarının teorisinde ve onların uygulamalarında 

esaslı öneme sahiptir. Özellikle diferansiyellenebilir fonksiyonların klasik uzayları 

teorisi (Sobolev uzayları, Besov uzayları, ağırlıklı Besov tipi uzaylar, vb.) bu eşitsizlikler 

üzerine esaslı olarak inşa edilirler. Yakın zamanlarda integral ve diferansiyel 

operatörler için norm eşitsizlikleri ile ilgili birçok zor problemler çözülmüştür. Bu 

sonuçlar fonksiyonel analizin özellikle etkin ve geniş olarak lineer ve lineer olmayan 

kısmi diferansiyel denklemlere uygulamaları için temel araçlar olmuştur.  Harmonik 

analizin integral operatörleri olan maksimal, potansiyel ve singüler operatörlerinin 

Lebesgue, Morrey ve modifiye edilmiş Morrey uzayındaki sınırlılığının araştırılması 

büyük öneme sahiptir. Bu operatörlerin fonksiyonel ve reel analizde ve matematiğin 

diğer alanlarında özellikle kısmi türevli diferansiyel denklemler teorisinde çok geniş 

uygulamalar vardır. 
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BÖLÜM 2 

TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde çalışmamızda gerekli olan bazı temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir. 

2.1 Temel Tanım ve Teoremler 

Tanım 2.1 𝐹 cismi üzerinde 𝑋 vektör uzayı olmak üzere 

‖𝑥‖ ∶ 𝑋 → ℝ+ , 𝑥 → ‖𝑥‖ dönüşümü ∀𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋 ve ∀𝛼 ∈ 𝐾 için 

1) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 𝜃; 

2) ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖; 

3) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (üçgen eşitsizliği) 

özelliklerini sağlıyorsa 𝑋 üzerinde norm denir. (𝑋, ‖. ‖) ikilisine normlu uzay denir.  

3) şartı bir 𝐾 > 1 sabiti için ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 𝐾(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖) şeklinde sağlanıyorsa dönüşüme 

quasi norm denir. 

Tanım 2.2  𝑋 𝑣𝑒 𝑌 aynı cisim üzerinde iki vektör uzayı olsun. 𝐷(𝑇) tanım bölgesi, 𝑅(𝑇) 

değer bölgesi olmak üzere bir 𝑇:𝐷(𝑇) ⊂ 𝑋 → 𝑅(𝑇) ⊂ 𝑌  dönüşümüne operatör denir. 

Örneğin bir 𝑇: 𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] integral operatörünü 

𝑇𝑓(𝑥) = ∫𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝑥

𝑎

, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

şeklinde tanımlayabiliriz. 
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𝑇:𝐷(𝑇) ⊂ 𝑋 → 𝑅(𝑇) ⊂ 𝑌 operatörü ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) ve 𝛼 ∈ ℝ için  

𝑇(𝑥 + 𝑦) = 𝑇(𝑥) + 𝑇(𝑦) ve  𝑇(𝛼𝑥) = 𝛼𝑇𝑥 oluyorsa, 𝑇 operatörüne lineer operatör 

denir. 

𝑇:𝐷(𝑇) ⊂ 𝑋 → 𝑅(𝑇) ⊂ 𝑌   lineer operatörü için 𝑇(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑇(𝑥) + 𝑇(𝑦) oluyorsa, 

𝑇 operatörüne alt lineer operatör denir. 

𝑇 operatörün için 𝑘, 𝐾 > 0 𝑓 ve 𝑔 den bağımsız sabitler olmak üzere h.h.y 

|𝑇(𝑓 + 𝑔)(𝑥)| ≤ 𝐾(|𝑇𝑓(𝑥)| + |𝑇𝑔(𝑥)|) ve |𝑇(𝜆𝑓)(𝑥)| ≤ 𝑘|𝜆||𝑇𝑓(𝑥)| oluyorsa, 

𝑇 operatörüne yarı lineer operatör denir [11]. 

𝑇:𝐷(𝑇) ⊂ 𝑋 → 𝑅(𝑇) ⊂ 𝑌  lineer operatör ve ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷(𝑇) için ‖𝑇𝑥‖𝑌 ≤ 𝐶‖𝑥‖𝑋 

olacak şekilde 𝐶 > 0 reel sayısı varsa, 𝑇 ye sınırlı lineer operatör denir. 

‖𝑇𝑥‖𝑌 ≤ 𝐶‖𝑥‖𝑋 eşitsizliğini sağlayan 𝐶 > 0 sayılarının en küçük alt sınırına 𝑇 sınırlı 

lineer operatörünün normu denir [12] ve 

‖𝑇‖𝑋→𝑌 = sup
𝑥∈𝐷(𝑇)
𝑥≠0

‖𝑇𝑥‖𝑌
‖𝑥‖𝑋

 

ile gösterilir. 

Tanım 2.3 Bir 𝑇: 𝑋 → 𝑌 operatörü için ∀𝜀 > 0 , ∀𝑥 ∈ 𝐷(𝑇) ve ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝛿 iken 

‖𝑇𝑥 − 𝑇𝑥0‖ < 𝜀 olacak şekilde 𝛿 > 0 varsa T operatörüne 𝑥0 ∈ 𝐷(𝑇) noktasında 

süreklidir denir [12]. 

Teorem 2.4 Bir 𝑇: 𝑋 → 𝑌 operatörünün 𝐷(𝑇) de sürekli olması için gerek ve yeter koşul 

𝑇 operatörünün 𝐷(𝑇) de sınırlı olmasıdır [12]. 

Tanım 2.5 Bir 𝑋 kümesinin alt kümelerinin bir Σ sınıfı aşağıdaki özellikleri sağlıyorsa, Σ 

ya bir 𝝈–cebir (𝜎–cisim) denir. 

a) 𝑋 ∈ Σ 

b) 𝑆 ∈ Σ ⟹ X\S = 𝑆𝑐 ∈ Σ 

c)         𝑆𝑛 ∈ Σ, n = 1,2, …  ⟹⋃𝑆𝑛

∞

𝑛=1

∈ Σ . 

Bu durumda bir 𝑆 ∈ Σ kümesine ölçülebilir küme denir. 
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Tanım 2.6 𝑋 bir küme ve Σ, 𝑋 in alt kümelerinin bir 𝜎–cebiri olsun. Aşağıdaki özellikleri 

sağlayan bir 𝜇: Σ →[0,∞] fonksiyonuna ölçüm denir. 

a) 𝜇(∅) = 0, 

b) 𝜇 sayılabilir toplamsaldır. Eğer 𝑆𝑗 ∈ Σ, 𝑗 = 1,2, … , ikişer ikişer ayrık kümeler ise, 

𝜇 (⋃𝑆𝑗

∞

𝑗=1

) =∑𝜇(𝑆𝑗)

∞

𝑗=1

. 

(𝑋, Σ, 𝜇) üçlüsüne ölçüm uzayı denir. (𝑋, Σ ) ikilisine ise, ölçü uzayı denir. 

𝜇 pozitif ölçü olmak üzere; Eğer 𝐴, 𝐵 ∈ Σ ve 𝐴 ⊂ 𝐵 ise, 𝜇(𝐴) ≤ 𝜇(𝐵). 

Eğer 𝐴𝑗 ∈ Σ, 𝑗 = 1,2, … ve 𝐴1 ⊂ 𝐴2 ⊂ ⋯ ise, o zaman 

𝜇 (⋃𝐴𝑗

∞

𝑗=1

) = lim
𝑗→∞

𝜇(𝐴𝑗). 

𝜇∗(𝐴) = inf {∑ℓ(𝐼𝑛)

∞

𝑛=1

: 𝐴 ⊆⋃𝐼𝑛, 𝐴 ⊂ ℝ 

∞

𝑛=1

 } 

sayısına A kümesinin Lebesgue dış ölçüsü denir. 

𝐸 ⊆ ℝ alt kümesi verilsin. Her 𝐴 ⊆ ℝ için, 

𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) 

oluyorsa 𝐸 kümesine Lebesgue anlamında ölçülebilirdir denir. 

Teorem 2.7 (Lebesgue ölçüsünün varlığı) Aşağıdaki özelliklere sahip ℝ𝑛 nin alt 

kümelerinin bir 𝛴 𝜎-cebiri ve 𝛴 üzerinde bir pozitif 𝜇 ölçüsü vardır: 

i) ℝ𝑛de her açık küme Σ ya aittir. 

ii) Eğer 𝐴 ⊂ 𝐵, 𝐵 ∈ Σ ve 𝜇(𝐵) = 0 ise, o zaman 𝐴 ∈ Σ ve 𝜇(𝐴) = 0 olur.  

iii) Eğer 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑎𝑗 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛} ise, o zaman 𝐴 ∈ Σ ve 

𝜇(𝐴) =∏( 𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑎𝑗). 

iv) Eğer 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ve 𝐴 ∈ Σ ise 𝑥 + 𝐴 = {𝑥 + 𝑦: 𝑦 ∈ 𝐴} ∈ Σ ve 𝜇(𝑥 + 𝐴) = 𝜇(𝐴) olur 

(öteleme değişmezliği). 
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Σ sınıfının elemanlarına ℝ𝑛 de Lebesgue anlamında ölçülebilir alt kümeler denir.  

μ fonksiyonuna ise, ℝ𝑛de Lebesgue anlamında ölçü denir. Lebesgue ölçüsü, ℝ3 

(ℝ1, ℝ2) teki hacmin (uzunluğun, alanın) genellemesi olduğundan 𝐴 ∈ Σ için 𝜇(𝐴), A 

kümesinin hacmi (uzunluğu, alanı ) yerine A kümesinin ölçüsü olarak adlandırılır 

(Adams ve Fournier [13]). 

Tanım 2.8 Eğer 𝐵 ⊂ 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 ve 𝜇(𝐵) = 0 olmak üzere herhangi bir koşul 𝐵𝑐 üzerinde 

sağlanıyorsa A üzerinde hemen her yerde doğrudur (h.h.y) denir [13]. 

Tanım 2.9 (𝑋, Σ1, 𝜇1) ve (𝑋, Σ2, 𝜇2) ölçüm uzayları olsun. Eğer 𝑓: Σ1 → Σ2 fonksiyonu 

𝐴 ⊂ Σ2 iken 𝑓−1(𝐴) ⊂ Σ1 oluyorsa 𝑋 üzerinde ölçülebilir fonksiyon olarak adlandırılır. 

Teorem 2.10 (𝑋, Σ, 𝜇)ölçüm uzayları olsun. 𝑓: 𝑋 → [0,∞] fonksiyonu her 𝛼 ∈ ℝ için 

𝑓−1((𝛼,∞]) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑓(𝑥) > 𝛼} ∈ Σ özelliğini sağlıyorsa ölçülebilir fonksiyondur 

denir. 

Tanım 2.11 𝐴 ⊂ ℝ𝑛 olsun. 

χ
𝐴
= {

1, 𝑥 ∈ 𝐴
0, 𝑥 ∉ 𝐴

 

ile tanımlanan χ
𝐴 

 fonksiyonu A kümesinin karakteristik fonksiyonu olarak adlandırılır. 

Tanım 2.12 Bir 𝑠 fonksiyonunun görüntü kümesi sonlu elemandan oluşuyorsa 𝑠 ye 

basit fonksiyon denir. 

𝑠: 𝑋 ⊂ ℝ𝑛 → {𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛} ⊂ ℝ  

𝑠 =∑𝑎𝑗χ𝐴𝑗
(𝑥)

𝑛

𝐽=1

, 𝐴𝑗 = {𝑥 ∈ ℝ
𝑛: 𝑠(𝑥) = 𝑎𝑗} ⊂ 𝑋 

Teorem 2.13 Aşağıdaki bütün fonksiyonlar ve kümeler ölçülebilir olmak üzere 

önermeler doğrudur. 

a) 𝑓 fonksiyonu 𝐴 da sınırlı ve 𝜇(𝐴) < ∞ ise, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐴) 

b) Eğer her 𝑥 ∈ 𝐴 için 𝑎 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑏 ve 𝜇(𝐴) < ∞ ise, 

𝑎𝜇(𝐴) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝐴

≤ 𝑏𝜇(𝐴) 
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c) Eğer 𝜇(𝐴) = 0 ise, o zaman 

 ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝐴

= 0 

d) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐴) ise, o zaman |𝑓| ∈ 𝐿1(𝐴) ve 

|∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝐴

| ≤ ∫|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥

𝐴

 

Tanım 2.14 1 < 𝑝 < ∞ olmak üzere 
1

𝑝
+ 

1

𝑞
= 1 koşullarını sağlayan 𝑝 ile 𝑞 iki reel 

sayısına eşlenik indis denir.  

Teorem 2.15 (Young Eşitsizliği) 

𝛼, 𝛽 ≥ 0, 1 < 𝑝 < ∞, ve 
1

𝑝
+ 

1

𝑞
= 1 olmak üzere  

𝛼𝛽 ≤
𝛼𝑝

𝑝
+
𝛽𝑞

𝑞
  

eşitsizliği sağlanır [14]. 

Teorem 2.16 (Hölder Eşitsizliği)  

1 ≤ 𝑝 < ∞,  
1

𝑝
+ 

1

𝑞
= 1 koşullarını sağlayan 𝑝 ile 𝑞 iki reel sayı olmak üzere 

Eğer  𝑓 ∈  𝐿𝑝(Ω) ve 𝑔 ∈  𝐿𝑞(Ω) ise, 𝑓𝑔 ∈  𝐿1(Ω) ve  

∫|𝑓𝑔| 𝑑𝑥

Ω

= ‖𝑓𝑔‖1 ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖𝑞  

sağlanır [14]. 

Teorem 2.17 (Cauchy ( Bunyakovsky – Schwarz ) Eşitsizliği)  

1 ≤ 𝑝 < ∞,  
1

𝑝
+ 

1

𝑞
= 1 koşullarını sağlayan 𝑝 ile 𝑞 iki reel sayı olmak üzere 

𝑓, 𝑔 ∈  𝐿2(Ω) ise, 𝑓𝑔 ∈  𝐿1(Ω) ve 

|∫ 𝑓𝑔 𝑑𝑥

Ω

| ≤ ∫|𝑓𝑔| 𝑑𝑥

Ω

= ‖𝑓𝑔‖1 ≤ ‖𝑓‖2‖𝑔‖2 

eşitsizliği sağlanır [14]. 
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Teorem 2.18 (Genelleştirilmiş Hölder Eşitsizliği)  

𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛 ≥ 1,
1

𝑝1
+⋯+

1

𝑝𝑛
= 1,   𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝𝑖(Ω) , 𝑖 = 1,… , 𝑛 olmak üzere 

∫|𝑓1(𝑥)…𝑓𝑛(𝑥)|𝑑𝑥 ≤

Ω

‖𝑓1‖𝑝1 …‖𝑓𝑛‖𝑝𝑛 

sağlanır. 

Teorem 2.19 (Minkowsky Eşitsizliği)  

𝑝 ile 𝑞, 1 ≤ 𝑝 < ∞,  
1

𝑝
+ 

1

𝑞
= 1 koşullarını sağlayan iki reel sayı olmak üzere 

eğer 𝑓, 𝑔 ∈  𝐿𝑝(Ω) ise 𝑓 + 𝑔 ∈  𝐿𝑝(Ω) ve 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝  

eşitsizliği sağlanır [14]. 

Teorem 2.20 (Genelleştirilmiş Minkowsky eşitsizliği (Minkowsky integral eşitsizliği)) 

(𝑋1, Σ1, 𝜇1) ve (𝑋2, Σ2, 𝜇2) ölçüm uzayları ve 𝐹: 𝑋1 × 𝑋2 → ℝ ölçülebilir olsun. Bu 

durumda 

(∫ |∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝜇1
𝑋1

|

𝑝

𝑑𝜇2
𝑋2

)

1
𝑝

≤ ∫ (∫|𝐹(𝑥, 𝑦)|𝑝𝑑𝜇2
𝑋2

)

1
𝑝

𝑑𝜇1
𝑋1

 

sağlanır, 𝑝 > 1 için eşitsizliğin her iki tarafı sonludur. 

Tanım 2.21 Ω ⊂ ℝ𝑛 üzerinde ölçülebilir 𝑓 fonksiyonu için h.h.y |𝑓(𝑥)| < 𝐶 olacak 

şekilde bir 𝐶 ≥ 0 sabit sayısı varsa, Ω üzerinde h.h.y esas sınırlıdır denir. C sabit 

sayılarının en büyük alt sınırına Ω üzerinde |𝑓| in esas supremumu denir. 

ess sup
𝑥∈ℝ𝑛∖Ω

𝜇(Ω)=0

|𝑓(𝑥)| = inf
𝑥∈ℝ𝑛∖𝛺

𝜇(Ω)=0

{ 𝐶 ∶  |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶 } 

veya ess sup |𝑓(𝑥)| = inf  { 𝐶 ∶   𝜇( { 𝑥 ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝐶 } ) = 0} şeklinde gösterilir. 

Bu tanımdan Ω üzerinde h.h.y 

|𝑓(𝑥)| ≤ ‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑥∈ℝ𝑛∖Ω

𝜇(Ω)=0

|𝑓(𝑥)| 

elde edilir. 
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Tanım 2.22 ℝ𝑛 n boyutlu Öklid uzayında bir vektör (nokta)  𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) olmak 

üzere 𝑥 in normu 

|𝑥|2 =∑𝑥𝑗
2

𝑛

𝑗=1

 

ile tanımlanır. ℝ𝑛 de 𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2…𝑑𝑥𝑛 ile Lebesgue ölçüsünü göstereceğiz. ℝ𝑛 de 𝑓 

fonksiyonun Lebesgue integrali 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫… ∫ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑛
ℝ𝑛

 

ile gösterilir.  

Çok katlı integrali küresel koordinatlarla ifade etmek kullanışlıdır. 𝑟 = |𝑥| olmak üzere 

∫ 𝑓(|𝑥|)

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

integralinin hesabı için 

0 ≤ 𝑟 < ∞, 0 ≤ 𝜃1, ... , 𝜃𝑛−2 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜃𝑛−1 ≤ 2𝜋  

𝑥1 = 𝑟 cos 𝜃1 

𝑥2 = 𝑟 sin 𝜃1 cos 𝜃2 

𝑥3 = 𝑟 sin 𝜃1 sin 𝜃2 cos 𝜃3 

⋮ 

𝑥𝑛−1 = 𝑟 sin 𝜃1 sin 𝜃2… . sin 𝜃𝑛−2 cos 𝜃𝑛−1 

𝑥𝑛 = 𝑟 sin 𝜃1… . sin 𝜃𝑛−2 sin 𝜃𝑛−1 

dönüşümü yapılır. Bu dönüşümün Jakobiyeni 

𝐽(𝑟, 𝜃1, … , 𝜃𝑛−1) = 𝑟𝑛−1∏(sin 𝜃𝑗)
𝑛−1−𝑗

𝑛−1

𝑗=1

 

olarak hesaplanır. 

∫ 𝑓(|𝑥|)

ℝ𝑛

𝑑𝑥 = ∫ ∫∫…

𝜋

0

∫ 𝑓(𝑟) 𝐽(𝑟, 𝜃)𝑑𝑟𝑑𝜃1…

2𝜋

0

𝜋

0

𝑑𝜃𝑛−1

∞

0

= 
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= ∫ 𝑟𝑛−1𝑓(𝑟)𝑑𝑟

∞

0

∫∫…

𝜋

0

∫  ∏(sin 𝜃𝑗)
𝑛−1−𝑗

𝑛−1

𝑗=1

𝑑𝜃1…

2𝜋

0

𝜋

0

𝑑𝜃𝑛−1 = 

= 𝜔𝑛−1∫ 𝑟𝑛−1𝑓(𝑟)𝑑𝑟

∞

0

 

elde edilir. Genel olarak 

∫ 𝑓(|𝑥|)

ℝ𝑛

𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑓(𝑟 sin 𝜃1 , … , sin 𝜃𝑛−1 ) 𝑟
𝑛−1𝑑𝑟𝑑𝜃1…𝑑𝜃𝑛−1

𝕊𝑛−1

=

∞

0

= ∫ ∫ 𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟𝑛−1𝑑𝜎𝑑𝑟

𝕊𝑛−1

∞

0

 

biçiminde yazılır. Burada 𝑑𝜎, 𝕊𝑛−1 üzerinde 𝑑𝑥 tarafından belirlenen yüzey alanı 

elemanını belirtmektedir. 

Tanım 2.23 𝑥 ∈ ℝ𝑛  ve 𝑟 > 0 olsun. 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ve 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) olmak üzere 

𝐵 = 𝐵(𝑥, 𝑟) = {𝑦 ∈ ℝ𝑛: |𝑥 − 𝑦| < 𝑟} 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvarı belirtmektedir. 

𝐵(𝑥, 𝑟)𝑐  ifadesi ile bu açık yuvarın tümleyenini göstereceğiz. Ayrıca 0 < 𝑥 < ∞  olmak 

üzere gama fonksiyonu Γ(𝑥) = ∫ 𝑡𝑥−1
∞

0
𝑒−𝑡𝑑𝑡 ile tanımlanır. 

𝐵(𝑥, 𝑟) açık yuvarının ölçüsü 𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) ve ℝ𝑛 de birim yuvarın hacmini ifade 

etmektedir  

 𝜈𝑛 = 𝜇(𝐵(0,1))  =
𝜋
𝑛
2  

Γ(1+
𝑛

2
)
  olmak üzere 

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) = |𝐵(𝑥, 𝑟)| = |𝐵| = ∫ 𝑑𝑥

𝐵

= 𝜈𝑛𝑟
𝑛 =

2𝜋
𝑛
2𝑟𝑛

𝑛Γ (
𝑛
2)
=
1

𝑛
|𝕊𝑛−1|𝑟𝑛   

şeklinde verilir. 

𝕊𝑛−1 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑥| = 1} ℝ𝑛 de 𝑛 − 1 boyutlu birim küre olmak üzere 𝜔𝑛−1, ℝ𝑛 de 

birim kürenin yüzey alanını ifade etmektedir ve 

𝜔𝑛−1 = |𝕊𝑛−1| = 𝑛𝜈𝑛 =
2𝜋

𝑛
2  

Γ (
𝑛
2)
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ile verilir. Açık olarak 

∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝐵(𝑥,𝑟)

= ∫ 𝑓(𝑥)𝜒𝐵(𝑥,𝑟) 𝑑𝑥

ℝ𝑛 

 

ifade etmektedir. 

𝑥 ∈ ℝ𝑛  ve 𝑟 > 0 olsun. 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ve 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) olmak üzere 

𝑄 = 𝑄(𝑥, 𝑟) =  {𝑦 ∈ ℝ𝑛 ∶ max  (|𝑥1  − 𝑦1|, |𝑥2  −  𝑦2|, . . . , |𝑥𝑛  −  𝑦𝑛|)  ≤  𝑟} 

𝑥 merkezli, kenar uzunluğu 𝑟 olan kübü ifade etmektedir [15]. 𝑄(𝑥, 𝑟) küpünün ölçüsü 

𝜇(𝑄(𝑥, 𝑟)) = |𝑄(𝑥, 𝑟)| = |𝑄| = ∫ 𝑑𝑥

𝑄

 

şeklinde verilir. 

Tanım 2.24 𝑓: Ω → ℝ fonksiyonunun sıfırdan farklı değerler aldığı kümenin kapanışına, 

yani 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑓 = {𝑥 ∈ Ω ∶ 𝑓(𝑥) ≠ 0}̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   kümesine 𝒇 in desteği (dayanağı) denir. 

Eğer 𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑓 kümesi kompakt ise, 𝑓 e kompakt destekli fonksiyon denir. 

Tanım 2.25 𝐶𝑐(Ω) = {𝑓 ∈ 𝐶(Ω): ∀ 𝑥 ∈ Ω ∖ 𝐾,𝐾 kompakt 𝑓(𝑥) = 0} kompakt destekli 

bütün sürekli fonksiyonların uzayını ifade etmektedir [16]. 

𝐶𝑘(Ω) uzayı ise, 𝑘 ≥ 0 olmak üzere Ω üzerinde 𝑘 kez sürekli diferansiyellenebilir 

fonksiyon uzayını ifade etmektedir. 

Tanım 2.26 𝑓: Ω → ℝ𝑛 tanımlı olduğu küme üzerinde her mertebeden kısmi türevi olan 

sürekli 𝑓 fonksiyonuna düzgün fonksiyon denir. 𝑓 ∈ 𝐶∞(Ω) ve açık olarak  

𝐶∞(Ω) =⋂𝐶𝑘(Ω)

𝑘≥0

 

şeklindedir. 

Tanım 2.27 Ω ⊂ ℝ𝑛 bir bölge, 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere  

𝐿𝑝(Ω) = {𝑓: Ω → ℝ ∶ 𝑓 ölçülebilir ve ∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦 < ∞

Ω

} 

sınıfına mutlak değerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonların sınıfı denir. 

𝑓 fonksiyonunun 𝐿𝑝 normu 
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‖𝑓‖𝐿𝑝 = ‖𝑓‖𝑝 = (∫|𝑓(𝑦)|
𝑝𝑑𝑦

Ω

)

1
𝑝

  

ile tanımlanır ve bu norm ile 𝐿𝑝 ye Lebesgue uzayı denir [11],[17],[2],[8]. 

Tanım 2.28 (Lokal İntegrallenebilir Fonksiyon Uzayı) 

𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) = {𝑓: Ω → ℝ ∶ 𝐾 ⊂ Ω kompakt, 𝑓 ölçülebilir ve ∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦 < ∞

𝐾

} 

1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ için 𝐿𝑝(Ω) ⊂ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) ⊂ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(Ω) olur. 

Örnek 2.29 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 olsun.  𝑓 ∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐((0,1)) fakat 𝑓 ∉ 𝐿1((0,1)) olur. 

Tanım 2.30  𝑝 = ∞ durumunda 

𝐿∞(Ω) = {𝑓: 𝛺 → 𝑅 ∶ 𝑓 ölçülebilir ve  |𝑓(𝑥)| < 𝐶 h. h. y  𝑥 ∈ 𝛺 için 𝐶 > 0 vardır} 

uzayı 

‖𝑓‖𝐿∞ = ‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑥∈ℝ𝑛∖Ω

𝜇(Ω)=0

 |𝑓(𝑥)| < ∞  

normu ile tanımlı sınırlı fonksiyon uzayına denir. 

Lemma 2.31 𝑓 ∈ 𝐿∞(Ω) ve 𝑓 sürekli ise, ‖𝑓‖𝐿∞ = sup|𝑓(𝑥)|. Eğer 𝑓 sürekli değilse 

𝑓(𝑥) > ‖𝑓‖𝐿∞ olan bütün 𝑥 lerin kümesi, sıfır kümesidir. 

Örnek 2.32  𝑓(𝑥) = {
𝑥, 𝑥 ∈ ℚ
1, 𝑥 ∉ ℚ

 olsun. h.h.y |𝑓(𝑥)| ≤ 1 olduğundan ess sup |𝑓(𝑥)| = 1 

Böylece 𝑓 ∈ 𝐿∞(Ω) elde edilir. 

Lebesgue Uzayının Özellikleri  

1) 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ olmak üzere 𝐿𝑝 bir vektör uzaydır. 

2) 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ olmak üzere 𝐿𝑝 bir Banach uzayıdır. 

3) 𝐿𝑝 refleksif bir uzaydır. 

 Gerçekten, 1 < 𝑝 < ∞ iken (𝐿𝑝
∗ )

∗
= 𝐿𝑝 olduğundan 𝐿𝑝 refleksif bir uzaydır. 

4) 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere 𝐿𝑝 ayrılabilir bir uzaydır. 
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Gerçekten, 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 𝐶𝑐(ℝ
𝑛) uzayı 𝐿𝑝(ℝ

𝑛) uzayında yoğundur. ∀𝑓 ∈

𝐿𝑝(ℝ
𝑛), ∀𝜀 > 0 için ‖𝑓 − 𝑓𝑛‖𝐿𝑝 < 𝜀 olacak şekilde  (𝑓𝑛) ∈ 𝐶𝑐(ℝ

𝑛) vardır [14],[16]. 

Sonuç olarak 𝐶𝑐(ℝ
𝑛) uzayı 𝐿𝑝(ℝ

𝑛) de yoğun ve sayılabilir olduğundan 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) uzayı 

ayrılabilirdir. 

Tanım 2.33 Ω ⊂ ℝ𝑛 ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ olmak üzere ölçülebilir 𝑓 fonksiyonları için 

‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝(Ω) = sup𝜆>0 𝜆 (𝜇({𝑥 ∈ Ω: |𝑓(𝑥)| > 𝜆}))
1

𝑝 < ∞ quasi normuna sahip uzaya 

zayıf Lebesgue uzayı denir. 𝑊𝐿∞(Ω) veya 𝐿𝑝,∞(Ω) şeklinde de gösterilir. 

𝐿𝑝 normunun üçgen eşitsizliği yardımıyla ‖𝑓 + 𝑔‖𝑊𝐿𝑝 ≤ 2
1

𝑝 (‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝑊𝐿𝑝) elde 

ederiz. Bu yüzden 𝑊𝐿𝑝 quasi normlu uzaydır (Hao [11]). 

Teorem 2.34 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 𝐿𝑝(Ω) ⊂  𝑊𝐿𝑝(Ω) ve ‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝  sağlanır. 

Örnek 2.35 𝑓(𝑥) = |𝑥|
−
𝑛

𝑝 olsun. Bu durumda 𝑓(𝑥) ∉ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) fakat  𝑓(𝑥) ∈ 𝑊𝐿𝑝(ℝ

𝑛) 

olur. Gerçekten,  𝑝 = 1 iken 𝑓(𝑥) = |𝑥|−𝑛dir.  𝑓 ∉ 𝐿1(ℝ
𝑛) fakat 𝑓 ∈ 𝑊𝐿1(ℝ

𝑛) olur: 

∫|𝑥|−𝑛

ℝ𝑛

𝑑𝑥 = ∫ ∫ 𝑡𝑛−1𝑡−𝑛𝑑𝑡𝑑𝜎 =

𝕊𝑛−1

∞

0

 

= ∫ 𝑑𝜎∫ 𝑡−1𝑑𝑡 = |𝕊𝑛−1| ln 𝑡 | =0
∞ ∞,   𝑓

∞

0𝕊𝑛−1

∉ 𝐿1(ℝ
𝑛)  

bulunur. Diğer taraftan 

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑛: ||𝑥|−𝑛| > 𝑡})  = ∫ 𝑑𝑥 =

{𝑥∈ℝ𝑛: |𝑥|−𝑛>𝑡}

∫ 𝑑𝑥 = ∫ 𝑑𝑥 =

𝐵(0,𝑡
−
1
𝑛){𝑥∈ℝ𝑛: |𝑥|< 𝑡

−
1
𝑛}

 

= 𝜇 (𝐵(0, 𝑡−
1

𝑛)) = 𝜈𝑛 (𝑡
−
1

𝑛)
𝑛

= 𝜈𝑛𝑡
−1 olduğundan 

‖ |𝑥|−𝑛‖𝑊𝐿1(ℝ𝑛) = sup
𝑡>0

 𝑡 𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑛: ||𝑥|−𝑛| > 𝑡})  = 

= sup
𝑡>0

𝑡𝜈𝑛𝑡
−1 = sup

𝑡>0
𝜈𝑛 = 𝜈𝑛 < ∞  

ve buradan 𝑓 ∈ 𝑊𝐿1(ℝ
𝑛)elde edilir. 
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Tanım 2.36 ℝ𝑛 de ölçülebilir bir 𝑓 fonksiyonu olsun. 𝑓∗: [0,∞) → [0,∞]  

𝑓∗(𝜆) = 𝜇( { 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶   |𝑓(𝑥)| > 𝜆} ), 𝜆 ≥ 0 

fonksiyonuna  𝑓 nin dağılım fonksiyonu denir. 

Dağılım Fonksiyonun Temel Özellikleri 

1. |𝑓(𝑥)| ≤ |𝑔(𝑥)|  ⟹ 𝑓∗(𝜆) ≤ 𝑔∗(𝜆) 

2. 0 < 𝑝 < ∞ ve 𝜆 > 0 için 

𝑓∗(𝜆) ≤ 𝜆−𝑝 ∫ |𝑓(𝑥)|𝑝

{𝑥: |𝑓(𝑥)|≥𝜆}

𝑑𝑥 ≤ 𝜆−𝑝‖𝑓‖𝑝
𝑝 

3. 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) iken  

lim
𝜆→∞

𝜆𝑝𝑓∗(𝜆) = lim
𝜆→0

𝜆𝑝𝑓∗(𝜆) = 0 

Teorem 2.37 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve 1 ≤ 𝑝 < ∞ olsun. Her 𝛼 > 0 için 

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶  |𝑓(𝑥)| ≥ 𝛼}) ≤ (
‖𝑓‖𝑝

𝛼
)

𝑝

 

eşitsizliğine Markov eşitsizliği denir. 

Teorem 2.38 Markov eşitsizliğinin özel hali olarak eğer 𝑓 ≥ 0 ise,  

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶  𝑓(𝑥) > 𝛼}) ≤
1

𝛼
∫ 𝑓(𝑥)

ℝ𝑛

𝑑𝑥 =
‖𝑓‖1
𝛼

 

eşitsizliğine Chebyshev eşitsizliği denir. 

Teorem 2.39 𝑓(𝑥)  ℝ𝑛 de ölçülebilir fonksiyon olsun. Bu durumda 

1) 1 ≤ 𝑝 < ∞ için 

‖𝑓‖𝐿𝑝
𝑝 = 𝑝∫ 𝑡𝑝−1𝜇( { 𝑥 ∈ Ω ∶  |𝑓(𝑥)| > 𝑡 } ) 𝑑𝑡

∞

0

= 𝑝∫ 𝑡𝑝−1𝑓∗(𝑡) 𝑑𝑡

∞

0

 

sağlanır [11],[17], [18], [8]. 

2) ‖𝑓‖∞ = inf  {𝑡: 𝑓∗(𝑡) = 0} dir. 
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Teorem 2.40 (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi) 

Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) ise, h.h.y 𝑥 ∈ ℝ𝑛 için 

lim
𝑟→0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))
∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)                                                                                

𝐵(𝑥,𝑟)

 

sağlanır (Grafakos [18]). 

Tanım 2.41 (𝑋, Σ, 𝜇) ölçüm uzayı üzerinde tanımlı reel değerli 𝑓 fonksiyonları için 

 ∀𝜀 > 0, ∃ 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ∶ 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀) ⇒  |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 oluyorsa (𝑓𝑛) dizisi 𝑓 

fonksiyonuna düzgün yakınsaktır denir. 

 ∀𝜀 > 0, 𝑥 ∈ 𝑋  ∃ 𝑁(𝜀, 𝑥) ∈ ℕ ∶ 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀, 𝑥) ⇒  |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 oluyorsa (𝑓𝑛) dizisi 

𝑓 fonksiyonuna noktasal yakınsaktır denir. 

∃ 𝑀 ⊂ 𝑋, 𝜇(𝑀) = 0 olsun. ∀𝜀 > 0, 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑀 ∶ ∃ 𝑁(𝜀, 𝑥) ∈ ℕ ∶ 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀, 𝑥) ⇒

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀 oluyorsa (𝑓𝑛) dizisi 𝑓 fonksiyonuna h.h.y yakınsaktır denir. 

∀𝜀 > 0, ∃ 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ∶  𝑛 ≥ 𝑁(𝜀) ⇒  ‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝑝 = (∫|𝑓𝑛 − 𝑓|
𝑝𝑑𝜇)

1
𝑝
< 𝜀 

oluyorsa (𝑓𝑛) ∈ 𝐿𝑝  dizisi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 fonksiyonuna 𝑳𝒑 yakınsaktır denir. 

∀𝜀 > 0, ∃ 𝑁(𝜀) ∈ ℕ ∶  𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁(𝜀) ⇒  ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖𝑝 = (∫|𝑓𝑚 − 𝑓𝑛|
𝑝𝑑𝜇)

1

𝑝 < 𝜀 oluyorsa 

(𝑓𝑛) ∈ 𝐿𝑝  dizisine 𝑳𝒑 Cauchy dizisidir denir. 

∀𝜆 > 0 için lim𝑛→∞ 𝜇({𝑥 ∈ 𝑋: |𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≥ 𝜆}) = 0 oluyorsa (𝑓𝑛) dizisi 𝑓 e 

ölçüsel yakınsaktır denir. 

∀𝜆 > 0 için lim
𝑚,𝑛→∞

𝜇({𝑥 ∈ 𝑋: |𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥)| ≥ 𝜆}) = 0 oluyorsa (𝑓𝑛) dizisine ölçüsel 

Cauchy dizisidir denir. (Bartle [16]). 

Örnek 2.42 (𝑓𝑛) = 𝑛
−
1

𝑝𝜒[0,𝑛] dizisi 𝑓 = 0 fonksiyonuna düzgün yakınsar. 𝐿𝑝 yakınsak 

değildir. 

(𝑓𝑛) = 𝜒[ 𝑛,𝑛+1 ] dizisi 𝑓 = 0 fonksiyonuna her yerde yakınsaktır. Ama ölçüsel yakınsak 

değildir. 

(𝑓𝑛) = 𝑛𝜒[ 1
𝑛
,
2

𝑛
 ]
 dizisi 𝑓 = 0 fonksiyonuna h.h.y yakınsaktır ve ölçüsel yakınsaktır [16]. 
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Tanım 2.43  𝑇 alt lineer operatör ve 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ ∞ olsun. Eğer  𝑇: 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) → 𝑊𝐿𝑞(ℝ

𝑛) 

sınırlı bir operatör ise 𝑇, zayıf (𝒑, 𝒒) tiplidir denir. Yani herhangi bir 𝜆 > 0 ve 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için 

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑇𝑓(𝑥)| > 𝜆}) ≤ (
𝐶

𝜆
‖𝑓‖𝑝)

𝑞

 

olacak şekilde bir 𝐶 > 0 sabiti vardır. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için ‖𝑇𝑓‖𝑞 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝 olacak şekilde bir 𝐶 > 0 sabiti varsa 

𝑇: 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) → 𝐿𝑞(ℝ

𝑛) sınırlı operatörü kuvvetli (𝒑, 𝒒) tiplidir denir. 

𝑝 = 𝑞 iken zayıf tipli veya kuvvetli tipli sağlanır ve 𝑇 zayıf (𝑝, 𝑝) tipi olarak adlanır.  

Bir operatör kuvvetli (𝑝, 𝑞) tipli ise, aynı zamanda zayıf (p,q) tiplidir. 

Tersi her zaman doğru değildir. 

Eğer 𝐸𝜆 = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑇𝑓(𝑥)| > 𝜆} alınırsa, 

𝜇({𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ |𝑇𝑓(𝑥)| > 𝜆}) = ∫ 𝑑𝜇

𝐸𝜆

≤ ∫ |
𝑇𝑓(𝑥)

𝜆
|

𝑞

𝑑𝜇

𝐸𝜆

≤
‖𝑇𝑓‖𝑞

𝑞

𝜆𝑞
≤ (

𝐶

𝜆
‖𝑓‖𝑝)

𝑞

 

elde edilir. 

Tanım 2.44  𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛) olmak üzere 

Δ =∑
𝜕2

𝜕𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

 

operatörüne ℝ𝑛 de Laplace operatörü denir. 

𝑓: Ω → ℝ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) birinci ve ikinci mertebeden tüm kısmi türevleri mevcut 

ve sürekli olsun. Bu durumda 

Δ𝑓 =
𝜕2𝑓

𝜕𝑥1
2 +⋯+

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑛2
=∑

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝑖
2

𝑛

𝑖=1

= 0 

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklemi denir. 

Bu denklemin çözümlerine potansiyel fonksiyonlar veya harmonik fonksiyonlar denir. 
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Tanım 2.45 𝑓 𝑣𝑒 𝑔 ℝ𝑛 de ölçülebilir iki fonksiyon olmak üzere 

ℎ(𝑥) = (𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)

ℝ𝑛 

𝑔(𝑦)𝑑𝑦 

ile tanımlanan ℎ fonksiyonuna 𝑓 ve 𝑔 nın konvolüsyonu denir. 

Örnek 2.46 ℝ üzerinde 0 < 𝑏 ≤ 𝑎 olmak üzere 𝑓 = 𝜒(−𝑎,𝑎) ve 𝑔 = 𝜒(−𝑏,𝑏) olsun [19]. 

(𝑓 ∗ 𝑔)(𝑥) = {
2𝑏,          |𝑥| ≤ 𝑎 − 𝑏        

𝑎 + 𝑏 − |𝑥|,  𝑎 − 𝑏 ≤ |𝑥| ≤ 𝑎 + 𝑏
0, 𝑎 + 𝑏 ≤ |𝑥|

 

Teorem 2.47  

1 ≤ 𝑝 < ∞ , 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝑔 ∈ 𝐿1(Ω) ve  𝑓 ∗ 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(Ω) olsun. 

‖𝑓 ∗ 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖𝑝‖𝑔‖1 

Tanım 2.48 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ
𝑛) için 〈𝑥, 𝜉〉 = 𝑥1𝜉1 +⋯+ 𝑥𝑛𝜉𝑛 iç çarpımı olmak üzere 

𝑓:ℝ𝑛 → ℂ  

𝑓(𝜉) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖〈𝑥,𝜉〉

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

ile tanımlı fonksiyona 𝑓 in Fourier dönüşümü denir. 

Fourier Dönüşümünün Özellikleri 

𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1(ℝ
𝑛), α, β ∈ ℂ olmak üzere 

1. 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔̂ = 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔̂ 

2. 𝑓 ∗ 𝑔̂ = 𝑓𝑔̂ 

3. 𝑓𝑔̂ = 𝑓 ∗ 𝑔̂ 

Tanım 2.49 𝑓 ve 𝑓 integrallenebilir olmak üzere  

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝜉)𝑒2𝜋𝑖〈𝑥,𝜉〉

ℝ𝑛

𝑑𝜉 

ile tanımlı fonksiyona 𝑓 in ters Fourier dönüşümü denir. 
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Teorem 2.50 (Hausdorf-Young eşitsizliği) 

1

𝑝
+ 

1

𝑞
= 1 ve 2 ≤ 𝑝 ≤ ∞ olmak üzere ‖𝑓‖

𝑝
≤ 𝐶𝑝‖𝑓‖𝑞 gerçekleşir. 

Teorem 2.51 (Plancherel formülü) 

∫ 𝑓(𝑥)𝑔̂(𝑥)

ℝ𝑛

𝑑𝑥 = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

〈𝑓, 𝑔〉 𝑓 ile 𝑔 nin iç çarpımı olmak üzere 

〈𝑓, 𝑔〉 = ∫ 𝑓𝑔̅

ℝ𝑛

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓𝑔̅̂

ℝ𝑛

𝑑𝑥 

𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ
𝑛)⋂𝐿2(ℝ

𝑛) ise, 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ
𝑛) ve ‖𝑓‖𝐿2 = ‖𝑓‖𝐿2

elde edilir. 

Tanım 2.52 Bir A kümesinin konveks küme olması için gerek ve yeter koşul  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 

ise, ∀𝛼 ∈ [0,1] için 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 ∈ 𝐴 olmasıdır. 

Bir 𝑓 fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter koşul ∀𝛼 ∈ [0,1] için 

𝑓(𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) olmasıdır. 
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BÖLÜM 3 

LEBESGUE UZAYINDA MAKSİMAL, POTANSİYEL ve SİNGÜLER İNTEGRAL 

OPERATÖRLER 

Bu bölümde ilk olarak Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, Riesz potansiyeli ve 

singüler integral operatörü tanımları verilecektir. Daha sonra Hardy-Littlewood 

maksimal, Riesz potansiyel ve singüler integral operatörlerinin Lebesgue uzayındaki 

sınırlılığına ilişkin teoremlere yer verilecektir. 

3.1 Lebesgue Uzayında Hardy-Littlewood Maksimal Operatörünün Sınırlılığı 

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu fonksiyonların diferansiyellenebilirlik özellikleri, 

singüler integraller ve kısmi diferansiyel denklemler teorisinde önemli bir rol oynar. 

Genellikle bu alandaki problemlerin anlaşılmasında diğer yöntemlerden daha derin bir 

yaklaşım sağlar. 

Eğer 𝑓, [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ de tanımlı ve integrallenebilir ise bu durumda 

𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑦)

𝑥

𝑎

𝑑𝑦 , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]  ve   𝐹′(𝑥) = lim
ℎ→0

𝐹(𝑥 + ℎ) −  𝐹(𝑥)

ℎ
 

elde edilir. ℎ > 0 , 𝐼 = (𝑥, 𝑥 + ℎ) ve |𝐼| bu aralığın ölçüsü olmak üzere 

𝐹(𝑥 + ℎ) −  𝐹(𝑥)

ℎ
=
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦

𝑥+ℎ

𝑥

=
1

|𝐼|
∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦

𝐼

  

ifadesi 𝐼 aralığında 𝑓 fonksiyonunun ortalama değeridir. 

|𝐼| → 0 iken uygun 𝑥 noktaları için limit 𝑓(𝑥) e yakınsar.  
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lim
|𝐼|→0

1

|𝐼|
∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦

𝐼

= 𝑓(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝐼 

Daha yüksek boyutlarda ise, bir boyuttaki aralıklar yerine 𝑥 merkezli 𝑟 yarıçaplı 𝐵(𝑥, 𝑟) 

yuvarı alınır.  

Lebesgue diferansiyelleme teoremine göre, h.h.y x için 

lim
𝑟→0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟))
∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥)                                                                                   (3.1)

𝐵(𝑥,𝑟)

 

ifadesi geçerlidir.  

𝑓 fonksiyonu 𝑥 noktasında sürekli iken limiti 𝑓(𝑥) olsun. Bu durumda verilen 𝜀 > 0 , 

∃ 𝛿 > 0 ∶  |𝑥 − 𝑦| < 𝛿 iken |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| < 𝜀 olur. 

𝑓(𝑥) −
1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) 
∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) 
∫ ( 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) ) 𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑟)𝐵(𝑥,𝑟)

 

olduğundan 𝑟 < 𝛿 yarıçaplı bir 𝐵(𝑥, 𝑟) yuvarı bulduğumuzdan 

|𝑓(𝑥) −
1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) 
∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑟)

| ≤
1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) 
∫ |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 𝑑𝑦 < 𝜀

𝐵(𝑥,𝑟)

 

elde ederiz.  

(3.1) denkleminde 𝑙𝑖𝑚 yerine 𝑠𝑢𝑝 ve 𝑓 yerine |𝑓| alınarak (merkezil) maksimal 

fonksiyon tanımlanır (Hao [11]). 

Maksimal fonksiyon, 1930 yılında ℝ𝑛 üzerinde tek boyutlu olarak Hardy-Littlewood 

tarafından ilk defa ortaya konulmuştur [1] ve Wiener tarafından 1939 yılında n-boyutlu 

ℝ𝑛 Öklid uzayına genişletilmiştir. 

Tanım 3.1 Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) ise, 𝑓 in maksimal fonksiyonu 𝑀𝑓 ∶  ℝ𝑛 → [0,∞] 

𝑀𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑟)) 
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑟)

, 𝑥 ∈ ℝ𝑛                                                    (3.2) 

İle tanımlanır. 𝑀: 𝑓 → 𝑀𝑓 operatörü Hardy-Littlewood maksimal operatörü olarak 

adlandırılır. 
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Maksimal fonksiyon için yuvar yerine küp alınarak tanımlanabilir: 

𝑄(𝑥, 𝑟), [𝑥 − 𝑟, 𝑥 + 𝑟]𝑛 küpü olmak üzere, 𝑀’𝑓 maksimal fonksiyonu 

𝑀′𝑓(𝑥) = sup
𝑟>0

1

(2𝑟)𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

𝑄(𝑥,𝑟)

, 𝑥 ∈ ℝ𝑛                                                            (3.3) 

𝑛 = 1 için 𝑀 ve 𝑀’ fonksiyonları çakışır. 𝑛 > 1 olduğunda, 𝑛 ye bağlı 𝑐𝑛 ve 𝐶𝑛sabitleri 

vardır. 

𝑐𝑛𝑀
′𝑓(𝑥) ≤ 𝑀𝑓(𝑥) ≤ 𝐶𝑛𝑀

′𝑓(𝑥)                                                                                        (3.4) 

Daha genel maksimal fonksiyonu şöyle tanımlayabiliriz: 

𝑀′′𝑓(𝑥) = sup
𝑄∋𝑥

1

𝜇(𝑄)
∫|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

𝑄

, 𝑥 ∈ ℝ𝑛                                                                  (3.5) 

Burada supremum, 𝑥 noktasını içeren bütün küpler üzerinden alınır. 

Bu tanıma alternatif olarak merkezil olmayan maksimal fonksiyon tanımı verilmiştir. 

𝑀̃𝑓(𝑥) = sup
𝐵∋𝑥

1

𝜇(𝐵)
∫|𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

 

𝐵

, 𝑥 ∈ ℝ𝑛                                                                    (3.6) 

Burada supremum 𝑥 noktasını içeren ℝ𝑛 deki 𝐵 yuvarları üzerinden alınır (Hao [11]). 

Örnek 3.2 𝑓:ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = χ(0,1)(𝑥) olmak üzere 𝑀𝑓(𝑥),𝑀′𝑓(𝑥), 𝑀̃𝑓(𝑥),𝑀′′𝑓(𝑥) 

fonksiyonlarını ifade ediniz. 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝑀′𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
  
1

2𝑥
,                   𝑥 > 1,

  1,            0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
1

2(1 − 𝑥)
,        𝑥 < 0,

 

 

𝑀̃𝑓(𝑥) = 𝑀′′𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
   
1

𝑥
,                 𝑥 > 1,

  1,         0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
1

1 − 𝑥
,           𝑥 < 0,

 

bulunur. 
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𝑥 > 1için 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝑀′𝑓(𝑥) = sup
ℎ>0

1

2ℎ
∫ χ(0,1)(𝑦)𝑑𝑦

𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

 

= 𝑚𝑎𝑥 ( 𝑠𝑢𝑝
𝑥−ℎ>0

1 − 𝑥 + ℎ

2ℎ
, sup
𝑥−ℎ≤0

1

2ℎ
) =

1

2𝑥
 , 

𝑀̃𝑓(𝑥) = 𝑀′′𝑓(𝑥) = sup
ℎ1,ℎ2>0

1

ℎ1 + ℎ2
∫ χ(0,1)(𝑦)𝑑𝑦

𝑥+ℎ2

𝑥−ℎ1

 

= 𝑚𝑎𝑥 ( 𝑠𝑢𝑝
0<𝑥−ℎ1<1

1 − 𝑥 + ℎ1
ℎ1

, sup
𝑥−ℎ1≤0

1

ℎ1
) =

1

𝑥
 , 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1 için 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝑀′𝑓(𝑥) = sup
ℎ>0

1

2ℎ
∫ χ(0,1)(𝑦)𝑑𝑦

𝑥+ℎ

𝑥−ℎ

 

= 𝑚𝑎𝑥 ( 𝑠𝑢𝑝
0<𝑥−ℎ<𝑥+ℎ<1

2ℎ

2ℎ
, sup
0<𝑥−ℎ<1≤𝑥+ℎ

1 − 𝑥 + ℎ

2ℎ
, 𝑠𝑢𝑝
𝑥−ℎ≤0<𝑥+ℎ<1

𝑥 + ℎ

2ℎ
, 𝑠𝑢𝑝
𝑥−ℎ≤0<1≤𝑥+ℎ

1

2ℎ
 ) 

= 𝑚𝑎𝑥 (1,1,1,
1

2
𝑚𝑖𝑛 (

1

𝑥
,
1

1 − 𝑥
)) = 1 , 

𝑀̃𝑓(𝑥) = 𝑀′′𝑓(𝑥) = sup
ℎ1,ℎ2>0

1

ℎ1 + ℎ2
∫ χ(0,1)(𝑦)𝑑𝑦

𝑥+ℎ2

𝑥−ℎ1

 

= max( 𝑠𝑢𝑝
0<𝑥−ℎ1<𝑥+ℎ2<1

ℎ1 + ℎ2
ℎ1 + ℎ2

, sup
𝑥−ℎ1<0<𝑥+ℎ2<1

𝑥 + ℎ2
ℎ1 + ℎ2

 , 𝑠𝑢𝑝
0<𝑥−ℎ1<1<𝑥+ℎ2

1 − 𝑥 + ℎ1
ℎ1 + ℎ2

, 

𝑠𝑢𝑝
𝑥−ℎ1<0<1<𝑥+ℎ2

1

ℎ1 + ℎ2
) = 1 , 

𝑥 < 0 için 

𝑀𝑓(𝑥) = 𝑀′𝑓(𝑥) =  𝑚𝑎𝑥 ( 𝑠𝑢𝑝
0<𝑥+ℎ<1,ℎ>0

𝑥 + ℎ

2ℎ
, sup
𝑥+ℎ≥1

1

2ℎ
) =

1

2(1 − 𝑥)
  , 

𝑀̃𝑓(𝑥) = 𝑀′′𝑓(𝑥) =  𝑚𝑎𝑥 ( 𝑠𝑢𝑝
ℎ1,ℎ2>0,0<𝑥+ℎ2<1

𝑥 + ℎ2
ℎ1 + ℎ2

, sup
ℎ1>0,𝑥+ℎ2≥1

1

ℎ1 + ℎ2
) =

1

1 − 𝑥
  

elde edilir (Hao [11]). 
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Özellik 3.3 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) olmak üzere maksimal fonksiyonun temel özellikleri: 

i) Pozitiflik: ∀ 𝑥 ∈ ℝ𝑛 için 𝑀𝑓(𝑥) ≥ 0. 

ii) Alt lineerlik: 𝑀(𝑓 + 𝑔)(𝑥) ≤ 𝑀𝑓(𝑥) + 𝑀𝑔(𝑥) 

iii) Homojenlik: 𝑀(𝛼𝑓)(𝑥) = |𝛼|𝑀𝑓(𝑥), 𝛼 ∈ ℝ. 

iv) ∀ 𝑓 ve h.h.y 𝑥 ∈ ℝ𝑛 için |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀𝑓(𝑥). 

v) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ
𝑛) sıfıra denk değilse, o zaman 𝑀𝑓 ∉ 𝐿1(ℝ

𝑛). 

vi) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿∞ℝ
𝑛 ise, o zaman 𝑀𝑓 ∈ 𝐿∞ℝ

𝑛 ve ‖𝑀𝑓‖∞ = ‖𝑓‖∞  ([11], (Cruz-

Uribe ve Fiorenza [20],[21]). 

Aşağıdaki teorem ile Hardy-Littlewood maksimal operatörünün 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) üzerindeki 

sınırlılığı verilmektedir.  

Teorem 3.4 𝑓, ℝ𝑛 üzerinde tanımlı bir fonksiyon olsun. 

a) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ ise, o zaman 𝑀𝑓 h.h.y sonludur. 

b) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ
𝑛) ise, o zaman her 𝛼 > 0 için 

𝜇{𝑥: (𝑀𝑓)(𝑥) > 𝛼} ≤
𝐴

𝛼
∫|𝑓|𝑑𝑥

ℝ𝑛

 

sağlanır, burada 𝐴 sabiti sadece 𝑛 boyutuna bağlıdır. 

c) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛), 1 < 𝑝 ≤ ∞ ise, o zaman 𝑀𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ

𝑛) ve 

‖𝑀𝑓‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝 

sağlanır, burada 𝐴𝑝 sabiti sadece 𝑛 ve 𝑝 ye bağlıdır (Stein [22]). 

Sonuç 3.5 Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛), 𝑝 ∈ (1,∞] ise, o zaman ‖𝑓‖𝑝 ≤ ‖𝑀𝑓‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝 [11]. 

3.2 Lebesgue Uzayında Riesz Potansiyelinin Sınırlılığı 

Riesz potansiyeli, diferansiyel denklemler, kesirli Laplace ve fiziksel olayların 

matematiksel modellemelerinde özellikle akışkanlar mekaniği ile yakından ilgilidir. 

𝑓 yeterince düzgün fonksiyon ve sonlu olsun. Fourier dönüşümünden  
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(−Δ𝑓̂)(𝑥) = − ∫∑
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝑖
2 𝑒

−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑦〉

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑦 =

ℝ𝑛

− ∫ (
𝜕2𝑓

𝜕𝑦1
2 +⋯+

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝑛2
) 𝑒−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑦〉𝑑𝑦 =

ℝ𝑛

 

= −( ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑦1
2 𝑒

−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑦〉𝑑𝑦 +

ℝ𝑛

∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
2 𝑒

−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑦〉𝑑𝑦 +⋯+ ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝑛2
𝑒−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑦〉𝑑𝑦

ℝ𝑛ℝ𝑛

) = 

= −(𝐼1 + 𝐼2 +⋯+ 𝐼𝑛) şeklinde ifade edildiğinde; 

𝐼1 = ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑦1
2 𝑒

−2𝜋𝑖〈𝑥,𝑦〉𝑑𝑦

ℝ𝑛

= ∫ ∫ … ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑦1
2 𝑒

−2𝜋𝑖(𝑥1𝑦1+⋯.+𝑥𝑛𝑦𝑛)𝑑𝑦1𝑑𝑦2…𝑑𝑦𝑛

∞

−∞

∞

−∞

∞

−∞

 

ifadesini hesaplamak için 

𝑆 = ∫
𝜕2𝑓

𝜕𝑦1
2 𝑒

−2𝜋𝑖𝑥1𝑦1𝑑𝑦1

∞

−∞

 

olsun. Bu integrale kısmi integrasyon uygulandığında ve 𝑓 düzgün fonksiyonu sonsuzda 

sıfır değerini aldığından 
𝜕𝑓

𝜕𝑦1
 de sonsuzda sıfır değerini alır. Böylece 

𝐼1 = (2𝜋𝑖𝑥1)
2 ∫ 𝑓(𝑦1)𝑒

−2𝜋𝑖𝑥1𝑦1𝑑𝑦1

∞

−∞

  

elde edilir. Benzer şekilde 

𝐼2 = (2𝜋𝑖𝑥2)
2 ∫ 𝑓(𝑦2)𝑒

−2𝜋𝑖𝑥2𝑦2𝑑𝑦2

∞

−∞

 

⋮ 

𝐼𝑛 = (2𝜋𝑖𝑥𝑛)
2 ∫ 𝑓(𝑦𝑛)𝑒

−2𝜋𝑖𝑥𝑛𝑦𝑛𝑑𝑦𝑛

∞

−∞

 

bulunur. O halde (−Δ𝑓̂)(𝑥) = 

= −((2𝜋𝑖𝑥1)
2 ∫ 𝑓(𝑦1)𝑒

−2𝜋𝑖𝑥1𝑦1𝑑𝑦1

∞

−∞

+⋯+ (2𝜋𝑖𝑥𝑛)
2 ∫ 𝑓(𝑦𝑛)𝑒

−2𝜋𝑖𝑥𝑛𝑦𝑛𝑑𝑦𝑛

∞

−∞

) = 

= −[(2𝜋𝑖𝑥1)
2𝑓(𝑥1) + ⋯+ (2𝜋𝑖𝑥𝑛)

2𝑓(𝑥𝑛)] olur. Böylece  

(−Δ𝑓̂)(𝑥) = (2𝜋|𝑥|)2𝑓(𝑥) = 4𝜋2|𝑥|2𝑓(𝑥) elde edilir. 
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|𝑥|2 ifadesinde 2 kuvveti yerine genel β kuvveti alındığında Laplace operatörünün  

kesir kuvvetinin son hali 

(−Δ
𝛽
2𝑓

̂
)(𝑥) = (2𝜋|𝑥|)𝛽𝑓(𝑥) 

olarak elde edilir.  

−𝑛 < 𝛽 < 0 aralığında negatif β kuvvetinin özel anlamı vardır. Böylece 

((−Δ)−
𝛼
2𝑓

̂
)(𝑥) = (2𝜋|𝑥|)−𝛼𝑓(𝑥) = (𝐼𝛼𝑓̂)(𝑥) 

elde edilir. Riesz potansiyeli 𝐼𝛼(𝑓) = (−Δ)
−
𝛼

2(𝑓)  , 0 < 𝛼 < 𝑛 Laplace operatörünün 

negatif kuvvetli özel halini ifade etmektedir. 

Eğer 0 < 𝛼 < 𝑛 ise, |𝑥|−𝑛+𝛼 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) elde edilir. |𝑥|−𝑛+𝛼 fonksiyonun Fourier 

dönüşümü (|. |−𝑛+𝛼̂ )(𝑥) = 𝛾(𝛼)(2𝜋)−𝛼|𝑥|−𝛼  şeklindedir. 

Tanım 3.6 

0 < 𝛼 < 𝑛 ve 𝛾(𝛼) =
𝜋
𝑛
22𝛼Γ (

𝛼
2)

Γ (
𝑛 − 𝛼
2

)
  olmak üzere 

(𝐼𝛼𝑓)(𝑥) =
1

𝛾(𝛼)
∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
ℝ𝑛

𝑑𝑦 =
1

𝛾(𝛼)
(|. |−𝑛+𝛼 ∗ 𝑓)(𝑥) 

şeklinde tanımlı olan fonksiyona Riesz potansiyeli denir [11], [21], [17], [8],[23] . 

𝑰𝜶 Riesz Potansiyellerinin Özellikleri 

1) 𝛼, 𝛽 > 0 ve 𝛼 + 𝛽 < 𝑛 iken 𝐼𝛼(𝐼𝛽𝑓) = 𝐼𝛼+𝛽(𝑓) 

2) 𝑛 > 3 ve 2 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛 iken Δ(𝐼𝛼𝑓) = 𝐼𝛼(Δ𝑓) = −𝐼𝛼−2(𝑓) 

Burada 1) in bir sonucu olarak 𝛼, 𝛽 > 0 ve 𝛼 + 𝛽 < 𝑛 olmak üzere 

𝐵(𝛼, 𝛽) = ∫|1 − 𝑦|−𝑛+𝛼|𝑦|−𝑛+𝛽

ℝ𝑛

𝑑𝑦 =
𝛾(𝛼)𝛾(𝛽)

𝛾(𝛼 + 𝛽)
 

𝑛 boyutlu Beta fonksiyonu elde edilir (Stein [22]). 
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Aşağıdaki teoremde Riesz potansiyelinin Lebesgue uzayında sınırlılığını ifade eden 

Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi verilmektedir. 

Teorem 3.7 (Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi) 

0 < 𝛼 < 𝑛, 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ ve 
1

𝑞
=
1

𝑝
−
𝛼

𝑛
 olsun. 

a) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ise, 

(𝐼𝛼𝑓)(𝑥) =
1

𝛾(𝛼)
∫

𝑓(𝑦)

|𝑥 − 𝑦|𝑛−𝛼
ℝ𝑛

𝑑𝑦 

integrali h.h.y 𝑥 için mutlak yakınsaktır. 

b) Eğer 1 < 𝑝 ise, 

‖𝐼𝛼𝑓‖𝑞 ≤ 𝐴𝑝,𝑞‖𝑓‖𝑝 

eşitsizliği gerçekleşir. 

c) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ
𝑛) ise, her 𝜆 > 0 için 

𝜇{𝑥: |𝐼𝛼𝑓(𝑥)| > 𝜆} ≤ (
𝐴‖𝑓‖1
𝜆

)

𝑞

 

dir. Yani, 𝑓 → 𝐼𝛼𝑓 dönüşümü (1, 𝑞) zayıf tiptendir (
1

𝑞
= 1 −

𝛼

𝑛
) (Stein [22]). 

Not: 𝑝 =
𝑛

𝛼
 olduğunda ‖𝐼𝛼𝑓‖𝑞 ≤ 𝐴𝑝,𝑞‖𝑓‖𝑝 gerçekleşmez. Örneğin 𝜀 > 0 yeterince 

küçük olmak üzere 

 𝑓(𝑥) = {
|𝑥|−𝛼 (ln

1

|𝑥|
)
−
𝛼

𝑛
(1+𝜀)

, |𝑥| ≤
1

2

0, |𝑥| >
1

2

 

olsun. 𝑝 =
𝑛

𝛼
  için 

‖𝑓‖𝑛
𝛼
= ( ∫ |𝑥|−𝑛 (ln

1

|𝑥|
)
−(1+𝜀)

|𝑥|≤
1
2

)

𝑛
𝛼

< ∞  

olduğundan 𝑓 ∈ 𝐿𝑛
𝛼

(ℝ𝑛) olur. 
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Fakat 
𝛼

𝑛
(1 + 𝜀) ≤ 1 şartını sağlayan 𝜀 > 0 alındığında 

𝐼𝛼(𝑓)(0) =
1

𝛾(𝛼)
∫ |𝑥|−𝑛 (ln

1

|𝑥|
)
−
𝛼
𝑛
(1+𝜀)

|𝑥|≤
1
2

𝑑𝑥 = ∞ 

ve 𝐼𝛼(𝑓) orijinde esas sınırlı değildir. Böylece 𝐼𝛼(𝑓) ∉ 𝐿∞(ℝ
𝑛) bulunur [11],[21]. 

3.3 Lebesgue Uzayında Calderon-Zygmund Singüler İntegral Operatörünün 

Sınırlılığı  

Calderon-Zygmund singüler integral operatörü Riesz ve Hilbert dönüşümlerinin 

genelleştirilmesidir. Hilbert dönüşümü singüler integrallerin ilk örneği olup üst yarı 

düzlem üzerinde eşlenik harmonik fonksiyonların sınır değer problemlerinin 

araştırmalarında kullanılmaktadır. Riesz dönüşümü de ikinci mertebeden eliptik 

denklemlerin çözümlerinin düzgünlüğü çalışmalarında ortaya çıkmaktadır. 

Tanım 3.9 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) olmak üzere 

𝐻𝑓(𝑥) = 𝑝. 𝑣.
1

𝜋
∫
𝑓(𝑡)

𝑥 − 𝑡
ℝ

𝑑𝑡 

dönüşümüne Hilbert dönüşümü denir. 

𝑅𝑗𝑓(𝑥) = 𝑝. 𝑣. 𝐶𝑛 ∫
𝑥𝑖 − 𝑦𝑖

|𝑥 − 𝑦|𝑛+1
ℝ

𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛   ,   𝐶𝑛 =
Γ (
𝑛 + 1
2 )

𝜋
𝑛+1
2

 

biçiminde tanımlı 𝑅𝑗𝑓 dönüşümlerine de, Riesz dönüşümleri denir [21].  

Riesz dönüşümleri (1 < 𝑝 < ∞) kuvetli (𝑝, 𝑝) tipli ve zayıf (1,1) tiplidirler. 

Hilbert dönüşümü 1 boyutlu Riesz dönüşümü olduğundan (1 < 𝑝 < ∞) kuvvetli (𝑝, 𝑝) 

tipli ve zayıf (1,1) tiplidir. 

Tanım 3.10 Her 𝜆 > 0 ve 𝑥 ∈ ℝ𝑛 için eğer 𝐾(𝜆𝑥) = 𝜆𝛼𝐾(𝑥) ise, 𝐾(𝑥) çekirdeğine α 

dereceden homojen fonksiyon denir. 

𝑥 ≠ 0 olmak üzere birim yuvarda 𝑥 in izdüşümünü 𝑥′ ile gösterelim. Yani 𝑥′ =
𝑥

|𝑥|
 olur. 

𝐾(𝑥) 𝛼 dereceli homojen ise, 
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𝐾(𝑥) =  |𝑥|𝛼𝐾 (
𝑥

|𝑥|
) =  |𝑥|𝛼𝐾(𝑥′) 

Ω(𝑥) = 𝐾 (
𝑥

|𝑥|
) , Ω(𝑥) = Ω(𝑥′) sıfır dereceli homojen fonksiyondur. 

Ω(𝑥) fonksiyonu bazen 𝐾(𝑥) çekirdeğinin karakteristiği olarak adlandırılır. 

𝑓  ℝ𝑛 de tanımlı ve ölçülebilir fonksiyon 𝐾(𝑥) –α negatif dereceli homojen çekirdek 

olsun. 

ℎ(𝑥) = (𝑓 ∗ 𝐾)(𝑥) = ∫ 𝐾(𝑥 − 𝑦)

ℝ𝑛 

𝑓(𝑦)𝑑𝑦 

şeklindeki ℎ fonksiyonuna 𝑓 ve 𝐾 nın konvolüsyonu denir. 

1) 0 < 𝛼 < 𝑛 is𝑒, ℎ fonksiyonuna zayıf singüler integral, 

2) 𝛼 = 𝑛 ise, ℎ fonksiyonuna singüler integral,  

3) 𝛼 > 𝑛 ise, ℎ fonksiyonuna hiper singüler integral denir  

Newton potansiyelleri  𝑛 > 2, 𝑓 ∗ |𝑥|−𝑛+2 ve daha genel olarak Riesz potansiyelleri 

0 < 𝛼 < 𝑛, 𝑓 ∗ |𝑥|−𝛼 zayıf singüler integral örnekleridir (Neri [24]). 

Singüler integral operatörleri kısmi türevli denklemler teorisinde, analitik 

fonksiyonların sınır değer problemleri teorisinde, Fourier serilerinde, matematiksel fizik 

ve matematiğin diğer dallarında birçok uygulamaları olan güncel bir konudur. Bugüne 

kadar B. Muckenhoupt, R. Wheeden, C. Fefferman, D. S. Kurtz, S. Samko, V. Burenkov, 

V. Kokilashvili, V.S. Guliyev, Y. Ding, S.Z. Lu gibi matematiğin önemli isimleri bu alanda 

çalışmış ve birçok problemin çözümü için önemli sonuçlar elde etmiştir. 

Tanım 3.11  𝐾(𝑥) ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛 ∖ {0}) olsun. 

|𝐾(𝑥)| ≤ 𝐵|𝑥|−𝑛, ∀𝑥 ≠ 0 

∫ 𝐾(𝑥)𝑑𝑥

𝑟≤|𝑥|≤𝑅

= 0, ∀ 0 < 𝑟 < 𝑅 < ∞ 

∫ |𝐾(𝑥 − 𝑦) − 𝐾(𝑥)|𝑑𝑥 ≤ 𝐵, ∀𝑦 ≠ 0

|𝑥|≥2|𝑦|

                                      ( Hömander şartı ) 
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𝐵, 𝑥 ve 𝑦 den bağımsız bir sabit olmak üzere yukarıdaki şartları sağlayan 𝐾 ya Calderon-

Zygmund çekirdeği denir [11],[21]. 

Teorem 3.12  𝐾 Calderon-Zygmund çekirdeği olsun. 

1 < 𝑝 < ∞, 𝜀 > 0 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için 

𝑇𝜀𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑦)𝐾(𝑦)𝑑𝑦

|𝑦|≥𝜀

 

olduğunda aşağıdaki sonuçlar sağlanır. 

i) ‖𝑇𝜀𝑓‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝 

𝐴𝑝, 𝜀 ve 𝑓 den bağımsız bir sabittir. 

ii) Herhangi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için 𝐿𝑝 anlamında lim𝜀→0 𝑇𝜀𝑓 vardır. Yani 

𝑇𝑓(𝑥) = 𝑝. 𝑣. ∫ 𝐾(𝑦)𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

ℝ𝑛

 

iii) ‖𝑇𝑓‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝 eşitsizliği sağlanır. 

ii) de tanımlanan 𝑇 lineer operatörü Calderon-Zygmund singüler integral operatörü ve 

𝑇𝜀 ise, 𝑻 nin kesilmiş operatörü olarak adlandırılır [21]. 

𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝜀 > 0 olmak üzere ℝ𝑛 de  𝛿𝜀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝜀𝑥) şeklinde dilation operatörü 

tanımlanır [21]. 

𝑇𝑓 = 𝐾 ∗ 𝑓 ve 𝛿𝜀−1𝑇𝛿𝜀 = 𝑇 ise, 𝐾(𝜀𝑥) = 𝜀−𝑛𝐾(𝑥) olur. Başka bir ifadeyle Ω sıfır 

dereceli fonksiyonu olmak üzere 

𝐾(𝑥) =
Ω(𝑥)

|𝑥|𝑛
 

şeklinde yazılabilir.  

Teorem 3.13 𝛺 ∈ 𝐿∞(𝕊
𝑛−1) sıfırıncı dereceden homojen olsun ve aşağıdaki şartları 

sağlasın [21]. 

a) Her 𝑥′ ∈ 𝕊𝑛−1için |Ω(𝑥′)| ≤ 𝐵, 

b)  Ω , 𝕊𝑛−1 üzerinde sıfır anlamındadır. 𝑥′ =
𝑥

|𝑥|
 , 𝑥 ≠ 0 olmak üzere 
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        ∫ Ω(𝑥′)

𝕊𝑛−1

𝑑𝜎(𝑥′) = 0 

c) Hömander şartı veya yerine daha güçlü olan 𝐿∞- Dini şartı : 

𝜔∞ = sup𝑥′, 𝑦′∈𝕊𝑛−1
|𝑥′−𝑦′|<∞

|Ω(𝑥′) − Ω(𝑦′)| olmak üzere 

∫
𝜔∞(𝛿)

𝛿

1

0

𝑑𝛿 < ∞ 

olsun. Ayrıca, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için 

𝑇ϵ𝑓(𝑥) = ∫
Ω(𝑦)

|𝑦|𝑛
|𝑦|≥𝜖

𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 

olsun. Bu durumda aşağıdakiler sağlanır. 

i) ‖𝑇𝜀𝑓‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝 olacak biçimde 𝜀 ve 𝑓 den bağımsız bir 𝐴𝑝 sabiti vardır. 

ii) 𝐿𝑝 anlamında lim𝜀→0 𝑇𝜀𝑓 = 𝑇𝑓(𝑥) vardır.  

iii) ‖𝑇𝑓‖𝑝 ≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝑝elde edilir. 

Tanım 3.14 Ω sıfır dereceli homojen ve 

𝐾(𝑥) =
Ω(𝑥)

|𝑥|𝑛
olmak üzere 

𝑇Ω𝑓(𝑥) = 𝑝. 𝑣. ∫
Ω(𝑦)

|𝑦|𝑛
ℝ𝑛

𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 

ile tanımlanan 𝑇Ω ya homojen çekirdekli singüler integral operatör denir [21]. 

Tanım 3.15  Ω, ℝ𝑛 de sıfır dereceli bir homojen fonksiyon olsun ve Teorem 3.13 deki 

şartları sağlasın. 𝑇Ω homojen çekirdekli singüler integral operatörü olsun.  

Her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için 

𝑇Ω
∗𝑓(𝑥) = sup

𝜖>0
 |𝑇Ω,ϵ𝑓(𝑥)| 

ile tanımlı 𝑇Ω
∗  operatörüne maksimal singüler integral operatörü denir. 

Öyle ki 𝜀 > 0 iken 
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𝑇Ω,ϵ𝑓(𝑥) = ∫
Ω(𝑦)

|𝑦|𝑛
|𝑦|≥𝜖

𝑓(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 

operatörü,  𝑇Ω operatörünün kesik operatörüdür [21]. 

Sonuç 3.17 Her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) için 𝐿𝑝 anlamında lim𝜀→0 𝑇Ω,𝜀𝑓 = 𝑇Ω𝑓(𝑥) vardır [21]. 
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BÖLÜM 4 

MORREY UZAYINDA MAKSİMAL, POTANSİYEL ve SİNGÜLER İNTEGRAL 

OPERATÖRLER 

Bu bölümde Morrey uzayının tanımı ve genel özellikleri ile Morrey uzayında maksimal 

operatör, Riesz potansiyeli ve singüler integral operatörünün sınırlılığı verilecektir. 

4.1 Morrey Uzayı ve Genel Özellikleri 

𝐿𝑝,𝜆 = 𝐿𝑝,𝜆(Ω), Ω ⊂ ℝ
𝑛, Morrey uzayı 1938 yılında C.B. Morrey tarafından ikinci 

dereceden eliptik kısmi diferansiyel denklemlerin çözümleri ve varyasyonlar analizi 

teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya çıkarılmıştır. Morrey uzaylarının kısmi 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin regülerlik özelliklerinin çalışması ve kesin ön 

eşitsizliklerinin bulunması gibi konularda önemli uygulamaları vardır. Daha sonraları 

Morrey uzaylarının Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsayılı eliptik 

problemler ve potansiyel teorisinde önemli uygulamaları ortaya çıkmıştır. 

Tanım 4.1  Ω ⊂ ℝ𝑛,  1 ≤ 𝑝 < ∞ , 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) olmak üzere  

𝐿𝑝,𝜆(Ω) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝(Ω) ∶  sup 
𝑡>0
𝑥∈Ω

 𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

< ∞} , 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(Ω) = ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 = sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

(𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

 𝑡
−
𝜆
𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)) < ∞ 

normu ile tanımlı fonksiyonların uzayına Morrey uzayı denir [2],[5],[9],[10],[15],[25]. 
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‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 normu 𝐿𝑝,𝜆(Ω) uzayında quasi normdur (𝑓 sabit olduğunda ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 = 0 olur). 

Morrey uzayındaki fonksiyonlar sabit farkıyla eşit fonksiyonlar olarak alındığında 

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 normu ile 𝐿𝑝,𝜆(Ω) uzayı bir Banach uzayıdır. 

𝑳𝒑,𝝀(ℝ
𝒏) Morrey Uzayının Özellikleri 

1) 𝜆 = 0 iken 𝐿𝑝,0(ℝ
𝑛) = 𝐿𝑝(ℝ

𝑛) dır: 𝜆 = 0 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) olsun. 

‖𝑓‖𝐿𝑝,0 = sup
𝑡>0,
𝑥∈ℝ𝑛

(𝑡−0 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= sup
𝑡>0,
𝑥∈ℝ𝑛

( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

     

= lim,
𝑡→∞

( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= ( ∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

ℝ𝑛

)

1
𝑝

= ‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑛)  

ve dolayısıyla 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) elde edilir. 

2) 𝜆 < 0 ve 𝜆 > 𝑛 iken 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = Θ dır, burada Θ, ℝ𝑛 deki sıfıra denk olan bütün 

fonksiyonların kümesidir: 𝜆 < 0 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) olsun. 

( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

≤ sup
𝑡>0,
𝑥∈ℝ𝑛

(𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

 𝑡
𝜆
𝑝   

0 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 𝑡
𝜆
𝑝   

𝑡 → ∞ iken her tarafın limiti alındığında; 

0 ≤ lim,
𝑡→∞

( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 lim𝑡→∞
𝑡
𝜆
𝑝     

𝜆 < 0 ve ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 sonlu olduğundan 0 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑛) ≤ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 0 bulunur. 

Dolayısıyla 𝜆 < 0 iken 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = Θ  elde edilir. 

𝜆 > 𝑛 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) olsun. 
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0 ≤ |𝑓(𝑥)| = lim
𝑡→0

(
1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑡))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= lim
𝑡→0

(
1

𝜈𝑛𝑡𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= 

= lim
𝑡→0

𝜈𝑛
−
1
𝑝 (

1

𝑡𝜆
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

𝑡
𝜆−𝑛
𝑝 ≤ 𝜈𝑛

−
1
𝑝 lim
𝑡→∞

(
1

𝑡𝜆
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

lim
𝑡→0

𝑡
𝜆−𝑛
𝑝  

= 𝜈𝑛
−
1
𝑝 sup
𝑡>0
𝑥∈ℝ𝑛

(𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

lim
𝑡→0

𝑡
𝜆−𝑛
𝑝 = 𝜈𝑛

−
1
𝑝 ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 lim𝑡→0

𝑡
𝜆−𝑛
𝑝  

𝜆 > 𝑛 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) sonlu olduğundan 

0 ≤ |𝑓(𝑥)| ≤ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 0 bulunur. 

𝜆 > 𝑛 iken 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = Θ elde edilir. 

3) 𝜆 = 𝑛 iken 𝐿𝑝,𝑛(ℝ
𝑛) = 𝐿∞(ℝ

𝑛): 

𝜆 = 𝑛 ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) olsun. 

0 ≤ |𝑓(𝑥)| = lim
𝑡→0

(
1

𝜇(𝐵(𝑥, 𝑡))
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

≤ lim
𝑡→∞

(
1

𝜈𝑛𝑡𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= 

= sup
𝑡>0
𝑥∈ℝ𝑛

(
1

𝜈𝑛𝑡𝑛
∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

=𝜈𝑛
−
1
𝑝 sup
𝑡>0
𝑥∈ℝ𝑛

(𝑡−𝑛 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= 

= 𝜈𝑛
−
1
𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝑛 = 𝜈𝑛

−
1
𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 

0 ≤ |𝑓(𝑥)| ≤ 𝜈𝑛
−
1
𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ve sınırlı olduğundan 𝑓 ∈ 𝐿∞(ℝ

𝑛) bulunur. 

Örnek 4.2 𝜆 > 0 iken 𝑓(𝑥) = |𝑥|
𝜆−𝑛

𝑝  fonksiyonu 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) olur [26]. 

Örnek 4.3 𝑓(𝑥) = |𝑥|
−𝑛

𝑝 𝜒𝐵(0,1) fonksiyonu 𝑓 ∉ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) olur:  

𝑓(𝑥) = {|𝑥|
−𝑛
𝑝 , |𝑥| < 1
0, |𝑥| ≥ 1
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şeklindedir. 𝑓 ∉ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) göstermek için 

∫|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

ℝ𝑛

= ∫ |𝑥|−𝑛𝑑𝑥 =

𝐵(0,1)

∫ ∫ 𝑡𝑛−1𝑡−𝑛𝑑𝑡𝑑𝜎 =

𝕊𝑛−1

1

0

 

= ∫ 𝑑𝜎∫ 𝑡−1𝑑𝑡 = |𝕊𝑛−1| ln 𝑡 | = ∞0
1  

1

0𝕊𝑛−1

 

olduğundan 𝑓 ∉ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) bulunur. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) göstermek için 

sup
𝑡>0
𝑥∈ℝ𝑛

 𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

= sup
𝑡>0

 (
1

𝑛
)
−𝜆

∫ |𝑦|−𝑛𝑑𝑦

𝐵(
1

𝑛+1
,
1
𝑛
)⊂𝐵(0,1)

= sup
𝑡>0

 𝑛𝜆|𝕊𝑛−1|  ln 𝑡 |  < ∞
 
1

𝑛+1

1
𝑛
   

 

ve dolayısıyla 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) bulunur. 

Tanım 4.4  ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) için 1 ≤ 𝑝 < ∞ , 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛  olsun. 

‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝,𝜆(Ω) = sup
𝑟>0

𝑟 sup
𝑥∈Ω
𝑡>0

(𝑡−𝜆𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝑓(𝑦)| > 𝑟}))

1
𝑝

= sup
𝑟>0
𝑡>0
𝑥∈Ω

𝑟 (𝑡−𝜆𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝑓(𝑦)| > 𝑟}))

1
𝑝
=sup

𝑡>0
𝑥∈Ω

 𝑡
−
𝜆
𝑝‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝(B(x,t)) 

sonlu normuna sahip 𝑓 fonksiyonlarının uzayına zayıf Morrey uzayı denir [2],[5].  

Sonuç 4.5 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ⊂ 𝑊𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ve ‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝,𝜆 ≤ ‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 olur [2],[5]. 

4.2 Morrey Uzayında Maksimal Operatörünün Sınırlılığı 

Aşağıdaki teorem ile maksimal operatörünün Morrey uzayındaki sınırlılığı verilecektir. 

Teorem 4.6  

1) 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 0 < 𝜆 < 𝑛 için 𝑀𝑓, ℝ𝑛 de h.h.y sonludur. 
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2) 1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝜆 < 𝑛 olsun. Bu durumda ‖𝑀𝑓‖𝑝,𝜆 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝,𝜆 sağlanır, 

burada 𝐶, 𝑓 den bağımsız bir sabittir. 

3) 𝑝 = 1 olsun. Bu takdirde 𝑡 𝜇({𝑀𝑓 > 𝑡} ∩ 𝐵𝑟(𝑥)) ≤ 𝐶𝑟𝜆‖𝑓‖1,𝜆 sağlanır, burada 

𝐶 sabiti 𝑥, 𝑟, 𝑡 ve 𝑓 den bağımsızdır (Chiarenza ve Frasca [4]). 

Aşağıdaki lemma ile Morrey uzayında maksimal operatör için Lokal Guliyev eşitsizliğini 

verelim. 

Lemma 4.7 (Maksimal operatör için Lokal Guliyev Eşitsizliği) 

 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛)olsun. Bu durumda 𝑝 > 1 için 

‖𝑀𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝐶𝑡
𝑛
𝑝∫ 𝑟

−
𝑛
𝑝
−1
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                                                 

eşitsizliği gerçekleşir. 𝑝 = 1 için 

‖𝑀𝑓‖𝑊𝐿1(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝐶𝑡𝑛∫ 𝑟−𝑛−1‖𝑓‖𝐿1(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                                         

sağlanır, burada 𝐶 sabiti, 𝑓 , 𝑡 > 0 ve 𝑥 den bağımsızdır (Guliyev [5] ). 

4.3 Morrey Uzayında Riesz Potansiyelinin Sınırlılığı 

Aşağıdaki teorem ile Riesz potansiyelinin Morrey uzayındaki sınırlılığını ifade eden 

Adams teoremi verilecektir. 

Teorem 4.8 (Adams Teoremi) 

∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆 için 0 < 𝛼 < 𝑛, 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, 0 < 𝜆 < 𝑛 − 𝛼𝑝 olsun.  

Bu durumda ‖𝐼𝛼𝑓‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝,𝜆 

sağlanır, burada  
1

𝑞
=

1

𝑝
−

𝛼

𝑛−𝜆
 dir. 

𝑝 = 1 için 𝑡𝜇{𝑥: {𝐼𝛼𝑓(𝑥) > 𝑡} ∩ 𝐵𝑟} ≤ 𝐶𝑟
𝜆‖𝑓‖1,𝜆 

sağlanır, burada 𝐶 sadece n, 𝜆, 𝑝, 𝛼 ya bağlı sabittir (Adams [6]). 

Şimdi de Morrey uzayında Riesz potansiyeli için noktasal Guliyev eşitsizliğini ifade eden 

lemmayı verelim. 



38 

 

Lemma 4.9 (Riesz Potansiyeli için Noktasal Guliyev Eşitsizliği) 

1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 <
𝑛

𝑝
  ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝

𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛)olsun. 

Bu durumda 𝐶 sabiti 𝑓, 𝑥, ve 𝑡 den bağımsız olmak üzere  

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑀𝑓(𝑥) + 𝐶 ∫ 𝑟

𝛼−
𝑛
𝑝
−1
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                          

eşitsizliği gerçekleşir (Guliyev [5]). 

Aşağıdaki teorem ile Riesz potansiyelinin Morrey uzayındaki sınırlılığını ifade eden 

Spanne teoremi verilecektir. 

Teorem 4.10 (Spanne Teoremi) 

0 < 𝛼 < 𝑛, 1 < 𝑝 <
𝑛

𝛼
, 0 < 𝜆 < 𝑛 − 𝛼𝑝  ve  ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆 için 

𝜇 =
𝑛𝜆

𝑛 − 𝜆
,

1

𝑞
=
1

𝑝
−

𝛼

𝑛 − 𝜆
   ve   

𝜆

𝑞
=
𝜇

𝑝
  

olsun. Bu durumda ‖𝐼𝛼𝑓‖𝑞,𝜇 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝,𝜆 

eşitsizliği gerçekleşir (Peetre [7]). 

Aşağıdaki lemma ile Morrey uzayında Riesz potansiyeli için lokal Guliyev eşitsizliğini 

verelim. 

Lemma 4.11 (Riesz Potansiyeli için Lokal Guliyev Eşitsizliği)  

𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛), 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 < 𝛼 <

𝑛

𝑝
 ve 

1

𝑞
=
1

𝑝
−
𝛼

𝑛
 olsun. 

Bu durumda 𝑝 > 1 için 

‖𝐼𝛼𝑓‖𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝐶𝑡
𝑛
𝑞 ∫ 𝑟

−
𝑛
𝑞
−1
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                                                 

eşitsizliği gerçekleşir. 𝑝 = 1 için 

‖𝐼𝛼𝑓‖𝑊𝐿𝑞(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝐶𝑡
𝑛
𝑞 ∫ 𝑟

−
𝑛
𝑞
−1
‖𝑓‖𝐿1(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                                         
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sağlanır. Burada C sabiti 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 > 0 ve 𝑓 e bağlı olmayan bir sabittir (Guliyev 

[17],[8],[5]). 

4.4 Morrey Uzayında Singüler İntegral Operatörünün Sınırlılığı 

Aşağıdaki teorem ile Calderon-Zygmund singüler integral operatörünün Morrey 

uzayındaki sınırlılığı verilecektir. 

Teorem 4.12 

1 < 𝑝 < ∞, 0 < 𝜆 < 𝑛 olsun. Bu durumda  

‖𝑇𝑓‖𝑝,𝜆 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝑝,𝜆 

sağlanır, burada 𝐶, 𝑓 den bağımsız bir sabittir. 

𝑝 = 1 olsun. Bu takdirde 

𝑡 𝜇{{𝑇𝑓 > 𝑡} ∩ 𝐵𝑟(𝑥)} ≤ 𝐶𝑟𝜆‖𝑓‖1,𝜆 

sağlanır, burada 𝐶 sabiti 𝑥, 𝑟, 𝑡 ve 𝑓 den bağımsızdır. 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 0 < 𝜆 < 𝑛 için 𝑇𝑓, ℝ𝑛 de h.h.y sonludur (Chiarenza ve 

Frasca [4]). 

Aşağıdaki lemma ile singüler integral operatör için Lokal Guliyev Eşitsizliği verilecektir. 

Lemma 4.13 (Singüler İntegral operatör için Lokal Guliyev Eşitsizliği) 

1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) olsun. Bu durumda 𝑝 > 1 için 

‖𝑇𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝐶𝑡
𝑛
𝑝∫ 𝑟

−
𝑛
𝑝
−1
‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                                                 

eşitsizliği gerçekleşir. 𝑝 = 1 için 

‖𝑇𝑓‖𝑊𝐿1(𝐵(𝑥,𝑡)) ≤ 𝐶𝑡
𝑛∫ 𝑟−𝑛−1‖𝑓‖𝐿1(𝐵(𝑥,𝑟))

∞

𝑡

𝑑𝑟                                                         

sağlanır, burada 𝐶 ise, 𝑓 , 𝑡 > 0 ve 𝑥 ∈ ℝ𝑛 e bağlı olmayan bir sabittir (Guliyev [17], [8], 

[5]). 
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BÖLÜM 5 

MODİFİYE EDİLMİŞ MORREY UZAYINDA MAKSİMAL, POTANSİYEL ve 

SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLER 

Bu bölümde 𝐿̃𝑝,𝜆 = 𝐿̃𝑝,𝜆(Ω) modifiye edilmiş Morrey uzayının tanımı ve genel 

özellikleri ile modifiye edilmiş Morrey uzayında maksimal operatör, Riesz potansiyeli ve 

singüler integral operatörünün sınırlılığını ifade eden teoremler ispatları ile verilecektir. 

5.1 Modifiye Edilmiş Morrey Uzayı ve Genel Özellikleri 

Tanım 5.1 ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) için 1 ≤ 𝑝 < ∞ , 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 , [𝑡]1 = min{1, 𝑡} olmak üzere 

𝐿̃𝑝,𝜆(Ω) = {𝑓: Ω → ℝ ∶ 𝑓 ölçülebilir ve sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

 [𝑡]1
−𝜆∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

< ∞ } 

‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆(Ω) = ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 = sup𝑡>0
𝑥∈Ω

([𝑡]1
−𝜆∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

)

1
𝑝

= sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

 [𝑡]1
−
𝜆
𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)) < ∞ 

normu ile tanımlanan fonksiyon uzayına modifiye edilmiş Morrey uzayı denir 

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).  

Sonuç 5.2 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ↪ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ∩ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve max {‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 , ‖𝑓‖𝐿𝑝} ≤ ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 

Lemma 5.3 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 olsun.  

𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ∩ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛)  ve  ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 = max {‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 , ‖𝑓‖𝐿𝑝  } 
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elde edilir (Guliyev ve Rahimova [25]). 

İspat : 𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) olsun. Sonuç 5.2 den 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ∩ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve 

max {‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 , ‖𝑓‖𝐿𝑝  } ≤ ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆olur. 

Şimdi 𝑓 ∈ 𝐿𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ∩ 𝐿𝑝(ℝ

𝑛) olsun. O zaman  

‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 = sup
𝑡>0
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑡]1
−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑡)

𝑑𝑦)

1
𝑝

= 

= max

{
 
 

 
 

sup
0<𝑡≤1
𝑥∈ℝ𝑛

(𝑡−𝜆 ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑡)

𝑑𝑦)

1
𝑝

, sup
𝑡>1
𝑥∈ℝ𝑛

( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝

𝐵(𝑥,𝑡)

𝑑𝑦)

1
𝑝

 

}
 
 

 
 

≤max {‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 , ‖𝑓‖𝐿𝑝  } 

Bu yüzden 𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ve 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ∩ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ↪ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) gömmesi geçerlidir. 

Böylece 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ∩ 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 = max {‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆 , ‖𝑓‖𝐿𝑝  } elde 

edilir (Guliyev ve Rahimova [25]). 

Modifiye edilmiş Morrey Uzayının Özellikleri 

1) 𝜆 = 0 iken 𝐿̃𝑝,0(ℝ
𝑛) = 𝐿𝑝,0(ℝ

𝑛) = 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) elde edilir. 

2) Eğer 𝜆 < 0 veya 𝜆 > 𝑛 ise, Θ, ℝ𝑛de sıfıra denk olan fonksiyonların kümesi olmak 

üzere 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = 𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) = Θ olur (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 

Tanım 5.4 ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(Ω) için 1 ≤ 𝑝 < ∞ , 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 , [𝑡]1 = min  {1, 𝑡}   olsun. 

‖𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆(Ω) = ‖𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 = sup
𝑟>0

𝑟 sup
𝑥∈Ω
𝑡>0

([𝑡]1
−𝜆𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝑓(𝑦)| > 𝑟}))

1
𝑝
= 

= sup
𝑡>0
𝑥∈Ω

 [𝑡]1
−
𝜆
𝑝‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝(𝐵(𝑥,𝑡)) 

sonlu normuna sahip 𝑓 ölçülebilir fonksiyonlarının uzayına zayıf modifiye edilmiş 

Morrey uzayı denir (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 

Sonuç 5.5 𝜆 = 0 için 𝑊𝐿̃𝑝,0(ℝ
𝑛) = 𝑊𝐿𝑝,0(ℝ

𝑛) = 𝑊𝐿𝑝(ℝ
𝑛)  [2]. 
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Sonuç 5.6 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ⊂ 𝑊𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ve ‖𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 ≤ ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆   [2].  

Lemma 5.7 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 olsun.  

𝑊𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) = 𝑊𝐿𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ∩ 𝑊𝐿𝑝(ℝ
𝑛) ve 

‖𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 = max {‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝,𝜆 , ‖𝑓‖𝑊𝐿𝑝  } 

bulunur.  

Lemma 5.7 nin ispatı Lemma 5.3 deki gibi yapılır ( Guliyev ve Rahimova [25]). 

5.2 Modifiye Edilmiş Morrey Uzayında Maksimal Operatörünün Sınırlılığı 

Aşağıdaki teorem ile 𝑀 maksimal operatörünün 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) üzerindeki sınırlılığı 

verilecektir.  

Teorem 5.8 1) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿̃1,𝜆(ℝ
𝑛), 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛, o zaman 𝑀𝑓 ∈ 𝑊𝐿̃1,𝜆(ℝ

𝑛) ve 

‖𝑀𝑓‖𝑊𝐿̃1,𝜆 ≤ 𝐶1,𝜆‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆   

sadece λ ve 𝑛 ye bağlı olacak bir şekilde 𝐶1,𝜆 sabiti vardır. 

2) Eğer 𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛), 1 < 𝑝 < ∞, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛, o zaman 𝑀𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) ve 

‖𝑀𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 ≤ 𝐶𝑝,𝜆‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆   

sadece 𝑝, 𝜆 ve 𝑛 ye bağlı olacak bir şekilde 𝐶𝑝,𝜆 sabiti vardır. 

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 

İspat: Fefferman-Stein eşitsizliği  

∫(𝑀𝑓(𝑦))
𝑝
𝑔(𝑦)𝑑𝑦 ≤ ∫|𝑓(𝑦)|𝑝𝑀𝑔(𝑦)𝑑𝑦

ℝ𝑛ℝ𝑛

 

 yardımıyla negatif olmayan bütün 𝑔 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑛) fonksiyonları için geçerlidir. Böylece 

∫ (𝑀𝑓(𝑦))𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

= ∫(𝑀𝑓(𝑦))
𝑝
χ
𝐵(𝑥,𝑡)

(𝑦)𝑑𝑦 ≤

ℝ𝑛

𝐶1 ∫|𝑓(𝑦)|
𝑝𝑀χ

𝐵(𝑥,𝑡)
(𝑦)𝑑𝑦 

ℝ𝑛

 

elde edilir.  
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Burenkov ve H.V. Guliyev [10] de verildiği üzere ∀ 𝑡 > 0 ve 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 için  

(
𝑡

|𝑥 − 𝑦| + 𝑡
)
𝑛

≤  𝑀χ
𝐵(𝑥,𝑡)

(𝑦) ≤ (
4𝑡

|𝑥 − 𝑦| + 𝑡
)
𝑛

 

sağlanır. Böylece aşağıdaki eşitsizlik elde edilir. 

∫ (𝑀𝑓(𝑦))𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

≤ 𝐶1 ( ∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)

+∑ ∫
𝑡𝑛|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

(|𝑥 − 𝑦| + 𝑡)𝑛
𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑡)∖𝐵(𝑥,2𝑗𝑡)

∞

𝑗=0

) 

                                   ≤ 𝐶1 ([𝑡]1
𝜆‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆

𝑝
+ ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆

𝑝
∑

[2𝑗+1𝑡]
1

𝜆

(2𝑗 + 1)𝑛

∞

𝑗=0

) 

≤ 𝐶1‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆
𝑝

(

 
 
 
 
 
 

[𝑡]1
𝜆 +

{
 
 
 
 

 
 
 
 

(

 2𝜆𝑡𝜆 ∑ 2(𝜆−𝑛)𝑗

[log2
1
2𝑡
]

𝑗=0

+ ∑ 2−𝑛𝑗
∞

𝑗=[log2
1
2𝑡
]+1 )

 

1
𝑝

, 0 < 𝑡 <
1

2
 ,

(∑2−𝑛𝑗
∞

𝑗=0

)

1
𝑝

, 𝑡 ≥
1

2
)

 
 
 
 
 
 

 

≤ 𝐶1‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆
𝑝

([𝑡]1
𝜆 + {

(𝐶2𝑡
𝜆 + 𝐶3𝑡

𝑛)
1

𝑝, 0 < 𝑡 <
1

2
 ,

𝐶3
1

𝑝, 𝑡 ≥
1

2

) ≤ 𝐶4[𝑡]1
𝜆‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆

𝑝
  [2]. 

5.3 Modifiye Edilmiş Morrey Uzayında Riesz Potansiyelinin Sınırlılığı 

𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) üzerinde Hardy-Littlewood-Sobolev eşitsizliği aşağıdaki teorem ile verilmiştir.  

Teorem 5.9 0 < 𝛼 < 𝑛, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 − 𝛼  ve 1 ≤ 𝑝 <
𝑛−𝜆

𝛼
  olsun. 

1) Eğer 1 < 𝑝 <
𝑛−𝜆

𝛼
 ise, o zaman 𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ

𝑛) den 𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ
𝑛) ya sınırlı 

olması için gerek ve yeter şart  
𝛼

𝑛
≤

1

𝑝
−

1

𝑞
≤

𝛼

𝑛−𝜆
  olmasıdır. 

2) Eğer 𝑝 = 1 <
𝑛−𝜆

𝛼
 ise, o zaman 𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃1,𝜆(ℝ

𝑛) den 𝑊𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ
𝑛) ya sınırlı  

olması için gerek ve yeter şart  
𝛼

𝑛
≤ 1 −

1

𝑞
≤

𝛼

𝑛−𝜆
 olmasıdır. 

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 
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İspat: 1) Yeter şartı: 0 < 𝛼 < 𝑛, 0 < 𝜆 < 𝑛 − 𝛼, 𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) ve 1 < 𝑝 <

𝑛−𝜆

𝛼
 olsun. 

𝐼𝛼𝑓(𝑥) = ( ∫ +

𝐵(𝑥,𝑡)

∫

𝐵(𝑥,𝑡)𝑐

) |𝑥 − 𝑦|𝛼−𝑛𝑑𝑦 ≡ 𝐴(𝑥, 𝑡) + 𝐶(𝑥, 𝑡). 

𝐴(𝑥, 𝑡) için 

|𝐴(𝑥, 𝑡)| ≤ ∫ |𝑓(𝑦)|

𝐵(𝑥,𝑡)

|𝑥 − 𝑦|𝛼−𝑛𝑑𝑦 ≤∑(2−𝑗𝑡)
𝛼−𝑛

∫ |𝑓(𝑦)|𝑑𝑦

𝐵(𝑥,2−𝑗+1𝑡)∖𝐵(𝑥,2−𝑗𝑡)

∞

𝑗=1

 . 

elde edilir. Böylece 

𝐶5 =
𝑣𝑛2

𝑛

2𝛼 − 1
 sabitiyle |𝐴(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶5𝑡

𝛼𝑀𝑓(𝑥)                                                                 (5.1) 

İkinci integralde Hölder eşitsizliği yardımıyla 

|𝐶(𝑥, 𝑡)| ≤ ( ∫ |𝑥 − 𝑦|−𝛽|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)𝑐

)

1
𝑝

( ∫ |𝑥 − 𝑦|
(
𝛽
𝑝
+𝛼−𝑛)𝑝′

𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡)𝑐

)

1
𝑝′

= 𝐽1𝐽2  

elde edilir. 𝜆 < 𝛽 < 𝑛 − 𝛼𝑝 olsun. 𝐽1 için 

𝐽1 = (∑ ∫ |𝑥 − 𝑦|−𝛽|𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,2𝑗+1𝑡)∖𝐵(𝑥,2𝑗𝑡)

∞

𝑗=0

)

1
𝑝

≤ 𝑡
−
𝛽
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 (∑2−𝛽𝑗[2𝑗+1𝑡]

1

𝜆
∞

𝑗=0

)

1
𝑝

 

= 𝑡
−
𝛽
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆

{
 
 
 
 

 
 
 
 

(

 2𝜆𝑡𝜆 ∑ 2(𝜆−𝛽)𝑗

[log2
1
2𝑡
]

𝑗=0

+ ∑ 2−𝛽𝑗
∞

𝑗=[log2
1
2𝑡
]+1 )

 

1
𝑝

, 0 < 𝑡 <
1

2
 ,

(∑2−𝛽𝑗
∞

𝑗=0

)

1
𝑝

, 𝑡 ≥
1

2

 

= 𝑡
−
𝛽
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 {

(𝐶6𝑡
𝜆 + 𝐶7𝑡

𝛽)
1
𝑝, 0 < 𝑡 <

1

2
 ,

𝐶7
1
𝑝, 𝑡 ≥

1

2
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= ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆

{
 

 (𝐶6 + 𝐶7)
1
𝑝𝑡
𝜆−𝛽
𝑝 , 0 < 𝑡 <

1

2
 ,

𝐶7
1
𝑝𝑡
−
𝛽
𝑝 , 𝑡 ≥

1

2

 

= 𝐶8[2𝑡]1

𝜆
𝑝𝑡
−
𝛽
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆   ,                                                                                                             (5.2) 

𝐶6 =
2𝛽

2𝛽−𝜆 − 1
 , 𝐶7 =

22𝛽

2𝛽 − 1
 , 

𝐶8 = {
2
−
𝜆
𝑝(𝐶2 + 𝐶3)

1
𝑝, 0 < 𝑡 <

1

2
 ,

𝐶6
1
𝑝, 𝑡 ≥

1

2
 .

 

olacak şekilde elde ederiz. 𝐽2 için 

𝐽2 = ( ∫ 𝑑𝜉 ∫ 𝑟
𝑛−1+(

𝛽
𝑝
+𝛼−𝑛)𝑝′

∞

𝑡

𝑑𝑟

𝕊𝑛−1

)

1
𝑝′

= 𝐶9𝑡
𝛽
𝑝
+𝛼−

𝑛
𝑝 .                                                   (5.3) 

(5.2) ve (5.3) den 

|𝐶(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶10[𝑡]1

𝜆
𝑝𝑡
𝛼−

𝑛
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆                                                                                             (5.4) 

elde ederiz. Bu takdirde, 

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶11 ( 𝑡
𝛼𝑀𝑓(𝑥) + [𝑡]1

𝜆
𝑝𝑡
𝛼−

𝑛
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆)

≤ 𝐶11min { 𝑡
𝛼𝑀𝑓(𝑥) + 𝑡

𝛼−
𝑛
𝑝‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 ,  𝑡

𝛼𝑀𝑓(𝑥) + 𝑡
𝛼−

𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆  }  ,    𝑡 > 0 . 

𝑡 = [(𝑀𝑓(𝑥))−1‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆]1

𝑝

(𝑛−𝜆)
  ve  𝑡 = [(𝑀𝑓(𝑥))−1‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆]1

𝑝

𝑛
 

olacak şekilde t indirgenirse, 

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶11min{(
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆
)

1−
𝑝𝛼
𝑛−𝜆

, (
𝑀𝑓(𝑥)

‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆
)

1−
𝑝𝛼
𝑛

  } ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆   
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elde edilir. Bu durumda 

|𝐼𝛼𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶11(𝑀𝑓(𝑥))
𝑝
𝑞‖𝑓‖

𝐿̃𝑝,𝜆

1−
𝑝
𝑞   olur. 

Böylece Teorem 5.8 in yardımıyla 

∫ |𝐼𝛼𝑓(𝑥)|
𝑞𝑑𝑦 ≤ 𝐶12

𝐵(𝑥,𝑡)

‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆
𝑞−𝑝

∫ (𝑀𝑓(𝑦))𝑞𝑑𝑦 ≤ 𝐶13[𝑡]1
𝜆‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆

𝑞

𝐵(𝑥,𝑡)

 , 

𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya sınırlı olduğu elde edilir. 

Gerek şart: 1 < 𝑝 <
𝑛−𝜆

𝛼
  𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ

𝑛)ve 𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya 

sınırlı olsun. 

𝑓𝑡(𝑥) =: 𝑓(𝑡𝑥), [𝑡]1,+ = max  {1, 𝑡}  tanımlı olsun. O zaman 

‖𝑓𝑡‖𝐿̃𝑝,𝜆 = sup
𝑟>0,
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑟]1
−𝜆∫ |𝑓𝑡(𝑦)|

𝑝𝑑𝑦
𝐵(𝑥,𝑟)

)

1
𝑝

= 𝑡
−
𝑛
𝑝 sup
𝑟>0,
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑟]1
−𝜆∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡𝑟)

)

1
𝑝

= 

= 𝑡
−
𝑛
𝑝 sup
𝑟>0

(
[𝑡𝑟]1
[𝑟]1

)

𝜆
𝑝

sup
𝑟>0,
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑡𝑟]1
−𝜆∫ |𝑓(𝑦)|𝑝𝑑𝑦

𝐵(𝑥,𝑡𝑟)

)

1
𝑝

= 𝑡
−
𝑛
𝑝 [𝑡]1,+

𝜆
𝑝 ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 , 

ve  𝐼𝛼𝑓𝑡(𝑥) = 𝑡−𝛼𝐼𝛼𝑓(𝑡𝑥)  

‖𝐼𝛼𝑓𝑡‖𝐿̃𝑞,𝜆 = 𝑡
−𝛼 sup

𝑟>0,
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑟]1
−𝜆∫ |𝐼𝛼𝑓(𝑦)|

𝑞𝑑𝑦
𝐵(𝑥,𝑟)

)

1
𝑞

= 

= 𝑡
−𝛼−

𝑛
𝑞 sup
𝑟>0

(
[𝑡𝑟]1
[𝑟]1

)

𝜆
𝑞

sup
𝑟>0,
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑡𝑟]1
−𝜆∫ |𝐼𝛼𝑓(𝑦)|

𝑞𝑑𝑦
𝐵(𝑡𝑥,𝑡𝑟)

)

1
𝑞

=𝑡
−𝛼−

𝑛
𝑞  [𝑡]1,+

𝜆
𝑞 ‖𝐼𝛼𝑓‖𝐿̃𝑞,𝜆 . 

𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya sınırlılığı yardımıyla 

‖𝐼𝛼𝑓𝑡‖𝐿̃𝑞,𝜆 = 𝑡
𝛼+

𝑛
𝑞  [𝑡]1,+

−
𝜆
𝑞‖𝐼𝛼𝑓𝑡‖𝐿̃𝑞,𝜆 ≤ 

≤ 𝑡
𝛼+

𝑛
𝑞  [𝑡]1,+

−
𝜆
𝑞‖𝑓𝑡‖𝐿̃𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑝,𝑞,𝜆 𝑡

𝛼+
𝑛
𝑞
−
𝑛
𝑝 [𝑡]1,+

𝜆
𝑝
−
𝜆
𝑞‖𝑓‖𝐿̃𝑞,𝜆 

sadece 𝑝, 𝑞, 𝜆 ya bağlı bir 𝐶𝑝,𝑞,𝜆  sabiti vardır.  
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Eğer 
1

𝑝
<

1

𝑞
+
𝛼

𝑛
 ise, o zaman t → 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆 için ‖𝐼𝛼𝑓‖𝐿̃𝑞,𝜆 = 0 

Bunun yanında  
1

𝑝
>

1

𝑞
+

𝛼

𝑛−𝜆
 ise, o zaman t → ∞ , ∀𝑓 ∈ 𝐿̃𝑝,𝜆 için ‖𝐼𝛼𝑓‖𝐿̃𝑞,𝜆 = 0  

Bu nedenle 
𝛼

𝑛
≤

1

𝑝
−

1

𝑞
≤

𝛼

𝑛−𝜆
 bulunur.  

2) Yeter şartı: 𝑓 ∈ 𝐿̃1,𝜆(ℝ
𝑛) olsun. 

𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐼𝛼𝑓(𝑦)| > 2𝛽}) ≤

≤ 𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐴(𝑦, 𝑡)| > 𝛽}) + 𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐶(𝑦, 𝑡)| > 𝛽}) 

elde ederiz. O halde 

𝐶(𝑦, 𝑡) =∑ ∫ |𝑓(𝑧)||𝑦 − 𝑧|𝛼−𝑛𝑑𝑧

𝐵(𝑦,2𝑗+1𝑡)∖𝐵(𝑦,2𝑗𝑡)

≤

∞

𝑗=0

 

≤ 𝑡𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆∑2−(𝑛−𝛼)𝑗[2𝑗+1𝑡]
1

𝜆
∞

𝑗=0

= 

= 𝑡𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆

{
  
 

 
 
 

2𝜆𝑡𝜆 ∑ 2(𝜆−𝑛+𝛼)𝑗

[log2
1
2𝑡
]

𝑗=0

+ ∑ 2−(𝑛−𝛼)𝑗
∞

𝑗=[log2
1
2𝑡
]+1

, 0 < 𝑡 <
1

2
 ,

∑2−(𝑛−𝛼)𝑗
∞

𝑗=0

, 𝑡 ≥
1

2

 

= 𝑡𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆 {
(𝐶14𝑡

𝜆 + 𝐶15𝑡
𝑛−𝛼)

1
𝑝, 0 < 𝑡 <

1

2
 ,

𝐶15, 𝑡 ≥
1

2

 

= ‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆 {
(𝐶14 + 𝐶15)𝑡

𝜆+𝛼−𝑛, 0 < 𝑡 <
1

2
 ,

𝐶15𝑡
𝛼−𝑛, 𝑡 ≥

1

2

 

= 𝐶16[2𝑡]1
𝜆𝑡𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆   ,                                                                                                          

𝐶14 =
2𝑛−𝛼

2𝑛−𝛼−𝜆 − 1
 , 𝐶15 =

22(𝑛−𝛼)

2𝑛−𝛼 − 1
 ve 𝐶16 = {

2−𝜆(𝐶14 + 𝐶15), 0 < 𝑡 <
1

2
 ,

𝐶15, 𝑡 ≥
1

2

  . 
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(5.1) ve Teorem 5.9 dikkate alınarak  

𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐴(𝑦, 𝑡)| > 𝛽}) ≤ 𝜇 ({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡):𝑀𝑓(𝑦) >
𝛽

𝐶5𝑡𝛼
}) ≤

≤
𝐶17𝑡

𝛼

𝛽
[𝑡]1

𝜆‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆    

𝐶17 = 𝐶5𝐶1,𝜆 olacak şekilde elde edilir. 

Eğer 𝐶16[2𝑡]1
𝜆𝑡𝛼−𝑛‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆 = 𝛽 ise, o zaman |𝐶(𝑦, 𝑡)| ≤ 𝛽 ve sonuç olarak 

𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐶(𝑦, 𝑡)| > 𝛽}) = 0 olur. 

Eğer 2𝑡 < 1 ise, 

𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐼𝛼𝑓(𝑦)| > 2𝛽}) ≤
𝐶17
𝛽
[𝑡]1

𝜆𝑡𝛼‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆 ≤ 𝐶18[𝑡]1
𝜆 (
‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆
𝛽

)

𝑛−𝜆
𝑛−𝜆−𝛼

 

ve 2𝑡 ≥ 1 olduğunda ise, 

𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐼𝛼𝑓(𝑦)| > 2𝛽}) ≤
𝐶17
𝛽
[𝑡]1

𝜆𝑡𝛼‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆 ≤ 𝐶19[𝑡]1
𝜆 (
‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆
𝛽

)

𝑛
𝑛−𝛼

 

𝐶18 = 𝐶17𝐶16
𝛼

𝑛−𝜆−𝛼  ve 𝐶19 = 𝐶17𝐶16
𝛼

𝑛−𝛼 olacak şekilde elde edilir. 

Son olarak; 

𝜇({𝑦 ∈ 𝐵(𝑥, 𝑡): |𝐼𝛼𝑓(𝑦)| > 2𝛽}) ≤ 𝐶20[𝑡]1
𝜆min{(

‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆
𝛽

)

𝑛−𝜆
𝑛−𝜆−𝛼

, (
‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆
𝛽

)

𝑛
𝑛−𝛼

} ≤ 

≤ 𝐶20[𝑡]1
𝜆 (
1

𝛽
‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆)

𝑞

, 

𝐶20 = max{𝐶18, 𝐶19} bulunur. 

Gerek şartı :  𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃1,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝑊𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya sınırlı olsun. 

‖𝐼𝛼𝑓𝑡‖𝑊𝐿̃𝑞,𝜆 = sup
𝑟>0

𝑟 sup
𝜏>0
𝑥∈ℝ𝑛

([𝜏]1
−𝜆 ∫ 𝑑𝑦

{𝑦∈𝐵(𝑥,𝜏):|𝐼𝛼𝑓𝑡(𝑦)|>𝑟}

)

1
𝑞

= 
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= sup
𝑟>0

𝑟 sup
𝜏>0
𝑥∈ℝ𝑛

([𝜏]1
−𝜆 ∫ 𝑑𝑦

{𝑦∈𝐵(𝑡𝑥,𝜏):|𝐼𝛼𝑓(𝑡𝑦)|>𝑟𝑡𝛼}

)

1
𝑞

= 

= 𝑡
−𝛼−

𝑛
𝑞 sup
𝑟>0

(
[𝑡𝜏]1
[𝜏]1

)

𝜆
𝑞

sup
𝑟>0

𝑟𝑡𝛼 sup
𝜏>0
𝑥∈ℝ𝑛

([𝑡𝜏]1
−𝜆 ∫ 𝑑𝑦

{𝑦∈𝐵(𝑥,𝑡𝜏):|𝐼𝛼𝑓(𝑦)|>𝑟𝑡𝛼}

)

1
𝑞

= 

= 𝑡
−𝛼−

𝑛
𝑞  [𝑡]1,+

𝜆
𝑞 ‖𝐼𝛼𝑓‖𝑊𝐿̃𝑞,𝜆  . 

𝐼𝛼 operatörünün 𝐿̃1,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝑊𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya sınırlı olmasından 

‖𝐼𝛼𝑓‖𝑊𝐿̃𝑞,𝜆 ≤ 𝐶1,𝑞,𝜆𝑡
𝛼+

𝑛
𝑞
−𝑛
[𝑡]1,+

𝜆−
𝜆
𝑞‖𝑓‖𝐿̃1,𝜆 , 

sadece 𝜆, 𝑞 ve 𝑛 ye bağlı bir 𝐶1,𝑞,𝜆  sabiti elde edilir. 

Eğer 1 <
1

𝑞
+
𝛼

𝑛
 ise, t → 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐿̃1,𝜆(ℝ

𝑛)  için ‖𝐼𝛼𝑓‖𝑊𝐿̃𝑞,𝜆 = 0 elde ederiz. 

Benzer şekilde 

Eğer 1 >
1

𝑞
+

𝛼

𝑛−𝜆
 ise, t → ∞ , ∀𝑓 ∈ 𝐿̃1,𝜆(ℝ

𝑛)  için ‖𝐼𝛼𝑓‖𝑊𝐿̃𝑞,𝜆 = 0 elde ederiz. 

Bundan dolayı  
𝛼

𝑛
≤ 1 −

1

𝑞
≤

𝛼

𝑛−𝜆
  bulunur (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 

Aşağıda Riesz potansiyelinin çeşitli operatörlere uygulamalarından bir örnek 

verilecektir. 

Örnek 5.10  𝐿 operatörü, bir Gauss üst sınırına sahip 𝑝𝑡(𝑥, 𝑦) çekirdekli analitik bir yarı 

grup 𝑒−𝑡𝐿 tarafından üretilen 𝐿2 üzerinde bir lineer operatör olsun. 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛  ve 𝑡 > 0 

için 

|𝑝𝑡(𝑥, 𝑦)| ≤
𝐶1

𝑡
𝑛
2

𝑒−𝐶2
|𝑥−𝑦|2

𝑡                                                                                                        (5.5) 

𝑥, 𝑦 ve 𝑡 den bağımsız 𝐶1, 𝐶2 > 0 sabitleri vardır. 

0 < 𝛼 < 𝑛 için 𝐿 operatörünün kesirli kuvveti 𝐿−
𝛼

2  tanımlanır. 

𝐿−
𝛼
2𝑓(𝑥) =

1

Γ (
𝛼
2)
∫ 𝑒−𝑡𝐿𝑓(𝑥)

𝑑𝑡

𝑡−
𝛼
2
+1

∞

0
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Eğer 𝐿 = −Δ  ℝ𝑛 üzerinde Laplace operatörü ise, 𝐿−
𝛼

2  operatörü 𝐼𝛼 Riesz potansiyelidir 

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).  

Aşağıdaki teorem ile , 𝐿−
𝛼

2  operatörünün modifiye edilmiş Morrey uzayındaki sınırlılığı 

verilecektir. 

Teorem 5.11 0 < 𝛼 < 𝑛, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 ve (5.5) şartı olsun. 

1) Eğer 1 < 𝑝 <
𝑛−𝜆

𝛼
  ise, o zaman 𝐿−

𝛼

2  operatörünün 𝐿̃𝑝,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya sınırlı 

olması için 
𝛼

𝑛
≤

1

𝑝
−

1

𝑞
≤

𝛼

𝑛−𝜆
 şartı yeterlidir. 

2) Eğer 𝑝 = 1 <
𝑛−𝜆

𝛼
  ise, o zaman 𝐿−

𝛼

2  operatörünün 𝐿̃1,𝜆(ℝ
𝑛) den 𝑊𝐿̃𝑞,𝜆(ℝ

𝑛) ya sınırlı  

olması için 
𝛼

𝑛
≤ 1 −

1

𝑞
≤

𝛼

𝑛−𝜆
 şartı yeterlidir. 

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). 

İspat :  Yarı grup 𝑒−𝑡𝐿, (5.5) şartını sağlayan 𝑝𝑡(𝑥, 𝑦) çekirdekli olduğundan bütün  

𝑥 ∈ ℝ𝑛 için 

|𝐿−
𝛼
2𝑓(𝑥)| ≤ 𝐶𝐼𝛼|𝑓|(𝑥) 

𝑥 den bağımsız 𝐶 > 0 sabiti vardır. Böylece Teorem 5.2 yardımıyla 

‖𝐿−
𝛼
2𝑓‖

𝐿̃𝑞,𝜆
≤ 𝐶‖𝐼𝛼|𝑓|‖𝐿̃𝑞,𝜆 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 

𝑓 den bağımsız 𝐶 > 0 sabitini elde ederiz [2]. 

(5.5) özelliği diferansiyel operatörlerin geniş sınıflarını sağlar [2], [4]. 

5.4 Modifiye Edilmiş Morrey Uzayında Singüler İntegral Operatörünün Sınırlılığı 

Aşağıdaki teorem ile singüler integral operatörler için modifiye edilmiş Morrey 

uzayındaki sınırlılığını ifade eden teorem verilmiştir. 

Teorem 5.12 

1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 ve Ω ∈ 𝐿𝑞(𝑆
𝑛−1) sıfır dereceli homojen fonksiyon olmak üzere 
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1 < 𝑝 < ∞ iken ‖𝑇Ω 𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 ≤ 𝐶‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 gerçekleşir. Burada 𝐶, 𝑓 den bağımsız bir 

sabittir. 

1 ≤ 𝑝 < ∞ iken 𝑇Ω homojen çekirdekli singüler integral operatörü 𝐿̃𝑝,𝜆 → 𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 

sınırlıdır. 

İspat : 1 < 𝑝 < ∞ için 𝑇Ω operatörünün 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) üzerindeki sınırlılığı ve Teorem 4.12 

den  

‖𝑇Ω 𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 ≤ max {𝐶𝑝, 𝐶𝑝,𝜆} ‖𝑓‖𝐿̃𝑝,𝜆 elde edilir.  

1 ≤ 𝑝 < ∞ için 𝑇Ω operatörünün 𝐿𝑝(ℝ
𝑛) den 𝑊𝐿𝑝(ℝ

𝑛) üzerine sınırlı olması ayrıca 

Teorem 4.12 den  

‖𝑇Ω 𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 ≤ max {𝐶𝑝, 𝐶𝑝,𝜆} ‖𝑓‖𝑊𝐿̃𝑝,𝜆 elde edilir.  
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BÖLÜM 6 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Fonksiyon uzayların modern teorisi S.L.Sobolev, A. Zygmund, S.M. Nikolskii, A. 

Calderon, V. Maz'ya, L. D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E. M. Stein, O. V. Besov, P. I. 

Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov ve diğerleri gibi dünyaca ünlü matematikçiler 

tarafından incelenmiştir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin birçok konusuna ve diğer 

matematiksel disiplinler içinde kısmi diferansiyel denklemler ve matematiksel fizik gibi 

birçok alanlara başarıyla uygulanmıştır. İntegral ve diferansiyel operatörlerin farklı 

norm eşitsizlikleri fonksiyon uzaylarının teorisinde ve onların uygulamalarında esaslı 

öneme sahiptir. Özellikle diferansiyellenebilir fonksiyonların klasik uzayları teorisi 

(Sobolev uzayları, Besov uzayları, ağırlıklı Besov tipi uzaylar, vb.) bu eşitsizlikler üzerine 

esaslı olarak inşa edilirler. Yakın zamanlarda integral ve diferansiyel operatörler için 

norm eşitsizlikleri ile ilgili birçok zor problemler çözülmüştür. Bu sonuçlar fonksiyonel 

analizin özellikle etkin ve geniş olarak lineer ve lineer olmayan kısmi diferansiyel 

denklemlere uygulamaları için temel araçlar olmuştur.  

Tezde harmonik analizin integral operatörleri olan maksimal, potansiyel ve 

singüler operatörlerinin Lebesgue, Morrey ve modifiye edilmiş Morrey uzayındaki 

sınırlıkları araştırılmış, bu operatörlerinin sınırlılığı için gerek ve yeter koşullar 

verilmiştir ve böylece daha ileri düzeyde araştırmalar yapmak için temel 

oluşturulmuştur.  
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