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OZET

MAKSIMAL, POTANSIYEL VE SINGULER INTEGRAL OPERATORLERIN
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Bu tez ¢alismasi alti bélimden olugsmaktadir.

Birinci bolimde literatiir 6zeti, tezin amaci ve hipotez belirtilmistir. ikinci bélimde,
temel kavramlar, Uclinci boélimde Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, Riesz
potansiyeli ve Calderon-Zygmund singliler integral operatér tanimlari verilerek
Lebesgue uzayinda maksimal, Riesz potansiyel ve singller integral operatorlerinin
sinirhligl, dérdinci bélimde Morrey uzayinda maksimal, Riesz potansiyeli ve singliler
integral operatorlerin sinirhligl, besinci bélimde modifiye edilmis Morrey uzayinda
maksimal, Riesz potansiyeli ve singliler integral operatoérlerin sinirhligl, altinci bolimde
ise sonug ve Onerilere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Maksimal operator, Riesz potansiyeli, Calderon-Zygmund, Singiler
integral, Modifiye edilmis Morrey uzayi
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This thesis consists of six chapters.

The first chapter is a summary of the literature, aim and hypothesis of the thesis. In the
second chapter basic concepts are introduced. The basics and characteristics of
maximal function, Riesz potential as well as singular integral operators are given, and
their boundedness in the Lebesgue space are discussed in the third chapter. Maximal,
Riesz potential and Calderon-Zygmund operators as well as their boundedness in the
Morrey space are dealt with in the fourth chapter. Maximal, Riesz potential and
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Maksimal fonksiyon, Hardy-Littlewood tarafindan 1930 yilinda R Uzerinde bir boyutlu
olarak ortaya konulmus [1] ve Wiener tarafindan ise, 1939 yilinda R"™ n-boyutlu Oklid

uzayina genellestirilmistir.

Hardy-Littlewood maksimal operatorii f € L (R™) ve Mf : R™ — [0, o] olmak iizere

1
Mf(x) = Srligmmf )If(y)ldy

ile tanimlanir. I, f Riesz potansiyeli,

7220 (3)
0<a<nvey(a) = n——az olmak tlizere
r(*5%)
1) = F gy

y(@) ) |x—y|" e
Rn
olarak tanimlanir.

Tf Calderon-Zygmund singiler integrali, fELp(]R”) ve K Calderon-Zygmund

cekirdegi olmak lizere

Tﬂ@=nufK@M@—wW
RTL

seklinde tanimlanir.



L, Lebesgue uzayi, (0 © R" bir bélge, 1 < p < o olmak iizere

L,(Q) ={f:Q > R: f olgiilebilir ve flf(y)lpdy < o0
Q

seklinde tanimlanan fonksiyon uzayidir. Lebesgue uzaylari, harmonik analizdeki
maksimal, Riesz potansiyeli ve singller integral operatdrlerin sinirlihk kosullarinin

belirlenmesinde arastirmacilar igin temel olarak alinmistir.

Ly, Morreyuzay, QcR", 1<p<o,0<A<nvef€ Llp“(ﬂ) olmak lzere

Lpa(@ = € L@ sup e [ [FQIPdy <o

x€Q B(x,t)
seklinde tanimlanan fonksiyon uzayidir. Burada B(x,t), x merkezli t yarigaph yuvari
belirtmektedir (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]). Morrey uzaylari 1938 yilinda C.B.
Morrey tarafindan ikinci dereceden eliptik denklemlerin ¢éziimlerinin lokal davraniglari

ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemler arastirilirken ortaya ¢ikarilmistir [3].

Morrey uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve Calderon-Zygmund
singliler integral operatorinin sinirhlik kosullari F. Chierenza, M. Frasca [4] ve V.S.
Guliyev [5] tarafindan elde edilmistir. Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinirlilik
kosullari ise, Adams [6], Spanne [7] ve V.S. Guliyev [8] tarafindan ispatlanmistir. V.S.
Guliyev doktora tezinde ortaya koydugu yeni bir metot ile harmonik analizin integral
operatorleri icin Lie gruplarinda ve R™ de sinirhiliklari elde edilmistir. V.S. Guliyev ile
birlikte V.I. Burenkov, H.V. Guliyev, S. Samko, Y. Zeren, H. Hasanov, A. Serbetci ve T.
Tararykova gibi arastirmacilar Morrey tipli uzaylar basta olmak lzere diger fonksiyon

uzaylarinda da yeni sonuglar elde etmistir [2], [9], [5], [8],[10].
Zp,,l Modifiye edilmis Morrey uzayi, Vf € Llp"C(Q) icinl<p<o,0<1<n
ve [t]; = min{1, t} olmak Gzere

L, () ={f €L,(Q): f olgiilebilir ve sup [t];lf If ) |Pdy < o

B(x,t
XEN )



seklinde tanimlanan fonksiyon uzayidir. Modifiye edilmis Morrey uzayi, Lebesgue uzayi
ve Morrey uzayinin kesisim kimesini ifade etmektedir. [t]; = 1 segilirse Lebesgue

uzayini, [t]; = t secilirse Morrey uzayini ifade etmektedir.

1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci, harmonik analizin integral operatorlerinden olan maksimal, potansiyel ve
singliler operatorlerinin Lebesgue, Morrey ve modifiye edilmis Morrey uzayindaki
sinirliklart igin temel kaynak olusturmaktir. Hardy-Littlewood maksimal operatoérd,
Riesz potansiyeli ve Calderon-Zygmund singller integral operatorlerinin sinirlihgn igin

gerek ve yeter kosullarini modifiye edilmis Morrey uzayinda incelemektir.

1.3 Hipotez

Fonksiyon uzaylarinin modern teorisi, reel ve fonksiyonel analizin bir¢cok konusuna ve
diger matematiksel disiplinler icinde kismi diferansiyel denklemler ile matematiksel
fizik gibi bir cok alana basariyla uygulanmistir. integral ve diferansiyel operatérlerin
farkli norm esitsizlikleri fonksiyon uzaylarinin teorisinde ve onlarin uygulamalarinda
esasli 6neme sahiptir. Ozellikle diferansiyellenebilir fonksiyonlarin klasik uzaylari
teorisi (Sobolev uzaylari, Besov uzaylari, agirlikli Besov tipi uzaylar, vb.) bu esitsizlikler
Uzerine esash olarak insa edilirler. Yakin zamanlarda integral ve diferansiyel
operatorler icin norm esitsizlikleri ile ilgili bircok zor problemler ¢6zilmuistir. Bu
sonuglar fonksiyonel analizin 6zellikle etkin ve genis olarak lineer ve lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemlere uygulamalari icin temel araglar olmustur. Harmonik
analizin integral operatorleri olan maksimal, potansiyel ve singliler operatorlerinin
Lebesgue, Morrey ve modifiye edilmis Morrey uzayindaki sinirliiginin arastiriimasi
bliyik 6neme sahiptir. Bu operatorlerin fonksiyonel ve reel analizde ve matematigin
diger alanlarinda 6zellikle kismi tirevli diferansiyel denklemler teorisinde ¢cok genis

uygulamalar vardir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde calismamizda gerekli olan bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1 F cismi Gzerinde X vektor uzayi olmak Uzere

Ix]| : X = R, , x = ||x|| donlisimi Vx,y € X ve Va € K igin

) lxll=0ex=6;

2)  llax|l = lalllxll;

3)  llx+yll < lixll + llyll (tcgen esitsizligi)

ozelliklerini saglyorsa X tzerinde norm denir. (X, |. ||) ikilisine normlu uzay denir.

3) sarti bir K > 1 sabiti igin ||x + y|| < K(||x]| + |l¥]l) seklinde saglaniyorsa doniisime

quasi norm denir.

Tanim 2.2 X ve Y ayni cisim Uizerinde iki vektor uzayi olsun. D(T) tanim bolgesi, R(T)

deger bolgesi olmak Gzere birT: D(T) € X - R(T) c Y dénlisimine operator denir.

Ornegin bir T: C[a, b] = C[a, b] integral operatériinii

TF(x) = j fO)dy,  x€lab]

seklinde tanimlayabiliriz.



T:D(T) € X - R(T) c Y operatéri V x,y € D(T) ve @ € Rigin
T(x+y)=T(x)+T(y)ve T(ax) = aTx oluyorsa, T operatdriine lineer operator

denir.

T:D(T)c X > R(T) cY lineer operatori igin T(x +y) < T(x) + T(y) oluyorsa,

T operatoriine alt lineer operatér denir.

T operatorin igin kK, K >0 f ve g den bagimsiz sabitler olmak uzere h.h.y
ITF + ) < KATFCOl +1Tg()D)  ve [T < k|ATf(x)] oluyorsa,
T operatoriine yari lineer operator denir [11].

T:D(T) c X - R(T) c Y lineer operator ve Vx,y € D(T)icin ||[Tx||ly < Cllx||x

olacak sekilde C > 0 reel sayisi varsa, T ye sinirli lineer operator denir.

ITx|ly < Cllx|lx esitsizligini saglayan C > 0 sayilarinin en kigtk alt sinirina T sinirh
lineer operatériiniin normu denir [12] ve

ITx|ly
IT|lx-y = sup

x€D(T) x| x
x+0

ile gosterilir.

Tanim 2.3 Bir T: X —» Y operatort igin Ve >0, Vx € D(T) ve ||[x — xo|l < & iken
ITx — Txyl| < € olacak sekilde & > 0 varsa T operatériine x, € D(T) noktasinda
siireklidir denir [12].

Teorem 2.4 Bir T: X — Y operatoriniin D(T) de stirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul

T operatoriinin D(T) de sinirli olmasidir [12].

Tanim 2.5 Bir X kiimesinin alt kiimelerinin bir £ sinifi asagidaki 6zellikleri sagliyorsa,

ya bir a—cebir (c—cisim) denir.
a) XEX
b) SeX =>X\S=5°€X

C) Snez,nzl,z,...=>USne>:.

n=1

Bu durumda bir § € X kiimesine olgiilebilir kiime denir.



Tanim 2.6 X bir kime ve X, X in alt kimelerinin bir a—cebiri olsun. Asagidaki 6zellikleri
saglayan bir u: £ —[0,00] fonksiyonuna dlgiim denir.
a) u(@) =0,
b) u sayilabilir toplamsaldir. Eger S; €L, j=1,2,..,ikiser ikiger ayrik kimeler ise,
i Us | = 2 us)
j=1 j=1
(X, X, w) uclusune dlgiim uzayi denir. (X, X) ikilisine ise, élgli uzayi denir.
u pozitif 6l¢ii olmak lzere; Eger A,B € Xve A c B ise, u(4) < u(B).

EgerA; €%, j=1,2,..ve A; € A, C ---ise, 0 zaman

z UAj = lim u(4).

u(4) = inf{Z 0(1):AC U I,ACR
n=1 n=1

sayisina A kiimesinin Lebesgue dis olgiisii denir.

E < R alt kiimesi verilsin. Her A € R igin,
w ) =pAnE)+u (ANES)

oluyorsa E kiimesine Lebesgue anlaminda 6l¢tlebilirdir denir.

Teorem 2.7 (Lebesgue olgusiniun varhigl) Asagidaki ozelliklere sahip R™ nin alt

kiimelerinin bir X' g-cebiri ve X tGzerinde bir pozitif u 6l¢tisii vardir:
i) R™de her agik kiime 2 ya aittir.
ii) Eger Ac B, B€ Xve u(B) = 0ise,ozaman A € X ve u(4) = 0 olur.

iii) Eger A= {x ER™a;<x;<b;,j=12, ,n} ise, o zaman AEX ve

e = [ -ap.
j=1

iv) Egerx e R"ve A€eXisex+A={x+y:y€ A} € Zve u(x + A) = u(A) olur

(6teleme degismeazligi).



2 sinifinin elemanlarina R™ de Lebesgue anlaminda o6lgulebilir alt kimeler denir.
4 fonksiyonuna ise, R"de Lebesgue anlaminda 6lgii denir. Lebesgue olcisi, R3
(R, R?) teki hacmin (uzunlugun, alanin) genellemesi oldugundan A € X icin u(4), A
kiimesinin hacmi (uzunlugu, alani ) yerine A kiimesinin 6l¢lisi olarak adlandirilir

(Adams ve Fournier [13]).

Tanim 2.8 Eger B € A c R"™ ve u(B) = 0 olmak tizere herhangi bir kosul B¢ lizerinde

saglaniyorsa A lzerinde hemen her yerde dogrudur (h.h.y) denir [13].

Tanim 2.9 (X, X, 1) ve (X,Z,, uy) 6lgim uzaylari olsun. Eger f: X, — X, fonksiyonu

A C I, iken f71(A) c Z, oluyorsa X iizerinde élgiilebilir fonksiyon olarak adlandirilir.

Teorem 2.10 (X, X, u)o6lcim uzaylari olsun. f: X — [0, 0] fonksiyonu her a € R igin
fY(a,o]) ={x € X: f(x) > a} €T 6zelligini saglyorsa o&lcilebilir fonksiyondur
denir.

Tanim 2.11 A c R" olsun.

_{1, x EA
Xa = 0, x €A

ile tanimlanan X, fonksiyonu A kiimesinin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tanim 2.12 Bir s fonksiyonunun gorintli kiimesi sonlu elemandan olusuyorsa s ye

basit fonksiyon denir.

s: X cR" - {ay,a,,..,a,} € R

n

s=ZanAj(x), A; ={xER”:s(x)=aj}cX
J=1

Teorem 2.13 Asagidaki bitin fonksiyonlar ve kiimeler olcllebilir olmak Uzere

Onermeler dogrudur.
a) f fonksiyonu A da sinirlive u(A) < wise, f € L, (4)

b) Egerherx € Aigina < f(x) < bve u(A) < wise,

au(d) < j FGO)dx < bu(A)



c) Eger u(A) = O ise, o zaman

J.f(x)dxzo

d) Eger f € L,(A) ise, o zaman |f| € L, (A) ve
[ reo x| < [1r ol ax
A A

Tanim 2.14 1 < p < o olmak lzere %+ %= 1 kosullarini saglayan p ile q iki reel
sayisina eslenik indis denir.

Teorem 2.15 (Young Esitsizligi)
a,f=20 1<p< w,ve%+ éz 1 olmak Uzere

aP q
af <—+ A
p q
esitsizligi saglanir [14].
Teorem 2.16 (Holder Esitsizligi)

1<p<o, %+ % = 1 kosullarini saglayan p ile q iki reel sayi olmak lzere

Eger f € L,(Q)veg € L,(Q)ise, fg € L1 (Q) ve

f Ifgl dx = Ifglls < Il llgll,
Q

saglanir [14].
Teorem 2.17 (Cauchy ( Bunyakovsky — Schwarz ) Esitsizligi)

1<p<o, %+ 5 = 1 kosullarini saglayan p ile q iki reel sayi olmak lzere

f,g € L,(Q)ise, fg € L(Q)ve

ffg dx| < flfgldx= Ifgllx < lIf 2191l
Q Q

esitsizligi saglanir [14].



Teorem 2.18 (Genellestirilmis Holder Esitsizligi)

P1, D2 0 Pn =1, pi+ +pi =1, f; € Lpi(Q),i =1,...,n olmak Gzere
1 n

f 1) e fuOldx < Ifilly, o 1 fally,
Q

saglanir.

Teorem 2.19 (Minkowsky Esitsizligi)
pileq,1 <p < oo, %+ i = 1 kosullarini saglayan iki reel sayi olmak lizere
egerf,g € L,(Q)ise f+ g € L,(Q) ve

I+ gll, < lIfll, + llgll,
esitsizligi saglanir [14].

Teorem 2.20 (Genellestirilmis Minkowsky esitsizligi (Minkowsky integral esitsizligi))

(X1, Z1, 4q) ve (X5, 25, uy) 6lcim uzaylart ve F: X; X X, » R 6lgllebilir olsun. Bu

durumda
1
p > =
] jF(x.y)dul du, S] JIF(x.y)Ipduz duy
X> 1X1 X1 \X2

saglanir, p > 1 igin esitsizligin her iki tarafi sonludur.

Tanim 2.21 Q c R" (zerinde 6lgilebilir f fonksiyonu igin h.h.y |f(x)| < C olacak
sekilde bir C = 0 sabit sayisi varsa, () UGzerinde h.h.y esas sinirhdir denir. C sabit

sayllarinin en buyuk alt sinirina Q tizerinde |f| in esas supremumu denir.

= inf {C: <C
isgxgl\lglf(x)l canf LC FMI =)

©w(Q)=0 u(@)=0
veyaesssup |[f(x)| =inf {C: u({x: |f(x)| > C}) = 0} seklinde gosterilir.

Bu tanimdan Q Gzerinde h.h.y

lf GOl < lIfllo = ess sup|f(x)]
xER™M\Q
u(@)=0

elde edilir.



Tanim 2.22 R"™ n boyutlu Oklid uzayinda bir vektér (nokta) x = (xq, x5, ..., X,,) olmak

Uzere x in normu

n

2 2

j=1
ile tanimlanir. R™ de dx = dx;dx, ...dx, ile Lebesgue Olglsiint gosterecegiz. R™ de f

fonksiyonun Lebesgue integrali

J.f(x)dxzf...ff(xl,...,xn) dxy ...dx,
Rn

ile gosterilir.

Cok katli integrali kiiresel koordinatlarla ifade etmek kullanislidir. r = |x| olmak Gzere

[ raxhax
]:Rn

integralinin hesabl igin
0<r<o0<£6..,0,,<m 0560, 1<2m
X, =1 cosb,

X, = rsinf, cos b,

X3 = 1 sin @, sin 8, cos 05

Xp_1 =71sinf;sinb, ....sinb,_, cosb,_4
X, =7rsinf; ....sin6,,_,sin0,_;

doénisimi yapilir. Bu dontsiimiin Jakobiyeni

n-1

: ~1-j

J(r,04,...,0,_1) =11 | |(sm Hj)n g
j=1

olarak hesaplanir.

2

ff(lxl)dxz!!!...of f(r)J(r,0)drdb; ...d6,_, =

]RTL

10



T n—-1

(o] mT T
=frn-1f(r)drff...f (sinHj)n_l_jdel 12—
00 0

0 Jj=1

elde edilir. Genel olarak

ff(lxl)dx=f ff(rsin@l,... ,sin@,_; ) r"tdrd6, ...d6,_, =
R 0o sn-1
=f ]f(r,e)r"‘ldadr

0 Sn—1

biciminde yazilir. Burada do, S$""! lizerinde dx tarafindan belirlenen yiizey alani

elemanini belirtmektedir.
Tanm 2.23 x € R™ ver > 0 olsun. x = (x4, ..., x,) ve ¥y = (¥4, ..., ¥) olmak lzere

B = B(x,r) = {y € R™ |x — y| < r} x merkezli r yarigaph agik yuvari belirtmektedir.
°B(x,r) ifadesi ile bu agik yuvarin timleyenini gésterecegiz. Ayrica 0 < x < o olmak

lizere gama fonksiyonu I'(x) = fooo t*~1e~tdt ile tanimlanir.

B(x,r) acik yuvarinin 6l¢isu ,u(B(x,r)) ve R™ de birim yuvarin hacmini ifade

etmektedir
n
T2

Vy = ,u(B(O,l)) = r(1+3) olmak lGizere
2

n
2m2r® 1 1
,u(B(x,r)) = |B(x,r)| = |B| = f dx = v,r’* = o~ = EIS"‘ [r™
B nl (7)

seklinde verilir.
$"1 ={x € R": |x| = 1} R" de n — 1 boyutlu birim kiire olmak iizere w,_;, R" de

birim kiirenin ylizey alanini ifade etmektedir ve

2m?2

(z)

Wp—q = |S"7H =0y, =

11



ile verilir. Agik olarak

| reax= [ r@rsen
J

B(x,T)

ifade etmektedir.

x €R™ ver > 0olsun. x = (xq, ..., x,) ve ¥y = (¥4, ..., J) olmak tizere

Q=Q(x,r)={y €R":max (|x; — yil,1x2 — y2l,.... [xn — ynl) < 7}

x merkezli, kenar uzunlugu r olan kibu ifade etmektedir [15]. Q(x,r) kipunin 6lclsi

umam»=wamn=m=fdx
Q

seklinde verilir.

Tanim 2.24 f: () — R fonksiyonunun sifirdan farkh degerler aldigi kimenin kapanisina,

yanisupp f = {x € Q: f(x) # 0} kiimesine f in destegi (dayanagi) denir.
Eger supp f kimesi kompakt ise, f e kompakt destekli fonksiyon denir.

Tanim 2.25 C.(Q) = {f € C(Q): Vx € Q \ K, K kompakt f(x) = 0} kompakt destekli

bltln sirekli fonksiyonlarin uzayini ifade etmektedir [16].

Cr,(Q) uzayi ise, k = 0 olmak tzere Q Uzerinde k kez surekli diferansiyellenebilir

fonksiyon uzayini ifade etmektedir.

Tanim 2.26 f: Q) — R™ tanimli oldugu kiime lizerinde her mertebeden kismi tiirevi olan

strekli f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon denir. f € C,(Q) ve acgik olarak

Ca(® = ] G

k=0

seklindedir.

Tanim 2.27 ) < R" bir bolge, 1 < p < o olmak lizere

L,(Q) ={f:Q - R: f élcilebilir ve flf(y)lpdy <
Q

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun L, normu

12



=

1, = 71, = | [ 17 oIPay
QO

ile tanimlanir ve bu norm ile L,, ye Lebesgue uzay denir [11],[17],[2],[8].

Tanim 2.28 (Lokal integrallenebilir Fonksiyon Uzayi)
Lg’c(ﬂ) =<f:Q - R: K c Qkompakt, f dlgulebilir ve flf(y)lpdy <
K

1<p < oigin L,(Q) c LY°(Q) < LP°(Q) olur.
Ornek 2.29 f(x) = i olsun. f € L'?°((0,1)) fakat f & L,((0,1)) olur.

Tanim 2.30 p = oo durumunda
Lo (Q) ={f:2 - R : f olgilebilirve |f(x)| < Ch.h.y x € 2i¢in C > 0 vardir}
uzay!

IfllL,, = Iflleo = ess sup |f(x)| < o0
XxER™M\Q
u(@)=0

normu ile tanimli sinirh fonksiyon uzayina denir.

Lemma 2.31 f € L,,(Q) ve f sirekli ise, ||f]l,,, = supl|f(x)|. Eger f surekli degilse

f(x) > lIfll.,, olan bitiin x lerin kiimesi, sifir kiimesidir.

x, x€€Q
1, x¢&Q

Boylece f € L, (Q) elde edilir.

Ornek 2.32 f(x) = { olsun. h.h.y [f(x)| < 1 oldugundan ess sup |f(x)| =1

Lebesgue Uzayinin Ozellikleri

1) 1 < p < oo olmak lizere L, bir vekt6r uzaydir.

2) 1 < p < o olmak Uzere Ly, bir Banach uzayidir.

3) L, refleksif bir uzaydir.

Gergekten, 1 < p < oo iken (L’;,)* = Ly oldugundan L,, refleksif bir uzaydir.

4) 1 < p < o olmak lzere L, ayrilabilir bir uzaydir.

13



Gergekten, 1<p <o icin C.(R")uzayi L,(R™) uzayinda yogundur. Vf €
L,(R™),Ve > 0 icin |[f —fnlle < ¢ olacak sekilde (f,) € C.(R™) vardir [14],[16].
Sonug olarak C.(R™) uzayl L,(R™) de yogun ve sayilabilir oldugundan L,(R™) uzayi
ayrilabilirdir.

Tanm 233 QcC R" ve 1<p < o olmak lzere Oolgulebilir f fonksiyonlari igin
1
I fllwe,@) = supaso 4 (u(fx € Q:|f(x)| > A}))? < 0 quasi normuna sahip uzaya

zayif Lebesgue uzayi denir. WL (Q) veya Ly, () seklinde de gosterilir.

1
L, normunun icgen esitsizligi yardimiyla [|f + gllw., < 2r (IlfllWLp + IIgIIWLp) elde

ederiz. Bu ylzden WL, quasi normlu uzaydir (Hao [11]).

Teorem2.341 < p < wicin L,(Q) € WL,(Q) ve IIfIIWLp < IIfIILp saglanir.

Ornek 2.35 f(x) = |x| ? olsun. Bu durumda f(x) € L,(R") fakat f(x) € WL,(R")
olur. Gergekten, p = 1iken f(x) = |x| "dir. f & L,(R™) fakat f € WL;(R") olur:

flxl_" dx =f f t" 1t "dtdo =

R™ 0 sn-1t
B fd”ft_ldhlS"—H Int|%= oo, f &L (R
sn-1 0

bulunur. Diger taraftan

u{x e R™:||x|™| >t}) = f dx = f dx = f dx =

{xeR™: |x|~ ">t} { 1}

xERM: |x|<t ™ n B(0,t 1)

n

1 1
=u (B(O, t_ﬁ)) =, (t_ﬁ) = v,t ! oldugundan
Il lwe, @wmy = sup tu({x e R™||x|™| > t}) =
t>
=suptv,t ! =supv, = v, < ®
t>0 t>0

ve buradan f € WL, (R")elde edilir.

14



Tanim 2.36 R" de olciilebilir bir f fonksiyonu olsun. f,: [0, ) — [0, o]
fD=p({xeR": |[f)|>4}), 2120

fonksiyonuna f nin dagilim fonksiyonu denir.

Dagilim Fonksiyonun Temel Ozellikleri

L If@I=slg)l = £ <9.(D)

2. 0<p<ooved>0igin

L) <A f FGOP dx < APIIFIE
e [ f ()24}

3. 1<p<oo,f€L,(R") iken

- — Yim 3P _
/{1_{2)/1 f.(1) lll_r)r(l)ﬂ () =0
Teorem 2.37

f €L,(R") vel < p < ooolsun. Her a > 0 icin

IIfIIp>p

a

p{x €R™: |[f(x)| = a}) < <

esitsizligine Markov esitsizligi denir.

Teorem 2.38 Markov esitsizliginin 6zel hali olarak eger f > 0 ise,

1 1
ulx €R™: f() > a}) < f ) dx = "];”
]Rn

esitsizligine Chebyshev esitsizligi denir.
Teorem 2.39 f(x) R" de o6lgulebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

1)1 <p < oigin

IFIE, =p [ @7Clx €: 1F@I > e}y de=p [ (o) de
0 0

saglanir [11],[17], [18], [8].

2) Iflloo = inf {¢: £.(£) = 0} dir.
15



Teorem 2.40 (Lebesgue Diferansiyelleme Teoremi)
Eger f € L'°°(R™) ise, h.h.y x € R™ igin

lim d
T 5. f Oy = ()

saglanir (Grafakos [18]).
Tanim 2.41 (X, I, ) 6lgim uzayi Gzerinde tanimli reel degerli f fonksiyonlari igin

Ve>0,IN(e)eN:x€X, n=N(e)=> |f,(x) — f(x)| < € oluyorsa (f,,) dizisi f

fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.

Ve>0,x €X AN(g,x) EN:n=N(gx) = |f(x) — f(x)| < € oluyorsa (f;,) dizisi

f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.

AMc X,u(M)=00lsun.Ve >0, x e X\ M:3N(g,x) EN:n>N(gx) =
|fn(x) — f(x)| < € oluyorsa (f;,) dizisi f fonksiyonuna h.h.y yakinsaktir denir.

1
Ve> 03N EN: n 2N = lIfy— flly = ([ 15— fPd) <

oluyorsa (f,,) € Ly, dizisi f € L, fonksiyonuna L, yakinsaktir denir.

1
Ve>0,aN(e) EN: m,n=N(e) = |lfn — full, = ([Ifin — fulPdu)? < € oluyorsa
(fn) € Ly dizisine L,, Cauchy dizisidir denir.

VA > 0iginlim, . u({x € X:|f,(x) — f(x)| = A}) =0 oluyorsa (f,) dizisi f e

olcgiisel yakinsaktir denir.

VA > Oiginmljflloo ul{x € X:|f;n(x) — fn(x)| = A}) = 0 oluyorsa (f,,) dizisine 6lgiisel
Cauchy dizisidir denir. (Bartle [16]).

. 1

Ornek 2.42 (f,) =n Px[on dizisi f = 0 fonksiyonuna dizgiin yakinsar. L, yakinsak
degildir.

(f) = X[nn+1] dizisi f = 0 fonksiyonuna her yerde yakinsaktir. Ama 6lglsel yakinsak
degildir.

(f) = n)([%%] dizisi f = 0 fonksiyonuna h.h.y yakinsaktir ve 6lglsel yakinsaktir [16].

16



Tanim 2.43 T alt lineer operatérve 1 < p,q < o olsun. Eger T:L,(R") - WL,(R")

sinirh bir operator ise T, zayif (p, q) tiplidir denir. Yani herhangi bir A > 0 ve

f € L,(R™) igin

u(tx e R 177Gl > 1) < (Sir1 )

olacak sekilde bir C > 0 sabiti vardir.

f € L,(R") icin [[Tf]l; < ClIf|l,, olacak sekilde bir C > 0 sabiti varsa

T:L,(R™) - Ly (R™) sinirh operatorii kuvvetli (p, q) tiplidir denir.

p = q iken zayif tipli veya kuvvetli tipli saglanir ve T zayif (p, p) tipi olarak adlanir.

Bir operatdr kuvvetli (p,q) tipli ise, ayni zamanda zayif (p,q) tiplidir.

Tersi her zaman dogru degildir.

Eger E; = {x € R™ : |Tf(x)| > A} alinirsa,

Tf(x)
2

q TFN4 C q
u(ix e B 1> ) = [ dus au= < (Cypy,)

Ej

elde edilir.
Tanim 2.44 x = (x4, ..., X,) olmak Gzere
" g2
= Z =
operatorine R™ de Laplace operatorii denir.

fi Q- R f(x) = f(xq, .., x,) birinci ve ikinci mertebeden tim kismi tirevleri mevcut

ve surekli olsun. Bu durumda

ar=21 z
f_axlz axn £ dx?

denklemine Laplace denklemi veya potansiyel denklemi denir.

Bu denklemin ¢éziimlerine potansiyel fonksiyonlar veya harmonik fonksiyonlar denir.

17



Tanim 2.45 f ve g R" de olgulebilir iki fonksiyon olmak tzere

h(x) = (F * g)(x) = f Fx—y) gy
Rn

ile tanimlanan h fonksiyonuna f ve g nin konvoliisyonu denir.

Ornek 2.46 R (izerinde 0 < b < a olmak lizere f = X(~a,a) V€ 9 = X(~b,p) Olsun [19].

2b, x| <a-»b
(f*g)(x)={a+b—IXI, a—-b<|x|<a+b
0, a+b<|x|

Teorem 2.47
1<p<o,f€L,(Q),g€L(Q)ve f*g€L,(Q)olsun.

If *gll, < lIflipllglls

Tanim 2.48 f € L, (R") igin (x,&)=x.& + -+ x,&, i¢c carpimi olmak uzere
fiR® > C

) = j £ ()e 28 dx
]:Rn

ile tanimli fonksiyona f in Fourier doniigiimii denir.
Fourier Déniisiimiiniin Ozellikleri

f,g € Li(R"), a, B € C olmak izere

1. af +Bg=af +Bg

2. frxg=f§
3. fg=f=x§

Tanim 2.49 f ve f integrallenebilir olmak tizere

fx) = f F()emitxd) gg
Rn

ile tanimli fonksiyona f in ters Fourier déniisimii denir.
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Teorem 2.50 (Hausdorf-Young esitsizligi)

!
q

Q|-

= 1ve 2 < p < o olmak lzere ||f||p < GlIfll4 gergeklesir.

Teorem 2.51 (Plancherel formli)

[ r@gedx= [ geofedx
]:RTL Rn

(f,g) f ile g nin i¢ carpimi olmak tzere

()= | rgax= | fgax
R" R
f € Li(RMNL,(R™) ise, f € L,(R™) ve [Ifll,, = ||f||L2eIde edilir.

Tanim 2.52 Bir A kiimesinin konveks kiime olmasi icin gerek ve yeter kosul x,y € A

ise, Va € [0,1] icin ax + (1 — a)y € A olmasidir.

Bir f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter kosul Va € [0,1] igin

flax+ (1 —a)y) < af(x) + (1 — a)f(y) olmasidir.
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BOLUM 3

LEBESGUE UZAYINDA MAKSIMAL, POTANSIYEL ve SINGULER iINTEGRAL
OPERATORLER

Bu boélimde ilk olarak Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, Riesz potansiyeli ve
singliler integral operatéri tanimlar verilecektir. Daha sonra Hardy-Littlewood
maksimal, Riesz potansiyel ve singller integral operatorlerinin Lebesgue uzayindaki

sinirhligina iliskin teoremlere yer verilecektir.

3.1 Lebesgue Uzayinda Hardy-Littlewood Maksimal Operatoriiniin Sinirhihigi

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu fonksiyonlarin diferansiyellenebilirlik 6zellikleri,
singller integraller ve kismi diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli bir rol oynar.
Genellikle bu alandaki problemlerin anlasiimasinda diger yontemlerden daha derin bir

yaklasim saglar.

Eger f, [a, b] € R de tanimli ve integrallenebilir ise bu durumda

F(x+h)— F(x)
h

F(x) = ff(y)dy,xe [a,b] ve F'(x) =}li_r;r(1)

elde edilir. h > 0,1 = (x,x + h) ve |I| bu araligin 6lglsu olmak tizere

x+h
F h)— F 1 1
B0 S rwe =g foa

ifadesi I araliginda f fonksiyonunun ortalama degeridir.

|[I] — 0 iken uygun x noktalari igin limit f(x) e yakinsar.
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1 _
Illllgnomlf fOdy=fx),x€l

Daha yiksek boyutlarda ise, bir boyuttaki araliklar yerine x merkezli r yarigapl B(x, 1)
yuvari alinir.

Lebesgue diferansiyelleme teoremine gore, h.h.y x i¢in

l{%m ff(Y)dy f(x) 3.1

ifadesi gecerlidir.

f fonksiyonu x noktasinda sirekli iken limiti f(x) olsun. Bu durumda verilen € > 0 ,
36§>0: |[x—y|<diken|f(x) — f(y)| < €olur.

dy = 1
f(x) — jf(y)y B

& [ c@-rona
B(x,r)

u(B (x M)

oldugundan r < § yarigapli bir B(x, r) yuvari buldugumuzdan

FG) - ffmws fvm FO)ldy <e

.U(B(X r)) .U(B(X r))

elde ederiz.

(3.1) denkleminde lim yerine sup ve f yerine |f| alinarak (merkezil) maksimal

fonksiyon tanimlanir (Hao [11]).

Maksimal fonksiyon, 1930 yilinda R" tzerinde tek boyutlu olarak Hardy-Littlewood
tarafindan ilk defa ortaya konulmustur [1] ve Wiener tarafindan 1939 yilinda n-boyutlu

R™ Oklid uzayina genisletilmistir.
Tanim 3.1 Eger f € LY°(R™) ise, f in maksimal fonksiyonu Mf : R™ — [0, o0]

Mf(x) = sup

m f Foldy, e 2

ile tanimlanir. M: f - Mf operatérii Hardy-Littlewood maksimal operatérii olarak

adlandirilir.
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Maksimal fonksiyon igin yuvar yerine kiip alinarak tanimlanabilir:

Q(x,7), [x —r,x + r]™ kiipt olmak tGzere, M’f maksimal fonksiyonu

f FO)ldy, x€R (33)

Q(xr)

MG = sup

n = 1 i¢in M ve M’ fonksiyonlari ¢akisir. n > 1 oldugunda, n ye bagh c,, ve C,sabitleri
vardir.
cnM'f(x) < Mf(x) < CuM'f(x) (3.4)

Daha genel maksimal fonksiyonu séyle tanimlayabiliriz:

MFC) = sup f FO)ldy, x€RT 35)

n(Q)

Burada supremum, x noktasini iceren bitiin kiipler Gzerinden alinir.

Bu tanima alternatif olarak merkezil olmayan maksimal fonksiyon tanimi verilmistir.

G = sup f FO)ldy, x€R? (3.6)

u(B)
Burada supremum x noktasini iceren R™ deki B yuvarlari tGizerinden alinir (Hao [11]).

Ornek 3.2 f:R-> R, f(x) = X(oy(*) olmak uzere Mf(x),M'f(x), Mf(x),M" f(x)
fonksiyonlarini ifade ediniz.

1

2 x> 1,
Mf(x)=Mf(x)=1 1, 0<x<1,
1
—_—, <0,
LZ(l—x) X
1
oy x>1,
Mf(x)=M"f(x)=5 1, 0<x<1,
1
kl—x’ x <0,

bulunur.
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x > ligin

x+h

1
MP) = MFCO = supse | X0y 0Dy
x—h

(0,25 s, 28) =3
= max( sup ————, sup — | =—,
x—hz>)0 Zh x—hI;O Zh Zx
xX+hy
v 1
Mf(x) =M"f(x) = su f )d
f f h1,h2p>0 hl + hZ A X(O,l)(y y
—hq
(i 5 )
= max su — = 1 su Rl D
0<x—f€<1 hy x—hlpso h, x

0<x<1igin

x+h

1
P00 = M7 = supy fh X0, (MY

( 2h 1—-x+h x+h 1 )
= max su —, su - Su ) Su —
0<x—h<§+h<1 2h 0<x—h<I::1)5x+h 2h x—h50<9259+h<1 2h x—hs0<2105x+h 2h

= 1,112 mi (1 : ) =1
= max ,,,me 11— x =1,

x+h2
_ 1
Mf(x) =M"f(x) = su f d
f( ) f( ) hl,h2p>0 hl + hz . X(O,l)(y) y
—t1
hy + h, x+h, 1-x+h
= max( sup sup sup —_

) ) )
0<x—hy<x+hy<1 1 + Ry x—n <o<x+h,<1 1 + Ay o<x—n,<i<x+n, hi+ hy

1

su =1,
x—h1<0<21?<x+h2 hl + hz)
x < Oicin
MF() = M) XHE sup o &
x) = x) = max su —, sup — | =—,
0<x+h<pl,h>0 2h x+hIz)1 2h 2(1—x)
FFG) = M F() ( X0 & ) .
x) = x) = max su ,  su =
hl,h2>0,0<px+h2<1 hy + h; h1>0,x-|I-)h221 hy + h, 1-x

elde edilir (Hao [11]).
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Ozellik 3.3 f, g € L'°°(R™) olmak tizere maksimal fonksiyonun temel ézellikleri:
i) Pozitiflik: V x € R™ igin Mf(x) = 0.

ii) Alt lineerlik: M(f + g)(x) < Mf(x) + Mg(x)

iii) Homojenlik: M(af)(x) = |a|Mf(x),a € R.

iv) V fve h.h.yx € R"igin [f(x)] < Mf(x).

v) Eger f € L;(R"™) sifira denk degilse, o zaman Mf & L, (R™).

vi) Eger f € L,R™ ise, 0 zaman Mf € L, R" ve ||[Mf|le = |lf]le ([11], (Cruz-
Uribe ve Fiorenza [20],[21]).

Asagidaki teorem ile Hardy-Littlewood maksimal operatériinin L,(R™) Gzerindeki

sinirhligi verilmektedir.
Teorem 3.4 f, R" lizerinde tanimli bir fonksiyon olsun.
a) Egerf € L,(R"),1<p < ooise, 0zaman Mf h.h.y sonludur.

b) Eger f € L,(R™) ise, o zaman her a > 0 igin

A
i (MF)(x) > a} < ;an Ifldx

saglanir, burada A sabiti sadece n boyutuna baglidir.

c) Egerf € L,(R"),1<p < wise,0zaman Mf € L,(R") ve
IMfll, < Aplifll,

saglanir, burada A, sabiti sadece n ve p ye baghdir (Stein [22]).

Sonug 3.5 Eger f € L,,(R"™), p € (1, 0] ise, 0 zaman ||f|l, < [[Mfl, < AplIfll, [11].

3.2 Lebesgue Uzayinda Riesz Potansiyelinin Sinirlihgi

Riesz potansiyeli, diferansiyel denklemler, kesirli Laplace ve fiziksel olaylarin

matematiksel modellemelerinde 6zellikle akiskanlar mekanigi ile yakindan ilgilidir.

f yeterince diizgiin fonksiyon ve sonlu olsun. Fourier dontsimiinden
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0?2 0° .
( Af)(x) — f z a f —27rl(x)’) dy J <a_y§ 4ot ay:) —Zm(x,y)dy —
Rn

RN i=1

Zf aZf ] Zf
_Zm(x y)d f - —Zm(x,y)d f —Zm(x y)d —
f 5772 y + 52 ° Y+t y

R™ 2

= —(I; + I, + --- + I,) seklinde ifade edildiginde;

I = f Zf —21'l:i(x,y)dy= f JO? f)azf —27Ti(x13’1+"'-+ann)dy dy ...dy
ifadesini hesaplamak igin

0% f .
S = — e 2miX1y1]

olsun. Bu integrale kismi integrasyon uygulandiginda ve f dizgiin fonksiyonu sonsuzda

sifir degerini aldigindan :Tf de sonsuzda sifir degerini alir. Boylece
1

I = 2mix,)? j FOn)e v dy,

elde edilir. Benzer sekilde

I, = (2mix,)? ff(YZ)e_zmxzydeZ

I = (2riy)? j f (e~ 2mEnvndy,
bulunur. O halde (:E)(x) =
- ((zm'xl)z f FOn)e 2 dy, + -+ (2ixg)? f f(yn>e-2”ixnyfldyn> -

—[(2mixy)?f (x1) + -+ + (2mix,)?f (x,)] olur. Bdylece

(=AF)(x) = r|x])?f (x) = 4m?|x|?f (x) elde edilir.

25



|x|? ifadesinde 2 kuvveti yerine genel B kuvveti alindiginda Laplace operatériiniin

kesir kuvvetinin son hali
—5 )
<—A2f> (x) = QulxAf(x)

olarak elde edilir.

—n < B < 0 araliginda negatif 3 kuvvetinin 6zel anlami vardir. Béylece
a A ——
(872F) () = @rlxDF6) = (IF) o)

a
elde edilir. Riesz potansiyeli I,(f) = (—=A) 2(f) ,0 < @ < n Laplace operatérinin

negatif kuvvetli 6zel halini ifade etmektedir.

Eger 0 < a < nise,|x| "% € LI°¢(R") elde edilir. |x|™™** fonksiyonun Fourier

dénisimii (|.[79) (x) = y(@)(2m)~%|x|™% seklindedir.

Tanim 3.6
n
()
0<a<nvey(a) = ——a~ olmak lizere
r(*25)
f) 1

(e f)(x) = (.17 ()

Y@ ) =y Ty @
seklinde tanimli olan fonksiyona Riesz potansiyeli denir [11], [21], [17], [8],[23] .

I, Riesz Potansiyellerinin Ozellikleri

1) a,f>0vea+ f <niken Ia(lﬁf) = Iy (f)
2) n>3ve2<a<niken A(,f) =I1,(Af) = —1,_,(f)

Burada 1) in bir sonucu olarak a, f > 0 ve a + [ < n olmak Uzere

_v@y(B)

— _ -n+a -n+p
B(,p) Rjﬂu ey dy = D eI

n boyutlu Beta fonksiyonu elde edilir (Stein [22]).
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Asagidaki teoremde Riesz potansiyelinin Lebesgue uzayinda sinirhhigini ifade eden
Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi verilmektedir.
Teorem 3.7 (Hardy-Littlewood-Sobolev Teoremi)

1 1 «a
0<a<nl<p<qg<ove—=-———olsun.
q p n

a) Eger f € L,,(R™) ise,

R
(1)) =~ an R

integrali h.h.y x icin mutlak yakinsaktir.

b) Eger 1 < p ise,
Wafllg < Apgllfilp
esitsizligi gerceklesir.

c) Eger f € L, (R™) ise, her A > 0 igin

AIIfII1>q

plx: |l f ()| > 4} < < 1

dir. Yani, f = I, f dontsimu (1, q) zayif tiptendir G =1- %) (Stein [22]).
Not: p =§ oldugunda ||I,fll; < A, 4lIf I, gerceklesmez. Ornegin & > 0 yeterince

kiiglk olmak lizere

a
—=(1+¢)
|x| =% (lni) " , x| <2
) = E 2
0, x| >~
2
n ..
olsun.p = ~ icin
n
= | ]ln— <
= f v (o)

|X|SE

oldugundan f € Ln(R™) olur.
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Fakat%(l + £) < 1 sartini saglayan € > 0 alindiginda

1\ R+
LNO =~ f|x|-" n) | dr=o

|x|<—

ve I, (f) orijinde esas sinirli degildir. Boylece I,(f) & Lo (R™) bulunur [11],[21].

3.3 Lebesgue Uzayinda Calderon-Zygmund Singiiler integral Operatériiniin

Sinirhhig

Calderon-Zygmund singiler integral operatori Riesz ve Hilbert donisiimlerinin
genellestirilmesidir. Hilbert dontsimi singller integrallerin ilk 6érnegi olup Ust yari
dizlem (zerinde eslenik harmonik fonksiyonlarin sinir deger problemlerinin
arastirmalarinda kullanilmaktadir. Riesz donlisimi de ikinci mertebeden eliptik

denklemlerin ¢oziimlerinin dizglinliigh calismalarinda ortaya cikmaktadir.

Tanim 3.9 f € L, (R™) olmak iizere

HfG) =pv [ 14
R

doénisimiine Hilbert doniisiimii denir.

Rf(x)—va]Wf(y)dy, 1<j<n, C,=

N|+ N
[uy

n
biciminde tanimli R; f dénistimlerine de, Riesz déniigiimleri denir [21].
Riesz dontsumleri (1 < p < o) kuvetli (p, p) tipli ve zayif (1,1) tiplidirler.

Hilbert donlisimi 1 boyutlu Riesz dontisimi oldugundan (1 < p < o0) kuvvetli (p, p)
tipli ve zayif (1,1) tiplidir.
Tanim 3.10 Her A1 > 0 ve x € R" i¢in eger K(Ax) = A%*K(x) ise, K(x) gekirdegine a

dereceden homojen fonksiyon denir.

x # 0 olmak tzere birim yuvarda x in izdlisiminia x' ile gésterelim. Yani x’ = ﬁ olur.

K (x) a dereceli homojen ise,
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K@) = K () = 1xI KGO

| x|

Qx) =K (i) ,Q(x) = Q(x") sifir dereceli homojen fonksiyondur.

x|
Q(x) fonksiyonu bazen K (x) gekirdeginin karakteristigi olarak adlandirilir.

f R™ de tanimh ve 6lgulebilir fonksiyon K(x) —a negatif dereceli homojen ¢ekirdek

olsun.

hGx) = (f * K)(x) = f K(x - y) f)dy

R

seklindeki h fonksiyonuna f ve K nin konvollisyonu denir.

1) 0 < a < n ise, h fonksiyonuna zayif singiler integral,
2) a = nise, h fonksiyonuna singtler integral,
3) a > nise, h fonksiyonuna hiper singiler integral denir

Newton potansiyelleri n > 2, f = |x| ™*2 ve daha genel olarak Riesz potansiyelleri

0 < a<n, fx*|x|~%zayf singuler integral 6rnekleridir (Neri [24]).

Singliler integral operatorleri kismi tlirevli denklemler teorisinde, analitik
fonksiyonlarin sinir deger problemleri teorisinde, Fourier serilerinde, matematiksel fizik
ve matematigin diger dallarinda bir¢ok uygulamalari olan glincel bir konudur. Bugline
kadar B. Muckenhoupt, R. Wheeden, C. Fefferman, D. S. Kurtz, S. Samko, V. Burenkov,
V. Kokilashvili, V.S. Guliyev, Y. Ding, S.Z. Lu gibi matematigin dnemli isimleri bu alanda

calismis ve bircok problemin ¢6ziimu icin 6nemli sonuclar elde etmistir.
Tanim 3.11 K (x) € L(R™ \ {0}) olsun.

|[K(x)| < Blx|™™,Vx #0

Kx)dx =0,VYO0<r<R<o

r<|x|<R

|[K(x —y) — K(x)|dx < B, Vy #0 ( Homander sarti1 )

[x|22]y|
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B, x ve y den bagimsiz bir sabit olmak lizere yukaridaki sartlari saglayan K ya Calderon-

Zygmund cekirdegi denir [11],[21].
Teorem 3.12 K Calderon-Zygmund gekirdegi olsun.

1<p<o, e>0vef €L,(R")igin

nfw>=_ffw—yﬂ«w¢y
lylze

oldugunda asagidaki sonuglar saglanir.

) ITefllp < Apllfllp

Ay, € ve f den bagimsiz bir sabittir.

i) Herhangi f € L,,(R™) igin L, anlaminda lim,_,q T,.f vardir. Yani

Tﬂm=pufxwvu—ww

RTL
il) 1T, < ApllIfll, esitsizligi saglanir.

ii) de tanimlanan T lineer operatori Calderon-Zygmund singiiler integral operatérii ve

T, ise, T nin kesilmis operatérii olarak adlandirihir [21].

x €ER" e >0 olmak Uzere R"de J.f(x)= f(ex) seklinde dilation operatérii
tanimlanir [21].
Tf=Kx*f ve 6-1TS8. =T ise, K(ex) = e "K(x) olur. Bagka bir ifadeyle Q sifir

dereceli fonksiyonu olmak lizere

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.13 2 € L, (S™ 1) sifirinci dereceden homojen olsun ve asagidaki sartlari

saglasin [21].
a) Her x' € S* licin [Q(x")| < B,

b) Q, S* 1 tizerinde sifir anlamindadir. x’ = Ii_l ,x # 0 olmak Gzere
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f Q") do(x’) = 0

gn—-1

c) Homander sarti veya yerine daha gli¢lii olan L,- Dini sarti :

We, = SUP, yregn-1|Q(x") — Q(y')| olmak izere
|x’—y’|<oo

1
J.woo(s((g)d6 < o0
0

olsun. Ayrica, 1 < p < oo, f € L,(R") igin

QUy)
ly|™

rfe = |

ly|ze

f(x—y)dy

olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.

i) ITef |, < AylIf I, olacak bigimde € ve f den bagimsiz bir A, sabiti vardir.
i) L, anlaminda lim,_,o T f = Tf(x) vardir.

i) ITf1l, < Apllfll,elde edilir.

Tanim 3.14 ( sifir dereceli homojen ve

K(x) = U olmak tlizere
| x|™
Q
mﬂ@=nnf¢ﬁﬂwwwy
Rn

ile tanimlanan T ya homojen ¢ekirdekli singiiler integral operator denir [21].

Tanim 3.15 , R™ de sifir dereceli bir homojen fonksiyon olsun ve Teorem 3.13 deki

sartlari saglasin. T homojen gekirdekli singtler integral operatéri olsun.
Her f € L,(R™) igin
Tof (x) = sup |Tqef (x)|
>0
ile tanimh T, operatériine maksimal singiiler integral operatorii denir.

Oyle ki € > 0 iken
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Q)
ly|™

Tocf ) = |

ly|ze

f(x—y)dy

operatori, Tq operatdriniin kesik operatorudir [21].

Sonug 3.17 Her f € L,(R™) igin Ly, anlaminda lim,_, To ¢ f = Tof (x) vardir [21].
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BOLUM 4

MORREY UZAYINDA MAKSIMAL, POTANSIYEL ve SINGULER iNTEGRAL
OPERATORLER

Bu bélimde Morrey uzayinin tanimi ve genel 6zellikleri ile Morrey uzayinda maksimal

operator, Riesz potansiyeli ve singliler integral operatorindn sinirlihg verilecektir.

4.1 Morrey Uzayi ve Genel Ozellikleri

Ly =L,2(Q),Q c R" Morrey uzayr 1938 yilinda C.B. Morrey tarafindan ikinci
dereceden eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri ve varyasyonlar analizi
teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya cikarilmistir. Morrey uzaylarinin kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin regilerlik 6zelliklerinin ¢alismasi ve kesin 6n
esitsizliklerinin bulunmasi gibi konularda énemli uygulamalari vardir. Daha sonralari
Morrey uzaylarinin Navier-Stokes ve Schrédinger denklemleri, sireksiz katsayili eliptik

problemler ve potansiyel teorisinde 6nemli uygulamalari ortaya ¢ikmistir.

Tanm4.1 QcR?, 1<p<ow,0<A<nvefE€ L%OC(Q) olmak Gzere

Lps@ = {f € L,@ : sup e [ F@IPdy <ot

X€EQ B(x,t)

1

A
— — -1 14 — Y
1y = 11, = sp{ € [ 1FOIPAY | = sup € PUflL ey < <@
XEQN B(x,t) XEQN

normu ile tanimli fonksiyonlarin uzayina Morrey uzayi denir [2],[5],[9],[10],[15],[25].
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IIfIILp/1 normu L, 1(Q) uzayinda quasi normdur (f sabit oldugunda IIfIILp/1 = 0 olur).

Morrey uzayindaki fonksiyonlar sabit farkiyla esit fonksiyonlar olarak alindiginda
||f||LW1 normu ile L, ; () uzayi bir Banach uzayidir.

L, ;(R™) Morrey Uzayinin Ozellikleri
1) A = 0iken L, o(R™) = L,(R™) dir: 4 = 0 ve f € Ly, ;(R™) olsun.
1 1

14
o = sup [0 [ 1r0aPdy | = sup | [ trray
! t>0, t>0

XERM B(x,t) x€R" \B(x,t)

1

S

—iim( [ roaray | ={ [1roardy | = 17l
Rn

22 \ Bt
ve dolayisiyla f € L,(R™) elde edilir.

2) A<0ve A>n iken L,;(R") = O dir, burada ©, R"™ deki sifira denk olan bitiin
fonksiyonlarin kiimesidir: 4 < 0 ve f € Ly, ; (R™) olsun.

1 1

A
flf(Y)lpdy < sup t=4 flf()J)lpdy tp

B(x,t) XERM B(x,t)

A
0< ”f”Lp(B(x,t)) = ”f”LM tv

t = oo iken her tarafin limiti alindiginda;

"=

A
o<tim( [ IfoIPdy | < Ifl,, Jim e
£ B(x,t)

A< 0ve IIfIILW1 sonlu oldugundan 0 < IIfIILp(Rn) < 0= f(x) = 0 bulunur.

Dolayisiyla 2 < 0 iken f € L, ;(R™) = @ elde edilir.

A>nvef € Ly;(R") olsun.
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1

1 1
0< = lim | ——— Pdy | =1i P
<l =lim| -~z [ 1FOIPay | =im| = [ Iro)Pay
B(x,t) B(x,t)
1 1
1 Pam 2 1 :
=1i 14 ] J— p :
limv, P -7 flf(y)l dy | t 7 Svy Plim{ -5 flf(y)l dy | lim¢ ?
B(x,t) B(x,t)
1
_1 N b A-n _1 A-n
B _ o\ _ |
= Psup (¢ [ 1F )Py | e P = P Ifl, line P
xERM B(x,t)

A >nvef € Ly;(R") sonlu oldugundan
0<|f(x)| <0 = f(x) = 0 bulunur.
A >mniken f € L, ;(R") = O elde edilir.

3) A = niken L, ,(R™") = L, (R™):

A =mnvef € L,;(R") olsun.

1
1 P 1

0 < 1£ 0Ol = lim | ———— f FONPdy | < tim | —— j FO)Pdy

t—0 M(B(x’t))B(x,) t—oo VntnB(x’t)

1 1

1 P 1
= Sup | oen flf(y)l”dy =vn_p§l>lg t™" flf(y)l”dy =
XERM n B(x,t) XERM B(x,t)

1 1
=V Plflle,, = va PlIfllL,,

1
0<|f = vn Plifll,,

f € Ly ;(R™) ve sinirli oldugundan f € L, (R™) bulunur.

A-n

Ornek 4.2 1 > O iken f(x) = |x| » fonksiyonu f € L, 2(R™) olur [26].

-n

Ornek 4.3 f(x) = |x|7)(3(0,1) fonksiyonu f & L,(R™) ve f € Ly, ;(R™) olur:

-n
F) = {|x| P, k<1
0, x| =1
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seklindedir. f & L,(R™) gostermek icin

an |f (x)|Pdx = f |x|‘”dx=f f t" 1t "dtdo =

B(0,1) 0 sn-1

1
f daf t~tdt = |S" | Int|j= o
0

§n—1
oldugundan f & L,(R™) bulunur.

f € Ly ;(R™) gostermek igin

-1

1
sup t~* f |f ) Pdy = sup (—) f ly|~"dy
t>0 t>0 \n
X€ERM B(x,t) B(%%)CB(O,I)
1
=sup n*|S" | Int| ? <oo
>0 T

ve dolayisiyla f € Ly, ;(R™) bulunur.

Tanim 4.4 Vf € [Y°(Q) icin1 <p <o, 0 <A <n olsun.

1
1fllwe, 2 = suprsup (£2u(y € BGo ): 1f )] > ) )P
’ r>0 XEQ
t>0
2 A
= supr (t2u(ly € BGo ): 1f0) > )P =sup £ Il i, @
r>0 t>0
t>0 X€EQ
X€EQ

sonlu normuna sahip f fonksiyonlarinin uzayina zayif Morrey uzayi denir [2],[5].

Sonug 4.5 Ly, (R™) © WLy, 2 (R™) ve [Ifllws, , < IIfIl,, , olur [21,[5].

4.2 Morrey Uzayinda Maksimal Operatoériiniin Sinirhlig
Asagidaki teorem ile maksimal operatorinin Morrey uzayindaki sinirhligi verilecektir.
Teorem 4.6

1) fELy (R, 1<p<,0<A<nigin Mf, R" de h.h.y sonludur.

36



2) 1<p <o, 0<A<nolsun. Budurumda [|[Mf]|l,, < C||fl, saglanir,

burada C, f den bagimsiz bir sabittir.

3) p = 1 olsun. Bu takdirde t u({Mf > t} N B.(x)) < Cr’lllfIIM saglanir, burada

C sabiti x, 7, t ve f den bagimsizdir (Chiarenza ve Frasca [4]).

Asagidaki lemma ile Morrey uzayinda maksimal operator icin Lokal Guliyev esitsizligini

verelim.
Lemma 4.7 (Maksimal operator icin Lokal Guliyev Esitsizligi)

1<p <o, f e LR(R")olsun. Budurumdap > 1 igin

T3

n
2
1Ml o < €8 [ 772 UflL e
t

esitsizligi gerceklesir. p = 1 igin

||Mf||WL1(B(x,t)) = Ct”f r_n_lllf“Ll(B(x,r)) dr
t
saglanir, burada C sabiti, f, t > 0 ve x den bagimsizdir (Guliyev [5] ).

4.3 Morrey Uzayinda Riesz Potansiyelinin Sinirhlig

Asagidaki teorem ile Riesz potansiyelinin Morrey uzayindaki sinirhhigini ifade eden

Adams teoremi verilecektir.

Teorem 4.8 (Adams Teoremi)
Vf€Lpicin0 <a<n, 1 <p<g, 0 <A<n-—apolsun.

Bu durumda [[Iofllg2 < ClIf 2

a
n—-1

dir.

v 1
saglanir, burada pi

SRR

p = Ligin tufx: {I.f (x) > t} N B,} < Cri|Ifll1a
saglanir, burada C sadece n, 4, p, & ya bagh sabittir (Adams [6]).

Simdi de Morrey uzayinda Riesz potansiyeli icin noktasal Guliyev esitsizligini ifade eden

lemmayi verelim.
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Lemma 4.9 (Riesz Potansiyeli icin Noktasal Guliyev Esitsizligi)
1<p<o0<a <§ ve f € LY¢(R™)olsun.

Bu durumda C sabiti f, x, ve t den bagimsiz olmak Uzere

oo

I f(x)| < Ct*Mf(x) + Cf ra_5_1||f||Lp(B(x‘r)) dr

t
esitsizligi gerceklesir (Guliyev [5]).

Asagidaki teorem ile Riesz potansiyelinin Morrey uzayindaki sinirhiligini ifade eden

Spanne teoremi verilecektir.

Teorem 4.10 (Spanne Teoremi)

n
0<a<mn, 1<p<a, 0<A<n-—ap ve Vf €L,,icin
_ni 1 1 a A u
K== 47p n-2" 47>

olsun. Bu durumda |15 fllg,, < ClIf Iy 2
esitsizligi gerceklesir (Peetre [7]).

Asagidaki lemma ile Morrey uzayinda Riesz potansiyeli icin lokal Guliyev esitsizligini

verelim.

Lemma 4.11 (Riesz Potansiyeli icin Lokal Guliyev Esitsizligi)

n 1 1 «a
feLg,f’C(lR”),lSp<oo,0<a<;vea=5—; olsun.

Bu durumda p > 1 igin

n n
n 2
e sqqaton < CET [ 770 1l ager)
t

esitsizligi gerceklesir. p = 1 igin

n
q

n
2y
e Mg (oce) < €67 | 770 Uf L, oy dr
t
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saglanir. Burada C sabiti x € R™",t > 0 ve f e baglh olmayan bir sabittir (Guliyev
[17],(8],[5]).

4.4 Morrey Uzayinda Singiiler integral Operatériiniin Sinirhihg

Asagidaki teorem ile Calderon-Zygmund singililer integral operatorinin Morrey

uzayindaki sinirliligi verilecektir.

Teorem 4.12

1 <p <0< A1<nolsun. Budurumda

ITfllpa < Clifllpa

saglanir, burada C, f den bagimsiz bir sabittir.

p = 1 olsun. Bu takdirde

t w{{Tf >t} N B, ()} < Criifllsa

saglanir, burada C sabiti x, 7, t ve f den bagimsizdir.

fEL (R, 1<p<o, 0<A<nigin Tf, R"de h.h.y sonludur (Chiarenza ve

Frasca [4]).
Asagidaki lemma ile singller integral operator icin Lokal Guliyev Esitsizligi verilecektir.
Lemma 4.13 (Singiiler integral operatér icin Lokal Guliyev Esitsizligi)

1<p<ow,fEe€ Lg,f’c(]R’\”) olsun. Bu durumda p > 1 igin

n n
LCO e (o}
7Ny oceen < €67 [ 772 Uf ey
t

esitsizligi gerceklesir. p = 1 igin

o)

||Tf”WL1(B(x,t)) = Ctnf T_n_lllf”h(B(x,r)) dr

t

saglanir, burada C ise, f,t > 0 ve x € R" e bagh olmayan bir sabittir (Guliyev [17], [8],
[5]).
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BOLUM 5

MODIFIYE EDILMiS MORREY UZAYINDA MAKSIMAL, POTANSIYEL ve
SINGULER INTEGRAL OPERATORLER

Bu bélimde L,; =L,;(Q) modifiye edilmis Morrey uzayinin tanimi ve genel
ozellikleri ile modifiye edilmis Morrey uzayinda maksimal operator, Riesz potansiyeli ve

singller integral operatorinin sinirhligini ifade eden teoremler ispatlari ile verilecektir.

5.1 Modifiye Edilmis Morrey Uzayi ve Genel Ozellikleri

Tanm5.1Vf € L?C(Q) icinl<p<o, 0<A1<n, [t]; = min{l, t} olmak Gizere

L,2(Q) ={f:Q - R: f dlciilebilir ve sup [t][’lj lf()|Pdy < oo
t>0 B(x,t)

XEQN

1
) A

P A
- =  =sup| [t "lj rq = sup [t].? < oo
1fllz, 0 = Ifllz,,, Sup <[ I B(x,t)|f(3’)| }’> Sup (], "I 1, ey

XEQN XEQ

normu ile tanimlanan fonksiyon uzayina modifiye edilmis Morrey uzayi denir
(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).

sonug 5.2 L, /(R™) & Ly, (R™) N L, (R™) ve max {lIfl, . Ifll.,} < Ifllz, ,
(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).

Lemma5.31 <p <o, 0 <A< nolsun.

Lpa(R™) = Ly (R™) 0 Ly,(R™) ve IIfllz, , = max{lIfll,, . Ifll, }
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elde edilir (Guliyev ve Rahimova [25]).

ispat: f € ZP,A(R") olsun. Sonug 5.2 den f € L, ;(R™) N L,(R™) ve

max {lIfl,, , IIfll, } < Ifllz, ,olur.

Simdi f € L, ,(R™) N L, (R™) olsun. O zaman

1

I, = sup | 1% [ 1ol dy | =

x€RM™ B(x,t)
( 1 1)
| p |
= maX4 sup | ¢t f IfO)IPdy | , sup f If ()P dy ¥
0<ts1l t>1 I
LXERn B(x,t) x€R™ \B(x,t) }

< max{||f||Lp,,1' I£1lz, }

Bu ylizden f € L, ,(R™) ve L, ;(R™) N L,(R™) & L, ;(R™) gdmmesi gegerlidir.

Boylece L, (R™) = Lya(R™) N L,(R™) ve [Ifllz,, =max {lfll,, Ifll,, } elde

edilir (Guliyev ve Rahimova [25]).

Modifiye edilmis Morrey Uzayinin Ozellikleri
1) A = 0 iken ZP,O(IR”) = Ly o(R™) = L,(R™) elde edilir.

2) Eger A < 0 veya A > n ise, ©, R"de sifira denk olan fonksiyonlarin kiimesi olmak

Uzere Zp,,l(]R{”) = Ly, ,(R™) = O olur (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).

Tanm 5.4Vf € [¥°(Q)icin1 <p < o0, 0 <A <n, [t]; =min {1,¢} olsun.

I hwz, ) = I, , = supr sup ([7%u(ly € B 0:1f 0] > ) =
t>0

A

_ P
= Stgg) [t], ”f”WLp(B(X,t))
X€Q

sonlu normuna sahip f Olgllebilir fonksiyonlarinin uzayina zayif modifiye edilmis

Morrey uzayi denir (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).
Sonug 5.5 1 = 0icin WL, o(R™) = WL, ,(R") = WL,(R") [2].
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Sonug 5.6 L, s(R™) € WL, .(RY ve lIfllwi, , < lIfllz,, (2]
Lemma5.71<p <o, 0 <A <nolsun.

WL, ;(R") = WL, ,(R") N WL,(R™) ve

Ifllwz, , = max{llfllwe, . 1w, }

bulunur.

Lemma 5.7 nin ispati Lemma 5.3 deki gibi yapilir ( Guliyev ve Rahimova [25]).

5.2 Modifiye Edilmis Morrey Uzayinda Maksimal Operatériiniin Sinirhhgi

Asagidaki teorem ile M maksimal operatorinin ZP,A(IR{”) uzerindeki sinirlihg

verilecektir.

Teorem 5.8 1) Eger f € L, ;(R™),0 < 1 < n, 0zaman Mf € WL, ;(R") ve
IMfllwz, , < Cuallfllz, ,

sadece A ve n ye bagli olacak bir sekilde C; , sabiti vardir.

2)Eger f € L,2(R™),1 <p < 0,0 < A <n,ozaman Mf € L, ;(R™) ve
IMFllz, , < Cpallfllz,,

sadece p, A ve n ye bagl olacak bir sekilde C, ; sabiti vardir.

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).

Ispat: Fefferman-Stein esitsizligi

[ (5P s0ay < [1r0armgay
R™ R"

yardimiyla negatif olmayan biitin g € L (R") fonksiyonlari icin gegerlidir. Boylece

| otr Py = [ (M70)) Xy Iy <Cr [ IFGIPMX )y
Rn

B(x,0) R

elde edilir.
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Burenkov ve H.V. Guliyev [10] de verildigi lizere Vt > 0 ve x,y € R" igin
n

(=) < Mo < (r=5750)
lx —yl+t/ ~ KoY = lx —yl+t¢

saglanir. Boylece asagidaki esitsizlik elde edilir.

t"If)IPdy

| mroray<c| [ rowray+y e

B(x,t) B(x,t) J=0 B(x,20+1t)\B(x,2/t)

2, 2]

<G [t]illlfIIZM + ||f||§m (2 + 1)
j=0

( ! 5
/ [Ingf] oo \p
24t Z 2@-nj 4 Z 2™ 0<t<s
) 2 )
)

, 1
< Cl”f”gpl [t]i1 + 1 \ ]=[10g22—t]+1

N| =

1
0 p
22-"1' , t>
j=0

\

( 1
(Coth + Cst™)P, 0<t <=,

P~

< GilIfIE,, | [e1 + < GIETIfIE , 12,

1
Csp, t 2>

N | =

5.3 Modifiye Edilmis Morrey Uzayinda Riesz Potansiyelinin Sinirhlig

Ep,A(IR{”) Uzerinde Hardy-Littlewood-Sobolev esitsizligi asagidaki teorem ile verilmistir.

-2
Teorem590<a<n 0<A<n—a ve1Sp<n7 olsun.

1) Eger 1<p < nT_'l ise, o zaman I, operatérinin f,p,,l(IR{”) den Z,M(]R”) ya sinirli

1 a
n—-A

olmasidir.

olmasi icin gerek ve yeter sart % < <

<
Q| =

2)Egerp=1< nT_A ise, 0 zaman I, operatériniin L; ;(R™) den WZq_A(]R") ya sinirli

a

< —
n-A1

olmasi icin gerek ve yeter sart % <1- olmasidir.

1
q

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).
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ispat: 1) Yetersart: 0 <a<n, 0<A<n-—a,f € Z',p,,l(IR{n) vel<p< nT_)loIsun.

I,f(x) = f + f |x —y|*"dy = A(x, t) + C(x, t).

B(x,t) °B(x,t)

A(x,t) igin
Awols [ Folk-yray <Y @I [ Iy,
B(x,t) j=1 B(x,27J+1t)\B(x,27Jt)
elde edilir. Béylece
v 2" .
Cs = 7 1 sabitiyle |A(x, t)| < Cst*Mf(x) (5.1)
i

ikinci integralde Hoélder esitsizligi yardimiyla

1

(eanl

CCx )] < f X = yIBlF )Py j X -] dy | =J

°B(x,t) “B(x,t)
elde edilir. A < f < n — ap olsun. J; igin

1

p [o/e)
Ji= Z J x —yIFIfGIPdy | < t7PlIfllg,, zz—m[21+1t]1
Jj=0

J=0 B(x,2/+1t)\B(x,2/t)

=

( 1 2
[logzz—t] 0 P
2A¢A Z 20-B)j 4 Z 27|, 0<t< % ,
_E j=0 i=11 1
= ¢PlIf g, | I=losazel s
) 1
) P
1
2-Bj ) t>—
2. 2
\ J=0

1
B (Cot* + C,tP)P, o<t<-—,
=t Plifllz,, 1 1
C7p, t 2 E
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( 1 M 1
(Ce+Cy)pt P 0<t<§,
||f||LMi C s
C,pt P, t>=
2
A
2 B
= Ggl2t]7t PlIfllz,, (5.2)
28 228
Cs = ———,C

261177 261"

_A 1 1

2 P(C, + C3)P, 0<t<-—,
Cy = 2
8

olacak sekilde elde ederiz. J, igin

p 5
J, = f dff n-1+(granp’ dr | =cytr™ 7, (5.3)
Sn 1
(5.2) ve (5.3) den
Ao
L
|C(x, t)| < Cyolt]Vt ?lfllz,, (5.4)

elde ederiz. Bu takdirde,
A qa
ot
[ f (x)| < Cyq ( tYMf(x) + [t]}¢ pIIfIIzM>

n n-A71
< i min{t“Mf(x)H“ PUflz,, t"MFC) + ¢ P IIfllz,, } t>0.

t = [(Mf(x))-ln f||zp‘l]§"r+” ve t = [(Mf NS IIsz

olacak sekilde t indirgenirse,

My (x)) & (Mf (x)) Il

I, f(x)|<C min<
af RS NI 17,

45



elde edilir. Bu durumda

p 1P
lef I < Cia(MF@)IfNl | olur.

Boylece Teorem 5.8 in yardimiyla

[ lereotedy < collfIE? | (rromedy < culeIFNE .
B(x,t) B(xt)

I, operatériintin L, ;(R™) den L, ;(R™) ya sinirl oldugu elde edilir.

Gerek sart: 1 <p < nT_A f € L, ,(R™)ve I, operatériniin L, ; (R™) den L, ;(R™) ya

sinirli olsun.

fe(x) =: f(tx), [t]+ = max {1,t}taniml olsun. O zaman

1

n v

Ifellz,., = sup ([r];l | |ft(y)|pdy> — P sup ([r];ﬂ | If(y)l”dy> -
’ >0, B(x,7) >0, B(x,tr)

x€ER™ XERM

|

p

1
p A

n
=P [t Iz, ,

A
=t P srlig <[[t:]]11>p f;l(l)) <[tr][l L(x,tr)|f(3’)|pd3’>

XER

ve Iofi(x) = t7%f (tx)

1

q
Mafllz,, = ¢~ sup ([r]# | Ilaf(y)lqdy) -
r B(x,1)

>0,
xXERM
A 1 A
— [er],\a a _,.n =
=t %q sup< 1> sup <[tr][’1f |1af(}’)|qd3’> =t q [t]f+||1af||zq,1-
>0 [T]1 >0, B(tx,tr) ' '
x€ER

I, operat6riiniin Zp,;t([R{") den Zq,,l(]R{") ya sinirhihgi yardimiyla

A
a+E a
afellz,, = 70 [e], U afillr, , <

2 n 22

n = n
at+- a+———
< ¢, U fillz, , < Cpga ¢ TP (67 Nflz,

sadece p, q, A ya bagh bir C,, , ; sabiti vardir.
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. 1 1 a. 7 .. _
Eger; < . +—ise, 0 zamant - 0,Vf € Ly, igin ||I¢,lf||Lq’/1 =0

1.1, a . 5L
Bunun yaninda > >~+—ise, 0 zamant — o ,Vf € Ly, igin ||I¢,(f||ZqJ1 =0

BunedenleZ<2 -1
n"p q n-
2) Yeter sarti: f € Ly ;(R™) olsun.

u{y € B(x,t): [l f )| > 2B} <
<u{y € B(x,t): Ay, )| > B} + u{y € B(x,t):|C(y, )| > B})

elde ederiz. O halde

con=y [ rely-ards

J=0 B(y,2/+1t)\B(y,2/¢t)

. 2
<t MIflg,, ) 272 =
j=0

( [IOgZZLt] oo
24t Z 2U-nta)j Z 2-(n-a)j 0<t<s
. ) 2 )
= ta_n”f”,:M{ J=0 j=[log2%]+1
Z g-(-@)j  p> Lk
’ -2
\ j=0
1 1
A n—-a\p
(Cpath + Cyst™*)P, 0<t< 3
e td 'I'L“](:“le)L C - 1
, t=2—-
15 2
At 1
(Ci4 + Cig)ttte™, 0<t<§,
15 ) -_ 2
= 616[2t]%ta_n||f||ll‘,1 )
_A_ 1
on-a 22(n-a) 274(Cy4 + Cy5), 0<t< 5
Coa=one7 =7 G5 = ona—q Ve li6 = 1
C15, t 2 E
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(5.1) ve Teorem 5.9 dikkate alinarak

uy € B(x, t): 1Ay, )| > B} < u({y € B, 0):Mf(y) > C;Bt“}> =

B

<

[ 0f 1,

C17 = Cs5Cy 5 olacak sekilde elde edilir.
Eger C16[2t]{1t“_"||f||zl/1 = B ise, o zaman |C(y, t)| < B ve sonug olarak

u{y € B(x, t):1C(y, )| > B}) = O olur.
Eger 2t < 1ise,

n—-A

IIfIIZM)”—ﬂ—“
B

Cl7
u(ly € B(x, t): [I.f ()| > 2B}) < F[t]ilt"‘llfllzm =< Cw[ﬂf(

ve 2t = 1 oldugunda ise,

n
HszLA)n—a

Cl7
u(ly € B(x, 0): 1l f 1 > 28D < —=[t]1tClIfllz,, < Cw[t]f< 5

B
_* @
C18 = C17C16n_l_a ve Cl9 = 61761671_“ olacak §ek||de elde edilir.
Son olarak;

n—-A7A

Il o2 (Il \
u({y € B(x, t): |I,f )| > 2B8}) < Cyo[t]? min (%) <fTL> <

1

27l,)

< Czo[t]%(

C,o = max{Cyg, C19} bulunur.

Gerek sarti : I, operatériiniin L, ;(R™) den WL, ;(R™) ya sinirli olsun.

1

q
lafillizn, , = supr sup | [c]7? [ -
’ r>0 1>0
x€RM {yeB(x,0):|Iaft () |>71}
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Q|-

= supr sup | [t]7? f dy | =
r>0 >0
x€ERM {yeB(tx,7):|Iaf (ty) >t}
3 1
4 q
_aq-n tt)1\4
=t " qsup<[ ]1> suprt® sup | [tr]T? dy | =
r>0 \ [Tl >0 >0
x€ERM {yeB(x.tr):|Iaf (V)|>1t?}
2

—a—
=t a [t]:cll‘+”1af”WZq‘A .

I, operatdriiniin Ly 3 (R™) den WL, ;(R™) ya sinirli olmasindan

a+i-n l_%
afllwz,, < Crgat” @ "[e], Nfllz, , »

sadece A, q ve n ye bagl bir C; 4 ; sabiti elde edilir.
Eger1 < $+% ise,t > 0, Vf € L, ;(R™) igin ||1af||wzq,1 = 0 elde ederiz.
Benzer sekilde

Eger 1 > é + ﬁ ise,t > o0, Vf € L; ;(R") i¢in ”Iaf”WZq,1 = 0 elde ederiz.

Bundan dolayi % <1- % < % bulunur (Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).

Asagida Riesz potansiyelinin cesitli operatorlere uygulamalarindan bir 6rnek

verilecektir.

Ornek 5.10 L operatérii, bir Gauss st sinirina sahip p,(x, y) cekirdekli analitik bir yari
grup et tarafindan uretilen L, (izerinde bir lineer operatér olsun. x,y € R® ve t > 0
icin

lx—y|?

C
e (5.5)

n
2

lpe(x, )| <
t

x,y ve t den bagimsiz C;, C, > 0 sabitleri vardir.

a
0 < a < nicin L operatoriiniin kesirli kuvveti L™ 2 tanimlanir.

o)

= [ e a
F(?)o t2*

L2f(x) =

49



Eger L = —A R™ lzerinde Laplace operatori ise, L™ 2 operatori I, Riesz potansiyelidir

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).

Asagidaki teorem ile , L™ 2 operatériiniin modifiye edilmis Morrey uzayindaki sinirliligi
verilecektir.

Teorem5.110 < a <n, 0 < A < nve (5.5) sarti olsun.

1)Eger1 <p < nT_A ise, 0 zaman L 2 operatorinin f,p‘,l(]R{") den Eq,A(Rn) ya sinirli

(24 a
L@ < dir.
olmasi igin ~ = = sarti yeterlidir

SR
Q| =

2)Egerp=1< nT_)l ise, 0 zaman L™z operatériniin L; ;(R™) den WZq,,l(]R{") ya sinirli

(24 a
icin — < —_—<— idi
olmasi igin ~ = 1 = sarti yeterlidir.

Q|-

(Guliyev, Hasanov ve Zeren [2]).
Ispat : Yari grup e~ %, (5.5) sartini saglayan p,(x, y) cekirdekli oldugundan biitiin

x € R™igin
_z
|72 (0| < CllfIG)
x den bagimsiz C > 0 sabiti vardir. Boylece Teorem 5.2 yardimiyla

|75, = entafil,, < i,
q,

f den bagimsiz C > 0 sabitini elde ederiz [2].

(5.5) ozelligi diferansiyel operatorlerin genis siniflarini saglar [2], [4].

5.4 Modifiye Edilmis Morrey Uzayinda Singiiler integral Operatoriiniin Sinirlilig

Asagidaki teorem ile singller integral operatorler icin modifiye edilmis Morrey

uzayindaki sinirhhigini ifade eden teorem verilmistir.
Teorem 5.12

1<p<ow, 0<A<nveQ€El, (S™ 1) sifir dereceli homojen fonksiyon olmak lizere
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1<p <o iken ||Tnf||zp,1SC||f||zp,1 gerceklesir. Burada C,f den bagimsiz bir

sabittir.

1 <p <o iken Tq homojen cekirdekli singiler integral operatori Zp,/l —>WZp,,1

sinirhidir.

ispat : 1 < p < @ igin T operatdriiniin L,(R™) Gzerindeki sinirhligi ve Teorem 4.12

den
ITa fllz,, < max {Cb, Cpa} If1lz,, elde edilir.

1< p < igin Ty operatériiniin L,(R™) den WL, (R™) lzerine sinirli olmasi ayrica

Teorem 4.12 den

ITa fllwz,, < max {Cp, Cp} Ifllwz, , elde edilir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Fonksiyon uzaylarin modern teorisi S.L.Sobolev, A. Zygmund, S.M. Nikolskii, A.
Calderon, V. Maz'ya, L. D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E. M. Stein, O. V. Besov, P. I.
Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov ve digerleri gibi diinyaca nli matematikgiler
tarafindan incelenmistir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin bircok konusuna ve diger
matematiksel disiplinler icinde kismi diferansiyel denklemler ve matematiksel fizik gibi
bircok alanlara basariyla uygulanmistir. integral ve diferansiyel operatérlerin farkl
norm esitsizlikleri fonksiyon uzaylarinin teorisinde ve onlarin uygulamalarinda esasli
oneme sahiptir. Ozellikle diferansiyellenebilir fonksiyonlarin klasik uzaylari teorisi
(Sobolev uzaylari, Besov uzaylari, agirlikh Besov tipi uzaylar, vb.) bu esitsizlikler tizerine
esasli olarak insa edilirler. Yakin zamanlarda integral ve diferansiyel operatoérler igin
norm esitsizlikleri ile ilgili bircok zor problemler ¢ozllmustir. Bu sonuglar fonksiyonel
analizin ozellikle etkin ve genis olarak lineer ve lineer olmayan kismi diferansiyel

denklemlere uygulamalari icin temel araglar olmustur.

Tezde harmonik analizin integral operatérleri olan maksimal, potansiyel ve
singliler operatorlerinin Lebesgue, Morrey ve modifiye edilmis Morrey uzayindaki
sinirhklart arastiriimis, bu operatorlerinin sinirlihgr icin gerek ve vyeter kosullar
verilmistir ve bdylece daha ileri diizeyde arastirmalar yapmak icin temel

olusturulmustur.
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