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Yiksek Lisans Tezi

ZAMAN GECIKMELI LINEER OLMAYAN PARABOLIK DENKLEMLERIN
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OZET

Bu ¢alismada, E Banach uzayinda, pozitif tanimlit A operatériine sahip lineer olmayan
zaman gecikmeli parabolik
{ut(t) + Au(t) = f(u(®),u(t—w)),t> 0
ut) =@,—-w=<t<o0
baslangi¢ deger problemi g6z oniline alinmistir. Bu problem i¢in sinirhi tek ¢oziimiin
varlig1 lizerine teorem verilmistir.

Lineer olmayan zaman gecikmeli parabolik denklemlerin, Fourier serileri ve
degiskenlerine ayirma, Laplace ve Fourier donilisim metotlar1 kullanilarak 6rnekler
tizerinde analitik ¢oziimleri elde edilmistir.

Lineer olmayan zaman gecikmeli parabolik denklemlerin ¢oziimleri i¢in birinci
ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar1 kurulmus ve niimerik sonuglar elde

edilerek hata analizi tablolar ile verilmistir.
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BOLUM 1

GIRIS

Diferansiyel denklemler teorisi, miithendislik, fizik, tip, ekonomi ve biyoloji gibi
birgok disiplinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Noronlar arasindaki etkilesimler, kdprii
tasarimi, gok cisimlerinin hareketi, atmosferde su, 1s1 ve sesin yayilmasi, tek ve cok
boyutlu dinamik sistemler gibi hemen her fiziksel, teknik ya da biyolojik siirecin
modellenmesi, elektrostatik, elektrodinamik, akiskan akisi, elastikiyet ya da kuantum
mekaniginin ¢esitli fenomenlerini tanimlamak icin adi ve kismi diferansiyel denklemler

kullanilir.

Ornegin diferansiyel denklemlerle biyolojik sistemleri modellerken ¢ok karmasik
olaylar1 daha iyi anlamak amaciyla olusturulan basitlestirilmis modeller, dogal
sistemlerde gozlemlenen dinamigin zengin ¢esitliligini yansitmayabilir. Bu karmagikligin
iistesinden gelmek i¢in kismi ve adi diferansiyel denklem sistemlerinin yani daha fazla
sayida denklemi igceren yontemin kullanildigr bir¢ok olasi yaklasim olusturulabilir. Bu
sistemler, gozlemlenen davranisa yaklasimda oldukca iyi olmasina ragmen, deneysel
olarak belirlenemeyen nicelikleri simgeleyen bir¢ok parametrenin gozden kagirilmasi
yiiziinden problemler ortaya cikar. Bu nedenle, énem kazanan baska bir yaklasim,

diferansiyel denklemlerde zaman gecikme terimlerinin igerilmesidir.

Cogu zaman olusturulan modellemede, sistemin gelecek durumu ge¢cmisten
bagimsizdir ve yalnizca simdiki zaman tarafindan kontrol edilir, bunun ger¢cek durum i¢in

sadece ilk yaklagim oldugu akilda tutulmalidir. Daha fazla gergege uygun modeller bu



sistemlerin gegmis durumlarinin bir kismini icerecektir, yani, ideal olarak, bir gercek

sistem, zaman gecikmeli diferansiyel denklem olarak modellenmelidir.

Rutin hayatta da gecikme elbette kaginilmazdir. Herhangi bir sistemde saniyelerle
dahi olsa mutlaka bir gecikme olusmaktadir. Bilim, baz1 olaylar izleyerek, gelecekte
meydana gelebilecek olaylar hakkinda tahminde bulunur ve bunu yaparken inceledigi
olayin veya sistemin matematiksel modelini olusturmay1r amagclar. Nitekim pek cok
uygulamada yeni olusturulan model, incelenen olay veya sistemin ge¢cmisteki halinin
gelecekteki halini etkilemeyecegi varsayiminda bulunularak kurulur. Karsilasilan
problemlerde ge¢cmiste meydana gelmis durumlari modele eklememek, olusturulan
sistemi gecersiz kilar. Dig diinyadan algilanan bilgiler hesaba katildiginda her olusan
etkiye kars1 bir tepki s6z konusudur ve bu sirada az dahi olsa bir gecikme vardir. Ciinkii
her etkiye karsi olusan tepki bir siirece baglidir. Fiziksel olaylarda bir sistemin su anki
durumu gegmisteki durumuna goz oniine alinarak da diizenlenebilir. S6zii edilen sistemin
nasil davranacagini1 tahmin etmek i¢in bu sistemi belirten diferansiyel denklem ile bu
denklemin ¢6ziimlerinin bilinmesi gereklidir. Asagida, gecikmeli diferansiyel denklemler

i¢in birer 6rnek bulunmaktadir:

x' = f(t, x(0),x(t — T(t))), t(t) >0

x' = f(t,x(t — 1), x(t— TZ)), T, T, >0

X" = f(t, x(0),x' (9, x(t — (1), ¥ (t — (V)

Ornekler incelendiginde gecikmeli diferansiyel denklemler, bilinmeyen bir
fonksiyon ve en yliksek basamaktan tlirev hari¢ olmak {izere o fonksiyonun tiirevlerinin,

t zamanina ve t’den dnceki zamanlara bagli oldugu diferansiyel denklemlerdir.

Zaman gecikmeleri hemen hemen her durumda ¢ok stk meydana gelir ve onlart
goz ard1 etmek gercegi gboz ardi etmektir. Gecikmeler, gebelik siireleri, kulugka
donemleri, ulasim gecikmelerini vs. temsil edebilir. Dogadan basit bir 6rnek, yeniden
agaclandirmadir. Bir ormandaki fidanlarin, yeniden agaclandirma sonrasinda, olgunluga
erigsmesi i¢in 20 y1l gegmesi gerekir. Agaclarin belli tiirleri i¢in bu zaman daha da uzun
olabilir. Boylece orman hasadinin ve yenilenmesinin herhangi bir matematiksel modeli

acikca zaman gecikmeleri igerir ve bunun iistiine insa edilir. Hayvanlarin aktivitelerini



gerceklestirmeden dnce yiyeceklerini sindirmek i¢in zamana ihtiyaglari olmasi diger bir
ornegi olusturur. Gecikmeli modeller, biyolojik modellemenin bir¢ok dalinda goriiliip
yayginlagsmaya baglamistir. Bu modeller, bulasict hastalik dinamigi: birincil enfeksiyon
[1], ilag tedavisi [2], bagisiklik tepkisi [3] gibi bazi konular1 tanimlamak i¢in kullanilir.
Ayrica gecikmeler, kemostat modelleri [4], glinliik ritim [5], salgin hastaliklar bilimi [6],
solunum sistemi [7], timor biliylimesi [8], ve sinir aglart [9] gibi konularla ilgili
calismalarda ortaya ¢ikar. Ekolojik verilerin istatistiksel analizi [10-11] , bir¢ok tiiriin

popiilasyon dinamiginde gecikme etkilerinin kanitinin var oldugunu gostermistir.

Gecikmeli adi ve kismi diferansiyel denklemler iizerine yapilan ¢aligmalarda [12-
28] genel olarak ¢oziimiin salimim, kararlilik, periyodiklik, asimptotik olma gibi
ozelliklerine odaklanilmistir. Gecikmeli kismi denklemlerde, gecikme teriminin varligi,
denklemlerin analizinde zorluklara sebep oldugundan analitik ¢6zliimiin verildigi az
sayida c¢alisma vardir. Bu ylizden nlimerik yOntemlerdeki arastirmalar, teorik
arastirmalarin eksikligini telafi eder. Ozellikle bu alandaki ¢alismalar i¢in kullanilan
baslica yontemlerden biri sonlu fark yontemidir. Lu [29], gecikmeli parabolik
denklemleri i¢in monoton iteratif bir sonlu fark semas1 vermistir. Gu ve Wang [30],
degisken katsayili gecikmeli kismi bir denklemin ¢6ziimii i¢in lineerlestirilmis Crank-
Nicolson fark semasini olusturmuslar ve bu semanin kosulsuz kararli ve hem uzay hem
de zaman degiskeninde ikinci dereceden yakinsaklik derecesi ile yakinsak oldugunu

gostermislerdir.

Debnath ve Wiener [31], belli tipte siireksiz gecikmelerin kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin davranisi lizerine etkisini g¢alismislardir. Parcali sabit
gecikmelere sahip lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢ deger probleminin

¢Ozlimlerini integral doniisiimlerini kullanarak elde etmislerdir.

Ashyralyev ve Sobolevskii [32], parabolik tipte lineer gecikmeli diferansiyel
denklemler i¢in baslangic deger problemini goz oniine almis ve bu problemde ¢6ziimiin
kararliligi igin gerekli kosulu vermisler, baslangi¢ deger probleminin yaklasik ¢6ziimleri
icin birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalarinin kararlilik kestirimlerini

kurmuslardir.

Berezansky ve Braverman [33] Caratheodory tipi non-otonom denklemler igin

kararlilig1 incelemisler, baz1 gecikmelere sahip lineer diferansiyel denklemler i¢in yeni



acik kararlilik kosullari elde etmisler ve bazi gecikmelere sahip bir denklem igin
kararlilik problemini 6zel olarak olusturulmus tek bir gecikmeye sahip denklem igin
kararlilik problemine indirgeyip elde ettikleri sonuglari sabit olmayan katsayr ve
gecikmelere sahip Mackey-Glass denkleminin yerel asimptotik kararliligini ¢alismak

icin uygulamislardir.

Yenigerioglu ve Yalginbas [34], degisken katsayili ikinci mertebeden lineer

gecikmeli denklemlerin ¢6zlimlerinin kararliligi i¢in gerekli sartlar1 kurmuglardir.

Ashyralyev ve Agirseven [35-41], gecikmeli parabolik kismi diferansiyel
denklemler icin ¢esitli baglangic ve simir deger problemlerini inceleyerek kararlilik ve
yakinsaklik iizerine teoremler vermisler, birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark

semalarini kullanarak problemler i¢in yaklagik ¢oziimler bulup hata analizi yapmislardir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde

{ut(t) + Au(t) = f(u(®), u(t—w)),t >0,
ut) =@,—-w=<t<o0

baslangi¢ deger probleminin abstract formu goz Oniine alinarak tek sinirli ¢oziimiin

varligi i¢in gerekli kosullar verilmistir.
Uciincii boliimde, lineer olmayan gecikmeli parabolik

ou(t,x) 0%u(t,x) _
F TR u(t, x). [u(t —1,x).cosx — u, (t — 1,x).sinx],t = 0,0 < x < 7,

u(t,x) = e tsinx,—-1 <t <0,
u(t,0) =u(t,m =0, t=0

denklemi i¢in baslangic ve sinir deger problemi calisilmis degiskenlerine ayirma ve

Fourier serileri metodu kullanilarak problemin analitik ¢6ziimii bulunmustur.

Dordiincii boliimde,

{au(t, x) 9%u(t,x)

ot o T2uE0) =uEx). [ut-10 +ut-1,x]  xt=0,

ut,x) =ete¥,-1<t<0,
u(t,0) = e, u (t,0) = —e™t, t=>0



gecikmeli lineer olmayan parabolik baslangic ve siir deger probleminin Laplace

doniisiim metodu ile ¢6ziimii elde edilmistir.

Besinci boliimde

(au(t, x) 0%u(tx)
ot ox2
u(t, x) [u(t -1,x) — e_(t_l)e_xz] —ete™¥ — (-2 + 4X2)e_te_xz,x,t >0,

utx) =ete*,—1<t<0

lineer olmayan gecikmeli parabolik denklem i¢in baslangi¢c deger probleminin Fourier

dontisiimii yontemi kullanarak analitik ¢oziimii verilmistir.

Altinct boliimde

=u(t,x)[u(t — 1,x)cosx — u,(t —1,x)sinx] ,t >20,0<x<m

ot d0x?
u(t,x) = e tsinx,-1<t<0
u(t,0) =u(t,m) =0,t =0

{au(t, x) d%u(t,x)

lineer olmayan gecikmeli parabolik denklem i¢in sonlu fark yontemi g¢aligilmistir.
Problemin ¢6ziimii i¢in birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalari
olusturularak elde edilen yaklasik ¢oziimler ile tam c¢oziimler arasindaki hata tablolar

halinde verilmistir.
Son olarak tezin yedinci boliimiinde genel sonuglar 6zetlenmistir.

Yaklasik c¢oziimleri bulabilmek i¢in yapilan MATLAB programlar1 eklerde

verilmistir.



BOLUM 2

ZAMAN GECIKMELI LINEER OLMAYAN PARABOLIK
DENKLEMLERIN SINIRLI COZUMLERI ICIiN VARLIK VE
TEKLIK TEOREMI

Bu béliimde zaman gecikmeli lineer olmayan parabolik denklemlerin tek sinirlt

coztimlerinin varligi igin gerekli kosullar bulunacaktir.

{ut(t) + Au(t) = f(u(®),u(t—w)),t >0 (2.1)
u(t) = @(b), —-w<t<0 (2.2)

baslangi¢ deger probleminin abstract halini g6z oniine alalim.
t

u, (t) = e At (0) + j e A, 1 (), up(s —w))ds,n = 1,2, ...
0

uo(t) = @(b)
problemin yinelemeli (rekursif) ¢oziimiidiir.
Teorem 2.1

() @®eC([0,),E), p()eD(A) ve [lo(D][g =M, —w <t <0
(i)  f: EXE- E siirekli ve sinirli fonksiyon yani ||f || < M olsun ve L pozitif sabit

olmak tizere w’ya gore Lipschitz kosulunu saglasin. Yani

[If(u,w)-f(v,w)|le < L ||u-V|e



esitsizligi gergeklensin. Bu durumda (2.1), (2.2) probleminin D’de sinirl1 tek bir ¢oziimii

vardir.

Ispat: 0 < t < w araligini g6z dniine alalim. (2.1) problemi

u (1) + Au(®) = f(u(®), et —w)),  u(0) = ¢(0)

problemine dontisiir. Buradan da bu problem
t

u(t) = e At (0) + f e A=9f(u(s), p(s — w))ds (2.3)

0

integral formunda yazilabilir. Ardisik yaklagimlar metoduna gore

u(® = uo(® + ) (U () — us(®)

ve

up(t) = e (0)

u;(t) = e Atp(0) +f e Ay, (s), (s —w))ds, i=1,.2,..

0

olmak tizere;

[ue(Ol]g = |e_tA||E—>E||(P(O)||E < M||e_tA||E—>E
elde edilir.
lle™™||g_g < Pe™3,8 >0 (2.4)

olsun. Bu durumda
[luo(D|lg < M.P

bulunur. (2.4) ve f’nin siirlihigi kullanilirsa

t
[lur () = uollg < f||e_A(t_S)||E—>E”f(u0(S):(P(S_W))”Eds < MPt
0

oldugundan

[luy(DI|g < MP + MPt
elde edilir. (i1)’den
[lu2(9) = w, O],

< f 1e™A09) ]| f(ur (), 9Cs — W) = F(uo(s), (s — )| ds
0



t
< LPf 11Cur(s) = uo(s)]eds
0

t
< LPZI\_/If sds
0

_ L2p2%t?
M 2!
M (LPt)?
L1 2
bulunur. Buradan

M (LPt)?
t < MP + —
102 (Ol < MP + -
olur. Tumevarim kullanilirsak
M (LPt)"
L n!

[un(® — up O], <
olsun.

[lunse1(®) = un (O],

t
< [ e lgg [iun(s) 00 = W) = Huna (52, 065 = W),
0

t

< Pf L||(up(s) — up_1(s)||gds
0

t M (LPs)"
< Pj L— ds
o L

n!
_ tsn
= ML“P““] —ds
o !
Pn+1tn+1
(n+ 1)!
_ M (LPs)"*!
L (n+1)!

= ML"

elde edilir.

U = 1g(® + ) ua () — (V)]

oldugundan

lulle < MP+ " flus ® = w(Ole
i=1



M (LPt)i*?
L({i+1)!

< MP +

(o]
1=1

=

SMP+r LPtg<t<w

bulunur. Buda 0 <t <w ig¢in (2.1) ve (2.2) probleminin sinirli ¢éziimiiniin varligini

gosterir. (2.1) ve (2.2) nin ¢dziimii icin w < t < 2w araligin1 géz Oniline alalim. Bu

durumda 0 <t —w < w olur. t ‘yi (t-w) ile yer degistirirsek,
100, @u®)]| = My,

ve

lpw®I] < My

u(t) = @, w<t<2w

olsun.
t—w

u(®) = e Mg, (0) + f A9y (s), (s — W))ds
0

ve

u(® = p(® + ) (1542(0 — (V)
i=1

up(t) = ey, (0)

t—-w

u;(t) = e g, (0) + J e Af(u;_y,5), Py (s — w))ds,
0

oldugundan

uo1e = |le™|lsellew(O)le < My|le™|lp-k

bulunur. (2.4) esitsizliginden
lue(Ml]g < MyP

elde edilir.

t—w

1y () = up(®)lg < f 1e™A 9|55 [f(uo (), P (s — w))]| ds
0

[luy(®D]|g £ M,P+ M P(t—w), w<t<2w
esitsizligi saglanir.

[lu2 () = O]



t—-w
< f |le= A9 |k ||f(u1(s), Ow(s— W)) — f(uo (s), (s — W))”Eds
0

ngf 1ua(s) = ug(8)][gds
0

L t—-w
< LP?M,, f sds
0

_ L2P?(t — w)?
—71-1
= LMy, —2!
B M,, (LP(t — w))?
L 2!
bulunur. Buradan

M., _ 2
Ol < M, P+ w LPE=wW))”

L 2!
olur. Boylece tiimevarim kullanirsak
M,, (LP(t — w))"
100() = U1 (Ol <

olsun.

[lup4+1 (D) —uy,(Ollg
t—w
< ] ||e—A(t—s)|
0

t—w
< Pf L|jup(t) —up_1 (D] ds
0

o TR (8), @uu(s = W) = (-1 (5), @un (s = W) ds

t=w M,, (LPs)"
j L—( )ds
0

M, (LP(t— w))™*

bulunur.

u® = uo(® + ) (U () - ws(®)

oldugundan
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lulle < My P+ leum(o wI,

M,, (LP(t — w))'*!
= MwP+ Z G+ 1)!

My,
< M,P+ = 3 elP-wW) W< t<2w

elde edilir. Budaw < t < 2w igin (2.1) ve (2.2) probleminin sinirlt ¢6ziimiiniin varligini

gosterir.

MZW
L

ullg < M, P+ glP(t-2w) 2w <t < 3w
|| ”E 2w

M
lullg < MpyP + —= P, nw<t< (n+ Dw

elde edilir. Boylece (2.1) ve (2.2) probleminin D’de sinirli bir u(x,t) ¢éziimii elde edilir.

(2.1) probleminin ¢oziimiiniin tek oldugu ispatlanabilir. Problemin wu(t)

¢Oziimiinden farkli bir v(t) ¢6ziimii olsun. Bu durumda v(t) icin

{vt(t) + Au(t) = f(v(t),v(t—w)),t > 0,
vi) =), —w<t<O0

olur. 0< t < w aralig1 g6z Oniine alinsin. Bu durumda
vE() + Avi(D) = f(vi (D), et — w)), 0<t<w

v1(0) = ¢(0)

olur. (2.3) kullanilarak

V(D) = e Mp(0) + f ~AC-9f(y1(s), (s — w))ds
0

integral formunda yazilabilir. Ardisik yaklagimlar metoduna gore

VO = O + ) (vha (0 - v ®)
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ve

v5(0) = e (0) = ug5(t)
t

vi(t) = e A(0) + f e A9yl (5), (s —w))ds,i=1,2,...

0

olmak Uzere;

up () — v () =0,

uf () —vit) = f eAt=s) (f (uil_l(s), o(s — w)) — f(v}_l(s), o(s— w))) ds,i=1,2,..

0
elde edilir. (i1) ‘den
t
b)) — v} ®lls < P|lub(®) — v3®|, +PL j |t 1(s) = v (©)l| ds,i=12,.. (2.5)
0

olur. (2.5) formiili kullanilarak

0 < |lud(® - vi®lls < P|lo(0) = (0)|, +PL f llu(s) — i ()l ds = 0
0

olur. Buradan

t
0 < |[d(® - v®lls < P|lo(0) — (0)|, +PL j [lul(s) - vi(s)l| ds = 0
0

elde edilir. Timevarim yontemi kullanilarak,

||ui1—1(t) - Ui1—1(t)||E =0

oldugu kabul edilirse

t
0<|[uii®-vi®|le <Pllo0)—@OI], +PL f lluks(s) - v3_1(5)||Eds =0
0

bulunur. Boylece
[ui(® — v ®]le =0
olur.
ul(t) = lim u} (t)
L—>00
v(6) = lim v} ()
1—>00
oldugundan
ul(t) =vi(t),0<t<w
elde edilir. Buda 0 <t < w igin (2.1) ve (2.2) probleminin sinirli ¢éziimiiniin tekligini
gosterir. (2.1) ve (2.2) nin ¢oziimii i¢in w < t < 2w araligin1 géz Oniine alalim. Bu

durumda 0 <t —w < w olur. t “yi (t-w) ile yer degistirirsek, bu durumda
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vE(D) + Av2(t) = f(v2(), o (t—w)),0 St < w

v2(0) = ¢ (0)
olur. (2.3) kullanilarak

t—w

P2(1) = e A, (0) + f e AEIf(2(s), @y, (s — W))ds
0

integral formunda yazilabilir. Ardisik yaklagimlar metoduna gore
V2O =3O + ) (vAa (0 - v2(®)
i=1

ve

vi(t) = e %, (0) = uj(t)
t—w

vZ(t) = e A, (0) + j e AEIf(p2 L (s), @ (s —w))ds, i=12,..
0

olmak tizere;
u§(® —v5(0) =0,
t-w (tes)
(O -vi®) = A9 (fuf 1 (5), @w (s = w) ) = fW2i(s), @ (s —wW)) )ds,  i=12,..
WO @ = [ e ({1,006~ ) ~OF(9), 0~ w))ds,
elde edilir. (ii) ‘den

t-w
() — v2(®Olls < P|lud® — v3®I|, +PL f [lu?1(s) = vEs )| ds,i=12,.. (2.6)
0

olur. (2.6) formiilii kullanilarak

t-w
0= 2 ® - w20l <Pllow©® — 0wl +PL [ [l - 3I| ds =0
0

olur. Buradan

t-w

0 < |[u3(® - v3®|le < P|low(0) — @y (0], +PL f [t (s) ~vi()| ds=0
0
elde edilir. Tiimevarim yontemi kullanilarak,

||ui2—1(t) - Vi2—1(t)||E =0

oldugu kabul edilirse

t-w
0 < |[uf(®) = v/ ®le < Pllow(0) — @u (0], +po luf1 () = w21 )| ds=0
0

bulunur. Boylece
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[uf(® = vZ®O|le =0
olur.
u?(t) = lim u? (t)

1—>00
v2(t) = lim v7 ()

L—>00
oldugundan
u?(t) = v2(t), w<t<2w
elde edilir. Bu da w<t< 2w igin (2.1) ve (2.2) probleminin sinirli ¢éziimiiniin
tekligini gosterir. Benzer sekilde
u(t) =v*(t), m—Dw<t<nw, n=1.23,..
bulunur.
u(t) = lim u™ (t)

n—-oo

olur. Boylece (2.1) ve (2.2) probleminin D de sinirli u(x,t) ¢oziimiiniin tek oldugu

goriiliir.
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BOLUM 3

ZAMAN GECIKMELI LINEER OLMAYAN PARABOLIK BiR
DENKLEM iCiN BASLANGIC VE SINIR DEGER PROBLEMININ
FOURIER SERILERI VE DEGISKENLERINE AYIRMA METODU

ILE COZUMU

3.1. Fourier Serilerine Ayirma Metodu

19. yiizyilin baslarinda Fransiz matematikei, fizik¢i ve miihendis Jean Baptiste
Joseph Fourier garpici bir kesifte bulunmustur. Cisimlerdeki 1s1 ve titresim yayilimini
modelleyen kismi diferansiyel denklemler {izerine arastirmalarinin bir sonucu olarak,
Fourier, her fonksiyonunun siniis ve kosiniis elemanter trigonometrik fonksiyonlarinin
bir sonsuz serisi ile temsil edilebildigi diisiincesini ortaya atmustir. Ornegin piyano,
keman, trompet, obua veya davul vs. gibi bir miizik aleti tarafindan ¢ikarilan ses goz
Oniine alinirsa sinyali trigonometrik bilesenlerine ayirmak, kendine 6zgii ayirt edici ses
tinilarin1 iiretmek icin birlestirilen ton ve ahenk sesi gibi temel frekanslari meydana
getirir. Fourier ayrisim1 modern elektronik miizigin temelinde yatar. Bir sentezleyici,
enstriimanlarin farkli seslerini yeniden iretebilmek icin katkisiz siniis ve kosiniis

tonlarini, Fourier’in genel kurallarina gore birlestirir.

Fourier’in iddiasi o kadar sasirtict ve beklenmedikti ki zamanin birgok
matematik¢isi bu sava inanmamistir. Giliniimiizde Fourier analizi uygulamali
matematigin gerekli araglarindan biridir ve genis bir yelpazede farkli diferansiyel

denklemlerin ¢6ziimii son derece kuvvetli analitik bir ara¢ olusturur. Bir fonksiyonun
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Fourier temsili, adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin kullanilan 6z vektor
acilimlarinin stirekli karsiligidir. Siirekli ortamda 1s1 ve titresimlerin yayilimin
modelleyen temel kismi diferansiyel denklemler, ayrik sistemlerin fonksiyon uzayindaki
karsilig1 gibi goriilebilirler. Bu stirekli bolgede ¢oziimler, bir sinir deger probleminin 6z
deger ve 6z fonksiyonlarindan olusturulan basit ayrilabilir ¢oziimlerin lineer birlesimi
olarak ifade edilebilir. Fourier analizinin etkinligi, trigonometrik fonksiyonlarin
ortogonallik Ozelligine dayanir. Fourier serileri, simetrik matrislerin ve ortogonal 6z
vektor tabanlariin sonlu boyutlu spektral teorisinin bir fonksiyon uzay1 versiyonu gibi

goriiliir.

Fourier serileri titresim analizinde, elektrik miithendisliginde, sinyal islemesinde,
akustiklerde, kuantum mekaniginde, resim islemesinde ve ekonomi hesaplamalar1 gibi
gesitli alanlarda kullanilmaktadir. Fourier serisi kavraminin izlerine Euler ve
Bernoulli’nin titresen tellerle ilgili calismalarinda rastlanmaktadir fakat Fourier teorisi

ilk olarak 19. ylizyilin baslarinda Fourier’in 1s1 iletimi {izerine yaptig1 calisma ile baslar.

T(0,t) = T(m, t) = 0, uglarda sabit sifir sicakligina sahip x = 0, x = m arsinda gerilen
1 uzunluklu ince telin verdigi T(x,t) sicakligini tanimlayan probleminde, Fourier,

T(x,0) = f(x) baslangi¢ 1s1s1n1 siniis fonksiyon serisine agilabilecegini ileri siirmiistiir:

f(x) = by sin(kx) 3.1)
kz 8
J— 2 " ] J—

by = Efo f(x) sin(kx) dx , k = 1,2, ... (3.2)

Fourier (3.1) denlemindeki sonsuz serinin yakinsakligi hakkinda tatmin edici bir
ispat vermemistir fakat her f fonksiyonu i¢in yakinsakligin saglandigi varsayimini ileri
stirmiistiir. Dirichlet, Riemann, Lebesgue ve digerlerinin gelecek iki yiizyildaki
calismalarinda, tam olarak hangi fonksiyonlarin bu trigonometrik serilere agilabileceginin

gosterilmesine ihtiyag vardir. (3.1) ve (3.2) denklemine ilaveten Fourier, T(x,t)

sicakliginin
or = o°T 0<x< t>0
ot ox?’ s ’

T(0,t) = T(m,t) = 0,¢t > 0,
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T(x,0)=f(x), 0<x<m.

smir kosullu 1s1 denkleminin ¢6ziimii oldugunu ileri siirmistiir. (3.1) denklemini

kullanarak T(x,t) ¢6ziimiiniin

T(x,t) = z bre %t sin(kx) (3.3)
k=1

biciminde oldugunu gostermistir [42] .

3.2 Bir Fonksiyonun Fourier Serisine A¢ilim
Tamm 3.1. T, pozitif sabit olmak {izere;
fx) =f(x+T), -0 <x <

esitligini saglaniyor ise f ‘ye T periyotlu periyodik fonksiyon ve bu esitligi saglayan en

kiiclik pozitif T sayisina da f (x) in periyodu denir.

Periyodik bir f(x) fonksiyonu, periyodun igindeki sonlu sayida nokta haricinde
taniml1, kendisi ve birinci tlirevi pargali stirekli dolayisiyla tanim bolgesi i¢inde sinirlt bir

aralikta integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1 N 2T
f(x) =720 + E ay cos(wkx) + by sin(wkx), w = —
k=1

olarak tanimlanan seri, f(X) fonksiyonuna yakinsar. f(x) fonksiyonun bu esitligine Fourier
acilimi, ay ve by katsayilarina Fourier katsayilari ve bu seriye de Fourier serisi ad1 verilir.
Stireksizlik noktalarinda bu seri fonksiyonun sag ve sol degerlerinin ortalamasina
yakinsamaktadir. Bu yakinsama sartlarina Dirichlet sartlar1 denir. Verilen ai ve by

katsayilar

2 T
ag = Tl f(x) cos(wkx) dx , k=0,1,..,
0

2 T
by = T_f f(x) sin(wkx) dx, k=12, ..
0
olarak hesaplanirlar.
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3.3 Degiskenlerine Ayirma Metodu

Baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan kullanisl bir metot
degiskenlerine ayirma metodudur. Lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak

icin uygulanir.

AB,CDEF katsayilart x ve y’nin fonksiyonlar1 olmak tizere; iki bagimsiz degiskenli
Auyy + 2Buyy + Cuyy + Duy + Euy, + Fu=0 (3.4)
lineer diferansiyel denklemi g6z 6niine alinsin. Bu denklemin

u(x,y) = XY Q) (3.5)
biciminde ¢oziimlerini bulmak i¢in (3.5), (3.4) denkleminde yerine yazilirsa

AX"Y +2BX'Y'+ CXY" + DX'Y + EXY' + FXY =0 (3.6)

elde edilir. (3.5) denklemi

1 1
7 D)X =2g(y,Dy)Y (3.7)

seklinde yazilabilirse (3.4) denklemine degiskenlerine ayrilabilir denir. (3.7) denkleminin
sol tarafi yalnizca x degiskeninin bir fonksiyonu ve sag tarafi yalnizca y degiskeninin bir
fonksiyonudur. Farkli degiskenlere ait iki fonksiyonun birbirine esit olmasi, yalnizca her

iki fonksiyonun ayn1 A sabitine esit olmasi ile miimkiindiir. Buradan

1 1

)—(f(x; D)X = ?g(y, D,)Y =4

ve

f,DI)X—-2X=0, g(y,D,)Y —2¥ =0 (3.8)
elde edilir.

Degiskenlerine ayirma metodu, sabit veya degisken katsayili homojen lineer
kismi diferansiyel denklemleri igeren problemlere uygulanabilir. Metodun
uygulanabilirligi diferansiyel denkleme oldugu kadar sinir sekline ve sinir kosullarinin
tanimina da baglidir. Metodun uygulanabilmesi i¢in denklemi olusturan diferansiyel

operator ayrilabilir olmali ve tiim baslangi¢ ve sinir kosullar1 degiskenlere bagl olarak,
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ornegin degiskenler x ve y ise x = sabit,y = sabit dogrular1 boyunca verilmeli ve x =
sabit i¢in smir kosullarini tanimlayan lineer operatorler, ¢oziimiin y ye gore kismi
tiirevlerini icermemeli ve katsayilar1 y den bagimsiz olmali, benzer sekilde y = sabit igin
sinir kosullarin1 tanimlayan lineer operatorler, ¢éziimiin x e gore kismi tiirevlerini

icermemeli ve katsayilar1 x den bagimsiz olmalidir [43].

3.4 Lineer Olmayan Gecikmeli Parabolik Denklemin Degiskenlerine Ayirma ve

Fourier Serisi Metodu Ile Coziimii
Bu alt boliimde lineer olmayan gecikmeli parabolik

(Ou(t,x) 9%u(tx) _
i T u(t, x). [u(t — 1,x).cosx — u,(t — 1,x).sinx],t = 0,0 < x < m,

(3.9)

u(t,x) = e lsinx,-1<t<0,0<x<m
u(t,0) =u(t,m=0, t=0

denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir deger problemi calisiimistir. Bu problemin ¢6ziimii igin

degiskenlerine ayirma ve Fourier serileri metodu kullanilacaktir.
te [0,1] igin t-1e [—1,0] oldugundan

u(t—1,x) = e~ sinx

ve

U (t—1,%x) = e~V cosx
fonksiyonlar1 (3.9) denkleminde yerine yazilirsa lineer olmayan parabolik denklem i¢in

(ou(t,x) 0%u(tx)

ot ox?
u(0,x) = sinx, (3.10)

ut,0) =utm =0, tefo]]

= u(t, x). [e" V. sinx. cosx — e~V cosx.sinx],0 < t < 1,0 < x <,

baslangic ve sinir deger problemi elde edilir. (3.10) problemini ¢6zmek i¢in bu durumda
(3.10) problemi,
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ou(t,x) 0%u(t,x)
— =0,0<t<10<x<m,
ot 0x?

u(0,x) = sinx, (3.11)
lut o) =utm =0, te[0]]

problemine doniigiir. Degiskenlerine ayirma metoduyla
u(t,x)=T(t)X(x) #0

biciminde tanimlayip denklemde yerine yazarsak
T'OXx) - TMOX"(x) = 0

veya

T'(@® X'

Tt XX (3.12)
bulunur. (3.12) esitliginden

X' (x) = AX(x) =0

{X(O) = X(m) = 0 (3.13)

denklemi elde edilir. Coziimii bulabilmek i¢in A’nin aldig1 degerlere gore iic durum sz

konusudur.

i) A =12 > 0 icin sadece asikar ¢6ziim vardir.

ii) A =0 igin C keyfi bir sabit say1 olmak iizere; X (X) =C ¢oziimii elde edilir.
iii) A = —n? < 0i¢in n = k,keZ* olmak iizere; ¢dziimiin

Xy (x) = cxcoskx + dysinkx,k = 1,2, ...

bi¢iminde oldugu goriiliir.(3.12) esitliginden

T'(t) — K2T(t) = 0 (3.14)

denklemi yazilir. Bu denklemin ¢6ziimii
Tie(®) = Cye ™™
bulunur.

Boylece ay = ¢ Cx , bx = diCx olmak iizere;
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oo (o8]

u(t,x) = Z a, coskx e Kt 4 Z bysin kx e Kt (3.15)
k=0 k=1
elde edilir.

u(0,x) =sinx,0<x<Tn

baslangi¢ kosulu kullanilirsa

Z ag cos kx + Z bysin kx = sinx
k=0 k=1

esitliginden

dg = 0,k=0

bl = 1,bk=0,k22

katsayilar1 elde edilir. Bu katsayilar (3.15) ¢oziimiinde yerine yazildiginda (3.11)

probleminin ¢éziimii

u(t,x) = e~ 'sinx, 0<t<1 (3.16)
bulunur.

t € [m—2,m — 1] i¢in u(t,x) = e 'sinx, m € N olsun.

t€[m—1,m]i¢in m—2<t—1<m-— 1oldugundan

u(t —1,x) = e~ sinx

ve

u, (t—1,x) = e~ D, cosx

fonksiyonlart (3.9) denkleminde yerine yazilirsa zaman gecikmeli lineer olmayan

parabolik denklem i¢in
ou(t,x) 09%u(t,x)
— =0m—-1<t<m0<x<m,
um—1,x) =sinx, 0<x<m, '

\ut,0) =utm) =0, te[m—1,m]
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baslangi¢ ve sinir deger problemi elde edilir. Degiskenlerine ayirma metoduyla (3.17)

problemin ¢ézimii

u(t, x) = e tsinx, m—-1<t<m (3.18)
biciminde bulunur.

Tiimevarim ile her t € [m,m + 1], m=0,1,2,.... i¢in

u(t,x) = et sinx

verilen problemin ¢oziimiidiir.
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BOLUM 4

ZAMAN GECIKMELI LINEER OLMAYAN PARABOLIK
BiR DENKLEM iCIN BASLANGIC VE SINIR DEGER
PROBLEMININ LAPLACE DONUSUM METODU iLE

CcCOZUMU

4.1 Laplace Doniisiimiiniin Tanimi

Laplace doniisiimii, adin1 bir matematik¢i ve astronom olan Pierre Simon
Laplace’tan almistir. 19. Yiizyillda Abel Lerch, Heaviside ve Bromwich tarafindan
kullanilmasina ragmen doniisiimiin giincel yaygin kullanimi ikinci diinya savasindan
sonra baglamistir. Benzer integral doniistimler Euler ve Lagrange gibi matematikgilerin
caligmalarinda goriilebilir. 1744 yilinda Leonard Euler, diferansiyel denklemlerin

¢Oziimleri olan

z= ]X(x)eaxdx, z= jX(X)xAdx

bicimindeki integralleri bulmustur fakat bu konu {izerine ¢aligmalarini stirdiirmemistir.
Joseph Louis Lagrange, olasilik yogunluk fonksiyonunun integralini alma iizerine yaptigi

calismasinda
j X(x)e *a*dx

bicimindeki integrali arastirmistir. 1782°de integraller denklemlerin ¢dzlimleri olarak

Laplace’1n ilgisini ¢gekmistir. 1785°te denklem ¢ozlimiinden ziyade doniistimiin kendisi
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ile ilgilenmis ve doniistiiriilmiis denklemlerin ¢6zlimlerini aramak yerine fark denklemini

tamamen doniistiiren Mellin doniisiimiine benzeyen

fxscb(x)dx

integral doniisiimii kullanmistir. Laplace, Fourier ‘in difiizyon denklemini ¢6zmek i¢in
kullandig1 Fourier serisi metodunun ¢oziimler periyodik oldugundan yalnizca uzayin
siirl bir bolgesine uygulanabildigini fark etmis ve 1809 yilinda uzayda siiresiz olarak

yayilan ¢oziimleri bulmak i¢in kendi doniisiimiinii uygulamistir.

Laplace Doniisiimii lineer sinir deger problemlerini ¢dzmek i¢in ve olasilik
teorisi ile mihendislik alanlarinda zamandan bagimsiz olan dogrusal sistemleri
modellemek amaciyla kullanilan bir doniisiimdiir. Diferansiyel denklemleri daha kolay
coziilecek cebirsel yapilara doniistiiriir. So6zii edilen yontem, ¢éziimii kolaylastirmasina
ragmen ¢oziim bulunduktan sonra t uzayina geri doniiste Laplace doniisiimiiniin tersini
bulma sorunu ortaya cikabilir. Laplace doniisiimii, baslangi¢c deger probleminin genel
¢Oziimiiniin ve keyfi sabitlerin bulunmasina gerek kalmadan baslangic kosullarini
kullanarak direkt ¢oziime gotiirtir. Laplace doniisiimii ile ilgili literatiirde bir¢ok kaynak

bulunmaktadir [44-47].

Tamm 4.1. f(t) fonksiyonu t > 0 i¢in tanimli reel veya kompleks degerli bir fonksiyon

olsun. s reel veya kompleks bir parametre olmak iizere;

F(s) = L(f(v) = j ooe‘Stf(t)dt = Tlgg J Te‘St f(t)dt
0 0

has olmayan integrali yakinsak ise F(s) fonksiyonuna f(t) fonksiyonunun Laplace

donisiimi denir

4.2 Laplace Déniisiimii ile flgili Baz1 Ozellikler
4.2.1 Lineerlik

Laplace doniigiimiiniin temel 6zelliklerinden biri lineerliktir. Re(s) > w i¢in f € L,

Re(s) > § icin g € L ise Re(s) > max{w, 6} i¢in f + g € L ve keyfi c,, c, sabitleri i¢in
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L(cif+c29)= 1 L(f)+ c,L(9)

esitligi saglanir. Laplace doniisiimii lineer oldugundan yalnizca lineer diferansiyel

denklemlere uygulanabilir.

4.2.2 Benzerlik
L{ f(t) }= F(s) ise keyfi a > 0 i¢in

L{ f(at)} = éF( )

s
a
Ispat: Tanimdan faydalanarak f(at) i¢in Lplace doniisiimiinii yazalim.

oo

L{ f(at) } = f f(at)e Stdt

0
elde edilir. Burada at = u dersek

adt = du

bulunur.

L{f(at) } = éfowf(u)e_%“du = %F(E)

(04

4.2.3 Laplace Doniisiimiiniin Varhgi

Teorem 4.1. f(t) fonksiyonu her sonlu 0 <t < a araliginda pargali siirekli ve istel

mertebeden bir fonksiyon ise yani
| f(t)] < Me*t,t > t,
saglantyorsa her bir s > « i¢in f(t) fonksiyonun Laplace doniisiimii vardir.

Ispat:

(o] T T
j f(He stdt| = ‘limf f(He stdt| < limJ [f(t)e~st|dt

T to T
= lim f [f(t)|e”Stdt = lim f [f(t)]e”Stdt + lim f [f(t)|eStdt
T—00 0 T—00 0 T—00 tO
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to T
Sf [f(t)|e~Stdt + limf Me“te~Stdt
0 T—00 to

to (a—s)to
= f [f(t)|e~s'dt + M =c,s>a
0 S—a
Boylece s > a degerinde
© ] (a—s)tg
f f(t)e stdt| < f [f(t)|e~Stdt + M =c
0 0 S—a

saglanmaktadir. Yani verilen has olmayan integral yakinsaktir. Bu teoremin kosullar

altinda f(t)’nin yani sira |f(t)|’nin de Laplace doniisiimii vardir.

Bu teorem Laplace doniistimiiniin varligi i¢in sadece yeter kosulu vermektedir. Bir

fonksiyonun Laplace doniigiimii, bu kosul saglanmasa da var olabilir.
Ornegin;

1
() ={Vi=1

t ; t>1

0<t<1,

fonksiyonu verilen teoremin kosullarini saglamamasina ragmen bu fonksiyonun Laplace

doniisiimii mevcuttur.

4.2.4 Laplace Doniisiimiiniin Tersi:

Mevcut problemlere Laplace doniisiimiinii uyguladiktan sonra bu doniisiimiin

tersini uygulamak gerekir.

L{f(0} = F(s)

ise o zaman orijinal fonksiyon Laplace doniisiimiine kars1 gelen fonksiyonun ters Laplace

doniigtimii
L‘l{F(s)} =f(t),t=0

ile tanimlanir. [0,00) araliginda siirekli fonksiyonlarin ters Laplace doniisiimleri tektir.
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4.2.5 Laplace Déniisiimiiniin Integrali

Teorem 4.2: f,[0,00) araliginda pargali siirekli ve a tistel mertebeden bir fonksiyon ise

L{f(t) } = F(s) ve tlirg;r @ iken

fooF(x)dx - L(@) s>a

olur.
ispat:

F(x) = f ooe_Xt f(t)dt, (x reel)
0

Denklemin her iki tarafindan s’den «’a x e gore integrali alinirsa

fooF(x) = vlvilrgofwowe"‘t f(t)dt> dx
S S 0

elde edilir.

f e Xt f(t)dt
0

integrali a < s < x < w i¢in diizglin yakinsak ise verilen integralin sirasi (dx ile dt)

degistirilebilir.

[ee] w [ee]
f F(x) = limf (f e‘th(t)dt> dx
S W= Js 0
= lim (J e Xt f(t)dx) dt
o [o—Xt w
= lim f [ f(t)l dt
wow Jo —t s

*® f(t *® f(t
=f e‘Stht— limf e‘Wtht
0 t 0 t

1)
t

bulunur.
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4.2.6. Tiirev icin Laplace Doniisiimii Teoremi

f(t) fonksiyonu, [0,00] araliginda ve iistel mertebeden bir fonksiyon olsun. f'(t)
sonlu bir [0,a] araliginda pargali siirekli ve s > y (reel(s) > y) iken f'(t) nin Laplace

doniistimii vardir. Bu doniisiim

L{f' (0} = s. LD} — £(0)

ile tanimlanir.

L{f' ()} = f f'(t)e stdt
0

Ispat:

d —sty _ __ —st ' —st
a(f(t)e ) = —sf(t)e 3t + f'(t)e

R R
f f'(t)e stdt = f(R)e SR — f(0) + s f f(t)e stdt
0 0

R — oo i¢in limit alinirsa

R R
lim | f'(t)e Stdt = 0 — f(0) + s lim f f(t)e stdt
R—oo0 0 R— 0

elde edilir. Sag taraftaki limit s > y i¢in var oldugundan sol tarafinda limit de vardir. Yani

f'(t) nin Laplace dontisiimii vardir.

f oof(t)e‘Stdt = L{f(t)}
0

oldugundan

L{f" (D} = sL{f(D)} — £(0)

elde edilir.

4.2.7. Yiiksek Mertebeden Tiirevin Laplace Doniisiimii

Teorem 4.3. f(t) fonksiyonu [0,00) araliginda (n-1). mertebeden tiirevlenebilen bir

fonksiyon olsun. f, ', ", ..., f(=1) fonksiyonlariin her biri iistel mertebeden ve £ her
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bir [0,a) araliginda pargali siirekli olsun. f™ nin s >y (reel(s) > y) iken Laplace

déniisiimii vardir ve asagidaki gibi yazilabilir.

L{fM(©} = s"L{f()} — s"76(0) — s"72f"(0) — -+ — sf*2(0) — =1 (0),
L{f" (0} = s?L{f(D)} — sf(0) — £'(0),

L{f"" (0} = s°L{f(D)} — s*f(0) — sf"(0) — "' (0).

Ispat:

L{f® ()} = sL{f®V ()} — f@-1(0),

L{f@-D ()} = sL{f®=D(p)} — £@=2(0),

L{f"(0} = sL{f(D)} — £(0),

L{f™ ()} = s"L{f(H)} — s"71F(0) — s"72f'(0) — - — sf@=2(0) — f@=1(0),

4.2.8. Oteleme Ozelligi
T > 0 olmak tizere L{f(t — 1)} = e STF(s) dir.
Ispat:

t < 7 i¢in f(t)=0 oldugundan

(o]

-3 = |

f(t—1)e™5'dt = J f(t — 1) e 5'dt
0 T

bulunur.

t — T = u icin dt=du degisken doniistimii uygulanirsa

j f(u) e=5(W+Ddy =f f(u)e™S" e~ 5%du
0

0
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= e‘“f f(u)e " du
0

= e STF(s)

elde edilir.

4.2.9. Kuvvet Fonksiyonunun Laplace Doniisiimii

n

d
L{t"f(t)} = (—1)HEF(S),H = 1,2, ... esitliginde 6zel olarak f(t) = 1 alirsak

n

dn
L{t". 1} = L{t"} = (- D" 55 F ()

ve
1
L{1} = 5= F(s) oldugundan
d" /1 n!
L") = 057 (5) =

4.2.10 Laplace Doniisiimiiniin  Kismi Diferansiyel Denklemlere
Uygulanmasi
u=u(x,t) ve t > 0 iken u’nun x’e gore Laplace doniisiimii U(s,t) olmak tizere

(o]

U(s,t) = L{u(x,t)} = j e ¥ u(x, t)dx

0

olarak yazilir.

L(@u)_f‘” _Sxau(x,t)d B E)J‘“’ st u(x 0d _9U(s,t)
at) =), € ot o), & TEPET Ty

olur. Bu ifade tiirevin doniisiimiiniin, doniisiimiin tiirevine esit oldugunu gosterir.

(09) (o)

lim | e S*u(x t)dx = f e ¥ u(x, ty)dx

t—)to 0 0

limU(s, t) =U(s, ty)
t—)to

30



aU(s,t) _dU(s,t) dU
ot dt  dt

elde edilir.

Burada s parametresi sabit olarak ele alinir ve t’ye gore kismi tiirev, adi tiireve
doniistiiriilerek islemler yapilir. Benzer sekilde ikinci mertebeden tiirev igin de s
parametresi sabit olarak alinir ve 2.mertebeden kismi tiirevin Laplace doniisiimii de adi

tiirevin Laplace doniisiimiine doniismiis olur. Bu doniisiim

. 0*u\ d?U
otz ] dt2
olarak yazilabilir. u(x,t)’nin x’e gore kismi tiirevinin Laplace doniisiimii

L (g—i) = sL(u(x, ) — u(0%,t) = sU(s,t) — u(0¥,t)

olarak yazilir. u(x,t)’nin x’e gore 2. mertebeden kismi tlirevinin Laplace doniistimii

L. (62u(t, X)

e, > =s2.U(t,s) — s.u(t,0) — uy(t,0)

olarak yazilir.

4.3. Zaman Gecikmeli Lineer Olmayan Parabolik Bir Denklem icin Baslangi¢ ve

Sinir Deger Probleminin Laplace Doniisiim Metodu ile Coziimii

ou(t,x) 9%u(t,x)
ot 0x?

ut,x) =ete*,-1<t<0,

u(t,0) =e™, u, (t,0) = —e7t, t>0.

+ 2u(t,x) = u(t,x). [u(t—1,x) + u(t— 1,x)],x,t = 0,
(4.1)

gecikmeli lineer olmayan parabolik baslangic ve smir deger probleminin Laplace

doniisiim metodu ile ¢dzlimii bulunabilir. x degiskenine gore Laplace doniisiimii alinirsa

Ly(u(tx) = jwe_sxu(t, x)dx = U(t,s) (4.2)
0

ve
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du(t,x)\ dU(ts)
LX( ot ) o dt (43)
L ou(t,x) B
X( I ) =s.U(t,s) —u(t,0), (4.4)
2
Ly (%) = s2, LX(u(t, X)) —s.u(t,0) —u,(t,0)
=52.U(t,s) —s.u(t,0) — uy(t,0) (4.5)

olarak tanimlansin.

Oncelikle t € [01] igin t — 1 € [—1,0] oldugundan
u(t—1,x) = e 1 X

ve

U (t—1,x) = —e~ (D =X

elde edilir. Bunlar (4.1) denkleminde yerine yazilirsa,

™ e, + 2u(t,x) = e te X, [e"(t‘l). e X — e~ (t-1), eX],x=0,t>0,

u(t,x) =ete™,-1<t<0,
u(t,0) = et u (t,0)=—e™, t=>0

Jau(t, x) 9%u(t,x)

problemine doniisiir. Denklem diizenlenirse

+2u(t,x)=0,x=>0,t=>0,

ou(t,x) 92%u(t,x)
! ot 0x?2

ut,x) =ete™¥,-1<t <0, (4.6)
u(t,0) = et u (t,0) =—e™, t=>0
bulunur. (4.6) denkleminin her iki yanina Laplace doniigiimii uygulanirsa
( [ou(t,x) 0%u(t,x)
Ly <T — Ly oz + LX(Zu(t,X)) =0,x=>0,t=0,
(4.7)

Ly(u(tx) = Ly(e™¢™),-1<t<0,
LLX(u(t, 0)) =Ly(e™®, Ly(u(t0))=Ly(—e™), t=0

elde edilir. (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) ile tanimlanan doniisimler denklemde yerine
yazildiginda,
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oU(t,s)
ot

U(t,s) =
| (t,s) 1+s
\U,0) = et s ULO)—u(t0)=—et, t>0

—5s2.U(t,s) + s.u(t,0) + uy(t,0) + 2U(t,s) = 0,t >0,

et —-1<t<0, (4:8)

bulunur. Baglangi¢ kosullarini yerine yazarak denklem diizenlenirse,

oU(t,s)
ot
elde edilir.

+ (@2 -=s5)U(t,s)+set—et=0

Boylece

dU(t,s)
dt

+ (2 —-s2)U(,s) =(1—s)et (4.9)
adi diferansiyel denklem elde edilir. Burada integrasyon ¢arpant,

= efo"°(2—sz)dt — o(2-s?)t

olarak bulunur. integrasyon carpani kullanilarak

e(z=s))t y(t,s) = f e(2=s)t(1 — g).e~tdt
ve

U(ts) = e (257t [(1 - s).ﬁ. ety ¢| (s # 1)

U(t,s) = et + ce (257t

1+s

bulunur.
Baslangic kosulu
U(t,0)=et+ce?t=¢t

kullanilarak ¢=0 olur. Buradan

1
U(ts) = T Se_t (4.10)

elde edilir. (4.10) esitliginin her iki yanina ters Laplace doniistimii uygulanirsa
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L1(U(ts)) = Lt (1 i . e_t)
u(t,x) = e *e Lt € [0,1]
bulunur.
tem—1,m]icihm—-2<t—1<m—1 oldugundan
u(t—1,x) = e 1 X
ve
U (t—1,x) = —e~ (D =X
degerleri (4.1) denkleminde yerine yazilirsa
ou(tx) d%u(t,x)
ot ox?

ut,x) =ete* m—-2<t<m-1,
u(t,0) = et u (t,0) =—e™t, t=>0

+2u(t,x) =0,x=>0,t=>0,
(4.11)

baslangi¢ ve sinir deger problemi elde edilir. Laplace dontisiimiinii denklemin her iki

yanina uygulayarak

u(t,x) =eXe L, te [m—1,m]

¢Oziimi bulunur.

Tiimevarim ile her t € [m, m + 1], m=0,1,2,.... igin (4.1) probleminin ¢6ziimiiniin
-t

u(t,x) = e e

oldugu gortiliir.
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BOLUM 5

GECIKMELI LINEER OLMAYAN PARABOLIK BiR
DENKLEM iCiN BASLANGIC DEGER PROBLEMININ
FOURIER DONUSUMU METODU iLE COZUMU

5.1. Fourier Doniisiimii

Fourier doniisiimiine dayanan metotlar, miihendislik ve fen bilimlerinin devre
tasarimi, spektroskopi, kristalografi, sinyal igleme ve haberlesme, goriintiileme vs. gibi
birgok alaninda kullanilir. Fourier serileri, yalnmizca periyodik fonksiyonlara
uygulanabildiginden sonsuz aralikta tanmimlanmig periyodik olmayan fonksiyonlar,
Fourier serisi agilimlariyla verilemezler. Bu durumda Fourier serisi yalnizca sonlu
aralikta tanimlanan fiziksel problemlere ve dolayisiyla bu tiir diferansiyel denklemlere
uygulanabilir.  Sonsuz aralikta tanimlanan, periyodik olmayan fonksiyonlar ig¢in
periyodun limitini sonsuza gotiirerek olusturulan Fourier doniisimii kullanilabilir.

Fourier doniistimii ile ilgili literatiirde bir¢ok kaynak bulunmaktadir [48-51].

(=T,T),T > 0 araliginda tanimlanmis 2T-periyodlu f(x) fonksiyonu goz

ontine alinsin. f 7 (x) , mutlak integrallenebilen bir fonksiyon olsun yani

0= j £ (0] < oo 5.1)

saglansin. Bu fonksiyonun Fourier serisine agilima:
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1 (T 1 (7 k(s —
fr(x) :ﬁf_TfT(s)ds-{_T kZ;[_TfT(s)cos¥x)ds (5.2)

olarak yazilabilir. T — oo i¢in
£ = lim f7(x) (5.3)

fonksiyonu tamimlansin.(—T,T), araliginda f(x) =f;(x) ve f,fr fonksiyonlari
(—o0, ) da tanimli olmasina ragmen f(x) periyodik olmayan bir fonksiyondur. (5.2)
nin sag tarafindaki toplam
T s
_T T

1 o
- Z Aaf fr(s)cosa,(x —s)ds, Aa = a1 —ap =
k=1

olarak yazilirsa bu seri a € (0, ©) degiskenine gore has olmayan integrale karsilik gelen

sonsuz Riemann toplami olarak yorumlanabilir.

1 (T 1% p
fr(x) = —f fr(s)ds+— Z Aaf f +(s) cosa,(x —s)ds
2T )_; s _T
k=1
olur. T — oo alarak limite gegilirse (5.1) kosulundan

<1fT|f()|d< 0
o _— [ - oo
~2T)_; TS =or =

1 T
o7 f_ Tf r(s)ds
esitsizligi elde edilir. (5.3) ile tammlanan f(x) fonksiyonu
1 [ee] (o]
fx) = - f {f f(s)cosa(x — s)ds} da (5.4)
0 —00

olarak bulunur.

Has olmayan integralin tanimindan ve

cosw = =[e™ + e™ ]

N =

formiiliinden yararlanarak (5.4) integrali

3 1 . R %)
fx) = - 1%1_{20 Jo {J_mf(s) cosa(x — s)ds} da
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R o)
= o— lim f f f(s)[e¥*=%) + e=2(=9)] dsda
—00 0 —00

1 *® R R
= — lim f U e‘“(x_s)da+f e““(x_s)dalf(s)ds
21 Roo ) o [Jo 0

bi¢iminde yeniden yazilir. z = —a degisken doniisiimii ile bu integral gosterim

flx)=— llm f U fa(x- S)da+f e i“("_s)dal f(s)ds

veya

1 @ ©
fx) = o j_ e“"xj_ e~ f(s)dsda (5.5)

bicimini alir.

Tanim 5.1.

FIF@IGs) = F(s) = % | rooeax (5.6)

integraline f(x) fonksiyonunun Fourier doniisiimii,

1 ©
FU(f(x) =f(x) = —J eSX F(s)ds (5.7)
V2 J_o
integraline de F(x) fonksiyonunun ters Fourier doniisiimii denir. Fourier doniistimii
F(f), ters Fourier doniisiimii ise F~1(f) ile gosterilir.

Bu doniisiim diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in bir kolaylik saglar. Dontisiim
ile verilen diferansiyel denklem «a parametresine bagli cebirsel denklem olarak
yazilabilir. Denklemin ¢6ziimiinli yapildiktan sonra ters doniisiim uygulanarak orijinal

denklemin ¢oziimii elde edilir.

5.2. Fourier Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

5.2.1. Lineerlik
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Fourier doniisiimii lineer bir dontsiimdir. f(x) ve g(x) integrallenebilir
fonksiyonlar, c;, c, keyfi sabitler olmak iizere;
F(cif(x) +c28(x)) = c1F (f(x) )+, F (g(x))

saglanir. Fourier donlisiimii lineer oldugu i¢in lineer diferansiyel denklemlere

uygulanabilir.

5.2.2. Oteleme

(1) Fourier doniisiimii zaman degiskenine gore dteleme 6zelligine sahiptir. Yani
Flf(x—a)](s ) = e *F[f(x)](s)

esitligi saglanir.

Ispat:

F(f(x—a)) = Ly f(x — a)e™*dx
V2m )

olur. integralde x — a = u degisken déniisiimii yapilirsa

1 *© . 1 . *© ) )
F(fx—a)) = Ef f(u)e isw+aqy =Ee“5“f f(ue SUdu = e “4F(s)

elde edilir.

(i)  Fourier doniisiimii frekans 6teleme 6zelligine de sahiptir. Yani
F(f(x)e®*) = F(s — a)

olur.

Ispat:
F(f(x)e'®) = LJOO f(x)elaXe isXdx = Lfoof(x)e_i(s_a)xdx =F(s—a)
\/ET[ —0 \/ET[ —00

elde edilir.
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5.2.3. Tiirevin Fourier Doniisiimii

F (df(x)

Iy ) = isF(s)

esitligi saglanir.

ispat:

f(x) = waeisxF(s)ds

V21
ve
df 1 d (> .
d(;() — Eaf elSX F(S)dS
1 “d ..
1 N .
= \/—Tf ise"*F(s)ds = isf(x)
TJ—o

bulunur. Buradan

(e

) = F(isf (x)) = isF(f (x)) = isF(s)

elde edilir. Tkinci mertebeden tiireve benzer bigimde Fourier déniisiimii uygulanirsa

d>f df
F <£> = isF( (X)) = —52F(s)

dx

elde edilir. Boylece n. Mertebeden tiirevin Fourier dontigiimii

dxm

PS80 = sy r(e0) = (s F(s)

olur.

5.2.4. Fourier Doniisiimiiniin Tiirevi

dF(s)
ds

= —iF(xf(x))
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esitligi saglanir.

Ispat:

= % f_o:o f(x)%e‘isxdx

- \/_‘Tln f_o:oxf(x) e % dx = —iF (xf (x))
elde edilir.

5.3. Bir Gecikmeli Parabolik Baslangic Deger Probleminin Fourier Doniisiimii

Metodu Ile Coziimii

(Ou(t,x) d%u(tx)
ot ox2
u(t,x)[u(t—1,%) — e_(t_l)e_xz] —e e — (=2 +4x%)ete ™, x,t >0, (5.8)

ku(t, X) =e b e X, —1<t<0

gecikmeli parabolik baglangic deger probleminin ¢6ziimii i¢in Fourier doniisiimii

metodunu kullanalim.

-1<t<0i¢in
u(t—1,x) = e~ ®D g%

elde edilir.

Uy 41 (mw, X) = uy, (mw, x)

utx) =uy(tx),((m—1Dw<t<mw,m=0,1,2, ...
olarak alinirsa

w=1 i¢in

Upe1(m,x) = up(m,x),u(t,x) =uy(t,x),(m—1) <t<m
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olur. (5.8) denklemi,

(aum+1(t' X) _ 0% U1 (t, %) _
ot )& a
4| Uns1 (&0 [up(t— 1,x) —e"E Ve ™| —e~te™ — (=2 + 4x¥)e te™  (59)

kxeR,mStSm+1, m=20,1,2, ...
bi¢iminde yeniden yazilirsa

m=0 i¢in , -1 <t <0 ve x€ R iken

2

t X

up(t,x) = e "e
Up(t—1,x) = e~ D g

bulunur. m=1 i¢in 0 <t <1 olur ve (5.9) denklemi

ouy(t,x)  9%uy(t,x)
ot 0x?
xeR, 0<t<1, (5.10)

= u (5 X)[up(t— 1,%x) — e~ E Ve ¥ ] — e te™ — (=2 + 4x2)e~te™®’,
0

olarak yazilir. Gecikmeli terimler yerine yazilirsa

ou; (t,x) 9%u,(t,x)
Jt ox?

= u;(t,x) [e‘(t‘l)e‘XZ - e‘(t‘l)e‘xz] —ete™ — (=2 + 4x?)e te X

ve boylece

ou;(t,x) 0%uy(tx)

p™ pw —e e — (=2 + 4x?)e"te™¥’ (5.11)

denklemi elde edilir. (5.11) denklemine Fourier doniisiimii uygulanirsa

U(t,s)=F{u(t,x)} ve

F {M} = —s?U(t,s),

x>
_e2
F{e‘te‘xz} —etyme /4,

F{x2e '} = ?e_sz/‘l(Z —s?)

dontisiimler yerlerine yazilip denklem yeniden diizenlendiginde
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oU,(t,s)

3t +s2Uy(ts) =F{—-(1-2+ 4X2)e_te_"2}

ve buradan

dU,(t,s)

5t s2U, (t,5) = F{(1 — 4x?)e~te "} (5.12)

elde edilir. Fourier doniisiimii alindiginda

oU,(t,s)

_2 e <2
m + 52U, (t,s) = e e /4—4Te_te a2 = s2)

ve denklem t degiskenine bagl

dU, (t,s)
dt

_c2
+ 52U, (t,5) = e"tme ° /a(s2 = 1) (5.13)
lineer adi diferansiyel denklemine déniisiir. Integrasyon ¢arpani
w= eszt
kullanilarak

t
s2t _ s?t -t -s?/ 2
U,(t,s)eSt = | eSte tme ~ /4(s? — 1)dt

0

ve
2 —s? t 2
Uy (t,5)es’t = e ° /a(s? — 1)] eSte tdt
0

denkleminden integral ¢oziilerek

1

st —t
e’ ‘e
s2—-1

U, (t,s)es’t = \/ﬁe_sz/‘l(sz -1)

bulunur. Buradan

Uyt s) = e~te ™ /a (5.14)

¢oziimii elde edilir. (5.14) ¢ozliimiine ters Fourier donilisiimii uygulanarak, (5.10)

denkleminin ¢6ziimii

F-1{U,(t,s)} = F1 {e—tﬁe‘sz/4}
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u,(t,x) = ete ™ —1<t<0 (5.15)
bulunur. Tiimevarim yontemi kullanilarak her t € [m, m + 1], m=0,1,2,.... i¢in

Uy (t,x) = e te ™

bulunur. Buradan (5.8) probleminin ¢dziimiiniin
XZ

u(t,x) = e te”

oldugu goriilebilir.
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BOLUM 6

SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde h(t,x), (t€ (=, 0), x€ [0, []), a(x), b(x), ¢(x) verilen sinirh diizgiin

fonksiyonlar ve a(x) > a> 0 olmak {izere;

(U (8, x) — a(X)ue (8, x) =
d(®)u(, x)(b(x)u(t —w,x) + c(X)u, (t —w, x)), t=>0,x€ (0,0

]
u(t,x) = h(t,x),—-w<t<0,x€[0,1], (6.1)
u(t,0) =u(t,l) =0,t >0

\

lineer olmayan gecikmeli parabolik baslangic ve smir deger probleminin ¢oziimii i¢in

sonlu fark yontemi galigilmistir.

(6.1) probleminin ¢6ziimii i¢in birinci ve ikinci basamaktan (mertebeden) dogruluklu

fark semalar1 olusturulmustur.

[0,L]n={X=Xn : Xn=nh, 0 < n <M, Mh=L} ag uzaymi tammlayalm. ¢" = {¢,}-1,
@o = @u =0, [0,L]n ag uzay1 fonksiyonlar1 olmak {izere (6.1) problemi igin Aj fark

operatoru

2¢0n + q)n—l}

Foh0) = {—a(u) T =2E

ile tanimlanmak tizere
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dul(t, x
#+Aﬁ ul(t, x) =f(uh(t,x),uh(t—w,x)),0 <t<ow0<x<L

dt 6.2
uh(t,x) = g"(t,x),-w<t<0,0<x<L ©.2)
baslangi¢ deger problemini g6z oniine alinsin.
1
(— (k0 =t a(0) + A5 (0 = £ (w00 ufs (),
i“f:’“’lsk,zvr:w, (63)
ul(x) = g"(tg, x), ty = kt, -N <k <0
birinci basamaktan dogruluklu fark semasi ele alinirsa
(Ou(t, x) o%u(t,x) ,
5t a2 - u(t, x)[u(t —1,x)cosx —u, (t —1,x)sinx] ,t 20,0 <x <m,
iu(t, x) = e tsinx,—-1<t <0, (6.4)
u(t,0) =u(t,m) =0,t >0

lineer olmayan degisken katsayili gecikmeli parabolik denklemin tam ¢oziimii
u(t,x) = e tsinx

seklindedir. (6.4) baslangi¢ ve sinir deger probleminin ¢ozliimiinii bulmak igin (6.3)
birinci basamaktan dogruluklu fark semas: kullanilmistir. Katsayilar1 k degiskenlerinden

olusan fark denklemleri elde edilmistir.

6.1 Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

(6.3) uygulanarak (6.4) probleminin yaklasik ¢oziimleri i¢in

k _ k=1 .k k4 .k k=N _ . k=N
Up — Up Upy1 — 2un +Up—q - Upt1 — Up-1 .
. — 2 — uk[uk~Ncosx,] + uk lTl sinx, =0,
ty =kt,x, =nh, 1<k<N-1, 1<n<m-1,
[ ud = @(x,) = sinx,, X, = nh, 0<n<M, (6.5)
uff =uf; =0, O0<k<N

birinci basamaktan dogruluklu fark semasi olusturulmustur. Elde edilen (M+1) x (N+1)

lik dogrusal denklem sistemi matris formunda yazilirsa,
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1<n<M-1 i¢gin

T h?

et Nginx,_,
2h ’

ck = -+ — — e % Nginx,cosx, + sinx, (e‘tk—Nsinan —

D, (N+1) x (N+1) lik birim, 6 , (N+1) x 1 lik sifir matris olmak {izere

[ Uj ] [ Sinxq
uf sinx,
uk = - s=kk—1, ul =
'u1{4+1J(M+1)x1 'Sian+1'(M+1)x1
ve
[acfa00...0] F0b000...07
Oackoo.. .0 00b00....0
A= ) B= y
000..acl_,a 000...... 0b0
10..0 0 0 000..... 000
L00..0 0 ol L000.... 000
ve

{Auk+Buk‘1=D9, 2<k<N+1

ul = g, 1sns<M+1 (6:6)

katsayilar1 matrislerden olusan k degiskenli fark denklemleri bulunur. Bu denklemleri

uk = A71DO¥ — A~1Buk?
k=2.. N+1 6.7)
u® =@ =sinx,,0<n<M

ile ¢coziip farkli N ve M degerleri i¢in (6.4) probleminin sayisal ¢oziimleri ve MATLAB
programi kullanilarak bu ¢oziimlerden ortaya ¢ikan hata bulunur. Sayisal ¢éziimleri elde

etmek icin yapilan MATLAB programi ektedir.
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6.2. ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

h h X X
Uy — Up_q X TAy, h_ TAy, T T T

T +Ah<1+ 2>uk_ T )% Z’u(t" 2)’u(tk 2 1) (6.8)
Uy = g"(tx),  tpy=kr,-N<k<0

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi ele alinsin. (6.8) ikinci basamaktan dogruluklu

fark semas1 uygulanarak (6.4) probleminin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in

k k-1 k k k k k k k k
(Un —Un . Upyp — 2Up + Uy g + Tun+2 —dupyq + 06Uy — AUy F Uy

T hZ 2h*

k—N k—N
K lun+1 — Up-— ”

— 1 .
— = lui[uf N cosx,] — us h sinx,

(k-1)—-N (k—-1)—-N
k-1 [un+1 —Upq

“ " Vcosx ]— u sinx
n n n Zh n]

k k—N
T un+1[un+1 COSXn+1] — Up41

4 h?
LN _ =N
r —2uf[uf N cosx,] + 2 uj; [Msinxn]
+ —_

4 h?

k—N k—N
ko |UYntz —Un oo
Zh n+1

uk~—N — .
8 g un_q[unZcosx,_q] — ugi_, ["Z—hun‘z sinx,_q
2 - (6.9)

k—1-N k—1-N
k-1 [un+2 — Uy

k—1 :
5T smxn+1]

k-1 -N
un—l[un+1 COSXn+1] — Up41

T
4 2
uk—l—N uk—l—N
—2uk"uk-1"Ncosx,] + 2 uk-? [ ntl T sinxn]

T
4 h?
k—1

yk=1-N _ k=1-N
n n— H
Sinx,_
[ 2h " 1]

ty = kt,x, = nh, 1<ks<N-1,2<n<M-2,
ul = ¢(x,) = sinx, 0 <n <M,

uf =uk =0,0< k<N,

\uf = 4uf — Suf;ufy_5 = 4ujy_, —Sujy 1, 0< k<N,

ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi kurulmustur. Denklem sistemi matris formunda

yazilarak elde edilen
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{Auk+Buk‘1=D9, 2<k<N+1

ul =g, 1<n<M+1 (6.6)

sistemi kullanilir. Bu sistemde;

uk = etk sinx,

ve
T
a=——
2h*
1 2t = T T
kK _ k-N k—N o; k=N o;
b = — ﬁ — F + Wun_l COSXp_1 — Wun Sinx,—1 + %un_z SINXp—1
1 2 3t 1 1 1
k _ k—N k—N ; k—N ;
= ;+ﬁ+ﬁ_§u" COSXy, +Eun+1 sinxy, _Eu”_l sinx,
(2 T T
k—-N k=N —ykNgi
~on Uy CcoSxy + a3 Up i1 SiNX, — a3 Uy_1 Sinxy,
1 2t = T T
kK _ k—N k—N _: k—N ;
dn = — ﬁ - F o Wunﬂ COSXp41 — %umz SinXp4q1 + %un SINXp 41
T T T
k — k—-N k—=1-N o k—1-N .
en = W”"‘l COSXp_q1 — %un Sinx,_q + @un_z SINXy_q
k__l_ U k-1-N _|_L k—1-N; _ T k1N
fa = T o Uy COSXy a3 Upi1  Sinxy VE Up_7  Sinx,
1 1 1
— ;ufl‘l""cosxn + Eu’,ﬁ;%"vsinxn — Euﬁ:}_’vsinxn
k— L o k-1-N _ U k-1-N; + ——yk-1-Ng;
In = gpzUner  C0SXny1 —grzlngy  SMXniy T g3 Un SNXn 41

olmak lizere:
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1 0 0
0o 0 ... 1
a bk ck d¥ a .. 0
0 a b¥ cf¥ dfa 0
A= :
0 O a bk_, ck_, df_, a
0 0 0... 0-1 4 -5 0
0-5 4-10 ...0
0 0 07
0 0 : 0
0 ef ffF gf .. 0
0 0 ef f g5 0
B =
0 0 ... 0efy fraq Gma O
0 0 0 ...0 0 0 0 0
0 0 O0.. 0

olarak alinir. Bu denklemler (6.7) ile ¢oziiliip N ve M degerleri icin (6.4) probleminin
¢Oziimleri ve bu ¢oziimlerden ortaya ¢ikan hata olusturulan MATLAB programu ile

bulunur. ikinci basamaktan dogruluklu fark semas1 i¢in yapilan program ektedir.

6.3 Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi Icin Hata Analizi

(6.4) probleminin yaklasik ¢oziimleri i¢in birinci basmaktan dogruluklu fark
semas1 kullanilmigtir. Sekil 6.1 ve 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6 da yaklasik ¢6ziim ile tam ¢oziim

arasindaki fark goriiliir olmadigindan hata analizi tablo ile verilmistir.
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5'1;?2'14 R \
o ,l':l::,,,;zz',gsi-»«%m\}s&s\ssﬁﬁ\\\“. ~_
A R R
0.24 liattserssie: §\\\\\\\\‘Q§{{n\\\§§{;\:‘}}?\. |
7 \“\\\\\\\\Q}.“‘“ N
0 TR
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X axis t axis

- 0
X axis 9 t axis

Sekil 6.2 Birinci basamaktan dogruluklu fark semas i¢in yaklasik ¢oziim N=30, M=30
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Sekil 6.4 Birinci basamaktan dogruluklu fark semasi i¢in yaklasik ¢6ziim
N=120,M=120
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Hatalar,

1<ksN<-1

M-1 1/2
EN = max (Z (u(ty, x,) — u,’it%))

n=1

formiiliiyle hesaplanmistir. u(ty, x,,), (6.4) probleminin tam ¢dziimii, u¥ ise (ty,x,)

noktasinda sayisal ¢oziimii temsil etmektedir.

Tablo 6.1. t € [n,n + 1], n=0,1,... i¢in Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi

I¢in Hatanin Karsilastirilmast

Yontem N=M=30 N=M=60 N=M=120
Birinci Basamaktan
Dogruluklu Fark 0,0064 0,0031 0,0015
Semasi

6.4 ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semas1 i¢cin Hata Analizi

(6.4) probleminin yaklasik ¢6ziimleri i¢in ikinci basamaktan dogruluklu (6.8)

fark semasi kullanilmistir.

Sekil 6.7 ve 6.8, 6.9, 6.10 da yaklasik ¢6ziim ile tam ¢6ziim arasindaki fark, fark

edilir derecede olmadigindan hata analizi Tablo 6.2 de verilmistir.
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Sekil 6.6 Ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi igin yaklasik ¢6ziim N=30, M=30
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A

X axis 0 o t axis

Sekil 6.8 Ikinci basamaktan dogruluklu fark semasi i¢in yaklasik ¢oziim N=120, M=120

54



Tablo 6.2.t € [n,n+ 1] n = 0,1,2, ... i¢in Ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semas1

I¢in Hatanin Karsilastirilmasi

Yontem N=M=30 N=M=60 N=M=120

Ikinci Basamaktan
Dogruluklu Fark
Semasi

4.5864x10™ 1.1212x10* 2.7577x10°

Tablolardan da goriildiigii gibi ikinci basamaktan dogruluklu fark semalari
yontemi birinci basamaktaki ile karsilastirildiginda tam ¢6ziime daha yakin sonuglar
vermektedir. Ikinci basamaktan fark semas1 yonteminde bulunan hata dértte bir oraninda
azalirken birinci basamaktan fark semasi yonteminde bulunan hata yariya diismektedir.

N ve M degerleri arttikca her iki yontemde de hata azalmaktadir.
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BOLUM 7

SONUCLAR

Bu ¢alismada zaman gecikmeli lineer olmayan parabolik denklemler incelenmistir.

{ut(t) + Au(t) = f(u(®),ut—w)),t>0
u(t)=@,—w=<t<o0

lineer olmayan zaman gecikmeli parabolik denklemin abstarct hali goz Oniine alinarak tek sinirl

¢Oziimiin varlig1 i¢in gerekli kosullar1 belirleyen teorem verilmistir.

Lineer olmayan parabolik gecikmeli denklemler i¢in 6rnek problemler olusturularak bu
problemlerin analitik ¢oziimleri lizerinde durulmustur. Gecikme terimi sayesinde denklemler
lineer denklemlere doniistiiriilebildiginden Fourier serileri ve degiskenlerine ayirma, Laplace ve
Fourier doniisiimii metotlari ile istenen ¢oziimler elde edilebilmistir.

ou(t,x) 0%u(t,x) _
ET v e u(t, x). [u(t — 1,x).cosx — u (t— 1,x).sinx[,t = 0,0 < x <7

u(t,x) = e tsinx,-1<t<0
u(t,0) =ult,m =0, t=0

denklemi i¢in baslangi¢ ve sinir deger probleminin ¢éziimii degiskenlerine ayirma ve Fourier

serileri metodu kullanilarak,

{ du(tx) d%u(t, x)

it 92 + 2u(t, x) = u(t,x). [u(t — 1,x) + u,(t— 1,x)], x,t=0,

utx) =ete*,-1<t<0
u(t,0) =e7t, u(t,0)=—et, t>0

gecikmeli lineer olmayan parabolik baslangic ve sinir deger probleminin ¢6ziimii Laplace

donilisiim metodu ile
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ou(t,x) 0%u(t,x)
ot 0x?
u(t,x) = ete® —1<t<0

= u(t,x) [u(t -1,x) — e‘(t‘l)e‘xz] —e e — (-2 + 4x2)e‘te_"2,x,t >0,

lineer olmayan gecikmeli parabolik denklem i¢in baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii ise Fourier

doniisiimii metodu kullanilarak bulunmustur.

Bu tiir metotlarin kullanilmasinda bazi kisitlamalar ile karsilasildigindan, o6zellikle
denklem degisken katsayili ise genel olarak bu metotlarin kullanilmasinda problemler ortaya
ciktigindan daha kullanigh ve bu tiirdeki daha genel problemlere de uygulanabilen bir yontem
olan sonlu fark semalar1 yontemi kullanilmis ve yontemin dogrulugu bir 6rnek verilerek hata

analizi ile gdsterilmistir.

5t oz u(t,x)[u(t —1,x)cosx —u,(t — 1,x)sinx] ,t 20,0<x<m

u(t,x) = e tsinx,-1<t<0
u(t,0) =u(t,m) =0,t =0

Jau(t, x) 0%u(t,x)

lineer olmayan gecikmeli parabolik denklemin yaklasik ¢oziimlerini bulmak i¢in sonlu fark
yontemi kullanilmigtir. Birinci ve ikinci basamaktan dogruluklu fark semalar1 olusturularak elde

edilen yaklasik ¢oziimler ile tam ¢éziimler arasindaki hata tablolar halinde verilmistir.
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EKLER

EK1. Birinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi ile Yaklasik Coziimiin

Bulundugu Matlab Programm

function burcuk(N,M)
h=pi/M; tau=1/N;
for j=1:M;
for k=1:N+1,;
a=-1/(h"2);
c=1/tau+2/(h"2)-cos(j*h)*exp(-(k-1-N)*tau)*sin(j*h)+sin(j*h)*(exp(-(k-1-
N)*tau)*sin((j+1)*h)-exp(-(k-1-N)*tau)*sin((j-1)*h))*1/(2*h);
b=-1/tau;
end;
end;
A=zeros(M+1,M+1);
A(M,1)=1;A(M+1,M+1)=1;
for j=1:M-1,
for k=1:N+1;
c=1/tau+2/(h"2)-cos(j*h)*exp(-(k-1-N)*tau)*sin(j*h)+sin(j*h)*(exp(-(k-1-
N)*tau)*sin((j+1)*h)-exp(-(k-1-N)*tau)*sin((j-1)*h))*1/(2*h);
A.J)=a;
A .j+1)=c;
Al .j+2)=a;
end;
end;
A;
R=zeros(M+1,M+1);
for n=1:M+1;
R(n,n)=1;
end,
B=zeros(M+1,M+1);
for n=1:M-1;
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B(n,n+1)=b;

end;

B;

fii=zeros(M+1,M+1) ;

G=inv(A);

for n=1:M+1; U(n,1)=sin((n-1)*h);

end;

for k=2:N+1; U(;,k)=-G*B*U(:,k-1);

end;

%\%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%\%
for j=1:M+1;

for k=1:N+1,;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(j,k)=exp(-t)*sin(x);

end;

end;

% ABSOLUTE DIFFERENCES ;

absdiff=max(max(abs(es-U)))

%GRAPH OF THE SOLUTION ;

figure; surf(U); title(‘first order accuracy for N=90 M=90");xlabel('t axis");
ylabel('x axis'); rotate3d ;

figure; surf(es); title('exact solution'); xlabel('t axis'); ylabel('x axis’);rotate3d ;
%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%%%%
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EK2. ikinci Basamaktan Dogruluklu Fark Semasi fle Yaklasik Céziimiin
Bulundugu Matlab Programi

function burcus(N,M)
h=pi/M; tau=1/N;
A=zeros(M+1,M+1);
A(1,1)=1;A(2,M+1)=1;A(M,M)=-5;A(M,M-1)=4;A(M,M-2)=-1;A(M+1,2)=-
5,A(M+1,3)=4;A(M+1,4)=-1;

for j=1:M-3;

for k=1:N+1;

a=tau/(2*(h"4));

b=-1/(h"2)-2*tau/(h"4)+tau/(4*(h~2))*cos((j-1)*h)*sin((j-1)*h)*exp(-(k-1-N)*tau)-
tau/(8*(h"3))*sin((j-1)*h)*sin((j)*h)*exp(-(k-1-N)*tau)+tau/(8*(h"3))*sin((j-
1)*h)*sin((j-2)*h)*exp(-(k-1-N)*tau);
c=1/tau+2/(h"2)+3*tau/(h"4)-1/2*cos(j*h)*exp(-(k-N-
1)*tau)*sin(j*h)+1/(4*h)*sin((j+1)*h)*exp(-(k-N-1)*tau)*sin((j)*h)-1/(4*h)*exp(-(k-1-
N)*tau)*sin((j-1)*h)*sin(j*h)-tau/(2*(h"*2))*exp(-(k-1-
N)*tau)*sin((j)*h)*cos((j)*h)+tau/(4*(h"3))*exp(-(k-1-N)*tau)*sin((j+1)*h)*sin((j)*h)-
tau/(4*(h"3))*exp(-(k-1-N)*tau)*sin((j-1)*h)*sin((j)*h);

d=-1/(h"2)-2*tau/(h"4)+tau/(4*(h"2))*cos((j+1)*h)*sin((j+1)*h)*exp(-(k-1-N)*tau)-
tau/(8*(h"3))*sin((j+1)*h)*sin((j+2)*h)*exp(-(k-1-
N)*tau)+tau/(8*(h"3))*sin((j+1)*h)*sin((j)*h)*exp(-(k-1-N)*tau);

A+2,))=a;
A(+2,j+1)=b;
A(j+2,j+2)=c;
A(j+2,j+3)=d;
A(j+2,j+4)=a;

end;

end;

A;
R=zeros(M+1,M+1);
for n=1:M+1;
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R(n,n)=1;
end;
B=zeros(M+1,M+1);
for k=1:N+1,;

for j=1:M-3;

e=tau/(4*(h"2))*cos((j-1)*h)*sin((j-1)*h)*exp(-(k-2-N)*tau)-tau/(8* (h"3))*sin((j-
1)*h)*sin((j)*h)*exp(-(k-2-N)*tau)+tau/(8*(h"3))*sin((j-1)*h)*sin((j-2) *h) *exp(-(k-2-
N)*tau);

f=-1/tau-1/2*cos(j*h)*exp(-(k-2-N)*tau)*sin(j*h)+1/(4*h)*sin((j+1)*h)*exp(-(k-2-
N)*tau)*sin((j)*h)-1/(4*h)*exp(-(k-2-N)*tau)*sin((j-1)*h)*sin(j*h)-tau/(2*(h"2))*exp(-
(k-2-N)*tau)*sin((j)*h)*cos((j)*h)+tau/(4*(h"3))*exp(-(k-2-
N)*tau)*sin((j+1)*h)*sin((j)*h)-tau/(4*(h"3))*exp(-(k-2-N)*tau)*sin((j-
1)*h)*sin((j)*h);

g=tau/(4*(h"2))*cos((j+1)*h)*sin((j+1)*h)*exp(-(k-2-N)*tau)-
tau/(8*(h"3))*sin((j+1)*h)*sin((j+2)*h)*exp(-(k-2-
N)*tau)+tau/(8*(h"3))*sin((j+1)*h)*sin((j)*h)*exp(-(k-2-N)*tau);

B(+2,j+1)=e;
B(j+2,j+2)=f;
B(+2,j+3)=0;
end;
end;
B;
fii=zeros(M+1,M+1) ;
G=inv(A);
for n=1:M+1; U(n,1)=sin((n-1)*h);
end;
for k=2:N+1; U(:,k)=-G*B*U(:,k-1);
end,
%\%\%\%\%\%'EXACT SOLUTION OF THIS PDE' \%\%\%\%\%\%\%\%
for j=1:M+1;
for k=1:N+1;
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t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(j,K)=exp(-t)*sin(x);

end;

end;

% ABSOLUTE DIFFERENCES ;

absdiff=max(max(abs(es-U)))

%GRAPH OF THE SOLUTION ;

figure; surf(U); title(‘first order accuracy for N=90 M=90");xlabel('t axis");
ylabel('x axis'); rotate3d ;

figure; surf(es); title('exact solution'); xlabel('t axis'); ylabel('x axis');rotate3d ;
%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%% END GRAPH %%%%%%%%%%%%%%%%%
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