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DÖRT BOYUTLU ÖKLĠD UZAYINDA ĠKĠ BOYUTLU YÜZEYLERĠN 

PEDALLARININ KARAKTERĠSTĠK ÖZELLĠKLERĠ  

ÖZET 

Bu çalıĢma yedi bölümden oluĢmaktadır. 

 GiriĢ bölümünde tezin amacı ve literatür özeti verildi. 

 Genel bilgiler bölümünde diferensiyel geometriden bazı temel kavramlara yer 

verildi. 

 Materyal ve Metod bölümü iki alt bölümden oluĢmaktadır. Ġlk bölümde, dört 

boyutlu Öklid uzayında iki boyutlu yüzeylerle ilgili bazı tanım ve teoremlere yer 

verildi. Ġkinci bölümde ise üç boyutlu Öklid uzayında pedal yüzeyleri tanımlanarak,  

bazı karakteristik özellikleri verildi. 

 Dördüncü bölüm çalıĢmamızın orijinal kısmını meydana getirmektedir. Bu 

bölümde, dört boyutlu Öklid uzayında  parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan iki 

boyutlu bir M  yüzeyinin M  pedal yüzeyi incelendi. Ġlk olarak, M  ve M  

yüzeylerinin birinci, ikinci ve üçüncü temel formlarının katsayıları, Gauss eğrilikleri, 

ortalama eğrilikleri ve ortalama eğrilik vektörleri arasındaki bağıntılar elde edildi. 

Ayrıca, M  yüzeyinin destek fonksiyonlarının sabit olması halinde aynı karakteristik 

özellikler tekrar ele alındı. Daha sonra, Aminov ve Monge tipindeki yüzeylerin pedal 

yüzeyleri bulundu. Aynı zamanda parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan bir Aminov 

yüzeyin pedalının bir eğri olduğu görüldü. Son olarak da bazı özel yüzeylerin 

pedalları hesaplandı ve Maple 17 programında paralel ve perspektif izdüĢüm 

kullanılarak bu yüzeyler çizildi.         

Anahtar Kelimeler: Pedal yüzeyi, Destek fonksiyonu, Aminov yüzeyi, Gauss 

eğriliği, Gauss torsiyonu, Ortalama eğrilik, Temel formlar, II. tipten Christoffel 

sembolleri. 
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THE SOME CHARACTERISTIC PROPERTIES OF PEDALS OF 2-D 

SURFACES IN 4-D EUCLIDEAN SPACE  

ABSTRACT 

This study consists of seven chapters. 

 In Introduction chapter, the purpose of thesis and the summary of literature 

are given. 

 In General Information chapter, the basic concepts in differential geometry 

are given. 

 The Material and Methods chapter consists of two subsections. In the first 

section, some definitions and theorems about two dimensional (2-d) surfaces in the 

four-dimensional Euclidean space are given. In the second section, the pedal surfaces 

are defined in the three-dimensional Euclidean space and some characteristic 

properties of them are given. 

 The orginal part of our study is the fourth chapter. This section, pedal surface 

M  of a 2-d surface M , the parameter lines of M  are the lines of curvatures, is 

investigated in 4E . Firstly, the relations between coefficients of the first, the second 

and the third fundamental forms, Gauss curvatures, the mean curvatures and the 

mean curvature vectors of M  and M  are found. Also, it is dealed with the some 

properties in case M  is a surface with the constant support function. Then, the pedal 

surfaces of Aminov and Monge surfaces are given. Furthermore, we proved that 

pedal of all Aminov surfaces, the parameter lines of them are the lines of curvatures, 

is a curve. Finally, we draw some special surfaces and pedals of them by using 

parallel and perspective projection on the Maple 17 software package programing.  

Key Words: Pedal surface, Support function, Aminov surface, Gauss curvatures, 

Gauss torsion, Mean curvatures, Fundamental forms, Christoffel symbols of the 

second kind. 
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1. GĠRĠġ 

Üç boyutlu Öklid uzayında yüzeylerin diferensiyel geometrisiyle ilgili birçok çalıĢma 

yer almaktadır. Bunlardan bir tanesi üç boyutlu Öklid uzayında pedal yüzeylerdir.  

Bu çalıĢmada dört boyutlu Öklid uzayında iki boyutlu yüzeylerin pedallarının 

karakteristik özelliklerinin nasıl değiĢeceği sorusundan yola çıkarak 4E ’te iki 

boyutlu yüzeylerin pedallarının karakteristik özellikleri araĢtırılmıĢtır. Ayrıca, esas 

yüzeylerin destek fonksiyonlarının sabit olması halinde bu karakteristik özellikler 

tekrar ele alınmıĢtır. 

1.1 Tezin Amacı 

Bu çalıĢmanın amacı, ilk olarak dört boyutlu Öklid uzayı ’te iki boyutlu bir 

yüzeyin pedal yüzeyini tanımlamak ve pedal ile esas yüzeyin dayanak (destek) 

fonksiyonları, Gauss eğrilikleri, ortalama eğrilikleri ve birinci, ikinci ve üçüncü 

temel formlarının katsayıları arasındaki iliĢkiyi incelemektir. Ġkinci olarak, esas 

yüzeyinin destek fonksiyonlarının sabit olması halinde bu yüzeylerin karakteristik 

özelliklerini yeniden ele almaktır. Ayrıca, ’te iki boyutlu bazı özel yüzeylerin 

pedallarının özelliklerini incelemektir. 

1.2 Literatür AraĢtırması 

n -boyutlu Öklid uzayında bir hiperyüzey ( 1)n  -boyutlu bir alt manifold olup, 

literatürde hiperyüzeylerin geometrisi ile ilgili çok sayıda çalıĢma mevcuttur. Buna 

karĢın dört boyutlu uzayda iki boyutlu yüzeylerin geometrisine iliĢkin çalıĢmalar 

oldukça yeni olup, son zamanlarda matematikçiler tarafından yaygın bir Ģekilde 

çalıĢılmaktadır [1-6]. Örneğin; Aminov ve Szajewska 2004’te yayımladıkları 

makalede [1], dört boyutlu Öklid uzayı ’te kapalı formda verilen iki boyutlu 

yüzeylerin Gauss torsiyonunu ve Gauss eğriliklerini incelemiĢlerdir. Diğer taraftan, 

Ganchev ve Milousheva [4], dört boyutlu Öklid uzayında iki boyutlu yüzeylerin 

Gauss ve ortalama eğriliklerini incelemiĢler ve minimal yüzeylerin Gauss ve normal 

4E

4E

4E
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konneksiyonunun eğriliklerini araĢtırmıĢlardır [5]. Bulca ve Arslan [2], dört boyutlu 

Öklid uzayında Monge gösterimiyle verilen iki boyutlu yüzeylerin ortalama eğrilik 

vektörlerini, Gauss eğriliklerini ve Gauss torsiyonlarını hesaplamıĢlardır. Aynı 

zamanda bu yüzeylerin öteleme yüzeyler olması halinde bazı sonuçlar vermiĢlerdir. 

Aynı çalıĢmada Aminov yüzeylerin ortalama eğriliklerini, ortalama eğrilik 

vektörlerini, Gauss eğriliklerini ve Gauss torsiyonlarını da incelemiĢlerdir.  

 Üç boyutlu Öklid uzayında verilen bir yüzeyin pedalı literatürde sıklıkla ele 

alınan bir konudur [7-16]. 1983’te Georgiou ve diğ. [8], 
1nE  ’de verilen bir 

hiperyüzeyin pedalının eğriliklerini ve temel formlarını incelemiĢlerdir. 1986’da ise 

Kuruoğlu [12], 3E ’te regüler bir yüzey ile bu yüzeyin pedalının Gauss ve ortalama 

eğriliklerini ve temel formlarının katsayıları arasındaki bağıntıları incelemiĢtir. Daha 

sonra Kuruoğlu ve Sarıoğlugil [13], 3E ’te regüler bir yüzeyin a-pedal yüzeyini 

tanımlamıĢ ve bu yüzeylerin destek fonksiyonları, Gauss eğrilikleri, ortalama 

eğrilikleri, alan elementleri ve I., II., ve III. temel formlarının katsayıları ile ilgili bazı 

bağıntılar elde etmiĢlerdir.  

Sarıoğlugil, Kuruoğlu ve ÇalıĢkan [15], konveks ve düzlemsel bir kapalı 

eğrinin pedal eğrisini tanımlamıĢ ve bu eğrilerin destek fonksiyonları ile eğrilikleri 

arasındaki bağıntıları elde etmiĢlerdir. Ayrıca, aynı çalıĢmada pedal eğrisi tarafından 

sınırlanan bölgenin alanını hesaplamıĢlardır. 1998’de Kuruoğlu ve Sarıoğlugil [14], 

1nE  ’de sabit destek fonksiyonlu regüler bir hiperyüzeyin a-pedal hiperyüzeyini 

tanımlayarak bu hiperyüzeylerin bazı karakteristik özelliklerini karĢılaĢtırmıĢlardır. 

2005’te ise Kasap, Sarıoğlugil ve Kuruoğlu [10] üç boyutlu Öklid uzayında açılabilir 

regle yüzeylerin pedalını incelemiĢ ve pedal koni yüzeyini tanımlamıĢlardır.  

Kılıç ve KeleĢ [11], 3E ’te : M M   dönüĢümü yardımıyla M  yüzeyinin 

pedalı olan M  yüzeyinin Weingarten dönüĢümünü ve temel formlarını 

incelemiĢlerdir. Baranova [7], dairesel eliptik pedal yüzeyleri tanımlamıĢ ve bu 

yüzeylerin parametrik denklemlerini elde etmiĢtir. Ayrıca düzlemde seçilen bir P  

noktasının pozisyonuna göre dairesel eliptik pedal yüzeyleri sınıflandırmıĢtır. 

Soliman ve diğ. [16], 1n ’de pedal hiperyüzeylerin Gauss dönüĢümünü incelemiĢler 

ve bu dönüĢüme karĢılık gelen jakobien matrisinin rankına göre pedal hiperyüzeyleri 

sınıflandırmıĢlardır.    
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2. GENEL BĠLGĠLER 

2.1 Afin Uzay ve Öklid Uzayı 

Tanım 2.1.1. A  boĢtan farklı bir küme ve V  de K  cismi üzerinde bir vektör uzayı 

olmak üzere aĢağıdaki önermeleri doğrulayan bir  

 
 :      

( , ) ( , )  

f A x A V

P Q f P Q PQ



 
 

 fonksiyonu varsa A ’ya V  ile birleĢen bir afin uzay denir. 

1 :  , ,     için  ( , )  ( , )  ( , ) ,A P Q R A f P Q f Q R f P R     

2 :   ve       için  ( , )A P A V f P Q       olacak biçimde bir tek Q A  noktası 

vardır [17].   

Tanım 2.1.2. V  reel vektör uzayı ile birleĢen afin uzay A  olsun. 0 1 2  , , ,..., nP P P P A  

noktaları için 0 1 0 2 0{ , , , }nP P P P P P  vektör sistemi V  reel vektör uzayının bir bazı ise 

0 1 2,{ , , , }nP P P P
 
kümesine A   afin uzayında baĢlangıç noktası 0P  olan bir afin çatı 

denir [17]. 

Tanım 2.1.3. A  bir afin uzay ve 0 1 2,{ , , , }nP P P P  A  nın bir afin çatısı olsun.  

1 2  ( , ,..., )nP a a a A   olmak üzere  

 
: , 1

( )

i

i i

x A i n

P x P a

  

 
  

biçiminde tanımlanan 1 2{ , ,..., }nx x x  kümesine A  afin uzayında baĢlangıç noktası 0P  

olan bir 0 1 2,{ , , , }nP P P P  afin çatısına göre bir afin koordinat sistemi adı verilir 

[17]. 

Tanım 2.1.4. ,V  n -boyutlu bir reel iç çarpım uzayı ve A  da V  ile birleĢen bir afin 

uzay ise A  afin uzayına n -boyutlu bir Öklid uzayı denir ve nE  ile gösterilir [17]. 
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Tanım 2.1.5. nE , n -boyutlu Öklid uzayı olsun. 
0 1 2  , , ,..., n

nP P P P E  olmak üzere, 

0 1 0 2 0{ , , , }nP P P P P P  vektör sistemi nE  ile birleĢen iç çarpım uzayının bir ortonormal 

bazı ise 0 1 2,{ , , , }nP P P P
 
nokta ( 1)n  -lisine nE ’nin bir dik çatısı veya Öklid çatısı 

denir [17]. 

Tanım 2.1.6. nE ’de bir P  noktası nE ’deki  0 1, ,..., nE E E  standart Öklid çatısına 

göre  

 0 0

1

n

i i

i

E P P E E


   

biçiminde yazılır. O halde   

            
: , 1

( )

n

i

i i

x E i n

P x P P

  

 
 

olarak alınırsa 1 2{ , ,..., }nx x x  sıralı ve reel değerli fonksiyonlar  n -lisine nE ’de Öklid 

koordinat sistemi denir [17]. 

2.2 Topolojik Manifoldlar 

Tanım 2.2.1. X   bir küme olsun. X  kümesinin alt kümelerinin bir koleksiyonu 

 olsun. I  bir indeks kümesi olmak üzere aĢağıdaki önermeleri sağlayan   

koleksiyonuna X  üzerinde bir topoloji denir.  

 T1) ,X   

 T2) 1 2,A A    için 1 2A A    

 T3) iA    için 
i

i I
A 


    

Bir X  kümesi ve üzerindeki bir   topolojisinden oluĢan ( , )X   ikilisine bir 

topolojik uzay denir [17]. 

Tanım 2.2.2. X  ve Y  topolojik iki uzay olsun. :f X Y  fonksiyonu sürekli, 
1f 
 

tersi var ve 
1f 
 de sürekli ise f  fonksiyonuna X ’den Y ’ye bir homeomorfizm 

denir [17]. 
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Tanım 2.2.3. X  bir topolojik uzay olsun. P  ve Q , X ’in farklı iki noktası olmak 

üzere P  ve Q  noktalarının 
P QA A   olacak Ģekilde PA   ve QA  komĢulukları 

varsa X  topolojik uzayına bir Hausdorff uzayı denir [17]. 

Tanım 2.2.4. M  bir topolojik uzay olsun. M  için aĢağıdaki önermeler sağlanıyor ise 

M  topolojik uzayına n-boyutlu topolojik manifold adı verilir. 

M1) M  bir Hausdorff uzayıdır. 

M2) M ’nin her bir açık alt kümesi nE ’ye veya nE ’nin bir açık alt kümesine 

homeomorftur. 

M3) M  sayılabilir çoklukta açık alt kümelerle örtülebilir [17]. 

Tanım 2.2.5. nE ’de açık bir alt küme U  olmak üzere :f U   fonksiyonunun .k  

mertebeden bütün kısmi türevleri var ve sürekli ise f  fonksiyonuna kC  sınıfından 

diferensiyellenebilirdir denir [17]. 

Tanım 2.2.6. nE ’nin iki açık alt kümesi U  ve V  olsun. Bir  :U V   fonksiyonu 

için aĢağıdaki özellikler sağlanıyor ise,   fonksiyonuna kC -sınıfından 

diffeomorfizm adı verilir [17]. 

 (D1)  ,kC U V   

 (D2) 
1 :V U    var ve   1 ,kC V U  . 

Tanım 2.2.7. M  bir manifold ve baĢlangıç noktası P M  olan bir PQ v  vektörü 

verildiğinde,  ,P v  ikilisine M ’nin P  noktasındaki tanjant vektörü denir ve pv  

ile gösterilir. M ’nin P  noktasındaki bütün tanjant vektörlerinin kümesi  MT P  

olmak üzere  

 
   

: ( ) ( ) ( )

, ,

M M M

P P P P

T P T P T P

v u v u P v u

  

   
  

 
   

: ( ) ( )

, ,

M M

P P

T P T P

v v P v  

 

 
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Ģeklinde tanımlı  ,  iĢlemleri ile birlikte  ( ), , , , ,MT P   
 
altılısı bir vektör 

uzayıdır. Bu uzaya, M  manifoldunun P  noktasındaki tanjant uzayı denir [17]. 

Tanım 2.2.8. M  bir manifold ve P M  noktasının bir komĢuluğu V  olmak üzere 

  : V

P V

X V T P


  

Ģeklinde tanımlanan X  fonksiyonu için :X I V V    olacak Ģekilde bir 

  : V

P V

T P V


  

dönüĢümü bulunabiliyorsa, X  fonksiyonuna V  üzerinde bir vektör alanı denir. M  

üzerindeki bütün vektör alanlarının kümesi  M  ile gösterilir [17]. 

Tanım 2.2.9. M  bir C manifold olsun. M  üzerinde vektör alanlarının uzayı ( )M  

ve reel değerli C  fonksiyonların halkası ( , )C M

 olmak üzere, ( )M  üzerinde 

 , : ( ) ( ) ( , )M M C M     

Ģeklinde bir iç çarpım fonksiyonu tanımlı ise, M  manifolduna bir Riemann 

manifoldu ve ,  fonksiyonuna M  üzerinde Riemann metriği veya metrik tensör 

adı verilir [18]. 

Tanım 2.2.10. M  bir C manifold olsun. M  üzerinde vektör alanlarının uzayı 

( )M  ve reel değerli C  fonksiyonların halkası ( , )C M olmak üzere 

 , : ( ) ( ) ( , )M M C M     

fonksiyonu, 

1- 2-lineer 

2- Simetrik 

3- ( )X M  ; , 0 0,X Y Y    

aksiyomlarını sağlıyorsa M  manifolduna yarı-Riemann manifoldu adı verilir [18]. 

Tanım 2.2.11. M  bir C manifold olsun. M  üzerinde vektör alanlarının uzayı 

( )M olmak üzere 

 
: ( ) ( ) ( )

( , ) ( , )

   

  X

D M M M

X Y D X Y D Y
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ile tanımlı bir D  fonksiyonu , , ( )X Y Z M   ve , ( , )f g C M   için, 

1- ,fX gY X YD Z fD Z gD Z    

2- ( ) ( )X XD fY fD Y Xf Y    

özelliklerini sağlıyorsa, D ’ye M  manifoldu üzerinde bir afin konneksiyon ve XD ’e 

de X ’e göre kovaryant türev operatörü denir [18]. 

Tanım 2.2.12. M  bir Riemann manifoldu ve M ’nin bir U  koordinat komĢuluğunda 

lokal koordinat fonksiyonları yardımıyla tanımlanan baz vektör alanlarının kümesi 

  1 2,, ..., nX X X   

ve 

 , , 1 ,i j ijX X g i j n    

olsun. ,  metrik tensörünün   bazına göre matrisi [ ]ijg g  ve ,  bir iç çarpım 

fonksiyonu olduğundan regüler olup 
1g 
 vardır. 

1g 
’in bileĢenleri 

1 1( )ijg g   ve 

M  üzerinde bir afin konneksiyon D  olsun. 

 
1

i

n
k

X j ij k

k

D X X


                                                                                           (2.1) 

olmak üzere 

 : Ck

ij U


   

fonksiyonlarına D ’nin ikinci tipten Christoffel sembolleri denir ve  1kr

kr
g g  

ve 1 , , ,i j k r n   için 

 
1

2

jr ijk kr ir
ij

j i r

g gg
g

x x x

  
        

 

[19]. 

Tanım 2.2.13. M  bir yarı-Riemann manifoldu ve  D  de M  üzerinde bir afin 

konneksiyon olmak üzere 

1- D , C  sınıfından, 

2- M ’nin bir A  bölgesi üzerinde C  olan her , , ( )X Y Z M  için 

 , , , ,P X P X PX Y Z D Y Z Y D Z P A     ve 

 [ , ]X YD Y D X X Y   
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ise D  konneksiyonuna, M  üzerinde bir Riemann konneksiyonu ve XD ’e de X ’e 

göre Riemann anlamında kovaryant türev operatörü denir [18]. 

 

Tanım 2.2.14. M , n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve :f M   bir 

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. 

 

1

: ( , ) ( )

( )
n

i i i

grad C M M

f
f f grad f

x x





  

 
  

 


  

biçiminde tanımlanan operatöre M  üzerinde gradient operatörü denir [17]. 

Tanım 2.2.15. M , n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve :f M   bir 

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. 
1







n

i

i i

X f
x

 olmak üzere 

1

: ( ) ( , )

( ) ,
n

i

i i

div M C M

f
f div X X

x

 






   




 

biçiminde tanımlanan operatöre  M  üzerinde divergens operatörü denir [17]. 

Tanım 2.2.16. M , n -boyutlu bir Riemann manifoldu ve :f M   bir 

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak üzere  

 
: ( , ) ( , )

( ) ( )

C M C M

f f div gradf

  

 
 

biçiminde tanımlanan operatöre M  üzerinde Laplace operatörü denir [20]. 

2.3 Eğriler ve Yüzeyler 

Tanım 2.3.1. I   bir açık aralık olmak üzere; : nI E   diferensiyellenebilir 

fonksiyonuna  n -boyutlu Öklid uzayında bir eğri denir [21]. 

Tanım 2.3.2. : nI E    fonksiyonun Öklidiyen koordinat fonksiyonları 

 1 2, ,..., n    olmak üzere 
     1 2

( ) | , , ,
n

t

d t d t d td
t

dt dt dt dt

  


 
    

 
 tanjant 
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vektörüne   eğrisinin t I  parametre değerine karĢılık gelen ( )t m   

noktasındaki hız vektörü denir [21].                                        

                                                                  
     1 2

( ) , , ,
n

m

d t d t d t
t

dt dt dt

  


 
   

 

 

                                          ( )t m        
              

 

                

                   
( )  

                                                                      I  

                                                    
t
                 

 

ġekil 2.1. nE ’deki bir  eğrisinin hız vektörü 

Tanım 2.3.3. : nI E     eğrisi verilsin.   eğrisinin m   noktasında  ’nın 

hız vektörlerini içine alan ( )T m  vektör uzayına   eğrisinin m   noktasındaki 

tanjant uzayı denir. m   seçilmiĢ bir nokta olmak üzere nE ’nin ( )T m  ile 

birleĢen alt afin uzayına da   eğrisinin m   noktasındaki teğet doğrusu denir 

[21]. 

Tanım 2.3.4. : nI E    diferensiyellenebilir bir eğri olsun. : I  ,

( ) ( )t t     Ģeklinde tanımlı   fonksiyonuna skalar hız fonksiyonu, ( )t  

reel sayısına  eğrisinin ( )t  noktasındaki skalar hızı denir [21]. 

Tanım 2.3.5. : nI E    eğrisi verilsin. s I   için ( ) 1s   ise  eğrisine 

birim hızlı bir eğri, s I parametresine de yay parametresi denir [21]. 

Tanım 2.3.6. t I  için 
'( ) 0t   ise : nI E    eğrisine regülerdir denir [22]. 

Tanım 2.3.7. : nI E    eğrisi için 

: ( )

( ) ( )

m

T m

m t t





 

 

 

 

 

  

dönüĢümünü göz önüne alırsak 
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: ( )

( ) ( )

m

T m

t m t





 

 

 



  

 

olmak üzere 

 : özdeşlikI       

olduğundan  ,   eğrisi üzerinde bir vektör alanıdır.   vektör alanına   eğrisinin 

teğet vektör alanı denir [17]. 

Tanım 2.3.8. : nI E    bir eğri, 
( ){ , ,..., }r     , r n  , sistemi lineer 

bağımsız ve 
( ) ,     için k k r   ( )k Sp   olmak üzere  ’den elde edilen 

1 2, , },{ rV V V
 
ortonormal sistemine,   eğrisinin Serret-Frenet r-ayaklı alanı ve 

 m   için 1 2, ({ ( ) }), , ( )rV V m V mm   ye  m  noktasındaki Serret-Frenet r-ayaklısı 

denir. Her bir, ,   1 ,iV i r   vektörüne de Serret-Frenet vektörü adı verilir [17]. 

Tanım 2.3.9. : nI E    eğrisinin  s  noktasındaki Frenet r-ayaklısı 

1 2, ( ), , ( ){ ( ) }rs sV V sV 
 
olmak üzere  

1

:   ,   1

      ( ) ( ), ( )

i

i i i

k I i r

s k s V s V s

  

 
 

Ģeklinde tanımlı ik  fonksiyonuna   eğrisinin i-yinci eğrilik fonksiyonu, ( )ik s IR  

sayısına da   eğrisinin   s noktasındaki i-yinci eğriliği denir. 

 Özel olarak 3n   olması halinde 1k ve 2k  eğriliklerine, sırasıyla,  eğrisinin 

eğriliği ve burulması denir [17]. 

Tanım 2.3.10. 
3: I E   , eğriliği 1k , burulması 2k

 
ve Frenet 3-ayaklısı 

{ , , }t n b olan birim hızlı bir eğri olmak üzere 

 

1

1 2

2

t k n

n k t k b

b k n

 

   

   

 

denklemlerine eğrinin Serret-Frenet formülleri denir [17].  
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Tanım 2.3.11. nE , n -boyutlu Öklid uzayı ve U  da nE ’de bir açık alt küme olsun. 

   için  | 0   PP M  ve .c sbt  olmak üzere 

 .{ | : ,  ( ) }dif bilirnM x U E U x c        

ile tanımlanan boĢ olmayan bir M  kümesine, nE ’de ( 1)n  -boyutlu bir yüzey veya 

( -1)n -yüzey denir. 2E ’de 1yüzey düzlemsel eğri, 3E ’de 2  yüzey yüzey, nE ’de 

 1n   yüzey 3n   olması halinde hiperyüzey olarak isimlendirilir [18]. 

Tanım 2.3.12. M , nE ’de bir hiperyüzey olsun. ( ( ))M 
 uzayının bir ortonormal 

bazı { }N  ise N ’ye M  hiperyüzeyinin birim normal vektör alanı denir [18]. 

Tanım 2.3.13. 1 2 1 2{ ( , ,..., ) |  ( , ,..., ) }     n

n nM P x x x U E x x x c sbt  hiperyüzeyi 

verilsin. 

1 2

( ) ...... :

( ) ( ( ), ( ),..., ( ))

n

n

C I E

t t t t t



   

 

 
  

eğrisi için  

 
1 2

:

( ) ( ( ), ( ),..., ( ))

n

n

I M E

t t t t t

  

    

   

 
 

eğrisine M  hiperyüzeyi üzerinde bir eğri adı verilir [23]. Özel olarak 3n   için bir 

M  yüzeyi üzerindeki bir eğriyi Ģekil üzerinde görelim:  

 

              y      ( ) ( ( ), ( )) t u t v t                  z                      

                                                                             

            
2v                                                                  ( ( )) ( )  t t     M   

            v                                                           ( )C  

            
1v  

                                                                   O                                        y  

          O        1u      u          2u    x                      

                                                      x            

                                                                         

                                                               

                                                                       

                 ġekil 2.2. 3E ’te bir M yüzeyi üzerinde bir eğri 



t I
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Tanım 2.3.14. nE ’de bir hiperyüzey M  ve M  hiperyüzeyinin parametrik denklemi 

de 
1

1 1( ,..., ,... ) n

i nu u u U E 

     olmak üzere 

 1 1 1 1 1 1 1( ,..., ,... ) ( ( ,..., ,... ),..., ( ,..., ,... ))i n i n n i nu u u u u u u u u      

olsun. i-yinci iu -parametresi hariç diğer parametreler sabit olarak alınırsa   

fonksiyonu bir tek iu -parametresine bağlı olur. Bu ise M  hiperyüzeyi üzerinde bir 

eğri tanımlar. Bu eğriye i-yinci parametre eğrisi veya kısaca iu -parametre eğrisi 

adı verilir [23]. Özel olarak, 3n   için M  yüzeyinin parametre eğrilerini bir Ģekil 

üzerinde görelim:                                         z                                       
1u  

       y                                                                                                      

                                                                                                                                                                                                                               

      2u                                                                                                         
2u   

                                         U                         O                              

                                                                                          M             y   

      O                 1u             x              x                                              

ġekil 2.3.  3E ’te bir M yüzeyinin parametre eğrileri 

Tanım 2.3.15. 
1: nf U E    diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve

1 2 1( , ,..., )nu u u U    olmak üzere   

 
1 2 1 1 2 1 1 2 1{( , ,..., , ( , ,..., )) : ( , ,..., ) }n n nM u u u f u u u u u u U     

eĢitliğiyle belirli M  kümesine nE ’de Monge parametrizasyonu ile verilmiĢ bir 

hiperyüzey denir. Özel olarak, 3n   için 3E ’te Monge parametrizasyonu ile 

verilmiĢ bir M  yüzeyi  

1 2 1 2 1 2{( , , ( , )) : ( , ) }M u u f u u u u U   

Ģeklindedir. .

1 : dif bilirf I    ve .

1 : dif bilirg I   , C

 sınıfından 

diferensiyellenebilir fonksiyonları için 2

1 :f U E   fonksiyonu 

1 2 1 1 1 2( , ) ( ) ( )f u u f u g u   Ģeklinde yazılabiliyorsa M  yüzeyine 3E ’te öteleme 

yüzeyi denir [23]. 

Tanım 2.3.16. M , nE ’de bir hiperyüzey ve p , M  hiperyüzeyi üzerinde bir nokta 
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olsun. nE ’de bir pv  tanjant vektörü, p  noktasından geçen ve M  hiperyüzeyi 

üzerinde bulunan bir eğrinin p   noktasındaki hız vektörü ise pv  tanjant vektörüne 

M  hiperyüzeyinin bir teğet vektörü denir [21]. 

Tanım 2.3.17. M , nE ’de bir hiperyüzey ve birim normal vektör alanı N  olsun. 

'denE  Riemann konneksiyonu D  olmak üzere her ( )X M  için 

 
: ( ) ( )

( )

 

  X

S M M

X S X D N
 

Ģeklinde tanımlı S  dönüĢümüne M  üzerinde Ģekil operatörü veya Weingarten 

dönüĢümü denir. ġekil operatörü lineer bir dönüĢümdür [18]. 

Tanım 2.3.18. M , nE ’de Ģekil operatörü S  olan bir  hiperyüzey ve nE ’nin Riemann 

konneksiyonunu D  olsun. , ( ) ( )    nX Y M E  için 

 ( ),X XD Y D Y S X Y N   

biçiminde tanımlanan D  operatörüne M  üzerinde Gauss anlamında kovaryant 

türev operatörü ve bu eĢitliğe de Gauss denklemi denir [18]. 

Tanım 2.3.19. M , nE ’de bir hiperyüzey olsun. M ’nin bir P  noktasındaki Ģekil 

operatörüne karĢılık gelen matris ( )S P olmak üzere,  

:

( ) det ( )

K M

P K P S P



 
 

Ģeklinde tanımlanan K  fonksiyonuna M  hiperyüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu 

ve ( )K P  değerine de M  hiperyüzeyinin P  noktasındaki Gauss eğriliği denir [18]. 

Tanım 2.3.20. nE ’de bir hiperyüzey M  olsun. M ’nin bir P  noktasındaki Ģekil 

operatörüne karĢılık gelen matris ( )S P  olmak üzere,  

 
:

( ) ( )

H M

P H P izS P



 
 

Ģeklinde tanımlanan H  fonksiyonuna M ’nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve 

( )H P  değerine de M  hiperyüzeyinin P  noktasındaki ortalama eğriliği denir [18]. 

Tanım 2.3.21. nE ’de bir hiperyüzey M  ve M ’nin Ģekil operatörü S  olsun. M ’nin 
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P  noktasına karĢılık gelen ( )S P ’nin karakteristik değerleri M ’nin bu noktadaki asli 

eğrilikleri, asli eğriliklere karĢılık gelen ve karakteristik vektör denilen vektörlerin 

belirttiği doğrultulara da M ’nin bu noktadaki asli eğrilik doğrultuları denir [18]. 

Tanım 2.3.22. nE ’de bir hiperyüzey M  ve M ’nin Ģekil operatörü S  olsun. M  

üzerinde : I M  eğrisinin T  teğet vektör alanı S ’nin karakteristik vektörü ise 

 eğrisine M  üzerinde bir eğrilik çizgisi denir [18]. 

Teorem 2.3.23. nE ’de bir M  hiperyüzeyinin bir P  noktasındaki asli eğrilikleri 

1 2 1( ), ( ),..., ( )nk P k P k P
 ise 

 
1

1 2 1
1

( ) ( ) ( ). ( ).... ( )
n

i n
i

K P k P k P k P k P





    

dir [18]. 

Teorem 2.3.24. nE ’de bir M  hiperyüzeyinin bir P  noktasındaki asli eğrilikleri 

1 2 1( ), ( ),..., ( )nk P k P k P
 ise  

 
1

1

( ) ( )
n

i

i

H P k P




  

dir [18]. 

Tanım 2.3.25. nE ’de bir M  hiperyüzeyi için 1 q n   olmak üzere  

 1

: ( ) ( ) ( , ),

( , ) ( , ) ( ),

q

q q

I M M C M

X Y I X Y S X Y

  



 

 
 

Ģeklinde tanımlı qI  fonksiyonuna M  hiperyüzeyi üzerinde q. temel form adı verilir 

[18]. 

Teorem 2.3.26. 3E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilen bir yüzey M   

olsun. M  yüzeyinin I. temel formunun katsayıları 11 12 22, ,g g g , II. temel formunun 

katsayıları 11 12 22, ,c c c  ve  III. temel formunun katsayıları 11 12 22, ,b b b  olmak üzere 

 

11

12

22

,

,

,

u u

u v

v v

g X X

g X X

g X X

 







,  

11

12

22

,

,

,

uu

uv

vv

c X N

c X N

c X N

  


 


 

,  

11

12

22

,

,

,

u u

u v

v v

b N N

b N N

b N N

 






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Ģeklindedir [19]. 

Teorem 2.3.27. M , 3E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilen bir yüzey 

olsun. M ’nin parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olması durumunda  

 
1

2

( )

( )

u u

v v

S X k X

S X k X





 

bağıntısı vardır [18]. 

Teorem 2.3.28. M , 3E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilen bir yüzey 

olsun. M ’nin parametre eğrilerinin eğrilik çizgisi olması durumunda M ’nin 1k  ve 

2k  asli eğrilikleri 

 11 22
1 2

11 22

, 
c c

k k
g g

 

Ģeklindedir [19].  

Teorem 2.3.29. M , 3E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilen bir yüzey 

olmak üzere M  yüzeyinin w  alan elementi ve 
k

ij  ikinci tipten Christoffel 

sembolleri  

  
2

11 22 12w g g g                                                                                      (2.2) 

ve         

1 22 11 12 12 12 11
11 2

1 22 11 12 22
12 2

1 22 12 22 22 12 22
22 2

2 11 12 11 11 12 12
11 2

2 11 22 12 11
12 2

2 11 22 12 12 12 2
22

( ) 2 ( ) ( )

2

( ) ( )

2

2 ( ) ( ) ( )

2

2 ( ) ( ) ( )

2

( ) ( )

2

( ) 2 ( ) (

u u v

v u

v u v

u v u

u v

v v

g g g g g g

w

g g g g

w

g g g g g g

w

g g g g g g

w

g g g g

w

g g g g g g

 
 


 

 
 

 
 


 

 
  2

2

)

2

u

w



















                                (2.3) 

Ģeklindedir [24]. 
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Teorem 2.3.30. M , 3E ’te parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan bir yüzey olmak 

üzere M ’nin ikinci tipten Christoffel sembolleri 

 

1 1 111 11 22
11 12 22

11 11 11

2 2 211 22 22
11 12 22

22 22 22

( ) ( ) ( )
, ,

2 2 2

( ) ( ) ( )
, ,

2 2 2

u v u

v u v

g g g

g g g

g g g

g g g


     



     


                                                 (2.4) 

Ģeklindedir [24].  
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3. MATERYAL VE METOD 

3.1 Dört Boyutlu Öklid Uzayında Ġki Boyutlu Yüzeyler 

M , 4E ’te ( , )X X u v  parametrik gösterimiyle verilen iki boyutlu bir regüler yüzey 

olsun. M ’nin keyfi bir P  noktasındaki tanjant uzayı ( )MT P  ve ( )MT P  tanjant 

uzayının dik tümleyeni ( )MT P
 olmak üzere 4 ( ) ( ) ( )M ME

T P T P T P   Ģeklindedir. 

M  yüzeyinin  birim normal çatı alanı 1N  ve 2N , teğet vektör alanı uX  ve vX  olmak 

üzere ( ) { , }M u vT P Sp X X  ve 1 2( ) { , }MT P Sp N N  . O halde 4E ’te 1 2{ , , , }u vX X N N  

dörtlüsü için; ’te Riemann konneksiyonu D , M  üzerinde Riemann konneksiyonu 

D  olmak üzere 

 

1 2 1 2

11 11 11 1 11 2

1 2 1 2

12 12 12 1 12 2

1 2 1 2

22 22 22 1 22 2

,

,

     

     

     

u

u

v

X u uu u v

X v uv u v

X v vv u v

D X X X X c N c N

D X X X X c N c N

D X X X X c N c N

                                           (3.1) 

Ģeklindedir. (2.1) den  

 

1 2

11 1 11 2

1 2

12 1 12 2

1 2

22 1 22 2

,

,

   

   

   

u
u

u
u

v
v

X u uu X u

X v uv X v

X v vv X v

D X X D X c N c N

D X X D X c N c N

D X X D X c N c N

                                                       (3.2) 

yazılabilir. Burada 

  

1 2

11 1 11 2

1 2

12 1 12 2

1 2

22 1 22 2

( , ) ,

( , ) ,

( , )

u u

u v

v v

h X X c N c N

h X X c N c N

h X X c N c N

 

 

 

                                                                           (3.3) 

ve uX  ve vX  teğet vektör alanları 1 uX X  ve 2 vX X  olarak alınırsa (3.2) ve (3.3) 

ifadesi 

 
2

1

( , ) , 1 , 2k

i j ij k

k

h X X c N i j


                                                                   (3.4) 

 ( , ) 
i

i
X j X j i jD X D X h X X                                                                        (3.5) 

Ģeklinde yazılır. (3.5) denklemine Gauss denklemi denir. Burada  

4E
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 : ( ) ( ) ( )h M M M      

Ģeklinde tanımlanan h  dönüĢümü ikinci temel tensör dönüĢümüdür. Bu dönüĢüm 

simetrik ve bilineerdir. 
k

ijc  katsayıları da ikinci temel formun katsayılarıdır. 

 M ’nin 1 2{ , }N N  ortonormal normal çatı alanı için Ģekil operatörü S  olsun.

( )iX M  olmak üzere 

 
: ( ) ( ) ( )

( , ) ( )

    

  
i

i

T
Xi i N i i

S M M M

N X S X D N
                                                      (3.6) 

Ģeklindedir. Burada ( )T
 ifadesi teğet bileĢen manasına gelmektedir. (3.4) ve (3.5) 

ifadelerinden 

 , ( , ), , 1 , , 2   
k

k

N i j i j k ijS X X h X X N c i j k                                     (3.7) 

yazılabilir. 

 M  yüzeyinin Gauss eğriliği, Gauss torsiyonu, ortalama eğriliği ve ortalama 

eğrilik vektörü sırasıyla, K , NK , H  ve H  olmak üzere  

 
2

2

11 22 122
1

1
( ( ) )k k k

k

K c c c
w 

                                                                              (3.8) 

 
1 2 2 1 1 1 2 1 1 2 2 1

11 12 22 12 22 12 11 22 11 22 22 11 12 11 122

1
[ ( ) ( ) ( )]NK g c c c c g c c c c g c c c c

w
                 (3.9) 

 
2

22 11 11 22 12 122
1

1
( 2 )

2

k k k

k

H g c g c g c
w 

                                                          (3.10) 

 
2

11 22 11 22 12 122
1

1
( 2 )

2

k k k

k

k

H c g g c g c N
w 

                                                       (3.11) 

biçimindedir. Özel olarak, M  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik çizgisi ise  

yüzeyinin Gauss eğriliği, Gauss torsiyonu, ortalama eğriliği ve ortalama eğrilik 

vektörü, sırasıyla 

2

11 222
1

1 k k

k

K c c
w 

                                                                                          (3.12) 

 0NK                                                     (3.13) 

 
2

22 11 11 222
1

1
( )

2

k k

k

H g c g c
w 

                                                                       (3.14) 

 
2

22 11 11 222
1

1
( )

2

k k

k

k

H g c g c N
w 

                                                                   (3.15) 

Ģeklindedir [2,3,25,26]. 

M



19 

Tanım 3.1.1. M , 4E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilmiĢ bir yüzey, 

.2: dif bilirf U E 
 
ve .2: dif bilirg U E   diferensiyellenebilir fonksiyonlar 

olmak üzere  

 ( , ) ( , , ( , ), ( , ))X u v u v f u v g u v                                                                    (3.16) 

eĢitliğiyle belirli M  yüzeyine 4E ’te Monge parametrizasyonu ile verilen iki 

boyutlu bir yüzey denir [2]. 

Teorem 3.1.2. M , 4E ’te Monge parametrizasyonu ile verilen iki boyutlu bir yüzey 

olsun. O halde M  nin ortalama eğrilik vektörü 

 
  



22 12 11 1 222 3

12 11 2

1 1
2 ( )

2 2

2 ( ) ( ) .

     

     

uu uv vv uu uu

uv uv vv vv

H g f g f g f N g Bf Ag
Aw Aw

g Bf Ag g Bf Ag N

      

Burada, 

 

2 2 2 2

2

2 2 2 2

1 1

, ,

1 1

u v u u

u u v v u v u v

u v v v

A f f E f g

B f g f g F f f g g w AC B

C g g G f g

      
 

      
 

      

                             

dır [2]. 

Teorem 3.1.3. M , 4E ’te Monge parametrizasyonu ile verilen iki boyutlu bir yüzey 

olmak üzere M  yüzeyinin Gauss eğriliği ve Gauss torsiyonu, sırasıyla 

  

2 2

4

( ) ( 2 ) ( )uu vv uv uu vv uu vv uv uv uu vv uvC f f f B f g g f f g A g g g
K

w

     
              

 
4

( ) ( ) ( )uv vv uv vv uu vv uu vv uu uv uu uv
N

E f g g f F f g g f G f g g f
K

w

    
                         

dir [26]. 

Önerme 3.1.4. M , 4E ’te 

 ( , ) ( , , ( , ), ( , ))X u v u v f u v g u v  

Monge parametrizasyonu ile verilen bir yüzey olmak üzere  

 
( , ) ( , )

( , ) ( , )






u

v

f u v X u v

g u v X u v
 

ise  NK K  [2]. 
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Tanım 3.1.5. M , 4E ’te 

 ( , ) ( , , ( , ), ( , ))X u v u v f u v g u v                                                                      

Monge parametrizasyonu ile verilen bir yüzey olsun. .

3 4, : dif bilirf f I    ve 

.

3 4, : dif bilirg g J   ,  sınıfından diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak 

üzere  

 
3 3

4 4

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

f u v f u g v

g u v f u g v

 


                 

(3.17) 

ise M  yüzeyine 4E ’te bir öteleme (translation) yüzeyi denir [2]. 

Teorem 3.1.6. M , 4E ’te bir öteleme yüzeyi olsun. O halde M  yüzeyinin Gauss 

eğriliği, Gauss torsiyonu ve ortalama eğrilik vektörü sırasıyla,  

 3 3 3 4 4 3 4 4

4

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( )f u g v C f u g v f u g v B f u g v A
K

w

         
                    

 12 4 3 3 4

4

( ( ) ( ) ( ) ( ))
N

g f u g v f u g v
K

w

   
                                                           

 

3 22 3 11
12

4 3 22 4 3 11
23

( ) ( )

2

( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )

2

f u g g v g
H N

w A

f u A f u B g g v A g v B g
N

w A

 


     


                                     

dir [2]. 

Tanım 3.1.7. M , 4E ’te 

 ( , ) ( , , ( , ), ( , ))X u v u v f u v g u v                                                                      

Monge parametrizasyonu ile verilen bir yüzey olsun. Eğer  

 
( , ) ( ) cos

( , ) ( )sin

f u v r u v

g u v r u v





                                                                                   (3.18) 

ise M  yüzeyine 4E ’te bir Aminov yüzeyi denir [2].  

Teorem 3.1.8. M , 4E ’te bir Aminov yüzeyi olmak üzere M  yüzeyinin Gauss 

eğriliği, Gauss torsiyonu ve ortalama eğrilik vektörü, sırasıyla  

 
 

 

22 2

22 2 2

( ) ( )(1 ( )) ( ( )) (1 ( ) )

(1 ( )) (1 ( ) )

r u r u r u r u r u
K

r u r u

    
 

 
                                 

C
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 

 

22

22 2 2

( ) ( )(1 ( )) ( ) ( )(1 ( ) )

(1 ( )) (1 ( ) )
N

r u r u r u r u r u r u
K

r u r u

     


 
                              

 22 11
1 22

( ) ( ) sin cos
cos

2

r u g r u g A v B v
H vN N

ww A

   
  

 
                        

dir [2]. 

Teorem 3.1.9. M , 4E ’te bir Aminov yüzeyi olmak üzere M  yüzeyinin ortalama 

eğriliği  

 
 

 

22

3
22 2

( )(1 ( )) ( )(1 ( ) )

2(1 ( ))(1 ( ) )

r u r u r u r u
H

r u r u

   


 

                                                

dir [2].  

Sonuç 3.1.10. M , 4E ’te bir Aminov yüzeyi olsun. M  minimal bir yüzey ise   

 
( ) ( )

2
2 21

( ) ( 1)
2

a b a b

a ar u a e a e
a

 
 

    

dir [2]. 

 Yüksek boyutlu uzaylarda yüzeylerin geometrisi çalıĢılırken karĢılaĢılan 

önemli sorunlardan bir tanesi yüzey grafiklerinin çizilmesidir. Bu yüzden, yüzey 

grafiklerinin çizilmesi düĢük boyutlu uzaylarda mümkündür. Bu nedenle, yüzey 

denkleminin düĢük boyutlu uzaylara indirgenmesi gerekir. Yüksek boyutlu uzaylarda 

yüzeylerin grafiğinin düĢük boyutlu uzaylarda çizilebilmesi için izdüĢüm adı verilen 

dönüĢümlere gereksinim vardır. Böylece aĢağıdaki tanım verilebilir. 

Tanım 3.1.11. Üç boyutlu bir uzayda bir yüzeyin iki boyutlu uzaydaki görüntüsüne 

yüzeyin izdüĢümü denir. Genel olarak izdüĢüm, n -boyutlu uzaydaki bir 

hiperyüzeyin m -boyutlu uzaydaki görüntüsüdür ( )m n .  

 Üç boyutlu bir uzayda, bir M  yüzeyinin üzerindeki noktalardan geçen ve 

verilen bir u  doğrultusuna paralel olan doğruların düzlemle arakesit noktalarının 

geometrik yerine yüzeyin düzlem üzerindeki paralel izdüĢümü denir (3d-2d paralel 

izdüĢüm) [27]. 
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                                      z   

                                                                    

                                                       P                                               

                                                                                                                  ( , , )u a b c  

                                                                                      

                                                                                    

                    x            P                                       H        

 

ġekil 3.1.  3E ’te bir M yüzeyinin paralel izdüĢümü 

M  yüzeyi üzerindeki ( , , )P x y z M   noktalarının x y  düzlemi üzerindeki 

izdüĢüm noktaları ( , ,0)P x y H   olmak üzere ġekil 3.1 den 

OP OP PP  , 

OP OP u  , 

( , ,0) ( , , ) ( , , )x y x y z a b c   

yazılır. Burada gerekli iĢlemler yapılırsa 

,
x x a z

cy y b






  
 

    

( 0)c    

bulunur. Bu durumda M  yüzeyinin u  doğrultusu boyunca paralel izdüĢümü 

 ( , , ) ,
xc az yc bz

x y z
c c

  
  

 
 

ile temsil edilir. Özel olarak, u  doğrultusu yerine (0,0,1)z   doğrultusu alınırsa M  

yüzeyinin z  ekseni boyunca paralel izdüĢümü 

 ( , , ) ,x y z x y  

Ģeklinde bulunur. Yani, yüzeyin noktalarından z  koordinatı kaldırılarak elde edilir. 

Eğer, izdüĢüm ıĢınlarının merkezi z  ekseni üzerinde ve orjinden pz  kadar 

uzaklıkta ise o zaman yüzeyin 0z   düzlemi üzerindeki izdüĢümü  

 
. .

( , , ) ,
 

  
  

x pz y pz
x y z

pz z pz z
 

Ģeklinde bulunur. Bu izdüĢüme perspektif izdüĢüm (3d-2d perspektif izdüĢüm) 

denir [27]. 

M

O y
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 Benzer Ģekilde, dört boyutlu uzaydaki bir yüzeyin üç boyutlu uzay üzerindeki 

paralel izdüĢümü veya perspektif izdüĢümü alınabilir. O halde dört boyutlu uzayda 

bir yüzeyin 0w  hiperdüzlemi üzerindeki paralel ve perspektif izdüĢümleri 

4d-3d paralel izdüĢüm: ( , , , ) ( , , )x y z w x y z                                                       (3.19) 

4d-3d perspektif izdüĢüm: 
. . .

( , , , ) , ,
 

  
   

x pw y pw z pw
x y z w

pw w pw w pw w
       

            (3.20) 

Ģeklindedir [27].   

 Bu çalıĢmada, dört boyutlu Öklid uzayında verilen yüzey örnekleri ve 

pedalları paralel veya perspektif izdüĢüm kullanılarak Maple programında çizilmiĢtir. 

3.2 Üç Boyutlu Öklid Uzayında Pedal Yüzeyleri 

M , 3E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilen kapalı ve regüler bir yüzey 

olsun. M  yüzeyinin O  orjin noktasına göre P M  noktasındaki pozisyon vektörü 

X  ve birim normal vektörü N  olmak üzere O  orjin noktasına göre pozisyon 

vektörü 

X hN                                                                                                     (3.21) 

olan yüzeye M ’nin pedal yüzeyi denir. Burada h , M  yüzeyinin P M  

noktasındaki  destek fonksiyonu   

,h X N 
                                                                                

              (3.22) 

Ģeklinde tanımlanır [12]. 

                                       

 

              

                                    P                                                        P  

 

                                                                                                                     ̅ 

 

                                                                                         X hN            

                                                                                                           

                                                                                                

ġekil 3.2. 3E ’te Pedal yüzeyi 
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ġekil 3.2 den de görülebileceği gibi bir M  yüzeyinin pedalı, O  orjin noktasından M  

yüzeyinin teğet düzlemine indirilen dikme ayaklarının geometrik yeri olarak 

açıklanabilir. Bu çalıĢmada M  yüzeyinin pedal yüzeyi M  ile gösterilecektir.  

M  pedal yüzeyinin birim normali N  olsun. Bu durumda M ’nin birim 

normali 

i j

i j

X X
N

X X





.                                                                                         

Burada iX  ve jX , sırasıyla, u  ve v  parametrelerine göre kısmi türevleridir. Aynı 

zamanda M  pedal yüzeyinin P M  noktasındaki destek fonksiyonu h  ise 

 ,h X N  .                                                                                              

Bu son eĢitlikte (3.21) yerine yazılırsa, M  ve M  yüzeylerinin destek fonksiyonları 

 ,h h N N                                                                                             

Ģeklindedir. Diğer taraftan (3.21) deki X  pozisyon vektörünün u  ve v  

parametrelerine göre türevleri alınırsa  

 , ,i i iX h N hN i u v                                                                               

bulunur. O halde X  pozisyon vektörü 

 
,

, , ,ik

i k

i k

X hN b h N i k u v                                                                 (3.23)            

olarak ifade edilebilir. Burada, ( )ikb , M ’nin üçüncü temel formu olan ( ) ikIII b ’nın 

invers (ters) tensörüdür [12]. Ayrıca, M ’nin üçüncü temel formunun katsayıları 

(1 , 2)ijb i j   olmak üzere, üçüncü temel forma göre,  ,
III

h h  ikinci Beltrami 

operatörü  

  
2 2

22 11 12

2

11 22 12

2
, , ,

( )

 
   



III
i j i jh b h b h h b

h h i u j v
b b b

                                      (3.24)                    

Ģeklindedir [28]. Bu durumda (3.23) ve (3.24) ten 

2 2 ( , )
III

h h h    

yazılabilir. Burada  , X  pozisyon vektörünün uzunluğudur [12]. 
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Teorem 3.2.1. M  pedal yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları ij
g  

(1 , 2) i j  olsun. Bu durumda,   

 

2 2

1111

2

1212

2 2

2222

,

 

   

 

i

i j

j

g h h b

g h h h b i u j v

g h h b

                                                                 

dir [12]. 

Sonuç 3.2.2. M  pedal yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları (1 , 2)
ij

g i j  , 

M  yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları ve Gauss eğriliği, sırasıyla, ijg  ve 

K  olmak üzere 

 
2 2 2 2

11 22 1211 22 12
( ) ( ( ) )  g g g h b b b                                                         

veya 

 
2 2 2 2 2

11 22 1211 22 12
( ) ( ( ) )g g g h K g g g                                                     

dir [12]. 

Teorem 3.2.3. M  ve M   yüzeylerinin destek fonksiyonları, sırasıyla, h  ve h  olmak 

üzere, h  ve h   arasındaki bağıntı 

 

2h
h


                                                                                                         

Ģeklindedir [12]. 

Teorem 3.2.4. M  ve M  yüzeylerinin ikinci temel formlarının katsayıları, sırasıyla,  

ijc
 
ve (1 , 2) ijc i j  olmak üzere ijc

 
ve ijc  katsayıları arasında   

 

2
11 11 11

2
12 21 12 12

2
22 22 22

1
( 2 ),

1
( 2 ),

1
( 2 )







  

   

  

c h c hg
h

c c h c hg
h

c h c hg
h

                                                                  

bağıntısı vardır [12]. 
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Sonuç 3.2.5. M  pedal yüzeyinin birinci ve ikinci temel formu, sırasıyla, I  ve II , 

M ’nin ikinci temel formu II  ise 

 
21

( 2 )II h II hI
h

                                                                                   

dir [12]. 

Sonuç 3.2.6. M  ve M  yüzeylerinin ortalama eğrilikleri, sırasıyla, H  ve H  olsun. 

Bu durumda ortalama eğrilikleri arasında  

 
2 2

2

1
(4 ( , ) 2 )

2

II

H hK h h h H
hK




               

bağıntısı vardır [12]. 

Sonuç 3.2.7. M  ve M  yüzeylerinin Gauss eğrilikleri, sırasıyla, K  ve K  olsun. Bu 

durumda Gauss eğrilikleri arasında 

2 3
2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 4
(4 ( , ) )

IIh K hK h HK
K h K h h

h K   
      

bağıntısı vardır [12]. 

 

 

 

 

 



27 

4. BULGULAR 

4.1 Dört Boyutlu Öklid Uzayında Ġki Boyutlu Yüzeylerin Pedallarının 

Karakteristik Özellikleri 

M , 4E ’te ( , )X X u v  parametrik ifadesi ile verilen iki boyutlu regüler bir yüzey 

olsun. M  yüzeyinin birim normal çatı alanı 1N  ve 2N , teğet vektör alanı uX  ve vX  

olmak üzere M ’nin bir P  noktasındaki tanjant uzayı ve normal uzayı, sırasıyla,

( ) { , }M u vT P Sp X X  ve 1 2( ) { , }MT P Sp N N 
 
olsun. 

 

                                                MT P
 

                                                                                                                                                                                                         

                             

                    1N          2N                    

                                                                                                         MT P                     

                                                                                     

                                                                                             P                                

                            P                                                                                                  

 

                                                                                                      

   M                                                                                      X                M  

                                                                 X   

 

                                                                                                     

                                                                                          O     

               

ġekil 4.1. Dört boyutlu Öklid uzayında iki boyutlu pedal yüzeyi 

 

ġimdi, 4E ’te O  orjin noktasına göre iki boyutlu bir yüzeyin pedalının denklemini 

araĢtıralım. 1 2, ( )MN N T P  olduğundan ( )MX T P  vektörü 
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 1 1 2 2, ,X X N N X N N   

Ģeklinde yazılabilir. ġekil 4.1 den X   vektörü için  

 X X PP   

yazılır. Ayrıca ( )MPP T P
 
olup, 1PP N  ve 2PP N . O halde X   vektörü 

 1 1 2 2, ,X X N N X N N   

olarak yazılır. Diğer taraftan, 1 1,h X N   ve 2 2,h X N   ile gösterilirse M  nin 

pedal yüzeyinin pozisyon vektörü   

 1 1 2 2X h N h N                                                                                           (4.1) 

olarak elde edilir. Burada 1h  ve 2h  M  nin destek fonksiyonlarıdır. O halde M  

üzerindeki bütün P  noktalarına karĢılık gelen bütün P  noktalarının geometrik yeri 

M  nin pedal yüzeyini oluĢturur ve M  ile gösterilir. 

M  yüzeyi parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan bir yüzey olsun. Bu durumda  

 , 0u vX X  .                                                                                                (4.2) 

 ÇalıĢmamız boyunca, M  yüzeyi, parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan bir 

yüzey olarak ele alınacaktır. 

 X  pozisyon vektörünün  u  ve v  parametrelerine göre türevleri alınırsa  

 
1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

u u u u u

v v v v v

X h N h N h N h N

X h N h N h N h N

     


    

                                            (4.3) 

bulunur. M  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik çizgisi olduğundan  

 

1 1

1 1 1 2

2 2

2 1 2 2

( ) , ( )

( ) , ( )

u u v v

u u v v

N k X N k X

N k X N k X

  


 

.                                                                (4.4) 

Burada 
1 2 1 2

1 1 2 2, , vek k k k  M  nin asli eğrilikleridir. O halde (4.4), (4.3) de yerlerine 

yazılır ve elde edilen eĢitlikler düzenlenirse 

 

1 2

1 1 2 1 1 1 2 2

1 2

1 2 2 2 1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

u u u u

v v v v

X h k h k X h N h N

X h k h k X h N h N

     


    

                                                (4.5) 

elde edilir . Bu son eĢitlikte, 0   ve 0   olmak üzere 

 

1 2

1 1 2 1

1 2

1 2 2 2

h k h k

h k h k





   


  

 

                            

                                                           (4.6) 

ile gösterilirse  
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1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

u u u u

v v v v

X X h N h N

X X h N h N





   


  

                                                                   (4.7) 

bulunur.  

Teorem 4.1.1. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M  nin pedal yüzeyi olsun. M  

ve M  yüzeylerinin I. temel formlarının, sırasıyla, ijg  ve ij
g

 
katsayıları arasında  

 

2

1111

1 1 2 212

2

2222

( ) ( ) ( ) ( )u v u v

g g U

g h h h h

g g V





  


 


 

                                                                      (4.8) 

bağıntısı vardır. Burada 2 2

1 2( ) ( )u uU h h   ve 2 2

1 2( ) ( )v vV h h  . 

Ġspat: M  ve M ’nin I. temel formlarının katsayıları, sırasıyla ijg  ve ij
g   

(1 , 2)i j   olmak üzere 

 11 12 22, , , , ,  u u u v v vg X X g X X g X X                                           (4.9) 

ve 

 11 12 22
, , , , ,u u u v v vg X X g X X g X X   .                                   (4.10) 

11
,u ug X X  denkleminde (4.7) eĢitliği yerine yazılırsa  

 1 1 2 2 1 1 2 211
( ) ( ) , ( ) ( )u u u u u ug X h N h N X h N h N      , 

 

2

1 1 2 211

2 2

1 1 1 1 2 1 2 2 2 2

, 2 ( ) , 2 ( ) ,

( ) , 2( ) ( ) , ( ) ,

u u u u u u

u u u u

g X X h X N h X N

h N N h h N N h N N

    

  
                       (4.11) 

bulunur. ( ) { , }M u vT P Sp X X  ve 1 2( ) { , }MT P Sp N N   olduğundan  

 1 2 1 2 1 2, , , , , 0u u v vX N X N X N X N N N                             (4.12)        

ve 

 1 1 2 2, , 1N N N N  .                                                                             (4.13)        

 O halde, (4.9), (4.12) ve (4.13) eĢitlikleri (4.11) de yerlerine yazılırsa 

 
2 2 2

11 1 211
( ) ( )u ug g h h                                                                             (4.14) 

elde edilir. Bu son eĢitlikte, kısalık için 2 2

1 2( ) ( )u uU h h   olarak alınırsa 

 
2

1111
g g U    

olarak elde edilir. 
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 Benzer Ģekilde 
12

g  ve 
22

g  katsayılarını hesaplayalım. 12
, u vg X X  denkleminde  

(4.7) eĢitliği yerine yazılırsa 

 1 1 2 2 1 1 2 212
( ) ( ) , ( ) ( )u u u v v vg X h N h N X h N h N      , 

 

1 1 2 212

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

2 2 2 1 2 1 2 2 2 2

, ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

u v v u v u

u v u v u v

u v u v u v

g X X h X N h X N

h N X h h N N h h N N

h N X h h N N h h N N

  





  

  

  

 

bulunur. (4.2), (4.12) ve (4.13) eĢitlikleri bu son denklemde yerlerine yazılırsa  

 1 1 2 212
( ) ( ) ( ) ( )u v u vg h h h h                                                                         (4.15) 

elde edilir.  Diğer taraftan, 22
, v vg X X  denkleminde  (4.7) eĢitliği yerine 

yazılırsa 

 1 1 2 2 1 1 2 222
( ) ( ) , ( ) ( )v v v v v vg X h N h N X h N h N      , 

 

2

1 1 2 222

2 2

1 1 1 1 2 1 2 2 2 2

, 2 ( ) , 2 ( ) ,

( ) , 2( ) ( ) , ( ) ,

v v v v v v

v v v v

g X X h X N h X N

h N N h h N N h N N

    

  
 

bulunur. O halde (4.12) ve (4.13) eĢitliklerinden  

 
2 2 2

22 1 222
( ) ( )v vg g h h                                                                             (4.16) 

elde edilir. Bu son eĢitlikte, kısalık için 2 2

1 2( ) ( )v vV h h   olarak alınırsa 

 
2

2222
g g V    

olarak elde edilir. 

Sonuç 4.1.2. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M ’nin pedal yüzeyi olsun. M  ve 

M  yüzeylerinin, sırasıyla, w  ve w  alan elementleri arasında 

 
2

2 2 2 2 2 2

11 22 1 2 2 1[( ) ( ) ( ) ( ) ]u v u vw w g V g U h h h h          

bağıntısı vardır. 

Teorem 4.1.3. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve  de  nin pedal yüzeyi olsun. M  

yüzeyinin 1N  ve 2N  birim normalleri  

 1 1
1

1 11 22

( ) ( )1
, ,1,0u vh h

N
g g  

 
  

 
  ve 2 2

2

2 11 22

( ) ( )1
, ,1,0u vh h

N
g g  

 
  

 
 

M M



31 

Ģeklindedir. Burada 
2 2

1 1
1 2 2

( ) ( )
1u vh h


 

     ve 
2 2

2 2
2 2 2

( ) ( )
1u vh h


 

   . 

Ġspat: M  yüzeyinin P M  noktasındaki tanjant ve normal uzayları, sırasıyla, 

( )MT P  ve ( )MT P , M  pedal yüzeyinin P M  noktasındaki tanjant ve normal 

uzayları, sırasıyla, ( )
M

T P  ve ( )
M

T P

 
olsun.  ( ) ,M u vT P Sp X X  ve 

 1 2( ) ,MT P Sp N N   olmak üzere  4 1 2( ) , , ,u vE
T P Sp X X N N  yazılabilir. Diğer 

taraftan ( )
M

T P 
 
vektörü için  4( ) ( )

M E
T P T P   olduğundan  

 1 2( , , , ) u va b c d aX bX cN dN                                                           (4.17) 

yazılır. ġimdi , , ve da b c  katsayılarını hesaplayalım. ( )
M

T P   ve , ( )u v
M

X X T P   

olduğundan  

 , 0uX    ve , 0vX  . 

(4.7)  ve (4.17),  , 0uX   denkleminde yerlerine yazılırsa 

 
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

, ( ) ( ) , ( ) ( )

, ( ) ( ) , ( ) ( ) 0

u u u u v u u u

u u u u u u

a X X h N h N b X X h N h N

c N X h N h N d N X h N h N

 

 

    

      
 

 1 1 1 2 2 2, ( ) , ( ) , 0u u u ua X X c h N N d h N N     

bulunur. O halde (4.9) ve (4.13) ten  

 11 1 2( ) ( ) 0u ug a h c h d                                                                             (4.18) 

elde edilir. 

Benzer Ģekilde (4.7) ve (4.17), , 0vX   denkleminde yerlerine yazılırsa 

 
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

, ( ) ( ) , ( ) ( )

, ( ) ( ) , ( ) ( ) 0

u v v v v v v v

v v v v v v

a X X h N h N b X X h N h N

c N X h N h N d N X h N h N

 

 

    

      
, 

 1 1 1 2 2 2, ( ) , ( ) , 0v v v vb X X c h N N d h N N     

bulunur. Bu durumda (4.9) ve (4.13) ten 

 22 1 2( ) ( ) 0v vg b h c h d                                                                             (4.19) 

elde edilir. (4.18) ve (4.19) birleĢtirilirse 

 
11 1 2

22 1 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

u u

v v

g a h c h d

g b h c h d





  


  
                                                                       (4.20) 
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lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi çözülürse 

 
11

11 22

22

0
, 0

0





    

g
g g

g
 

olmak üzere 

  1 2

11

1
( ) ( )


 u ua c h d h

g
      

ve                  

  1 2

22

1
( ) ( )


 v vb c h d h

g
                       

bulunur. a  ve b  değerleri (4.17) de yerlerine yazılır ve düzenlenirse  

 1 1 2 2

11 22 11 22

( ) ( ) ( ) ( )
, ,1,0 , ,0,1u v u vh h h h

c d
g g g g


   

   
    

   
                                         (4.21) 

elde edilir. O halde, 

1 1 2 2

11 22 11 22

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ,1,0 , , ,0,1u v u v

M

h h h h
T P Sp

g g g g   


     

     
     

 

yazılabilir.  1 2( ) ,MT P Sp n n   olarak alınırsa, M  yüzeyinin normalleri 

1 1
1

11 22

( ) ( )
, ,1,0u vh h

n
g g 

 
  
 

                                                                               

ve  

 2 2
2

11 22

( ) ( )
, ,0,1u vh h

n
g g 

 
  
 

                                                                              

olup birim normal vektörleri   

1 1 1
1

1 1 11 22

( ) ( )1
, ,1,0u vh hn

N
g gn   

 
   

 
                                               (4.22) 

2 2 2
2

2 2 11 22

( ) ( )1
, ,1,0u vh hn

N
g gn   

 
   

 
               (4.23) 

Ģeklindedir. Burada  

2 2

1 1
1 2 2

( ) ( )
1u vh h


 

     

ve 
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2 2

2 2
2 2 2

( ) ( )
1u vh h


 

   . 

Teorem 4.1.4. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M ’nin pedal yüzeyi olsun. M  

ve M  yüzeylerinin II. temel formlarının, sırasıyla, 
i

jkc  ve  ( , , 1,2)i j k    

katsayıları arasında 

 

 

 

1 2 11 11
11 11 1 1 2 1

11 22

1 2 11 22
12 1 2 2 2

11 22

22 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

1

i
i i u i u u i v v

u u u i uu

i

i
v i u i v i u v i v u

u u i uv

i

i i

i

h h g h g
c c h k h k h

g g

h h h g h g
c h k h k h

g g

c c


 

   

 

    




  
        

  

  
       

  

  1 2 22 22
1 2 2 2

11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

i v i u u i v v
v v v i vv

h h g h g
h k h k h

g g




  










          
  

  

 

 (4.24) 

bağıntısı vardır. Burada  ve  katsayıları, sırasıyla M  ve M ’nin iN  ve iN  

normal vektörlerine göre II. temel formlarının katsayılarıdır.  

Ġspat: M ’nin 
1

jkc  ve 
2

jkc  II. temel formunun katsayılarını hesaplayalım. (4.7) 

eĢitliğindeki  

 1 1 2 2( ) ( )u u u uX X h N h N  
 

ve
 

 1 1 2 2( ) ( )v v v vX X h N h N    

denklemlerinin u  ve v  parametrelerine göre türevleri alınırsa 

  1 2

1 1 2 1 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )uu u u u u uu uu uuX h k h k X h N h N X                        (4.25) 

  1 2

1 2 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )uv v u u u v uv uv uvX X h k h k X h N h N X                   (4.26) 

  1 2

1 2 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )vv v v v v vv vv vvX h k h k X h N h N X                         (4.27) 

bulunur. Ġlk olarak 
1

jkc  katsayılarını hesaplayalım. Teorem 2.3.26 dan  

 
1

11 1,uuc X N   

Ģeklindedir. Bu son eĢitlikte (4.22) ve (4.25) yerlerine yazılırsa 

    
1

1 2 1 1
11 1 1 2 1 1 1 2 2 1

1 11 22

( ) ( )1
( ( ) ( ) ) , u v

u u u u uu u vuu uu

h h
c h k h k X h N h N X X X N

g g
 

  
         ,  

i

jkc

i

jkc
i

jkc
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 1 21
1 1 2 1 1 1 1

1 11

11

1 1 1
1

11 22

( )
( ( ) ( ) ) , ,

1

( ) ( )
,

u
u u u u u uu

u v
uu u v

h
h k h k X X h N N

g
c

h h
X X X N

g g







 

 
   

 
 
   
  

  

bulunur. Burada 11,u uX X g  ve 1 1, 1N N   olduğundan  

   
1

1 21 1 1
11 1 1 2 1 1 1

1 11 22

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ,u u v

u u u uu u vuu

h h h
c h k h k h X X X N

g g
 

   

 
       

 

  (4.28) 

yazılır. Diğer taraftan 1 1
1

11 22

( ) ( )
, u v

uu u v

h h
X X X N

g g 
   iç çarpımını hesaplamak için 

(3.1) denklemi burada yerine yazılır ve gerekli iĢlemler yapılırsa   

1 2 11 1 1 1
1 11 11 11

11 22

( ) ( ) ( ) ( )
, u v u v

uu u v

h h h h
X X X N c

g g   
       

elde edilir. (2.4) burada yerine yazılır ve düzenlenirse  

11 1 1 11 1 11
1 11

11 22 11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

2

u v u u v v
uu u v

h h h g h g
X X X N c

g g g g   

 
     

 
 

bulunur. Bu son eĢitlikten (4.28) denklemi 

   
1

1 1 21 1 11 1 11
11 11 1 1 2 1 1

1 11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

2

u u u v v
u u u uu

h h g h g
c c h k h k h

g g


 

   

  
       

  

 

Ģeklinde elde edilir. 

ġimdi 
1

12c  katsayısını hesaplayalım. Teorem 2.3.26 dan 

 
1

12 1,uvc X N   

Ģeklinde olup bu son eĢitlikte (4.26) ve (4.22) yerlerine yazılırsa 

 
1 1 2 1 1
12 1 2 2 2 1 1 2 2 1

1 11 22

( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ( ) , ,u v

v u u u v uv uv uv u v

h h
c X h k h k X h N h N X X X N

g g
 

  
         

 

 1 21 1
1 2 2 2 1 1 1

1 11 22

12

1 1 1
1

11 22

( ) ( )
, ( ) ( ) , ( ) ,

1

( ) ( )
,

v u v
u u u u v v uv

u v
uv u v

h h
X X h k h k X X h N N

g g
c

h h
X X X N

g g



 




 

 
    
 
 
   
  

  

bulunur. Burada 11,u uX X g , 22,v vX X g  ve 1 1, 1N N   olduğundan 

 
1 1 21 1 1 1
12 1 2 2 2 1 1

1 11 22

( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ,v u v u v

u u uv uv u v

h h h h
c h k h k h X X X N

g g




    

 
        

    

(4.29) 
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elde edilir. (3.1) den  

1 2 11 1 1 1
1 12 12 12

11 22

( ) ( ) ( ) ( )
, u v u v

uv u v

h h h h
X X X N c

g g   
       

olup M ’nin parametre eğrileri eğrilik çizgisi olduğundan  

 
1 21 1 1 1

1 12 12

11 22

( ) ( ) ( ) ( )
, u v u v

uv u v

h h h h
X X X N

g g   
     . 

 (2.4) ten bu son eĢitlik tekrar düzenlenirse  

1 1 1 11 1 22
1

11 22 11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

2

u v u v v u
uv u v

h h h g h g
X X X N

g g g g   

 
    

 
 

bulunur. O halde, bu son eĢitlik (4.29) da yerine yazılırsa 

 
1

1 21 1 1 11 1 22
12 1 2 2 2 1

1 11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

v u v u v v u
u u uv

h h h g h g
c h k h k h

g g

 

    

  
        

  
 

elde edilir. 

ġimdi 
1

22c  katsayısını hesaplayalım. Teorem 2.3.26 dan 

 
1

22 1,vvc X N  . 

Bu son eĢitlikte (4.22) ve (4.27) yerlerine yazılırsa 

 
1 1 2 1 1
22 1 2 1 2 1 1 2 2 1

1 11 22

( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ( ) , ,u v

v v v v vv vv vv u v

h h
c h k h k X h N h N X X X N

g g
 

  
        

 

 1 21
1 2 2 2 1 1 1

1 22

22

1 1 1
1

11 22

( )
( ) ( ) , ( ) ,

1

( ) ( )
,

v
v v v v v vv

u v
vv u v

h
h k h k X X h N N

g
c

h h
X X X N

g g







 

 
    
 
 
   
  

  

bulunur. Burada 22,v vX X g  ve 1 1, 1N N   olduğundan  

 
1

1 21 1 1
22 1 2 2 2 1 1

1 11 22

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ,v u v

v v v vv vv u v

h h h
c h k h k h X X X N

g g
 

   

 
        

   

(4.30)

 

elde edilir. (3.1)  göz önüne alınırsa  

1 2 11 1 1 1
1 22 22 22

11 22

( ) ( ) ( ) ( )
, u v u v

vv u v

h h h h
X X X N c

g g   
        

bulunur ve (2.4) burada yerine yazılırsa 

11 1 1 22 1 22
1 22

11 22 22 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
,

2

u v v v u u
vv u v

h h h g h g
X X X N c

g g g g   

 
     

 
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elde edilir. Bu son eĢitlik (4.30) denkleminde yerine yazılır ve düzenlenirse 

 
1

1 1 21 1 22 1 22
22 22 1 2 2 2 1

1 22 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

v v v u u
v v v vv

h h g h g
c c h k h k h

g g


 

   

  
        

  

 

elde edilir. 

 Benzer Ģekilde, II. temel formunun  katsayılarını hesaplayalım. 
2

11c  

katsayısı için  

 
2

11 2,uuc X N  . 

Bu son eĢitlikte (4.23) ve (4.25) yerlerine yazılır ve gerekli kısaltmalar yapılırsa 

 
2

1 22 2 2
11 1 1 2 1 2 2

2 11 22

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ,u u v

u u u uu uu u v

h h h
c h k h k h X X X N

g g
 

   

 
        

    

(4.31) 

bulunur. (3.1) ve (2.4) gözönüne alınır ve gerekli iĢlemler yapılırsa  

  
2

2 1 22 2 11 2 11
11 11 1 1 2 1 2

2 11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

u u u v v
u u u uu

h h g h g
c c h k h k h

g g


 

   

  
        

  

  

elde edilir. Diğer taraftan, 
2

12c  katsayısı için   

 
2

12 2,uvc X N   

olup (4.23) ve (4.26) burada yerlerine yazılır ve düzenlenirse 

 1 22 2
1 2 2 2 2

2

12

2 2 2
2

11 22

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

( ) ( )
,

v u v
u u uv

u v
uv u v

h h
h k h k h

c
h h

X X X N
g g



 




 

 
    
 
 
   
 

            

                          (4.32) 

elde edilir. Aynı zamanda (3.1) ve (2.4) göz önüne alınarak bu son eĢitlik yeniden 

düzenlenirse  

  
2

1 22 2 2 11 2 22
12 1 2 2 2 2

2 11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

v u v u v v u
u u uv

h h h g h g
c h k h k h

g g

 

    

  
       

  

 

Ģeklinde elde edilir.  

 
2

22c  katsayısı için,  

 
2

22 2,vvc X N  . 

Bu son eĢitlikte (4.23) ve (4.27) yerlerine yazılır ve düzenlenirse 

 
2

1 22 2 2
22 1 2 2 2 2 2

2 11 22

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) ,v u v

v v v vv vv u v

h h h
c h k h k h X X X N

g g
 

   

 
        

   

   (4.33) 

2

jkc
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elde edilir. (3.1) ve (2.4) denklemleri kullanılarak bu son eĢitlik yeniden düzenlenirse  

 

 2 1 22
22 1 2 2 2

2

22

2 2 22 2 22
2

11 22

( )
( ) ( )

1

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2

v
v v v

u u v v
vv

h
c h k h k

c
h g h g

h
g g

 


 

 

 
   

 
  
    

  

 

elde edilir.  

 O halde,  1, 2i   olmak üzere M  ve M ’nin II. temel formlarının katsayıları 

arasındaki bağıntı  

 

 

1 2 11 11
11 11 1 1 2 1

11 22

1 2 11 22
12 1 2 2 2

11 22

22 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

1

i
i i u i u u i v v

u u u i uu

i

i
v i u i v i u v i v u

u u i uv

i

i i

i

h h g h g
c c h k h k h

g g

h h h g h g
c h k h k h

g g

c c


 

   

 

    




  
        

  

  
       

  

  1 2 22 22
1 2 2 2

11 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

i v i u u i v v
v v v i vv

h h g h g
h k h k h

g g




  










          
  

 

Ģeklindedir.  

Sonuç 4.1.5. Teorem 4.1.4 ün bir sonucu olarak M  ve M   yüzeylerinin ikinci temel 

formlarının katsayıları arasındaki bağıntı 

11 11

12

22 22

1

1

i i

i

i

i

i

i
i

i

i

c c A

c C

c c B








 






  



                                     (4.34) 

olarak da verilebilir. Burada  

1 2 1 2

1 1 2 1 11 11

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )i u i u i v

i u u u i uu

i

h h h
A h k h k h 

   

  
           

  
, 

 
1 2 1 2

1 2 2 2 22 22

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )i v i u i v

i v v v i vv

i

h h h
B h k h k h 

   

  
           

  
, 

1 2 1 2

1 2 2 2 12 12

( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) .v i u i v i u i v

i u u i uv

i

h h h h
C h k h k h




    

   
          

  

 

Ġspat: (4.24) eĢitliğinde (2.4) yerlerine yazılır ve gerekli kısaltmalar yapılırsa ispat 

tamamlanmıĢ olur.  
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Teorem 4.1.6. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M ’nin pedal yüzeyi olsun. M  

yüzeyinin 
i

jkb  ( , , 1,2)i j k   III. temel formlarının katsayıları   

2

11 11
11 11 12

11 11 11 22 11

11 22
22 2

1 22 11 22 22 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

i
ii u i u u i v v i u

i iu u

i v i u v i v u i v

iu u

h h g h g h
b g k

g g g g g

h h g h g h
g

g g g g g

     

     

     
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c h c h c c h h

g g g g

h
b g

g

   

      

 

    
      

    

       
                        



2

11 22

2

11 11 22 11

2

22 22
22 22

22 11 22 22 22

22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2 ( ) 2
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























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Ģeklindedir. Burada 
i

jkb  katsayıları M ’nin iN  normal vektörlerine göre III. temel 

formlarının katsayıları olup 1i   iken 2r   ve 2i   iken 1r  . 

Ġspat: Ġlk olarak M ’nin 
1

jkb  III. temel formunun katsayılarını hesaplayalım. (4.22) 

eĢitliğindeki 

 1 1
1 1

1 11 22

( ) ( )1 u v
u v

h h
N X X N

g g  

 
   

 
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denkleminin  u  parametresine göre türevi alınırsa 

1 1 1 1
1 1

1 11 11 22 22

1 1
1

1 11 22

( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( )

( ) ( )1

u u v v
u u uu v uv u

u u

u v
u v

u

h h h h
N X X X X N

g g g g

h h
X X N

g g

    

  

    
        

     

   
     
   

 

bulunur. Bu son eĢitlikte (3.1) ve (4.4) yerlerine yazılır ve düzenlenirse 

1 1 11 1 1 1
1 11 12 1

1 11 11 22 1 11

2 21 1 1 1
11 12
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1 11

( ) ( ) ( ) ( )1 1
( )
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u
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g
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u
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        

       

 

elde edilir. M ’nin parametre eğrileri eğrilik çizgisi olduğundan, bu son eĢitlik  

1 1 11 1 1 1
1 11 12 1

1 11 11 22 1 11

2 21 1 1 1
11 12
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      

     
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 
2

11 1
1 2

1 1 11
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u

c h
N N

g





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


     
     

      

      

           (4.35) 

biçimindedir. Teorem 2.3.26 dan  

 
1

11 1 1( ) , ( )u ub N N . 

Burada (4.35) yerine yazılır ve düzenlenirse  

 

2

1
1 1 11 1 1 1

11 11 11 12 1

1 11 11 22 1 11
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2 21 1 1 1
22 11 12
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2 2
2

11 1

1 1 1 11

( )1 u

u

c h

g 
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elde edilir. Bu son eĢitlikte (2.4) yerine yazılırsa 

 



40 

 

2

1
11 1 11 1 11 1

11 11 12

1 11 11 11 22 1 11

1 1 11 1 22 1
22 2

1 22 11 22 22 1 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

u u u v v u

u u

v u v v u v

u u

h h g h g h
b g k

g g g g g

h h g h g h
g

g g g g g

     

     

     
          

      

     
        

    

2

2 2
1 2

11 1 11 1

1 11 1 1 11

( ) ( )1 1u u

u
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bulunur. ġimdi 
1

12b  katsayısını hesaplayalım. (4.22) eĢitliğindeki 
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u v
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N X X N
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denkleminin v  parametresine göre türevi  
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Ģeklindedir. (3.1) ve (4.4) bu son eĢitlikte yerlerine yazılır ve düzenlenirse 
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(4.36) 

elde edilir. Teorem 2.3.26 dan 
1

12 1 1( ) , ( )u vb N N  olup (4.35) ve (4.36) burada 

yerlerine yazılırsa 
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elde edilir. Bu durumda (2.4) ten 
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12b  katsayısı 
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Ģeklindedir. Diğer taraftan, 
1

22b  katsayısı için teorem 2.3.26 dan  

 
1

22 1 1( ) , ( )v vb N N  

olup (4.36) burada yerine yazılır ve düzenlenirse 
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2 2
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bulunur. (2.4) burada yerine yazılırsa  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

u u v v u u

v v

v u u v v v

v v

h h g h g h
b g

g g g g g

h h g h g h
g k

g g g g g

     

     

     
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elde edilir. Benzer Ģekilde 
2

jkb  katsayılarını hesaplayalım. (4.23) eĢitliğindeki 

2 2
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2 11 22

( ) ( )1 u v
u v

h h
N X X N

g g  

 
   
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denkleminin u  parametresine göre türevi alınırsa 

2 2 2 2
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2 11 11 22 22
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u u

u v
u v

u

h h h h
N X X X X N

g g g g

h h
X X N

g g

    
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bulunur. Bu son eĢitlikte (3.1) ve (4.4) yerlerine yazılır ve düzenlenirse 
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                 (4.37) 

elde edilir. Teorem 2.3.26 dan 
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olup (4.37) den  
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u
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yazılır ve  bu son eĢitlikte (2.4) yerine yazılırsa 
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elde edilir. Diğer taraftan, 
2

12b  katsayısı için (4.23) deki 
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bulunur. Bu son eĢitlikte (3.1) ve (4.4) yerlerine yazılır ve düzenlenirse  
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   (4.38) 

elde edilir. Teorem 2.3.26 dan 
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olup bu son eĢitlikte (4.37) ve (4.38) yerlerine yazılır ve düzenlenirse  
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bulunur. Burada (2.4) yerine yazılırsa 



44 

2 2 2 11 2 22 2
12 11 2

2 11 11 11 22 2 11

22 2 11 2 11 2
12

2 11 11 11 22 2 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 ( ) 2

u u v v u u

v v

u u u v v u

u u

h h g h g h
b g

g g g g g

h h g h g h
k

g g g g g

     

     

     
         

      

     
         

      

22 2 22 2 22 2
22 22

2 22 11 22 22 2 22

2 2 11 2 22 2

2

2 22 11 22 22 2 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

v u u v v v

v v

v u v v u v

u u

h h g h g h
g k

g g g g g

h h g h g h

g g g g g

     

     




     
          

      

     
        

      

 

1 1 2 2

22 11 2 2 22 2 11 2

2

2 22 2 2 11 22 11 22

( ) ( ) ( ) ( )1 1u v v u

v u

c c h h c h c h

g gg g       

       
                    

  

elde edilir. Son olarak 
2

22b  katsayısı için teorem 2.3.26 dan 
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elde edilir. O halde  1i   iken 2r   ve 2i   iken 1r   alınmak suretiyle M  nin III. 

temel formlarının katsayıları  
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2 ( ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 ( ) 2

i
i u i u v i v u i u

i iv v

ii u i u u i v v i u

i iu u

h h g h g h
b g

g g g g g

h h g h g h
k

g g g g g

     

     

     
         

      

     
         

      

22 22
22 22

22 11 22 22 22

11 22

2

22 11 22 22 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

ii v i u u i v v i v

i iv v

i v i u v i v u i v

i iu u

h h g h g h
g k

g g g g g

h h g h g h

g g g g g

     

     




     
          

      

     
        

      

 
22 11 11 22

2

22 11 11 22

11 22
22 11 2

11 11 11 22

( ) ( ) ( ) ( )1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 ( ) 2

i i r r

i v i u i v i u

i i i iv u i

i
i u i u v i v u i u

i iv v

c h c h c c h h

g g g g

h h g h g h
b g

g g g g g

      

     

       
                        

    
        

    

2

11

2

22 22
22 22

22 11 22 22 22

2 2

22 22

22 22

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

2 2 ( )

( ) ( )1

ii v i u u i v v i v

i iv v

i r

i v i v

i i iv

h h g h g h
g k

g g g g g

c h c h

g g

     

    






















 
 
  


     

          
      

    
       

    







  

Ģeklindedir. 

ġimdi M  yüzeyinin destek fonksiyonlarının sabit olması halinde, M  ve M  

yüzeylerinin temel formlarının katsayıları arasındaki bağıntıları inceleyelim. 

Teorem 4.1.7. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve  de  

nin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M  yüzeylerinin I. temel formlarının 

katsayıları arasında 

 

2

1111

12

2

2222

0

g g

g

g g





 







 

bağıntısı vardır. 

Ġspat: M ’nin pedal yüzeyi olan M  yüzeyinin (4.1) denklemindeki  

 1 1 2 2X h N h N    

pozisyon vektörünün, M ’nin destek fonksiyonlarının sabit olduğu göz önünde 

tutularak, u  ve v  parametrelerine göre türevleri alınırsa 

M M
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1 1 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

u u u

v v v

X h N h N

X h N h N

   


  

                                                                         (4.39) 

bulunur. (4.4) ten bu son eĢitlik 

 

1 2

1 1 2 1

1 2

1 2 2 2

( )

( )





    


   

u u u

v v v

X h k h k X X

X h k h k X X
                                                                  (4.40) 

Ģeklindedir. O halde M  ve M ’nin, sırasıyla I. temel formlarının ijg
 
ve ij

g  ( 1,2)i   

katsayıları arasındaki bağıntı 

 
2

1111
,u ug X X g   ,                                                                           (4.41) 

12
, 0u vg X X  ,                                                                                   (4.42) 

 
2

2222
,v vg X X g                                                                               (4.43) 

Ģeklindedir. 

Teorem 4.1.8. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve  de  

nin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M  yüzeylerinin II. temel formlarının 

katsayıları arasındaki bağıntı 

 

11 11

12 12

22 22

,

0, 1, 2

i
i

i
i

i
i

c c

c c i

c c





 



  





                                                                               (4.44) 

Ģeklindedir.  

Ġspat: M  yüzeyinin ih  destek fonksiyonları sabit olduğundan 

        0i i i iu v uv vv
h h h h    ,    1,2i                                                 (4.45) 

olup, bu son eĢitlik (4.24) te yerlerine yazılırsa  

11 11

i
ic c , 12 12 0

i
ic c   ve 22 22

i
ic c   

elde edilir. 

 Sonuç 4.1.9. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  pedal yüzeyinin parametre eğrileri 

birer eğrilik çizgisidir. 

M M
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Teorem 4.1.10. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de 

M ’nin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  pedal yüzeyinin III. temel formunun 

katsayıları  

 

2
11 11 1

12

2
22 22 2

( ) ,

0, 1,2

( )

i
i

i

i
i

b g k

b i

b g k

 



 





                                                                        (4.46) 

Ģeklindedir. Burada 1

ik  ve 2

ik , M ’nin iN  normal vektörlerine göre asli eğrilikleridir. 

Ġspat: M ’nin destek fonksiyonları sabit olduğundan (4.22) den 

 1 1N N  

yazılabilir. Bu son eĢitliğin u  ve v  parametrelerine göre türevleri alınırsa 

 

1
1 1 1

1
1 1 2

( ) ( )

( ) ( )

u u u

v v v

N N k X

N N k X

  


 

                                                                              (4.47) 

bulunur. ġimdi M ’nin 
1 1 1

11 12 22, ,b b b   III. temel formunun katsayılarını hesaplayalım. 

1

11b  için, 

 
1

11 1 1( ) , ( )u ub N N  

olup (4.47) burada yerine yazılırsa 

 
1

1 1
11 1 1,u ub k X k X , 

  
21

1
11 1 ,u ub k X X , 

 
1

1 2
11 1 11( )b k g  

elde edilir.  

1

12b  için, 

 
1

12 1 1( ) , ( )u vb N N  

olup (4.47) burada yerine yazılırsa 

 
1

1 1
12 1 2,u vb k X k X , 

 
1

1 1
12 1 2 ,u vb k k X X  

bulunur. M ’nin parametre eğrileri eğrilik çizgisi olduğundan , 0u vX X   olup, 

buradan  
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1

12 0b   

elde edilir.  

1

22b  için, 

 
1

22 1 1( ) , ( )v vb N N  

olup burada (4.47) yerine yazılırsa 

 
1

1 1
22 2 2,v vb k X k X , 

 
1

1 2
22 2( ) ,v vb k X X , 

 
1

1 2
22 2 22( )b k g  

elde edilir.  

 Benzer Ģekilde M ’nin 
2 2 2

11 12 22, ,b b b   III. temel formunun katsayıları 

hesaplanırsa 

 
2

2 2
11 11 1( )b g k , 

 
2

12 0b  , 

 
2

2 2
22 22 2( )b g k  

eĢitlikleri elde edilir. Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

Sonuç 4.1.11. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

nin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M ’nin, sırasıyla, w  ve w  alan 

elementleri arasında  

 
2

2 2 2w w   

bağıntısı vardır. 

Sonuç 4.1.12. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin bir pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  yüzeyinin III. temel formu ile M  

yüzeyinin I. ve II.  temel formlarının katsayıları arasında  
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2

11
11

11

12

2

22
22

22

( )

0

( )

i
i

i

i
i

c
b

g

b

c
b

g









 



 ,  1,2i                                                                                (4.48) 

bağıntısı vardır. 

Ġspat: M ’nin asli eğrilikleri 1

ik  ve 2

ik  olsun. Teorem 2.3.28 den 

 

11
1

11

22
2

22

i
i

i
i

c
k

g

c
k

g






 



  ,  1,2i                                                                                    (4.49) 

Ģeklindedir. O halde (4.46) ve (4.49) bağıntıları birleĢtirilirse, ispatın açık olduğu 

görülür. 

Teorem 4.1.13. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de 

M ’nin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  yüzeyinin 1

ik  ve 2

ik  asli eğrilikleri ile M  

yüzeyinin 1

i

k  ve 2

i

k  asli eğrilikleri arasında 

 

1 1

2 2

1

1

i
i

i i

k k

k k










 


,  1,2i                   (4.50) 

bağıntısı vardır. 

Ġspat: Teorem 2.3.28 den, M  yüzeyinin asli eğrilikleri  

 

1
1 11
1

11

c
k

g
  , 

1
1 22
2

22

c
k

g
  , 

2
2 11
1

11

c
k

g
  ve 

2
2 22
2

22

c
k

g
  

Ģeklindedir. O halde, burada (4.41), (4.42), (4.43) ve (4.44) kullanılarak M  nin asli 

eğrilikleri hesaplanırsa 

 

1 1 1
1 1 111 111 11
1 1 1 12

11 1111

1 1c cc
k k k k

g gg



  
      , 

 

1 1 1
1 1 122 122 22
2 2 2 22

22 2222

1 1c cc
k k k k

g gg



  
      , 
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2 2 2
2 2 211 211 11
1 1 1 12

11 1111

1 1c cc
k k k k

g gg



  
      , 

 

2 2 2
2 2 222 222 22
2 2 2 22

22 2222

1 1c cc
k k k k

g gg



  
       

bağıntıları elde edilir. 

Teorem 4.1.14. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M  nin pedal yüzeyi olsun. M  

ve M  yüzeylerinin, sırasıyla, K  ve K  total Gauss eğrilikleri arasında 

 

 

2
2 2 2 2

11 22 1 2

2

1
1 2

( )c cw
K K

w w

  
 

  

  
    
 

                          (4.51) 

bağıntısı vardır. Burada  

 

1 2 22 22
11 1 2 2 2

11 22

1 2 11 11
1 1 2 1

11 22

2 2

22 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )

21 1

( )
( ( )

i i v i u u i v v
v v v i vv

i u i u u i v v
u u u i uu

ii i v
v v

h h g h g
c h k h k h

g g

h h g h g
h k h k h

g g

hw
c h


 

  




  



 



  
       

  

  
        

  


 

2

1 1 2 22 22
2 2 2

11 22

2

1 2 11 22
1 2 2 2

11 22

.
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ) ( )
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(( ) ( ) ) ( )

2

i i u u i v v
v i vv

v i u i v i u v i v u
u u i uv

h g h g
k h k h

g g

h h h g h g
h k h k h

g g



 

 

   



 
 
 
 
 
 
 
 
   

      
   

           
    

  

Ġspat: M  ve M ’nin total Gauss eğrilikleri, sırasıyla K  ve K  olsun. O halde (3.8) 

ve (3.12) den M  ve M ’nin Gauss eğrilikleri 

 
2

1 1 2 2

11 22 11 22 11 222 2
1

1 1
( ) ( )k k

k

K c c c c c c
w w

                                                         (4.52) 

ve 

 
2

2
11 22 122

1

1
( ( ) )

k k k

k

K c c c
w 

                                                                           (4.53) 

Ģeklindedir. Bu son eĢitlik düzenlenirse 

 
1 1 1 2 2 2

2 2
11 22 12 11 22 122

1
( ) ( )K c c c c c c

w

    
  

                                                    (4.54) 

bulunur. (4.24) eĢitliği (4.54) te yerlerine yazılırsa 
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 

 

1 1 21 1 11 1 11
11 1 1 2 1 12

11 221

1 1 21 1 22 1 22
22 1 2 2 2 1

11 22

1

2

1

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

( )1

1

u u u v v
u u u uu

v u u v v
v v v vv

v u

h h g h g
c h k h k h

g g

h h g h g
c h k h k h

g g

h

K
w


 

  


 

  





  
         

  

  
         

  






 

2

1 21 1 11 1 22
1 2 2 2 1

11 22

2 1 22 2 11 2 11
11 1 1 2 1 22

11 222

2 12
22 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )

2

( )
( )

v u v v u
u u uv

u u u v v
u u u uu

v
v v

h h g h g
h k h k h

g g

h h g h g
c h k h k h

g g

h
c h k



   


 

  

 


  
        

  

  
          

  

 

 

2 2 22 2 22
2 2 2

11 22

2

1 22 2 2 11 2 22
1 2 2 2 22

11 222

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
(( ) ( ) ) ( )

2

u u v v
v vv

v u v u v v u
u u uv

h g h g
h k h

g g

h h h g h g
h k h k h

g g



 

 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
           

   
       
    








 

elde edilir. Burada gerekli iĢlemler ve kısaltmalar yapılırsa 

 

 

2 2 2 2
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11 22 11 222 2
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1 2 22 22
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1 2 11
1 1 2 1

11

2 2

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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i i v i u u i v v
v v v i vv

i u i u u i
u u u

i

c c
K c c c c

w

h h g h g
c h k h k h

g g

h h g h
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w
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


 

  




 



 
   

 

  
       

  

     



11

22

1 2 22 22
22 1 2 2 2

11 22

1 2 11 22
1 2 2 2

11 22

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(( ) ( ) ) ( )

2

v v
i uu

i i v i u u i v v
v v v i vv

v i u i v i u v i v u
u u i uv

g
h

g

h h g h g
c h k h k h

g g

h h h g h g
h k h k h

g g




 

  

 

   

  
  

  

  
       

  

 
      

 

2

1

2

i

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
   



 

bulunur. (4.52) bu son eĢitlikte yerine yazılırsa 

 

 

2 2 2 2
2 11 22 1 2

2 2

2
1

1 2 22 22
11 1 2 2 2

11 22

1 2 11 11
1 1 2 1

11 22

2 2

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) )

21 1

i i v i u u i v v
v v v i vv

i u i u u i v v
u u u

i

c c
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w

h h g h g
c h k h k h

g g

h h g h g
h k h k

g g

w

 




 

  




  



 
  

 

  
       

  


     




1 2 22 22
22 1 2 2 2

11 22

2

1 2 11 22
1 2 2 2

11 22

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(( ) ( ) ) ( )

2

i uu

i i v i u u i v v
v v v i vv

v i u i v i u v i v u
u u i uv

h

h h g h g
c h k h k h

g g

h h h g h g
h k h k h

g g


 

  

 

   






   
 


  

       
  

  
       

  

2

1i








 


 
 
 
 
 
 
 


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elde edilir. Bu son eĢitlikteki denklemlerimizi kısaltmak için   

 

1 2 22 22
11 1 2 2 2

11 22

1 2 11 11
1 1 2 1

11 22

2 2

22 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( ) ) ( )
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( ( )

i i v i u u i v v
v v v i vv

i u i u u i v v
u u u i uu

ii i v
v v

h h g h g
c h k h k h

g g

h h g h g
h k h k h

g g
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c h


 

  




  



 



  
       

  

  
        

  


 

2

1 1 2 22 22
2 2 2

11 22

2

1 2 11 22
1 2 2 2

11 22

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(( ) ( ) ) ( )

2

i i u u i v v
v i vv

v i u i v i u v i v u
u u i uv

h g h g
k h k h

g g

h h h g h g
h k h k h

g g



 

 

   



 
 
 
 
 
 
 
 
   

      
   

           
    

  

alınırsa M  ve M ’nin total Gauss eğrilikleri arasındaki bağıntı  

 

 

2
2 2 2 2

11 22 1 2

2

1
1 2

( )c cw
K K

w w

  
 

  

  
    
 

                                                     (4.55) 

Ģeklinde elde edilir. 

Sonuç 4.1.15. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M ’nin total Gauss eğrilikleri 

arasında 

 
1

K K


  

bağıntısı vardır. 

Ġspat: (4.51) deki 

 

 

2
2 2 2 2

11 22 1 2

2

1
1 2

( )c cw
K K

w w

  
 

  

  
    
 

 

denkleminde sonuç 4.1.11 deki eĢitlik yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

 

2
2 2 2 2

11 22 1 2

2

1
1 2

( )1 1 c c
K K

w

  


   

  
   
 

 

elde edilir. Burada   
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 
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
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
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
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  

  
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2
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2
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2
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(( ) ( ) ) ( )

2
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h g h g
k h k h

g g

h h h g h g
h k h k h

g g



 

 

   



 
 
 
 
 
 
 
 
   

      
   

           
    

 ,  

2 2

1 1
1 2 2

( ) ( )
1u vh h


 

     

ve 

 
2 2

2 2
2 2 2

( ) ( )
1u vh h


 

    

olup, M  yüzeyinin destek fonksiyonları sabit olduğundan 0   ve 1 2 1   . O 

halde M  ve M ’nin total Gauss eğrilikleri arasındaki bağıntı 

 
1

K K


                                                                                                    (4.56) 

olarak elde edilir. 

Sonuç 4.1.16. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin bir pedal yüzeyi olsun. Eğer M  açılabilir bir yüzey ise M  de açılabilir bir 

yüzeydir. 

Ġspat: M  yüzeyi açılabilir bir yüzey olduğundan 0K   olup, (4.56) denkleminden 

0K  . O halde M  yüzeyi de açılabilirdir. 

Sonuç 4.1.17. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin bir pedal yüzeyi olsun. M  ve  yüzeylerinin Gauss eğrilikleri, sırasıyla 

iK  ve 
i

K  olmak üzere Gauss eğrilikleri arasında 

 
1i

iK K


  ,  1,2i                                                                                   (4.57) 

bağıntıları vardır. 

Ġspat: Teorem 2.3.23 ten, M  ve M ’nin Gauss eğrilikleri  

 1 2

i i iK k k                                                                                                    (4.58) 

M
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ve 

1 2

i i i

K k k                                                                                                    (4.59) 

yazılabilir. (4.59) denkleminde (4.50) yerlerine yazılırsa 

 1 2

1i
i iK k k


  

bulunur. Bu son eĢitlik ve (4.58)  birleĢtilirse  

1i
iK K


  

elde edilir.  

Teorem 4.1.18. , ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve  de 

M ’nin bir pedal yüzeyi olsun. M  ve M ’nin, sırasıyla Gauss torsiyonları NK  ve 

NK  arasında  

0NNK K                                                                                               (4.60) 

bağıntısı vardır. 

Ġspat: M ’nin Gauss torsiyonu için, (3.9) bağıntısından 

 
1 2 2 1 1 1 2 1 1 2 2 1

12 22 12 22 11 22 11 22 11 12 11 1211 12 222

1
[ ( ) ( ) ( )]NK g c c c c g c c c c g c c c c

w
                (4.61) 

yazılabilir. M ’nin parametre eğrileri eğrilik çizgisi ve destek fonksiyonları sabit 

olduğundan sonuç 4.1.9 dan M  yüzeyinin parametre eğrileri de birer eğrilik 

çizgisidir. Bu takdirde 

 
1 2

12 1212
0g c c   .                                                                                     (4.62) 

(4.62) denklemi (4.53) te yerine yazılırsa 

 0NK                                                                                                        (4.63) 

elde edilir. (3.13) ve (4.63) birleĢtirilirse 

0NNK K 
 

olduğu kolayca görülür.  

Teorem 4.1.19. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M ’nin pedal yüzeyi olsun. Bu 

takdirde M  ve M  yüzeylerinin, sırasıyla, H  ve H ortalama eğrilikleri arasında 

M 4E M
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     2 2 2 1 2

2 1 2 11 22 22 11 11 22 2 22 12

1 2

2 2

22 11 1 1 2 22

2
1 22 11

( )
2

( ) ( ) 2 (( ) ( ) ( ) ( ) )
1

1 1
2

i i i u v u v

i i
i

i i

H w H c g c g g c c
w

A g V B g U C h h h h

c U c Vw


       

 

 

 
 



       
 

     
 


 
  

   

(4.64) 

bağıntısı vardır. Burada  

1 2 1 2

1 1 2 1 11 11

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )i u i u i v

i u u u i uu

i

h h h
A h k h k h 

   

  
           

  
, 

 
1 2 1 2

1 2 2 2 22 22

( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( )i v i u i v

i v v v i vv

i

h h h
B h k h k h 

   

  
           

  
, 

1 2 1 2

1 2 2 2 12 12

( ) ( ) ( ) ( )1
( ) ( ) ( ) .v i u i v i u i v

i u u i uv

i

h h h h
C h k h k h




    

   
          

  

Ġspat: (3.10) ve (3.14) bağıntısından M  ve M ’nin, sırasıyla, H  ve H  ortalama 

eğrilikleri için,  

 
2

11 22 22 112
1

1
( )

2

i i

i

H c g c g
w 

                                                                        (4.65) 

ve 

 
2

11 22 1222 11 122
1

1
( 2 )

2

i i i

i

H c g c g c g
w 

   .                                                     (4.66) 

yazılabilir. (4.8) ve (4.34) bağıntıları (4.66) da yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler 

yapılırsa 

    

2

2 11 22 22 11

1
2

2 2 1 2
1 2

1 2 11 22 22 11 11 22 2 22 1

2 2

22 11 1 1 2 22

2
1 22 11

( )

2 ( )

( ) ( ) 2 (( ) ( ) ( ) ( ) )
1

1 1
2

i i

i

i i i u v u v

i i
i

i i

c g c g
H

w c g c g g c c

A g V B g U C h h h h

c U c Vw



        

 

 
 





 
 

  
      
 

     
 


 
  




   

(4.67) 

elde edilir. (4.65) bağıntısı (4.67) de yerine yazılır ve düzenlenirse  

     2 2 2 1 2

2 1 2 11 22 22 11 11 22 2 22 12

1 2

2 2

22 11 1 1 2 22

2
1 22 11

2 ( )
2

( ) ( ) 2 (( ) ( ) ( ) ( ) )
1

1 1
2

i i i u v u v

i i
i

i i

H w H c g c g g c c
w

A g V B g U C h h h h

c U c Vw


       

 

 

 
 



       
 

     
 


 
  



 

elde edilir. O halde aĢağıdaki sonuçlar verilebilir. 
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Sonuç 4.1.20. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M  yüzeylerinin ortalama 

eğrilikleri arasında 

  1 2

2 11 22 222

1
( )

2
H H g c c

w
       

bağıntısı vardır. 

Sonuç 4.1.21. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M ’nin, sırasıyla H  ve H  

ortalama eğrilik vektörleri arasında 

  
2

1 2

11 22 222
1

1
( )

2
i

i

H H g c c N
w

  


     

bağıntısı vardır.  

Teorem 4.1.22. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M ’nin bir pedal yüzeyi olsun. 

Bu takdirde M  ve M ’nin, sırasıyla, 
k

ij  ve 
k

ij , , , 1, 2i j k   ikinci tipten Christoffel 

sembolleri arasında 

 

1
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2
2 1

11 22 11 11 11 11 1111 12 11 122
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w
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w
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 
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         

 

 

1
1 2

12 11 12 22 12 12 1222 12 22 122
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g g g g g P g R
w

g g g g g P g R
w


 


 

          


         

 

 

1
1 2

22 11 22 22 22 22 2222 12 22 122

2
1 2

22 11 22 22 22 22 2211 12 11 122

g g g g g P g R
w

g g g g g P g R
w


 


 

          


         

 

bağıntısı vardır. Burada  

 

        

            

1 2 1 2

11 11 1 1 2 1 11 1 11 2

1 2

11 11 1 11 2 1 1 2 2

1

2

1

u uu u u u

v v v uu v uu

P g h k h k c h c h U

R c h c h h h h h






  
       

  


       
 
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   

        

1 2

12 11 12 1 12 2

1 2 1 2

12 22 1 2 2 2 12 1 12 2

1

2
v vu u

u u v v

P g c h c h U

R g h k h k c h c h







  
     
 


         

 

 

            

        

1 2

22 22 1 22 2 1 1 2 2

1 2 1 2

22 22 1 2 2 2 22 1 22 2

1

1
.

2

u u u vv u vv

v vv v v v

P c h c h h h h h

R g h k h k c h c h V





  
     

  


          

 

 Ġspat: (3.1) denkleminden M  yüzeyi için  

 

1 2 1 2

11 11 11 1 11 2

1 2 1 2

12 12 12 1 12 2

1 2 1 2

22 22 22 1 22 2

,

,

     



    


    

uu u v

uv u v

vv u v

X X X c N c N

X X X c N c N

X X X c N c N

                                                   (4.68) 

yazılabilir. Bu son denklemdeki 

 
1 2 1 2

11 11 11 1 11 2uu u vX X X c N c N     

eĢitliğinin her iki tarafı uX  ve vX  vektörleri ile iç çarpılırsa 

 

1 2

11 1111 12

1 2

11 1112 22

,

,

uu u

uu v

X X g g

X X g g

   


   


 

bulunur. Buradan  

  
1

11 22 122

1
, ,uu u uu vX X g X X g

w

   
 

                                                (4.69) 

 
2

11 11 122

1
, ,uu v uu uX X g X X g

w

   
 

                                                (4.70) 

elde edilir. (4.7) ve (4.25) bu son eĢitlikte yerlerine yazılır ve düzenlenirse  

 
1

1 2
11 11 11 22 11 11 1122 12 22 122

g g g g g P g R
w


        
   

 
2

2 1
11 22 11 11 11 11 1111 12 11 122

g g g g g R g P
w


        
   

bulunur. Burada 
11P  ve 

11R  

 

        

            

1 2 1 2

11 11 1 1 2 1 11 1 11 2

1 2

11 11 1 11 2 1 1 2 2

1

2

1

u uu u u u

v v v uu v uu

P g h k h k c h c h U

R c h c h h h h h






  
       

  


       
 
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Ģeklindedir. Benzer Ģekilde, (4.68) deki 

 
1 2 1 2

12 12 12 1 12 2uv u vX X X c N c N     

denkleminin eĢitliğinin her iki tarafı uX  ve vX  vektörleri ile iç çarpılırsa 

 

1 2

12 1211 12

1 2

12 1212 22

,

,

uv u

uv v

X X g g

X X g g

   


   


 

bulunur. Buradan  

1

12 22 122

1
, ,uv u uv vX X g X X g

w

   
 

                                                (4.71) 

 
2

12 11 122

1
, ,uv v uv uX X g X X g

w

   
 

                                                 (4.72) 

elde edilir. (4.7) ve (4.26) bu son eĢitlikte yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler 

yapılırsa  

 
1

1 2
12 11 12 22 12 12 1222 12 22 122

g g g g g P g R
w


        
 

 
2

2 1
12 22 12 11 12 12 1211 12 12 112

g g g g g P g R
w


        
   

bulunur. Burada 12P  ve 12R  

 

   

        

1 2

12 11 12 1 12 2

1 2 1 2

12 22 1 2 2 2 12 1 12 2

1

2
v vu u

u u v v

P g c h c h U

R g h k h k c h c h







  
     
 


         

 

Ģeklindedir. Benzer Ģekilde, (4.68) deki 

 
1 2 1 2

22 22 22 1 22 2vv u vX X X c N c N     

denkleminin eĢitliğinin her iki tarafı uX  ve vX  vektörleri ile iç çarpılırsa 

 

1 2

22 2211 12

1 2

22 2212 22

,

,

vv u

vv v

X X g g

X X g g

   


   


 

bulunur. Buradan  

  
1

22 22 122

1
, ,vv u vv vX X g X X g

w

   
 

                                               (4.73) 

 
2

22 11 122

1
, ,uv v uv uX X g X X g

w

   
 

                                                (4.74) 
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elde edilir. (4.7) ve (4.27) den 

 
1

1 2
22 11 22 22 22 22 2222 12 22 122

g g g g g P g R
w


        
   

 
2

1 2
22 11 22 22 22 22 2211 12 11 122

g g g g g P g R
w


        
   

bulunur. Burada  

 

            

        

1 2

22 22 1 22 2 1 1 2 2

1 2 1 2

22 22 1 2 2 2 22 1 22 2

1

1
.

2

u u u vv u vv

v vv v v v

P c h c h h h h h

R g h k h k c h c h V





  
     

  


          

 

Teorem 4.1.23. M , 4E ’te regüler bir yüzey ve M  de M ’nin pedal yüzeyi olsun. Bu 

takdirde M  ve M  yüzeylerinin ikinci tipten Christoffel sembolleri ile I. temel 

formlarının katsayıları arasında  

 

   

   

1 1 2 2
2 1 1

11 12 11 12 11 11 12 1111 12

1 1 2 2
2 2 2

22 12 22 12 22 22 12 2212 22

1

2

1

2

u v u v

v u u v

g g g g U U

g g g g V V

   

   

                         


                        

 

ve  

 
          

          

1 1 2 2

12 11 12 11 1 1 2 211 12 22

1 1 2 2

22 12 22 12 1 1 2 211 12 22

u v u v u

u v u v v

g g g h h h h

g g g h h h h

      


      


. 

bağıntısı vardır. 

Ġspat: M  yüzeyinin I. temel formunun bileĢenleri 11
g , 12

g  ve 22
g  olmak üzere  

 

11

12

22

,

,

,

u u

u v

v v

g X X

g X X

g X X

 









                                                                                       (4.75) 

Ģeklindedir. (4.75) teki 11
g  nin u  parametresine göre türevi alınırsa 

  11
2 ,uu u

u
g X X  

bulunur. Bu son eĢitlikte (4.8) ve (4.68) bağıntılarındaki 11
g  ve uuX  ifadelerinin 

eĢitlikleri yerlerine yazılırsa 
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  
1 2

2 1 2
11 11 1 211 11 112 ,u v u

u
g U X X c N c N X        

elde edilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa 

  
1 2

2
11 1111 11 11 122 2 2u uu

g g U g g        

bulunur. Bu eĢitliğin her iki tarafı 
11

1

2g
 ile çarpılırsa 

 
  1 2112 11 12

11 11

11 11 11 112 2

u u
u

g U g g

g g g g
       

elde edilir. (2.4) bu son eĢitlikte yerlerine yazılır ve gerekli kısaltmalar yapılırsa   

 
1 2

2 1
11 1111 11 11 11 12

2

u
u

U
g g g g                                                            (4.76) 

elde edilir. Benzer Ģekilde (4.75) teki 
11

g  nin v  parametresine göre türevi alınırsa 

  11
2 ,uv u

v
g X X  

bulunur. Bu son eĢitlikteki 
11

g  ve uvX  ifadelerinin (4.8) ve (4.68) bağıntılarındaki 

eĢitlikleri yerlerine yazılırsa 

  
1 2

2 1 2
12 12 1 211 12 122 ,u v u

v
g U X X c N c N X        

elde edilir. Bu durumda 

  
1 2

2
12 1211 11 11 122 2 2v vv

g g U g g        

yazılabilir. Burada eĢitliğin her iki tarafı 
11

1

2g
 ile çarpılırsa 

 
  1 2112 11 12

12 12

11 11 11 112 2

v v
v

g U g g

g g g g
       

elde edilir. (2.4) bu son eĢitlikte yerlerine yazılır ve gerekli kısaltmalar yapılırsa   

 
1 2

2 1
12 1211 12 11 11 12

2

v
v

U
g g g g                                                            (4.77) 

bulunur. (4.76) ve (4.77) denklemleri birleĢtirilirse 

    
1 1 2 2

2 1 1
11 12 11 1211 11 12 11 11 12

1

2
u v u vg g U U g g                              

 

elde edilir. (4.75) teki 22
g  nin v  parametresine göre türevi alınırsa 

  22
2 , vv v

v
g X X  
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olur. Buradaki 
22

g  ve vvX  ifadelerinin (4.8) ve (4.68) bağıntılarındaki eĢitlikleri 

yerlerine yazılırsa 

  
1 2

2 1 2
22 22 1 222 22 222 ,u v v

v
g V X X c N c N X        

elde edilir. Bu son eĢitlik düzenlenirse 

  
1 2

2
22 2222 22 12 222 2 2v vv

g g V g g        

olur. Burada eĢitliğin her iki tarafı 
22

1

2g
 ile çarpılırsa 

 
  1 2222 12 22

22 22

22 22 22 222 2

v v
v

g V g g

g g g g
       

bulunur. (2.4) bu son denklemde yerlerine yazılır ve gerekli kısaltmalar yapılırsa   

 
1 2

2 2
22 2222 22 22 12 22

2

v
v

V
g g g g                                                           (4.78) 

elde edilir. Benzer Ģekilde 22
g  nin u  parametresine göre türevi alınırsa 

  22
2 ,uv v

u
g X X  

bulunur. Bu son eĢitlikte 22
g , uvX  ve vX eĢitlikleri yerlerine yazılır ve gerekli 

iĢlemler yapılırsa  

  
1 2

2
12 1222 22 12 222 2 2u uu

g g V g g        

elde edilir. Burada eĢitliğin her iki tarafı 
22

1

2g
 ile çarpılır ve (2.4) burada yerlerine 

yazılırsa 

 
1 2

2 2
12 1222 12 22 12 22

2

u
u

V
g g g g                                                           (4.79) 

bulunur. (4.78) ve (4.79) denklemlerinden 

              
1 1 2 2

2 2 2
22 12 22 1222 22 12 22 12 22

1

2
v u v ug g V V g g                           

 

elde edilir. 

 ġimdi M ’nin ikinci tipten Christoffel semboleri ve I. temel formunun 

bileĢenlerinin destek fonksiyonları cinsinden ifadesini bulalım. Bunun için (4.75) teki 

12
g  nin u  ve v  parametrelerine göre türevlerini alalım. O halde, 

  12
, ,uu v uv u

u
g X X X X  , 
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  12
, ,uv v vv u

v
g X X X X   

bulunur. Bu son eĢitlikte 
12

g , uuX , uvX  ve vvX  eĢitlikleri yerlerine yazılır ve 

gerekli düzenlemeler yapıldığında 

                     (4.80) 

ve 

           
1 1 2 2

22 12 22 12 1 1 2 211 12 22 u v u v v
g g g h h h h                          (4.81) 

elde edilir. 

Sonuç 4.1.24. M , 4E ’te regüler ve sabit destek fonksiyonlu bir yüzey ve M  de M  

yüzeyinin pedal yüzeyi olsun. Bu takdirde M  ve M  yüzeylerinin ikinci tipten 

Christoffel sembolleri ve I. temel formunun katsayıları arasında 

 

1 1
1 1

11 1211 12

2 2
2 2

22 1222 12

,

,

u v

v u

 

 

 

 


       


       


 ,   

1 2

12 1111 22

1 2

22 1211 22

0

0

g g

g g

  

    

bağıntıları vardır. 

Ġspat: (4.76), (4.77), (4.78), (4.79), (4.80) ve (4.81) denklemlerinde, M ’nin destek 

fonksiyonlarının sabit olması göz önüne alınarak 11
g , 12

g  ve 22
g  bileĢenlerinin  

teorem 4.1.7 deki eĢitlikleri yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler yapılırsa ispat 

tamamlanmıĢ olur. 

4.2 Uygulamalar 

Bu kesimde ilk olarak, 4E ’te bazı özel yüzeylerin karakteristik özellikleri incelenmiĢ 

ve pedalları bulunmuĢtur.  Daha sonra bu yüzeylerin grafikleri, perspektif ve paralel 

izdüĢüm yöntemleri kullanılarak Maple 17 programı yardımıyla üç boyutlu uzayda 

çizdirilmiĢtir.  

Örnek 4.2.1. (Aminov yüzeyi) 

    , , , cos , sinX u v u v r v r v ,  r r u                                                     (4.82) 

          
1 1 2 2

12 11 12 11 1 1 2 211 12 22 u v u v u
g g g h h h h      
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parametrik denklemi ile verilen bir Aminov yüzeyi M  olsun. M  Aminov yüzeyinin 

bazı karakteristik özelliklerini inceleyelim ve pedallarını araĢtıralım. Burada r  ye 

göre iki durum söz konusudur. 

i) Kabul edelim ki, .r sbt   olsun. 

Ġlk olarak, M  Aminov yüzeyinin I. ve II. temel formlarının bileĢenlerini 

bulalım. O halde (4.82) denkleminin u  ve v  parametrelerine göre kısmi türevleri 

alınırsa 

 
 

 

1,0, cos , sin

0,1, sin , cos

u

v

X r v r v

X r v r v

 


 

,                                                                       (4.83) 

 

 

 

 

0,0, cos , sin

0,0, sin , cos

0,0, cos , sin

uu

uv

vv

X r v r v

X r v r v

X r v r v

 


  


  

                                                                   (4.84) 

elde edilir. Buradan, M ’nin I. temel formunun  katsayıları ve alan elementi  

 

 
2

11

12

2

22

1

0

1

g r

g

g r

  





 

                                                                                          (4.85) 

ve  

   
22 21 1w r r                                                                                 (4.86) 

bulunur.   

  ġimdi M  yüzeyinin 1N  ve 2N  birim normal vektörlerini bulalım. M ’nin 

P M  noktasındaki    , , , Ma b c d T P    ve  ,u v MX X T P
 
vektörleri için  

 , , 0u vX X  
                                                                                  

(4.87) 

yazılabilir. (4.83) bu son eĢitlikte yerine yazılırsa 

 
cos sin 0

sin cos 0

a cr v dr v

b cr v dr v

    

   

 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi çözülürse 

 
cos sin

sin cos

  
  



r v r v
rr

r v r v
 

olmak üzere   

 cos sin  


a b
c v v

r r
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ve 

 sin cos  


a b
d v v

r r
 

bulunur. Bu durumda   vektörü  

 
cos sin sin cos

1,0, , 0,1, ,
v v v v

a b
r r r r


     

    
    

 

olarak elde edilir. O halde  M ’nin 1N  ve 2N  ortonormal vektörleri  

 
 

 

 

1
2

2
2

1
,0, cos , sin ,

1

1
0, ,sin , cos

1

N r v v
r

N r v v
r


  





 


                                                     (4.88) 

Ģeklindedir. M ’nin II. temel formlarının katsayıları için 

 

1

11 1

1

12 1

1

22 1

,

,

,

uu

uv

vv

c X N

c X N

c X N

  


 


 

                                                                                      (4.89) 

ve 

2

11 2

2

12 2

2

22 2

,

,

,

uu

uv

vv

c X N

c X N

c X N

  


 


 

                                                                                      (4.90) 

yazılabilir. (4.84) ve (4.88) eĢitlikleri (4.89) ve (4.90) da yerlerine yazılırsa 

 

 

 

1

11
2

1

12

1

22
2

1

0

1

r
c

r

c

r
c

r









 
 


                                                                                       (4.91) 

 ve 

2

11

2

12
2

2

22

0

1

0

c

r
c

r

c

 






 

                                                                                            (4.92) 

bulunur. M  yüzeyinin destek fonksiyonları  
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1 1

2 2

,

,

h X N

h X N

  


 

 

olup, bu son denklemde (4.82) ve (4.88) yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler yapılırsa

 
 

1
2

2
2

,
1

1

ur r
h

r

vr
h

r

 










                                                                                        (4.93) 

elde edilir. O halde (4.88) ve (4.93) eĢitlikleri, (4.1) de yerlerine yazılırsa M ’nin 

pedal yüzeyinin parametrik denklemi  

 

 

 

 

 

 

2

2 22 2

2 2

cos sin
, , ,

1 11 1
( , )

sin cos

11

r ur r v ur rvr vr v

r rr r
X u v

v ur r vr v

rr

     
 

    
   
 
  

                    (4.94) 

Özel olarak, ( )r u u  olması halinde M  esas yüzeyinin parametrik denklemi, 

normal vektörleri ve destek fonksiyonları, sırasıyla  

: ( , ) ( , , cos , sin )M X u v u v u v u v                      

 , ,       

 ,                                                                                

olup, M  yüzeyinin M  pedal yüzeyinin parametrik denklemi 

2

2 2 2

sin cos
: ( , ) 0, , ,

1 1 1

u v uv v uv v
M X u v

u u u

 
  

   
 

Ģeklindedir.   

 

 

1

1
(1,0, cos , sin )

2
N v v   2

2

1
(0, ,sin , cos )

1
N u v v

u
 



1 0h  2
2 1

uv
h

u
 


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ġekil 4.2:  esas yüzeyi  

 

ġekil 4.3:  pedal yüzeyi 

 

ġekil 4.2 deki çizim M ’nin 0w  hiperdüzlemi üzerine paralel izdüĢümü 

alınarak çizilmiĢtir. 

ii) Kabul edelim ki .r sbt  olsun.  

M  Aminov yüzeyinin pedalının denklemini bulmak için ilk önce M ’nin 

birim normal vektörlerini bulalım. (4.82) denkleminin u  ve v  parametrelerine göre 

kısmi türevleri alınırsa 

 
 

 

1,0,0,0

0,1, sin , cos

u

v

X

X r v r v




 

                                                                       

M

M
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bulunur. M  yüzeyinin P M  noktasındaki    , , , Ma b c d T P    ve  

vektörleri için  Buradan  

  

olup,  vektörü  

 
 

Ģeklindedir. O halde M ’nin  ve  normalleri  

                             

olarak alınabilir. Burada vektör sistemine Gram-Schmidt ortogonalleĢtirme 

yöntemi uygulanırsa  1 2,n n  ortogonal vektör sistemi 

  

 , 

 , 

  

Ģeklinde elde edilir. Yeni elde edilen  ve  ortogonal vektörlerini ortonormal 

vektör sistemi haline getirmek için  ve  vektörlerinin boyu hesaplanırsa 

 . 

  

bulunur. Bu durumda M ’nin birim normal vektörleri 

 ,u v MX X T P

, , 0.u vX X  

0

sin cos

a

b cr v dr v




 



   0, sin ,1,0 0, cos ,0,1c r v d r v   

1v 2v

 

 

1

2

0, sin ,1,0 ,

0, cos ,0,1

v r v

v r v




 

 1 2,v v

 1 0, sin ,1,0n r v

 
   

   
 2

0, cos ,0,1 , 0, sin ,1,0
0, cos ,0,1 0, sin ,1,0

0, sin ,1,0 , 0, sin ,1,0

r v r v
n r v r v

r v r v


  

   
2

2 2 2

cos sin
0, cos ,0,1 0, sin ,1,0

sin 1

r v v
n r v r v

r v
   



2

2 2 2 2 2

cos cos sin
0, , ,1

sin 1 sin 1

r v r v v
n

r v r v

 
   

  

1n 2n

1n 2n

  2 2

1 10, sin ,1,0 sin 1n r v n r v   

2

2 2 2 2 2

2

2
2 2

cos cos sin
0, , ,1

sin 1 sin 1

1

sin 1

r v r v v
n

r v r v

r
n

r v

 
   

  


 


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Diğer taraftan, M  Aminov yüzeyinin  ve  destek fonksiyonları  

  

olup, M ’nin pedalının denklemi  

 
2

2 2 2

sin cos
( , ) 0, , cos , sin

1 1 1

vr vr v vr v
X u v r v r v

r r r

 
   

   
                            (4.95)                         

olarak elde edilir. O halde, .r sbt  olması halinde bir Aminov yüzeyin pedalı bir 

eğri belirtir ve parametrik denklemi 

2

2 2 2

sin cos
( , ) 0, , cos , sin

1 1 1

vr vr v vr v
X u v r v r v

r r r

 
   

   
 

Ģeklindedir. 

 Özel olarak, ( ) 1r u   olması halinde M  esas yüzeyinin parametrik denklemi, 

normal vektörleri ve destek fonksiyonları, sırasıyla  

: ( , ) ( , , cos ,sin )M X u v u v v v                                                                          

    

ve                          

  

olup, M  yüzeyinin M  pedal yüzeyinin parametrik denklemi 

 

 

 

1
1

2 2
1

2 2
2

2
2 2 2 2 2

2
2

1
0, sin ,1,0

sin 1

sin 1 cos cos sin
0, , ,1 .

sin 1 sin 11

n
N r v

n r v

r vn r v r v v
N

n r v r vr


 


          

1h 2h

 

  

1 1
2 2

2

2 2
2 2 2

sin cos
,

sin 1

sin 1 cos
,

sin 1 1

vr v r v
h X N

r v

r v r vr v
h X N

r v r

 
  


   
   
  


 1
1

2
1

2

2
2 2 2

2

1
0,sin ,1,0

1 sin

1 sin cos sin cos
0, , ,1

1 sin 1 sin2

n
N v

n v

n v v v v
N

n v v


 




         

1 1
2

2 2
2

sin cos
,

1 sin

cos 2sin
, .

2 1 sin

v v v
h X N

v

v v v
h X N

v

 
  




   
 
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bulunur. Bu durumda M ’nin pedalı bir eğridir.  

 

ġekil 4.4:  esas yüzeyi 

 

ġekil 4.5:  pedal eğrisi 

ġekil 4.4, M  yüzeyinin 0w  hiperdüzlemi üzerine paralel izdüĢümü 

alınarak çizilmiĢtir. 

Örnek 4.2.2. (Monge yüzeyi) 

4E ’te  

    : , , , ( , ), ( , )M X u v u v f u v g u v                                                            (4.96) 

 Monge parametrizasyonu ile verilen  yüzeyinin pedalının denklemini bulalım. 

(4.96) denkleminin u  ve v  parametrelerine göre kısmi türevleri alınırsa  

sin cos
: ( , ) 0, , cos ,sin

2 2 2

v v v v v
M X u v v v

 
   
 

M

M

M
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 

 

1,0, ,

0,1, ,

u u u

v v v

X f g

X f g






                                                                                     (4.97) 

bulunur. Bu durumda M  Monge yüzeyinin I. temel formlarının katsayıları  

 

2 2

11

12

2 2

22

1

1

u u

u v u v

v v

g f g

g f f g g

g f g

   


 


  

 

Ģeklindedir. M ’nin  
22

11 22 12w g g g   alan elementi hesaplanırsa 

     
22 2 2 2 21 1u u v v u v u vw f g f g f f g g        ,  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2u v u u v u v v u v u vw f g f g f g f g f f g g         , 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

,

u v u u v u v v u v u v

v v v v u u u u

w f g f g f g f g f f g g

f g f g f g f g

        

   
 

      
22 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1u u v v u v u v u u v vw f g g f g g g g f g f g            , 

     
22 2 2 2 21 1u v u v u u v v

BA C

w f f g g f g f g        , 

 2 2w AC B                                                                                          (4.98) 

bulunur. Burada  

 2 2 2 21 , , 1u v u u v v u vA f f B f g f g C g g        .                                (4.99) 

M ’nin birim normal vektörleri olan 1N  ve 2N  vektörlerini hesaplayalım. ’nin 

tanjant uzayına dik olan normal uzaydaki bir vektörü    , , , Ma b c d T P    olsun. 

O halde  ,u v MX X T P  olduğundan , , 0.u vX X     Buradan  

 
0

0

u u

v v

a cf dg

b cf dg

  


  
 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi çözülürse,  

   u ua cf dg  

ve 

   v vb cf dg  

elde edilir. Bu durumda   vektörü  

    , ,1,0 , ,0,1u v u vc f f d g g        

Ģeklinde elde edilir. O halde  M ’nin 1v  ve 2v  normalleri  

M
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 

 

1

2

, ,1,0 ,

, ,0,1

u v

u v

v f f

v g g

  


  

                            

Ģeklindedir. Burada  1 2,v v vektör sistemine Gram-Schmidt ortogonalleĢtirme 

yöntemi uygulanırsa  

  1 , ,1,0 ,u vn f f    

  
   

   
 2

, ,0,1 , , ,1,0
, ,0,1 , ,1,0

, ,1,0 , , ,1,0

u v u v

u v u v

u v u v

g g f f
n g g f f

f f f f

   
     

   
, 

    2 2 2
, ,0,1 , ,1,0

1

u u v v
u v u v

u v

f g f g
n g g f f

f f


      

 
, 

    2 , ,0,1 , ,1,0u v u v

B
n g g f f

A
       , 

 2 , , ,1u u v v

B B B
n f g f g

A A A

 
     

 
 

elde edilir. Yeni elde edilen 1n  ve 2n  ortogonal vektörlerinin boyları 

 
 1

2 2

1

, ,1,0

1 ,

u v

u v

n f f

n f f A

  

    
 

 

2

2 2 2

2

2

2

2

, , ,1

1

1

1
.

u u v v

u u v v

B B B
n f g f g

A A A

B B B
n f g f g

A A A

n AC B
A

n w
A

 
    
 

     
           

     

  

 

 

Bu durumda M ’nin 1N  ve 2N  birim normal vektörleri  

 

 

 

1
1

1

2
2

2

1
, ,1,0

1
, , ,

u v

u u v v

n
N f f

n A

n
N Bf Ag Bf Ag B A

n w A


   



     


                             

Ģeklindedir. M  yüzeyinin  

 
1 1

2 2

,

,

h X N

h X N

  


 
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destek fonksiyonları hesaplanırsa 

 
   

1

2

,u v

u v u v

uf vf f
h

A

A ug vg g B uf vf f
h

w A

 





     


                                                                                         

bulunur. O halde M  yüzeyinin pedalı  

 
  

  2

, , ,1
( , )

, , ,

u v u u v v

u v u u v v

uf vf f Cf Bg Cf Bg C B
X u v

w ug vg g Ag Bf Ag Bf B A

      
  

       

 

olarak elde edilir. 

 Özel olarak, (4.96) da verilen denklemde 2( , )f u v u  ve 2( , )g u v v  alınırsa 

M  esas yüzeyinin parametrik denklemi, normal vektörleri ve destek fonksiyonları, 

sırasıyla  

,             

 

1
2

2
2

1
( 2 ,0,1,0)

4 1

1
(0, 2 ,0,1)

4 1

N u
u

N v
v


 



  
 

                                                                  

ve   

 

2

1 1
2

2

2 2
2

,
4 1

,
4 1

u
h X N

u

v
h X N

v


  



   
 

 

olup, ’nin pedal yüzeyinin parametrik denklemi 

 . 

 

ġekil 4.6:  esas yüzeyi 

2 2( , ) ( , , , )X u v u v u v

M

 
3 3 2 2

2 2 2 2

2 2
: , , , ,

4 1 4 1 4 1 4 1

u v u v
M X u v

u v u v

  
  

    

M
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ġekil 4.7:  pedal yüzeyi 

 

ġekil 4.6 ve Ģekil 4.7 de verilen çizimler, M  ve M  yüzeylerinin 0w  

hiperdüzlemi üzerindeki paralel izdüĢümü alınarak çizilmiĢtir. 

Eğer, özel olarak ( , ) 2f u v uv  ve 2 2( , )g u v u v   alınırsa M  esas 

yüzeyinin parametrik denklemi, normal vektörleri ve destek fonksiyonları, sırasıyla

 ,             

 

1
2 2

2
2 2

1
( 2 , 2 ,1,0)

4 4 1

1
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4 4 1

N v u
u v

N u v
u v


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 

  
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ve   

 

1
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2
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u v




 


 
  

 

olup,  ’nin M   pedal yüzeyinin parametrik denklemi 

 

. 

 

 

 

 

 

M

   2 2: , , ,2 ,M X u v u v uv u v 

M

 3 2 3 2 2 2

2 2

1
( , ) 2 2 , 2 2 , 2 ,

4 4 1
X u v u uv v vu uv v u

u v
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ġekil 4.8:  esas yüzeyi 

 

 

ġekil 4.9:  pedal yüzeyi 

 

ġekil 4.8 ve Ģekil 4.9 da verilen M  ve M  yüzeylerinin çizimlerinde ( 0)w   

paralel izdüĢüm yöntemi kullanılmıĢtır. 

Örnek 4.2.3. (Clifford yüzeyi) 

M  dört boyutlu Öklid uzayında 

    , cos ,sin ,cos ,sinX u v u u v v                                                           (4.100) 

parametrik denklemi ile verilen iki boyutlu bir yüzey olsun. M  yüzeyinin pedalının 

denklemini bulalım. (4.100) denkleminin u  ve v  parametrelerine göre kısmi 

türevleri alınırsa  

  sin ,cos ,0,0uX u u  ,  0,0, sin ,cosvX v v   ve  0,0,0,0uvX   

bulunur. Buradan  

M

M
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 12 , 0u vg X X  , 
1

12 1, 0uvc X N   ve 
2

12 2, 0uvc X N  .  

O halde M  yüzeyinin parametre eğrileri eğrilik çizgisidir. M  yüzeyinin p M  

noktasındaki tanjant ve normal uzayı, sırasıyla,  MT p  ve ( )MT p

 
olsun. ( )MT p

 

normal uzayında bir  ( , , , ) Ma b c d T p    vektörü alalım. O halde  ,u v MX X T p  

olduğundan  

 
, 0

, 0.

u

v

X

X








 

Bu son eĢitliklerde  , uX  ve vX  vektörlerinin eĢitlikleri yerlerine yazılırsa 

 
cos sin

sin cos

b u a u

c v d v




 

denklemleri elde edilir. Bu durumda  

  , tan , , tana a u c c v   

    1, tan ,0,0 0,0,1, tana u c v   . 

O halde M ’nin birim normal vektörleri 

 
1

2

(cos ,sin ,0,0)

(0,0,cos ,sin )

N u u

N v v





                                                                            (4.101) 

Ģeklindedir. Diğer taraftan ’nin destek fonksiyonları  

  

olup, (4.100) ve (4.101) bu son eĢitlikte yerlerine yazılır ve gerekli iĢlemler yapılırsa 

 1 1, 1h X N    , 2 2, 1h X N                                                    (4.102) 

elde edilir. O halde (4.101) ve (4.102), (4.1) de yerlerine yazılırsa pedal yüzeyin 

denklemi  

 : ( , ) (cos ,sin ,cos ,sin )M X u v u u v v                                                         

bulunur. Bu durumda M  yüzeyinin pedalı kendisidir.  

M

1 1

2 2

,

,

h X N

h X N

  


 
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ġekil 4.10:  esas yüzeyi 

 

 
ġekil 4.11: M  pedal yüzeyi 

 

ġekil 4.10 ve Ģekil 4.11 de verilen M  ve M  yüzeylerinin çizimlerinde 

(0,0,0,1)  merkezli perspektif izdüĢüm yöntemi kullanılmıĢtır. 

Örnek 4.2.4. (Düz Klein ĢiĢesi) 

( , ) cos cos ,cos sin ,2sin cos ,2sin sin
2 2

u u
X u v v u v u v v

 
  
 

                    (4.103) 

parametrik denklemi ile verilen düz Klein ĢiĢesinin normalleri ve destek 

fonksiyonları, sırasıyla 

M
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1
2

2

1
2cos cos , 2cos sin , sin cos , sin sin

2 21 3cos

sin sin ,sin cos ,cos sin , cos cos
2 2

u u
N v u v u v v

v

u u
N v u v u v v

  
     

  


       

  

ve 

 
1

2

2

2

1 3cos

0

h
v

h





 

  

olup, pedalının denklemi  

2

1
( , ) 4cos cos ,4cos sin ,2sin cos ,2sin sin

2 21 3cos

u u
X u v v u v u v v

v

 
  

 
. 

     

 

ġekil 4.12: Düz Klein ĢiĢesi     

          

 

ġekil 4.13: Düz Klein ĢiĢesinin pedal yüzeyi 

ġekil 4.12 ve Ģekil 4.13 te verilen M  ve M  yüzeylerinin çizimlerinde 

( 0)w   paralel izdüĢüm yöntemi kullanılmıĢtır. 
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Örnek 4.2.5. (Öteleme yüzeyi) 

(3.17) de verilen denklemde özel olarak ( , ) 5f u v u v    ve ( , ) 2g u v u v    

alınırsa iki boyutlu  öteleme yüzeyinin parametrik denklemi, normalleri ve destek 

fonksiyonları, sırasıyla 

 ( , ) ( , , 5, 2)X u v u v u v u v                                                                

 

1

1
( 1, 1,1,0)

3
N    , 

2

1
( 1,1,0,1)

3
N   , 

1

5

3
h   ve 

2

2

3
h


  

olup, M ’nin pedalı  

7 5 2
( , ) 1, , ,

3 3 3
X u v

 
  
 

 

olarak elde edilir. O halde M  yüzeyinin pedalı bir noktadır. 

 

ġekil 4.14: M  esas yüzeyi 

ġekil 4.14 te verilen M  yüzeyinin çiziminde ( 0)w   paralel izdüĢüm 

yöntemi kullanılmıĢtır. 

 

M
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5. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu çalıĢmada, dört boyutlu Öklid uzayında parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan iki 

boyutlu bir yüzey ile bu yüzeyin pedalının alan elementleri, Gauss eğrilikleri, 

ortalama eğrilikleri ve temel formları arasındaki bağıntılar bulunmuĢtur. Ayrıca, esas 

yüzeyinin destek fonksiyonlarının sabit olması halinde bu karakteristik özellikler 

tekrar ele alınmıĢtır. Daha sonra Aminov ve Monge tipindeki yüzeylerin pedalları 

bulunmuĢ ve parametre eğrileri eğrilik çizgisi olan bir Aminov yüzeyinin pedalının 

bir eğri olduğu gösterilmiĢtir. Son olarak da bu yüzeyler ve pedalları Maple 17 

programında paralel ve perspektif izdüĢüm kullanılarak çizilmiĢtir. 

 Dört boyutlu Öklid uzayında iki boyutlu yüzeylerin pedal yüzeylerinin 

incelenmesi konusu n -boyutlu Öklid uzayında iki boyutlu yüzeylerin pedal yüzeyleri 

için genelleĢtirilebilir. Benzer Ģekilde üç boyutlu Öklid uzayında bir yüzeyin 

pedalının paralel yüzeyi ile aynı yüzeyin paralelinin pedalı arasındaki karakteristik 

özellikler incelenebilir.  
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