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DORT BOYUTLU OKLID UZAYINDA iKi BOYUTLU YUZEYLERIN
PEDALLARININ KARAKTERISTIK OZELLIKLERI

OZET

Bu c¢aligma yedi boliimden olugsmaktadir.

Giris boliimiinde tezin amaci ve literatiir 6zeti verildi.

Genel bilgiler boliimiinde diferensiyel geometriden bazi temel kavramlara yer
verildi.

Materyal ve Metod boliimii iki alt bliimden olusmaktadir. ilk bolimde, dort
boyutlu Oklid uzaymnda iki boyutlu yiizeylerle ilgili bazi tanim ve teoremlere yer
verildi. Ikinci béliimde ise ii¢ boyutlu Oklid uzaymnda pedal yiizeyleri tanimlanarak,
bazi karakteristik 6zellikleri verildi.

Dordiincti boliim c¢alismamizin orijinal kismin1 meydana getirmektedir. Bu
boliimde, dort boyutlu Oklid uzayinda parametre egrileri egrilik ¢izgisi olan iki
boyutlu bir M vyiizeyinin M pedal yiizeyi incelendi. ilk olarak, M ve M
yiizeylerinin birinci, ikinci ve tiglincli temel formlariin katsayilari, Gauss egrilikleri,
ortalama egrilikleri ve ortalama egrilik vektorleri arasindaki bagintilar elde edildi.
Ayrica, M ylizeyinin destek fonksiyonlarinin sabit olmasi halinde ayni karakteristik
ozellikler tekrar ele alind1. Daha sonra, Aminov ve Monge tipindeki ytizeylerin pedal
yiizeyleri bulundu. Ayni zamanda parametre egrileri egrilik ¢izgisi olan bir Aminov
yiizeyin pedalmin bir egri oldugu goriildii. Son olarak da bazi 6zel ylizeylerin
pedallar1 hesaplandi ve Maple 17 programinda paralel ve perspektif izdiisiim
kullanilarak bu ytizeyler ¢izildi.

Anahtar Kelimeler: Pedal yiizeyi, Destek fonksiyonu, Aminov vyiizeyi, Gauss
egriligi, Gauss torsiyonu, Ortalama egrilik, Temel formlar, Il. tipten Christoffel
sembolleri.
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THE SOME CHARACTERISTIC PROPERTIES OF PEDALS OF 2-D
SURFACES IN 4-D EUCLIDEAN SPACE

ABSTRACT

This study consists of seven chapters.

In Introduction chapter, the purpose of thesis and the summary of literature
are given.

In General Information chapter, the basic concepts in differential geometry
are given.

The Material and Methods chapter consists of two subsections. In the first
section, some definitions and theorems about two dimensional (2-d) surfaces in the
four-dimensional Euclidean space are given. In the second section, the pedal surfaces
are defined in the three-dimensional Euclidean space and some characteristic
properties of them are given.

The orginal part of our study is the fourth chapter. This section, pedal surface
M of a 2-d surface M, the parameter lines of M are the lines of curvatures, is
investigated in E*. Firstly, the relations between coefficients of the first, the second
and the third fundamental forms, Gauss curvatures, the mean curvatures and the
mean curvature vectors of M and M are found. Also, it is dealed with the some
properties in case M is a surface with the constant support function. Then, the pedal
surfaces of Aminov and Monge surfaces are given. Furthermore, we proved that
pedal of all Aminov surfaces, the parameter lines of them are the lines of curvatures,
is a curve. Finally, we draw some special surfaces and pedals of them by using
parallel and perspective projection on the Maple 17 software package programing.

Key Words: Pedal surface, Support function, Aminov surface, Gauss curvatures,
Gauss torsion, Mean curvatures, Fundamental forms, Christoffel symbols of the
second kind.
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1. GIRIS

Ug boyutlu Oklid uzayinda yiizeylerin diferensiyel geometrisiyle ilgili bircok ¢alisma
yer almaktadir. Bunlardan bir tanesi ii¢ boyutlu Oklid uzayinda pedal yiizeylerdir.
Bu calismada dort boyutlu Oklid uzayinda iki boyutlu yiizeylerin pedallarinin

karakteristik 6zelliklerinin nasil degisecegi sorusundan yola c¢ikarak E*’te iki
boyutlu yiizeylerin pedallarinin karakteristik 6zellikleri arastirilmistir. Ayrica, esas
yiizeylerin destek fonksiyonlarinin sabit olmasi halinde bu karakteristik 6zellikler

tekrar ele alinmistr.

1.1 Tezin Amaci

Bu calismanin amac, ilk olarak dort boyutlu Oklid uzayr E*’te iki boyutlu bir
yiizeyin pedal yiizeyini tanimlamak ve pedal ile esas ylizeyin dayanak (destek)
fonksiyonlari, Gauss egrilikleri, ortalama egrilikleri ve birinci, ikinci ve tgiinci
temel formlarinin katsayilar1 arasindaki iliskiyi incelemektir. Ikinci olarak, esas
yiizeyinin destek fonksiyonlarinin sabit olmasi halinde bu yiizeylerin karakteristik
ozelliklerini yeniden ele almaktir. Ayrica, E*’te iki boyutlu bazi 6zel yiizeylerin

pedallariin 6zelliklerini incelemektir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

n-boyutlu Oklid uzayinda bir hiperyiizey (n—1)-boyutlu bir alt manifold olup,

literatiirde hiperyiizeylerin geometrisi ile ilgili ¢ok sayida ¢alisma mevcuttur. Buna
karsin dort boyutlu uzayda iki boyutlu yiizeylerin geometrisine iliskin ¢aligmalar
oldukca yeni olup, son zamanlarda matematikgiler tarafindan yaygin bir sekilde
caligtimaktadir [1-6]. Ornegin; Aminov ve Szajewska 2004’te yaymmladiklari
makalede [1], dort boyutlu Oklid uzayr E*’te kapali formda verilen iki boyutlu
yiizeylerin Gauss torsiyonunu ve Gauss egriliklerini incelemislerdir. Diger taraftan,
Ganchev ve Milousheva [4], dort boyutlu Oklid uzayinda iki boyutlu yiizeylerin

Gauss ve ortalama egriliklerini incelemisler ve minimal ylizeylerin Gauss ve normal



konneksiyonunun egriliklerini arastirmislardir [5]. Bulca ve Arslan [2], dort boyutlu
Oklid uzayinda Monge gdsterimiyle verilen iki boyutlu yiizeylerin ortalama egrilik
vektorlerini, Gauss egriliklerini ve Gauss torsiyonlarini hesaplamiglardir. Ayni
zamanda bu yiizeylerin 6teleme yiizeyler olmasi halinde bazi sonuglar vermislerdir.
Ayn1 calismada Aminov yiizeylerin ortalama egriliklerini, ortalama egrilik
vektorlerini, Gauss egriliklerini ve Gauss torsiyonlarini da incelemislerdir.

Ug boyutlu Oklid uzayida verilen bir yiizeyin pedali literatiirde siklikla ele
alinan bir konudur [7-16]. 1983’te Georgiou ve dig. [8], E""’de verilen bir
hiperylizeyin pedalinin egriliklerini ve temel formlarini incelemislerdir. 1986°da ise
Kuruoglu [12], E®’te regiiler bir yiizey ile bu yiizeyin pedalinin Gauss ve ortalama
egriliklerini ve temel formlarinin katsayilari arasindaki bagintilari incelemistir. Daha
sonra Kuruoglu ve Sarioglugil [13], E*’te regiiler bir yiizeyin a-pedal yiizeyini
tanimlamis ve bu yiizeylerin destek fonksiyonlari, Gauss egrilikleri, ortalama
egrilikleri, alan elementleri ve L., II., ve III. temel formlarin katsayilar1 ile ilgili baz1
bagmtilar elde etmislerdir.

Sarioglugil, Kuruoglu ve Caliskan [15], konveks ve diizlemsel bir kapali
egrinin pedal egrisini tanimlamis ve bu egrilerin destek fonksiyonlari ile egrilikleri
arasindaki bagintilar1 elde etmislerdir. Ayrica, ayni ¢alismada pedal egrisi tarafindan
sinirlanan bolgenin alanini hesaplamiglardir. 1998’de Kuruoglu ve Sarioglugil [14],
E""°de sabit destek fonksiyonlu regiiler bir hiperyiizeyin a-pedal hiperyiizeyini
tanimlayarak bu hiperyiizeylerin bazi karakteristik 6zelliklerini karsilastirmislardir.
2005°te ise Kasap, Sarioglugil ve Kuruoglu [10] ii¢ boyutlu Oklid uzayinda agilabilir
regle yiizeylerin pedalini incelemis ve pedal koni yilizeyini tanimlamislardir.

Kilig ve Keles [11], E*’te 7: M —>M doniistimii yardimiyla M yiizeyinin
pedali olan M yiizeyinin Weingarten donilistimiinii ve temel formlarim
incelemislerdir. Baranova [7], dairesel eliptik pedal yiizeyleri tanimlamis ve bu
yiizeylerin parametrik denklemlerini elde etmistir. Ayrica diizlemde se¢ilen bir P
noktasinin pozisyonuna gore dairesel eliptik pedal yiizeyleri smiflandirmistir.
Soliman ve dig. [16], R"" ’de pedal hiperyiizeylerin Gauss doniisiimiinii incelemisler
ve bu doniisiime karsilik gelen jakobien matrisinin rankina gore pedal hiperyiizeyleri

siniflandirmiglardir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Afin Uzay ve Oklid Uzay1

Tamim 2.1.1. A bostan farkli bir kiime ve V de K cismi iizerinde bir vektor uzayi

olmak tizere asagidaki 6nermeleri dogrulayan bir

fiAXA >V
(P.Q)— f(P.Q) = PQ
fonksiyonu varsa A’ya V ile birlesen bir afin uzay denir.
A:VP,QReA icin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R),
A :VPeA ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak bi¢cimde bir tek Q € A noktasi
vardir [17].

Tanim 2.1.2. V reel vektor uzayi ile birlesen afin uzay A olsun. R,R,P,,...,P, €A

noktalart igin {F,R,,R,P,,...,R,P.} vektor sistemi V reel vektdr uzaymin bir baz1 ise

{P,,P,P,,...,P} kiimesine A afin uzayinda baslangi¢ noktasi B, olan bir afin ¢at1
denir [17].

Tamm 2.1.3. A bir afin uzay ve {P,,R,P,,...,P.} A nn bir afin ¢atis1 olsun.
P=(a,a,,.,a,) € A olmak iizere

X :A—>R, 1<i<n
P— X (P)=a

bi¢iminde tanimlanan {X, X,,..., X, } kiimesine A afin uzayinda baglangi¢ noktasi P,

olan bir {P,,R,P,,...,P,} afin catisina gore bir afin koordinat sistemi adi verilir

[17].

Tamm 2.1.4. V, n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 ve A da V ile birlesen bir afin

uzay ise A afin uzayma n -boyutlu bir Oklid uzay denir ve E" ile gosterilir [17].



Tamm 2.1.5. E", n-boyutlu Oklid uzay1 olsun. P,R,P,....,P, €E" olmak iizere,

1Moy

{P,P,R,R,,...,P,P} vektor sistemi E" ile birlesen i¢ garpim uzaymin bir ortonormal
bazi ise {P,,R,P,,...,P,} nokta (n+1) -lisine E"’nin bir dik ¢atis1 veya Oklid ¢atis1
denir [17].

Tanmm 2.1.6. E"’de bir P noktas1 E"’deki {EO,El,...,En} standart Oklid catisina

gore

ﬁ Zi PiEOEi
i=1

bigiminde yazilir. O halde
X :E" >R, 1<i<n
P x(P)=P
olarak alinirsa {X,, X,,..., X } siral1 ve reel degerli fonksiyonlar n-lisine E"’de Oklid

koordinat sistemi denir [17].

2.2 Topolojik Manifoldlar

Tamim 2.2.1. X #J bir kiime olsun. X kiimesinin alt kiimelerinin bir koleksiyonu
T olsun. | bir indeks kiimesi olmak iizere asagidaki Onermeleri saglayan 7
koleksiyonuna X iizerinde bir topoloji denir.

Tl X, Bet

T2) VA, A €T icin ANAeT
T3) VA €7 igin UIA €T
Bir X kiimesi ve iizerindeki bir 7 topolojisinden olusan (X,7) ikilisine bir

topolojik uzay denir [17].

Tamm 2.2.2. X ve Y topolojik iki uzay olsun. f : X —Y fonksiyonu siirekli, f

tersi var ve f ' de siirekli ise f fonksiyonuna X ’den Y ’ye bir homeomorfizm

denir [17].



Tamim 2.2.3. X bir topolojik uzay olsun. P ve Q, X ’in farkli iki noktasi olmak
lizere P ve Q noktalarmin A, N A, = olacak sekilde A, ve A, komsuluklari

varsa X topolojik uzayina bir Hausdorff uzay denir [17].

Tamm 2.2.4. M bir topolojik uzay olsun. M igin asagidaki 6nermeler saglaniyor ise
M topolojik uzayina n-boyutlu topolojik manifold adi verilir.
M1) M bir Hausdorff uzayidir.

M2) M ’nin her bir agik alt kiimesi E"’ye veya E"’nin bir agik alt kiimesine
homeomorftur.
M3) M sayilabilir ¢goklukta acik alt kiimelerle ortiilebilir [17].

Tamm 2.2.5. E"’de agik bir alt kiime U olmak tizere f :U — R fonksiyonunun k.
mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli ise f fonksiyonuna C* simifindan

diferensiyellenebilirdir denir [17].

Tamm 2.2.6. E"’nin iki agik alt kiimesi U ve V olsun. Bir ¢:U —V fonksiyonu
icin asagidaki oOzellikler saglaniyor ise, ¢ fonksiyonuna C*-simifindan
diffeomorfizm adi verilir [17].

(D1) pC*(U,V)

(D2) ¢™':V >U varve ¢*eC*(V,U).

Tamm 2.2.7. M bir manifold ve baslangi¢ noktast P € M olan bir PQ =v vektorii

verildiginde, (P\?) ikilisine M ’nin P noktasindaki tanjant vektorii denir ve \Tp

ile gosterilir. M ’nin P noktasindaki biitiin tanjant vektorlerinin kiimesi T, (P)

olmak iizere
@:T, (P)xT,, (P)>T, (P)
(\7P, GP) —)QP+GP:(P,\7+G)
O:RxT, (P)—>T,(P)
(/1, \7P> —)ﬂ\?PZ(P,l\?)



seklinde tanimli @, O islemleri ile birlikte {TM (P),@,R,Jr,-,@} altilist bir vektor

uzayidir. Bu uzaya, M manifoldunun P noktasindaki tanjant uzayx denir [17].

Tamm 2.2.8. M bir manifold ve P € M noktasinin bir komsulugu V olmak iizere

XV T, (P)

Pev

seklinde tanimlanan X fonksiyonu i¢in 7oX =1:V —-V olacak sekilde bir

=:JT, (P)>V

Pev

doniistimii bulunabiliyorsa, X fonksiyonuna V {izerinde bir vektor alam denir. M

tizerindeki biitiin vektor alanlarinin kiimesi y ( M ) ile gosterilir [17].

Tamm 2.2.9. M bir C” manifold olsun. M {izerinde vektor alanlarinin uzay1r y(M)

ve reel degerli C” fonksiyonlarin halkast C*(M,R) olmak iizere, y(M) iizerinde
<,>:;((M)><;((M) —C”(M,R)

seklinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu tanimli ise, M manifolduna bir Riemann

manifoldu ve <,> fonksiyonuna M iizerinde Riemann metrigi veya metrik tensor

ad1 verilir [18].

Tamm 2.2.10. M bir C*manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi

7(M) vereel degerli C” fonksiyonlarin halkas1 C*(M,RR) olmak iizere

()1 x(M)x (M) >C”*(M,R)

fonksiyonu,
1- 2-lineer
2- Simetrik

3- ¥Xey(M); <X,Y>:O:>Y:O,

aksiyomlarini sagliyorsa M manifolduna yari-Riemann manifoldu adi verilir [18].

Tamm 2.2.11. M bir C*manifold olsun. M iizerinde vektor alanlarinin uzayi
7(M) olmak iizere

D:x(M)xx(M) - x(M)
(X, Y)—D(X,Y)=D,Y



ile taniml bir D fonksiyonu vX,Y,Z € y(M) ve Vf,geC”(M,R) igin,
1- Dy.yZ=fD,Z+gD,Z,
2- D, (fY)=fD,Y +(Xf)Y
ozelliklerini sagliyorsa, D ’ye M manifoldu lizerinde bir afin konneksiyon ve D, ’e

de X ’e gore kovaryant tiirev operatorii denir [18].

Tamim 2.2.12. M bir Riemann manifoldu ve M ’nin bir U koordinat komsulugunda

lokal koordinat fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan baz vektor alanlarinin kiimesi

v ={X, Xp.0 X, }
ve

(X, X;)=g;, 1<i,j<n
olsun. <,> metrik tensoriiniin y bazina gore matrisi g =[g;] ve <,> bir i¢ carpim
fonksiyonu oldugundan regiiler olup g~ vardir. g ’in bilesenleri g = (g_l)ij ve

M iizerinde bir afin konneksiyon D olsun.

D, X, =Y TtX, (2.1)
olmak tizere

I U—S5R
fonksiyonlarina D *nin ikinci tipten Christoffel sembolleri denir ve g* =(g’1)kr

ve 1<i, j,k,r <n i¢in

F:] =lgkr[agir +6gjr _agijJ

2 OX. OX  OX

j i r

[19].

Tanimm 2.2.13. M bir yari-Riemann manifoldu ve D de M iizerinde bir afin

konneksiyon olmak tizere

1- D, C” smifindan,

2- M ’nin bir A bolgesi tizerinde C* olan her X,Y,Z e y(M) i¢in
Xp(Y,Z)=(D,Y,Z)|,+(Y,D,Z)|,, VP A ve

D,Y —D, X =[X,Y]



ise D konneksiyonuna, M iizerinde bir Riemann konneksiyonu ve D, ’e de X ’e

gore Riemann anlaminda kovaryant tiirev operatorii denir [18].

Tammm 2.2.14. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve f:M —R bir
diferensiyellenebilir fonksiyon olsun.
V=grad:C*(M,R) - y(M)
L of o

f ->Vf=grad(f)=) ——
grad(f) iZ“c?Xiaxi

bi¢iminde tanimlanan operatore M {izerinde gradient operatorii denir [17].

Tammm 2.2.15. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve f:M — R bir

diferensiyellenebilir fonksiyon olsun. X = Z f 2 olmak tizere
i=1 i

div: (M) = C*(M,R)

fdiv(X)=(7,X) =S g_i
i=1 i

bigiminde tanimlanan operatore M {izerinde divergens operatorii denir [17].

Tammm 2.2.16. M, n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve f:M — R bir

diferensiyellenebilir fonksiyon olmak iizere

A:C”(M,R) —C*(M,R)
f - A(f)=div(gradf)

bigiminde tanimlanan operatdre M iizerinde Laplace operatorii denir [20].
2.3 Egriler ve Yiizeyler

Tammm 2.3.1. | c R bir agik aralik olmak iizere; «:1 — E" diferensiyellenebilir

fonksiyonuna n -boyutlu Oklid uzayinda bir egri denir [21].

Tanmmm 2.3.2. «:l cR—>E" fonksiyonun Oklidiyen koordinat fonksiyonlari

deg (t) da,(t)  de,(t)
dt ' dt Tt

d :
{ay,a,,...,a,}  olmak iizere a'(t)zd—(:h:[ J tanjant



vektoriine « egrisinin tel parametre degerine Kkarsiik gelen o(t)=m

noktasindaki iz vektorii denir [21].

d ' dt 7 dt

o0 :[dal (t) dey(t)  de, (t)j

a(t)y=m

(a)

|
S S
R0~ t 7

\ 4

Sekil 2.1. E"’deki bir « egrisinin hiz vektorii

Tamm 2.3.3. a:l cR—>E" egrisi verilsin. o egrisinin m € & noktasinda « ’nin
hiz vektorlerini i¢ine alan T (m) vektor uzayma o egrisinin m € @ noktasindaki
tanjant uzayr denir. mea segilmis bir nokta olmak tizere E"’nin T (m) ile

birlesen alt afin uzaymma da a egrisinin me a noktasindaki teget dogrusu denir

[21].

Tamm 234. a:l cR—>E" diferensiyellenebilir bir egri olsun. ||a'||:| >R,

le’| (t) =l (t)| seklinde tanimh ||| fonksiyonuna skalar iz fonksiyonu, [o'(t)||

reel sayisina « egrisinin « (t) noktasindaki skalar hizi denir [21].

Tanmm 2.35. a:l cR—E" egrisi verilsin. VSel igin ||a’(s)||=l iSe « egrisine

birim hizh bir egri, S € | parametresine de yay parametresi denir [21].

Tamm 2.3.6. Vt €| i¢in al(t) #0 ise a:l cR—E" egrisine regiilerdir denir [22].

Tamm 2.3.7. «: 1 c R — E" egrisi igin
aia - U T, (m)
Vmea

m=qa(t) > a'(t)

doniistimiinti goz 6niine alirsak



T UTa(m) —>a
Vmea

a'(t) > m=qa(t)

olmak lzere

72'005'=|a o Sodelik _y -,

oldugundan «', a egrisi lizerinde bir vektor alanmidir. o vektor alanina o egrisinin

teget vektor alani denir [17].

Tamm 2.38. a:l cR—E" bir egri, v ={a’,a’,....a”}, r<n , sistemi lineer
bagimsiz ve Va", k>r icin o eSp{y} olmak iizere y ’den elde edilen
{V,V,,...,V,} ortonormal sistemine, a egrisinin Serret-Frenet r-ayakh alam ve
mea igin {V;(m),V,(m),...,V.(m)} ye m e« noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklsi

denir. Her bir, V., 1<i<r, vektoriine de Serret-Frenet vektorii adi verilir [17].

Tamm 2.39. «a:lcR—>E" egrisinin a(S) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{V,(5),V,(9),....V.(3)} olmak iizere
k:l->R , 1<i<r
sk (s)= <Vi'(s),Vi+1(s)>
seklinde tamimli k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, k (s) € IR
sayisina da @ egrisinin () noktasindaki i-yinci egriligi denir.
Ozel olarak n=3 olmasi halinde k,ve K, egriliklerine, sirastyla, & egrisinin

egriligi ve burulmasi denir [17].

Tamm 2.3.10. a:1 cR—>E?, egriligi k,, burulmast k, ve Frenet 3-ayaklisi

{t, n,b}olan birim hizl1 bir egri olmak iizere

t'=kn
n'=-kt+k,b
b’=—k,n

denklemlerine egrinin Serret-Frenet formiilleri denir [17].
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Tamm 2.3.11. E", n-boyutlu Oklid uzay1 ve U da E"’de bir agik alt kiime olsun.
VPeM igin Vo|,#0 ve c=sbt. olmak {izere

M={VxeU cE"|p:U 2" R o(x)=c}
ile tanimlanan bos olmayan bir M kiimesine, E"’de (n-1)-boyutlu bir yiizey veya
(n-1)-yiizey denir. E*’de 1-yiizey diizlemsel egri, E*’de 2 —yiizey yiizey, E" de

(n—1)—yiizey n>3 olmasi halinde hiperyiizey olarak isimlendirilir [18].

Tammm 2.3.12. M, E"’de bir hiperyiizey olsun. (y(M))* uzaynm bir ortonormal

bazi {N} ise N ’ye M hiperyiizeyinin birim normal vektor alani denir [18].

Tamm 2.3.13.M ={P =(X,, %,,..,X,) €U cE"| 9(x,X,,....X,) =C=sbt} hiperyiizeyi

verilsin.

t— a(t) = (), &, (1), @, (1)
egrisi i¢in
f=pca:lcR—>McE"
t— S(1) = p(ay (1), 2, (1), ... &, (1))
egrisine M hiperyiizeyi iizerinde bir egri ad1 verilir [23]. Ozel olarak n =3 i¢in bir

M ylizeyi lizerindeki bir egriyi sekil izerinde gorelim:

y a)=(u@®.vD) z
V2
v
Vl
@) u u

AN

Sekil 2.2. E*’te bir M yiizeyi iizerinde bir egri

11



Tamim 2.3.14. E"’de bir hiperyiizey M ve M hiperylizeyinin parametrik denklemi
de (u,...,u,..u ,)eU c E"™ olmak iizere

o(U,...,u,..u )= (@ U,...u, ..U )0, (U, U )
olsun. i-yinci U, -parametresi hari¢ diger parametreler sabit olarak alinirsa ¢
fonksiyonu bir tek u; -parametresine bagli olur. Bu ise M hiperyiizeyi lizerinde bir
egri tanimlar. Bu egriye i-yinci parametre egrisi veya kisaca U, -parametre egrisi
adi verilir [23]. Ozel olarak, n=3 icin M yiizeyinin parametre egrilerini bir sekil

tizerinde gorelim:

ylk
u2

u
@) U, X

Sekil 2.3. E*’te bir M yiizeyinin parametre egrileri

Tamm 23.15. f:UcE" —R diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve
(u,,u,,...,u, ,) €U olmak iizere

M ={(u,,u,,...,u, ,, f(u,u,,..,u ,)):(U,u,,..,u, ,)eU}
esitligiyle belirli M kiimesine E"’de Monge parametrizasyonu ile verilmis bir
hiperyiizey denir. Ozel olarak, n=3 icin E’’te Monge parametrizasyonu ile
verilmis bir M ylizeyi

M ={(u,,u,, f(u,u,)):(u,u,)eU}
seklindedir. f:lcR—M" yR ve g :lcR—2 ,R C* smifindan
diferensiyellenebilir fonksiyonlari icin f:UcCE’>R fonksiyonu
f(u,u,)="f()+0,(u,) seklinde yazilabiliyorsa M yiizeyine E’’te oteleme

yiizeyi denir [23].

Tamm 2.3.16. M, E"’de bir hiperyiizey ve p, M hiperyiizeyi iizerinde bir nokta

12



olsun. E"’de bir v, tanjant vektorii, P noktasindan gegen ve M hiperyiizeyi
lizerinde bulunan bir egrinin p noktasindaki hiz vektorii ise v, tanjant vektoriine

M hiperyiizeyinin bir teget vektorii denir [21].

Tanmm 2.3.17. M, E"’de bir hiperyiizey ve birim normal vektor alan1 N olsun.
E"'de Riemann konneksiyonu D olmak iizere her X € y(M) i¢in

S:tx(M)— x(M)
X — S(X)=D,N

seklinde tanimli S doniistimiine M tizerinde sekil operatorii veya Weingarten

doniisiimii denir. Sekil operatorii lineer bir dontistimdiir [18].

Tamm 2.3.18. M, E"’de sekil operatorii S olan bir hiperyiizey ve E"’nin Riemann

konneksiyonunu D olsun. vX,Y € y(M) < x(E") igin
DxY =D, Y +(S(X),Y)N

bi¢iminde tanimlanan D operatdrine M i{izerinde Gauss anlaminda kovaryant

tiirev operatorii ve bu esitlige de Gauss denklemi denir [18].

Tanmm 2.3.19. M, E"’de bir hiperyiizey olsun. M ’nin bir P noktasindaki sekil

operatoriine karsilik gelen matris S(P) olmak tizere,

K:M->R
P — K(P)=detS(P)

seklinde tanimlanan K fonksiyonuna M hiperyiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu

ve K(P) degerine de M hiperyiizeyinin P noktasindaki Gauss egriligi denir [18].

Tammm 2.3.20. E"’de bir hiperylizey M olsun. M ’nin bir P noktasindaki sekil

operatoriine karsilik gelen matris S(P) olmak {izere,

H:M—>R
P — H(P)=izS(P)

seklinde tamimlanan H fonksiyonuna M ’nin ortalama egrilik fonksiyonu ve

H (P) degerine de M hiperyiizeyinin P noktasindaki ortalama egriligi denir [18].

Tamm 2.3.21. E"’de bir hiperylizey M ve M ’nin sekil operatoriic S olsun. M ’nin
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P noktasina karsilik gelen S(P) "nin karakteristik degerleri M ’nin bu noktadaki asli

egrilikleri, asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektdr denilen vektorlerin

belirttigi dogrultulara da M ’nin bu noktadaki asli egrilik dogrultular: denir [18].

Tanmm 2.3.22. E"’de bir hiperyliizey M ve M ’nin sekil operatérii S olsun. M
tizerinde «:1 — M egrisinin T teget vektor alan1 S 'nin karakteristik vektorii ise

a egrisine M iizerinde bir egrilik ¢izgisi denir [18].

Teorem 2.3.23. E"’de bir M hiperyiizeyinin bir P noktasindaki asli egrilikleri
k,(P),k,(P),...k. ,(P) ise
n-1
K(P):gki(P):kl(P).kz(P)....kn_l(P)

dir [18].

Teorem 2.3.24. E"’de bir M hiperyiizeyinin bir P noktasindaki asli egrilikleri
k,(P),k,(P),...k. ,(P) ise

HP) = 2k (P)

dir [18].

Tanim 2.3.25. E"’de bir M hiperyiizeyi i¢in 1< q < n olmak tlizere
19 y(M)x (M) ->C”(M,R),
(X, Y) = 19(X,Y)=(8%}(X),Y)

seklinde tamimli 19 fonksiyonuna M hiperyiizeyi tizerinde q. temel form adi verilir
[18].

Teorem 2.3.26. E*’te X = X(u,v) parametrik ifadesi ile verilen bir yiizey M

olsun. M yiizeyinin I. temel formunun katsayilart ¢,,, 9;,, 9,,, Il. temel formunun

katsayilar1 C, C,, C,, ve Ill. temel formunun katsayilar1 b, b,, b,, olmak {izere
0 =(X,, X,) —(Xu N) by =(N,,N,)

Cy =
912:<XU’XV> ) C12:_<Xuv’N> ) b12:<Nu7Nv>
922:<Xv1xv> C22:_<XW7N> b22:<vaNv>
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seklindedir [19].

Teorem 2.3.27. M, E*’te X = X(u,v) parametrik ifadesi ile verilen bir yiizey

olsun. M ’nin parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi durumunda

S(Xu) = I(1Xu
{S(Xv) = kzxv

bagintis1 vardir [18].

Teorem 2.3.28. M, E*’te X = X(u,v) parametrik ifadesi ile verilen bir yiizey
olsun. M ’nin parametre egrilerinin egrilik ¢izgisi olmasi durumunda M ’nin k; ve

k, asli egrilikleri

k="u k=22

)

gll g 22
seklindedir [19].

Teorem 2.3.29. M, E*’te X = X(u,v) parametrik ifadesi ile verilen bir yiizey
olmak tizere M yiizeyinin w alan elementi ve F:} ikinci tipten Christoffel

sembolleri

W=\’ 01192 _(912)2 (2-2)

ve

1—~l _ gzz(gn)u _Zglz(glz)u + ng(gll)v
1~ 2W2

Fl _ gzz(gll)v — glz(gzz)u
12~ 2W2

1—~1 — 2922(912)\/ — gzz(gzz)u — glz(gzz)v
22 2W2 (2 3)

1—~2 _ 2911(912)u — gll(gll)v — glz(glz)u
1 — 2W2

FZ _ gll(gzz)u — 912(911)\/
12~ W2

2 = gll(g22)v _2912(912)\/ + g1z(gzz)u
22~ W2

seklindedir [24].
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Teorem 2.3.30. M, E®’te parametre egrileri egrilik ¢izgisi olan bir yiizey olmak
tizere M ’nin ikinci tipten Christoffel sembolleri

1—~l — (gll)u ’ 1—*12 _ (gll)v

11

’ Flzz — _(gzz)u

2gll 2g11 2gll (24)
2 — _(gll)v 2 — (gzz)u 2 — (gzz)v
1~ ' 12 = ' 2
2922 2922 2922
seklindedir [24].
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3. MATERYAL VE METOD

3.1 Dort Boyutlu Oklid Uzayinda iki Boyutlu Yiizeyler

M, E*’te X = X (u,v) parametrik gdsterimiyle verilen iki boyutlu bir regiiler yiizey

olsun. M ’nin keyfi bir P noktasindaki tanjant uzayr T,,(P) ve T, (P) tanjant
uzaymm dik timleyeni T,; (P) olmak iizere T..(P)=T, (P)® T, (P) seklindedir.
M yiizeyinin birim normal ¢ati1 alan1 N, ve N,, teget vektor alan1 X, ve X, olmak
iizere T, (P)=Sp{X,,X,} ve T;(P)=Sp{N,,N,}. O halde E*’te {X,,X,,N;,N,}

dortliisii igin; E*’te Riemann konneksiyonu D, M iizerinde Riemann konneksiyonu

D olmak lizere

Dx, X, = X, =I5 X, +T2 X, —ciN, —ciN,,
Dx, X, = X, =TL X, +T%X, —c,N, —c2N,, (3.1)
Dx X, = X,, =I5 X, +T4,X, —cLN, —c3N,

seklindedir. (2.1) den
Dx, X, = X, =D X, —¢;N, —¢;N,,
Dx, X, = X,, =D, X, —C;,N, —cN,, (3.2)
Dx, X, = X,, = Dy X, —C3,N, —C5N,

yazilabilir. Burada
h(X,, X,)=c,N, +c2N,,
h(X,, X,)=c,N, +c, N, (3.3)
h(X,, X,)=¢;,N, +C2,N,

ve X, ve X, teget vektor alanlart X, = X, ve X, = X, olarak alinirsa (3.2) ve (3.3)

ifadesi
2
h(X;,X;)=D_ciN,, 1<i, j<2 (3.4)
k=1
Dx X, =D, X;—h(X;, X)) (3.5)

seklinde yazilir. (3.5) denklemine Gauss denklemi denir. Burada
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h: x(M)x z(M) = 2" (M)
seklinde tanimlanan h doniisimi ikinci temel tensér dontsiimiidiir. Bu doniisim

simetrik ve bilineerdir. Ci'} katsayilar1 da ikinci temel formun katsayilaridir.
M ’nin {N;,N,} ortonormal normal ¢ati alani i¢in sekil operatérii S olsun.

X, € (M) olmak tizere

S:x (M)xx(M)— (M)

- (36)
(N; Xi)_>SNiXi =—(DxN;)

seklindedir. Burada ()" ifadesi teget bilesen manasma gelmektedir. (3.4) ve (3.5)
ifadelerinden

(Sy, X0 X ) =(n(X;, X)), N, ) =c, 1<i,j k<2 (3.7)
yazilabilir.

M yiizeyinin Gauss egriligi, Gauss torsiyonu, ortalama egriligi ve ortalama

egrilik vektori sirasiyla, K, K, H ve H olmak iizere

13 K \2
K= 20 = (@) (38)
k=1
1
N W[gn (€12C% —C12C%) = 01 (CaCz —CiiCop) + U (C11Cly — CiCyy)] (3.9)
13 k k k
WE Z (922C11 + 91:C2 —201,C,) (3.10)
k=
H= oW Z(Cngzz + 011G — 205,05 )N, (3.11)

bigimindedir. Ozel olarak, M yiizeyinin parametre egrileri egrilik ¢izgisi ise M
ylizeyinin Gauss egriligi, Gauss torsiyonu, ortalama egriligi ve ortalama egrilik

vektort, sirastyla

1 2
K = o D clicy, (3.12)
k=1
Ky =0 (3.13)
2
Cy +0,C3,) (3.14)
k=1
2
= 2(92C + 8GN, (3.15)
k=1
seklindedir [2,3,25,26].
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Tamm 3.1.1. M, E*’te X = X(u,v) parametrik ifadesi ile verilmis bir yiizey,

f:UcE> 0 SR ve g:U c E>—22 LR diferensiyellenebilir fonksiyonlar

olmak {izere
X (u,v) =(u,v, f(u,v),g(u,v)) (3.16)
esitligiyle belirli M yiizeyine E‘’te Monge parametrizasyonu ile verilen iki

boyutlu bir yiizey denir [2].

Teorem 3.1.2. M, E*’te Monge parametrizasyonu ile verilen iki boyutlu bir yiizey

olsun. O halde M nin ortalama egrilik vektori

1 1
H= m[gzz fuu - 2912 fuv + 911 fw] Nl +m[gzz (_Bfuu + Aguu)

-29,,(-Bf,, + Ag,,) + 0, (-Bf,, + Ag,,)|N,.
Burada,
A=1+f2+1f? [E=1+f’+g’
B=fg,+fg,, {F=ff+9,0,, w=+vAC-B’
C=1+9’+9> |G=1+f+g’
dir [2].

Teorem 3.1.3. M, E*’te Monge parametrizasyonu ile verilen iki boyutlu bir yiizey
olmak lizere M ylizeyinin Gauss egriligi ve Gauss torsiyonu, sirasiyla
K = C( fuu fw — fu?/) — B( fuugw —Ow fw -2 1:uvguv) + A(guugw — guzv)
= W

K. = E(fuvgw_guvfw)_F(fuugw_guu fW)-l_G(fuuguv_guu fuv)
N =

W4

dir [26].

Onerme 3.1.4. M, E*’te
X(u,v) =(u,v, f(u,v),g(u,v))

Monge parametrizasyonu ile verilen bir yiizey olmak tizere

f(u,v)=X,(u,v)
{g(u,V)= X, (u,v)

ise K, =K [2].
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Tamim 3.1.5. M, E*’te
X (u,v) =(u,v, f(u,v),g(u,v))
Monge parametrizasyonu ile verilen bir yiizey olsun. f,, f,:1 c R—%2" R ve

0,,0,:J c R R C” smifindan diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak

uzere

{f(u,v) = fy(U) +g5(v) (3.17)

g(u,v) = f4(u)+ g4(V)

ise M vyiizeyine E*’te bir 6teleme (translation) yiizeyi denir [2].

Teorem 3.1.6. M, E*’te bir dteleme yiizeyi olsun. O halde M yiizeyinin Gauss

egriligi, Gauss torsiyonu ve ortalama egrilik vektorii sirasiyla,

K = JsUgs(V)C — (F;(u)gs(v) + £, (U)g:(v))B + £ (U) g, (VA

4

W
K. = glz(f4"(u)g§’(v) — f3"(u)g:1’(v))
N W4
o F(Ug, +9;(v)g
H=223 22 3 1N
2w’ A '
, (HIWA- £U)B)g, +(5()A-g(1)B)gy,
2wVA ?

dir [2].

Tanim 3.1.7. M, E*’te
X (u,v) =(u,v, f(u,v),g(u,v))
Monge parametrizasyonu ile verilen bir yiizey olsun. Eger

{f(u,v) =r(u)cosv

g(u,v) =r(u)sinv (3.18)

ise M yiizeyine E*’te bir Aminov yiizeyi denir [2].

Teorem 3.1.8. M, E*’te bir Aminov yiizeyi olmak iizere M yiizeyinin Gauss

egriligi, Gauss torsiyonu ve ortalama egrilik vektorii, sirasiyla

_r()r ) rt )+ (r'@) @+ (r'w)’)
L+ r2(u)*(L+(r'(u))>
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_rrrwa-+ r2(u) + r(u)r'(u)(1+(r'(u))2)
L+ r2 )2 @+(r'(u)))?
= F(U)g,, —r(u)g, {cost , Asinv—Boosv }

2w’ A W

I<N

dir [2].

Teorem 3.1.9. M, E*’te bir Aminov yiizeyi olmak iizere M yiizeyinin ortalama

egriligi

H— r"(u)(@+r?(u)) - r(u)(1+(r’(u))2)
2(L+ r2(u)(L+(r'(w))?
dir [2].

Sonug 3.1.10. M, E*’te bir Aminov yiizeyi olsun. M minimal bir yiizey ise

Lo(ath) L(a+b)

r(u)zi(azef a t+a*-1e @
2a

dir [2].

Yiiksek boyutlu uzaylarda yilizeylerin geometrisi calisilirken karsilasilan
Oonemli sorunlardan bir tanesi ylizey grafiklerinin c¢izilmesidir. Bu yiizden, yiizey
grafiklerinin ¢izilmesi diisiik boyutlu uzaylarda miimkiindiir. Bu nedenle, ylizey
denkleminin diisiik boyutlu uzaylara indirgenmesi gerekir. Yiiksek boyutlu uzaylarda
yiizeylerin grafiginin diisiik boyutlu uzaylarda ¢izilebilmesi i¢in izdiisiim ad1 verilen

doniistimlere gereksinim vardir. Boylece asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 3.1.11. Ug boyutlu bir uzayda bir yiizeyin iki boyutlu uzaydaki goriintiisiine
yiizeyin izdiisiimii denir. Genel olarak izdiisim, n-boyutlu uzaydaki bir
hiperylizeyin m -boyutlu uzaydaki goriintiisiidiir (M <n).

Uc boyutlu bir uzayda, bir M yiizeyinin iizerindeki noktalardan gegen ve
verilen bir u dogrultusuna paralel olan dogrularin diizlemle arakesit noktalarinin
geometrik yerine yiizeyin diizlem iizerindeki paralel izdiisiimii denir (3d-2d paralel
izdiisim) [27].
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Sekil 3.1. E®’te bir M yiizeyinin paralel izdiisiimii

M yilizeyi tlizerindeki P=(X,y,z)eM noktalarmin Xoy diizlemi iizerindeki
izdiisiim noktalar1 P= (;, §, 0) e H olmak iizere Sekil 3.1 den

OP=0P+PP,

OP=0P+Au,

(x,¥,0)=(x,Y,2) +(a,b,c)

yazilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

X=X+Aa z
_ , A=—— (c#0)
y=y+4b c

bulunur. Bu durumda M yiizeyinin u dogrultusu boyunca paralel izdiistimii

(X’y’z)_)(xc—az,yc—sz
c c

ile temsil edilir. Ozel olarak, u dogrultusu yerine z = (0,0,1) dogrultusu alinirsa M
yiizeyinin z ekseni boyunca paralel izdiistimii
(% y,2) =>(xy)
seklinde bulunur. Yani, yiizeyin noktalarindan z koordinati kaldirilarak elde edilir.
Eger, izdlisiim 1smlarmin merkezi z ekseni lizerinde ve orjinden pz kadar

uzaklikta ise o zaman yiizeyin z =0 diizlemi {izerindeki izdiisimii

X.pz y.pz
X1 1Z —’—
Oy )_)(pz—z pz—zJ

seklinde bulunur. Bu izdiisime perspektif izdiisiim (3d-2d perspektif izdiisiim)
denir [27].
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Benzer sekilde, dort boyutlu uzaydaki bir yiizeyin ii¢ boyutlu uzay tizerindeki
paralel izdiistimii veya perspektif izdiislimii alinabilir. O halde doért boyutlu uzayda
bir ylizeyin w=0 hiperdiizlemi lizerindeki paralel ve perspektif izdiisiimleri

4d-3d paralel izdisim: (x,Y,z,w) — (X,Y,2) (3.19)

(3.20)

4d-3d perspektif izdiisim: (X, Y,z, W) %( X.PW y.pw Z.pwj

pW—W pw-w’ pw-w
seklindedir [27].

Bu calismada, dort boyutlu Oklid uzayinda verilen yiizey ornekleri ve
pedallar1 paralel veya perspektif izdiisiim kullanilarak Maple programinda ¢izilmistir.

3.2 U¢ Boyutlu Oklid Uzayinda Pedal Yiizeyleri

M, E3te X =X(u,v) parametrik ifadesi ile verilen kapali ve regiiler bir yiizey
olsun. M yiizeyinin O orjin noktasina gore P € M noktasindaki pozisyon vektorii
X ve birim normal vektorii N olmak iizere O orjin noktasina gére pozisyon
vektori

X =—hN (3.22)
olan yiizeye M ’nin pedal yiizeyi denir. Burada h, M yilizeyinin PeM
noktasindaki destek fonksiyonu

h=—(X,N) (3.22)

seklinde tanimlanir [12].

Sekil 3.2. E*’te Pedal yiizeyi
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Sekil 3.2 den de goriilebilecegi gibi bir M ylizeyinin pedali, O orjin noktasindan M

yiizeyinin teget diizlemine indirilen dikme ayaklarinin geometrik yeri olarak
aciklanabilir. Bu ¢alismada M yiizeyinin pedal yiizeyi M ile gosterilecektir.
M pedal yiizeyinin birim normali N olsun. Bu durumda M ’nin birim

normali

Burada X; ve X j, sirastyla, U ve v parametrelerine gore kismi tiirevleridir. Ayni

zamanda M pedal yiizeyinin P € M noktasindaki destek fonksiyonu h ise
h=—(X,N).

Bu son esitlikte (3.21) yerine yazilirsa, M ve M yiizeylerinin destek fonksiyonlari
h=h(N,N)

seklindedir. Diger taraftan (3.21) deki X pozisyon vektdriinin U ve V

parametrelerine gore tiirevleri alinirsa
Xi=—hN-hN,, i=u,v

bulunur. O halde X pozisyon vektorii

X =-hN->"b*hN,, ik=u,v (3.23)
i,k

olarak ifade edilebilir. Burada, (0™), M ’nin @iiincii temel formu olan 11l =(b, ) *nin

invers (ters) tensoriidiir [12]. Ayrica, M ’nin figiincii temel formunun katsayilari

1
by, (1<i,j<2) olmak iizere, iigiincii temel forma gore, V(h,h) ikinci Beltrami

operatoru
%(h h) _ hi2b22 + hjzbu - 2hihjb12
bnbzz - (b12)2
seklindedir [28]. Bu durumda (3.23) ve (3.24) ten

, I=u, j=v (3.24)

0> =h?+V(h,h)

yazilabilir. Burada p, X pozisyon vektoriiniin uzunlugudur [12].

24



Teorem 3.2.1. M pedal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari §ij

(1<i, j £2) olsun. Bu durumda,

0 = hi2 + h2b11

glzzhihj+h2b12 i=u, j=V

gy, =h?+h,,
dir [12].

Sonug 3.2.2. M pedal yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari 6“ 1<i,j<2),
M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 ve Gauss egriligi, sirasiyla, g; ve
K olmak iizere

511622 - (612)2 = pzhz(bubzz - (b12)2)
veya

611622 - (512)2 = p2h2K2 (gngzz - (g12)2)
dir [12].

Teorem 3.2.3. M ve M vyiizeylerinin destek fonksiyonlar, sirastyla, h ve h olmak

lizere, h ve h arasmdaki baginti

_ 2
L
o,
seklindedir [12].

Teorem 3.2.4. M ve M yiizeylerinin ikinci temel formlarmin katsayilari, sirasiyla,

C; ve ci (1<i, j<2) olmak iizere C; ve Ci katsayilar1 arasinda

— l 2 —
cu =—(-h"c, +2hg,,),

ph
— — 1 2 —
Ci2 =Cu =—(-h Cp, + Zhglz),

ph

— l ) —
Ca2 =—(—h C, + 2hg22)

ph

bagintis1 vardir [12].
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Sonu¢ 3.2.5. M pedal yiizeyinin birinci ve ikinci temel formu, sirasiyla, 1 ve 11,

M ’nin ikinci temel formu Il ise
ﬁ:i(—hzu +2h1)
ph

dir [12].

Sonu¢ 3.2.6. M ve M yiizeylerinin ortalama egrilikleri, sirastyla, H ve H olsun.

Bu durumda ortalama egrilikleri arasinda

— 1 1
H= 4p°hK —V(h,h) -2h*H
i (4P Ik V() -2hH)
bagintis1 vardir [12].

Sonuc 3.2.7. M ve M yiizeylerinin Gauss egrilikleri, sirasiyla, K ve K olsun. Bu

durumda Gauss egrilikleri arasinda

— 2 I 3
K:—212 2(4h2K2+h l;——th V(h,h)—4h TK)
ph°K p p
bagintis1 vardir [12].
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4. BULGULAR

4.1 Dort Boyutlu Oklid Uzayinda iki Boyutlu Yiizeylerin Pedallarinin
Karakteristik Ozellikleri

M, E*te X =X(u,v) parametrik ifadesi ile verilen iki boyutlu regiiler bir yiizey
olsun. M yiizeyinin birim normal catt alan1 N; ve N,, teget vektor alant X, ve X,

olmak tlizere M ’nin bir P noktasindaki tanjant uzayi ve normal uzayi, sirasiyla,

T, (P) =Sp{X,, X,} ve T, (P)=Sp{N,,N,} olsun.

@)

Sekil 4.1. Dért boyutlu Oklid uzayinda iki boyutlu pedal yiizeyi

Simdi, E*’te O orjin noktasma gore iki boyutlu bir yiizeyin pedalinin denklemini

arastiralim. N;,N, € T, (P) oldugundan X e T, (P) vektorii
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X = (X, NN+ (X, N )N,
seklinde yazilabilir. Sekil 4.1 den X vektorii i¢in
X =X+PP

yazilir. Ayrica PP eT,, (P) olup, PP L N, ve PP L N,.O halde X vektorii

X =<X,N1> N1+<X,N2>N2
olarak yazilir. Diger taraftan, h, =—(X,N,) ve h, =—(X,N,) ile gdsterilirse M nin
pedal ylizeyinin pozisyon vektori

X =-hN,-hN, (4.1)
olarak elde edilir. Burada h, ve h, M nin destek fonksiyonlaridir. O halde M
lizerindeki biitiin P noktalarina karsilik gelen biitiin P noktalarinin geometrik yeri
M nin pedal yiizeyini olusturur ve M ile gdsterilir.
M yiizeyi parametre egrileri egrilik ¢izgisi olan bir yiizey olsun. Bu durumda

(X, X,)=0. (4.2)

Calismamiz boyunca, M ylizeyi, parametre egrileri egrilik ¢izgisi olan bir
yiizey olarak ele alinacaktir.

X pozisyon vektoriiniin U ve v parametrelerine gore tiirevleri alinirsa

{Yu = (1), Ny =Ry (N,), = (), N, =y (N), “3)
Xy :_(hl)v N, _hl(Nl)v _(hz)v N, _hz(Nz)v
bulunur. M yiizeyinin parametre egrileri egrilik ¢izgisi oldugundan
N,), =kiX,, (N,), =kiX
( 1)u k1 u ( 1)v 27 v ) (44)
(Nz)u :klzxu ' (NZ)V :kzzxv

Burada k;, k’, k; ve k M nin asli egrilikleridir. O halde (4.4), (4.3) de yerlerine

yazilir ve elde edilen esitlikler diizenlenirse

{Yu = (hk} = k)X, = (1), N, = (), N, 45)
Xy =(-hk; —hk3)X, = (h),N, - (h,),N,
elde edilir . Bu son esitlikte, 77 #0 ve u # 0 olmak iizere
=—hk'—hk?
n hk; —hok; (4.6)
p=—hk; —hk;

ile gosterilirse
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{xu =nX, —(h),N; = (h,), N, (4.7)

Yv = /JXV —(hl)v N1 _(hz)v N2

bulunur.

Teorem 4.1.1. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M nin pedal yiizeyi olsun. M

ve M yiizeylerinin I. temel formlarinin, sirasiyla, 0; ve 0; katsayilari arasinda

511 = 772911 +U
g,, = (h), (h), + (), (h,), (4.8)
azz = ,uzgzz +V

bagintist vardir. Burada U = (h))? +(h,)2 ve V = (h)2 +(h,):.

ispat: M ve M ’nin 1. temel formlarmin katsayilari, sirasiyla g; ve 5”
(1<i, J £2) olmak lizere

911:<Xu’xu>’ 912:<Xu’xv>!g22:<xv’xv> (4-9)

ve

G =(Xu, Xu), 03 = (X, X ), G = (X0, X0 ). (4.10)
an = <Yu,§u> denkleminde (4.7) esitligi yerine yazilirsa

9 = (X, = ()N = ()N, 72X, = (1), Ny = (B,), N,

611 :772 <Xu’ xu>_277(h1)u <Xu’ Nl>_277(h2)u <Xu’ N2>

(4.12)
()5 (N N+ 2(), (), (N N )+ ()5 (N N, )
bulunur. T,, (P) = Sp{X,, X,} ve T, (P)=Sp{N,,N,} oldugundan
(XN = (X N,y =(X,, Ny} =(X,,N,}=(N;,N,)=0 (4.12)
ve
(N, N,y =(N,,N,)=1. (4.13)

O halde, (4.9), (4.12) ve (4.13) esitlikleri (4.11) de yerlerine yazilirsa

9 =70, + ()] + ()] (4.14)
elde edilir. Bu son esitlikte, kisalik i¢in U = (h,)? +(h,)? olarak almirsa

611 = 772911 +U

olarak elde edilir.
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Benzer sekilde 512 ve 522 katsayilarin hesaplayalim. g, :<YU,YV> denkleminde

(4.7) esitligi yerine yazilirsa
512 = <77Xu - (hl)u Nl - (hz)u N2 ’ ,UXV - (hl)v Nl - (hZ)v N2>’

Oip =11 X,, X, ) =1 (), (X, Ny =m(h,), (X, . N)
= u(h), (Ng, X, )+ (), (), (Ng, Ny + (), (), (N, N )
_:u(hz)u <N2! Xv>+(h2)u (hl)v <N2’ N1>+(h2)u (hz)v <N2’ N2>

bulunur. (4.2), (4.12) ve (4.13) esitlikleri bu son denklemde yerlerine yazilirsa

91 = (), (), + (), (), (4.15)
elde edilir. Diger taraftan, g,, = <YVYV> denkleminde (4.7) esitligi yerine
yazilirsa

oo = (X, = (), Ny = (), Ny, 26X, = (), N, = (), N, )

9 = 47 (X, X, )= 20a(hy), (X, Ny) = 221(n,), (X, N,)
+ (07 (N Ny +2(hy), (), (N N )+ (h,)7 (N5, N, )
bulunur. O halde (4.12) ve (4.13) esitliklerinden

U5 = 105 + (1) + () (4.16)
elde edilir. Bu son esitlikte, kisalik igin V = (h,)? + (h,)? olarak alinirsa
622 = ﬂzgzz +V

olarak elde edilir.

Sonuc 4.1.2. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M ’nin pedal yiizeyi olsun. M ve

M yiizeylerinin, sirasiyla, W ve w alan elementleri arasinda

W =2 1PW 120, + 129U +[(h), (hy), —(h,), (h), T

bagintis1 vardir.

Teorem 4.1.3. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M nin pedal yiizeyi olsun. M

yiizeyinin N1 ve N2 birim normalleri

E;(m,@,m) v NFL(M,M,MJ
P9 KOy P\ M9 U9y
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2
seklindedir. Burada p, = \/ (), (hl) +1 ve p, \/ (b, %”
ntou n”ou

Ispat: M yiizeyinin PeM noktasindaki tanjant ve normal uzaylari, sirasiyla,

T,,(P) ve T;(P), M pedal yiizeyinin PeM noktasindaki tanjant ve normal
uzaylari, swasiyla, T (P) ve T (P) olsun. T, (P)= Sp{X,,X,} ve
Ty (P)=Sp{N;,N,} olmak iizere T_(P)=Sp{X,,X,,N;,N,} yazilabilir. Diger
taraftan & e TML (P) vektérii igin T (P) < T_.(P) oldugundan
£=(a,b,c,d)=aX,+bX,+cN, +dN, (4.17)

yazilir. Simdi a, b, ¢ ve d katsayilarin1 hesaplayalim. EETML (E) ve Xu, Xy eT, (P)
oldugundan
<E,Yu>:0 ve <E,Yv>:0.
(4.7) ve (4.17), <E,Yu>=0 denkleminde yerlerine yazilirsa
(X, X, = (1), Ny = (1), N, )+B{X X, = (), N, = (), N,
< 11’7X (hl) N (hZ)u N2>+ < 2!77X (hl) N (h2)u N2>:
= an (X, X, )= (), Ny N) ~d(hy), (N, N) =0
bulunur. O halde (4.9) ve (4.13) ten
ngua—(h),c—(h),d=0 (4.18)
elde edilir.
Benzer sekilde (4.7) ve (4.17), <E,Yv>=0 denkleminde yerlerine yazilirsa
a(X, X, ~ (1), N, (), N, ) +b (X, X, ~ (), N, (), N,)
+C(Ny, X, = (), N, = (), N, )+ d (N, X, = (), Ny = (h), N, ) =
bae(X,. X, )~ c(h), (N, Ny)=d(h,), (N, N, ) =0
bulunur. Bu durumda (4.9) ve (4.13) ten
#9,b—(h),c—(h,),d =0 (4.19)
elde edilir. (4.18) ve (4.19) birlestirilirse

{77911a —(h),c—(h,),d =0

19,b—(),c—(h,),d=0 (4.20)
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lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢oziiliirse

79, 0

= , A#0
0 ug, 719,192

A:‘

olmak lzere

L (e, +dny),)

11

ve
"~ (o(hy), +d(n),)
K8y
bulunur. a ve b degerleri (4.17) de yerlerine yazilir ve diizenlenirse
E=C(M,%,LOJ+d[M,M,O,1J (4.21)
7911 MY 79 KO

elde edilir. O halde,

TX(P) :Sp{[%, (h), ,1,0},(M,M,o,1j}
M9 409 N9 MYy

yazilabilir. Ty, (E) =5p {ﬁl, ﬁz} olarak alinirsa, M yiizeyinin normalleri

77911 ﬂgzz

{(h) (), °1j
M9 U9y

olup birim normal vektorleri

ve

Ny = n ((hl) (), 10] (4.22)
Han A\ N9 49,

N, - ((h) (h), 10] (4.23)
HI’IZH P\ M9 HOy

seklindedir. Burada
2 2
b J(mu NGOHR

772 ,UZ

ve
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2 2

2 2
0, :\/(hz)“ +—(hz)V +1.
n H

Teorem 4.1.4. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M ’nin pedal yiizeyi olsun. M
ve M yiizeylerinin Il. temel formlarinin, sirasiyla, Cijk ve (_)Ijk @, j,k=12)

katsayilar1 arasinda

(_:ill — i Uclil _M(nu _ (hl)u kll _ (hz)u klz)_z|:(hi)u (gll)u _ (hi)v(gll)v :|+ (hi)uu]
Pi n 2 N9, U9y

612 :l M‘F%((hl)uk;+(h2)uk22)—2|:(h')U(gll)v + (hi)v(gzz)u:|+(hi)uv] (424)
P n H 20 N9y 19y,

= st~ - (1), K —(hz)vki)#{(hi)”(gﬂ)u ) (hi)V(gn)V}(hi)w]
Pil H 2 N9y 10y

bagintis1 vardir. Burada C;k ve Eijk katsayilari, sirastyla M ve M ’nin N, ve N;
normal vektorlerine gore I1. temel formlarinin katsayilaridir.
ispat: M ’nin (_:1,k ve Eik [l. temel formunun katsayilarini hesaplayalim. (4.7)
esitligindeki

Xu =X, = ()N, = (), N,
ve

Xu=pX, = (), N, = ()N,

denklemlerinin u ve v parametrelerine gore tiirevleri alinirsa

Y““ = (nu _(hl)u kll - (hz)u klz)xu - (hl)uu Nl _(hZ)uu N2 +77qu (425)
Yuv = 77VXU +(_(hl)u k; - (h2)u k22) Xv - (hl)uv Nl - (hz)uv NZ + nXuv (426)
X = (41, = (), k6 = (1), k) X, = (0) Ny = (1), N, + X, (4.27)

bulunur. ilk olarak Eljk katsayilarini hesaplayalim. Teorem 2.3.26 dan
Eil = —<Yuu f N1>

seklindedir. Bu son esitlikte (4.22) ve (4.25) yerlerine yazilirsa

-1 1 1 2 (hl)u (hl)v
11 =—— — kl— h2 uk]_ Xu— Nl— h2 N2 qu, Xu —XV Nl ,
c p1<(77u (=0, (), M), N B B >
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_(hl)u (77u _(hl)u kll _(hz)u k12)<Xu, Xu>+(hl)uu <N11 N1>

-1 1 1
Cii=—
P —n<xu (), (W) y +N>
79, Y5
bulunur. Burada (X, X,)=0,, ve (N;,N;)=1 oldugundan
Eilzi{ﬂ(m—(mukf—(hz>ukf)+(m)uu—n<xu Oy, + B +N>} (4.28)
P M9 M0y

x, Wy My Ly

19y MYy

yazilir. Diger taraftan < > i¢ ¢arpimini hesaplamak i¢in

(3.1) denklemi burada yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

<xuu ()., (), +N> UV GYNI
1791 HYp n H

elde edilir. (2.4) burada yerine yazilir ve diizenlenirse

<xu (), () y +N> {(hlx.(gu)u_<mv(gn>v}_clll
1791 2{epo 2 1791 MOy

bulunur. Bu son esitlikten (4.28) denklemi

SR IO () AR _g[mn(gn)u_(m)v(g11>v] ]
c pl[ e L e L

seklinde elde edilir.
Simdi (_:iz katsayisini hesaplayalim. Teorem 2.3.26 dan
Giz = (X, 1)
seklinde olup bu son esitlikte (4.26) ve (4.22) yerlerine yazilirsa

612=—i<mxu+(—(h1)uk§—(h2)uk§) ~(h),, N, = (h,),, N, +7X,,, (hl“x UV +N>
o M9, 48y

2y x klhkzmxx -
-1 1 19y < u’ U>+((h1)u 2+( 2)u 2)ﬂ922< v v>+(h1)uv< 1! 1>

Cre =—
& -;7<x Wy )y +N>

uv

n9, HY,,

bulunur. Burada (X, X,) =05, (X,. X,)=0, ve (N;,N,)=1 oldugundan

Eiz:i{—m+%((mukg+(h2)uk§)+(h1)w-n<x h1)ux + hlvx +N ﬂ (4.29)
P n u n9;, 1Oy
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elde edilir. (3.1) den
<X ()., (), +N> p MW e (W,
n H

uv

79, 2o P
olup M ’nin parametre egrileri egrilik ¢izgisi oldugundan

<X (), y , (), XV+N1>:F12 ()., 2 (1),
n

. 79y, M9 H

(2.4) ten bu son esitlik tekrar diizenlenirse

<xu () y () y +N> [(mu(gn)u(mv(gzz)u}
791 MOz 2 79, Y

bulunur. O halde, bu son esitlik (4.29) da yerine yazilirsa

G l{_m+%((mukg L)), - [(mu(gn)v RONCH) ]]
P U H 2( 19y 19y

elde edilir.
Simdi Elzz katsayisini hesaplayalim. Teorem 2.3.26 dan
622 = —<Yw,ﬁl> .

Bu son esitlikte (4.22) ve (4.27) yerlerine yazilirsa

Eéz=—i<(uv—(mvk;—(mvk) = ()N~ () N, + X, ey o)y +N>,
e M9 MYy

M) (- k; —(h),kZ)(X,, X N. N
=L g A (G = (D)X X, )+ () (N N

A —,U<XW My, By +N>
791 G

bulunur. Burada (X,, X,)=0,, ve (N,,N,)=1 oldugundan

5;:1[_(% (uv—m)vk;—(hz)vk;)ﬂmw—u< . ﬂ (4.30)
e Y7 77911 HOy

elde edilir. (3.1) goz Oniine alinirsa

<X ()., (), +N> p M) e ()
1794 HGp n H

bulunur ve (2.4) burada yerine yazilirsa

<x (), y , (), XV+N1>: 1{(hl>v<gzz>v_(hou(gzz)u}_céz
179y, MOy, 2 HY2 1791

35



elde edilir. Bu son esitlik (4.30) denkleminde yerine yazilir ve diizenlenirse

I R WA R NI (hl)v(gzz)v_(mu(gzz)u} }
¢ Py HC p (:uv (h), k= (hy), 2) 2| ug, 9, +(h),,

elde edilir.

_2 -
Benzer sekilde, Il. temel formunun ci katsayilarini hesaplayalim. C1

katsayisi i¢in
_2 — —
Cu :—<qu, N2> .

Bu son esitlikte (4.23) ve (4.25) yerlerine yazilir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa

Ei=il—ﬂ(m—(mukf—(hz)ukf)ﬂhz)uu—n<xuu.qu+(“i“xv+Nz>} @.31)
P, n N9, 195,

bulunur. (3.1) ve (2.4) gdzoniine alinir ve gerekli islemler yapilirsa

-2 1 . (h) 1 2 (), (9y), (0),(9,)
1= 17 “\m, - ukl_hZ ukl 5 - - - : h2 u
: ) {77(& n (77 ") (") ) 2 { 19y Q% }—'—( : }

S =2 .
elde edilir. Diger taraftan, ci» katsayisi i¢in

_2 —_— —_—

Ci2 =—<Xuv, N2>

olup (4.23) ve (4.26) burada yerlerine yazilir ve diizenlenirse

—M‘F((hﬁu k; +(h,), kzz) (ho), +(h,),,
2 1 n H

Co=—
p2 _77<Xuv, (hz)u Xu +(h2)v XV+N2>
N9y MOy

(4.32)

elde edilir. Ayn1 zamanda (3.1) ve (2.4) gbz Oniine alinarak bu son esitlik yeniden

dizenlenirse

& :A{MJ”V((MU k;+(h2)uk§)—ﬁ[(h2)“(g“)” +(h2)v(922)“j+(hz)w}
o n u 2 N9 Kz

seklinde elde edilir.

-2
C22 katsayisi i¢in,

G = (X, Vo).
Bu son esitlikte (4.23) ve (4.27) yerlerine yazilir ve diizenlenirse

oo =1 - () K () )+ (), - xw,MxﬁMxﬁNzﬂ (4.33)
P> H n9y 1Yy
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elde edilir. (3.1) ve (2.4) denklemleri kullanilarak bu son esitlik yeniden diizenlenirse

M) (4~ ()l - (), K2)
u

2
HCyy —

Cn=—
W {(hz)u(gn)u . (h2>v<gzz>v}+(h )
27w
2 79y, H195
elde edilir.
O halde, i=1,2 olmak iizere M ve M ’nin Il. temel formlarmin katsayilar

arasindaki baginti

G =—| 1, - (h)( ~ ()K= (). k) - {(h)(gu) (hi)V(gn)v}(h‘)““}
P n9,, UG5

o _L-m),, (), (. (.- {(hi)”(g“)v +(h‘)“(922)“}+(hi)w}
o . 2 n9,, HOp

Eizz — i ,ucizz . (hi)v (,UV _ (hl)v k; _ (hz)v k22)+ﬁ|:(h|)u (g22)u . (hi)v(gzz)v :| + (h|)w:|
Pil H 2 19 193

seklindedir.

Sonug 4.1.5. Teorem 4.1.4 iin bir sonucu olarak M ve M yiizeylerinin ikinci temel
formlarinin katsayilar arasindaki baginti

—i 1 i

Cu=—mnC, + A

¢ =C, (4.34)

- 1
CI22 =—UCy; +B;

olarak da verilebilir. Burada

A= Oy )i -m), kf]—n{ril Oy “‘”V}(hi)uu}
n n H

= - -] u{rzz(m“+r§2(hi)V}+(hi)w]
| u n H

o _L[-mm), ), 1)+ (00,6 ,{riz(hi)u+rfz(hi)V}+(hi)w}.
n n H

Ispat: (4.24) esitliginde (2.4) yerlerine yazilir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa ispat

tamamlanmis olur.
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Teorem 4.1.6. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M "nin pedal yiizeyi olsun.

<

yiizeyinin by (i, j,k =1,2) 1Il. temel formlarmin katsayilari

b—g, | L ((hi)uj 0,0, , ()., { i] (h),

A9 ), 21(9y,)° 210,195, Pi ), M9
v ((hi)vj _ (), (02), |, (W).(92), {1} (),
e\ 492 ), 21949,  2u(9y)° Pi ), 19z

{(cil(mu ]_H } +(cla(hi)uJ
PNy Pi ), L9,

5 g | L [((hi)uj ., (h),(g,), (hi>v(gzz)]( ]
. _pi 79, ), 277(911) 2149,,95 77911
1 L((hi)uj ()8, , (h),(8), | ] [ (h),
i \\ 7791 /, 277(911) Zﬂgllgzz Pi ), M9u
va | L [(h) L (00(8a)s |, (DG s { 1 j ),
Pi\\ 192 ), 21949, 2,“(922) Pi ), H92
1 [ J L0, (h),(92), +[£} M),
Pi\\ 492 ), 219119, 2/1(922) Pi ), H92

{ Cia(h), _(_] Mcil(hou _[ 1 j } cics (), (),
Piltl  \ P ), || P19 \ A ), (/%)277#911922
g 1{((11)} , (1),(0,), (hh(%]{% M. |
" Pi\\ M%), 277(911) 2140,,9, Pi )y M9y |
el ((h) ) RGONC R GYN Y +(g} ),
MOy ), 2179,19, 2/1(922) Pi ), H9z

{m_[ij ]:[c;z(hi)v }
PilY%  \ P ), Pil0y

seklindedir. Burada Bljk katsayilart M ’nin Ni normal vektorlerine gore I11. temel

formlarinin katsayilari olup 1 =1 iken r=2 ve i=2 iken r=1.

ispat: ilk olarak M ’nin Bl,k [11. temel formunun katsayilarin1 hesaplayalim. (4.22)

esitligindeki

N:= [(hl)ux L)y +N}
1791 M0y
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denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa

(Nl)u__ﬂ(mj OO +[<hl>J G +(N1)}
M9 ), 1791 HY% ), HY%

+( J[(hl)ux + hlvX +N}
P ), LM% MOy

bulunur. Bu son esitlikte (3.1) ve (4.4) yerlerine yazilir ve diizenlenirse

- { [[ mj Mg, m)@ﬁk}[ ](hl } u
M9 ), M9 M2 P ), M9,
+1[[h1 j e (hurzj [ jm]x
HO% ), M9 195 Pr ), 192
_[cu ), +ciz(h1)vj_[ 1 J ]Nl_ 1 [cn(hl)u +cfz<h1)vsz
A N9y, 19y, P, P\ M9y, 10y
elde edilir. M *nin parametre egrileri egrilik ¢izgisi oldugundan, bu son esitlik
(Nl)u:[ 1 [[(hl)uj S (m)vrmlj [ 1] m}(u
M9 ), M9 K95 P ), M9,
+ [((hl j LU LY r2J {1] @}xv (4.35)
| H9% ), M9 1Oy P ), 19y
BEAG) [ 1 ] ]N _[cﬁ(mUJN
LAY A1), ' P9y 2

bi¢imindedir. Teorem 2.3.26 dan
Bil = <(Nl)u ! (Nl)u > '

Burada (4.35) yerine yazilir ve diizenlenirse

511=gn H(m] RO (hl)vriﬁki] [ﬂ@}
179y, u 179y MOy, A, 1791
vo [((mj RO, (hovrz} (1&}
i HO% ), M9 MOy, P ), 95

R HmJ {1} } +(cﬁ(mu j
A\ M9, P, P91

elde edilir. Bu son esitlikte (2.4) yerine yazilirsa
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Bhog | L [m)u] RGYRCTARGYACH A +( 1 ] (h),
| A1 7% ), 277(911) 2110,,95 P ), M9
| L [(MVJ (00, | (D(G), +(gj@2
22_,01 192 ), 21919, 211(9,,) Pr ), H9z
{L(qﬂ(muj_( 1 j F[cﬁ(mu]
A\ 79, P, P19
bulunur. Simdi b katsayisini hesaplayalim. (4.22) esitligindeki

Nl |:(hl)u X + (hl)v X +N :|
1791 2{ep

denkleminin v parametresine gore tiirevi

(M=%{®J W [(hl)] +@xw+(Nl>v}
7% ), 1791 HO% ), MOy

{ H(houx L),y +N}
P ), LM% MOy

seklindedir. (3.1) ve (4.4) bu son esitlikte yerlerine yazilir ve diizenlenirse
(M{ 1 [{(hl)uj L (), rl] ( ] ), ]xu
P\ M9 ), M9 MGy P ), M9
+[ 1 [[(mvj L (), o +kl] [ J ()., ]xv (4,36
P\\ 49y ), M9y 1Oy Pr ), M9z
_[czz(mv _H JN _[czz(hovJN
PO, P, ' PO, ’

elde edilir. Teorem 2.3.26 dan by =<(N1)u,(ﬁl)v> olup (4.35) ve (4.36) burada

!

yerlerine yazilirsa

5;2=gﬂ[ [m) CATI (mvrlJ ( 1}
7% ), M9 y2{e P P,

(m) GO (m)vr1+k1J 1
77911 1791 HY2 P

w
8

i
o

t

MOy ), 194 H9

i ( (ho LMo, (), FZJ (hl)
P 1u922 77911 H95 ,01 u,ugzz

o, i{ m) cMpe (m)vr2+kJ ( j
yo) P,
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+{céxmv _[ 1 j }{qﬂ(mu _( 1 J } cich (), (h),
PHG%  \ o), || A9 P, ( ) 111195,
elde edilir. Bu durumda (2.4) ten b, katsayisi
B g | L ((muj ()08, (h),(920), +( 1 j (OR
11_/71 7% ), 277(911) 2019,,9,, P ), M9
1 [((muj L (1),(0,), , (1),(9,), +k1H 1 j (OR
| A 9% ), 277(911)2 249,195 ' P ), 19
col L ((mv] L (M(8), , (.G, ( ] ),
| A MOy, ), 2179,,9,, 2#(922) P ), M9y
1 [( (hl)vJ L (0),(0,), (W), (92), H 1 j (),
| P\ M2 ), P ), M9z
Ll ), _( 1 j Hcim)u _( 1 j } cic (), (),
| AMG P, || AT P, ( ) 17H01,95,
seklindedir. Diger taraftan, b2 katsayisi igin teorem 2.3.26 dan

bz =((N:),. (N1, )

olup (4.36) burada yerine yazilir ve diizenlenirse

522291{ 1 H(muj L (), Fl] ( J . }
P\ M9 ), M9 MYz Pr ), M9

+gz{i{((mv} GO (m)vrz+kN ]m}

P\ 40 ), M9 MOy P ), M9y

+(M_(ij J {c;(mvj
P9, P, Py,

bulunur. (2.4) burada yerine yazilirsa
” ((ho J (0,0, (1,000, ( 1 J 0, |
2=0y| — +
n%u ), 277(911) 249,19, P ), M9
o L ((hl) ] L (0.082), |, (D).(92), 4 +( 1 ] ),
M3y ), 2199, zﬂ(gzz) Py ), H92
+[czz(m)v_[1] j +[c§2(mvj
PO, \ P ), PGy,
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elde edilir. Benzer sekilde Bfk katsayilarini hesaplayalim. (4.23) esitligindeki

Nz :i((hz)u Xu+(h2)v XV+N2j
P>\ M9 M0y,

denkleminin u parametresine gore tiirevi alinirsa

(Nz)ﬁi{[MJ xﬁﬁxuu{@j xv+@xw+(Nz)u}

Pr |\ N9 1791, MOy, MOy,
*(LJ {(hz)u X+ (M, XV+N2}
P2 ), L M9 MOy

bulunur. Bu son esitlikte (3.1) ve (4.4) yerlerine yazilir ve diizenlenirse
AR [(hz)u] SO (o +[ 1 J (), |y
Po\\ M9 ), M9 19y Pz ), M9
NS [(hz)vj e () e { 1 J M), |y (4.37)
P \\ 40y ), M9y U0y P, ), 192
_[cil(hz)uJNl_ ci(hy), [ 1 J N,
P19, PG \ P2 ),
elde edilir. Teorem 2.3.26 dan

b = ((N2),.(N2), )
olup (4.37) den

2
g L [<h2)u] NP CS A +[ 1 j (),
P\ \ M%), M9n My P> ), M9

2
o]t ((hz)vj L) (), +( 1 J (),
P \\ M9 ), M9 2ASPY; P2 ), H92

1 2 2 2
+(cn<h2)u) L[ i), _( 1 j
P19 P19 P2 ),

yazilir ve bu son esitlikte (2.4) yerine yazilirsa

bog.| L ((h»u] RGANCHRRGONCH I +(i] (),
P \\ "9y ), 217(9y,) 219,195 P2 ), M9

vo | L [(hzxj _ (1 (0, | (1)(02), +[ 1 ] (),
P \\ 492 ), 219195 241(95,) Pz ), H9%
+[c:1(h2>u j {cfl(hz)u _{ 1 j J
P10, £>1911 P2 ),
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elde edilir. Diger taraftan, bz katsayist igin (4.23) deki

N, = My by )
179y, #1395

esitliginin V parametresine gore tiirevi alinirsa

P2 |\ N9, yim H95,

_'_(iJ |:(h2)u Xu +(h2)v XV+N2:|
P2 ), M9 1Oy,

bulunur. Bu son esitlikte (3.1) ve (4.4) yerlerine yazilir ve diizenlenirse

(N2), =| = ((hz)uj L0 (), +(iJ (), |
_p2 77911 v 77911 /ugzz p2 v ngll

195

_(céz(m)v]Nl_ céz(hz)v_( 1 j N,
P20, P20, P2 ),
elde edilir. Teorem 2.3.26 dan

biz =((N2),,(N2), )

olup bu son esitlikte (4.37) ve (4.38) yerlerine yazilir ve diizenlenirse

0 —g| L ((hz)uJ+(hz)url+(h2)vr1 +( 1 j (hy),
? " P \\ N9 ), N9 . 230 P # P2 ), M9

i (hZ)u] + (hZ)u 1—~11+ (hz)v 1—*12+k12 +[ij (hz)u
M9 ), M9 M35, P2 ), 77911_

S (hz)vJ cpe () o { 1 ] (h,),
P \\ M9 ), M9 MOy P \,,ngz_

1 (hz)vj e, (e { 1 ] (hy),
P \\ M9 ), 194 240 P P2 ), M9z

+ CiZClll(hZ)u(hz)v + C222(h2)v _(i} Clzl(hZ)u _(i}
(102)2 17191195, P2HY2 P2 ), )\ P19 P2 ),

bulunur. Burada (2.4) yerine yazilirsa
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L ()0, (), (gzz)] [
277(911) 2149,,9,, P2 ), 77911

i({(h ), j (0,0, ()G, H_j (hy),
P \\ 19y ), 21(9y)° " e,

2449,,9,, o 794

L (0),(02),  (B),(9,), +k2]+[i] (o),
2170,,9, 2#(922) P>

v H92
((h) ] L (1),(80), , (1)), { 1 J (ho),

HOy ), 21709,195 Zﬂ(gzz) P2 ), H9z
L[ ey, (hy), 52(h2)v_( 1 ] cfl(hz)u_{ 1 J
( ) nug,,9,, P05, P2 ), )\ P91, P2 ),
elde edilir. Son olarak bz katsayist i¢in teorem 2.3.26 dan

bz =((N2),.(N2), )

olup (4.38) bu son esitlikte yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

ggzzgni([(hz)uj (), (0. (h2>v<gzz>uH 1 ju 2
| P2 7% ), 277(911) o

2449,,9,, v 191
2
vg,| L [(hz)vj ORI IGONCEE { 1 ] (h,),
| P2 \\ M0z ), 21191192 24(9,,)* P2 ), 19y

1 2 2 2
+[czzz(hz)vJ L[ ), _( 1 ]
P21y, P19, P2 ),

elde edilir. O halde i=1 iken r=2 ve i =2 iken r =1 alinmak suretiyle M nin 1l|
temel formlarinin katsayilari

5;12911_1[((hi)q (). (0, <hi)v(gn)v+kli]+( L] T
| P 179, ), 277(911) o)

2149,,9,, i )y 911
o i((hi)v)_(hi)xgﬂ) L (1,0, {3]@2
22_,01 MOy ), 210,195, 2#(922) Pi ), H92

{(MJ_H } +(c;1(hi>u ]
PNy Pi ), L%
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seklindedir.

5 g [ (h) , (h),(0.), (hi)v<gzz)u}[ 1 } ),
. n9u ), 277(911) 2/191,9, P ), M9u
[ (h) L ()09, (hi)v(gll)v+ki]+( 1 j (h),
n9u J, 277(911) 2110,,9,, ' Pi ), M9
ro. g L ()08, (1), (02, kZH 1 ] (),
/? ﬂgzz v 219,19, 2/1(922) Pi ), 19
L ()00, (h),(92), +( 1 j M),
gzz " 2179,,9,, 2/”(922) Pi )y 92
N [ 1 j Hcil(hou_( 1 j } ciics (), (),
_pngzz Pi ), || PiM9%u Pi ), (pi)znﬂgllgzz
S {[(hi)uj (0,0, (h),(0), ( 1 j M, |
2 =0y, +
R 794 ), 277(911) 2419,,9, Pi ), M9
e (m} L8 | (DG, +(£J ). |
| Pi MOy, ), 21791,9,, 2/1(922) Pi ), 9z
{c;z(hi)v _(gj ]Z+(cgz(hi>vj2
Pit9, i), Pittdy,

Simdi M yiizeyinin destek fonksiyonlarinimn sabit olmasi halinde, M ve M

yiizeylerinin temel formlarinin katsayilari arasindaki bagintilari inceleyelim.

Teorem 4.1.7. M,

E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

nin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M vyiizeylerinin I. temel formlarmimn

katsayilar1 arasinda

511 = 772911
01, = 0
9, = :uzgzz

bagintis1 vardir.

ispat: M ’nin pedal yiizeyi olan M yiizeyinin (4.1) denklemindeki
X =—hN,-hN,

pozisyon vektoriiniin, M *nin destek fonksiyonlarinin sabit oldugu goéz oOniinde

tutularak, u ve v parametrelerine gore tiirevleri alinirsa
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{Yu =—h(N,), —h,(N,), @.39)
Xv=-h(N,), =h,(N,),
bulunur. (4.4) ten bu son esitlik
X = (-hid ~hKDX, =X, a0
Xy =(-hki-hk?)X, = uX,

seklindedir. O halde M ve M ’nin, sirasiyla |. temel formlarinin g; ve 5” (i=12)

katsayilar1 arasindaki baginti

9 = (Xu, Xu) =170, , (4.41)

9 =(Xu X1 )=0, (4.42)

622 = <YV,YV> = /12922 (4.43)
seklindedir.

Teorem 4.1.8. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

nin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M yiizeylerinin Il. temel formlarinin

katsayilar1 arasindaki baginti

Cu = 77C1i1,
Crz = c,=0, i=12 (4.44)
Eizz = ,uCi22

seklindedir.

Ispat: M yiizeyinin h destek fonksiyonlar1 sabit oldugundan

(h),=(h),=(h), =(h), =0, i=12 (4.45)
olup, bu son esitlik (4.24) te yerlerine yazilirsa

Cuu = 71!, Cio = €, =0 Ve Co = uCl,

elde edilir.
Sonuc 4.1.9. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

yiizeyinin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M pedal yiizeyinin parametre egrileri
birer egrilik ¢izgisidir.
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Teorem 4.1.10. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de

M ’nin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M pedal yiizeyinin Ill. temel formunun

katsayilar1
Bli = gll(kli)z’
bz =0, i=1,2 (4.46)

seklindedir. Burada k; ve kj, M ’nin N, normal vektérlerine gore asli egrilikleridir.
Ispat: M ’nin destek fonksiyonlar1 sabit oldugundan (4.22) den
Ni=N,

yazilabilir. Bu son esitligin U ve vV parametrelerine gore tiirevleri alinirsa

N1), =(N,), =k X
(_1)u (Ny), =k X, (4.47)
(Nl)v = (Nl)v = k;Xv

bulunur. Simdi M ’nin 611, Biz, bz 111 temel formunun katsayilarini hesaplayalim.

b icin,
bu = (N, (N),)
olup (4.47) burada yerine yazilirsa
b = (k!X KIX,, ),
b = () (X, X,),
i = (k)03
elde edilir.
612 i¢in,
b = (N, (N, )
olup (4.47) burada yerine yazilirsa
b = (KX, kX, ),
brz = K2 (X, X, )
bulunur. M ’nin parametre egrileri egrilik ¢izgisi oldugundan <Xu, XV> =0 olup,

buradan
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=1

b1 =0
elde edilir.
ba icin,
bz = ((N2),.(N),)
olup burada (4.47) yerine yazilirsa

b = (KiX,,. KX, ),
6122 = (k;)z <Xv’ Xv> '

—1
b22 = (k;)Z 922
elde edilir.

J— -2 =2 =2
Benzer sekilde M ’nin b, bz, b2

hesaplanirsa
=2
bi: = g, (k7)°,
6122 =0,

652 = 922 (k22)2

I1l. temel formunun Kkatsayilari

esitlikleri elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 4.1.11. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

nin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M ’nin, sirasiyla, w ve w alan

elementleri arasinda
—2 3 2 9
W =1 uw

bagintis1 vardir.

Sonug 4.1.12. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

yiizeyinin bir pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M vyiizeyinin Ill. temel formu ile M

yiizeyinin I. ve Il. temel formlarinin katsayilari arasinda
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_ i \2
o, (Cu)”
Ou
bo=0 , i=12 (4.48)
i i \2
b22 — (022)
gZZ

bagintis1 vardir.

Ispat: M ’nin asli egrilikleri k; ve k; olsun. Teorem 2.3.28 den

ki =
1
g? L i=12 (4.49)
i C
ki =222
© 0y

seklindedir. O halde (4.46) ve (4.49) bagmtilar1 birlestirilirse, ispatin agik oldugu

goriiliir.

Teorem 4.1.13. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de

M ’nin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M yiizeyinin k; ve k) asli egrilikleri ile M
ylizeyinin ki ve ko asli egrilikleri arasinda

=1k
S st (4.50)
Ky =—k!

y7,

bagintis1 vardir.

ispat: Teorem 2.3.28 den, M yiizeyinin asli egrilikleri

-1 -1 -2 -2
—1 C -1 C =2 C =2 C
k1:_—11,k2:_ﬁ,k1:_—llve |(2=_i

On 92 91 92
seklindedir. O halde, burada (4.41), (4.42), (4.43) ve (4.44) kullanilarak M nin asli

egrilikleri hesaplanirsa

_ -1 1 _ 1 _
GoCn o L 16 L L
gll 77 gll 77911 77

—1 E;Z Cl =1 1 Cl 1 1
kzzr:%jkzz—i = k2 ==k,
922 /u gZZ 'ngzz 'Ll
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-2
K2 _Cn nct = 1c¢), =2 1
1

=—=—I k=" =k ==k,
gl]_ 77 gll 77g]_l 77

ki—&:&: kizlci = kizlkz2
g, M0y M Oy H

bagintilar1 elde edilir.

Teorem 4.1.14. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M nin pedal yiizeyi olsun. M

ve M yiizeylerinin, sirasiyla, K ve K total Gauss egrilikleri arasinda

2
R:(lJ nuK + 11 22’7#(,01 i ) g
Wor (Wp1p2)

(4.51)

bagintis1 vardir. Burada

i |: ( |)v (,Uv_(hl) kl (h) k )+ [(h) (gzz) (hi)V(QZZ)Vj+(hi)W:|
n9%u My
{ ey () K (), n((hi)u(gn)u _(hi)v(gﬂ)v}(hi)w}
O-zii 1 79, 15,
w5 (p) {ﬂcizz (e — ) Ky 2 ((h) (92, (hi)v(gzz)v}(hi)w}
n9, U3
77 77911 ,ngz

ispat: M ve M ’nin total Gauss egrilikleri, sirasiyla K ve K olsun. O halde (3.8)
ve (3.12) den M ve M ’nin Gauss egrilikleri

1 2
W_ Z 11022 + Clzlczzz (4-52)
k=1
ve
1 2
== Z (011C22 - (Clz) ) (4.53)
W k=1

seklindedir. Bu son esitlik diizenlenirse
1

K = = | Gl — (@) + i - C1)’ | (4.54)
w

bulunur. (4.24) esitligi (4.54) te yerlerine yazilirsa

50



R G R _g{(hl)u(glnu_(hov(gu)v} ]
(pl){ncn oL (K (), o) T B - B (),
(h), _ KL (h) K2 ﬁ|:(h1)u(g22)u _ (hl)v(gzz)v:| }
{ﬂczz B U (o B ML
{ n.(hy), (m K+ (K- 2{(mu<gn>v+<mv<gzz>u]+(mw]
R:i N9y 418y
W |: 77u (h), kll (h,),k’ } |:(h) 2 (90, (hz)v(gn)v}_l_(hz)uu}
N9y 48y
(h,), 1 (), (82)s (1), (920),
22 v kz h,),k - th
{ [lu (), () J 2{ uion K195, }—I—( ) }
1 {—m(hz)u D e k) z[(hz)u(gn)v L (1),(82), } (hz)w]
(,02) n H 2 N9y KOy

elde edilir. Burada gerekli islemler ve kisaltmalar yapilirsa

K = _77,U ' |:Ci1C;2 Fcicl 4 C121C222(,01§ —Pzz)}
(Wpl) P2
77 |: (h )v (#V_(hl) k; (h ) k )+ [(h) (gzz) (hi)v(gzz)vj+(hi)w:|
n9n H32
+i22: 1 77911 ,ngz
w = (p) {ﬂ% G T ((h) (92:), (hi)v(gzz)vj+ (hi)w}
179, MO

(h) (9u). , (),(9),

77 77g11

bulunur. (4.52) bu son esitlikte yerine yazilirsa

1

77/1 Kw? + C121(:222 (plz ~ 22 )

p }
P;

1Oy

o]

c {()V(ﬂv (h),K— (), k) + y((h)(gza (1), (92), }(h)}
n91, M3z
{ e, )k (h) ) n{m)u(gn)u_(hi)v<gn)v)+(hi)w}
+i22: 1 791 M3z
Wi (e) {uczz—(')vm—(m = (), )+ [(“”gzz) (“i)v(g””}(hi)w}
791 HYy
[m(h) .V«m @+ () k) n[(h)(gn) L (1), (92), ]+(h)}
n 791, e ps
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elde edilir. Bu son esitlikteki denklemlerimizi kisaltmak igin

{(h)v(ﬂv_(hl) (k) + & ((h)(gzz) <hi)v<gzz)vJ+(hi)w}
N9, HYz
{ B () K (), ) z(m)u(gu)u_(hi)v(gn)v}(hi)w}
O_:ii 1 79 UG
w i (p) {uczz—(')vwv—m) - (h)k)+2[(h>(gzz) (hi)v(gzz)v}(hi)w}
N9y H92
{ 1), , .V((hl) () [(h) (0.), (hi)v(gzz)u}(hi)w}
n N0y P
alimirsa M ve M ’nin total Gauss egrilikleri arasindaki baginti
R:(lJ nuK + CCoumu(pl — i ) p (4.55)
oy (Wp1p2)

seklinde elde edilir.

Sonugc 4.1.15. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

yiizeyinin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M ’nin total Gauss egrilikleri
arasinda
K=K i
nH
bagintis1 vardir.

Ispat: (4.51) deki

2
K:(lJ nuK + Co 2271/“(/31 - ) ‘o
! (WplpZ)

denkleminde sonu¢ 4.1.11 deki esitlik yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

2 2.2 2 2
R:(ij iK+C1102271/1(p1 ;p2)+0
P TH (WpllOZ)

elde edilir. Burada
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i |: ( |)v (:uv_(hl) kl (h) k )-I— [(h) (gzz)u _(hi)V(QZZ)VJ+(hi)W:|
77911 /ngz
{ ) (), (), k) n[(h) S8, (h), (9, ]+(h) }
W (p) { o <.)v O k= () k) + & [<h> (92), (hi)v(gzz)v}(hi)wl
1%y K1Y
|: nv(h) | v((hl) kl (h) k ) U[(hi)u(gll)v +(hi)v(922)uj+(hi)uv:|
n uim 15,

plz\/@+%+l
n H

ve

2 2
p2 =\/(h22)u + (h22v +1
n H

olup, M yiizeyinin destek fonksiyonlar1 sabit oldugundan =0 ve p, =p,=1. 0

halde M ve M ’nin total Gauss egrilikleri arasindaki bagimt:

Kok L (4.56)
nu

olarak elde edilir.

Sonuc 4.1.16. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

yiizeyinin bir pedal yiizeyi olsun. Eger M agilabilir bir yiizey ise M de agilabilir bir
yiizeydir.

Ispat: M yiizeyi acilabilir bir yiizey oldugundan K =0 olup, (4.56) denkleminden
K =0.0halde M yiizeyi de acilabilirdir.

Sonug 4.1.17. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M
yiizeyinin bir pedal yiizeyi olsun. M ve M yiizeylerinin Gauss egrilikleri, sirastyla

K' ve K olmak iizere Gauss egrilikleri arasinda

K =1k iz12 (4.57)
nu

bagintilar1 vardir.
ispat: Teorem 2.3.23ten, M ve M ’nin Gauss egrilikleri
K'=kk, (4.58)
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ve

K' =kiko (4.59)
yazilabilir. (4.59) denkleminde (4.50) yerlerine yazilirsa
K =L
TH

bulunur. Bu son esitlik ve (4.58) birlestilirse

K =Lk
nu

elde edilir.

Teorem 4.1.18. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de
M "nin bir pedal yiizeyi olsun. M ve M ’nin, sirasiyla Gauss torsiyonlart K, ve
K arasinda

Ky =Kn =0 (4.60)
bagintis1 vardir.

ispat: M ’nin Gauss torsiyonu igin, (3.9) bagmtisindan

— 1 — —1-2 -2- - -1-1 -2-1 - -1-2 -2-1
Kn ==5[0,,(C12C2 —C12C22) — 9, (C11C22 — C11C22) + 95, (C12C12 — C11Cr2) ] (4.61)
w

yazilabilir. M ’nin parametre egrileri egrilik ¢izgisi ve destek fonksiyonlari sabit
oldugundan sonu¢ 4.1.9 dan M vyiizeyinin parametre egrileri de birer egrilik
cizgisidir. Bu takdirde

0, =1 =Cp =0. (4.62)
(4.62) denklemi (4.53) te yerine yazilirsa

Ky =0 (4.63)
elde edilir. (3.13) ve (4.63) birlestirilirse

K,=Kn=0

oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.19. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M ’nin pedal yiizeyi olsun. Bu

takdirde M ve M yiizeylerinin, sirastyla, H ve H ortalama egrilikleri arasinda
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H= Wl—z [WzﬂPzH +N(Pl_Pz)(Clzlgzz +szzgn)+gn(77—ﬂ)(0§2/)2 _0222/)1)}
2pp,W

o | A8, +V)+ B (n°g, +U) - 2C, (), (), + (), (,),) (4.64)

1 1
2W i /JszU +— 77C11V
P P

bagintis1 vardir. Burada
PR I S n[rh(“ﬂ)“+rfl(“i)ﬂ+(hi)w]
n n H

B - —%[m—(mvk;—(hz)ka]— {Féz M)y |z, (), }(h) }
y7, n H

1[-nh), (G h h

C =— 77v( |) ( ) ':(hl) kl+(h ) k :' |:1—~i2( |)u +F122( I)V:|+(hi)uv:|'
piL n H

Ispat: (3.10) ve (3.14) baglntlsmdan M ve M ’nin, sirasiyla, H ve H ortalama

egrilikleri igin,

oW Z(Cngzz +Cp011) (4.65)
ve
N T S L
H=—; Z(ClngZ +C20y; —2C1203,) - (4.66)
2W it

yazilabilir. (4.8) ve (4.34) bagintilar1 (4.66) da yerlerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa

2 :
i nu :upZZ(ClIIQZZ +C0:1)

i=1

2P, W +/U(p1 )( 11922+022911)+911(77 ,U)( 2P~ 22p1)
1 2 A (195, +V) +B,(7°9,, +U) - 2C ((h), (hy), +(h,),(h,),)

1 1
2W it o ,UszU"' 77C11V

(4.67)

elde edilir. (4.65) bagintis1 (4.67) de yerine yazilir ve diizenlenirse

H= 77!1_2 [ZWZﬂPzH +/U(P1 _pZ)(ClzngZ +C222911)+ 911(77—/1)(0;2,02 _szzpl)}
2p1p,W

o | A9y, +V) +B (17°g,, +U) - 2C (), (hy), + (h,),(h,),)
2w it . ﬂczzu - . 77C11V
Pi |

elde edilir. O halde asagidaki sonuglar verilebilir.
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Sonugc 4.1.20. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M
yiizeyinin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M yiizeylerinin ortalama

egrilikleri arasinda

— 1
H = up,H +W911(77_/1)(C;2 _0222)

bagintis1 vardir.

Sonuc 4.1.21. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M

yiizeyinin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M ’nin, sirastyla H ve H

ortalama egrilik vektorleri arasinda

= . 1 2 —
H=uH +WZ 911(77—#)(022 _C222) N
i=1
bagntisi vardir.
Teorem 4.1.22. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M ’nin bir pedal yiizeyi olsun.

Bu takdirde M ve M ’nin, sirasiyla, I ve Ty, i, j,k =1,2 ikinci tipten Christoffel

sembolleri arasinda

Tn== nglngZF11_ﬂ922 glzrlzl"'gzzpn_glan]
WL

Tn=2L[1ug,9.I%-ng. g, +9.R. —g. P

1==5| #9291 1;=79:,9:, 11+911R11 01, 11}
WL

T =L 1ng. 9, —ug,,9.T%+9,P,—g

12=—=5| 10911921 1, =405 Jol 1, + 91, g12R12i|
Wt

T2 =-L[ ug,, g, gL —g.P +g

12=—5| #9291l 1, =7791, 9,1 1, =9y, 12+911R12]
WL

Iz = =y ngllgzzrlzz — MO,y g1zr§2 +05,P, - ngR22i|
WL

[z = = | 7% gnrlzz — M0y, glzr§2 +05,Pp, - ngR22:|
WL

bagintis1 vardir. Burada

R :|:gll (77u _(hl)u ki _(hz)u k12)+C111(hl)u +(:121(hz)u +%Uu:|
R ), - (1), (1), (1), + (), ), )



1
P, = [77\/911 +Cllz (hl)u +C122 (hz )u +5Uv}

o=k (), 6k 0, (), (1), + (), (), )

R =] 0t~ (0), K= (), ) 165 (1), 4 (), 43, |

ispat: (3.1) denkleminden M yiizeyi icin
— 1= =2 -1— -2
Xw=TuXu+T1uXyv—CcuNi—CuuNy,
Yuv = 1:12 Yu + 1:122 Yv - 612 Nl - 6122 NZ, (468)
va = 1:122 Yu + 1:22 Yv —6;2 Nl - (_Jiz Nz
yazilabilir. Bu son denklemdeki
— -1 — =2 — -1 — -2 —
Xw =T Xu+T1uXy—CuuNi—C11N2
esitliginin her iki tarafi Xu ve Xy vektorleri ile i¢ carpilirsa
<qu, Xu>:l"ngll+l“nglz
<qu, Xv> =T'ug, +I'1Qg,,

bulunur. Buradan

Th= %Ww,man (X, X )5y, | (4.69)
i = %[{Yuu,ivﬁn (X, Xu }512] (4.70)

elde edilir. (4.7) ve (4.25) bu son esitlikte yerlerine yazilir ve diizenlenirse

—1 77 —_ - - -
I'n= _—2|:779119ng11 ~ 192 91,031 + 9, P — 912R11:|
w

2

—2 B 77 —_ —_— 1 —_ —_—
I'n= ﬁ[ﬂgzz 9105 =791 95T + 90Ry - g12|311}
bulunur. Burada P, ve R,
1
P. :|:gll(77u —(h), k= (h,), k12)+c111(hl)u +C121(h2)u +2_Uu}

| b))+ (), 40, ),)
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seklindedir. Benzer sekilde, (4.68) deki
— -1 — —=2—=  -1— -2—
Xw =T12Xu+T12 Xy —Ci2N1—Ci2N2
denkleminin esitliginin her iki tarafi Xu ve X vektdrleri ile i¢ carpilirsa

<Xuv, Xu>:1“12911+1“12912

<Yuv, X v> = fiZ 512 + f122 522

bulunur. Buradan

rlZ—Vi |:<XUV1 >gzz <X“V1YV>§12:| (4.71)
1:122 = %[<YUV , Yv>§11 - <Yuv ) Yu >§12} (472)

elde edilir. (4.7) ve (4.26) bu son esitlikte yerlerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa
I —__[77911922 12 /ugZZng +922P12_912R12]
W
Ty =—L 9,P,+9
12 ==5| 19, 911 12 77911912 12 —0,P, +9uRy,
W

bulunur. Burada P, ve R,

1
P, = [77\/911 +C112 (hl)u +C122 (hz)u + 2

|
<C
[

R, =[—§gzz(<m)u +(hy), k:)+c:2<h1>v+cfz<hz>v}

seklindedir. Benzer sekilde, (4.68) deki
NG -1 = =2= -1—= =-2—
Xw=T2Xu+T2Xy—-C2N1—C2N:
denkleminin esitliginin her iki tarafi Xu ve Xy vektorleri ile i¢ carpilirsa
<va, Xu>=1"zzgn +I'220,,
<va, Xv> =120, +1220,,

bulunur. Buradan

[ = %Ww,iu )0, (X, X0} 5, | (4.73)
r22 _Vill- RXUVv >911 <XUV1YU>§12:| (4.74)
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elde edilir. (4.7) ve (4.27) den

—1 /Ll —_ _ - -
T = _—2|:7ygllgzzrlzz — 19, 912F§2 +0,P, — g12R22:|
w

— ,Ll — —_ - .
[z = —_2[77911911r122 ~ 19 91,1 5 + 91,Py, — gl?RZZ]
"

bulunur. Burada

Teorem 4.1.23. M, E*’te regiiler bir yiizey ve M de M ’nin pedal yiizeyi olsun. Bu

takdirde M ve M yiizeylerinin ikinci tipten Christoffel sembolleri ile I. temel

formlarinin katsayilar1 arasinda

- [=t = - [=2 = 1

gll|:ril —Fiz}+ 91 [rlzl _r122:|=772911[r11 _riz]“'ﬂgn[ﬂu _nv]+§[uu _Uv]

612 |:1:122 _ﬁz:"“ézz |:l:§2 _FfZ:| :,Uzgzz [ng —F122]+/1g22 [/Uv _/uu]+%[vu _Vv]
ve

Fio gy, +( T+ T )0y + T = (1), (), +(h), (), ),

1:122511 +(l:12 +l:§2)§12 +l:122§22 = ((hl)u (hl)\, +(h2 )u (hz)v) |

Vv
bagintis1 vardir.

ispat: M yiizeyinin I. temel formunun bilesenleri 511’ 512 ve 522 olmak tizere

511 = <Y” X >
9 =(Xe, X0) (4.75)
9= (X0, %)

seklindedir. (4.75) teki 511 nin U parametresine gore tiirevi alinirsa

(9u), =2(Xuw, Xu)

bulunur. Bu son esitlikte (4.8) ve (4.68) bagintilarindaki 511 ve Xuw ifadelerinin

esitlikleri yerlerine yazilirsa

59



(772911 +U )u =2 <filYu +Tn Xy — Clllﬁl - Clzlﬁz X >
elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa
—1 — —2 —
n°(9y), + 271,09, +U,, = 2I'ng,, +2lug,,

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi

ile ¢carpilirsa

O
" (9,), s +& Ty 9u 2 %
20, 20y 9 s

elde edilir. (2.4) bu son esitlikte yerlerine yazilir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa
2 1 U, =t— =2—
N 9wl +77,0, + ? =gy, +I'ug, (4.76)
elde edilir. Benzer sekilde (4.75) teki 511 nin v parametresine gore tiirevi alinirsa
(gll)v = 2<Xuv, Xu>

bulunur. Bu son esitlikteki 511 ve Xuw ifadelerinin (4.8) ve (4.68) bagintilarindaki

esitlikleri yerlerine yazilirsa
(10 +U), = 2T X + To X0 ¢ Ni = e N2, X )
elde edilir. Bu durumda

. ——
772 (gll)v +2nn,9,, +U, =229, + 220,

yazilabilir. Burada esitligin her iki tarafi ile carpilirsa

11

772 (gll)v +7777v+i=1:12%+f52%

2gll 2g:l_l gll gll
elde edilir. (2.4) bu son esitlikte yerlerine yazilir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa
24 1L U == ==
N 9ul, +1777,9y + o =T120,, +1120;, (4.77)
bulunur. (4.76) ve (4.77) denklemleri birlestirilirse
) " " 1 — =t = — [=2 =2
79y [Fn _F12:| +77911[77u _nv]+§[uu _Uv] =0y [Fll _F12:|+ 01, [Fu —F12:|
elde edilir. (4.75) teki 522 nin v parametresine gore tiirevi alinirsa

(922), =2(Xw, Xu)
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olur. Buradaki 622 ve X ifadelerinin (4.8) ve (4.68) bagmtilarindaki esitlikleri

yerlerine yazilirsa
(,fg22 +v)v = 2<F22Xu +T22 Xy —C;, N1 —¢2 N2, xv>
elde edilir. Bu son esitlik diizenlenirse

1 — —y —
/uz (g22 )v +21u1uvg22 +Vv = 2F22g12 + 2r22g22

olur. Burada esitligin her iki tarafi ile garpilirsa

22

2(g22)v+,u:uv+ VV :f;zhﬁ‘f;h
20, 20, T0. o

bulunur. (2.4) bu son denklemde yerlerine yazilir ve gerekli kisaltmalar yapilirsa

U

V, =1 — =—2-
19,02, + a9, + E" =I20,+I20,, (4.78)
elde edilir. Benzer sekilde 522 nin U parametresine gore tiirevi alinirsa
(gzz)u = 2<Xuv, Xv>

bulunur. Bu son esitlikte 522, Xw Ve Xy esitlikleri yerlerine yazilir ve gerekli

islemler yapilirsa

- — P
‘le (g22 )u + Zﬂﬂugzz +Vu =212 912 +2I g22

elde edilir. Burada esitligin her iki tarafi ile carpilir ve (2.4) burada yerlerine

g22

yazilirsa
2 2 V, =t— w2
M0, + 144,95, +?:F12 0, +1120,, (4.79)
bulunur. (4.78) ve (4.79) denklemlerinden

1 — =t =1 — [=2 =2
,uzgzz[rsz—Ffz]+ygzz[,uv—,uu]+E[Vv—Vu]=glziil—‘zz—rlz}+gzz[r22—Flz}
elde edilir.

Simdi M ’nin ikinci tipten Christoffel semboleri ve 1. temel formunun

bilesenlerinin destek fonksiyonlari cinsinden ifadesini bulalim. Bunun i¢in (4.75) teki

0y, Nin U vev parametrelerine gore tiirevlerini alalim. O halde,

(62), =% K)o (R Ko}
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(glz)v =<Xuv, Xv>+<Xw, Xu>
bulunur. Bu son esitlikte 512 , Xw, Xw Ve Xuw esitlikleri yerlerine yazilir ve

gerekli diizenlemeler yapildiginda

0., +(f11 ﬁi)gn +T00, =((n), (), + (), (h,), ), (4.80)
ve

T2, +(fiz +f§2)§12 +T20, =((h), (), +(h), (n,),), (4.81)
elde edilir.

Sonuc 4.1.24. M, E*’te regiiler ve sabit destek fonksiyonlu bir yiizey ve M de M
yiizeyinin pedal yiizeyi olsun. Bu takdirde M ve M yiizeylerinin ikinci tipten
Christoffel sembolleri ve 1. temel formunun katsayilari arasinda

e n ~ 1, N
Tu=T+2 Tp=T,+2 P
1 1 " 12 12 7 {Fizgnﬂ“lzlgzz ~0

_ _ -1 — =2 —
F§2=F§2+ﬂ, F122=F122+& [220;, + 11295, =0
H H
bagmtilari vardir.
Ispat: (4.76), (4.77), (4.78), (4.79), (4.80) ve (4.81) denklemlerinde, M ’nin destek

fonksiyonlarmin sabit olmasi goz oniine alinarak ¢,,, 9,, ve ¢,, bilesenlerinin

teorem 4.1.7 deki esitlikleri yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa ispat

tamamlanmis olur.

4.2 Uygulamalar

Bu kesimde ilk olarak, E*’te baz1 6zel yiizeylerin karakteristik 6zellikleri incelenmis
ve pedallar1 bulunmustur. Daha sonra bu yiizeylerin grafikleri, perspektif ve paralel
izdiisim yontemleri kullanilarak Maple 17 programi yardimiyla {i¢ boyutlu uzayda
¢izdirilmistir.

Ornek 4.2.1. (Aminov yiizeyi)

X (u,v)=(u,v,rcosv,rsinv), r=r(u) (4.82)
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parametrik denklemi ile verilen bir Aminov yiizeyi M olsun. M Aminov yiizeyinin
baz1 karakteristik 6zelliklerini inceleyelim ve pedallarini arastiralim. Burada r ye
gore iki durum s6z konusudur.
i) Kabul edelim ki, r = sbt. olsun.

fIk olarak, M Aminov yiizeyinin 1. ve II. temel formlarinin bilesenlerini
bulalim. O halde (4.82) denkleminin u ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri

alinirsa

{x =(1,0,r'cosv,r'sinv) (4.83)

X, =(0,1,-rsinv, rcosv)

X, =(0,0,r"cosv,r"sinv)
X, =(0,0,—r'sinv,r'cosv) (4.84)

0,—rcosv,—rsinv)

elde edilir. Buradan, M ’nin I. temel formunun Kkatsayilari ve alan elementi

_1+
(4.85)
_1+r
:(1+( ) )(1+ r?) (4.86)

bulunur.

Simdi M yiizeyinin N; ve N, birim normal vektorlerini bulalim. M *nin

P eM noktasindaki & :(a,b,c,d) ETJ(P) ve X, X, €T, (P) vektorleri i¢in

(Xi&)=(X,,¢)=0 (4.87)
yazilabilir. (4.83) bu son esitlikte yerine yazilirsa
{—a—cr'cosv—dr’sinv =0
—b+crsinv—drcosv=0
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢oziiliirse

—r'cosv. —r'sinv| |
=rr

rsinv. —rcosv

olmak lizere

a b .
C=——COSV+—sinv
r r
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ve

a_. b
d =——sinv-—cosv
r r

bulunur. Bu durumda & vektorii

fza(l,o, —co’sv’—3|’an+b(0,1’W, —cosvj
r r r

olarak elde edilir. O halde M ’nin N, ve N, ortonormal vektorleri

le;(r’,O,—cosv,—sinv),
1+(r')2

N, = L (0,r,sinv,—cosv)
1+r?

seklindedir. M nin I1. temel formlarinin katsayilari i¢in
Clll = _<xuu' Nl>
C112 :_<Xuv’ N1>
C;Z :_<Xw’ N1>
ve
C121:_<qu’N2>
C122 :_<Xuv’ N2>
szz :_<XW7N2>

yazilabilir. (4.84) ve (4.88) esitlikleri (4.89) ve (4.90) da yerlerine yazilirsa

r
1
Ch= —
1+(r)
1
c,=0
r
1
Cp = —
1+(r)
ve
2
c,=0
c2 = r
12 —
V1+r?
2
Cy, =0

bulunur. M yiizeyinin destek fonksiyonlar1
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{n=—<x,wl>

h, =—(X,N,)

olup, bu son denklemde (4.82) ve (4.88) yerlerine yazilir ve gerekli igslemler yapilirsa
—ur'+r

1+(r) (4.93)
oo

V1+r?

elde edilir. O halde (4.88) ve (4.93) esitlikleri, (4.1) de yerlerine yazilirsa M ’nin
pedal yiizeyinin parametrik denklemi

r'(ur'=r) vr2  —cosv(ur'—r) vrsinv
e ! 2! N2 + 2 !
_ 1+(r)”  1+r 1+(r'") 1+r
X(u,v)= ] (4.94)
—sinv(ur'=r) vrcosv
1+(r')’ 1+r?

Ozel olarak, r(u) =U olmasi halinde M esas yiizeyinin parametrik denklemi,
normal vektorleri ve destek fonksiyonlari, sirastyla

M : X (u,v) =(u,v,ucosv,usinv)
1

1 :
N, =—=(,0,—cosv,-sinv) , N, = —=—(0,u,sinv,—cosV)
b2 © et

olup, M yiizeyinin M pedal yiizeyinin parametrik denklemi

— —_— 2 i —
MZX(U,V)I(O uv uvsinv UVCOSV]

w4+l ut+l T U+l

seklindedir.
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Sekil 4.3: M pedal yiizeyi

Sekil 4.2 deki ¢izim M ’nin w=0 hiperdiizlemi {izerine paralel izdiisiimii
alinarak cizilmistir.

ii) Kabul edelim ki r =sbt. olsun.

M Aminov ylizeyinin pedalinin denklemini bulmak i¢in ilk 6nce M ’nin
birim normal vektorlerini bulalim. (4.82) denkleminin U ve v parametrelerine gore
kismi tlirevleri alinirsa

X, :(1,0,0, O)
Xv

(0,,—rsinv,rcosv)
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bulunur. M yiizeyinin P € M noktasindaki §=(a,b,c,d)eT,\j(P) ve X, X, €Ty, (P)
vektérleri igin (X,,&) =(X,,&)=0. Buradan

a=0
b=crsinv—drcosv
olup, & vektorii
&=c(0,rsinv,1,0)+d(0,—rcosv,0,1)

seklindedir. O halde M ’nin V; ve V, normalleri

{vl =(0,rsinv,1,0),

v, =(0,—-rcosv,0,1)

olarak alinabilir. Burada {Vl,Vz} vektor sistemine Gram-Schmidt ortogonallestirme
yontemi uygulanirsa {nl, n2} ortogonal vektor sistemi
n, =(0,rsinv,1,0)

~ ((0,-rcosv,0,1),(0,rsinv,1,0)) _
n, =(0,—rcosv,0,1)— ((0.rsinv,1,0).(0,rsinv,1.0)) (0,rsinv,1,0),

2 -
r’cosvsinv
=n, =(0,-rcosv,0,1)+ 5———
resin“v+1

_[ _—reosv r? cosvsinv
=M= ' 2 ain?2 '
resinv+1 resin“v+1

(0,rsinv,1,0),

seklinde elde edilir. Yeni elde edilen n, ve N, ortogonal vektorlerini ortonormal

vektor sistemi haline getirmek i¢in N, ve N, vektorlerinin boyu hesaplanirsa
n,=(0,rsinv,1,0) = |n|=~rsin*v+1.

—rcosv  r?cosvsinv
=n,=0

"r?sinv+1’ r’sin?v+1’
Jre+1
Jrisin?v+1

bulunur. Bu durumda M ’nin birim normal vektorleri

= n||=
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n 1 ;
L 0,rsinv,1,0
Y ny| rzsin2v+1( )
n, (rzsin2v+1) —rcosv  r?cosvsinv
“ (r*+1) "r’sin?v+1’ r’sinv+1’

Diger taraftan, M Aminov yiizeyinin h, ve h, destek fonksiyonlar

—VrSinv—rcosv
= — X1N =
h=— Y Jrésin?v+1
—rsinv(r®+1)+vrcosv
h2:_<X'N2>: ( )

\/(rzsin2v+1)(r2 +1)

olup, M ’nin pedalinin denklemi

2

X (u,V) =[0,L2,rcosv+
1+r

—,rsinv

vrsinv . _vrcoszv (4.95)
1+r 1+r

olarak elde edilir. O halde, r=sbt. olmasi halinde bir Aminov yiizeyin pedali bir

egri belirtir ve parametrik denklemi

2

v vr vrsinv
X(u,v)=|0,——,rcosv+——-,rsinv
1+r 1+r

VI COSV
1+r?

seklindedir.

Ozel olarak, r(u) =1 olmasi halinde M esas yiizeyinin parametrik denklemi,
normal vektdrleri ve destek fonksiyonlari, sirastyla

M : X (u,Vv) =(u,v,cosv,sinv)

n, 1

N =2t -~
' I \1+sin?v

(0,sinv,1,0)

n, \/1+sin2v( —COoSV  sinvcosv j
N, =—2 = 0,——— 220
I, 2 1+sin®v’ 1+sin®v
ve
—Vvsinv—cosv
=—(X,N,)=— =27
= (XN J1+sin?v

_vcosv—2sinv

hy=—(X,N)=——on .
o= 2 J2\1+sin?v

olup, M yiizeyinin M pedal yiizeyinin parametrik denklemi
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M@ X (u,v) = 0,%,cosv+$,sinv—m

bulunur. Bu durumda M ’nin pedali bir egridir.

(OSHAET
Sl
K58

Sekil 4.4: M esas yiizeyi

Sekil 4.5: M pedal egrisi

Sekil 4.4, M yiizeyinin W=0 hiperdiizlemi {iizerine paralel izdiisimi

alinarak ¢izilmistir.

Ornek 4.2.2. (Monge yiizeyi)
E'te
M X (u,v)=(u,v, f(u,v),g(u,v)) (4.96)

Monge parametrizasyonu ile verilen M yiizeyinin pedaliin denklemini bulalim.

(4.96) denkleminin u ve v parametrelerine gore kismi tiirevleri alinirsa
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(4.97)

{xu =(10,1,,9,)

X,=(011,9,)
bulunur. Bu durumda M Monge yiizeyinin 1. temel formlarinin katsayilari
O = fuz + gj +1

ng = fu fv + gugv
9, = fv2 +g\f +1

seklindedir. M *nin w? = g,,g,, —(9,,)” alan elementi hesaplanirsa

:>W2=(fu2+gf +1)(ff+gv2 +1)—(fufv+gugv)2 :
:WZ = fuzg\f + fu2 +g§ fv2 +g§ + fv2 +g\$ +1_2fu fvgugv '
=w =flgi+f2+g2f2+g2+f +g2+1-2f f g,0,
+179; — 1797+ flol - flol
=W =171+ 07 +00)+ £2(1+ 9 + 07 )+1+ 9l + 9. - (f,0,+ f,9,)",
=W =(1+ f2+ £2)(1+ 92 +92)-(f,0,+ £,9,)",
~——

A c B

bulunur. Burada
A=1+f?+f? B=fg,+fg, C=1l+g>+g’. (4.99)
M nin birim normal vektorleri olan N, ve N, vektorlerini hesaplayalim. M ’nin

tanjant uzayma dik olan normal uzaydaki bir vektorii & = (a,b,c, d) eT, (P) olsun.

O halde X,, X, €T,, (P) oldugundan (X,,&)=(X,,&)=0. Buradan

a+cf,+dg, =0
b+cf,+dg, =0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi ¢oziiliirse,
a=-cf, —dg,

ve
b =—cf,—dg,

elde edilir. Bu durumda ¢ vektorii
¢=c(-f,,—f,1,0)+d(-g,,-9,,0,1)

seklinde elde edilir. O halde M ’nin v, ve v, normalleri
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v, =(-f,,-1,,10),

{Vz =(-0,-9,,0)
seklindedir. Burada {Vl,Vz} vektdr sistemine Gram-Schmidt ortogonallestirme
yontemi uygulanirsa

n =(-f,,~f,10),

(_gu’_gwo’l)’(_ fu’_f\/']—10)>
(-f,,—f,.10),(-f,.—f,.10))

n, =(—gu,—gv,0,1)—<< (-f,,—f,,10),

=n, =(—gu,—gv,O,l)—%(—fu,—fv,l,o) |

—n, :(—gu,—gV,O,l)—%(—fu,—fv,l,O) ,

=N, =(% f, —gu,EA fv—gv,—%lJ
elde edilir. Yeni elde edilen n, ve n, ortogonal vektorlerinin boylari

n, =(-f,,—f,.10)

= [ = L+ 17+ 17 = VA,

B B B
n, :(X fu _gu’x fv_gv'_x'lj

B * (B * (-BY
:>||n2||:\/(x fu—guJ +(X fv—gvj J{Tj +1

= ||n2||=i\/Ac:—B2

JA
1
:>||n2||:ﬁw.
Bu durumda M ’nin N, ve N, birim normal vektorleri
n 1
N, =% = = (—f,—f,10
] VA )
n 1
N, =2 —_~_(Bf —Ag,,Bf, —Ag,,—B,A
Yy )

seklindedir. M yiizeyinin

{h1:_<X’N1>

h,=—(X,N,)
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destek fonksiyonlar1 hesaplanirsa

MU

\/K ’
- A(ug, +vg, —g)—B(uf, +vf, - f)
) =

wy/A

bulunur. O halde M yiizeyinin pedali

T (W) 1 [(uf, +vf, - f)(Cf, —Bg,,Cf, —Bg,,—C, B)
uv)=—

w* |+(ug, +vg, —9)(Ag, — Bf,, Ag, — Bf,, B,-A)
olarak elde edilir.

Ozel olarak, (4.96) da verilen denklemde f(u,v) =u® ve g(u,v) =v? alinirsa

M esas ylizeyinin parametrik denklemi, normal vektorleri ve destek fonksiyonlari,
sirastyla

X (u,v) = (u,v,u®,v?),

N, = ———(~2u,0,1,0)

1
N, = ——=—(0,-2v,0,1)
/Y

) Jau? +1

V2
h,=—(X,N,)=

Vav? +1

olup, M ’nin pedal yiizeyinin parametrik denklemi

— — 2u® AVA —v2
M:X(u,v)= , ) )
(uv) 4u? +1 42 +1 4u% +1 4v° +1

S
R
\&‘\‘\“&‘s‘\‘\:\\\“\‘:\‘:‘%\\\
R
:‘\\\\:\\\\\‘\\\\\\\‘\\\\\\\.\

- SRt

R

Sekil 4.6: M esas yiizeyi
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Sekil 4.7: M pedal yiizeyi

Sekil 4.6 ve sekil 4.7 de verilen ¢izimler, M ve M yiizeylerinin w=0

hiperdiizlemi iizerindeki paralel izdiisiimii alinarak ¢izilmistir.

Eger, ozel olarak f(u,v)=2uv ve g(u,v)=u’-v® alinrsa M esas

yiizeyinin parametrik denklemi, normal vektorleri ve destek fonksiyonlari, sirastyla

M :X(u,v):(u,v,2uv,u2—v2),

1

N, =———= (~2v,~2u,1,0)
boJa a1

N, = 1 o0

NAu? +4v? +1

ve

2uv
VAU +4v +1
2 2
h us—v

N T

olup, M ’nin M pedal yiizeyinin parametrik denklemi

1 3 2 3 2 2 2
—(2u +2uv°,2v° +2vu°, -2uv,v° —u )
Jau® +4v® +1

X (u,v) =
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Sekil 4.9: M pedal yiizeyi

Sekil 4.8 ve sekil 4.9 da verilen M ve M yiizeylerinin ¢izimlerinde (w=0)

paralel izdiigiim yontemi kullanilmustir.

Ornek 4.2.3. (Clifford yiizeyi)
M dért boyutlu Oklid uzayinda

X (u,v)=(cosu,sinu,cosv,sinv) (4.100)
parametrik denklemi ile verilen iki boyutlu bir yiizey olsun. M yiizeyinin pedalinin

denklemini bulalim. (4.100) denkleminin u ve Vv parametrelerine gore kismi

tirevleri alinirsa
X, =(-sinu,cosu,0,0), X, =(0,0,—sinv,cosv) ve X, =(0,0,0,0)

bulunur. Buradan
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ng=<Xu,XV>:O, 0112=<X Nl>=0VG C122:<X N2>:O'

uv? uv?
O halde M yiizeyinin parametre egrileri egrilik ¢izgisidir. M ylizeyinin pe M
noktasindaki tanjant ve normal uzayi, sirasiyla, T, (p) ve T;(p) olsun. Ty (p)

normal uzayinda bir £ =(a,b,c,d) €Ty (p) vektorii alalim. O halde X,, X, €Ty, (p)
oldugundan

(¢, %,)=0

(£.X,) 0.
Bu son esitliklerde £, X, ve X, vektorlerinin esitlikleri yerlerine yazilirsa

bcosu =asinu
csinv=dcosv

denklemleri elde edilir. Bu durumda
&£=(a,atanu,c,ctanv)
¢=a(l,tanu,0,0)+c(0,0,1 tanv).

O halde M ’nin birim normal vektorleri

{le(cosu,sinu,0,0)

. (4.101)
N, =(0,0,cosv,sinv)

seklindedir. Diger taraftan M ’nin destek fonksiyonlari

{h1 = _<X ' N1>

h, ==(X,N,)

olup, (4.100) ve (4.101) bu son esitlikte yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

h=—(X,N;)=-1, h,=—(X,N,)=-1 (4.102)
elde edilir. O halde (4.101) ve (4.102), (4.1) de yerlerine yazilirsa pedal ylizeyin
denklemi

M : X (u,Vv) = (cosu,sinu, cosV,sinv)

bulunur. Bu durumda M yiizeyinin pedali kendisidir.
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Sekil 4.10: M esas yiizeyi

Sekil 4.11: M pedal yiizeyi

Sekil 4.10 ve sekil 4.11 de verilen M ve M yiizeylerinin ¢izimlerinde
(0,0,0,1) merkezli perspektif izdiisiim yontemi kullanilmistir.

Ornek 4.2.4. (Diiz Klein sisesi)

X(u,v) = (cosvcosu,cosvsin u,2sin vcos%, 2sinvsin %) (4.103)

parametrik denklemi ile verilen diiz Klein sisesinin normalleri ve destek

fonksiyonlari, sirasiyla
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1 . . u . .u
N, =———— —Zcosvcosu,—ZCosvsmu,—smvcosE,—smvsm§

J1+3cos?v

S . . u u
N2 = (—SII’]VSII’] u,sin VCOSU,COSVSInE,—COSVCOSEJ

ve

2

\J1+3cos’v

h, =0

olup, pedalinin denklemi

X (u,v) = (4cosvcosu,4cosvsin u, 2sin vcos%,Zsin vsin %) :

I
\J1+3cos?v

Sekil 4.13: Diiz Klein sisesinin pedal yiizeyi

Sekil 4.12 ve sekil 4.13 te verilen M ve M yiizeylerinin ¢izimlerinde

(w=0) paralel izdlisiim yontemi kullanilmistir.
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Ornek 4.2.5. (Oteleme yiizeyi)

(3.17) de verilen denklemde 6zel olarak f(u,v)=u+v-5 ve g(u,v)=u-v+2

alinirsa iki boyutlu M 6teleme yiizeyinin parametrik denklemi, normalleri ve destek

fonksiyonlari, sirastyla

X(u,v) =(u,v,u+v-5u-v+2)

leis(—l,—l,l,O), N, =2 (-1,1,0,0), h =

NG 5

olup, M ’nin pedal
Y(U,V):LLZ,—§ EJ

Sl

iveh
\/§ 2

3' 3'3

olarak elde edilir. O halde M yiizeyinin pedali bir noktadur.

Sekil 4.14: M esas ylizeyi

Sekil 4.14 te verilen M ylizeyinin ¢iziminde (w=0) paralel izdiisiim

yontemi kullanilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada, dért boyutlu Oklid uzayinda parametre egrileri egrilik cizgisi olan iKi
boyutlu bir ylizey ile bu yiizeyin pedalinin alan elementleri, Gauss egrilikleri,
ortalama egrilikleri ve temel formlar1 arasindaki bagintilar bulunmustur. Ayrica, esas
yiizeyinin destek fonksiyonlarinin sabit olmasi halinde bu karakteristik 6zellikler
tekrar ele alinmistir. Daha sonra Aminov ve Monge tipindeki yiizeylerin pedallart
bulunmus ve parametre egrileri egrilik ¢izgisi olan bir Aminov yiizeyinin pedalinin
bir egri oldugu gosterilmistir. Son olarak da bu yiizeyler ve pedallart Maple 17
programinda paralel ve perspektif izdiistim kullanilarak ¢izilmistir.

Dért boyutlu Oklid uzayinda iki boyutlu yiizeylerin pedal yiizeylerinin
incelenmesi konusu n -boyutlu Oklid uzayinda iki boyutlu yiizeylerin pedal yiizeyleri
igin genellestirilebilir. Benzer sekilde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda bir yiizeyin
pedalinin paralel yiizeyi ile aym yiizeyin paralelinin pedali arasindaki karakteristik

ozellikler incelenebilir.
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