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OZET

DEGISMELI YARIGRUPLARDA IDEAL TEORI

Tezimizin temel amaci degismeli yarigruplarda ideal yapisin1 kavramaktir. Bunun i¢in

oncelikle yarigrup tanimi verilmis ve yarigruplarin temel 6zellikleri incelenmistir.

Teoremlerin ispatlarinda biiyiikk kolaylik saglayan homomorfizmalarin c¢ekirdek

yapilar ve diger ozellikleri detayli incelenmistir.

Ikinci kisimda asal idealler ve asalimsi ayrisim islenmistir. Literatiirde ‘“quasi

primary” olarak bilinen idealler “s6zde asalims1” baglig1 altinda incelenmistir.

Son kisimda ise halkalar icin gegerli olan yerellestirme ve Noetherianligin yariguplar

icin de gecerli oldugu goriilmiistiir.
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ABSTRACT

IDEAL THEORY IN COMMUTATIVE SEMIGROUPS

In this study our main purpose is giving the properties of ideals in commutative
semigroups. For this, we give definitions and some basic theorems of commutative

semigroups.

We survey the definition of kernel of semigroup homomorphism and we use this in

some proofs.

Also we give prime and primary ideals and primary decomposition in commutative
semigroups as in [23]. Furthermore we study about quasi primary ideals in

commutative semigroups.

Finally we give localization of commutative semigroups and Noetherian commutative

semigroups.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR

S: carpimsal degismeli yarigrup

A N B: A, B ideallerinin Kesisimi

A U B: A, B ideallerinin birlegimi

(A: B): A kolon B

A < B: A kiiciik esittir B

VI: I idealinin radikali

S/I: bolim yarigrubu

A—B: Afark B

T: carpimsal kapali kiime

T*: doymus carpimsal kapal kiime
7(S): S yanigrubunun tiim ideallerinin kiimesi
cekf: f homomorfizmasinin ¢ekirdegi
imf: f homomorfizmasinin goriintiistidiir
(a): a ile iiretilmis temel ideal

(x): parantez iginde x

m: dogal homomorfizma

AB: A ve B ideallerinin ¢arpimi1

St: S nin T de yerellestirilmesi

L(S): S nin ideallerinin latisi

VAy: Ay larin supremumu

A Ay Ay larin infimumu

L: latis

R: degismeli birimli halka

L(R): R nin ideallerinin latisi

Os: yarigrubun yutan elemant

1s: yarigrubun birimi

N: dogal sayilar kiimesi

Z: tamsayilar kiimesi

R: reel sayilar kiimesi



Q: rasyonel sayilar kiimesi

S=T:S, T yeizomorftur

P(X): X in kuvvet kiimesi

A: indis kiimesi

x0: x in 0 bagintisina gore denklik sinifi
Z(S/I): sifir bolen kiimesi

V(A): A y1 kapsayan tiim asal ideallerin kiimesi

syf: sayfa

vi



1. GIRIS

S bostan farkli bir kilme ve *, S de bir ikili islem olsun. Her a,b,c € S icin a *
(b *xc) = (a*b)*c oluyorsa (S,*) cebirsel yapisina bir yarigrup denir. (S,*) bir
yarigrup olsun. Eger her a € S icin a * 1¢ = 15 * a = a olacak sekilde bir 15 € S varsa
(S,*) yarigrubuna birimli yarigrup (monoid) denir. Ayrica her a € S icin a * 0g = Og *
a = 0s olacak sekilde bir Og € S varsa bu elemana S yarigrubunun yutan elemani denir.

Eger hera,b € Sicina * b = b * a oluyorsa (S,*) yarigrubu degismelidir.
Simdi yarigrup o6rnekleri verelim:

e Her grup bir yarigruptur.

e NU {0} ={0,1, ...} = N, kiimesi i¢in (Ng,.) yutan eleman1 ve birimi olan degismeli
bir yarigruptur.

e Her degismeli halka carpma islemi ile birlikte degismeli bir yarigruptur.

e 7 tamsayilar kiimesi olmak iizere (Z,.) yutan elemam ve birimi iceren degismeli bir
yarigruptur.

e [0,1] kapal araligi tizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi C[0,1],
her x € [0,1] ve f,h € C[0,1] i¢cin (fh)(x) = f(x)h(x) islemi altinda birimi 1 sabit
fonksiyonu, yutan elemani 0 sabit fonksiyonu olan degismeli bir yarigruptur.

e S ve T yutan elemanm ve birimi olan iki degismeli yarigrup olmak iizere S X T
kartezyen carpimi s,s' €S ve t,t' €T icin (s,t)(s’,t") = (ss’,tt") bi¢iminde
tanmmhiysa S X T, birimi 1g X 1, yutan elemani Og X O olan degismeli bir
yarigruptur.

e X bir kiime olsun. X in her A, B alt kiimesi icin A * B = AU B islemi tanimli ise
(P(X),*) birimi @, yutan eleman1 X olan degismeli bir yarigruptur.

e E, ={1,2,...,n} tizerinde maksimum islemi tamimli olsun. 0 = n, 1z = 1 olmak
izere E,, degismeli bir yarigruptur.

e (P(X),n) birimi X, yutan elemani @ olan degismeli bir yarigruptur.
o My, = {[g 3] 1X,y € ]R} kiimesi {izerinde bilinen matris ¢arpimi tamimlansin.

(Myy5',.), birimi Iy, birim matrisi, yutan elamam 0,5, matrisi olan degismeli bir
yarigruptur.

® a,b € R olmak iizere I = [a, b] aralig1 iizerinde x * y = min(x,y) islemi tammliysa



(1,%) birimi b, yutan elamani a olan degismeli bir yarigruptur.

Tamm: S bir yarigrup olsun. a € S i¢in a? = a ise a ya idempotent eleman denir.

Tezimizde yarigruplar 0 ve 1 i iceren carpimsal de8ismeli yarigruplar olarak

alinacaktir.

1.1. Temel Tanimlar ve Teoremler

Tamm 1.1.1. [25] X kiimesi bostan farkli olmak {izere p, X X X kiimesinin bir alt
kiimesi ise p ye X iizerinde bir bagintidir denir. xpy gosterimi (x,y) € p oldugunu
ifade eder.

Tamm 1.1.2. [25] p, X kiimesi {lizerinde bir baginti olsun. Asagidaki kosullar
saglaniyorsa p ye bir denklik bagintisidir denir:

i.) Her x € X i¢in xpx tir. (yansima)

ii.) Her x, y € X icin xpy ise ypx tir. (simetri)

iii.) Her x,y,z € X i¢in xpy ve ypz ise xpz dir. (gecisme)

Tanmm 1.1.3. R, S iizerinde bir denklik bagintis1 olsun. Her a, b, c,d € S i¢in aRc ve
bRd olmast abRcd olmasini gerektiriyorsa R ye kongriians denir.

Tanmm 1.1.4. [1] L bir kiime ve lizerinde bir < bagmtisi su kosullar1 sagliyorsa L ye
siral1 kiime denir:

i.)Hera € Licin a < a dir (yansima).

ii.)a,b € Licina <bveb < aisea = b dir (ters simetri).

iii.)a,b,c €ELigina < bveb < cisea < c(gecisme).

e Sirali kiimede her a, b € L icin a < b veya b < a oluyorsa bu sirali kiimeye tam sirali
denir. Ornegin; (R, <) ve (Z, <) tam siralidir. Tam sirali olmayan sirali kiimeye ise

(P(X), ©) ornegini verebiliriz.

Tamm 1.1.5. [1, Tanim 1.1.3.] (L, <) sirali kiilmesinde a,b € L i¢in, a < z, b < z ve
a < h, b < h olmas1 z < h olmasin gerektirecek sekilde bir z € L varsa z ye a ve b nin
supremumu denir ve supf{a, b} = aVb ile gosterilir. Birk €L, k <a,k < b vel <a,
I < b olmas1 | <k olmasin1 gerektirecek sekilde varsa bu k elemanina a ile b nin
infimumu denir ve inf{a, b} = a/Ab ile gosterilir.

Tanm 1.1.6. [1, Tanim 1.1.4.] (L, <) swrali kiimesinde her a, b € L elemaninin bir

supremumu ve infimumu varsa bu sirali kiimeye latis denir ve kisaca L ile gosterilir.



e Her tam sirali kiime bir latistir.

Tanmm 1.1.7. [1, Tanim 1.1.7.] Bir latisin her alt kiimesinin bir supremumu ve
infimumu varsa bu latise tam latis denir.

e Sonlu tam sirali kiimeler tam latistir.

Tamm 1.1.8. [1, Tanim 1.1.10.] Bir L latisinde her a,b,c € L icin aV (bAc) =
(aVvb)A(aVc)ise L ye dagilmali latis denir.

Tanm 1.1.9. [1, Tamim 1.1.12.] Bir L latisinde her a,b,c €L ve a <c i¢in aV
(bAac)=(avb)Ac

oluyorsa L ye modiiler latis denir.

Tanmm 1.1.10. [1, Tanmim 1.1.6.] Bir L latisinde en biiyiik eleman 1 ve en kiiciik eleman
0 olsun. Hera € LicinaVv b =1 ve a Ab = 0 olacak sekilde bir b € L eleman:1 varsa
bu latise tamlamal1 latis denir.

Tamm 1.1.11. [1, Tanim 1.1.14.] Siral1 bir kiimenin tam siral1 alt kiimesine zincir denir.
Tanmm 1.1.12. [1, Tanmim 1.1.2.] Sirali bir kiimede kendinden kesin biiyiik hicbir eleman
yoksa bu elemana maksimal eleman denir.

Lemma 1.1.1. (Zorn Lemma) [1, Lemma 1.1.15.] Bos olmayan bir L sirali kiimesinin
her zincirinin L de bir iist sinir1 varsa L sirali kiimesinin en az bir maksimal elemani
vardir.

Tanmm 1.1.13. [6, syf 5] X ve Y, S nin iki alt kiimesi olsun. X ve Y nin ¢arpimi su

sekilde tanimlanir:
XY ={xy:xe€X,yeY}

e Ozel olarak her X,Y €S ve c €S icin carpim, Xc = {xc:x € X} ve c¥ =
{cy:y € Y} bicimindedir.

Tanmm 1.1.14. A4, S nin birimini ve yutan elamani i¢eren bir alt kiimesi olsun. AA € A
oluyorsa A ya S nin alt yarigrubu denir. S den farkli bir alt yarigruba has alt yarigrup
denir.

o A={A;:i €A}, S nin alt yangruplarinin bir ailesi olsun. N A = N;ep 4; bir alt
yarigruptur.

e X, S nin alt kiimesi ve 4, S nin X i iceren alt yarigruplarinin bir ailesi olsun. A nin
elemanlarindan birisi S dir ve A daki her yarigrup X i igerir. Yani NA bir alt

yarigruptur. Bu alt yarigrup (X) ile gosterilir ve buna X tarafindan tiretilmis alt yarigrup



denir.

1.2. idealler

Tamm 1.2.1. [23, syf 128] S bir yarigrup ve @ # I € S olsun. SI S [ oluyorsa [ ya S
nin bir idealidir denir.

e 0 € S oldugundan S nin en kiiciik ideali 0 dir. Boylece S nin ideallerinin herhangi bir
kesisimi bostan farklidir.

e 1 € S kabuliimiizden S nin her [ ideali i¢in SI = [ dur.

Onerme 1.2.1. ] ve ] S nin idealleri olmak iizere su 6zellikler gerceklenir:

i.)I'UJ, S nin idealidir.

ii.)I N J, S nin idealidir.

iii.) I], S nin idealidir.

Ispat: i) I UJ)S =ISUJSve IS S I,]S € ] oldugundan (I U J)S €I U] dir.

ii.) INJ)SCSISNJS ve I ve ], S nin idealleri oldugundan IS S 1 ve JS €] dir ve
boylece INJ)S < ISNJS c1n]dir.

i) (IS =1(JS) < 1.

e Daha genel olarak {I}, S nin ideallerinin bostan farki bir ailesi olmak iizere U I, ve
N I, S nin idealleridir.

Tamm 1.2.2. [23, syf 128] Bir a € S i¢in (a) = Sa = {sa: s € S} idealine a nin iirettigi
temel ideal denir.

Ornek 1.2.1. Z tamsayilar yarigrubunda I; = (10) ve I, = (12) ise I; N I,, I,I, ve
I; U I, yi bulalim.

Coziim: I, N1, = (10) N (12) =(60) , I;1, = (10)(12) =(120) ve [; UL, = (10) U
(12) = (10,12) dir.

Ornek 1.2.2. J; ve J,, S nin iki ideali olmak iizere bu iki idealin supremumu olarak
J1 U J, yi, infimumu olarak da J; N J, yi alirsak 7(S) kiimesi bir tam latistir.

Tamm 1.2.3. [23, syf 129] I ve J, S nin idealleri olmak iizere (I:J) = {s € S:herk €
J icin sk € I} olarak tammlamr. Ozel olarak [ = 0 alirsa (0:]) = {s € S:herx €
J i¢in sx = 0} idealine J nin sifirlayicisi denir. | = {a} ise (0: {a}) = (0: a) = Ann(a)
ile gosterilir.

Ornek 1.2.3. I,] ve K, S nin idealleri olmak iizere ((I:]):K) =(I:JK) = ((I:K):])



dir.

Coziim: Bir a € ((I:]):K) alahm. aK < (I:]) dir. Yani aKJ I dir. Boylece a €
(I: JK) bulunur. Tersine bir x € (I: JK) alalim. xJK = (xK)J €I dir. Yani xK € (I:])
boylece x € ((I DK ) bulunur. Simdi son esitligi gosterelim. Bir b € (I: JK) alalim.
bJK €1 yani bJ] € (I:K) dir. Dolayisiyla b € ((I: K):]) bulunur. Tersine, b €
((1: K):]) alalim. O halde bJ € (I: K) ve boylece (bJ)K < I olur. Yani b € (I: JK) dir.
Ornek 1.2.4. {I;} ve J, S nin idealleri olmak iizere, N(I;:)) = (N ;:]) dir.

Coziim: N [; € [; dir. /, S nin bir ideali olmak iizere (N1I;:J) € (I;:]) olur. Bu her i
icin dogru oldugundan (N I;:]) € N(I;:J) dir. Tersi igin bir x € N(I;:J) alalm. Her i
icin x € (I;:]) dir. xJ € I; ve bu her i igin dogru oldugundan x/ € NI; dir. Yani
x € (N1;:]) dir.

Onerme 1.2.2. [23, syf 134-135]1,1;,],]; ve K, S nin idealleri olmak iizere su 6zellikler
gerceklenir:

i) I(UJ) = Ui 1J;

i)lycing

i) [JNK) S I nIK

iv.) ()] €1

v.)l € (I:])

vi.) (I: (Ui J) = N2 )

vii.)(I:]) = (I:(1U]))

Ispat: i.) Birlesim isleminin carpma islemi iizerine dagima ozelliginden I(U;J;) =
U; 1J; olur.

ii.)I] €1vel] €] oldugundan I] € I N dir.

ii.) IJ N K) S IJ ve IJ N K) < IK oldugundan I(J N K) < IJ N IK dr.

iv.) Bir x € (I:J)] alahm. O halde x = kl olacak sekilde bir k € (I:]), | € J vardir.
Tanimdan her [ € J i¢in kl € I saglanir. Yani x = kl € [ dir.

v.)I] € I oldugundan I € (I:]) dir.

vi.) J; € U;J; oldugundan her i icin (I:];) 2 (I: (U;J;)) olur ve boylece N;(I:];) 2
(I: (U;Jy)) bulunur. Ote yandan x € N;(I:J;) olsun. Her i icin x € (I:];) dir. xJ; S I
dir. UxJ; = x(UJ;) €I olacagindan x € (I: (U;J;)) dir.

vii.) J €1U] oldugundan (I:]) 2 (I: (1 U])) dir. Tersine x € (I:]) icin xJ S 1 ve



zaten xI € I oldugundan x(I UJ) € [ yani x € (I: (1 U])) dir.
Tanim 1.2.4. [23, syf 135] I, S nin bir ideali olsun. VI = {s € S: birn € N i¢in s™ € I}

kiimesi S yarigrubunun / y1 kapsayan bir idealidir. Bu ideale I nin radikali denir.
Lemma 1.2.1. [10L,[11] I X /, S X T nin bir ideali olsun. /T x J = VT x /] dir.

Ispat: (s,t) € \/m olsun. Boylece (s,t)™ = (s™ t™) €I X ] olacak sekilde bir
n € N vardir. O halde s™ € [ ve t" € ] yani s € Vi, te ﬁyani (s,t) € VI x ﬁolur.
Tersine, (s,t) € VI x ﬁ alalm. s € VI, t € ﬁ yani s™ € I ve t* € ] olacak sekilde
m, k € N vardir. (s,t)™ = ((s™)¥, (t*)™) € I x J dir. Boylece (s,t) € /I X J dur.
Ornek 1.2.5. Z tam sayilar yarigrubu ve n > 1 bir tam say1 olsun. O halde p;, p,, ..., pr
farkli asal sayilar olmak iizere n = pf 1p§ &, pf "ise \/(n) = (p1p; -..p,) dir.

Coziim: b = pyp, ...p, ve k = max{ky, ..., k,} ise b* € (n) olur. Yani (p;p, ...p,) S
m dir. Tersine m € /(n) ise m sayisi, py, P, ..., Py sayilari tarafindan boliiniir. Yani
m € (p1) N (P2) N .0 (Pr) = (P12 ... Py) olur. Boylece /(n) = (p1p; . p;) dir.
Ornek 1.2.6. Z tam sayilar yarigrubunda m = m = (6), \/@ = ./(2°6) =
(2) ve 1/(92) = /(2223) = (46) dur.

Onerme 1.2.3. [23, syf 135] I,] ve I;ler S yarigrubunun idealleri olsun. O halde

asagidaki kosullar gerceklenir:

i)JTu] = [NTu.J]

ii.) YT =1

ii.) JI] =\JIn] =VIn.]
iv.)JUieal; = Uiea /1

v.) Hern € N i¢in VI™ = /I dur.

ispat: i.) I €T ve J € /] oldugundan IUJ ST U,/ ve \JTUJ < /ﬁu T dir.
Tersine bir a € /\/7 U\ﬁ alalm. a™ € V1 U\ﬁ olacak sekilde bir n € N vardir.

a™ € VI veya a"E\/j dir. O halde a® €I C1U]J veya a®™ €] € 1UJ olacak
sekilde m, t € N vardir. Boylece a € /I U J bulunur.

ii.) I € /I oldugundan I € VT dir. Tersine bir a € VI i¢in a® € VI ve a™ €]



olacak sekilde n,t € N vardir, yani a € VI dir.
ii.) I € 1 0] oldugundan \/IJ € /In] di. Inj S veln] <] yani InjcI,
JInjc \/7 oldugundan /INJ < \/Tnﬁ olur. Boylece \/I_E JIinj <€ \/Tnﬁ

bulunur. Tersi i¢in VI N \/7 c \/ﬁ oldugunu gosterirsek ispat tamamlamir. Bir x € v/I N
\/7 alalm. x € VI ve x € /] oldugundan x™ € I ve x' € ] olacak sekilde n,t € N
vardir. Boylece x™*t € I] yani x € \/ﬁ dir.

iv.) Bir x € \/U;eal; alalim. x™ € U;epI; olacak sekilde bir n € N vardir. En az bir

i €A i¢in x™ €I; yani x € \/Tl dir. Dolayisiyla x € UieA\/I_i dir. \/I_l C JUienl;
kapsamasi her i € A i¢in dogru oldugundan UieA\/_i C JUjenl; dir.

VNI =VIT..T=VInVIn..n+I =1 dir.

L(S), S nin ideallerinin latisi olmak iizere birlesim supremumu, kesisim infimumu
belirttiginden L(S) tam ve dagilmali bir Ilatistir. Yani supremumu U/, ve
infimumu N I olan bir latistir. Ayrica, Iy ,lx,, lx, € L(S) igin I, U (Iocz N Ioc3) =

(Ioc Y 1«2) N (Ioc Y 1«3) olacagindan £(S) bir dagilmali latistir.

Tanmm 1.2.5. [23, syf 129] Degismeli ve carpimsal birlesmeli bir tam modiiler latis,
keyfi sayida supremum iizerine dagilmaliysa yani A(V By) =V AB, saglaniyorsa ve en
biiyiik elemani I, carpimin birimiyse L ye ¢arpimsal latis denir.

Ornek 1.2.7. Hem yarigruplarin latisleri hem de degismeli halkalarin latisleri carpimsal
latistir.

Tamm 1.2.6. [23, syf 129] L carpimsal bir latis ve A,B € L olmak iizere (A:B) =V
{X € L:XB < A} dir.

Onerme 1.2.4. L carpimsal bir latis ve A,B € L olmak iizere (4: B)B < A dur.

Ispat: (A:B) € L oldugundan tamim geregi (A:B)B < A saglanir. Ayrica (A:B) bu
ozelligi saglayan en biiyiik elemandir.

Tamm 1.2.6. [23, syf 129] L carpimsal bir latis olsun ve bir C € L alalim. Her A, B € L
icin AACB = C((A: C) A B) saglaniyorsa C ye temel infimum denir.

Tanmm 1.2.7. [23, syf 129] L carpimsal bir latis olsun ve bir C € L alalim. Her A, B € L
icin AV (B: C) = ((AC v B): C) saglaniyorsa C ye temel supremum denir.

Tanmm 1.2.8. [23, syf 129] L carpimsal bir latis ve C € L olmak iizere her A € L i¢in



AN C = C(A:C) oluyorsa C ye zayif temel infimum denir.

Tanmm 1.2.9. [23, syf 129] L carpimsal bir latis ve C € L olmak iizere her A € L i¢in
AV (0:C) = (CA: C) oluyorsa C ye zayif temel supremum denir.

Sonu¢ 1.2.1. i) Temel infimumun tamiminda B = [ almirsa temel infimumun zayif
temel infimum oldugu goriiliir.

ii.) Temel supremumun taniminda B = 0 alimirsa temel supremumun zayif temel
supremum oldugu goriiliir.

i.) Gergekten, B =1 alirsak, AANCI =C ((A: C) AI) ve [ latisin en biiyiik elemani
oldugundan A A C = C(A: C) A C ve kolon tanimi nedeniyle C(A: C) < C oldugundan
ANC =C(A:C) dir.

ii.) Simdi B =0 alahm. AV (0:C) = ((ACVO):C) ve 0 latisin en kiigiik elemani
oldugundan A v (0: C) = (CA: C) bulunur.

Tanmm 1.2.10. [23, syf 129] Bir carpimsal L latisinde € € L hem temel infimum hem
temel supremum oluyorsa temel eleman denir.

e Ayrica bir carpimsal L latisinde C € L hem zayif temel infimum hem zayif temel
supremum oluyorsa zayif temel elemandir.

Onerme 1.2.5. [23], [31] L carpimsal latis ve M € L olsun.

i.) M nin zayif temel infimum olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A € L olmak {izere
A < Micin A = MC kosulunu saglayacak sekilde en az bir C € L nin var olmasidir.

ii.) M nin zayif temel supremum olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 4, B € L olmak iizere
A < BV (0: M) olacak sekilde MA < MB olmasidir.

Ispat: i.) M zayif temel infimum olsun. A< M ise A= AAM = M(A: M). Burada
(A: M) = C dersek istenen elde edilir. Tersine AAM < M oldugundan, AAM = MC
olacak sekilde bir C € L vardir. A AM < A oldugundan C < (A: M) dir. Yani AAM =
MC < M(A:M) < AAM ve boylece AANM = M(A: M) bulunur.

ii.) MA< MB ise (MA:M) < (MB:M) dir. M zayif temel supremum oldugundan
A<AvV(0:M)=(MA:M) < (MB:M) =BV (0: M) dir. Tersine, M(MA: M) < MA
oldugundan (MA:M) < AV (0:M) dir. AV (0:M) < (MA:M) her zaman dogru
oldugundan AV (0: M) = (MA: M) yani M zayif temel supremumdur.

Temel eleman her zaman zayif temeldir. Eger L latisi modiilerse bunun tersi de

dogrudur. Bunu bir 6nerme ile gosterelim:



Onerme 1.2.6. [23, syf 129] L bir modiiler latis olsun. C € L elemaninin temel eleman
olmasi icin gerek ve yeter kosul C nin hem zayif temel infimum hem de zayif temel
supremum olmasidir.

Ispat: C € L, zayif temel eleman olsun. O halde C hem zayif temel infimum hem zayif
temel infimumdur. Oncelikle C nin temel supremum oldugunu yani her A, B € L igin
AV (B:C) = ((ACV B):C) oldugunu gosterelim. Her X,Y € L igin (0:Y) < (X:Y)
oldugundan ((AC V B): C) = ((AC V B): C) V (0: C) olur. C zayif temel supremum ve
zayif temel infimum oldugundan, ((AC V B): C) v (0:C) = ({[(AC Vv B):C]C}:C) =
([(ACVBYACL:C) = ([(BAC)VAC]:C) = ([(B:O)CVACL:C) = ([((B:C) v
A)C]:€) =(B:C)VAV (0:C) = (B:C)VA olur. Simdi de C nin temel infimum
oldugunu gosterelim. ANBC=BCAANANC = ((BCAA):C)C =[(BCAAN
€):C1C = [(BC A (A:0)C): C1C = {((BC):€) A ([(A: O)CL: O)}¢ = [(BV (0: O)) A
(A0 v (0:0)]|c=[(BV(0:O)AA:O]C=[(BAMA:O)V(0:0)]C=
(BA(A:0))C VO =(BA(A:C))C olur.

Onerme 1.2.7. [23, syf 130] S nin temel ideali temel infimumdur.

Ispat: (a), S nin temel ideali ve ] ile K, S nin idealleri olmak iizere (] N (K: (a)))(a) =
J{a) N K oldugunu gostermeliyiz. Bir y € J{a) N K alalm. y € K dir ve y = ja olacak
sekilde bir j € J vardir. Yani j € (K:(a)) ve boylece y = ja € (] N (K: (a)))(a) dir.
Boylece J(a) N K < (] N (K: (a)))(a) bulunur. Tersi her zaman dogrudur.

Temel idealler zayif temel supremum olmak zorunda degildir. Bunu bir ornekle

gosterelim:

Ornek 1.2.8. [23, syf 130] S = {0,1,x,y} yarigrubu x = x%, y = y? ve xy = yx = 0
ile tamiml1 olsun. (x) ve (y) temel infimumdur fakat zayif temel supremum degildir.
Gergekten de, (x) ideali eger zayif temel supremum olsaydi S nin her A ideali i¢in
AU (0:(x)) = ((x)A: (x)) esitligini saglamasi gerekirdi. Fakat A = (x) icin, (x) U
(0:(x)) = ({x)x): (x)) = (x?):{x)) = ((x):{x)) =S celiskisi bulunur.  Ciinkii
(0:(x)) de 1 yoktur dolayisiyla S ye esit olmasi miimkiin degildir. Benzer sekilde (y)
nin de zayif temel supremum olmadig goriilebilir.

Tamm 1.2.11. [23, syf 130] S yarigrubunun temel ideali £(S) nin temel elemani

oluyorsa bu ideale giiclii temel ideal denir.



Onerme 1.2.8. [23, syf 130] S bir yarigrup ve {a),S nin temel ideali olsun. O halde
asagidaki kosullar denktir:

i.) {a) giiclii temel idealdir,

ii.) {a) temel supremumdur,

iii.) {(a) zayif temel supremumdur,

iv.) (a}b) = (a){(c) # 0 ise (b) = (c) dir,

v.)ab = ac # 0 ise b = Ac olacak sekilde bir A € S vardir.

Ispat: i.) = ii.) Giiclii temel ideal temel oldugundan, temel ideal de hem temel
supremum hem temel infimum oldugundan agiktir.

ii.) = i.) (a) temel ideali her zaman temel infimum oldugundan temel supremum ise
giiclii temeldir.

ii.) = iii.) Temel supremum, zayif temel supremum oldugundan her zaman dogrudur.
iii.) = iv.) {(a){b) = (a){c) oldugundan ve (a) zayif temel supremum oldugundan
(b)Y U (0:(a)) = ((bXa):(a)) = ((c)Xa):(a)) = (c) U (0:(a)) dir. {a)(b) # O olduZun-
dan (b) < (c) dir. Benzer sekilde (a){c) # 0 oldugundan {(c) S (b) dir, yani (b) = (c)
bulunur.

iv.) > v.) ab = ac # 0 olsun. O halde (a){b) = (a){c) # 0 ve iv.) den (b) = (c) ve
boylece b = Ac olacak sekilde bir A € S vardir.

v.) = ii.) K ve J, S nin idealleri olsun. ((] u (a)K):(a)) = (J:(a)) UK oldugunu
gosterelim. y € ((] U {a)K): (a)) icin ya € J U (a)K dir. Yani ya € | veya ya € (a)K
dir. ya € ] ise y € (J:{(a)), ya € (a)K ise ya = ak olacak sekilde bir k € K vardur.
ak =0 ise y € (J:(a)), ak # 0 ise y = Ak olacak sekilde bir A € S var ve boylece
y € K olur. Tersi i¢in bir ¢t € (J:{(a)) U K alalim. t € (J:{(a)) veyat € K dir. (J:{a)) S
((] U (a)K): (a)) oldugundan t € (J:(a)) ise istenen bulunur. (a)K S J U (a)K yani
K c ((] U {a)K): (a)) oldugundan t € K ise de istenen bulunmus olur.

Tanmm 1.2.12. [21] M, S yarigrubunun bir has ideali olsun. S nin M yi kapsayan M den
baska hicbir has ideali yoksa M ye maksimal ideal denir.

Not: Bir u € S nin birimsel eleman olmasi i¢in uv = 1 olacak bicimde bir v € S var
olmalidir. Yani u nun birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (u) =S olmasidir.
Burada birimseller degismeli bir grubu, birimsel olmayanlarsa S nin has maksimal

idealini olusturur ve bu ideal tektir.
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S yarigrubunun temel idealleri £(S) nin temel elemani olmak zorunda degildir. Fakat

L(S) nin temel elemani, S nin temel idealidir. Bunu asagidaki teorem ile gosterelim:

Teorem 1.2.1. [23] L(S) nin temel elemani S nin temel idealidir. Boylece £(S) nin
temel elemanlar1 sadece S nin sadelestirme kuralim saglayan temel idealleridir,
(Sadelestirme kurali: ab = ac # 0 ise b = Ac olacak sekilde bir A € S vardir).

Ispat: J, £(S) nin temel elemani olsun. Her j €] icin {j) = (jYnJ = J({(j):]) dir.
Boylece | = Ujes(j) = Uje, J():)) = J(Uje,(():))) dir. Eger Uje;((j):)) =S ise
((jo):J) = S olacak sekilde bir j, € J vardir yani (j,) =] dir. Degilse, M, S nin
maksimal ideali olmak iizere Uje;((j):J) €M dir. Boylece [ = Uje{j) =
Uje; D] =] Uje;({j):]) € MJ olur. M] € ] her zaman dogru oldugundan M] = ]
dir. J zayif temel supremum oldugundan M U (0:]) = (MJ:]) = (J:J) = S bulunur. M,
S nin has ideali oldugundan S = (0: /) dir. Yani J = 0 dir. Dolayisiyla J temel idealdir.
Onerme 1.2.8. v.) ten giiclii temel ideallerin sadelestirme kuralin1 sagladigini biliyoruz.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Tanmm 1.2.13. [26] I, S nin bir ideali olsun. Eger S nin her J ideali icin /] € [ olmasi
J = I olmasim gerektiriyorsa I ya minimal ideal denir.

Tezimizde minimal idealimiz (0) = {Os} dir ve dolayisiyla tek minimal ideal vardir.
1.3. Homomorfizmalar

Tanmm 1.3.1. [6], [23] S ve T iki yarigrup olsun. f:S — T fonksiyonu asagidaki

kosullar sagliyorsa f ye yarigrup homomorfizmasi denir:

f(ab) = f(a)f(b) hera,b€S
Tanim 1.3.2. Bire bir ve 6rten homomorfizmaya izomorfizma denir.
Ornek 1.3.1. S iizerinde tanimli birim fonksiyon S den S ye taniml1 bir izomorfizmadir.
Onerme 1.3.1. S, T ve U vyangruplar olsun. f:S—T ve ¢:T » U yangrup

homomorfizmalari olmak iizere g o f: S — U bileske fonksiyonu bir homomorfizmadir.

Ispat: x,y€s alahm.  g(f(xy) = g(fGIf ) = g(F())g(F()) esitligi
f(x), f(y) €T ve g homomorfizma oldugundan dogrudur. Son olarak,

geof(ls) = g(f(ls)) =g(17) =1y
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gof(0s) = g(f(os)) =g(07) =0y

oldugundan g o f: S — U bileske fonksiyonu bir homomorfizmadir.
Tamm 1.3.3. [6, syf 6] S ve T iki yarigrup ve f:S — T bir homomorfizma olmak iizere
cekf = {(x,y) € S xS: f(x) = f(y)} kilmesine f nin ¢ekirdegi denir.

Not: cekf, S yarigrubu iizerinde bir kongriianstir [Teorem 1.3.1. ii.)].

g, § lzerinde bir kongriians olsun. x € S elemanmin ¢ kongriiansina gore denklik
siifini xe ile gosterelim. S deki tiim elemanlarin denklik siniflarinin kiimesini S/¢ ile
gosterelim. Simdi S/e = {xe: x € S} kiimesinin asagidaki islemle birlikte bir yarigrup
oldugunu gorelim:

S /¢ tizerinde ¢arpma islemi, her xe,ye € S/¢ igin xeye = xye bigiminde tanimlansin.
Bu carpma igleminin iyi tamimli oldugu aciktir ve her x,y,z € S i¢in xe(yeze) =
x(yz)e = (xy)ze = (xeye)ze olur. Ayrica S/e nun birim elemanm 1€ ve yutan elemani

Oe dur.

Tanmm 1.3.4. ¢, § iizerinde bir kongriians olsun. Yukarida tanimlanan islem ile birlikte
S/¢ ye bolim yarigrubu denir.

Tanmmm 1.3.5. &, S nin bir kongriiansi olsun. m:S - S/e, x €S icin w(x) = x¢
biciminde tanimliysa r ye dogal homomorfizma denir.

Teorem 1.3.1. (1. izomorfizma Teoremi) [6, syf 8] f:S—T bir yangrup
homomorfizmasi olsun.

i.)Imf = f(S), T nin alt yarigrubudur,

ii.) gekf, S iizerinde bir kongriianstir,

iii.) g:S/cekf — Imf izomorfizmas: asagidaki degismeli diyagrami saglayacak

bicimde vardr:

=

S T
ml Ti
S/cekf ; Imf

S ve T degismeli oldugundan Imf ve S/cekf de degismelidir.
Ispat: i.) y,,y, € Imf alalm. y; = f(a) ve y, = f(b) olacak sekilde a,b € S vardur.
Buradan, y;y, = f(a)f(b) = f(ab) € Imf olur. Dahasi f yarigrup homomorfizmasi
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oldugundan 1; = f(15) € Imf ve 0; = f(0g) € Imf dir. Yani, Imf, T nin bir alt
yarigrubudur.

ii.) a,b,c,d € S olmak iizere agekf = bgekf ve ccekf = dgekf iken f(a) = f(b)
f(c) = f(d) olur. Boylece f(ac) = f(a)f(c) = f(b)f(d) = f(bd) elde edilir. Yani
cekf bir kongriianstir.

iii.) Her xcekf € S/cekf icin g(xcekf) = f(x) biciminde tanimlansin. g:S/cekf —
Imf bire bir ve orten bir homomorfizmadir. g iyi tanimhdir, gergekten de x,y € S i¢in
xcekf = ycekf olsun. Boylece (x,y) € cekf vyani f(x) = f(y) dir. O halde
g(xcekf) = g(ycekf) bulunur. g nin bire bir oldugu da kolayca goriiliir: g(xcekf) =
g(ycekf) olsun. Yani f(x) = f(y) bu ise (x,y) € ¢ekf demektir. Dolayisiyla
xcekf = ycekf dir. Her y € Imf icin y = f(x) olacak sekilde bir x € S vardir.
Boylece y = g(xcekf) olacak sekilde bir xcekf € S/cekf vardir. O halde g ortendir.
Son olarak g nin bir homomorfizma oldugunu gosterelim:

xcekf,ycekf € S/cekf olmak iizere,

g(xcekfycekf) = g(xycekf) = f(xy) = f()f (y) = glxeekf)g(ycekf)

ve ayrica Ogcekf € S/cekf icin, g(Oscekf) = f(0s) ve f bir homomorfizma
oldugundan f(0g) = 01 bulunur. Son olarak, 1s¢cekf € S/cekf alalim. g(1gcekf) =
f(15) ve f bir homomorfizma oldugundan f(1g) = 17 bulunur. O halde g bir
homomorfizmadir. Boylece S/¢ekf = Imf dir.

Sonug 1.3.1. i.) Teorem 1.3.1. den diyebiliriz ki S nin, T nin bir alt yarigrubuna izomorf
olabilmesi icin gerek ve yeter kosul S den T ye tanimli bire bir homomorfizmanin var
olmasidir.

ii.) T nin, S nin boliim yarigrubuna izomorf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f:S = T
orten homomorfizmasinin var olmasidir. Boylece f(S) = T olur.

Teorem 1.3.2. [26] f:S — T bir homomorfizma olsun. p € ¢ekf, S nin bir kongriiansi
olmak tizere m:S — S/p, g o m = f olacak sekilde tek bir g: S/p — T homomorfizmasi
vardir.

Ispat: x € S icin g(xp) = f(x) olarak tanimlayalim. x,y € S olmak iizere, xp = yp
ise xpy yani (x,y) € p € cekf ve boylece f(x) = f(y) olacagindan g iyi tanimlidir.
Her x € S igin g(w(x)) = g(xp) = f(x) oldugundan g o w = f olur. 7 &rten ve f bir
homomorfizma oldugundan g bir homomorfizmadir. Simdi g nin tek oldugunu

gosterelim. g den baska bir h:S/p = T homomorfizmast hm = f olacak sekilde var
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olsaydi, her x € S i¢in g(xp) = g(rr(x)) = f(x) = h(xp) olurdu. Yani g tektir. O
halde su degismeli diyagram gerceklenir:

s Lo
T[l Vd
g

S/p

Teorem 1.3.3. (2. izomorfizma Teoremi) [26] q; ve q,, S iizerinde q; € q, olacak
sekilde iki kongriians ise qy/q1 = {(xq1,¥q91) € S/q1 X S/q1: (%, ¥) € @2}, S/q1
tizerinde bir kongriianstir ve S/q,/(q2/91 ) = S/q, dir.

Ispat: m:S/q; - S/q, homomorfizmas1 x €S icin m(xqy) = xq, biciminde
tamimlansin. ¢ekm = q,/q; oldugunu gosterirsek m Orten bir homomorfizma
oldugundan Teorem 1.3.1. nedeniyle ispat tamamlanmr. xqq,yq; € S/q; olsun.
(xq1,y91) € cekm ise, m(xq;) = m(yq;) dogrudur. Yani xq, = yq, ve boylece
(x,y) € q; bulunur. O halde (xq1,yq1) € q2/q. dir. Tersine, (xq1,yq1) € q2/q1
alalm. (x,y) € q, dir. Yani xq, = yq, € S/q, dir. © nin tammmindan 7(xq,) = xq, =
yq, = m(yq,) olacak sekilde xq,,yq, € S/q, vardir. m(xq,) = m(yq,) esitliginden
(xq1,y91) € gekm bulunur. Boylece iki kapsamadan ¢ekm = q,/q, dir.

Onerme 1.3.2. (Rees Kongriiansi) [6, syf 14] I, S nin bir ideali ve R bagmtis1 S
tizerinde aRb & a = b yada a,b € I biciminde tanimlansin. R bir kongriianstir ve R
ye I idealinin Rees kongriians1 denir.

Ispat: Once R nin bir denklik bagintis1 oldugunu gosterelim:

i.) Her a € S icin a = a oldugundan aRa dir.

ii.)Her a,b € SicinaRb ise a = b yadaa, b € I dir. Boylece bRa dur.

iii.) Her a, b, c € S i¢in aRb ve bRc olsun. Boylece ilkinden a = b yadaa,b €I dir
ikincisinden b =c yada b,c €l dir. a=b ise yaa =c veya a,c € I olur boylece
aRc saglanir. a,b € I ise a,c € I ve boylece aRc olur.

O halde R bir denklik bagmtisidir. Simdi her a, b, c,d € S i¢in R nin bir kongriians
oldugunu gosterelim. aRb ve cRd olsun. a = b ise ya ¢ = d ve boylece ac = bd ya da
ac,bd € I olur. iki durumda da acRbd dir. a,b €I ise ac,bd € I ve boylece acRbd
olur.

Tamm 1.3.6. [6] R, I nin Rees kongriians1 olmak iizere S/I = §/R boliim yarigrubuna

14



S nin [ tarafindan Rees boleni denir. S/I = {x € S:x € S — [ yada x = 0} bi¢iminde
tanimhdir. [ # @ ise I ya S/I min yutan elamani denir. Yani S/I = (S —I) U {0} dir.
[ =0@QiseS/I =S dir.

e Rees kongriiansinda a € [ ise aR0 oldugundan al = 0 olarak gosterilir, a € I ise
al = a dir.

Not: Bir S yarigrubu iizerinde tanimli  kongriians: varsa S/f bolim yarigrubunu
tanimlayabiliyoruz. O halde yarigruplarin, ideallerle olusturulan béliim yarigruplarinda
kongriianslar o ideal iizerindeki Rees kongriians1 olacaktir.

e J/I = {al:a € J} kiimesini gostersin.

Teorem 1.3.4. i.) I < ] olacak sekilde I ve J, S nin idealleri olsun. O halde J/I, S/I
boliim yarigrubunun idealidir.

ii.)J', S/I boliim yarigrubunun bir idealiyse J' = J/I ve I € ] olacak sekilde S nin bir [
ideali vardir.

Ispat: i.) a € ] olmak iizere al € J/I ve s € S olmak iizere sI € S/I alalim. (al)(sI) =
(sa)I € J/I dir. O halde /I, S/I nn idealidir.

ii.) J', S/I nmin bir ideali olsun. Simdi J={x € S:xI €]’} €S alt kiimesini
tanimlayalim. O € ] oldugundan | # @ dir. a € ] ve s € S alalim. Boylece al € J' olur.
J' bir ideal oldugundan (al)(sI) = (sa)l € J' oldugundan sa € J dir. O halde | bir
idealdir. Ayrica, a € [ alahm. al =1 = Og/; € J' oldugundan a € ] olur. Boylece I € |
dir. Simdi J' = J/I oldugunu gosterelim: J/I € J' oldugu agiktir. Simdi a € S olmak
tizere al € J" alalim. a € J oldugundan al € J/I dir. Boylece J/I =]’ olur.

Onerme 1.3.3. [26] I, S nin has ideali olsun. Q;, S nin I y1 kapsayan ideallerinin ailesi
ve ,, S/I nin ideallerinin ailesi olsun. J € Q; ve J/I € ), olmak iizere f:Q; = Q,

fonksiyonu f(J) =J/I bigiminde tamimlansin. f bire bir ve ortendir ve | € J' ise

fU) € fU") olur.

Ispat: Ji,J, € Q; alahm. f(J;) = f(J,) olsun. J;/I = J,/I yani J; =], dir. f bire
birdir. Her ] € Q, i¢in Teorem 1.3.4. ten J' = J/I ve I € ] olacak sekilde S nin J ideali
vardir o halde J € Q i¢in f(J) =J/I =]’ olur yani f ortendir. ] € J' iken J/I € ]'/I
oldugu agiktir.

Onerme 1.3.4. [6, syf 14] f:S — T bir yarigrup homomorfizmasi olsun.

i.) f orten ve I, S nin bir ideali ise f(/), T nin idealidir.

ii.) J, T nin bir ideali ise f ~1(J) =1, S nin bir idealidir ve I, cekf smiflarmin bir
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birlesimidir.

iii.) f ortense T nin idealleri ile S nin, ¢ekf siniflarinin birlesimi olan idealleri arasinda
bire bir esleme vardir.

Ispat: i.) t €T ve y € f(I) olsun. f orten oldugundan t = f(s) olacak sekilde bir
s € S vardir. y € f(I), oldugundan y = f(a) olacak sekilde bir a € I vardir. Boylece
ty = f(s)f(a) = f(sa) € f(I) olur.

ii.) J, T nin bir ideali olsun. x €S ve a € f~1(J) alalm. a € f~1(J) oldugundan
f(a) €] dir. Ayrica J, T nin ideali oldugundan f(x)f(a) = f(xa) € ] ve bdylece
xa € f~1(J) dir yani f~1(J), S nin bir idealidir. Simdi ¢ekf nin f~1(J) iizerinde bir
denklik bagintis1 oldugunu gosterirsek, f ~1(J), ¢cekf smifinin bir birlesimi olur:

i.) Her a € f71(J) i¢in, f(a) = f(a) oldugundan agekfa olur.

ii.) a, b € f~1(J) olmak iizere acekfb olsun. O halde f(a) = f(b) ve boylece bgekfa
olur.

iii.) a,b,c € f~1(J) olmak iizere agcekfb ve bgekfc olsun. Bu durumda f(a) = f(c)
oldugundan agekfc olur. O halde ¢ekf, f~1(J) iizerinde bir denklik bagintisidir ve
cekf, f~1(J) nin bir ayrisimim olusturur yani f~1(J), cekf sinifimin bir birlesimidir.
Ayrica a € f71(J) olmak iizere agekf = {x € f~1(J): f(x) = f(a)} kiimesi a mn
f~1(J) deki denklik simifim gostersin. Bu durumda f ~*(J) = Uyes-1()) xgekf olur.

iii.) f ortense T nin her J ideali i¢in f~1(J), S nin ¢ekf smifinn bir birlesimi olan
idealidir ve f ( il )) = J dir. Tersine S nin ¢ekf sinifinin bir birlesimi olan I idealini

alalim. I € f~(f(I)) oldugunu biliyoruz. Simdi x € f~1(f(I)) alalm. O halde
f(x) € f(I) olur ve boylece bir s € I igin, f(x) = f(s) olur. Yani x € scekf < I olur.
Boylece f~1(f (1)) = I dur.

Tamm 1.3.7. Bir homomorfizma bire bir ise monomorfizma, orten ise epimorfizma
denir.

Teorem 1.3.5. (3. Izomorfizma Teoremi) I ve J, S nin I €] kosulunu saglayan
idealleri olsun. S/J = (S/1)/(J/I) dir.

Ispat: f:S/I - S/] fonksiyonu xI € S/I igin f(xI) = xJ biciminde tanimli olsun.
xI = yI olsun. Bu durumda x = y ya da x,y € I dir. I € ] oldugundan f(xI) = xJ =
y] = f(yI) olur. Boylece f iyi tanimlidir. f in tanimindan orten bir homomorfizma

oldugu aciktir. xI,yl € S/I olmak tizere xI,yl € ¢ekf alalim. xI,yl € cekf ise
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cekirdegin tammindan f(xI) = f(yI) yani x/ = yJ dir. Boylece x,y € J dir. O halde
xI,yl € J/I dir. Boylece ¢cekf < J/I bulunur. Tersine xI,yI € J/I olsun. x,y € J dir.
Yani xJ = y/J dir. f epimorfizma oldugundan f(xI) = f(yI) olacak sekilde xI,yl €
S/I vardir. O halde ¢cekf = (J/I) dir. 1. izomorfizma teoreminden S/] = (S/I)/cekf
yani S/] = (S§/1)/(J/I) oldugu goriiliir.

Ornek 1.3.2. 1,] S nin idealleri olmak iizere (I U J)/J = I/(I N ]) dir.

Coziim: f:1 —» (I U))/] bir homomorfizma olsun. x € I i¢in f(x) = x/ biciminde
tanimlansin. yJ € (IUJ)/] alahm.y € Jisebirz € IN], f(z) = z] = y] dir. y & ] ise
y € I ve boylece f(y) = y/J dir. Dolaysiyla imf = (I U J)/] iyi tammhdir. Herhangi
x,y €I igin (x,y) € ¢ekf ise f(x) = f(y) yani xJ = yJ olur bu ise x,y € ] demektir.
Dolayistyla cekf = I n ] dir. 1. izomorfizma teoreminden (I U J)/] = I/(I N ]) dir.
Ornek 1.3.3. f: S — T yarigrup homomorfizmasi olsun. S nin idempotent elemaninin f
altindaki goriintiisii T de idempotenttir.

Coziim: x € S idempotent olsun. x%?=x dir. y=f(x) =f(x?) = f(xx) =

f()f(x) = y? ve y € T oldugundan y, T nin idempotent elemanidur.

2. ASAL IDEALLER VE ASALIMSI AYRISIM
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Tanmm 2.1. [23] P, S nin bir has ideali olsun. a, b € S i¢in ab € P olmasi a € P veya
b € P olmasim gerekiyorsa P ye asal ideal denir.

® Ayrica bir p € S eleman i¢in (p) ideali asal idealse p ye asal eleman denir.

Ornek 2.1. p asal say1 olmak iizere pZ, (Z,.) yarigrubunun asal idealidir.

Teorem 2.1. S bir yarigrup olmak tizere P C § ideali i¢in asagidaki ifadeler denktir:

i.) P asal idealdir.

it.) I ve ], S ninidealleri olmak iizere [J] € P iken [ € P veya ] € P dir.

iii.) I] € P olacak sekilde I © P ve ] D P idealleri bulunamaz.

Ispat: i.) = ii.) ] €SP ve I £ P olsun. Bir a € I — P elemani bulunabilir. Her b € |
icin ab € I] € P ve P asal oldugundan b € P elde edilir. Boylece yani /] € P olur.

it.) = iii.) I] € P olsun. ii.) den I € P veya | € P dir. O halde I] € P olacak sekilde
I © P ve ] D P idealleri bulunamaz.

iii.) =i.) a,b €S olmak iizere ab € P olsun. a,b & P olsaydi P € PU{a) ve
P c P U (b) olacak sekilde PU{a) =1 ve P U (b) =] idealleri bulunabilirdi. I] =
(P U {a))(P U (b)) = P2 U (a){b) U{a)P U (b)P oldugundan I] € P olurdu bu ise iii.)
ile celisir.

Teorem 2.2. S bir yarigrup ve I, S nin bir ideali olsun. P, S nin I € P kosulunu
saglayan bir ideali olsun. P nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P/I nin S/I
yarigrubunun asal ideali olmasidir.

Ispat: al, bl € S/I olmak iizere albl = abl € P/I olsun. O halde ab € P dir. P asal
ideal oldugundan a € P veya b € P dir. Dolayisiyla al € P/I veya bl € P/I dir. Yani
P/I ideali S/I yarigrubunun asal idealidir. Tersine, P/I ideali S/I yarigrubunun asal
ideali olsun. a, b € S olmak iizere ab € P olsun. O zaman abl = albl € P/I dir. P/I
asal oldugundan al € P/I veya bl € P/I dir. Yani a € P veya b € P dir. O halde P
ideali S yarigrubunun asal idealidir.

Sonug 2.1. S yarigrubunun [ idealini kapsayan asal idealleri ile S/I yarigrubunun asal

idealleri arasinda bire bir esleme vardir.
Gergekten de, Onerme 1.3.3. ve Teorem 2.2. nedeniyle bu sonug agiktir.

Degismeli halkalarda Asaldan Kag¢inma Teoremi ([1], Teorem 2.2.7) olarak bildigimiz

teorem, yarigruplar i¢in gecerli degildir. Simdi bunu bir 6rnekle gosterelim:

Ornek 2.2. (Z,.) yanigrubunun P; = 3Z, P, = 5Z, P; = 7Z, P, = 11Z asal ideallerini
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ve I =3ZVU5ZU7Z idealini géz Oniine alalhm. I € P, U P, U P; U P, fakat her
i €{1,2,3,4}icin I & P; dir.

Teorem 2.3. [23] S bir yarigrup ve {P;}, S nin asal ideallerinin bostan farkli bir ailesi
olsun. O halde U; P;, S nin asal idealidir.

Ispat: a,b € S icin ab € U; P; olsun. O halde ab € P; olacak sekilde bir iy vardir. P;
asal oldugundan a € P;) < U; P; veyab € P, < U; P; bulunur. Yani U; P; asaldir.
Tanmm 2.2. [23] S bir yarigrup olsun. T, S nin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere
0&T ve ab €T iken ab € T saglaniyorsa T ye S nin ¢arpimsal kapali alt kiimesi
denir.

Onerme 2.1. S bir yarigrup ve P, S nin bir ideali olmak iizere P nin asal olmasi icin
gerek ve yeter kosul S — P nin ¢arpimsal kapal1 kiime olmasidir.

Ispat: P asal ideal olsun. S — P nin carpimsal kapali kiime oldugunu gosterelim.
a,b €S —P yani a,b € P alalim. P asal oldugundan ab € P yani ab € S — P dir.
Boylece S — P nin ¢arpimsal kapali kiime oldugu goriiliir. Tersine S — P nin ¢arpimsal
kapali kiime olsun. P # S oldugu aciktir. P asal olmasin. O halde oyle a,b € S — P
vardir ki ab € P olur bu ise S — P nin ¢arpimsal kapal kiime olmasi ile ¢eligir. O halde
P asaldir.

e Asal olmayan ideallerin birlesimi asal olabilir. Bunu bir 6rnekle gosterelim:

Ornek 2.3. S yarigrubu, S = {0,1,a,b, c} olmak iizere carpma islemi asagidaki gibi

tanimlansin:

I ={0,a,b}, S yarigrubunun bir idealidir. Gerg¢ekten de IS €I oldugundan bu
dogrudur. I asal degildir, ¢iinkii c.c =0 €[ oldugu halde c €I dir. ] = {0,c} alt
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kiimesi de JS € ] oldugundan S yarigrubunun bir idealidir. a.a = 0 € ] fakat a &€ J
oldugundan J de asal ideal degildir. I UJ = {0,a,b,c} ideali ise asaldir. Gergekten,
S — (I u])) = {1} oldugundan ve {1} ¢arpimsal kapali bir kiime oldugundan Onerme
2.1. nedeniyle I U J asaldir.

Not: Asal ideallerin arakesitinin ve ¢arpiminin asal ideal olmas1 gerekmez.

Ornek 2.4. 2Z ve 3Z, (Z,.) yarigrubunun asal idealleri fakat 27Z N 3Z = 6Z ve
27Z.37Z = 6Z idealleri asal degildir.

Onerme 2.2. [27] S bir yarigrup ve {P;}-,, S nin asal ideallerinin bir toplulugu olsun.
Ni; P; idealinin asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul N, P; = P; olacak sekilde bir
j € {1, ...,n} bulunmasidir.

Ispat: = NI, P;, S nin bir asal ideali olsun. P; ...B, € N/, P; ve N, P; asal ideal
oldugundan bir j € {1, ...,n} i¢in P; € N{L, P; olur. O halde N;=; P; = P; dir.

& N, P; = P; ise P; asal ideal oldugundan N, P; de asaldr.

Sonug¢ 2.2. S bir yarigrup P;, P, iki asal ideali olmak iizere P; £ P, ve P, & P; ise
P; N P, asal ideal olamaz.

Onerme 2.3. [27] S bir yanigrup ve {P;}’,, S nin asal ideallerinin bir toplulugu olsun.
[1i-, P; idealinin asal olmast igin gerek ve yeter kosul bir j € {1, ...,n}i¢in [[}L, P; = P;
olmasidir.

Ispat: = [[-, P; ideali asal olsun. P,P, ... P, < [[I~, P;, Teorem 2.1. ii.) nedeniyle bir
j€{1,..,n}icin P, € [[iL, P; € P; olur.

& [[iz, P; = P; ise P; asal ideal oldugundan agiktir.

Onerme 2.4. f:S - T bir yarigrup homomorfizmasi olsun.

i.) f orten olmak iizere P, S nin asal ideali ve ¢cekf € P X P ise f(P) de T nin asal
idealidir.

ii.) P*, T nin asal idealiyse f~1(P*) da S nin asal idealidir.

Ispat: i) ab € f(P) olsun. ab = f(p) olacak sekilde bir p € P vardir. f orten
oldugundan a = f(x) ve b = f(y) olacak sekilde x,y € S vardir. Boylece ab =
f(xy) = f(p) olur. (xy,p) € cekf € P X P oldugundan xy € P, P asal oldugundan
X € P veyay € P olur. Boylece f(x) = a € f(P) veya f(y) = b € f(P) olur.

ii.) ab € f~1(P*) olsun. f(ab) = f(a)f(b) € P* ve P* asal ideal oldugundan
f(a) € P* veya f(b) € P* ve boylece a € f~1(P*) veya b € f~1(P*) olur. O halde
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f~1(P*) asal idealdir.

Onerme 2.5. S’, S nin alt yarigrubu olsun. /, S nin asal ideali ise I N'S’, S’ niin asal
idealidir.

Ispat: a,b €S’ olmak iizere ab€INS’ olsun. ab €1 ve ab €S’ dir. ] asal
oldugundan a € I veyab € [ dir. a,b € S' oldugundana € INS' veyab € I N S’ dur.

e S, T iki yanigrup olsun. /, ] sirasiyla S, T nin asal ideali olsun. [ X J nin, § X T nin asal
ideali olmas1 gerekmez. 3Z X 5Z, Z X Z nin asal ideali degildir fakat 37Z, 5Z idealleri Z
in asal idealleridir.

Teorem 2.4. S, T iki yarigrup olsun. I, ] sirasiyla S, T nin idealleri olmak iizere [ X J nin
S X T nin bir ideali oldugu agiktir. I X J, § X T nin asal ideali ise su iki durumdan biri
gerceklenir:

i.) I asal ideal ve ] = T dir.

ii.) ] asal ideal ve I = S dir.

Ispat: I x J asal ideal olsun. (0,0) = (1,0)(0,1) € I X J oldugundan (1,0) € I X ] ya da
(0,1) € I X J dir. (Aksi halde I X J =S X T olur.) Varsayahm ki (1,0) € I X J olsun.
1 € I oldugundan [ = S dir. Simdi J nin asal oldugunu gosterelim. a, b € T olmak iizere
ab € ] olsun. (0,ab) = (0,a)(0,b) € S x ] asal ideal oldugundan a € J] veya b € |
olur. Boylece | asal idealdir. (0,1) € I X J ise ispat benzer sekildedir.

Onerme 2.6. S bir yarigrup ve P, S nin asal ideali ise VP = P dir.

ispat: P € /P oldugu aciktir. Tersine, x € v/P alalm. x™ € P olacak sekilde bir n > 0
tam sayis1 vardir. P asal ideal oldugundan x € P olur. Béylece VP = P olur.

Tanmmm 2.3. [23] @, S nin bir has ideali olsun. a,b € S elemanlar i¢cin ab € Q olmasi
a € Q veya bir n pozitif tam sayisi i¢in b™ € Q olmasini gerektiriyorsa Q ya asalimsi
ideal denir.

Ornek 2.5. S bir yarigrup ve P, S nin asal ideali olsun. n € N i¢in v/P™ = P dir.
Coziim: P, S nin asal ideali oldugundan VP = P dir. Onerme 1.2.3. v.) ten vVP" =
/P = P bulunur.

e Her asal ideal asalimsi idealdir fakat bunun tersi dogru degildir.

Ornek 2.6. 25Z, (Z,.) yarigrubunun asal ideali degildir fakat asalimsidr.
e S, T iki yarigrup olsun. I, ] sirasiyla S, T nin asalimsi ideali olsun. I X J nin, S X T nin

asalimsi ideali olmasi1 gerekmez. 3Z X 5Z, Z X Z nin asalimsi ideali degildir fakat
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37,57 idealleri Z in asalimsi idealleridir.

Teorem 2.5. S, T iki yarigrup olsun. I, sirasiyla S, T nin idealleri olmak iizere [ X | nin
S X T nin bir ideali oldugu aciktir. I X J, S X T nin asal ideali ise su iki durumdan biri
gerceklenir:

i.) I asalimsi ideal ve ] = T dir.

ii.) / asalimsi ideal ve I = S dir.

Ispat: I x J asalims1 ideal olsun. (0,0) = (1,0)(0,1) € I x J oldugundan (1,0) € I X J
ya da (0,1) € I X J dir. (Aksi halde I X ] =S X T olur.) Varsayalim ki (1,0) € I X J
olsun. 1 € [ oldugundan [ = § dir. Simdi J nin asalimsi oldugunu gosterelim. a,b € T
olmak iizere ab € J olsun. (0,ab) = (0,a)(0,b) € S X ] asalimsi ideal oldugundan
a €] veya b™ € ], (n € N) olur. Boylece / asalimsi idealdir. (0,1) € I X J ise ispat
benzer sekildedir.

Tamm 2.4. [23] A, S nin bir ideali olmak iizere VA = A oluyorsa A ya radikal ideal
veya yari asal ideal denir.

Onerme 1.2.3. iv.) den radikal ideallerin birlesimi de radikal idealdir.
Onerme 2.7. [23] @, S nin asalimsi ideali olsun. \/6 asal idealdir.

Ispat: a,b € S olmak iizere ab € \/6 ve a ¢ \/5 olsun. O halde (ab)™ = a™b™ € Q

olacak sekilde bir n > 0 vardir. Fakat her n > 0 i¢in a™ € Q ve Q asalimsi oldugundan
(b™)¥ € Q olacak sekilde bir k > 0 vardir. Béylece b € \/6 bulunur.

e Eger \/6 = P ise P, S nin asal ideali olmak iizere  ya P-asalimsi denir.

e Onerme 2.7. nin tersi dogru degildir. Bunu bir 6rnekle gosterelim:

Ornek 2.7. R, ay + a;x + ax? + -+ + a,x™ polinomlarmin halkas: olsun. Burada
a; €Q, a; €3Z ve n€N dir. S(R) de R halkasinin ¢arpimsal yarigrubu olsun.
Q = (9x2,3x3,x* x% x%) ideali S(R) nin bir asalimsi ideali degildir. Gercekten,
9x2 € Q fakat her m € N igin 9™ & Q ve x2 ¢ Q dur. Fakat \/Q = (3x,x%,x3) olup
S(R) nin asal idealidir.

Lemma 2.2. (Krull Lemmasi) [23] S bir yarigrup ve T, S nin ¢arpimsal kapali alt
kiimesi olsun. A, S nin ANT = @ kosulunu saglayan bir ideali olsun. A € B olmak
tizere BNT = @ ozelligine gore maksimal olan tek bir B ideali vardir ve bu ideal
asaldir.

Ispat: 0 ={B € 3J(S):BNT =@veA S B} kiimesini alahm. AN T = @ oldugundan
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A€ Q=+ dir. (Q,S) sirali kiimesinin herhangi bir tam sirali alt kiimesi olarak {/;}
(i € A) alalim. I = U;I; dersek, I, S nin bir has ideali ve INT = U(; N T) = @ dir.
I,{l;} zincirinin Q da iist siridir. Zorn Lemmasi’ndan Q nin en az bir maksimali
vardir. Buna B diyelim.  nin aslinda bu 6zelligi saglayan maksimal elemani tektir.
Simdi B nin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki bu 6zelligi saglayan maksimal iki
tane olsun. Bunlara By, B, diyelim. Fakat bu durumda B; U B, hem B; i hem B, yi
kapsayan Q nin bir elemani olur bu ise By, B, nin maksimal olmasi ile celisir. Yani B
tektir. Simdi B nin asal oldugunu gosterelim. B asal olmasaydi xy € B iken x € B ve
y € B olacak sekilde x,y €S elemanlar1 bulunabilirdi. B c (BU(x)) ve B C
(B U (y)) oldugundan ve B yi Q nin maksimali buldugumuzdan (B U (x)) N T # @ ve
(BU)NT # @ tur. Fakat (B U {(x))(B U (y)) = B2U B(y)U B{(x) U{x)y) S B
olur buise BN T = @ kosulu ile gelisir. O halde x € B ve y € B ise xy ¢ B dir. Yani
B asaldur.

Tanmm 2.3. [26] A, S nin bir ideali olsun. A € P asal ideal olmak iizere A € Q c P
olacak sekilde bir Q asal ideali yoksa P ye A nin minimal asali denir.

Not: A, S nin bir ideali olsun. A y1 kapsayan tiim asal ideallerin kiimesini V(4) ile

gosterecegiz.

Degismeli halkalarda bir idealin radikali o ideali iceren asallarin kesisimine esittir.

([1], Onerme 2.1.29). Simdi bu 6zelligin yarigruplar i¢in de dogru olacagim gorelim:

Teorem 2.6. S bir yarigrup ve A, S nin bir ideali olsun. v/A, A y1 kapsayan tiim asallarin

arakesitidir.

ispat: VA = N pev(a) P oldugunu gosterelim. A y1 kapsayan herhangi bir P asal ideali
alalim. Boylece VAcCAP yani VACP olur. Yani VvAS N pev(a) P dir. Tersine,
X € Npey(a) P alalm. x & VA olsa, her n €N ic¢in x™ € A olur. T = {x™:n € N}

carpimsal kapali bir kiime ve ANT = @ dir. Krull lemmasindan BNT =@ ve B2 A
olacak sekilde bir B asal ideali vardir. Fakat B € V(A) oldugundan x € B olur ve bu

B NT = @ olusuyla gelisir. Yani x € VA dir. Boylece VA = N pev(a) P olur.

Sonug 2.2. S bir yarigrup ve A, S nin bir ideali olsun. VA, A nin tiim minimal asallarinin
arakesitidir.

Teorem 2.7. [27] S bir yarigrup, A bir indis kiimesi ve her i € A i¢in Q;, P;-asalimsi
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ideal olsun. O halde U; Q;, U; P;-asalims1 idealdir. Ozel olarak P-asalimsi ideallerin
birlesimi de P-asalimsidir.

Ispat: a,b € S olmak iizere ab € U;ep Q; olsun. O halde ab € Q;, olacak sekilde bir
igp € A vardir. Q;, P; -asalimsi ideal oldugundan a € Q;; veya b € P; bulunur. Yani
a € U;eaQ; veya b € U; P; dir. Boylece U; Q; bir asalimsi idealdir. Ayrica /U; Q; =
Ui\/@v = U; P; oldugundan U; Q;, U; P;-asalimsidir.

Onerme 2.8. [23] P, S yarigrubunun bir asal ideali olsun. Q, Q,, ..., Q,, ler P-asalimsi
idealler olsun. O halde N}~ Q;, P-asalimsidir.

Ispat: \/Ql nNe,Nn..nQ, = \/Q_l N \/Q_z Nn..nN \/Q_n = P oldugu aciktir. P, S nin has
ideali oldugundan N}, Q; # S dir. a,b € S i¢in ab € N}, Q; ve b & N}~ Q; olsun. O
halde b & Q; olacak sekilde bir 1 <j<n vardir. Boylece ab € Q; ve b €& Q;

oldugundan a € P = \/N}., Q; dir. Yani N}, Q;, P-asalimsidr.

Ozel olarak belirtmek gerekirse, {Q;} ailesi sonlu olmadiginda N Q;, P-asalimsi olmak

zorunda degildir [23].

Tanmm 2.8. [23] S bir yangrup ve A, S nin bir ideali olsun. Q; ler P;-asalimsi olmak
tizere A=0Q;NQ,N..NQ, oluyorsa A ya asalimsi ayrisima sahiptir denir. Sonlu
sayida P-asalimsi ideallerin arakesiti de P-asalims1 oldugundan P; ler birbirinden farkli
asal idealler ve @Q; ler P;-asalimsi olmak iizere A=Q;NQ, N ..NQ, seklinde
yazilabilir.

Tanmm 2.9. [1], [23] S bir yarigrup ve 4, S nin asalims1 ayrisima sahip bir ideali olsun.
Eger asagidaki iki kosul saglaniyorsa 4 ya normal ayrisima sahiptir denir:

i.) Py, Py, ..., P, ler S nin farkh asal idealleri,

ii.) Her j = 1,2,3, ..., n i¢in Nj=, Q; & Q; dir. Yani Q; lerin hi¢biri A = N} Q; ayrisim1

i)
icin gereksiz degildir.
Tamm 2.10. [23] I, S yarigrubunun normal ayrisima sahip bir ideali olsun. I nin bir
normal asalimsi ayrigimi \/@ =P (i=1,..,n) olmak iizere I = Q; N ...N Q, olsun.
n elemanlt {P,,...,B,} kiimesine I ya iliskin asallar kiimesi denir ve Ass(S/I) =
{P4, ..., B} ile gosterilir.
Onerme 2.9. Q, S yarigrubunun bir P-asalims: ideali ve a € S olsun.

i.)a € Qise (Q:a) = S dir.
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ii.)a & Q ise (Q: a) bir P-asalimsi idealidir.

iii.)a ¢ Pise (Q:a) = Q dur.

Ispat: i.) a € Q olsun. O halde 1a € Q oldugundan 1 € (Q: a) ve boylece (Q:a) =S
dir.

ii.) a € Q olsun. Her b € (Q:a) icin ab € Q dur. Q bir P-asalimsi ideal oldugundan
bEPz\/EvebéyleceQE(Q:a)gPdir. YaniPz\/ag\/(QTE\/ﬁdeir.
Sonugcta \/(Q:—a) = P dir. (Q:a) nin asalimsi bir ideal oldugunu gosterelim. ¢,d € S
olmak iizere cd € (Q:a) ve d & P olsun. O halde cda € Q ve d € P, Q bir P-asalims1
ideal oldugundan ca € Q yani ¢ € (Q:a) bulunur. Boylece (Q:a) bir P-asalimsi
idealidir.

iii.) Q € (Q: a) daima dogrudur. Diger taraftan b € (Q: a) olsun. ab € Q ve a & P dir.
Q bir P-asalimsi ideal oldugundan b € Q bulunur.

Onerme 2.10. P nin asal ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul her x & P icin
P = (P: x) olmasidir.

Ispat: P asal olsun. x & P alalim. P € (P:x) her zaman dogrudur. Tersine, y € (P: x)
alalim. yx € P ve x € P oldugundan y € P dir. Simdi yeter kosulu gosterelim. Her
x & P i¢in P = (P:x) olsun. a,b € S olmak iizere ab € P ve b & P olsun. a € (P: b)
dir. (P: b) = P kabuliimiizden a € P bulunur yani P asaldur.

Onerme 2.11. Q, S yarigrubunun bir ideali ve \/5 =P olsun. Her a € P igin
(Q:a) = Q ise Q, P-asalimsidur.

Ispat: x,y €S olmak iizere xy € Q olsun. y & P oldugunu kabul edelim.
x € (Q:y) = Q oldugundan Q, P-asalimsi idealdir.

Teorem 2.8. [23] S bir yarigrup ve A, S nin bir ideali olsun. Q; ler P;-asalims1 olmak
tizere A=Q;N..NQ, normal ayrnigimmna sahip olsun. O halde {P,,...,B,} =
{P,S nin asal ideali: birx € Sicin P = m} olur. Yani A idealinin herhangi iki

normal ayrisimi ayni uzunluk ve ayni iliskin asallara sahiptir.
ispat: Bir x €S icin P =.,/(A:x) olsun. P =./(4:x) = \/((Ql N..NQyix) =

JQi:x) N0 (Quix) =/Qu:x)n..nJ(Qu:x) =Pfn..nB; dir. x¢&Q; ise
P =P, x € Q; ise P;/ = S dir. Yani bir i € A i¢in P = P = P; olur. Tersine A = Q; N

...N @, normal ayrigimina sahip olsun. A =Q; N ..NQ, c @, N..NQ,. Birx € @, N
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..N Q, — A elemanin1 alalim. (4:x) = (Q;:x) N ...N (Qn:x) = (Q:x) Onerme 2.9.

nedeniyle dogrudur. Yani (Q1: x) P;-asalims1 oldugundan \/ (A:x) = \/ (Qq:x) = P, dir.
Tanmm 2.11. [6] S yarigrubu bir X alt kiimesi tarafindan iiretilmis olsun. S nin her
eleman1 X kiimesinin farkli elemanlarinin ya da bir elemanimin pozitif kuvvetlerinin tek
tiirlii carpimi olarak yazilabiliyorsa S, X kiimesi iizerinde serbesttir denir.

Not: Bir S yarigrubunun yutan elaman1 yoksa bu yarigruba yutan elaman eklenebilir
yani yutan elamana sahip olmayan bir S yarigrubu i¢in S U {0} yarigrubu yutan elamani

iceren bir yarigruptur.

e Teorem 2.8. de de goriildiigii gibi tiim normal ayrisimlardaki iligkin asallarin kiimesi

esittir. Fakat normal ayrigimin tek tiirlii olmasi gerekmez. Bunu bir 6rnekle gosterelim:

Ornek 2.8. [23] S, X ve Y degismeli bilinmeyenler olmak iizere S = {0}U
{X"Y™:n,m = 0} biciminde tanimli serbest bir yarigrup olsun. Her n >1 igin
(X2,XY) = (X%, XY, Y™) n(X), (X%, XY) idealinin normal ayristmidir. Yani (X2, XY)
sonsuz sayida normal ayrisima sahiptir.

Tanmm 2.12. [23] S bir yarigrup olsun. P, S nin asal ideali ve A, S nin bir ideali olsun. A
nin P-bilesen ideali su sekildedir A(P) = {x € S:rx € A,r € S — P}.

Teorem 2.9. [23] Q;, S nin P;-asalimsi ideali ve 4, S nin A = @4 N ...N @, normal
ayristmina sahip ideali olsun. P, A © P kosulunu saglayan bir asal ideal olmak iizere
N{Q;: P; € P} = A(P) ideali sadece A ve P ye baghdir ve belirli bir ayrisima bagl
degildir. P; ideali A nin minimal asaliysa A nin herhangi iki normal ayrisimi A(P;) yi P;-
asalims: bilesen olarak igerir.

Ispat:A = Q; n ...n Q,, oldugundan VA=P,Nn..NB,SP ve boylece en az bir
i €{12,..,n} igin P; € P olur. Her i € {1,2,...,n} i¢in P, € P ise N{Q;: P; € P} =
A <€ A(P) olur. O halde i € {1,2,....,k —1} i¢in , € P ve i € {k,k+1,..,n} icgin
P; & P oldugunu varsayalim. O halde i € {k,k + 1, ...,n} i¢cin Q; € P dir. Aksi gecerli
olsaydi, i € {k,k + 1,...,n} icin Q; € P; € P olur ve bu ise varsayimimizla ¢elisir. O
halde her i € {k,k + 1, ...,n} icin 1; € P; olacak sekilde r; € Q; vardir. 1, Tyqq, -, T &
P ve P asal oldugunda 71y.7%4q ...7, € P olur. Boylece xN{Q;: P, € P} ise
X (T Tgr M) €EQL NN Qp =A Ve 1. Tiyq . Ty € P oldugundan x € A(P) olur.
Yani N{Q;: P, € P} € A(P). Tersine x € A(P) alalim. Bir r€S —P icin rx € A
olacak sekilde vardir. rx € N; Q; € N{Q;: P; € P}, rx € N{Q;: P; € P} yani rx € Q;
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oyle ki \/@ =P, CP. rx€ \/E = P, € P, boylece r € P oldugundan r ¢ \/E
Q; asalimsi oldugundan x € Q;. Yani x € N;{Q;: P; < P}. Boylece A(P) < N;{Q;: P; <
P} dir.

Ornek 2.9. Ornek 2.8. deki yarigrubu ve normal ayrisimi goz oniine alalm. (X2, XY)
nin iliskin asallar1 (X) ve (X,Y) dir. (X) , (X?,XY) nin minimal asali oldugundan (X)
tek (X)-asalimsi bilesenidir. Q bir (X, Y)-asalims1 ideal olmak iizere (X2, XY) =0 n
(X) , (X?,XY) nin bir normal ayrisimi ise Q € (X?,Y) dir. Yani (X2, XY) = (X%,Y)n
(X) ayrisimu, (X2, XY') nin tek maksimal normal ayrisimidir.

Teorem 2.10. [23] A, S nin, iliskin asallart {P;, ..., P,} olmak iizere normal ayrisima
sahip bir ideali olsun. Q; ler P;-asalims1 olmak iizere A = Q4 N ...N @, normal ayrisimi
varsa A = Q7 N ...N @y, olacak sekilde Q;, P;-asalimsi idealleri vardir ve Q; € Q; dir.
Ispat: Her P; asal ideali icin Q; = U{Q, P;-asalims: Q,A min normal ayrisiminda
bulunur}. Q;, P;-asalimsi ideallerin birlesimi olsun. O halde Q;, P;-asalimsidir. Eger
A =QiN..NQy, oldugunu gosterirsek ispat tamamlanir. Acikca goriiliir ki A € Q7 N
..N @y dir. Simdi bir x € Q; N ...N Q;, alalim. Her i i¢in x € Q; olur. Q; ler P;-
asalimsilar ve A =Q;; N QN ..NQ;; N...NQ,; A min bir normal ayrisimi1 olmak
lizere x € Q; dir. Boylece x € (U?:1 Qlj) N ..N (Ujz; Qnj) dir. Q; ve Q; ler P;-
asalimst olmak iizere A=Q; N ..NQ,=0Q;N..NQ;, mnm A i¢in normal ayrigim
oldugunu gosterebilirsek A = (Q; U Q1) N ...N (Q, U Q;,) olur ve indiiksiyonla ispati
tamamlayabiliriz. Eger P;,...,P, ler A nmin minimal asallartysa Onceki teoremden
Q1 = Q1,....Qn = Q@ dir ve ispat tamamlamr. P;, A mn minimal asali olmasin.
Py, ..., Pi_; idealleri A min minimal asallar1 olsun. P; ideali {P;, ..., P,} ailesinin minimal
elemani olsun. Onceki teoremden Q; N ...N Qi-1NQ;=0:N..NQj_1 N A(PJ) =
QiN..NQj—1 N Q} dir. Dagilabilme ozelliginden Q; N ..NQ;_1NQ; =Q;N..N
Qj-1 N (Q]- u Q]’) =Q:1N..NQj_yNQ; dir. j=n ise ispat tamamdir. Aksi halde
Pii1,....B, icin Pjyq ideali {Pj;q,...P,} ailesinin minimal elemanidir. Onceki gibi
Q:1N..NQi-1NQiNQi1 =0 N..nQ;N(QUQH)N(Qj+1YQj4) =Qi N
Qj-1NQjNQj;q. Boyle devam edilirse A=Q; N..NQ, =(Q;UQ) N ..N(Q U
Q) bulunur.

Tanmm 2.13. [1] Bir d € S —1 ve ¢ € S elemanlan cd € I olacak sekilde varsa ¢ ye

modl ya gore sifir bolen denir. Sifir bolenler kiimesi Z (S /1) ile gosterilir.
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Simdi halkalar icin dogru olan bir 6nermenin yarigruplar i¢cin de dogru oldugunu

gorelim.
Onerme 2.12. S bir yangrup ve I, S nin ayngabilir bir ideali ise
zsm= | *
Pi€Ass(S/I)
dir.

Ispat: Bir a € Z(S/I) alalim. Tamim 2.12. den ad € I olacak sekilde bir d & I vardir.
Q; ler P;-asalimsi olmak {iizere I nin normal ayristmi [ = Q; N ..N @, olsun. d & I
oldugundan bir 1<j<n i¢in d¢&Q; olur. ad €l <Q; ve Qj, Pj-asalimsi
oldugundan a € P; € Ass(S/I) yani Z(S/I) € Up,eassisyn Pi dir. Tersine, P €
Ass(S/I) alalim. Teorem 2.8. den bir a € S i¢in (I:a) ideali P-asalimsi olur ve
(I:a) € P c Syania¢ I bulunur. Her s € P = m icin bir j > 0 tam say1st vardir
ki s/ € (I:a) dir. j lerin en kiiciigiine t dersek st~'a & I ve s(st~'a) € I oldugundan
s € Z(S/1) dir. Boylece P € Ass(S/I) igin P € Z(S/I) veya Upeasssyn P € Z(S/1)

gerceklenir.

e Burada 6zel olarak belirtmek gerekirse, yukaridaki onermenin halkalardan farkli yam

Up,eass(s/n P; 1dealinin de asal olmasidir (Teorem 2.3. den). Yani bir asal ideal sifir

bolenleri icerse de iliskin asallar tarafindan kapsanmak zorunda degildir.

Onerme 2.13. f:S — T bir yarigrup homomorfizmast olsun.

i.) f orten olmak iizere Q, S nin asalimsi ideali ve ¢ekf € Q X Q ise f(Q) da T nin
asalimsi idealidir.

ii.) Q*, T nin asalimsi idealiyse £ ~1(Q*) da S nin asalims idealidir.

Ispat: i.) ab € f(Q) olsun. ab = f(q) olacak sekilde bir q € Q vardir. f &rten
oldugundan a = f(x) ve b = f(y) olacak sekilde x,y € S vardir. Boylece ab =
f(xy) =f(q) olur. (xy,q) €cekf € Q xQ oldugundan xy € Q, Q asalimsi
oldugundan x € Q veya y™ € Q n € N olur. Boylece f(x) = a € f(Q) veya f™"(y) =
b™ € f(Q) olur.

ii.) ab € f~1(Q*) olsun. f(ab) = f(a)f(b) € Q* ve Q* asalims1 ideal oldugundan
f(a) € Q* veya f™(b) = f(b™) € Q ve boylece a € f~1(Q*) veya b™ € f~1(Q*) olur.
O halde f~1(Q*) asalims idealdir.
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Teorem 2.11. S bir yanigrup ve I, S nin bir ideali olsun. @, S nin I € Q kosulunu
saglayan bir ideali olsun. Q nun asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul /I nin
S/I yarigrubunun asalimsi ideali olmasidir.

Ispat: al,bl € S/I olmak iizere albl = abl € Q/I olsun. O halde ab € Q dur. a & Q
olsun. Q asalimsi ideal oldugundan b™ € Q olacak sekilde bir n € N vardir. Dolayisiyla
al € Q/1 ve b"1 €Q/I dir. (BI)" =b™I" =b"] ve Dboylece Q/I ideali S/I
yarigrubunun asalimsi idealidir. Tersine, Q/I ideali S/I yarigrubunun asalimsi ideali
olsun. a,b € S olmak iizere ab € Q ve a & Q olsun. O zaman abl = albl € Q/I ve
al € Q/I dir. Q/I asalimsi oldugundan (bI)™ € Q/I olacak sekilde bir n € N vardir.
Yani b™ € Q dur. O halde Q ideali S yarigrubunun asalimsi idealidir.

Sonug 2.3. S yarigrubunun [ idealini kapsayan asalimsi idealleri ile S/I yarigrubunun

asalimsi idealleri arasinda bire bir esleme vardir.

Gergekten de, Onerme 1.3.3. ve Teorem 2.11. nedeniyle bu sonug aciktir.
2.1. Sézde Asahmsi idealler

Tamm 2.1.1. S bir yarigrup ve I, S nin bir ideali olsun. a,b € S olmak iizere ab € |
olmasi a € VI veya b € v/ olmasim gerektiriyorsa I ya sdzde asalimsi ideal denir.
Notlar: i.) I sézde asalimsi idealse v/I = P, S nin asal idealidir. Boylece I ya P- sozde
asalims: ideal diyecegiz.

ii.) S nin her asal ve asalimsi ideali ayn1 zamanda bir s6zde asalims1 idealdir. Fakat tersi
dogru degildir. Bunun icin Ornek 2.6. ya bakiniz.

Onerme 2.1.1. S bir yarigrup ve I, S nin bir ideali olsun. Su ifadeler denktir:

i.) I bir sozde asalimsi idealdir.

ii.) VI asal idealdir.

iii.) J ile K, S nin idealleri olmak iizere JK I olmas1 J € /I veya K C VI olmasini
gerektirir.

ispat: i.) = ii.) a,b € S ve ab € VI olsun. (ab)* = a*b* € I olacak sekilde k € N
vardur. I bir sézde asalimsi ideal oldugundan a* € VI veya b* € VI dir. Boylece a € VI
veya b € VI dir. Yani /I asal idealdir.

ii.) = iii.) JK €I olsun. I S VI ve /I asal oldugundan Teorem 2.1. ii.) den J € /I
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veya K © VI dur.

iii.) = i.) a,b € S olmak iizere ab € I olsun. (a)(b) S I ve kabuliimiizden (a) S VI
veya (b) € V1 bulunur. Béylece a € VI veya b € /I olur.

Teorem 2.1.1. A keyfi bir indeks kiimesi ve i € A i¢in I;, S yarigrubunun P;- sozde
asalimsi ideali olsun. Bu durumda U [; de bir s6zde asalimsi idealdir.

Ispat: Her i € A icin I; bir P;- sozde asalimsi ideal oldugundan P; asal idealdir.

JUieal; = UieA\/—i = Ujea P; olur. Fakat asal ideallerinin birlesimi asal oldugundan

\/m de asal idealdir. Boylece U;ep I; bir sozde asalimsi idealdir.

Not: S6zde asalimsi ideallerin arakesitinin de bir sozde asalimsi ideal olmas1 gerekmez.
Omegin; 3Z,5Z idealleri (Z,.) yarigrubunun sozde asalimsi idealleridir. Fakat
37 N 5Z = 157 sozde asalimsi degildir. V15Z = 157 olup asal ideal degildir.

Teorem 2.1.2. Her i € {1,2, ...,n} icin [;, P;- sozde asalimsi ideal olsun. Bu durumda
1,1, ... I, nin bir sdzde asalimsi ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul her 1 < i < n i¢in
P; C P; olacak sekilde bir j € {1,2, ...,n} var olmasidur.

ispat: = L1, ..I, = I bir sozde asalimsi ideal olsun. VI = m = ﬂ?zl\/l_i =
Ni1 P; bir asal idealdir boylece Ni=; P; = P; olacak sekilde bir j € {1,2,...,n} vardur.
O halde P; € P; her 1 < i < n igin.

& Her 1 <i<n icin P; € P; olsun. \/7=m= ﬂ?zl\/l_i= 1P = P; bir
asal idealdir. Boylece I so6zde asalimsi dir.

Teorem 2.1.3. Her i € {1,2, ...,n} i¢in I;, P;- sozde asalimsi ideal olsun. Ni=; I; nin
sozde asalimsi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir j € {1,2,...,n} nin her 1 <i<n

icin P; © P; olacak sekilde var olmasidir.

Ispat: \/ LI ..[, = \/ N, l; oldugundan N, /; nin sdzde asalimsi olmas! i¢in gerek
ve yeter kosul I;1, ... I, nin sdzde asalimsi olmasidir. Boylece bir dnceki Teorem 2.1.2.
den istenen bulunur.

Onerme 2.1.2. I, S yarigrubunun bir ideali olsun. I nin sézde asalimsi ideal olmasi igin
gerek ve yeter kosul her x & VT i¢in VI = (\/7 : x) olmasidir.

ispat: I sozde asalims: ideal olsun. Onerme 2.1.1. ii.) den /I asal idealdir. Boylece
Onerme 2.10. dan her x & I icin VI = (\/7 : x) olur. Tersine, her x & VI icin VI =
(\/7 : x) olsun. Béylece /1 bir asal ideal olur. O halde I bir sézde asalims: idealdir.
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e S, ve S, iki yarigrup olsun. §; X S, yarigrubunu goz Oniine alalim. I, Sy in, I, de S,
nin sozde asalimsi ideali olsun. I; X I, nin §; X S, yarigrubunun sozde asalims1 ideali
olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.1. 37,57 idealleri (Z,.) yarigrubunun sozde asalimsi idealleridir. Fakat
37 X 5Z, Z x Z nin sozde asalims: ideali degildir. Gercekten de V3Z X 5Z = +/37Z X
V5Z = 3Z x 5Z, 7 X Z nin asal ideali degildir.

Teorem 2.1.4. S,T iki yarigrup olsun. I,J sirasiyla S,T nin idealleri olmak iizere
[ =1X], §XT nin sozde asalims1 ideali olsun. Bdyleyken su iki durumdan biri
gerceklenir:

i.) I sbzde asalimsi ideal ve | = T dir.

ii.) | s6zde asalimsi ideal ve I = § dir.

Ispat: I = I X ] sozde asalimsi ideal olsun. Boylece VI = \/m asal idealdir. Teorem
2.4.tenya

i.)ﬁasalve\/jz T(=T),

ii.) \/7 asal ve VI = S (I = S) bulunur.

Teorem 2.1.5. S bir yarigrup ve @ da P- sozde asalims1 ideal olsun. Bu durumda her
a & P i¢in, (Q: a) da P- s6zde asalimsi idealdir.

Ispat: a & P olsun. Q < (Q: a) oldugu aciktir. b € (Q: a) alalim. O halde ab € Q olur.
Q, P- sozde asalimsi ideal ve a € P oldugundan b € P olur. O halde Q € (Q:a) S P =
\/6 ve boylece P = \/6 c \/(ch1) C+VP =P bulunur. Yani /(Q:a) =P asal
oldugundan (Q: a) s6zde asalimsi ideal olur.

Teorem 2.1.6. f: S; = S, bir yarigrup homomorfizmas1 olsun.

i.) f orten ve cekf S+ x /I olmak iizere I, S; in sozde asalimsi ideali olsun. Bu
durumda f(I), S, nin s6zde asalimsi idealidir.

ii.) I*, S, nin s6zde asahmsi ideali olsun. O halde f~1(I*) da S; in sdzde asalimsi
idealidir.

Ispat: i) f orten oldugundan \/m =f (\/7 ) dir. VT asal ve cekf S Ix+I
oldugundan Onerme 2.4. ten \/fT =f (\/7), S, nin asal idealidir. Yani f(I) sozde

asalimsi idealdir.

ii.) VI*, S, nin asal ideali ve /f~1(I* =f_1(\/F) oldugundan Onerme 2.4. ten
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m de asal ve boylece f~1(I*) s6zde asalimsi idealdir.

Sonug 2.1.1. i.) T ve S iki yarigrup ve S € T olmak iizere, /, T nin sdzde asalimsi ideali
ise /] N S, S nin s6zde asalimsi idealidir.

ii.) I € J olmak iizere I ve J, S nin iki ideali olsun. J nin S nin s6zde asalimsi ideali
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul J/I nin §/I nin sozde asalimsi ideali olmasidir.

Ispat: i.) f:S —» T monomorfizma olsun. J, T nin s6zde asalimsi ideali olsun. Teorem
2.1.6. ii.) nedeniyle f~1(J) sozde asalimsi idealdir. Simdi f~*(J) =] NS oldugunu
gosterelim. j €/ NS olsun. j €S dir ve j = f(j) €] vardir. Yani j € f~1(J) dir.
Boylece J NS S f~1(J) dir. Tersine bir k € f~1(J) alahm. f(k) €] dir. k€S
oldugundan f (k) = k € ] yani k € J N S bulunur. O halde f~1(J) €J N S dir.

ii.) Teorem 2.1.6. i.) ve S/1/(J/I) = S/J olmasini saglayan 2. Izomorfizma teoremi
nedeniyle istenen elde edilir.

Teorem 2.1.7. S bir yarigrup ve I, S nin bir ideali olsun. @, S nin [ € @ kosulunu
saglayan bir ideali olsun. Q nun sdzde asalimsi ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul
Q/I nmin S/I yarigrubunun sdzde asalimsi ideali olmasidir.

Ispat: al, bl € S/I olmak iizere albl = abl € Q/I olsun. O halde ab € Q dir. Q sozde
asalims: ideal oldugundan a € \/6 veya b € \/6 dur. Dolayisiyla a® € Q veya b™ € Q
olacak sekilde k,n € N vardir. Yani a®I € Q/I veya b™I € Q/I dir. Boylece Q/I ideali
S/1 yarigrubunun sozde asalimsi idealidir. Tersine, @ /I ideali S/I yarigrubunun soézde
asalimsi ideali olsun. a, b € S olmak tizere ab € Q olsun. O zaman abl = albl € Q/I
dir. Q/1 sozde asalimsi oldugundan (al)* € Q/I veya (bI)™ € Q/I olacak sekilde
n,k € N vardir. Yani a® € Q veya b™ € Q dur. O halde Q ideali S yarigrubunun sdzde
asalimsi idealidir.

Sonu¢ 2.1.2. S yarigrubunun [ idealini kapsayan sézde asalimsi idealleri ile S/I

yarigrubunun sdzde asalimsi idealleri arasinda bire bir esleme vardir.

3. YERELLESTIRME VE NOETHERIANLIK
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Tamim 3.1. [23] S bir yarigrup ve T, S nin ¢arpimsal kapali bir kiimesi olsun. s,s" € S

ve t,t’ € T olmak lizere

!

s s , ,
—-~—&&ust =ust
t t

gerceklenecek sekilde bir u €T varsa, % nin denklik smiflart  kiimesine

S nin T de yerellestirmesi denir ve Sy ile gosterilir.
Tanmm 3.2. S bir yarigrup, T, S nin ¢arpimsal kapali kiimesi olmak iizere S de carpma

islemi su sekilde tanimlanir:

!

SS
tt’

s s’
t't

e Yukaridaki ¢carpma islemine gore St bir yarigruptur.

e T nin elemanlar St de birimseldir.

. 0 . 1 ..
® S7 nin yutan eleman Og, = T ve birim elemani 15, = " dir.

Tanmm 3.3. S bir yarigrup ve Sy, S nin T de yerellestirmesi olsun. : S = Sp, 7(s) = %
her s € S, biciminde tanimlansin. = bir homomorfizmadir ve buna dogal homomorfizma
denir.

® Qs ile m(Q) nin Sy de iirettigi ideali diisiinelim yani Q; = m(Q)S; olsun. A € Qf

nin A =‘—Z seklindeki her temsilinde s € Q olmas1 gerekmez ama A = % =% olacak

sekilde bir k € @, bir [ € T bulunabilir.

e () ideali asalimsi ise Q NT =@ olmak iizere 1 € Q; nin A =% seklindeki her

temsilinde s € Q dir. Asal idealler asalimsi oldugundan bu sonu¢ @ asal ideal

oldugunda da dogrudur.

Onerme 3.1. i.) P, S nin asal ideali ve T, S nin carpimsal kiimesi olmak iizere P N T =

@ olsun. Py de St nin asal idealidir.

ii.) P, Sy nin asal ideali olsun. 7~1(P), S nin asal idealidir ve T ile ayriktir.

Ispat: i.) m: S — S; homomorfizmasi m(x) = % bi¢iminde tanimlansin. P ile (P) nin

S de iirettigi ideali diisiinelim yani Pr = m(P)S;  olsun. Py nin S; de asal oldugunu
1 152 _ 515,

. . S S . S S1S S .
gosterelim: 2,2 € S; olmak iizere 22 =12 ¢ p. olsun. 222 = B2 glacak sekilde
£t T tity;  tit T tit 1t
1 2 12 1t2 1t2
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pEP, s€S ve t €T vardir. Oyle bir u € T vardir ki uts;s, = ut,t,ps € P dir.

P NT = @ oldugundan s;s, € P yani s; € P veya s, € P dir. Boylece i—l = 2 ti €
1

Py olur.
ii.) Sy nin bir P asal idealini alalim. 7~ (P), Onerme 2.4. ii.) den S nin asal idealidir ve

ayrica m1(P) N T = @ olur. Aksi halde P = S; olur. t~1(P) N T # @ olsun. O halde

oyle bir t € T var ki t € m~1(P) olur. n(t) = % € P olur. T nin elemanlar1 birimsel

oldugundan % = € P olur. P = Sy ¢eliskisi elde edilir. O halde 7~*(P) NT = @

olur.

Not: Onerme 3.1. de verilen 6zellikteki asal ideallerin arasinda bire bir esleme vardir.
Gergekten de, P NT = @ olmak iizere, ¢, S nin P asal idealini, S; nin P asalina

gotiiren bir fonksiyon olsun. ¥ de Sy nin J asal idealini S nin 7~1(J) asal idealine

gotiiren fonksiyon olsun. ¢ ve 1 birbirinin tersidir. Yani P = Py i m~1(P;) dir. Burada

m~1(P;) = P oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. x € 7~ 1(P;) alalm. w(x) = % €

P dir. O halde % = n(p)% olacak sekilde s € S, t € T ve p € P vardur. delece% = ?

olur o halde en az bir t; € T vardir ki xt;t = pst; € P olur PNT = @ oldugundan
x € P olur. Tersine Pp =m(P)Sy 2m(P) ve boylece n~1(Pr) 2 (n(P)) 2 P

bulunur. Simdi J, S; nin asal ideali olsun. ]ﬂrt'l(])ﬁrt'l(])T dir. Burada

n1(J)r =] oldugunu gosterirsek istenen bulunur. 7=*()); = n(r~2()))Sr € JSr =]

dir. Simdi %E J alahm. 7(s) = % = %% € J ve boylece s € m~1(J) bulunur. O halde

N

% € n~1(J) bulunur.

nﬁ)
Onerme 3.2. i. ) @, S nin asalims1 ideali ve T, S nin carpimsal kiimesi olmak iizere
Q NT = @ olsun. Q1 de St nin asalimsi idealidir.

ii.) Q, St nin asalimsi ideali olsun. ~(Q), S nin asalimsi idealidir ve T ile ayriktir.
Ispat: i.) m: S — S; homomorfizmasi 7(x) = %bigiminde tanimlansin. Qr ile 7(Q) nun

Sr de iirettigi ideali diisiinelim yani Qr = m(Q)Sy  olsun. Q7 nin S; de asalimsi

= n(g)% =1

1t

- . . S1 S: .. 51 S 51S: 51S:
oldugunu gosterelim: =, € S; olmak iizere 22 = 22 € Q olsun. 22
ty L tity  titp tity
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olacak sekilde g € Q, s€S ve t €T vardir. Oyle bir u € T vardir ki uts;s, =
ut;t,ps €Q ve Q NT = @ oldugundan s;s, € Q yani s; € Q veya s, € Q olacak

sekilde bir n € N vardir. s; € Q ise Sonlo (sy) Le Qr veya s, €Q ise
1t —=2tg

t1
en(Q) E\:;T

S n Szn 1 n 1 . .
o) =TT (s, )t_” € Q dir yani Q7 asalimsidir.
2 2 2

ii.) S nin bir Q asalimsi idealini alalim. Onerme 2.13. den 7~1(Q) de S nin asalims1

idealidir. Simdi 771(Q)NT = @ oldugunu gosterelim. 7~1(Q) NT # @ olsun. Bir

t € t~1(Q) NT vardir. T nin elemanlar birimsel oldugundan % = € Q olur bu

t1

L L

€EQ EST
ise @ = St demektir fakat bu ¢eligkidir.

e Onerme 3.1. dekine benzer esleme asalimsi idealler arasinda da vardar.

Lemma 3.1. Q7 ile mw(Q) nun Sy de irettigi ideali diisiinelim yani Qp = m(Q)Sy

olsun. \/Q_ = \/5T dir.

Ispat: 1 € \/ET alalim. A =% olacak sekilde a € \/6 ve s €T vardir. a" € Q, A" =

:—: € Qr yani A € \/Qr bulunur. Tersine 4 = % € /Qr alalim. A" = :—: € Qr olur. Yani

n

Z = % olacak sekilde b € Q, t € T vardir. Bir u € T, uta™ = ubs™ € Q olacak sekilde

sn

n 5 —a_ua i
vardir ve (uta)™ € Q oldugundan uta € \/6 bulunur. A = - = € \/ET dir.

uts
Onerme 3.3. i.) Q, S nin sdzde asalimsi ideali ve \/6 N T = @ olsun. O halde Q de St
nin sézde asalimsi idealidir.
ii.) Q, Sy nin sdzde asalimsi ideali ise ~1(Q), S nin sdzde asalimsi idealidir ve T ile

ayriktir.

Ispat: i.) m: S = S; homomorfizmasi m(x) = f biciminde tanimlansin. @, S nin sézde
asalims: ideali oldugundan \/6 asaldir. \/ET ile n(\/a) nun St de lrettigi ideali
diisiinelim yani \/6T = n(\/a)ST olsun. \/6 N T = @ oldugundan Onerme 3.1. i.) den

\/6T, St nin asalidir. Lemma 3.1. den \/ET = ,/Qr ve boylece /Qr, Sy nin asalidir. O

halde Qy, St nin s6zde asalimsi idealidir.

ii.) m: S — St homomorfizma oldugundan @, St nin sdzde asalims1 ideali ise Teorem

2.1.16. dan w=1(Q), S nin sozde asalimsi idealidir. \/m~1(Q) = n‘l(\/a) oldugundan
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Onerme 3.1. ii.) den /m=1(Q) N T = @ dir.
Tamm 3.4. T nin doymus ¢arpimsal kiimesi su sekilde tanimlanir;

T* = {s € S: ss' € T olacak sekilde bir s’ € S var}.
Onerme 3.4. S bir yarigrup olmak iizere, S — T* asal ideallerin birlesimidir.
Ispat: Her x € S—T* elemamnm, T* ile kesismeyen bir asal idealde oldugunu
gosterirsek ispat biter. x €S —T" ise T* doymus oldugundan (x) NT* = @ dir.
Lemma 2.2. den (x) idealini kapsayan ve T* ile ayrik tek bir maksimal ideal vardir ve
bu ideal asaldir. Daha agik bir ifadeyle, bu asal ideale P; dersek, (x) & P; ve P, N
T* =@ yani P, €S —T" bulunur. Bunu her x € S —T" i¢in diisiiniirsek S —T" =
U P;, olacag goriiliir.
e Yarigruplarda asal ideallerin birlesimi Teorem 2.3. den asal oldugundan her doymus
carpimsal kiime, P bir asal ideal olmak iizere, T* = S — P bi¢imindedir.
Tanmm 3.5. (Artan Zincir Kosulu) [23] S bir yarigrup, [; ler S nin idealleri olmak
tizere her artan [; € I, € +-- € [,, € -+ zinciri sonlu adimda durursa S ye Noetherian
yarigrup denir.
Teorem 3.1. [23] S bir yarigrup olsun. Asagidaki kosullar denktir:
i.) S Noetherian yarigruptur,
ii.) S nin her ideali sonlu tiretilmistir,
iii.) S nin ideallerden olusan, bostan farkli her ailesinin bir maksimal eleman1 vardir.
Ispat: i.) = ii.) I, S nin sonlu iiretilmemis bir ideali olsun. Bir a; € I icin I # {a,)
oldugundan bir a, € I — (a,) bulabiliriz. I # {(a,, a,) oldugundan bir a; € I — (a4, a,)
bulabiliriz. Boyle devam edersek bir a,; € I —{ay, ..., a;) bulunabilir. Bylece S nin
ideallerinin (a,) < {(a,,a,) € - € (ay, ..., ;) € -+ sonsuz zinciri elde edilir. Bu ise
celiskidir. O halde I sonlu iiretilmistir.
ii.) = iii.) Q, S nin ideallerinin bostan farkli bir kiimesi olsun. I, ) nin bir eleman1
olsun. I, maksimal degilse I, c I; olacak sekilde bir I; € Q vardir. I; maksimal degilse
I; c I, olacak sekilde bir [, € Q vardir. Eger ) nin bir maksimal elemanm yoksa
Iy c I; c -+ olacak sekilde bir sonsuz zincir elde ederiz. I = U [; olsun. I, S nin bir
idealidir. I sonlu iretilmis oldugundan I = (a, ..., a,) olacak sekilde a,...,a, €1
vardir. Demek ki ay, ..., @, ’leri iceren bir I; vardir. Boylece [; = [ ve I; = ;1 = +-- dir.

Bu ise zincirin sonsuz olusu ile ¢elisir. Demek ki () nin bir maksimal eleman1 vardir.
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iii.) = 1i.) S yarigrubunun bir [; €[, € --- artan zincirini alalim. iii.) den Q =
{I;, 15, ... } ailesinin bir maksimal eleman1 vardir. Bu elemana [; dersek, [; = [;;, = -+
olur yani S Noetheriandir.

Onerme 3.5. S Noetherian bir yarigrup ve I, S nin bir ideali olmak iizere (VI)* € I
olacak sekilde pozitif bir n tam sayis1 vardir.

Ispat: S bir Noetherian oldugundan VI sonlu iiretilmistir. VI = {ay, ..., @) olsun. Her
i =1,2,..,m igin a; € VI oldugundan a;™ € I olacak sekilde n; pozitif tam sayilari
vardir. n =ny +-++n,, olsun. (V[)* nin bir iireteci olarak n = k; + -+ k,,, ve
k; €zt u{0}, i€{1,..,m}olmak iizere {a,*'a,*?..a,,*m} i alabiliriz. Fakat
ky+ -+ ky =ng + - +n,isebiri € {1,...,m} icin k; = n; olmalidir. Yani a;*i € I
ve iiretec sistemindeki her eleman a;*1a,* ... a,,*m € I olur. (v/])™ mn biitiin iiretecleri
I da oldugundan (/)™ € I dur.

Teorem 3.2. (Cohen Teoremi) [23] S nin Noetherian yarigrup olmasi igin gerek ve
yeter kosul her asal idealinin sonlu iiretilmis olmasidir.

Ispat: S nin her asal ideali sonlu iiretilmis olsun. Varsayalim ki S Noetherian olmasin.
Zorn lemmasindan sonlu iiretilmeyenlerin bir maksimali vardir bu ideale P diyelim. P
asal degildir. O halde ab € P olacak sekilde a € P ve b & P vardir. P c (P,a) dir
dolayisiyla (P, a) = (x4, ..., X,) sonlu iiretilmistir. | = (P:(a)) olsun. P c (b, P) C J dir
ve J de sonlu iiretilmistir. Xy, ...,xg € P ve Xg,q, ..., X, € (a) — P olsun. Bu durumda
P =(xq,..,x5,Ja) olur. Gercekten de y €P olsun. y € (P,a) = (xq,..,x5) U
(Xg41) eer X)) YN Y € (Xq, ..., Xg) Yada y € (Xgpq, ..., Xn) € (@) dir. y € (x4, ..., Xg) ise
ispat tamam. y € (X1, ..., Xp) Olsun, ¥y = ra olacak sekilde bir r vardir. r € ] yani
y € Ja dir ve sonlu iiretilmistir. Yani P = (xy, ..., Xg,Ja) sonlu iiretilmistir. O halde S

Noetheriandir.

Tamm 3.6. [23] [ # S ideali J ile K, S nin idealleri olmak iizere I = J N K olmas1 [ = |

veya I = K olmasim gerektiriyorsa I ya indirgenemez ideal denir.

Tamm 3.7. [23] Eger Q, P-asalimsiysa ve P™ € Q olacak sekilde n dogal sayis1 varsa Q

ya giiglii P-asalimsidir denir

Tanmm 3.8. [23] A =@, N ...N Q, normal ayrnisiminda her Q; gii¢lii P;-asalimsi ise

normal ayrisima giiclii normal ayrisim denir.

37



Ornek 2.7. S, X ve Y iizerinde S = {0} U {X"Y™:n,m > 0} biciminde tanimli serbest
bir yarigrup olsun. Her n > 1 icin (X2, XY) = (X2,XY,Y™) n(X), (X?,XY) idealinin

giiclii normal ayrisimidar.

Eger A ideali gii¢lii normal ayrisima sahipse Ass(S/A) = {P, S nin asal ideali: bir x €
Sigin P = (A:x) } dir. Noetherian yarigruplarda her ideal radikalinin kuvvetini

kapsadigindan gii¢lii normal ayrisima sahiptir.

Teorem 3.3. Noetherian yarigrupta her has ideal, indirgenemez ideallerin bir sonlu
kesisimi olarak yazilabilir.

Ispat: Sonlu sayida indirgenemez ideallerin kesisimi olarak yazilamayan has ideallerin
kiimesine () diyelim. Q # @ ise S Noetherian oldugundan () nin bir maksimal / elemani
vardir. I € ) oldugundan indirgenemez ideal degildir. Boylece | =/ NK ve [ c ],
I c K olacak sekilde J ve K idealleri vardir. I, {1 nin maksimali oldugundan J, K & () ve
boylece J,K idealleri indirgenemez ideallerin sonlu kesisimi olarak yazilabilir.
I =JNK oldugundan [ ideali de indirgenemez ideallerin sonlu arakesiti olarak
yazilabilir. Bu ise I € () olmasiyla celisir. O halde Q = @ dur.

Teorem 3.4. [23] S bir Noetherian yarigrup olsun. indirgenemez idealler asalimsidir.
Boylece Noetherian yarigrupta her ideal giiclii normal ayrisima sahiptir.

Ispat: Q indirgenemez bir ideal olsun. ab € Q iken a & Q ise Q c (Q: b) dir. (Q:b) c
(Q:b?) € (Q:b®) € -+ artan zincirini elde ederiz. S Noetherian oldugundan bu zincir
sonludur ve boylece (Q: b™) = (Q: b™*1) olacak sekilde bir n pozitif tam sayis1 vardir.
Simdi Q = (QU (™) N(Q:b™) oldugunu gosterelim. Q S (Q U (b™)) N (Q:b™)
oldugu agiktir. Tersine bir x € (Q U (b™)) N (Q: b™) olsun. x € (Q U (b™)) oldugundan
x =rb", (r€S) alabiliriz. Aksi durumda x € Q oldugu aciktir. x € (Q:b™)
oldugundan xb™ € Q dur. Bdylece xb™ = rb?™ € Q ve boylece r € (Q: b?™) = (Q: b™)
bulunur. O halde x =rb™ € Q olur. Yani (Q U(b™)) N (Q:b™) =Q bulunur. Q
indirgenemez oldugundan Q = Q U (b™) ve boylece b™ € Q dur.

Teorem 3.5. (Krull Kesisim Teoremi) [23] S Noetherian bir yarigrup ve J ile K, S nin
idealleri olmak tizere,

J'K =] J"K

n=1 n=1
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dir.

Ispat: ] = S ise ispat aciktir. O halde J yi S nin has ideali kabul edelim. ] NS, J*K € ]
oldugundan J N;~; /™ K da has idealdir. S, Noetherian oldugundan J N~ J" K = Q; N
...N @, normal ayrigimina sahiptir. Burada \/@ =P, (i=1,..,n) dir. N;=,J"K S
Q;, (i=1,...,n) oldugunu gosterirsek ispat biter. Aksi halde bir i € {1,...,n} icin
NZ, MK € Q; olsaydi bir a € (N3, " K) — Q; igin af € (N0 K)] = Q4 N ..
Q,, € Q; bulunurdu. Bu ise ¢eliskidir. Ciinkii Q; bir P;-asalims1 oldugundan a &€ Q; ve
aJ] € Q; den J € P; bulunurdu. Fakat \/@ = P; ve Onerme 3.5. ten bir ny € N icin
P;™ C Q; dir. Buradan N5-, /" K € J™ < P;™ C Q; celiskisi bulunurdu.

4. SONUC

Tezimiz ii¢ ana boliimden olusmaktadir. ilk boliimde yarigruplar icin temel bilgiler
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verilerek yapisal kavrama saglanmistir. Ayrica yarigrup homomorfizmalari incelenmis

halkalarla benzer yonleri ve farkli yonleri sunulmustur.

Ikinci boliimde yarigruplarda asal idealler ve asalimsi ayrisim verilmis ve hangi
ozelliklere sahip oldugu gosterilmistir. Temel teoremler ve halkalarda gegerli olan kimi
teoremlerin yarigruplar icin de gecerliligi sunulmus, farkli yonleri irdelenmistir. S6zde

asalimsi idealler baslig: altinda “quasi primary” olarak bilinen ideal yapis1 incelenmistir.

Yine ikinci boliimde, asal olmayan ideallerin birlesiminin asal olabilecegine dair

verdigimiz Ornek 2.3. tarafimizdan bulunmustur.

[23] te Anderson’un belirttigi bir 6zellik olan asal idealler arasindaki bire bir esleme,
tarafimizdan Teorem 2.2. ve onun sonucu ile verilmistir. Ayrica bu 6zelligin asalimsilar
icin de gegerli oldugu Teorem 2.11. ve onun sonucu ile ve sozde asalimsilar i¢in de

gecerli oldugu Teorem 2.1.7. ve onun sonucu ile gosterilmistir.

Uciincii boliimde ise yarigruplarda yerellestirme ve Noetherianlik incelenmis,
halkalarda ve modiillerde gecerli olan teoremlerin yarigruplarda da saglandigi

gozlemlenmistir.

Uciincii  boliimde ise Anderson’un [23] te bahsettigi ve ispatsiz gegtigi
yerellestirmedeki bire bir eslemeler tarafimizdan Onerme 3.1. ile verilmis ve bu
ozelligin asalims idealler ile s6zde asalimsi idealler icin de gegerli olabilecegi Onerme

3.2. ve Onerme 3.3. ile gosterilmistir.
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Matematik disinda siir, Oykii, degini calismalann ve kose yazarhigi yapmaktadir.

Kirmiz1 Konfeti adl bir siir kitab1 vardir.



