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OZET
PSEUDO BH-CEBIRLERI
KIRKGOZ, Ozlem

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danigsmani:Prof.Dr. Alev FIRAT
Subat 2021, 47 sayfa

Bu tezde, pseudo BH-cebirlerinin tanim ve temel 6zellikleri, atomlari, idealleri
homomorfizmalar1 ve peseudo BH*-cebri incelenmistir. Birinci boliimde, tez ko-
nusu tanitilmis, konunun calisilma amaci ve gelisme siireci 6zetlenmistir. Ikinci
boliimde, J.B. Jun, E.H. Roh ve H.S. Kim in 1998 yilinda yayinlanan ve J.B. Jun ve
S.S. Ahn nin 2015 yilinda yayinlanan makaleleri esas alinarak sonraki boliimlerin

daha kolay anlasilmasi icin gerekli tanimlar, 6nermeler ve uyarilar verilmistir.

Ugiincii boliimde J.B. Jun ve S.S. Ahn nin 2015 yilinda yayimnlanan maka-
leleri esas alinarak pseudo BH-cebirleri incelenmistir. Bu boliimde pseudo BH-
cebirlerinin Ozellikleri, altcebirleri, idealleri ve pseudo BH*-cebri konularina yer
verilmistir. Dordiincii boliimde, J.B. Jun ve S.S. Ahn nin 2015 yilinda yayinlanan ve
H.H. Abbass ve A.H. Nouri nin 2017 de yayinlanan makaleleri esas alinarak pseudo
BH-ideal cesitleri ve aralarindaki iligkiler incelenmistir. Besinci boliimde, J.B. Jun
ve S.S Ahn nin 2015 yilinda yayinlanan makaleleri esas alinarak pseudo BH-
cebirlerinde atomlar tamtilmistir. Altinc1 boliimde J.B. Jun ve S.S. Ahn nin 2015
yilinda yayimnlanan makaleleri esas alinarak pseudo BH-homomorfizma konusu

ayrintilariyla iglenmistir.

Anahtar sozciikler: BCH-Cebri, BH-Cebri, Pseudo BCH-Cebri, Pseudo BH-
Cebri.
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ABSTRACT
ON PSEUDO BH-ALGEBRAS
KIRKGOZ, Ozlem

MSc. in Mathematics Department
Supervisor:Prof.Dr. Alev FIRAT
Subat 2021, 47 pages

In this thesis, the definition and basic properties, atoms, ideals, homomorp-
hisms of pseudo BH-algebras and peseudo BH*-algebra are studied. In the first
chapter, the thesis topic is introduced, the purpose of study and the development
process of the subject is summarized. In the second part, necessary definitions,
propositions and remarks are given to make the following sections easier to
understand based on articles of J.B. Jun, E.H. Roh and H.S. Kim’s published in
1998 and J.B. Jun and S.S. Ahn’s published in 2015.

In the third chapter, the pseudo BH-algebras were analyzed based on articles
of J.B. Jun and S.S. Ahn’s articles published in 2015. In this section, properties of
pseudo BH-algebras, subalgebras, ideals and pseudo BH*-algebra are covered. In
the fourth chapter, pseudo BH ideal types and their relationships were examined
based on articles of J.B. Jun and S.S. Ahn’s published in 2015 and H.H. Abbass
and A.H. Nouri’s articles published in 2017. In the fifth chapter, atoms of peseudo
BH-algebras are introduced based on articles of J.B. Jun and S.S. Ahn’s published
in 2015. In the sixth chapter, the subject of pseudo BH-homomorphism is discussed
in detail based on articles of J.B. Jun and S.S. Ahn’s published in 2015.

Key Words: BCH-algebra, BH-algebra, Pseudo BCH-algebra, Pseudo BH-
algebra.
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1 GIRIS

1966 yilinda Y.Imai ve K. Iseki, soyut cebirin iki sinifi olan BCK-cebirleri ve
BClI-cebirlerini tanimlayip bu konular iizerine bircok ¢alisma yapmislardir. 2001
yilinda G. Georgescu ve A. lorgulescu BCK-cebirlerinin bir geniglemesi olarak
pseudo BCK-cebirlerini tanitip ve 2008 yilinda W.A. Dudek ve Y.B. Jun, BCI-
cebirlerinin bir genislemesi olan pseudo BCI-cebirlerini tanimlamiglardir. 1999
yilinda J. Neggers ve H.S. Kim, BCK-cebirlerinin bagka bir genislemesi olan d-
cebirleri kavramini tanimlayip ve d-cebirleri ile BCK-cebirleri arasindaki iliskiyi
incelemislerdir. 2009 yilinda Y.B. Jun, H.S. Kim ve J. Neggers d-cebirlerinin bir
geniglemesi olarak pseudo d-cebirlerini tanitmiglardir . 2008 yilinda A. Walendziak,
1983 yilinda Q.P. Hu ve X. Li tarafindan tamtilan BCH-cebirlerini genisleterek
pseudo BCH-cebirlerini tanimlamislardir. 2015 yilinda Y.B. Jun, S.S. Ahn, 1998
yilinda Y.B. Jun, E.H. Roh ve H.S. Kim tarafindan tanitilan BH-cebri kavramini
genisleterek pseudo BH-cebri kavramini tanitmislardir. Biz bu tezde BH-cebri ve
pseudo BH-cebri iizerinde yapilan ¢alismalar1 detaylandirarak, daha cok pseudo
BH-cebirleri tizerinde duracagiz. Pseduo BH-cebirlerinin yapisal 6zelliklerini ince-
leyerek bir pseudo BH-cebrinde bir pseudo ideal ile bir psedo altecebir arasindaki
iliskiyi inceleyecegiz. Daha sonra farkli pseudo ideal cesitleri ve aralarindaki iliski-
leri arastiracagiz. Son olarak, pseudo BH-cebri iizerinde homomorfizma kavramini

tanimlayarak ilgili 6zelliklerini inceleyecegiz.



2 ONBILGILER

Tanm 2.1. (Ahn and Jun|2015a) Bir (X,®,0) sistemi verilsin. Her x,y,z € X icin
(BCHI) x®x=0,
(BCH2) (x®y)©z=(x®2) Oy,
(BCH3) xOy=0vey®x=0isex=Yy

kosullart saglaniyorsa (X, ®,0) sistemine bir BCH-cebri denir.

Ornek 2.1. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ikili islemi asagidaki

tablodaki gibi tamimlansin:

®|0 a b c
0|0 0 0 0O
a|la 0 c c
b|b 0 0 b
c |c 0 0 0

O zaman, (X,®,0) bir BCH-cebri olugturur.
Tanim 2.2. (Ahn and Jun | [2015a) Bir (X,©,e,0) sistemi verilsin. Her x,y,z € X
icin

(pBCHI) x©Ox=xe0x=0,

(pBCH2) (x©y)oz=(x0z)®Y,

(pBCH3) x©y=0ve yox =0 oldugunda x =y

kogsullart saglaniyorsa (X,®,,0) sistemine bir pseudo BCH-cebri denir.

Ornek 2.2. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ikili islemi asagidaki

tablodaki gibi tamimlansin:



®©l0 a b c e 0 a b c
0|10 0 a c 010 a 0 b
ala 0 0 0 ala 0 a c
b |b 0 0 b b|b a 0 0
c |c 0 a O clc ¢ 0 0

O zaman, (X,®,e,0) sistemi bir pseudo BCH-cebri olusturur.

Tanmm 2.3. (Jun et al. | 1998) Bir (X,®,0) sistemi verilsin. Her x,y € X icin

(BHI) x©x =0,

(BH2) x©0=x,

(BH3) x©y=0vey®x =0 oldugunda x =y

kosullart saglantyorsa X = (X,®,0) sistemine bir BH-cebri denir.

Tanmm 2.4. (Jun et al. | |1998) X = (X,®,0) bir BH-cebri olsun. X iizerinde bir

"<’ bagintist her x,y € X icin

x<y&xoy=0

seklinde tamimlidir.

Tanmm 2.5. Jun et al. | 1998) X = (X,®,0) bir BH-cebri ve I, X’in bostan farkli
bir altkiimesi olsun. Eger her x,y € I icin x®y € I oluyorsa I’'ya X’in bir altcebri

denir.

Tanmm 2.6. (Jun et al. | 1998) X = (X,®,0) bir BH-cebri ve I, X’in bostan farkli

bir altkiimesi olsun. Her x,y € X icin

(i) 01,

(ii) x®yelveyeloldugunda x € 1



kosullari saglaniyorsa I’ya X’in bir BH-ideali denir.

Ornek 2.3. X :={0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ikili islemi asagidaki

tablodaki gibi tamimlansin:

®|0 a b ¢ d
0|10 a c 0 0
ala 0 b 0 b
b|b b 0 ¢ d

O zaman, " = (X,®,0) bir BH-cebri olusturur. Fakat b,c,d € X icin

(bOc)Od=c#a=(bOd)Oc.

oldugundan X bir BCH-cebri degildir. Ayrica I =: {0,a,b}, X’in bir idealidir. Fakat

0,beligin

00b=cé¢l

oldugundan I, X’in bir altcebri degildir.

Tanm 2.7. (Ahn and Lee | 2010) X = (X,®,0) bir BH-cebri ve X ’in bos olmayan

bir altkiimesi A olsun. Her x,y € X i¢in

(i) 0 €A,

(ii) (x©@y)©z€Avey € Aoldugundax®z € A

kosullart saglaniyorsa A kiimesine X’in bir giiclii ideali denir.

Ornek 2.4. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ikili islemi asagidaki

tablodaki gibi tamimlansin:



®l0 a b c
0|10 b b b
ala 0 a 0
b |b b 0 b
c |c b c 0

O zaman, X = (X,©®,0) bir BH-cebrive A :={0,b}, X’in bir giiclii ideali olur. Aynt

zamanda A, X’in bir altcebridir.

Tamm 2.8. (Roh and Kim | |1999) X = (X,®,0) bir BH-cebri olsun. Eger her

x,y € X icin
(xr©y)©x=0
kosulu saglaniyorsa X e bir BH*-cebri denir.

Ornek 2.5. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ikili islemi asagidaki

tablodaki gibi tanimlansin:

®|0 a b c
0|0 0 0 0
a|la 0 b 0
b |b 0 0 0
c|c b a 0

O zaman, X bir BH*-cebri olusturur.



3 PSEUDO BH-CEBIRLERI

3.1 Pseudo BH-Cebirleri ve Ozellikleri

Tanmm 3.1. (Ahn and Jun | 2015b) Bir " = (X,®, e,0) sistemi verilsin. Her x,y €

X icin

(pBHI) x©Ox=xex =0,

(pBH2) x©0=xe0 =1,

(pBH3) x®y=0ve yoex =0 oldugunda x =y dir
kosullart saglaniyorsa Z e bir pseudo BH-cebri denir.

Tanim 3.2. (Ahn and Jun | 2015b) & = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri olsun.

X ilizerinede bir "<’ bagintist
x<yexOy=0&xey=0
seklinde tanimlanir.

Uyan 3.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,©,e,0) bir pseudo BH-cebri olsun.

Eger her x,y € X icin
XOy:=xey
oldugunda Z bir BH-cebri olugturur.

Ornek 3.1. X := {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki tablolardaki gibi tanimlansin:



®|0 a b ¢ d e 0 a b ¢ d
0|10 a b ¢ d 00 a b c d
ala 0 0 a b ala 0 0 b b
b |b b 0 0 c b|b ¢ 0 a b
c|lc d 0 0 b clc ¢ b 0 0
d|d ¢ b a 0 dld d a 0 0

Burada a,b,c € X icin

(a©b)ec=c#0=(aec)®b

oldugundan (X,©,e,0) bir pseudo BCH-cebri degildir. Diger taraftan b,c € X i¢in

b®c=0,c®b=0fakat b +# c

oldugundan (X ,®,0) bir BH-cebri degildir. Benzer sekilde, c,d € X igin

ced=0,dec=0fakatd # c

oldugundan (X,e,0) bir BH-cebri degildir. Fakat 2" = (X,<,®,,0) bir pseudo

BH -cebridir.

Tanmm 3.3. (Ahn and Jun | 2015D) 2" = (X,©,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I,

Z"’in bostan farkl bir altkiimesi olsun. Eger her x,y € I icin

xOy, xeyecl

oluyorsa I'ya 2 ’in bir pseudo altcebri denir.

Tanmm 3.4. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I,

Z"’in bostan farkl bir altkiimesi olsun. Her x,y € X icin

(PI1) 0 €1,

(PI2) x©y,xeyeclveyecloldugunda x € I olur



kosullart saglaniyorsa I'ya 2 ’in bir pseudo ideali denir.

Ornek 3.2. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®l0 a b c e 0 a b c
00 0 a c 0|0 a 0 b
a|la 0 0 0 ala 0 a c
b |b 0 0 b b|b a 0 0
c |c 0 a 0 clc ¢ 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri olusturur. Ayrica J := {0,a} kiimesi 2 ’in

bir pseudo altcebridir. Fakat a,b € X igin
boa=0€Jvebea=acJoldugunda b ¢ J
oldugundan J, 2 ’in bir pseudo ideali degildir.

Ornek 3.3. X := {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®©|0 a b ¢ d e 0 a b c d
0|0 a 0 0 0 0|0 ¢ 0 0 0
ala 0 a 0 0 ala 0 b b a
b|b b 0 ¢ 0 b|b ¢ 0 b b
c|c b a 0 d clc ¢c ¢ 0 0
d|d b 0 ¢ 0 dld c¢c d 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri olusturur. Ayrica I := {0,a} kiimesi 2" ’in

bir pseudo idealidir. Fakat 0,a,c € X icin

0,a €l ancak Oea=c ¢l

oldugundan I, Z ’in bir pseudo altcebri degildir.



Onerme 3.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,©®,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I

Z"’in bir pseudo ideali olsun. O zaman, her x,y € X ve x € I i¢cin
y<x=yel
kosulu saglanir.
Ispat. I, 2 ’in bir pseudo ideali ve her x,y € X , x € I icin
y<x
olsun. O zaman,
yoOx=0veyox=0
olur.(PI1) den 0 € I oldugundan
yOx, yexel
bulunur. Kabulden x € I ve (PI2) den
vel
elde edilir.

Uyar1 3.2. 2" = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, Onerme 3.1 in

tersi dogru degildir. Buna bir 6rnek asagidaki Ornek 3.4 de verilmigtir.

Ornek 3.4. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin :

®10 a b c e 0 a b c
0|10 0 0 c 00 0 0 c
al|la 0 0 b ala 0 b a
b |b 0 0 a b|b a 0 0
c |c b c 0 clc ¢ 0 0
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A :={0,a,c} kiimesindeki her x € A icin y < x oldugunda y € A olur. Fakat 0,b,c €

X icin
boOc=a bec=0€Avec€Afakat b ¢ A.
oldugundan A kiimsesi 2 ’in bir pseudo ideali degildir.

Onerme 3.2. (Ahn and Jun |, 2015b) 2 = (X,®, e,0) bir pseudo BH-cebri ve A,
2 ’in bir pseudo ideali olsun. Eger B, A’min bir pseudo ideali ise B, 2 ’in de bir

pseudo ideali olur.

Ispat. 2" bir pseudo BH-cebrive A, 2 ’in bir pseudo ideali ve B, A’min bir pseudo

ideali olsun. O zaman, (PI1) den O € B olur. Simdi her x,y € X i¢in
x®Oy, xey, yEB
alalim. Eger
xcA
ise B, A’nin bir pseudo ideali oldugundan x € B olur. Eger
xeX—-A
ise
x®y, xey,ye BCA

ve A, 2 ’in bir pseudo ideali oldugundan x € A olur. Bu durum x € X — A olmasiyla

celistiginden x € B olur. Dolayistyla B, 2 ’in bir pseudo idealidir.

3.2 Pseudo BH*-Cebirleri

Tanmm 3.5. (Ahn and Jun | 2015b) 2" = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri olsun.

Eger her x,y € X icin
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(x©y)ex=0, (xey)©Ox=0
kosullart saglantyorsa Z e bir pseuodo BH*-cebri denir.

Onerme 3.3. 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH*-cebri olsun. O zaman, her x € X

icin
00x=0,0ex=0
kosullart saglanir.
Ispat. 2 bir pseudo BH*-cebri olsun. O zaman, her x,y € X icin
(x®y)ex=0, (xey)®x=0
kosullart saglanir. Burada y = x alimirsa
(xxx)ex=0, (xex) ®x=0
ve (pBH1) den
Oex=0,00x=0
elde edilir.

Ornek 3.5. X := {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "e" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®10 a b c d e/ 0 a b ¢ d
010 0 0 0 0 00 0 0 0 0
ala 0 a c a ala 0 b 0 b
b|b 0 0 d b b|b b 0 ¢ c
c |c a 0 0 0 clc 0 ¢ 0 d
d|d d d 0 0 did ¢ 0 d

O zaman, 2" = (X,®,,0) bir pseudo BH*-cebridir.
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Onerme 3.4. (Ahn and Jun |, 2015b) 2~ = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri ve J
Z’in bir pseudo ideali olsun. O zaman
(i) Herx,y,;z€e Xvex,yeJicinzOy<x=7z€/J,
(ii) Her a,b,cc X vea,bc Jicinceb<a=cecJ
kosullart saglanir.

Ispat. (i) J, 2 in bir pseudo ideali ve her x,y,z € X ve x,y € J icin 2Oy < x oldugu

kabul edilsin. O zaman
(zOy)ex=0
olur. Swrasiyla (PI1) ve (PI2) den
(zOy)ex=0€eJ
ve
z0y€eJ
bulunur. Benzer sekilde y € J oldugundan (PI2) den
zelJ

elde edilir.

(it) J, 2" ’in bir pseudo ideali ve her a,b,c € X ve a,b € J icin ceb < a oldugu kabul

edilsin. O zaman,
(ceb)®a=0
olur. Sirastyla (PI1) ve (PI2) den
(ceb)Oa=0eJ

ve
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cebeJ
bulunur. Benzer sekilde b € J oldugundan ve (PI2) den
celJ
elde edilir.

Ornek 3.6. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®10 a b c e 0 a b c
0|10 0 0 c 0|0 0 0 c
ala 0 0 0 ala 0 0 c
b |b b 0 b b|b b 0 0
c|lc 0 a 0 clc ¢ 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri ve J :={0,a,c}, 2 ’in bir pseudo idealidir.

Ayrica J Onerme 3.4. (i) ve (ii) kosullarini saglar.

Teorem 3.1. (Ahn and Jun | 2015D) 2" = (X,©,e,0) bir pseudo BH*-cebri ve
I, 2 ’in bostan farkli bir altkiimesi olsun. O zaman, I'min 2" ’in bir pseudo ideali

olmasi icin gerek ve yeter sart her x,y € I ve 7 € X i¢cin
zOx<yzex<y=z€l
kosulunun saglanmasidir.
Ispat. (=) I, 2 in bir pseudo ideali ve her x,y € I ve z € X icin
ZOX<y zox <y
olsun. O zaman, Onerme 3.1 den

z7Ox, zex el
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bulunur. Buradan x € I oldugundan ve (PI2) den
zel

elde edilir.

(<) Her x,y € I ve z € X icin
7Ox<y zox<y=z€el
kosulu saglansin. 2" bir pseudo BH *-cebri oldugundan
00x<xveQex<x
olur ve kabulden 0 € I elde edilir. Yani (PI1) saglanir. Simdi
x@©y, xeyclveyecl
olsun. (pBH1) den
xOy<x®yvexey<xey
vazilabildiginden ve yine kabulden
xel
olur. Boylece I, 2 ’in bir pseudo ideali olur.

Ornek 3.7. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|l0 a b c e 0 a b c
0|10 0 0 0 0|0 0 0 O
al|la 0 0 a ala 0 b 0
b |b 0 0 0 b|b a 0 a
c |c a a 0 clc 0 b 0

2 = (X,®,9,0) bir pseudo BH*-cebridir. Ayrica I := {0,c}, Teorem 3.1’ in yeter

sartiu sagladigu icin 2 ’in bir pseudo idealidir.
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4 PSEUDO BH-CEBRINDE IDEAL CESITLERI VE
ILISKILERI
Tanmm 4.1. (Ahn and Jun|2015D) 2" = (X,©,,0) bir pseudo BH-cebrive I, X’in
bostan farkli bir altkiimesi olsun. Her x,y,z € X icin
(PGO) 0 €1,

(PGII) (x®y)ez,y€loldugunda x>z €I,

(PGI2) (xey)®z,y€loldugunda xez €1
kosullar saglaniyorsa I'ya 2 ’in bir pseudo giiclii ideali denir.

Ornek 4.1. X := {0,a,b,c,d} olsun.X kiimesi iizerinde ”®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|0 a b ¢ d e 0 a b ¢ d
0|10 b a b b 00 b ¢ b b
ala 0 a 0 0 ala 0 a b b
b |b b 0 0 0 b|b 0 0 b b
c|lc b c 0 b clc b ¢ 0 0
d|d 0 a b 0 did b d 0 0

Bu durumda 2" = (X,©,e,0) bir pseudo BH-cebrive I := {0,b}, 2 ’in bir pseudo

giiclii idealidir.

Onerme 4.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I,

Z"’in bir pseudo giiclii ideali olsun. O zaman, I Z ’in bir pseudo ideali olur.

Ispat. 2 bir pseudo BH-cebri ve I, 2 ’in bir pseudo giiclii ideali olsun. O zaman

(PGIO) dan 0 € I olur. Simdi

xxy,xeyclveyecl
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oldugu kabul edilsin.(pBH?2) den
xOy=(x®y)e0vexey=(xey)®0
vazilabilir. Buradan
(x©®y)e0, (xey)®0e [
olur. y € I oldugundan, (PGI1) ve (PGI2) den
(x®0), (xe0) el
ve buradan x € I bulunur. Boylece I, 2 ’in bir pseudo idealidir.

Ornek 4.2. 2", Ornek 4.1 deki pseudo BH-cebri olsun. O zaman, I := {0,b} pseudo

gliclii ideali 2 ’in bir pseudo idealidir.

Uyan 4.1. 2 bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, 2 ’in her pseudo ideali 2 ’in

bir pseudo giiclii ideali degildir.

Ornek 4.3. X := {0,a,b,c} olsun.X kiimesi iizerinde ”®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|0 a b c e 0 a b c
0|10 0 0 c 0|0 0 0 c
ala 0 0 0 ala 0 0 c
b |b b 0 b b|b b 0 0
c|lc 0 a 0 clc ¢ 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I := {0,a,c}, Z ’in bir pseudo idealidir.

Fakat a,b,c € X icin

(boa)ec=0€l,acl fakatbOc=b¢ 1

oldugundan I, Z"’in bir pseudo giiclii ideali degildir.
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Uyan 4.2. 2 bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, 2" ’in her pseudo ideali 2 ’in

bir pseudo altcebri degildir.

Ornek 4.4. 27, Ornek 3.3 deki gibi bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, I := {0,a}

Z’in bir pseudo idealidir fakat I := {0,a}, 2" ’in bir pseudo altcebri degildir.

Onerme 4.2. (Ahn and Jun|2015b) 2" = (X,®, e,0) bir pseudo BH*-cebri olsun.

O zaman, Z"’in her pseudo ideali Z ’in bir pseudo altcebridir.

Ispat. 2" bir pseudo BH*-cebri ve I, 2 ’in pseudo ideali olsun. O zaman, (PI1)
den 0 € I olur. Aymi zamanda 2 bir pseudo BH*-cebri oldugundan her x,y € X

icin
(x®y)ex=0, (xey)®x=0
olur. 0 € I oldugundan her x,y € I icin
(x©y)execlve (xey)Oxel
bulunur. Ayrica x € I ve (PI2) den
xOyeclvexeycl
elde edilir. Boylece I, 2 ’in bir pseudo altcebridir.

Sonuc 4.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,©®,,0) bir pseudo BH *-cebri olsun.

O zaman, 2" ’in her pseudo giiclii ideali 2 ’in bir pseudo altcebridir.

Ispat. 2" bir pseudo BH*-cebri olsun. Onerme 4.1. den her pseudo giiclii ideal
bir pseudo ideal ve Onerme 4.2. den her pseudo ideal bir altcebir oldugundan her

pseudo giiclii ideal bir pseudo altcebirdir.

Uyan 4.3. 2 bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, 2 ’in her pseudo altcebri

Z"’in bir pseudo ideali degildir.
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Ornek 4.5. 27, Ornek 3.2 deki gibi bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, J :=
{0,a} pseudo altcebri 2 ’in bir pseudo ideali degildir.

Onerme 4.3. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri ve
A, Z"’in bir pseudo altcebri olsun. O zaman, A’min Z"’in bir pseudo giiclii ideali

olmast icin gerek ve yeter sart her x,y,z € X, x € A icin
yOz,yezeEX—A= (yOx)ez, (yex)OzeX—A
kosulunun saglanmasidir.
Ispat. (=) A, 2 in bir pseudo giiclii ideali ve her x,y,z € X, x € A icin
y©z,yezeX—-A
oldugu kabul edilsin. Eger
(yOx)ezgX—A
ise
(yOx)ezeA
olur. A, Z"’in bir pseudo giiclii ideali ve x € A oldugundan
yoOzeA
bulunur. Fakat bu durum y ® z € X — A kabuliiyle celigir. Bu yiizden
(yoOx)eze X —A
olmalidir. Eger
(yex)©z¢ X —A
ise

(yex)©z€A
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olur. A, 2 ’in bir pseudo giiclii ideali ve x € A oldugundan

yez€EA

bulunur ve yine bu durum kabulle celistiginden

(yex)©zeX—A

olmalidr.

(<) Herx,y,z € X, x €A i¢in

yoOz, yezeX —Aise (yoOx)oz, (yex)©zeX —A

kosulu saglansin. A, 2 ’in bir pseudo altcebri oldugundan ve (pBH1) den 0 € A
olur. Simdi A’min, 2 ’in bir pseudo giiclii ideali olmadigr kabul edilsin. Yani her

x €Aigin

(yOx)ez (yex)©z €A oldugunda y©z ¢ Aveyayez ¢ A

olsun. Eger

yOz¢Aveyayez ¢ A

ise kabulden

(yOx)ezveya (yex) ©z€X —A

bulunur. Fakat bu durum (y ©x) ez, (yex)®z € A kabuliiyle celisir. Bu yiizden

yOzEAveyozc A

olmalidir. Boylece A, 2" ’in bir pseudo giiclii idealidir.

Sonug 4.2. (Ahn and Jun | 2015D) 2" = (X,©,,0) bir pseudo BH-cebri ve A,
Z"’in bir pseudo altcebri olsun. O zaman, A’min 2 ’in bir pseudo ideali olmast

icin gerek ve yeter sart her x,y € X, x € A icin
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yEX-A=yOx yexcX—-A
kosulunun saglanmasidir.
Ispat. (=) A, 2 ’in bir pseudo ideali ve her x,y € X, x € A icin
yeX—-A
oldugu kabul edilsin. Eger
yOx¢X—A
ise
yOxeA
olur. A, Z"’in bir pseudo ideali ve x € A oldugundan
yEA
bulunur. Fakat bu durum y € X — A kabuliiyle celisir. Bu yiizden
yoxeX—-A
olmalidir. Benzer sekilde
yexceX—A

elde edilir.

(<) Herx,y € X, x € Aigin
yeEX—-AiseyOx, yexc X —A

kosulu saglansin. A, 2 ’in bir pseudo altcebri oldugundan ve (pBH1) den 0 € A
olur. Simdi A’mun, 2" ’in bir pseudo ideali olmadigi kabul edilsin. O halde her x € A

icin

yOX, yexcA
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oldugunda
y¢EA
olsun. O zaman, kabulden
yoOx,yexcX—A
olur. Fakat bu durum y © x, yex € A kabuliiyle celisir. Bu yiizden
yeEA
olmalidir. Boylece A, 2 ’in bir pseudo idealidir.

Tanim 4.2. (Abbass and Nouri| 2017) Z = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I

Z"’in bos olmayan bir altkiimesi olsun. Her x,y,z € X icin
(i) 0€1l,
(i) (x®z)e(y©z),yel=x€l,
(iii) (xez)® (yez),yel=x€el
kosullar saglaniyorsa I'ya & = (X,©,e,0)’ in bir p — ideali denir.

Ornek 4.6. X := {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "e" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|0 a b ¢ d e 0 a b c d
0|10 a b c 00 a b c d
ala 0 0 c c ala 0 a d d
b|b 0 0 c d b|b b 0 ¢ d
c|lc ¢c d 0 a clc d ¢ 0 0
d|d ¢ ¢c b 0 did d d 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I :={0,a,b}, Z ’in bir p — idealidir.
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Onerme 4.4. (Abbass and Nouri |, [2017) 2 = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri

olsun. O zaman, 2 ’in her p —ideali 2 ’in bir pseudo idealidir.

Ispat. 2" bir pseudo BH-cebrive I, 2 ’in bir p-ideali olsun.Tanim 4.2(i) den 0 € I

olur. Her x,y € X icin
xOy,xeyelveyel
oldugu kabul edilsin. O zaman, (pBH2) den
X0y =(xe0)©(ye0)
esitligi yazilir ve kabulden
(xe0)© (ye0)elveycl

oldugu goriiliir. Sonug olarak Tanim 4.2 (iii) den x € I olur.

Benzer sekilde; (pBH2) den
xey=(x©0)e(yo0)
esitligi yazilir ve kabulden
(x©0)e(yo0)clveyel

oldugu goriiliir. Sonu¢ olarak Tanim 4.2 (ii) den x € I yani I, 2 ’in bir pseudo

idealidir.

Sonu¢ 4.3. 2" = (X,©®,e,0) bir pseudo BH *-cebri olsun. O zaman, 2 ’in her p —

ideali 2 ’in bir pseudo altcebridir.

Ispat. 2 bir pseudo BH*-cebri olsun. Onerme 4.4. den her p — ideal bir pseudo
ideal ve Onerme 4.2. den her pseudo ideal bir altcebir oldugundan her p — ideal

bir pseudo altcebirdir.
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Tanim 4.3. (Abbass and Nouri |, 2017) & = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri ve I,
Z’in bos olmayan bir altkiimesi olsun. Her x,y,z € X icin
(i) 01,
(ii)) xO (vez), yel=x0z €],
(iii) xo (y®z),yel=>xez€l
kosullart saglaniyorsa I'ya 2" ’in bir q — ideali denir.

Ornek 4.7. X := {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|l0 a b ¢ d e 0 a b c d
0|0 b b b b 0|0 0 0 0 0
ala 0 d 0 0 ala 0 ¢ b b
b |b b 0 0 0 b|b 0 0 b b
c|lc b c 0 b clc b ¢ 0 0
d|d 0 a b 0 did b d 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I :={0,b}, 2 ’in bir q — idealidir.

Onerme 4.5. (Abbass and Nouri | 2017) Z = (X,©®,e,0) bir pseudo BH-cebri

olsun. O zaman, 2" ’in her q — ideali 2 ’in bir pseudo idealdir.

ispat. 2 bir pseudo BH-cebri ve I, 2" ’in bir q — ideali olsun. Tanum 4.3(i) den

0 €l olurHer x,y € X icin
x@y,xeyclveyecl
oldugu kabul edilsin. O zaman, (pBH2) den
xXOy=x0(ye0)vexey=xe(y®0)

esitligi yazilir ve kabulden
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x©(ye0), xe(yo0)clveyecl
bulunur. Tanim 4.3(ii) ve (iii) den
(x®0), (xe0)el,yel
ve (pBH?2) den x € I elde edilir. Sonug olarak I, 2 ’in bir pseudo idealidir.

Onerme 4.6. (Abbass and Nouri | 2017) 2" = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri

olsun. O zaman, 2 ’in her q —ideali 2 ’in bir pseudo altcebridir.

Ispat. 2 bir pseudo BH-cebri ve I, 2 ’in bir q — ideali olsun. Tamim 4.3(i) den

0 €I olur. Simdi x,y € I alalim. O zaman, sirastyla (pBH1) ve (pBH2) den
x=x00=x0O(yey) el

bulunur. 1 bir q — ideal oldugundan x ©y € I elde edilir. Benzer sekilde
x=xe0=xe(yoy) el

bulunur. I bir g —ideal oldugundan x ey € I elde edilir. Boylece I, Z ’in altcebridir.

Tanim 4.4. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,©,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I,

Z’in bir pseudo ideali olsun.Eger her x € I i¢cin
00x, Oexecl
ise I'va Z"’in bir kapali ideali denir.

Onerme 4.7. (Ahn and Jun|[2015b) 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH *-cebri olsun.

O zaman, Z"’in her pseudo ideali kapalidtr.

Ispat. 2 bir pseudo BH *-cebrive I, 2 ’in bir pseudo ideali olsun. O zaman, (PI1)

den 0 €lve herx,yc X vexeligin

(yOx)ey=0, (yex)©y=0
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yvazilabilir. Eger y = 0 alinirsa
(00x)e0=0, (0ex)®0=0
ve (pBH?2) den
00x=0,0ex=0
bulunur. Boylece
0o0xel,0excl
elde edilir.

Sonu¢ 4.4. 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH*-cebri olsun. O zaman, 2 ’in her

pseudo giiclii ideali kapalidir.

Ispat. 2 bir pseudo BH *-cebri olsun. O zaman, Onerme 4.1 den her pseudo giiclii
ideal bir pseudo ideal ve Onerme 4.7 den her pseudo ideal kapali oldugundan her

pseudo giiclii ideal kapalidir.

Sonu¢ 4.5. 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH *-cebri olsun. O zaman, 2 ’in her p —

ideali kapalidrr.

Ispat. 2" bir pseudo BH *-cebri olsun. O zaman, Onerme 4.4 den her p — ideal bir
pseudo ideal ve Onerme 4.7 den her pseudo ideal kapali oldugunan her p — ideal

kapalidur.

Sonuc¢ 4.6. 2 = (X,©,e,0) bir pseudo BH *-cebri olsun. O zaman, 2 ’in her q —

ideali kapalidir.

Ispat. 2" bir pseudo BH*-cebri olsun. O zaman, Onerme 4.5 den her q — ideal
bir pseudo ideal ve Onerme 4.7 den den her pseudo ideal kapali oldugunan her

q — ideal kapalidir.
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Onerme 4.8. (Abbass and Nouri | 2017) 2 = (X,®,,0) bir pseudo BH-cebri
olsun. O zaman, Z"’in her kapali giiclii ideali bir pseudo altcebirdir.

Ispat. 2" bir pseudo BH-cebri ve I, 2 ’in bir kapali giiclii ideali olsun. O zaman,

her x,y € I i¢cin
Oeyecl xel
ve (pBH1) den
(xOx)eyel,xel
yazilabilir. Diger taraftan (PGI1) den
x@yel
elde edilir. Benzer sekilde
Ocoyel,xel
ve (pBH1) den
(xex)Oyel,xel
yazilabilir. Diger taraftan (PGI1) den
xeyecl
elde edilir. Sonug olarak I, 2 ’in bir altcebridir.

Onerme 4.9. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,©®,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I,

Z"’in bir alt kiimesi olsun. O zaman, her x,y,z € X icin
(i) 0el,
(ii) x©Oz, xez, y©Oz, yezclvezeloldugundax©y, xey cl

kosullart saglaniyorsa I, Z ’in bir psudo altcebri ve kapali ideali olur.
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Ispat. I, 27 in bir altkiimesi ve her x,y,z € X icin (i), (ii) kosullar saglansin. Simdi

x,y € I alimsin. O zaman, (pBH2) den
x=x00=xe0vey=y©0=ye0
yazilir. Buradan
x©0,x00,y®0, ye0 el
bulunur. Ayrica (i) ve (ii) kosullarindan
xOy, xeyel
elde edilir. Boylece I, 2 ’in bir pseudo altcebridir. Simdi
xOy xey, yel
alalim. (i) kosulundan ve I bir pseudo altcebir oldugundan
000,000, y®0, yeOclveOecl
olur. O zaman, (ii) kosulundan
0y 0eyel
bulunur. Boylece I kapalidir. I bir pseudo altcebir ve kapali oldugundan
x®y xey, 00y, 0oy, yel
yazilabilir. Ayrica (ii) kosulundan
x©O0=xe0=x€cl

elde edilir. Dolayistyla I, 2 ’in bir pseudo idealidir.
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5 PSEUDO BH-CEBRINDE ATOM VE OZELLIK-
LERI

Tanmm 5.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2" = (X,©,e,0) bir pseudo BH-cebri olsun. O

zaman
K(Z):={xeX|0<x}
seklinde tamumlidir ve bu kiimeye 2 ’in K-kismu denir.

Uyar 5.1. Eger 2" = (X,®,,0) bir pseudo BH *-cebri ise K(Z") = X olur.
Ispat. 2 bir pseudo BH*-cebri olsun. O zaman, Onerme 3.3 den her x,y € X icin
0Gx=0=0ex

oldugundan K(Z") = X elde edilir.

Ornek 5.1. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|l0 a b c e 0 a b c
0|10 0 b O 0|0 0 b O
al|la 0 0 c ala 0 b 0
b |b 0 0 a b|b a 0 c
c |c a b 0 clc 0 a 0

2 bir pseudo BH-cebri ve K(Z') := {0,a,c} olur. Burada K(Z"), Z ’in bir

pseudo altcebridir. Fakat a,c € K(Z) i¢in

boc=a,bec=ceK(Z)amab¢ K(Z)

oldugundan K(Z"), 2 ’in bir pseudo ideali degildir.
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Ornek 5.2. X := {0,a,b,c} olsun. X kiimesi iizerinde "®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®10 a b c e 0 a b c
0|10 0 0 c 0|0 0 0 b
ala 0 ¢ c ala 0 ¢ 0
b |b a 0 0 b|b a 0 b
c |c b 0 0 clc 0 ¢ 0

Z bir pseudo BH-cebridir. Ayni zamanda K(Z") = {0,a,b} olur. Fakat a,b € X

icin
a®b=c,aeb=c¢ K(Z)
oldugundan K(Z"), Z ’in bir pseudo eltcebri degildir.

Tamm 5.2. (Ahn and Jun | 2015b) 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri olsun.

Her x € X igin
x<w=x=w
kosulunu saglayan X ’in bir w elemanina 2" ’in bir pseudo atomu denir.

Sonug 5.1. (Ahn and Jun | 2015D0) Z = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri olsun. O

zaman 0, Z"’in bir pseudo atomudur.

Ispat. Herhangi bir x € X icin x < 0 olsun. O zaman,

x®0=0vexe0=0

olur. Aynmi zamanda (pBH2) den

x®0=xvexe(0)=x

oldugundan x = 0 bulunur. Boylece 0, 2 ’in bir pseudo atomudur.
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Uyan 5.2. (Ahn and Jun | 2015b) & = (X,©®,,0) bir pseudo BH-cebri olsun. O

zaman 2 ’in tiim atomlarin kiimesi At(2") seklinde gosterilir.

Onerme 5.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri olsun.

Eger her x,y € X icin
YO(ye(woOx)=woOx

kosulunu saglayan X’in bir w elemant varsa bu w elemamina 2 ’in bir pseudo

atomu denir.
Ispat. 2 bir pseudo BH cebri olsun. Her x,y € X icin
yO(ye(wox)=woOxvey<w

olsun. O zaman,

y = y©0
= yO(yew)
= Yo (ye(w®0))
= woO0

= w

bulunur. Boylece w, Z"’in bir pseudo atomudur.

Ornek 5.3. X := {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "e" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®|0 a b ¢ d e 0 a b c d
0|0 0 b 0 0 0|0 0 b 0 0
al|la 0 b a d ala 0 b 0 0
b|b b 0 b a b|b a 0 c 0
c |c ¢c b 0 0 clc 0 b 0 a
d|d d b 0 0 did 0 b 0 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebri ve At(Z") := {0,b} oldugu goriiliir.
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Uyan 5.3. 2" bir pseudo BH-cebri olsun. O zaman, At(Z )NK(Z) ={0} olur.
Ispat. 2" bir pseudo BH-cebrive x € At(2")NK(Z') olsun. O zaman,
xXEA(Z )vex e K(Z)
olur. Buradan x € K(Z") ise
0<x
saglamir. Ayni zamanda x € At(Z") oldugundan
x=0
bulunur.
Sonuc 5.2. 2 bir pseudo BH *-cebri ise At(Z") = {0} olur.

Ispat. 2" bir pseudo BH*-cebri olsun. O zaman, Uyart 5.1 den K(Z') = X

oldugundan At(Z") = {0} bulunur.
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6 PSEUDO BH-CEBRINDE HOMOMORFIZMA

Tanmm 6.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2" = (X,©1,1,0) ve % = (Y,©,,9,,0) birer

psudo BH-cebri olsunlar. Eger her x,y € X icin

fxO1y) = f(x) ©2 f(y)

ve

f(xery) = f(x) e f(y)

kosullart saglaniyorsa f : X — % doniisiimiine bir pseudo BH-cebri homomor-

fizmasi denir.

Onerme 6.1. (Ahn and Jun|2015b) 2 = (X,®1,#1,0) ve % = (Y,®5, 83,0) birer
pseudo BH-cebri olsunlar. Eger f : 2 — % bir pseudo BH-cebri homomorfizmast

ise f(09°) = 0o kosulu saglanur.

Ispat. f: 2 — % bir pseudo BH-cebri homomorfizmasi olsun. O zaman, (pBH1)

den
f02)=f(02 ©109)
yazilabilir. Buradan
f02)=f02 ©102)=f(02)©2f(02)
bulunur. Boylece (pBH?2) den
f02) =0y
elde edilir.

Ornek 6.1. 2" = (X,®,e,0) bir pseudo BH-cebri ve I : x — x birim doniisiimii
ve 0 : x — O sifir doniisiimii asikar pseudo BH-cebri homomorfizmast ornekleridir.

Ciinkii sirasvyla her x,y € X icin
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ve

0(x®y)=0=000=0(x)®0(x)

O(xey)=0=0e0=0(x) e 0(x)
oldugu goriiliir.

Ornek 6.2. X := {0,a,b,c,d, e} olsun. X kiimesi iizerinde ”®" ve "o" ikili islemleri

asagidaki gibi tamimlansin:

®©10 a b c d e e 0 a b c d e
010 0 b ¢ 0 d 00 0 b ¢ e a
ala 0 b ¢ 0 e ala 0 b ¢ d 0
b|b b 0 ¢ b b b|b b 0 c b b
c|c ¢c b 0 ¢ c clc ¢ b 0 ¢ c
d|d 0 b ¢ 0 a did a b ¢ 0 e
e |le d b ¢ a 0 ele 0 b ¢ d 0

2 = (X,0,e,0) bir pseudo BH-cebridir. O zaman,

[ X —Z
0 +—0

0

!

bl

seklinde tamuml f doniigiimii 2 iizerinde bir pseudo BH -cebri homomorfizmasidir.
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Teorem 6.1. (Ahn and Jun| 2015b) Z" = (X,®1,01,0) ve ¥ = (X,©»,,0) birer
pseudo BH cebrive [ : 2~ — % bir pseudo BH-cebri homomorfizmast olsun. Eger
B, % ’nin bir pseudo giiclii ideali ise o zaman, f~'(B) 2 ’in bir pseudo giiclii

idealidir.
Ispat. 2" ve % birer pseudo BH cebrive B, % 'nin bir pseudo giiclii ideali olsun. O
zaman (PGIO0) dan Og € B ve f bir pseudo BH-cebri homomorfizmast oldugundan
Onerme 6.1 den f(04°) = Oz € B ve buradan 0 9~ € f~'(B) bulunur. Simdi x,y,z €
X icin

(x@1y) @1z, (xe1y) @12,y € f7(B)
oldugu kabul edilsin. O zaman,

f(xOry)e12), f((xe1y)©12), f(y) €B
bulunur. Ayrica f bir pseudo BH-cebri homomorfizmasi oldugundan
(f(x) ©2f(y)) 02f(2), (f(x) @2 f(¥)) ©2f(2), f(v) € B

olur. Diger taraftan B, % ’nin bir pseudo giiclii ideali oldugundan

fX)©2f(2), f(x)e2f(2), f(v) €B
bulunur. Ayrica f bir pseudo BH-cebri homomorfizmasi oldugundan

f(x®12), f(xe1z) €B
olur ve buradan
xO1z€ fY(B), xe1z€ f~1(B)

elde edilir. Dolayisiyla f~'(B), 2 ’in bir pseudo giiclii idealidir.

Teorem 6.2. (Ahn and Jun| 2015b) Z" = (X,®1,01,0) ve % = (X,©n,,0) birer
pseudo BH cebri ve f: X — % bir pseudo BH-cebri homomorfizmast olsun. O

zaman asagidaki kosullar saglanir:
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(i) B, % ’nin bir pseudo ideali ise o zaman, f~'(B) 2 ’in bir pseudo idealidir.

(ii) f orten ve I, 2 ’in bir pseudo ideali ise o zaman, f(I) % ’'nin bir pseudo

idealidir.

Ispat. (i) B, % nin bir pseudo ideali olsun. O zaman, Oz € B ve Onerme 6.1 den

f(04°) =0 € Bve buradan 04 € £~ (B) bulunur. Simdi x, y € X icin
xO1y,xe1y€ f 1 (B)veyc f~1(B)

oldugu kabul edilsin. O zaman,

f(x®1y), f(xery) € Bve f(y) €B

bulunur. Ayrica f bir pseudo BH-cebri homomorfizmast oldugundan

f(x)O2f(y), f(x)e2f(y), f(y) €B

olur. B, % nin pseudo ideali oldugundan f(x) € B ve buradan x € f~'(B) elde

edilir. Boylece f~'(B), 2 ’in bir pseudo idealidir.

(ii) f drten bir doniigiim ve I, 2 ’in bir pseudo ideali olsun. O zaman, (PI1) den

09 €1 ve buradan

f02) € f(I)
olur. Ayrica Onerme 6.1 den
f02) =0y
oldugundan
Oy € f(I)

bulunur. Simdi x,y €Y icin

xO1y, xerye f(I)veye f(I)
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oldugu kabul edilsin. Burada y € f(I) oldugundan y = f(a) olacak sekilde bir a € 1
vardir. Ayrica x € Y ve f orten oldugundan x = f(c) olacak sekilde bir ¢ € X vardur.

O zaman,

xO1y = f(c) 2 f(a)

xe1y = f(c)es f(a)

vazilabilir ve f bir homomorfizma oldugundan

xO1y = f(c)®2 f(a) = f(cOra)

xe1y=f(c)ezf(a)= f(ceia)
olur ve x®1 y,xey € f(I) oldugundan
flc®ra) € f(I)
flcora) € f(I)
bulunur. Buradan
cOra, ceracl

elde edilir. Ayrica a € I ve I bir pseudo ideal oldugundan c € I olur. Diger taraftan
x = f(c) ve ¢ € I oldugundan x € f(I) oldugu goriiliir. Boylece f(I), % 'nin bir

pseudo idealidir.

Onerme 6.2. (Ahn and Jun|2015b) 2 = (X,©1,#1,0) ve % = (X, 5, 8,,0) birer
pseudo BH- cebrive f: 2 — % doniisiimii bir pseudo BH-cebri homomorfizmast

olsun. O zaman,
Ker(f) := {x € X|f(x) = 0}
kiimesi 2" ’in bir pseudo giiclii idealidir.

Ispat. Onerme 6.1 den f(04°) = Oy oldugundan 04 € Ker(f) olur. Simdi her

x,y,z € Ker(f) icin
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(x®1y)e1z, (xe1y) ®1z € Ker(f) vey € Ker(f)

oldugu kabul edilsin. O zaman,
f(xO1y)012) =0, f((xe1y) ©12) =0ve f(y) =0
bulunur. Ayrica f bir pseudo BH-cebri homomorfizma oldugundan
(f(x) ©2f(v)) 82/(2) =0, (f(x) 02/ (y)) ©2.f(z) =0 ve f(y) =0

olur. Buradan

(f(x) ©20) @2 f(2) = 0 ve (f(x) #20) ©2.f(z) =0
ve (pBH?2) den

f(x)e2f(z) =0ve f(x)©2f(z) =0
elde edilir. Ayrica f bir pseudo BH homomorfizma oldugundan
f(xe1z)=0ve f(x®12) =0
bulunur. Buradan
xe17,x®1z€ Ker(f)

olur. Boylece Ker(f), 2 ’in bir pseudo giiclii idealidir.

Onerme 6.3. (Ahn and Jun|2015b) 2 = (X,®1,#1,0) ve % = (Y, 5, 82,0) birer
pseudo BH cebrive f: 2 — % bir pseudo BH homomorfizmast olsun. O zaman

her x,y € X i¢in
xO1y, ye1x € Ker(f) <= f(x)=f(y)
kosulu saglanir.

Ispat. (=) f bir pseudo BH-cebri homomorfizmasive x®1y, yo1x € Ker(f) olsun.

O zaman,
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f(x®1y) =0y ve f(ye1x) =0y
olur. Ayrica f bir pseudo BH homomorfizmast oldugundan
f(x)©2f(y) =0z ve f(y) 02 f(x) = 0z

bulunur. Boylece (pBH3) den f(x) = f(y) elde edilir.

(<) x, yeXicin f(x) = f(y) oldugu kabul edilsin. O zaman, (pBH1) den

fx)©2 f(y) = f(x©1y) =0y
ve
f) e f(x)=f(yerx) =0y
bulunur. Buradan
x®1y, ye,x € Ker(f)
elde edilir.

Yardimar Ozellik 6.1. (Ahn and Jun | 2015b) 2 = (X,©1,e1,0) ve & =
(Y,®7,93,0) birer pseudo BH cebrive f: 2 — % bir pseudo BH-cebri homomor-
fizmast olsun. O zaman, f nin birebir olmasu icin gerek ve yeter sart Kerf = {04}

olmasidir.
Ispat. (=) f nin birebir ve x € Ker(f) oldugu kabul edilsin. O zaman,
f(x) =0y
olur. Onerme 6.1 den
f(0z) =0y

oldugundan
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bulunur. f birebir oldugundan

x:()gf

oldugu goriiliir. Boylece Kerf = {04} elde edilir.
(<) Ker(f) = 0g ve x1,x3 € X i¢cin f(x1) = f(x2) oldugu kabul edilsin. O

zaman (pBH1) den

f(x1) ©2 f(x2) = 0z ve f(x2) @2 f(x1) = 0

olur. f bir psedo BH homomorfizma oldugundan

fx1 ©1x2) =0g ve f(xp 01 x1) =0y

bulunur. Buradan

x1 ©1x2 € Ker(f) =0s ve x; 01 x1 € Ker(f) =0g

bulunur ve (pBH3) den

X1 = X2

elde edilir. Boylece f birebirdir.

Teorem 6.3. (Ahn and Jun|2015b) 2" = (X,©1,01,0),% = (X,©,,,0) ve Z =
(X,®3,93,0) birer pseudo BH-cebri ve h: 2 — % orten bir pseudo BH-cebri
homomorfizmast ve g : X — Z bir pseudo BH-cebri homomorfizmast olsun. Eger
Kerh C Kerg ise foh = g olacak sekilde bir tek f: % — % pseudo BH-cebri

homomorfizmas vardir.

Ispat. Kerh C Kerg oldugu kabul edilsin. O zaman, h orten oldugundan hery € Y
icin y = h(x) olacak sekilde bir x € X vardir. Bu x € X icin g(x) := z olsun. Simdi

hery €Y icin
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[ % -

y = fy)=z

ile tamimli f bagintisinin bir doniisiim ve foh = g esitliginin saglandigi gosteril-
melidir. O zaman, her y1,y> € Y icin y; = y2 oldugu kabul edilsin. Buradan h orten

oldugundan,

y1 = h(x1), y2 = h(x2) olacak sekilde xy,x; € X

vardir. O zaman, h(x)) = h(xy) ve (pBH2) den

h(x1) ®2h(xp) =0 ve h(xy) &2 h(x1) =0

bulunur. h bir homomorfizma oldugundan

h(x; ©1x2) =0ve h(x, 01 x1) =0

olur ve buradan

X1 ®O1x2 € Kerh ve x, 1 x1 € Kerh

bulunur ve Kerh C Kerg oldugundan

X1 ©O1x2 € Kerg ve xp @1 x1 € Kerg

elde edilir. Bu yiizden

gx1®1xp) =0ve g(xp0;x1) =0

vazilabilir. Ayrica g bir homomorfizma oldugundan

g(x1) ©38(x2) =0 ve g(x2) 83 g(x1) =0

olur ve (pBH3) den

g(x1) = g(x2)

bulunur. Boylece
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f1)=f(0n2)

elde edilir. Dolayistyla f bir doniisiim olur. Diger taraftan her x € X icin

glx) =z=f(y) = f(h(x)) = (foh)(x)
oldugundan f oh = g dir. Simdi f nin bir pseudo BH-cebri homomorfizma oldugu

gosterilmelidir. O zaman, yy,y> € Y alalim ve h orten oldugundan
y1 = h(x1) ve y2 = h(x2)

olacak sekilde x1,x; € X vardir. Buradan

fO1©@2y2) = f(h(x1) ©2h(x2))
= f(h(x1©1x2))
= g(x101x)
= g(x1) ©38(x2)
= f(h(x1)) ©3 f(h(x2))
= fn)©3f(y2)

bulunur: Benzer sekilde
fie2y2) = f(h(x1)ez(x2))
= f(h(x101x2))
= glx1e1x2)
= g(x1)e38(x2)
= f(h(x1))e3 f(h(x2))
= fO1)e3f(y2)

bulunur. Boylece f bir pseudo BH-cebri homomorfizmasi olur. Son olarak f nin tek
tiirlii tamimly oldugu gosterilmelidir. Bunun icin f/ oh = g olacak sekilde bir baska
f/ : % — Z pseudo BH-cebri homomorfizmast oldugu kabul edilsin. O zaman, h

orten oldugundan her'y € Y icin'y = h(x) olacak sekilde bir x € X oldugundan

fy) = z
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elde edilir. Boylece f = f/ bulunur.

Teorem 6.4. (Ahn and Jun | 2015D) 2 = (X,®1,01,0), ¥ = (X,>;,,,0) ve
Z = (X,©3,3,0) birer pseudo BH-cebri ve g : & — % bir pseudo BH-cebri
homomorfizmasi ve h : % — % bir pseudo BH-cebri monomorfizmast olsun.Eger
Img C Imh ise ho f = g olacak sekilde bir tek f : X — % bir pseudo BH-cebri

homomorfizmasi vardir.

Ispat. Img C Imh oldugu kabul edilsin. O zaman, g(x) € Img C Imh olacak sekilde
bir x € X vardwr. Ayni zamanda her x € X i¢cin h(y) = g(x) olacak sekilde biry € Y
vardir. Simdi her x € X igin
[ X =Y
x = flx)=y
ile tamimli f bagintistmin bir doniisiim oldugu ve ho f = g esitliginin saglandig

gosterilmelidir. O zaman, her x1,xy € X icin x| = xp oldugu kabul edilsin. Ayrica

g(x1) = h(y1) ve g(x2) = h(y2)

icin tek tiirlii tamml yy, yo € Y vardir. Buradan h(y)) = h(y2) bulunur. Diger
taraftan h birebir oldugundan y| = y, elde edilir. Dolayistyla f bir doniigiim olur.

Diger taraftan her x € X icin

h(f(x)) = (ho f)(x)

oQ
—~
)
~—
|
=
—
NG
N—
|

oldugundan ho f = g dir. Simdi f nin bir pseudo BH-cebri homomorfizmast oldugu
gosterilmelidir. O zaman, x1,x, € X alalim

h(f(x1 ©1x2)) = g(x1 ®1x2)

bulunur. Ayrica h birebir oldugundan
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flx1©1x2) = f(x1) ©2 f(x2)

elde edilir. Benzer sekilde,

h(f(xie1x2)) = g(xie1x2)
= g(x1)e38(x2)
= h(f(x1))e3h(f(x2))
= h(f(x1)e2 f(x2))

bulunur ve h birebir oldugundan

flx101x0) = f(x1) @2 f(x2)

elde edilir. Boylece f bir pseudo BH homomorfizmadir. Son olarak f nin tek tiirlii
tamumli oldugu gosterilmelidir. Bunun icin ho fl = g olacak sekilde bir baska fl :
X — % pseudo BH-cebri homomorfizmast oldugu kabul edilsin. O zaman, her

x € X igin
ve buradan

olur. Ayrica h birebir oldugundan f(x) = f (x) bulunur. Sonug olrak f = f elde

edilir.
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7 SONUC

Bu tez calismasinda, ilk olarak pseudo BH-cebirlerinin yapisi, genel 6zel-
likleri, altcebirleri ve idealleri incelendi. Bir pseudo BH-cebrinde bir pseudo
idealin hangi ozellikleri sagladig1 gosterildi. Daha sonra pseudo BH*-cebrinde bir
altkiimenin bir pseudo ideal olmasi icin gerek ve yeter sart verildi. Ayrica bir
bagka ideal cesiti olan pseudo giiclii ideal tanimlanip onun bir pseudo ideal oldugu
gosterildi. Diger taraftan bir pseudo BH*-cebrinden her pseudo idealin bir altcebir
oldugu gosterildi. Bunun sonucu olarak pseudo BH*-cebrinden her pseudo gii¢lii
idealin bir pseudo altcebir oldugu gozlemlendi. Daha sonra pseudo BH-cebrinde
bir pseudo altcebrin bir pseudo ideal ve bir pseudo giiclii ideal olmasi i¢in gerek ve
yeter sartlar verildi. Daha sonra p —ideal ve q — ideal tanimlar1 verilerek bunlarin
ayn1 zamanda birer pseudo ideal oldugu goriildii. Ancak p —ideal BH*-cebrinde bir
pseudo altcebir olurken g — idealin kosulsuz altcebir oldugu gozlemlendi. Pseudo
BH-cebrinde kapali ideal tanimi1 verilerek bir pseudo BH*-cebrinde pseudo ideal,
pseudo giiclii ideal, p —ideal ve g — idealin kapali idealler oldugu sonucuna varildi.
Daha sonra pseudo BH-cebrinde kapali ideal tanim1 yardimiyla her kapali pseudo
giiclii idealin bir pseudo altcebir oldugu goriildii. Bir psedo BH-cebrinde bostan
farkli bir altkiimenin hangi kosullar altinda bir pseudo altcebir ve bir kapali ideal
oldugu gosterildi. Bir pseudo BH-cebrinde K-kismi ve atomlar1 tanimlandi. Daha
sonra bir .2 pseudo BH*-cebrinde K(.Z") = X ve At(Z") = {0} oldugu gosterildi.
Son olarak bir f pseudo BH-cebri homomorfizmasi tanimlayip bir pseudo idealin
goriintiisiiniin vedn goriintiisiiniin de bir pseudo ideal oldugu gosterildi. Ayrica
bir pseudo BH-cebrinde ¢ekirdegin bir pseudo giiclii ideal oldugu goriildii. Daha
sonra kaynaklarda yer almayan pseudo BH-cebrinde homomorfizma teoremleri

tarafimizdan ispatlandi.
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