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OZET

Q ve P polinom fonksiyonlar1 olmak iizere, Q / P bigimindeki rasyonel fonksiyonlarin
integrallerinin sembolik ¢oziimlerine, birinci dereceden mantik yapisi iginde ulagmak
igin uygun yontem aragtinlmustir. Ele alinan yontem, birinci dereceden mantik yapsi
igerisinde tammlanarak clause kiimeleri olugturulmus, bu kiimelerden resolution ilkesi
ile sonu¢ Uretilmigtir. Bulunan sonuglarin dogrulugu gelistirilen onteorem ve
teoremlerle verilmigtir,



ABSTRACT

The aim of this work is to investigate a deductive approach for symbolic integration of
rational functions with the form Q / P, where P and Q are polynomial functions in the
context of first order logic. The correctness of the deductive approach which obtains
symbolic solutions by applying the resolution principle to a clause generated by using
Herbrand Theorem and the rule of integration of rational functions has been

established in a Lemma and theorem.
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1. GIiRIS

Mantiksal Programlama, Yapay Zeka ve Otomatik Teorem Ispatlama galigmalarinin
dogal bir sonucu olarak 1970’li yillarin basinda yaygin uygulama alanlart bulur. Bu
konudaki geligmelere, Herbrand’in 1930 yihnda tanittifi temel teoremler, Davis, -
Putnam, Gilmore ve Prawitz’in 1960’h yillarda gelistirdikleri Resolution prensipleri
ve 1965 yilinda Robinson’un tamittifi Unification Algoritmasimin énemli katkilan
olmugtur ( Davis ve Putnam, 1960 ).

Mantigin bir programlama dili gibi kullanilmasi fikri ise 1972 yihinda Kowalski
tarafindan ortaya atilmigtir,. PROLOG ( PROgraming in LOGic ), bu fikir iizerine
geligtirilen ve sembolik iglem yapabilen ilk bilgisayar dillerinden biridir.

Mantiksal Programlama g¢aligmalar, bilgisayarlarin hizla gelismesi ile uygulama alam
bulmustur. Giiniimiizde bilgisayarlar geligmis hesaplayicilar olmaktan ¢ikip, ¢ok
boyutlu matris iglemlerini, sembolik hesaplamalari vb. yapabilen makineler haline
gelmigtir.

Tez ¢alhigmamizda, O ve P polinom fonksiyonlann olmak iizere, O/P seklindeki
rasyonel fonksiyonlarin sembolik yéntemlerle integralinin hesaplanmasina ¢ahgilmigtir.

Sonuca ulagmak i¢in :

i) Cebirsel olarak bir rasyonel fonksiyonun integralinin alinmasi problemi ve
problemin, mantik ortamina tagimaya en elverigli ¢6ziim yolu aragtinidi.

ii) Olugturulan ¢6ziim yolu birinci dereceden mantik yapisin iginde tammlandi.
iii) Coziim yoluna kargilik gelen temel clause’lar olusturuldu.

iv) Olusturulan temel clause kiimesinden resolution ile ¢6ziim tiretildi.

v) Uretilen ¢dziimlerin dogrulugu, kurulan énteorem ve teoremlerle ispatlandh.
Ele alinan konular tezimizde beg béliim altinda incelenmigtir.

Birinci boliim girigtir.



Ikinci boliimde, rasyonel fonksiyonlarin integralinin ¢oziimiinde kullanilacak cebirsel
yonteme temel teskil eden alt yontemler anlatilmgtir.

Uglincii béliimde, rasyonel fonksiyonlarin sembolik integralini bulmada kullamlacak
yontem olan Horowitz-Ostrogradski yontemi tamtilmugtir.

Dordiincti boliim, birinci dereceden mantik yapisimin tanitimmna  ayrimugtir. Bu
boliimde Herbrand Teoreminden baglanarak Skolem Standart Formu anlatilmug ve
Resolution ilkesi verilmigtir.

Besinci ve son boliimde ise ¢oziim yolu birinci dereceden mantik yapisina tagmnmus,
gelistirilen sembolik yontem anlatilmustir.

Eklere aynlan birinci béliimde, ikinci boliimde anlatilan alt yontemlerin algoritmalar:
verilmigtir. Ikinci ek olarak geligtirilen sembolik yéntemin, REDUCE programlama
dilinde hazirlanan program kodu agiklamali olarak anlatilmugtir.



2. CEBIRSEL YAKLASIM

\

Bu boliimde, rasyonel fonksiyénlaxm integrallenmesi konusunda kullanacagimiz bazt
temel kavramlar cebirsel anlamda incelenecektir. Olugturulan yontemlerin algoritmik
formlan EK-1 de verilmigtir.

2.1. Tek Degiskenli iki Polinomun En Biiyiik Ortak Béleninin Bulunmas:

A ve B, Z[x]halkasina ait, en biiyiik ortak bolenini (ebob) hesaplamak istedigimiz, tek
degiskenli iki polinom olsun. Bu iki polinomun derecesi sifirdan farkh ortak ¢arpam
oldugunu varsayalim, bu durumda A=PQ esitligini saglayacak bir Q polinomu vardir.

2.1.1. Tamim : p bir asal say1, 4 = ZL oa,x' bigiminde bir polinom ve @, = a, mod p

(i=1,2,...,n) olmak iizere, 4,= D, _ a,x' polinomu seklinde tammlanir.

Bu durumda 4, = P,(Q, esitligi gegerlidir. Diger bir deyisle P, 4 ve B ’yi bolerse P, de
A, ve B, ’yi boler. Boylece P, polinomlarin ortak ¢arpani olur, ancak bu durum

polinomlarin ebob’ni oldugunu garantilemez

2.1.1. Ornek : 4 = x-3, B = x+2 igin P = I olur, fakat A5 = Bs = x+2 oldugundan
ebob( As, Bs) = x+2 olur. Oysa Ps= [ dir.

Bu sorunu ortadan kaldirmak i¢in Oncelikle polinomlarin ebob’ninin katsayilarint

sinirlamaya galigmahyiz.

2.1.1. Teorem ( Landau-Mignotte Esitsizligi ) : a; ve b; tamsay1 olmak iizere,

0= zq:b,x’ , P= Zp:a,x‘ polinomunun bir béleni olsun. Bu durumda Landau (1905)
i=0 i=0

ve Mignotte (1974, 1982) tarafindan verilen agagidaki egitsizlik gegerlidir (Davenport,

Siret, Tournier, 1993).

q allp
pX ‘b.lszq—p Y a?
=o't |8, =0



MR

2.1.1. Sonu¢ : 4 =

al.xi ve B =% bl.xi polinomlarinin ebob' ninin tiim
i

0" " i=0

katsayilars

2P ehob(a, b/,)mm[, I Za, ,

|\/Z”’]

ile siirhdir (Davenport, Siret, Tournier, 1993).

MR

2.1.2. Sonug¢ : 4 =

aixi ve B = X% bixi polinomlarinin ebob’' ninin tiim
i

0 i=0

katsayilan

2mm(a,ﬂ)ebob(ao,bo)min(| | Zai ,Ib , \/sz}
)

ile sinrhidir (Davenport, Siret, Tournier, 1993).

Iki polinomun ebob’ninin katsayilari, polinomlann kendi katsayilarindan daha biiyitk
olabilir.

2.1.2. Ornek :
A =X'+3x"+2°-26F-3%-1 = (e+ 1)*(x-1)
B = x%+ 317+ 3x*+ 2%+ 33+ 3x+ 1 = (x+ 1) (Px+ 1)
ebob(A,B) = x*+ 4+ 6+ 4+ 1 = (x+1)*

2.1.2. Tamm : P, P(x)=a.x"+a,x"'+ . . .+a;x+a, bigiminde tammh bir fonksiyon

olsun. Bu durumda a, katsayisina P polinomunun bas katsayis1 ad1 verilir.

2.1.1. Onteorem : Eger p, ebob(4,B) nin bas katsayisim bélemez ise ebob(4,,B,) nin
derecesi, ebob(A , B)’nin derecesinden esit ya da biyiktir (Davenport, Siret,
Tournier, 1993).



Yukanda verilen 6nteoremi kullanabilmek i¢in ebob’ni ( en azindan ebob’nin bas
katsayisim1 ) bilmemiz gerekmektedir. Bunun yerine kullammi daha kolay olan
asagidaki sonucu verebiliriz.

2.1.3. Sonug : Eger p, A ve B’nin bag katsayilarim1 bélemezse ( birini bélebilir ancak
her ikisini de bolemez ) ebob(4 ,, B, )’nin derecesi, ebob(4,B)’nin derecesinden

biiyiik ya da egsittir (Davenport, Siret, Tournier, 1993).

Yukanda verilen lemma ve sonuglara dayanarak, hesapladifimiz ebob’nin
dogrulufunu kontrol edebiliriz. ESer hesapladiZimiz sonucun derecesi ebob(4,
,Bp)’nin derecesine esitse ( burada p, Sonug 2.1.3’li saglhiyorsa ) ve sonug 4 ve B’yi
bolityorsa ebob’dir.

2.1.2. Onteorem : C = ebob(4,B) olsun. Eger p, Sonu¢ 2.1.3%% saghyor ve
'Res(4/C,B/C)’yi bolemiyorsa C, = ebob( A,, B,) dir (Davenport, Siret, Tournier,
1993).

2.1.3. Tamm : Eger ebob( 4, , B, )=ebob( A, B ), ise bu problemin indirgemesine iyi
indirgeme, aksi halde zayif indirgeme denir.

Ozel olarak, eger 4 ve B aralarinda asalsa, 4, ve B, aralarinda asal olacak sekilde her

zaman bir p bulunabilir.

2.2. Square-Free Aynistirmasi

2.2.1. Tamm : R, sifir karakteristikli bir integral halkasi olmak tizere, P € R(x)

polinomunu alallm. P polinomuP = fI(x—a,)"’ seklinde yazilabilir. 71 olacak
’ i=1

sekilde (x - a,)"' ¢arpanlarina P polinomunun katl: garpanlar: denir.

P e R(x) olsun. Bu durumda P’nin kath garpanlan olabilir. (Yani Q bir polinom olmak
tizere 07 , P yi bolebilir.)

! Res(fg) ile f ve g fonksiyonlarinin resultant: kastedilmistir, Resultant kavram: 2.3, Bolimde
ayrintih olarak agiklanacaktir



P ’nin
P=[](x-a)"
i=1

bigiminde lineer carpanlarin bir ¢arpimui olarak yazlabildigini kabul edelim. Bu
durumda P’nin tiirevi

n

P = Z n,.(:::—cz,)""‘l_l(x—a,.)"J
i=1 j=1
%

olur.

2.2.1. Onteorem : V i igin ebob(P,P)= H (x—a,)"" olarak yazlabilir.
i=1

Ispat : Agiktir ki V 7 igin (x —@,)"™ hem P hem de P’ “nii boler. Ayrica P’yi bolen
her polinom m < n; olmak lizere (x-a)” garpanlarindan olusmalidir. Burada m=n;
olamaz ¢iinkii (x—a,)”, P’ ‘niin biri harig biitiin terimlerini bolebilir, yani P 'mia
bélemez. O halde

ebob(P,P)= H(x —-a)""!
i=1
seklinde olmalidir. O

= l—[ (x —a;) olur (Davenport, Siret, Tournier,

2.2.1. Sonug : V iign W L1

1993).

Acikga P/ ebob(P, P') ye Q dersek

ebob(Q,ebob(P,P))= ﬁ (x-a,)

n>1



elde ederiz ve buradan

i=

0 e
chob(ged(P, ) ~ L1~

esitligini buluruz.

Sonug 2.2.1 esitliginin sol tarafi P’nin tiim tek kath carpanlanm igerir. Eger P'ye
uyguladiimiz tiim iglemleri ebob(P,P) ne uygularsak, ebob(P,P) niin tim tek kath
carpanlarini elde ederiz. Bunlar aynt zamanda P’nin ¢ift kath garpanlan olur. Aym
sekilde devam ederek P’nin tiim ¢ kath, dort kath vb.. ¢arpanlan da elde edilebilir.

Genel olarak R(x)’de P; ler P’nin i kath ¢arpanlan olmak iizere, basit islemlerle, P’yi
I1P; formuna ayngtirabiliriz. P’nin bu ayrisiminda her P; kath garpan degildir ve P, ler
aralarinda asaldir,

2.2.2. Tanmm : V i igin, P; ler aralarinda asal ve kath ¢arpan olmamak {izere P=IIP/
ayngtirmasina square-free ayngtirmasi denir.

2.3. Resultant

Aralarinda asal iki polinomun, ortak ¢arpanlarinin olup olmadifina karar verebilmek
icin bilgisayar cebrinde Resultant kavrami kullanilir,

fix) ve g(x) , katsayilan R halkasinda olan iki polinom olsun. f = Za,x’ ve
i=0
g=2.bx' seklinde yazabiliriz.
i=0

2.3.1. Tammm : f ve g’nin Sylvester Matrisi asagidaki sekilde tammhidir. Bu matrisde

m satir a;’lerden, » satir b;’lerden olusur.



a, a,, a, ) 0 0 0
0 a, a,, a, a 0 0
0 0 a, a,, a, a, 0
10 0 0 an an—l al aO
bm bm~l bl bo 0 0 0
0 b m bm-—l bl b° 0 0
0 O b, b, . b B O

L 0 0 0 bm bm—l bl bo S(m+n)x(m+n)

2.3.2. Tammm : f ve g’nin resultant:, Res(f,g) seklinde yazilir, fonksiyonlara kargihk
gelen Sylvester Matrisinin ( bir degigsken igeren ) determinantidir.

2.3.1.Ornek : f= (x+1)(x-2) =x*-x-2 ve g = (x-1)’(x+2) = x’ - 3x + 2 olsun. O
halde bu iki fonksiyonlarinin resultanti, Sylvester Matrisinin determinantidir.

1 0 -3 2 0
01 0 -3 2
1 -1 =2 0 0|=16=Res(g, f)
01 -1 -2 0
00 1 -1 -2

2.3.1. Onerme : Res(fg) ile Res(g,f) isaret farkiyla birbirlerine esittir (Davenport,
Siret, Tournier, 1993).

2.3.2. Onerme : f ve g’nin ortak garpanlanmin olabilmesi igin gerek ve yeter kosul
Res(f,g) = 0 olmasidir (Davenport, Siret, Tournier, 1993).

23.2.Ornek : f= (x+D)(x-2) =x* -x-2 ve g= (x+1)’(x+2) =x* + 42 + 5x +2
olsun. f ve g ortak garpan icerdiginden Onerme 2.3.2. geregi Res(g,)=0 olmalidir.
Yani fonksiyonlara karsilik gelen Sylvester Matrisinin determinanti 0 olmalidir.



1 4 5 2 0

.. o1 4 5 2
Res(g,f)=11 -1 -2 0 0|=0

61 -1 -2 0

0O 0 1 -1 -2

2.3.3. Onerme : Eger a;ler £ ’in kokleri ise
Res(f.8) =ay]]g(a)
i=1

dir (Davenport, Siret, Tournier, 1993).

2.3.4, Onerme : Eger ’ler g nin kokleri ise
Res(f,8) = -D"s, 11 £(8)
i=1
dir. (Davenport, Siret, Tournier, 1993)

2.3.5. Onerme : Res(f,g)= a,',"b;',HH(ai —f;) (Davenport, Siret, Tournier,

i=1 j=1

1993).

2.3.3. Tamm : f “nin diskriminants, Disc(®=a>"*[ ][ [(«, - «,).
i=1 j=1
ixjf

2.3.6. Onerme : Disc(f) eR olmak iizere, Res( f, f’ )=a,Disc( f ) dir (Davenport,
Siret, Tournier, 1993).

2.4, Cinlilerin Kalan Teoremi

Bu kesimde Cinlilerin Kalan Teoremini algoritmik olarak inceleyerek ilerideki
konularda kullanacagimiz algoritmalar i¢in bir zemin olusturmaya caligacagiz. Bu
teoremin kullanacafimiz iki ayn durumunu ( tamsay1 ve polinom durumu ) ayn ayn
ele alacagz.
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2.4.1. Teorem ( Cinlilerin Kalan Teoremi - tamsay: durumu - ) : M ve N
aralaninda asal iki tamsayr -olsun. Bu durumda her (a,6) tamsayr ¢ifti igin
x=c (mod MN) olacak sekilde bir ¢ tamsayisiiin bulunmasi igin gerek ve yeter kosul
x=a (mod M) ve x=b (mod N) olmasidir ( Davenport, Siret, Tournier, 1993 ).

2.4.1. Sonug : N;, ..., N, ikiger ikiger aralarinda asal ve a; , ... , a, herhangi
n
tamsayilar ise x = ¢ (mod JJ Ni ) olacak sekilde bir ¢ tamsayisinin bulunmasi igin
i=1

gerek ve yeter kogul her i igin x = @; (mod &, ) olmasidir ( Davenport, Siret, Tournier,
1993 ).

2.4.2. Teorem ( Cinlilerin Kalan Teoremi - genellestirilmis durum - ) : M ve N iki
tamsay1 olsun. Bu durumda her (@,5) tamsay ¢ifti igin a#b (mod ebob(M,N)) olmak
tizere, x=a (mod M) ve x=b (mod N) ozelliini saglayan bir ¢ tamsayisinin
bulunabilmesi igin gerek ve yeter kosul x=c (mod okek(M,N)) olmasidir ( Davenport,
Siret, Tournier, 1993 ).

2.4.3. Teorem ( Cinlilerin Kalan Teoremi - polinom durumu - ) : M ve N
aralarinda asal iki monik polinom olsun. Bu durumda her (a,b) polinom ¢ifti igin
x=c (mod MN) olacak sekilde bir ¢ polinomunun bulunmasi i¢in gerek ve yeter kosul
x=a (mod M) ve x=b (mod N) olmasidir ( Davenport, Siret, Tournier, 1993 ).

24.2. Sonug : N;, ..., N, ikiger ikiger aralarinda asal polinomlar ve a; , ... , an
n

herhangi polinomlar ise x=c (mod JJ Nz') olacak sekilde bir ¢ polinomunun
i=1

bulunmas: igin gerek ve yeter kosul her i igin x= a; (mod N; ) olmasidir ( Davenport,
Siret, Tournier, 1993 ).

2.4.4. Teorem ( Cinlilerin Kalan Teoremi - genellestirilmis durum - ) : M ve ¥ iki
polinom olsun. Bu durumda her (a,5) polinom ¢ifti igin a#b (mod ebob(M,N)) olmak
tizere, x=a (mod M) ve x=b (mod N) oOzellifini saglayan bir ¢ polinomunun
bulunabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul x=c (mod okek(M,N)) olmasidir ( Davenport,
Siret, Tournier, 1993 ).
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2.5. Genisletilmis Euclidean Algoritmasi

Euclid Algoritmasma gore a ve b seklindeki iki tamsayinin ebob’ni agagidaki bigimde

hesaplanir.

1. abs(a) < abs(d) ise

2.t:=a
3.a:=b
4.b:=t¢

5. r <> 0 oldugu stirece

6. t . = kalan(a,b)

9. ebob:=a

Burada kalan fonksiyonu ile a / b boliimiinden kalan sonu¢ hesaplanmaktadir. abs
fonksiyonu ise bilinen “mutlak deger” fonksiyonudur. Bu algoritma sadece basit bir
ebob hesab1 yapmakla kalmaz. a ve b degerleri, her adimda, baglangi¢ degerlerinin bir
lineer kombinasyonu olurlar. Bu ozellikten de yararlanarak Genigletilmis Euclidean
Algoritmasin1 agagidaki sekilde yeniden olugturabiliriz.

Bu algoritmada [ .. ] ile say1 giftleri gosterilmekte, der fonksiyonu ile polinomun
derecesi kastedilmektedir. A ve B ise a ve b degerlerine karsilik gelen baslangic
degerleridir. Algoritma sonucu ilk donen deZer ( burada a ) a ve b’nin ebob’ni olup
ikinci bulunan deger ( burada A ) [u,v] say: ¢iftini tutar. Eger a ve b’nin ebob’nine p
dersek, donen degerler p=ua+vb esitligini saglarlar.

1. der(a) < der(b) ise

2.t:=a



4.b:=t

5.A:=[0,1]

6.B:=[1,0]
7. aksi halde

8. A:=[1,0]

9.B:=[0,1]

10. r <> 0 oldugu siirece
11. ¢ : = kalan(a,b)

12.T: = A-[a/b]B

13.a:=b
14.b:=t¢
15.A:=B
16 B:=T

17. Sonug olarak a ve 4 degerlerini al, akist durdur.



13

3. RASYONEL FONKSiYONLARIN iNTEGRALLENMESI

Her f rasyonel fonksiyonu, P, Q ve R, R=]T_ (x-a,)" olacak bigimde birer polinom

fonksiyonlari, Q ve R aralarinda asal ve Q’nun derecesi R’nin derecesinden kiigiik
olmak tizere, P+ O /R formunda yazlabilir. Biliyoruz ki

f(f+g)=ff+fg (1)

esitlii gegerlidir. Ancak cebirsel integrasyon kuraminda bu her zaman dogru degildir.
I(f + g) nin integrali varken _f f ve I £ nin integralleri olmayabilir.

3.1. Ornek : Ix" +log(x)x*=x" olmasina kargilik I x* ve Ilog (x)x™ tek baslarina
( sonlu formda ) integralleri yoktur.
Aslinda (1) esitlii ¢ integralden ikisinin integrali varsa kullanilmalidir. Oysa bir P

polinomu her zaman sonlu bir integrale sahiptir, bu sebepten f=P veg=0 /R igin

(1) esitligi her zaman saglanir.

Bu durumda f°’nin integrallenmesi problemini ¢ok daha kolay olan, P polinomunun ve

O/R rasyonel fonksiyonunun integrallenmesi problemine indirgemis olduk.

3.1. Horowitz - Ostrogradski Yontemi

J'Q/R integralinin hesaplanabilmesi igin Horowitz (1969,1971), Rus matematikgi

Ostrogradski tarafindan da bilinen agafidaki yontemi vermigtir.

Bu yontemin amaci IQ/R integralini O, / R; + IQZ !/ R, formuna indirgemektir.

Burada kalan integral ¢oziildiigiinde sadece logaritmik toplamlar ierepektir. Ayrica
biliyoruz ki R; bir s indirgqnmis olarak R ile aym garpanlan igerirken, R> hig bir
kath garpan igermez. Bu sebepten RiR; , R'nin tiim carpanlarim verir. Square-free
ayristirmast geregi  R;=ebob(R.R), ve R;= R / ebob(R,R) olarak tammlanabilir. O
halde
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[Q/R=0i/Ri+ [0, IR,
i¢in tiirev alarak
Q/R=(Q;/R;) +Q:/R,
=Q//R; -OLR//R?+ Q2/R;
= (Q/.R:- 01.S + O2R;) /R

elde edilir ki burada S = R/.R;/R; dir ( buradaki bélme islemi kalansizdir ). Boylece

problemimiz

Q = Q/.Rg - QIS + QZ.RI (2)

polinomunun ¢6ziimii problemine indirgenmis oldu. (2) esitliinde Q, S, R;, ve R;
biliniyor, O, ve Q> bilinmiyor ancak tespit edilebilir ; $oyle ki m ve n sirastyla R; ve

Ry’nin dereceleri olmak tizere Q; ve 0>’nin dereceleri m ve n” den kiigiiktiir. Boylece
m-1 n-1

Q =Y.ax ve Q, =Y bx' seklinde yazlabilir. (2) denklemi m+n bilinmeyenli
i=0 i=0

m-+n lineer denklem igeren bir sistem olarak yeniden yazlabilir. Son olarak bu sistem
¢ozilerek _"Q /R integrasyon problemi IQZ / R, integrasyonu problemine
indirgenebilir.

3.2. Logaritmik Kismin Coziimii

Yukanidaki yontem ile JQ/R integralini Q; /R; + I Q, / R, formuna getirmis ve

kalan integral ¢ozildugiinde sadece logaritmik toplamlar igereceginden bahsetmistik.
Simdi kalan integralin ¢6ziimiine nasil ulagacafimza bakalim.

Kabul edelim ki

IQ/R=zn:c, logv, 3)
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integralin bir ¢6ziimi olsun. Burada c;‘ler sabit, v;'ler ise rasyonel fonksiyonlardir.
Ancak log(a / b) =loga - logh oldugundan genellifi bozmadan v;‘lerin polinom
fonksiyonlan olduklarim séyleyebiliriz. Bunun diginda v;‘lerin aralarinda asal oldugunu

ve tiim ¢; sabitlerinin birbirlerinden farkh olduklarim varsayabiliriz.
(3) denkleminin tiirevini alarak

Q/R=3 % 3)

i=1 V;

elde edilir. Burada v;‘leri square-free kabuliimiiz, bu toplamin sadelegtirilemeyecegini
gerektirirken, v/‘lerin aralarinda asal olmast kabuliimiizde bu toplamda hi¢ bir
sadelestirmenin yapilamayacafim gerektirir. Bu gerektirmeler sonucunda v;‘ler R’nin

tim carpanlari olmalhidir. Yani R = H .V, yazlabilir. Buradan v; ¢arpanlarm
tirevlersek R =Zv,'u, olur ki burada u; = H jei¥; dir. (3" ) denkleminde payda

diizenlenecek olursa Q =Y c,v/u, elde edilir.'Q ve R igin elde edilen bu iki egitlik
agafidaki dediikstyonlarn saglar :

v, = ebob( 0,v; )
= ebob( Q-Z cviu,, vi)
= ebob( Q-c.vi ur, Vi) , diger tiim uler v;‘lara boliinebildiginden
= ebob( Q-c, Y, Viu;, i) olur. Benzer olarak
= ebob( Q-c. R, vi.) elde edilir.
Bu hesaplamalann yardimiyla asagidaki hesaplamalan yapabiliriz :

ebob( Q-ciR , R) = ebob( Q- R, []~,v,)

= H " ebob(Q-ct R , v; ), v; ler aralarmda asal
olduundan
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= ebob( O-c: R, v ), diger tiim terimler yok oldugundan
_—
olur.

Bu durumda eger c;lar biliniyorsa v‘lar hesaplanabilir. Burada c;‘lar
ebob(Q-yR,R)#1 degerlerine karsilk gelen y’lerdirler. Bu y degerlerini resultant
yardimiyla hesaplayabiliriz. Res, ( O-yR', R ) polinomunun kokleri c; sabitlerini verir.
c; sabitleri ile tespit edilen v;‘lar (3) denkleminde yerine yazilarak

JOIR=0Q IR +[0, 1R =0 IR +T 1 ¢, 108V, @
rasyonel fonksiyonun integrale ulagilmig olur.

3.2.1. Ornek : f= (x+3) / (x**+2x+1) olmak iizere _[ f integralimi yukanda verilen

Horowitz - Ostrogradski yontemini kullanarak hesaplamak igin oncelikle R’ = 2x+2
tiirevi hesaplanir. Buradan R, = ebob(R,R )=x+1 , R; =1 ve R, = R/ R; = x+1
sonuglan elde edilir. R;’in derecesi m=1, R,’nin derecesi ise n=1 dir. Q; ve Q> yi
tespit edebiliriz.

Or=2.%ax =a, ve Q2= ), " bx' =b, Ayrica Qs = 0 ve S = 1 oldugu da
agiktir. Buldugumuz bu degerleri yerine yazarak :

0=0\R-01S+ Q:R,
=0.R;-ap.1 +bo(x+l)
=box+(bo -ao)=x+3

elde edilir. Buradan by= 1, a,= -2 dolayistyla O, = -2 ve Q> = 1 sonuglan elde
edilir. O halde f rasyonel fonksiyonunun integrali

_[f =0 /R + szle= '2/(x+1)+I;%:Idx
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olacaktir. Ancak kalan integralin hesab1 i¢in “logaritmik kismin ¢6ziimii” adh
kesiminde anlatilan yontem uygulanmalidir. Yontem geregi R, = 1 hesap edilmeli,
daha sonra Res,(1-y,x+1)=y+1 polinomu bulunmalidir. Bu polinomun kékii bize c;
sabitinin deZerini verecektir. Burada y=1 oldugundan c;=1 olacaktir. Buradan v,
polinomu v,=ebob(0,x+1) esitliinden hesap edilebilir. v;=x+1 seklinde bulunur. O

halde kalan integralin sonucu IQZ / R, = log(x+1) olur. Dolayisiyla f rasyonel
fonksiyonunun sembolik integrali I f=0;/R; + _[Qz /R, = -2/ (x+1) +log(x+1)
olarak bulunur.

3.2.2. Ornek : f= (x’-3x+2) / (x’+4x°+ 5%+ 2) olmak tizere f ‘nin rasyonel integralini,
yukanida anlatilan yontemi adim adim izleyerek agagidaki gibi hesaplayabiliriz.

Q= x"-3x+2

R=x’+47+5x+2

R = 3+8x+5

R; = ebob(RR) =x+1, m=derece(R;)=1, R/ =1

R,=R/R, =xX*+3x+2, n =derece(R, )= 2
O = Z;Loaixi =a, , QI/ =0

Q=D 10bx =b, +bx

S=R/R,/R;=x+2

Q =x-3x+2 = Q/Rs - Q1S + QuR; = - ag (x+2) + (bo+bx)(x+1)

Q = x’b; + x(br+bo-ay) + (bo - 2a0)

b, =1, by+bpap= -3, by - 2ap = 2 denklem sistemi elde edilir. Sistem ¢6ziilerek

by=-10, &, = 1, ap = -6 bulunur. Buradan
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jQ /R = x_+61 +I 2 3:_—3’1‘(:_ > Jolur. Kalan integralin ¢oziimi igin
Q,=x-10

Ry=x"+3x+2

R/=2x+3

Res(Q:-yRS ,R;) =Res([x-10]-y[2x + 3], X+ 3x+2)=-y'+ y+ 132
Bu denklemin kokleri ¢; = - 11, c; = 12 olarak bulunur.

v; = ebob(Q:-ciR{ ,R2) =x+ 1

v, = ebob( Q> - c2R/, R;) =x+ 2 olur.

O halde

x?=3x+2 -6
jf_jx,+4x2+5x+2_x+1+121og(x+2)—1110g(x+1)

sonucu elde edilir.
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4, BIRINCI DERECEDEN MANTIK

Bu bolimde kullanilan tiim tanim, teorem ve o6nermeler “Birinci Mertebeden Dogrusal
Diferensiyel Denklemlere Dedaktif Yaklagim” (Tolga Giiyer, 1996) adli Bilim
Uzmanlig Tezinden alinmgtur.

4.1. Temel Kavramlar

Birinci dereceden mantiin bir konu izerine uygulanmasinda kullanilan dilin
sembolleri, konunun nitelifine gore deZiskenlik gostermektedir. Ancak kullamlan
temel kavramlar, birinci dereceden dil olarak adlandinlan bu dillerin tiimiinde
ortaktir. Bu kavramlan agagidaki gibi siralayabiliriz:

(1) Degisken sembolleri.
(i) Sabit sembolleri.
(iii) Fonksiyon sembolleri.

(iv) Predicate sembolleri.

€C 23 ¢C ¥ €6 9% 46 ted

(v) Baglag sembolleri  : “=7, “A”, “V7, “”, “©”,

(vi) Niceleyici sembolleri : “V?”, “3”,

gy 2 (14 )7, cc 2

(vii) Noktalama sembolleri : . ,

Degiskenler ve sabitler, birinci dereceden mantiin en kiigitk birimleridir. Fonksiyon
ve predicate sembolleri, deZisken, sabit ya da fonksiyon sembollerini bilesen olarak
bulundurabilirler.

Baglag sembollerinin anlamlan, 6nermeler mantifindaki ile aymdir. “—” : ‘degil’
semboli, “A” : ‘ve’ sembolil, “v” : ‘veya’ sembolii, “—” : ‘gerektirme’ sembolii ve
“e” : “6ift yonli gerektirme’ semboliidiir. Niceleyici sembollerinden “V” evrensel

niceleyiciyi, “J” ise varlik niceleyicisini sembolize etmektedir.
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Bu boliimde verilen tammlarda, predicate sembolii olarak “p”, “q”, “r’; fonksiyon
Semb()lﬁ olal.a_k C‘f” “gQI’ ¢6h77’ ‘(k” ,?’j7,; degl'sken sembolﬁ olarak G‘x,,, “y’,, ,,Z,,’ ,’u,,, ”v’7

ve sabit sembolii olarak “a”, ”b”, “c” harfleri kullanilacaktir.

4.1.1. Tammm : Zerim, 6zyinelemli olarak agafidaki gibi tanimlanir:

(i) Bir sabit, bir terimdir.

(i) Bir degigken, bir terimdir.

(iii) f bir n-bilegenli fonksiyon sembolii ve ty, ..., t, terimler olmak tizere f (i, ... ,ta)
bir terimdir.

Eger bir terim higbir degisken igermiyorsa kapali terim adim alir.

4.1.1. Ornek : f,g ve h fonksiyon sembolleri; a, b sabitler ve x, y degiskenler olmak

lizere agagidakiler birer terimdir:
g( £ (eh(xy), fg(x.y).y)
h(f(a).g(a,h(a,D))).

Terimlerin gosteriminde karsiagilan en oénemli giigliik, biiyilk terimlerde i¢ ige
yazilmalardan kaynaklanan parantez karmagasidir. Bu gibi durumlarda, terimlerin
agac yapist bigimindeki gosterimleri ile, onlarin oldukga agik ve anlagilabilir olmalarini
saglayabiliriz. Ornek olarak, f(h(x,y),g(f(x.y,2),2).y) teriminin aZa¢ yapist bigimindeki
gosterimi  Sekil 4.1.”de verilmigtir.

Agag yapstyla gosterilen bir t terimini goz 6niine alirsak, yapinin en iistjinde yer alan
terim, t’nin kokit adim alir. Kokiin alt kisimlarinda yer alan diger teriml;er ise diigiim
admi alr. Terimin Ozyinelemli tammni diginecek olursak, bu ygpida bulunan
dugiimler de, kendi altlannda yer alan duZumlerin olugturduklan afa¢ yapilarinin
kokleri olacaktir. Diger bir deyisle, bir teﬁmin'l'a,gag yapisindaki gosteriminde, ug
noktalarda yer alan digiimlerin digindaki tiim diigiimler, ayn1 zamanda birer koktiirler.
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Sekil 4.1. Terimlerin agag yapist bigimindeki gdsterimleri.

4.1.2. Tamim : Aga¢ yapisinda verilen bir terimin, kokiiniin ve her bir diigiimiiniin
agagidaki kurallar yardimi ile numaralandinimasiyla olugan gosterimine o terimin
belirli agag gosterimi ad: verilir,

1. Terimin kokii O tamsayist ile numaralandiniir. Kokiin altinda yer alan her bir
digim soldan safa dogru artan swa ile 1°den baslayan tamsayilarla

numaralandirilir.

2. Bir n tamsayisi ile numaralandinlmig olan bir dufimiin altinda yer alan diger
digimler, soldan safa dofru artan sira ile 1’den baglayan tamsayilarla
numaralandirihr.

4.1.2. Ornek : f(g(x,y).h(a,b,c),z) teriminin belirli aga¢ gosterimi Sekil 4.2.°de
verilmigtir.

x1 4 alb2c3

Sekil 4.2. Terimlerin belirli aga¢ gosterimleri.
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4.1.3. Tamm : Bir (iyi tammli) formiil 6zyinelemli olarak agagidaki gibi tammlanir :

(i) p bir n-bilegenli predicate sembolii ve t;,...,t, terimler olsun. Bu durumda p(ts,...tn)
bir formiildiir. (Bu formiile atomik formiil adi verilir.)

(i) F ve G iki formiil olsun. Bu durumda (-F), (FAG), (FvG), F—G) ve F-Q)

birer formiildir.
(iii) F bir formiil ve x bir degigken olsun. Bu durumda Vx(F) ve 3x(F) birer formuldiir.

4.1.3. Ornek : p ve q predicate sembolleri, f bir fonksiyon sembolii ve x, y
degiskenler olmak tizere agafidakiler birer formiildiir :

Vx Vy (p(x,f())— q(x))

= (@x ()= aE (7))

Terimlerin oldugu gibi atomik formiillerin de belirli aga¢ gdsterimleri tanimlanabilir.

4.1.4. Tanim : p bir n-bilesenli predicate sembolii ve t;, t, ... ,t, terimler olmak tizere
p(ty, t2, ... ,tu) atomik formilini géz ontne alahm. t], t;,...,t! swrastyla ty, tp, ... ,ta
terimlerinin belirli aga¢ gosterimleri olsun. Bu durumda, Sekil 4.3.’de verilen yapiya,
p(ts, t2, ... ,t,) atomik formiliiniin belirli agag gosterimi denir. Bu gosterimde p’,

belirli agag yapisimn kok predicate’i adim alir. Burada p’nin iizerinde yer alan “p
sembolii, p’nin bir predicate oldugunu vurgulamaktadir.

P
T

t; t, ...t
Sekil 4.3. Atomik formiillerin belirli aja¢ gosterimleri.

4.1.5, Tanmm : F bir formil olmak tizere, Vx’in -Ix’in- Vx(F) -Ix(F)- igindeki
alam F’dir. Bir degigkenin bir formiil igersinde szl olarak bulunmast demek, ya o
degiskenin bir niceleyicinin ardindan gelmesi, ya da bir niceleyicinin alani igersinde

bulunmas1 demektir.
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Eger bir degisken bir formiil igersinde sinirli degilse serbest adim alir.
4.1.6. Tamim : Higbir serbest degi§ken igermeyen formiile kapalz formiil ad1 verilir.

4.1.7. Tamm : Bir atom ya da o atomun degiline bir Jiteral ad1 verilir. Pozitif literal

atomdur. Negatif literal ise atomun degilidir.

4.1.8. Tammm : Her bir L; bir literal ve xy,...,%; ; LivLov...VLy igindeki degiskenler

olmak tizere,
Vx1... Vx(Liv...vLp)
bigimindeki formiile bir clause adi verilir.
4.1.4. Ornek : Asagidaki formiiller birer clause’dur:
VxVyVz (p(ey)va(2)v—r(x.2))
VVyVz(p(ey)v—q(f (x.y),2) vi(z))
4.2, Birinci Dereceden Mantikta Bir Formiiliin Yorumlanmas:

42,1, Tamm : Bos olmayan bir D kiimesine bir yorumlama bélgesi adh verilir.
{T,F} kiumesi ise sirasiyla “dogru” ve “yanliy” dogruluk degerlerinin kiimesini
gostermektedir.

4.2.2. Tanmm : Birinci dereceden mantikta bir F formiiliiniin yorumlanmasi, bir D
yorumlama bolgesi ile F igindeki her sabit, fonksiyon sembolii ve predicate semboliine
asaghdaki bicimde bir “defer’ atanmas: biciminde gergeklestirilir :

(i) Her sabite D’nin bir eleman atanir.

(@ii) D*={(x1,...,%a) | x1€D,...,xn€D} olmak iizere, her n-bilegenli fonksiyon semboliine
D" den D’ye bir doniigiim atanr,

(iii) Her n-bilegenli predicate semboliine D”den { T , F } kiimesine bir donjigiim

atanir,
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Bu tammdan sonra, niceleyicilerin kazandiklar1 anlamlar daha agik olarak su gekilde
ifade edilebilir : Bir F formiilinin, bir D yorumlama bolgesi Uzerinde
yorumlanmasinda Vx, “D igindeki her x eleman: i¢in” ve Jx, “D iginde bir x elemam

vardir.” anlamim tagir,

Genel olarak bir D yorumlama bolgesi tizerinde bir formiilin herhangi bir
yorumlamasinda formiile T ya da F degerlerinden birisi agagidaki kurallar yardimi ile

atanir :

1. Eger G ve H formiillerinin dogruluk degerleri T ya da F olarak hesaplanmigsa,
-G, GaH, GvH, G—>H ve GoH formiillerinin dogruluk degerleri Cizelge 4.1.
kullanilarak hesaplanabilir.

2. Eger G formiiliiniin dogruluk degeri D igindeki her d elemam i¢in T oluyorsa,
VxG formiiliiniin dogruluk degeri T dir; aksi durumda VxG formiilis F degerini
alir.

3. Eger G formiliniin dogruluk degeri D icindeki en az bir d elemam igin T
oluyorsa, IxG formiiliintin dogruluk degeri T dir; aksi durumda IxG formiili F
degerini alir.

4.2.3. Tammm : Kapalt bir G formiilii, bir I yorumlamasinda T degerini aliyorsa I’ya

G’nin modeli ad1 verilir.

G H -G GnH GvH G—-H GoH
T T F T T T T
T F F F T F F
F T T F T T F
F F T F F T T

Cizelge 4.1. Formiillerin dogruluk degerlerinin hesaplanmasi.

4.2.4. Tammm : G bir formiil ve I bir yorumlama olsun. Bu durumda,
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Eger 3(G) I"da dogru ise G formiilii I'da saglanabilir denir.

Eger V(G) I’da dogru ise G formiilii I'da gegerlidir denir.

Eger 3(G) I’da yanls ise G formiilii I’da saglanamaz denir.

Eger V(G) I’da yanhsise G formiilit I'da gegersizdir denir.

4.2,5. Tamm : S kapali formillerin bir kiimesi ve I bir yorumlama olsun. Eger I,

S’deki her formtil igin bir model oluyorsa I’ya S’nin bir modeli denir.

4.2.6. Tamm : S kapali formiillerin bir kiimesi olsun. Bu durumda;

e Eger S i¢in model olan en az bir I yorumlamasi1 varsa S saglanabilir denir.

e Eger S igin her I yorumlamas: bir model oluyorsa S gegerlidir denir.

e Eger S igin model olan higbir I yorumlamas: yoksa S saglanamaz denir.

o Eger S i¢in model olmayan en az bir I yorumlamas1 varsa S gegersizdir denir.

4.2.7. Tamim : S kapah formiillerin bir kiimesi ve F kapal: bir formiil olsun. Eger her I
yorumlamasi i¢in, I’nin S igin bir model olmasi, I’min F igin de bir model olmasim

gerektiriyorsa, F’ye S’nin mantiksal sonucu denir,

4.2.1. Onerme : S kapah formiillerin bir kiimesi ve F kapali bir formiil olsun. Bu
durumda F’nin S’nin mantiksal sonucu olmas: igin gerekli ve yeterli kogul, SU{—F}

kiimesinin saglanamaz olmasidir.

4.2.1. Ornek : S={p(»), Vx (-p(x)vq(x))} ve F=q(¥) olsun. S’nin mantiksal
sonucunun F oldugunu gosterecegiz. I, S i¢in model olan herhangi bir yorumlama
olsun. Bu durumda p(y), I’da dogrudur. Bununla beraber Vx (—p(x)vq(x))’de I’da
dogru oldugundan, —p(y)vq(y)’da dogru olacaktir. Buradan q(y)’nin da I’da dogru
oldugu sonucu ¢ikar. O halde, Tamim 4.2.7. geregince, F, S’nin mantiksal sonucu

olur.
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4.3. Prenex Normal Formu

4.3.1, Tamm : Birinci dereceden mantikta bir F formiiliniin Prenex normal

Jormu’nda olmasi igin gerekli ve yeterli kogul F’nin

Quxi . .. Quxa (M)

bigiminde olmasidir. Burada her bir (Qix;), i=1,...,n, (Vx;) ya da (3x;) niceleyicilerinden
birisi ve M higbir niceleyici icermeyen bir formiildiir. Burada, Qux; . . . Qux
‘bolimiine formilliin niceleyiciler boliimii, M’ye ise formiliin matris bolimii adi
verilir.

4.3.1, Ornek : Asagdaki formiiller Prenex normal formundadir ;
VxVyVz(pxy)va0.z)v—r(x,2))
VxVy (p(ey)v—q(f (x.p)y) vi(x))

Birinci dereceden mantikta herhangi bir formiil Prenex Normal Formuna
donigtiiriilebilir. Bunun i¢in, F ve G, x degiskenini bulunduran formiiller, H, x
degiskenini bulundurmayan bir formiil, z, F ve G formiilleri iginde bulunmayan bir
degisken, Q, V ya da 3 niceleyicilerinden birisi ve Q, ve Q,, ikisi birbirinden farkh
olmak kosuluyla, V ya da 3 niceleyicilerinden birisi olmak iizere agafida verilen
kurallar kullamur:

1. FoG=F->G) A (G->F)
2. FG=-FvG

3. ~(-F=F

4 ~(Fv@)=-FA-G

5. '—1(F/\G)=—|FV—16‘

6. —(Vx(F))=3x(=F)
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7. (3 (F))=Vx(=F)

8. Vx(F)AVx(G)=Vx(FA<§)

9. Ik (F)vIG) = (FVvG)

10. Qx (F) v H=Qx (F vH)

11. Qx F) AH=Qx (F AH)

12. Qx (F) v Qx (G)=Qix Qxz (F v G)
13. Qx ) AQx (G)=Qix Qz FAG)

Bu kurallarda kullamlan esitlik simgesi, esitlifin sol ve sag tarafindaki formiillerin aym
dogruluk degerini tagidiklanini gostermektedir. Diger bir deyigle, F ve G iki formiil
olmak iizere, F=G olmasi igin gerekli ve yeterli kosul, F ve G’nin her yorumlama
altinda ayn1 dogruluk degerine sahip olmalaridir.

4.3.2. Ornek : VxVy@Ez p(xy,z)v(Vxq(x,y)—>Ix—r(xy))) formilini asagdaki

bigimde Prenex normal formuna déniigtiirebiliriz:

VxVy(3z p(ey, 2)V(Vxq(xy)—>3x—r(x.y)))

= VxVy(Iz—p(x.y, 2)v(—(Vxq(x.y))vIx—r(x,y))) Kural 2 'nin uygulanmasi.
= VxVy(3z-p(x.y,2)v(Ix(—=q(x.y))vIx—r(x.y))) Kural 6 'nin uygulanmasi.
= VxVy(Iz—p(e.y,2)v(3x(—qx.y)v—r(x,y)))) Kural 9'un uygulanmasi.
= YxVy3dzdu(—p(x.y,2)v(—qu.y)v—r(u.y))) Kural 12 ’nin uygulanmast.

Bulunan son formiil, verilen formilin Prenex normal formunda ifade edilmig
bigimidir.
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4.4. Skolem Standart Formu

4.4.1. Tammm : F, Prenex normal formunda bir formiil olsun. F formiiliiniin arakesit
normal formunda olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul F’nin F1 A F2 A ... A F, bigiminde

olmasidir.

4.4.1. Ornek : VxVy3z(p(x,y) Aq(x,),2)) Prenex normal formu, aym zamanda arakesit

normal formundadir.

4.4.2. Tanmm : F, arakesit normal formunda bir formiil olsun. F’nin Skolem standart
Jormunda olmas: igin gerekli ve yeterli kosul, Q1, Q,...,Qu.’lerin her biri birer evrensel

niceleyici olmak tizere F’nin,
Qix Qx ... Qux (F)

bigiminde olmasidir.

Bundan sonra Skolem standart formu vyerine kisaca ‘standart form’ deyimi
kullanilacaktir.

Birinci dereceden mantikta herhangi bir formiil standart forma doniigtiriilebilir.
Bunun i¢in, formiliin varhk niceleyicilerinden bafimsiz olarak ifade edilmesi
gerekmektedir. Bunu, verilen formiliin niceleyiciler boliimiinde her bir varhik
once gelen evrensel niceleyicilerin alanlarinda bulunan degiskenlerin bir fonksiyonu ile
degistirerek yapabiliriz. Burada segilen fonksiyon sembolii, formiliin matris
boliimiinde bulunmayan bir fonksiyon sembolii olmalidir. Bu bigimdeki fonksiyonlara
Skolem Fonksiyonlar: adi verilir,

4.4.2. Ornek : Omek 4.3.2. de bulunan VxVyAzIu(—p(xy,2)V(—q@y)v—r1(®.y)))
prenex normal formu agagidaki sekilde skolem standart forma donustiiriilebilir.

VxVydzIu(—p(x.y, 2)v(—q(uy)v—r(u.y)))

VxVyFu(—py e y)IV(—a@y)v-r(u.y)))
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VXVY(—p(ey S y)IV(—a(g(xy)y)v—r(g(x,y) )

Bulunan son formiil, verilen formiilin Skolem standart formunda ifade edilmig

bigimidir. Burada f ve g fonksiyonlan birer Skolem fonksiyonudur.

4.4.3. Tammm : Standart formdaki F = Vx,Vx,..Vx, (FiAFaA...AFy) formiiliini g6z

oniine alahm. S*={ F\,F,,... F,} kiimesine F formiiliiniin clause kitmesi ad1 verilir.

4.4.1. Teorem : SF, standart formdaki F formiliiniin clause kiimesi olsun. Bu
durumda F formiliiniin saglanamaz olmas: igin gerekli ve yeterli kosul S¥’nin

saflanamaz olmasidir,
4.5. Herbrand Teoremi

Mekanik teorem ispatlama konusunda olduk¢a o6nemli bir atthm, 1930 yiinda
Herbrand tarafindan yapilmigtir. Tanum 2.2.6. geregince, gegerli bir formiiliin tiim
yorumlamalar altinda dogru degerini aldigim biliyoruz. Herbrand, verilen formiiliin
yanliy degerini alacagi bir yorumlama arayan algoritmay: gelistirmigtir. Eger formiil
gecerli ise, bu bigimde bir yorumlama elde edilememekte ve algoritma sonlu bir
adimda durmaktadir. Bu yontem, birgok modern otomatik ispatlama prosediiriine

temel olugturmugtur.

4.5.1. Tamm : Verilen bir S clause kiimesinin H(S) ile gosterilen Herbrand evrenseli,
indirgemeli olarak agagidaki bigimde tammlanir:

(i) S’deki herhangi bir clause’da yer alan herhangi bir sabit sembolii, H(S)’nin bir
elemamdir. Eger S’deki higbir clause sabit sembolii bulundurmuyorsa H(S), “a”
sabitini igerir.

(ii) Eger f, S’de n-bilegenli bir fonksiyon sembolii ve ty, t, ..., t,, H(S) nin elemanlan

iseler, f{ty, ta, ..., ta)’ de H(S) nin bir elemamdir.

4,5.2. Tanmmm : S bir clause kiimesi olmak iizere, H(S)’ nin bir elemamna S’nin
Herbrand terimi ya da temel terimi denir. S’nin bir temel clause’u ise, S’deki bir

clause’un degiskenin S’nin temel terimleri ile diizgiin olarak degistirilmesi ile elde
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edilir. Burada diizgiin kelimesi ile anlatilmak istenen, degistirme iglemi strasinda, farkl
konumlarda bulunan aym degiskenlerin, aym temel terimlerle degistirilmeleridir. Bu
bigimde, bir S clause kiimesinden tiiretilen tiim temel clause’lann kiimesine S’nin
temel clause kiimesi denir ve Sy ile gosterilir. Bir F formiiliiniin temel clause kiimesi

ise F’nin clause kiimesinin temel clause kiimesidir ve (S")x ile gosterilir.

4.5.1. Teorem : (Herbrand Teoremi) F Skolem standart formunda bir formiil olsun.
F’nin saglanamaz olmas i¢in gerekli ve yeterli kogul F’nin saflanamaz olan sonlu bir
temel clause kiimesinin bulunmasidir. (Yani (S¥)g’nin T gibi sonlu bir altkiimeye sahip
olmasidir.)

4.5.1. Ornek : F=Vz((p(a)vpb)A(p(a)vq®d))A—p(z)) formiilii veriliyor. Buradan
SF = { (p(a)vp(d), (p(a)vq(d)),—p(z) } olarak bulunur. Tc ( S )y olmak iizere
T = { (p(a)vp(®)), —p(a), —p(b) } kiimesinin saglanamaz oldugu agiktir. O halde

teorem geregince ST saglanamazdur.
4.6. Doniisiimler

4.6.1. Tanm : i=1,...,n i¢in v;’ler birbirlerinden farkh degiskenler ve her bir t; bir
terim olmak tizere {t; / vy ,..., ta/ Va} bi¢imindeki sonlu kiimeye bir doniigiim adi

verilir. Déniigiimler o; , i=1,..,n , sembolleri ile gosterilecektir.

Eger t,....t, temel terimler ise doniigim temel dondigiim adim alir. Higbir eleman
icermeyen donisiime ise bog doniisiim adi verilir ve & simgesi ile gosterilir.

4.6.1. Ornek : Asagidakiler birer dontigimdir:;
{ulx, f(y)/z}
{g(f(a,b))/x, aly, h(a,y)/z}

4.6.2. Tanm : ¢ = { t; / v1,..., ta / Vo} bir doniigim ve F bir formiil olsun. Bu
durumda Fo formilii, F icindeki her bir v; , i=1,..,n , deBiskeninin t; terimi ile
degigtirilmesi ile elde edilen formiildiir ve F’nin drneklemesi adim ahr.
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4.6.2. Ornek : F =p(x,y,2)v(q(u,f(x,y),z)v—r(u,v)) formili ile o={alxk()/z} ve
o={h(f(a,b))/u, g(x,z)/y} doniisiimleri i¢cin Fo, ve Fo, agagidaki gibi olur:

Fou=p(ay k())V(q(u.fa,y)k()v—1(z,v)

Fo, =p(x,g(x,2),2)v(q(h(f{a, b))).f(x.g(x,2)).2)v-r(h(fla, b)),v))

4,6.3. Tanm : 61 = { t;/ X1,..., ta/ X} Ve 6={€1/ }1 ,..., €m/ Ym} 1ki dOniisiim olsun.

01°6; ile gosterilen o, ve o, dontigiimlerinin bilegkesi,

{t:ic2/x1, ... , 402/ Xa, €1/ Y1, ..., €/ Y}

kiimesinden, tioc;=x; olan t;0, / x; elemanlan ile y;e{x,....X.}olan ¢ / y; elemanlarinin
silinmesi ile elde edilir.

4.6.1. Onerme : o bir doniisiim olsun. Bu durumda 6°@ = @°¢ = ¢ olur.

4.6.3. Ornek : o1={x/y,ulv},o:={u/x,a/v} ve c={z/u,g(x)/v} olmak iizere, (61°02)°c3
déntgimiini agagidaki bigimde bulabiliniz :

(61°02)°c;5 = {uly, ulv, ulx, a/v}° o3

= {uly, ulv, ulx}° {zlu, g(x)/v}
= {zly, zIv, z/x, zlu, g(x)/v}
= {zly, z/v, z/x, zlu}

Burada alt gizilerek belirtilen elemanlar, tanim geregince doniigiim kiimesinden silinen

elemaniardir.
4.7. Unification Algoritmasi ve Unification Teoremi

4.7.1. Tammm : t; ve t; iki terim olsun. d; ve d, sirastyla t; ve t,’nin belirli agag
gosterimlerinde birbirlerinden farkli iki digim olsun. Eger d; ve ty’in kokuni
birlestiren yol ile d, ve t’nin kokiinii birlegtiren yollar aym yollar ise, t; teriminin d;
diigiimiinin kék durumunda oldufu alt terimi ile t, teriminin d, digtmiintin kok
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durumunda oldugu alt teriminin olusturduklan kiimeye, t1 ve tx’nin wuyumsuzluk
kiimesi ad1 verilir.

4.7.1. Ornek : fx,g(a,x),h(x,y)) ve f(z,g(a,x),h(x,y)) terimlerinin uyumsuzluk kiimesi
{x,u}dir.

4,7.2. Tanim : ¢ bir doniigiim ve t;, t; iki terim olsun. ¢’mn, t; ve t,’nin bir unifier’i

olmast igin gerekli ve yeterli kosul ti;6=t,c olmasidir.

4.7.3. Tamm : o, t; ve t, terimlerinin bir unifier’i olsun. 6’mn t, ve t;’nin en genel
unifier’i olmasi igin gerekli ve yeterli kogul t; ve t,’nin her o, unifier’i icin 6,=06°0,

olacak bigimde bir o, doniigiimiiniin bulunmasidir.

Pratik olarak tamim, verilen terimlerin en genel unifier’inin bulunmasinda yetersiz
kalacaktir. Bunun igin, wumification algoritmas: adi verilen asafidaki algoritma
kullamlabilir :

Unification Algoritmast
t; ve tyterimler olmak tizere, W={t,, t,} kiimesini g6z oniine alalim.
1.Adim : k=0, W,=W ve 6,:=0 olarak alinir.

2.Adm : Eger Wy bir tek terim igeriyorsa algoritma sonlamr, o,, W igin en
genel unifier’dir. Aksi durumda Wy’ nin uyumsuzluk kiimesi Dy bulunur.

3.Adim : Dy kiimesi; vy, e teriminde bulunmayan bir degisken sembolii olmak iizere,
vk ve e elemanlarimi bulunduruyorsa 4’ncii adima gegilir. Aksi durumda, yani Dy
igersindeki ey terimi, yine Dy igersinde bulunan bir vy degigkenini bulunduruyorsa,

algoritma sonlanir. Bu durumda W kiimesinin en genel unifier’i yoktur.
4.Adm : ox=o’{ex/ i} ve Wor 1 =Wi =Wy {ex/ v} olarak ahmir,

5. Admm : k=k+1 alimir ve 2’nci adima déniliir,
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4.7.2. Ornek : W={p(x,g(a,d)h(x,))),p(u.g(a,b),h(x,y))} kiimesinin en genel
unifier’ini bulalim:

1) ke0, Wo=W={p(x,g(a,),h(x.y)),p(#.8(a,5),h(x.y))}, 60=L2.

2) W, birden fazla terim igerdiginden islem sonlanmaz;, Wy’1n D, uyumsuzluk kiimesi

bulunur; Do={x,u}.

3) Bir vo=ueD, degiskeni var ve bu degisken t;=xeD, teriminde bulunmamaktadir.
Dolayisiyla bir sonraki adima gegilebilir.

4) o=00°{to/vo}= B°{x/u}={xlu},
Wi=Woor={p(x,g(ab),h(x.y)),p(u,8(a,b),h(x.y)} ° {x/u}
={p(x.8(a,b),h(x.)),p(x.8(a, b),h(x,y))}
={p(x.8(@,b),h(x.y))}
5) k<1 ve 2’nci adima doniiliir.
6) W, tek terim igerdiginden iglem sonlanir;
7) Wi tek terim igerdifinden o, W’nin en genel unifier’idir.

4,7.1. Teorem : (Unification Teoremi) t; ve t; iki terim olsun. Eger t; ve t; bir
unifier’e sahip degilse algoritma 3’ncii adimda bagansizlikla sonuglanir. Aksi durumda
algoritma her zaman 2’nci adimda sonlanacaktir. Bu durumda elde edilen en son oy,

t; ve t,’nin en genel unifier’i olur.

Yukanda verilen unification algoritmasi, sonug olarak iki terimin en genel unifier’ini
vermektedir. Bu sebeple, ikili unification olarak adlandinlabilir. Ancak bu iglem, katli
unification adi verilen yontemle sonlu sayida terim igeren bir kiimenin en genel
unifier’ini bulmaya yoénelik olarak genellestirilebilir. Bu, ikili unification’mn ardigik
olarak uygulanmast ile yapilir.
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Terimlerden olugan T={ty, t;, t5, ... ,ta} kiimesini ve bir o déniigimiinii géz oOniine
alahm. Efer oty=ct;=ct,=...=ot, oluyorsa, o, T i¢in bir unifier olur. T kiimesinin
boyle bir unifier’e sahip oldufunu varsayalim. Bu durumda, her biri ikili unification
algoritmast kullanilarak hesaplanabilecek elemanlardan olusmak iizere, bir dénusimler
dizisini agagidaki bigimde olusturabiliriz :

01, to ve t; terimlerinin en genel unifier’idir.

03, 10 ve t,0; terimlerinin en genel unifier’idir.

03, 1(0:°02) ve 13(0,°03) terimlerinin en genel unifier’idir,

Gn, 10(01°02°...°C.1) Ve 1a(01°02°...°0,.1) terimlerinin en genel unifier’idir.

Bu durumda (01°02°...°0,-1°G,) , T klimesi i¢in en genel unifier olacaktir.
4.8. Resolution flkesi

Verilen bir S clause kiimesinin saglanamazhifimn gosterilmesinde Herbrand
Teoreminin uygulanmasi, S’deki eleman saysi arttikga giiglesmektedir. Ciinkii boyle
bir S kiimesi igin Sy’nin saglanamaz olan sonlu bir altkiimesinin sezgisel olarak
bulunmas1 oldukga giigtiir. Boyle bir altkiimenin elde edilmesi i¢in kullamlacak
algoritmalardan da, iglem sayisinin yine S’nin eleman sayis1 ile dogru orantil: olarak
iistel bir bigimde artmasi sebebiyle, etkin olarak sonug alinamamaktadir.

1965 yilinda Robinson tarafindan tamitilan Resolution ilkesi, bir S clause kiimesinin
saglanamaz oldugunun gosterilmesi i¢in dogrudan S’nin kendisine uygulanan bir
yontemdir. Temelde resolution ilkesi, Davis ve Putnam (1960) tarafindan verilen bir
literal kuraly’ nin bir uzantist niteligindedir.
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4.8.1. Tanmmm : Bir C clause’unu goz oniine alahm. Eger C iginde, ayn igareti tagtyan
iki ya da daha fazla literal ¢ gibi bir en genel unifier’e sahipse, Co’ya C’nin bir
garpan adh verilir,

4.8.2. Tanmimm : C; ve C, ortak degisken bulundurmayan iki clause olsunlar. L; ve L,
sirasiyla C; ve C, igersinde iki literal olsun. Eger Ly ve —L,, o gibi bir en genel
unifier’e sahip ise, bu durumda,

(C]O' - L16) () (Cz(')' - LzG)
clause’una C; ve C;’nin ikili resolventi denir.

4.8.3, Tamm : C, ve C; clause’lanimin resolventi, asafidaki ikili resolventlerden
birisidir;

1. C,ile Cy’nin bir ikili resolventi,

2. C;ile Cy’nin bir ¢arpaninin ikili resolventi,

3. Cy’in bir garpami ile C;’nin ikili resolventi,

4, C;’in bir ¢arpant ile C;’nin bir ¢arpaninin ikili resolventi.

Resolution ilkesi, verilen bir clause kiimesinden bir sonug elde etmek amaciyla ardigik
olarak resolventlerin uretildigi bir yontemdir. Elde edilecek bu sonug, amaca gore
degiskenlik gosterir. Eger resolution ilkesi, bir teoremin ispatlanmasinda
kullaniliyorsa, bulunacak sonug, [l simgesi ile gisterilen bos clause olacaktir, Bunun,
verilen clause kiimesinin saglanamaz olmasi ile ilgisi, daha sonra verilecek
resolution’un tamhifi teoremi ile anlagilacakt. Diger yandan, eger resolution, sonug
olarak bir cevabin beklendigi bir probleme uygulaniyorsa, bu cevap bir sonlandirma
clause’u ile elde edilecektir.

4.8.4. Tanmm : Resolution ilkesi kullamlarak, bir S clause kiimesinden, sonug olarak
bir C clause’unun elde edilmesi iglemine bir dediiksiyon adi verilir.
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4.8.1. Teorem : (Resolution Ilkesinin Tamhg) Bir S clause kiimesinin saglanamaz

olmast igin gerekli ve yeterli kosul, bos clause’a bir dediiksiyonun bulunmasidir.

4.8.2. Ornek : Resolution ilkesinden yararlanarak gekildeki gibi bir abcd yamugunda

ag1(abc) = agi(bcd) esitligini

a b
L/ \ gosterelim.
c d

Sekil 4.4, abcd Yamugu

Bu teoremi resolution kullanarak ispatlamak igin 6ncelikle tanimlamalarimizi yapalim:

Y(x,y,u,v) : ust-sol kose x, list-sag koge y, alt-saf koge u ve alt-sol koge v
olmak iizere xyuv yamugunu gostersin.

P(x,y,u,v) . xy dogru pargasmin uv dogru pargasma paralel oldugunu
gostersin.
E(x,¥,z,u,v,w) : Xyzagismin uvw agisina esit oldugunu gostersin.

Yukandaki tammlamalardan yararlanarak agagidaki kurallan yazabiliriz :
A (VX)) (VY)Y Vu)(VV{Y(x,y,u,v)—>P(x,y,u,v)} : Yamuk tanmimi.

Az . (VX)(VY)(Vu)(YV{P(x,y,u,v)—E(X,y,v,u,v,y)} : Paralel iki dogruyu kesen bir
dogruda ig-ters agilar egittir kurali,

As: Y(ab,c,d) : Sekil 4.4. ile verilen bilgi.
Ispat: yapabilmek igin
Al n Az FAN A3 = E(a,b,d,c,d,b)

formiiliintin saglanamaz olduunu gostermeliyizz. Once formiilii standart forma

gevirelim:
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S = { = Y(xyuv) v P(xyuv) , = P(xyuyv) v Eixy,vuvy) , Y(ab,cd) ,
—E(a,b,d,c,d,b) }

Simdi S clause kiimesinin saglanamaz oldugunu resolution ile gosterelim.
(1) = Y(x,y,u,v) v P(x,y,u,v) : S kiimesinde bir clause

(2) = P(x,y,u,v) v E(x,y,v,u,v,y) : S kiimesinde bir clause

(3) Y(a,b,c,d) : S kiimesinde bir clause
(4) —E(a,b,d,c,d,b) : S kiimesinde bir clause
(5) —P(a,b,c,d) : (2) ve (4) clause’larinin bir resolventi
(6) =Y(a,b,c,d) : (1) ve (5) clause’larinin bir resolventi
(Mo : (3) ve (6) clause’larinin bir resolventi

S clause kiimesinin resolution’indan elde edilen son clause [ oldugundan S kiimesi
saflanamazdir. O halde Sekil 4.4. deki gibi bir yamukta agi(abd) = agi(bdc) oldugu
resolution kullanilarak ispatlanmigtir.
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5, RESOLUTION iLE SEMBOLIK COZiUM
5.1. Tamumlamalar

Bu kesimde, rasyonel fonksiyonlarin integralinin ¢oziimiinde kullamlacak clause’lar
birinci dereceden mantik yapisi igerisinde tanimlanacaktir. Tammlanan clause’larin
REDEUCE kodlan Ek - 2 de verilmigtir.

5.1.1. Tamm : A, B, C polinom sembolleri, n,m sabit sembolleri, x bir degisken ve L,
L1, 12, L3 liste sembolleri olmak iizere g¢aligmamizda kullamlacak predicateler
agafidaki sekilde tanimlanr :

1.=(A,B) . A(x) =B(x)

2. coefi{ A, L) ‘L={a,i=0,1,.,n: AX)=ax"+... +ax+a}
3.d(A,B) . B(x) = dA(x) / dx

4. deg( A, n) : n = derece( A(x) )

5. findroot( A,L,x) :L={a,i=0,1,.,n: AX) = (x-a5)...(x-a1)(x-a0) }
6. gcd(A,B,C) : A(x) = ebob( B(x), C(x) )

7. resultant( A, B, C) : A(x) = Res( B(x), Cx))

8. control( A, cnt)  : cat= {:) o ‘Zf{ : A(X) = (x-85)...(x-21)(x-20)

9. gcdl(L, B,L1) : L1 = { ebob( Ai(x), B(X)) : Ai(x)eL }

10.sys(A,B,L) : L = {a;-b=0, i=0,1,...,max(n,m) : A(x) =a,x"+.... +taix + ap
; BX) =bux™+ ... +bix+bp }

11. solsys(L,L1,L.2. L3 n,m). L1={a;, i=0,1,...,max(n,m) : a;-b;=0 ve a;, b;cL }

L2= { bi 5 i=0,l,...,max(n,m) . a;-bi=0 Ve 4, biEL }
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L3={a,b;:1=0,1,... max(nm) }
12.sub(L, A,B) : B(x) = A(n) , ;e , 1=0,1,....k
13.subl(L,A,L1) :Li={A(m),nel,i=0,1,.. k}

14. sub2(L,L1,L2,x) : L2 = { Ai(m) , n;eL, Ai(x)eL1,1=0,1,... .k }

n
15.sum(n,L,A) A= X Bi ;BieLl
i=1

n )
16.suml(n,L,A) :A®)= X aixl ; L={ap, a1, 2, ...,80 }
i=0

17. intras( A, B ) : A(x) = QR igin B(x) = Q1/R1+[Q2/R2

18. intlog( A, B, C) : A(x) ve B(x) polinom olmak iizere C(x) = ;; c log(v.)
i=1

1=
19. integral( A) : I A(x)dx : A(x) rasyonel bir fonksiyon

20. solution( A) : Uretilen ¢6ziim

5.1.2. Tamm : x, y matematiksel ifadeler, n sabit sembolii olmak iizere toplam, fark,
carpim, boliim, kuvvet ve logaritma fonksiyonlan agagidaki sekilde tantmlanir :

LHxy) :x+y
2.-(xy) x-y
3.%(x,y) :x*y
4./(x,y) x/y
5.{x,n) X

6. log(x) : log(x)
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5.1.3. Tanim : Horowitz-Ostrogradski Yontemine bagli olarak geligtirilen clause’larin
ifadeleri agagidaki bigimdedir.- Burada, kolaylik agisindan, N; ile clause’lardaki

degiskenler gosterilmek tizere ViN;, o clause’a ait evrensel niceleyicilerdir.

(F)) ViN; integral(/(Q,R))acontrol(R, 1)—intras((Q,R),+((Q1,R1),5))

(F,) V:N;intras(/(Q,R),S)Ad(R,DR)Agcd(R, DR RI)A=(R2,/(R,R1))
Ad(R1,DR1)Adeg(R1,M)rdeg(R2,N)Asum1(M-1,LA,AX)
Asum1(N-1,LB,BX)rd(AX,DAX)
A=(NQ,+(-(*(DAX,R2),*(AX,S)),*(BX,R1)))Acoeff(Q,CQ)
AcoeffINQ,CNQ)Asys(CQ,CNQ,L)solsys(L,C,S1,52,N,M)
Asub(S1,AX,Q1)Asub(S2,BX,Q2)—intlog(Q1,R1,/(Q2,R2))

(F;) ViNiintlog(Q1,R1,/(Q2R2))Ad(R2,DR2)
Aresultant(Z,-(Q2, *(Y,DR2)),R2)Afindroot(Z,C,Y)
Asub1(C,~(Q2,*(Y,DR2)),VL)Aged1(VL,R2,V)
Asub1(C,*(Y,log(W)),E)Asub2(V,E,F,W)asum(N,F,SOL)
—>solution(+(/(Q1,R1),SOL))

() . . . (Fu) clause’lar Tamm 5.1.1 de verilen 1-15 predicate’lerinden olusmustur.

(Fx) ViN;integral(A)

5.1.4. Tamim : Horowitz-Ostrogradski Yontemine baBli olarak geligtirilen clause’larin
standart formdaki ifadeleri agagidaki bigimdedir.

(A1) VN —integral(/(Q,R))v—control(R,1)v intras(/(Q,R),+(/(Q1,R1),S))

(A2) VN —intras((Q,R),S)v—d(R,DR)v—ged(R,DR,R1)v—=(R2,/(R,R1))
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v—d(R1,DR1)v—degR1,M)v—degR2,N)v—sum1(M-1,LA,AX)
vosuml1(N-1,LB BX)v—d(AX.DAX)
v—=(NQ,+(-(*(DAX,R2),*(AX,S)),*(BX,R1)))v-coeff(Q,CQ)
v—coeff{INQ,CNQ)v—sys(CQ,CNQ,L)v—solsys(L,C,S1,52,N,M)
v—sub(S1,AX,QI)v—sub(S2,BX,Q2)vintlog(Q1,R1,/(Q2,R2))

(As)  V:N;—intlog(Q1,R1,/(Q2,R2))v-d(R2,DR2)
v-resultant(Z,-(Q2,*(Y,DR2)),R2)v—findroot(Z,C,Y)
v—sub1(C,-(Q2,*(Y,DR2)), VL)v—ged1(VL,R2,V)
V—sub1(C, *(Y,log(W)).E)v—sub2(V,E,F,W)v—sum(N,F,SOL)
vsolution(+(/(Q1,R1),SOL))

(As) . . . (Aw) clause’lan Tamm 5.1.1 de verilen 1-15 predicate’lerinden olugmustur.

(Ax) ViN; integral(A)

5.1.5. Tamm : A = V;Nj(A; A Ay A . .. A A A Ay ) formiilia igin S* clause kiimesi
S*={ Ay, A, ..., Ay } seklinde tanimhdir. Burada S* kiimesi Horowitz-Ostrogradski
yontemine uygun olarak gelistirilen clause’lardan olugmaktadr.

5.1.1. Teorem : Tanim 5.1.5 de verilen S* kiimesinin mantiksal sonucu solution(A)
dir.

Ispat : Onerme 4.2.1 geregi solution(A) formilinin S* kiimesinin bir mantiksal
sonucu olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun S*U(—solution(A)) kiimesinin
saflanamaz olmasi oldugunu biliyoruz. Teorem 4.8.1. ( Resolution Ilkesinin Tamhg; )
den bir S clause kiimesinin saglanamaz olmas: igin gerekli ve yeterli kogulun bog
clause’a (0) bir dedikksiyon bulunmasi oldugunu biliyoruz. Buradan

SAU(—solution(A)) clause kiimesinden resolution sonucu [ clause’a ulasirsak
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solution(A) formiiliiniin S* kiimesinin mantiksal sonucu oldugunu gosterebiliriz.
O halde

M

@

€)

@...

(20)

@1

—integral(/(Q,R))v—control(R,1)v intras(/(Q,R),(/(QL,R1),S))

: $* kiimesinden bir clause
—intras(/(Q,R),S)v—d(R,DR)v—gcd(R,DR,R1)v—=(R2,/(R,R1))
v—d(R1,DR1)v—deg(R1,M)v—deg(R2,N)v—sum1(M-1,LA,AX)
v—sum1(N-1,LB,BX)v—d(AX,DAX)
v—=NQ,H-(*(DAX,R2),*(AX,S)),*(BX,R1)))v—coeff(Q,CQ)
v—coeffINQ,CNQ)v—sys(CQ,CNQ,L)v-solsys(L,C,S1,52,N,M)
v—sub(S1,AX,Q1)v—sub(S2,BX,Q2)vintlog(Q1,R1,/(Q2,R2))

: §* kiimesinden bir clause
—intlog(Q1,R1,/(Q2,R2))v—d(R2,DR2)
v—resultant(Z, -(Q2,*(Y,DR2)),R2)v—findroot(Z,C,Y)
v—sub1(C,~(Q2,*(Y,DR2)),VL)v—ged1(VL,R2,V)
v—sub1(C,*(Y,log(W)),E)v—sub2(V,E,F,W)v—sum(N,F,SOL)
vsolution(+(/(Q1,R1),SOL))

- SA kiimesinden bir clause

(19) : §* kiimesindeki clause’lar
integral(A) : $* kiimesinden bir clause
—solution(A) : verilen formiil
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(22) —control(R,1)v intras(/(Q,R),+(/(Q1,R1),S)) : (1)-(20)

(23)  intras((QR),+(/(QLR1),5)) L (11)-(22)
(39) intlog(Q1,R1,/(Q2,R2)) . (15)-(38)
(48) solution(+(/(Q1,R1),SOL)) : (18)-(47)
49) O : (21)-(48)

resolution islemleri sonucu solution(A), $* kiimesinin mantiksal sonucudur. [



ONERILER

Rasyonel fonksiyonlarin integrailerinin sembolik olarak bulunmasi igin geligtirilen bu
yontemin, trigonometrik ve logaritmik fonksiyonlarin integrallerinin sembolik
¢6ziimleri, kompleks integrallerin sembolik ¢6ziimleri ve ¢bozime ulagmak igin
sembolik integrasyon gerektiren tiim ¢aligmalarda uygulama alami bulacafi wmit
edilmektedir.
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Algoritmalar EK-1
Boliim 2’de verilen baz: yontemlerin algoritmik formlan agagidadir,
Tek Degiskenli Iki Fonksiyon icin EBOB Algoritmas: :
1. M := Landau Mignotte Smir1 (A,B)
2. X :=ebob(bas_katsayi(A),bas_katsay(B))
3. p :=asal_bul(X)
4. C := modiiler_ebob(A,B,p)
5. derece(C) = 0 ise EBOB := 1, akis1 durdur,
6.K:=p
7. Sonug :=C
8. K <= 2M oldugu siirece
9. p :=asal_bul(X)
10. C :=modiiler ebob(A,B,p)
11. derece(C) < derece(Sonug) ise 5. adima dén
12. derece(C) = derece(Sonug) ise
13. Sonug := CK7(Sonug,K,C,p)
14. K :=K*p
15. boler(Sonug,A) ve boler(Sonug,B) ise EBOB = Sonug , akis1 durdur.
16. 3. adima don

Algoritmada yer alan fonksiyonlar :

Landau_Mignotte Smiri( X , ¥ ) : X ve Y fonksiyonlanna Landau-Mignotte

esitsizligini uygulayarak X fonksiyonunun katsayilarini simirlar.

ebob( X ,Y ): X ve Y tamsayillarinin Euclid Algoritmastyla ebob’nini bulur.
bas_katsayi( X') : X fonksiyonun bag katsayisim bulur.

asal_bul( X) : Her seferinde Xi bolemeyen bir asal say: bulur.

modiiler_ebob( X , Y , n) : Euclid Algoritmasim ( mod n )’e goére uygular.
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derece( X') : X polinomunun derecesini bulur.

CKT(X, Y, U, n) : Her iki polinomun katsayilarina Cinlilerin Kalan Teoremini
uygular.

boler( X, Y ) : X tamsayisinin Y polinomunu béliip bolemedigine bakar.
RESULTANT Algoritmas:
1. n = derece(f)
2. m ;= derece(g)
3.n>mise
4. r ;= (-1)™*resultant(g,f)
5. Aksi halde

6. a, := bay_katsay(f)

7.n:=01se
8.r:=a,"
9. Aksi halde

10. h := kalan(g,f)
11. h:=0ise
12.r:=0
13. Aksi halde
14. p := derece(h)
15. r == a," P*resultant(f h)
16. Sonug :=r , akig1 durdur.
Algoritmada yer alan fonksiyonlar :
kalan( X, Y ): X ile Y polinomundan kalam verir.
resultant( X, Y) : Rekorsif olarak kendini ¢agnr.
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Kurallarin REDUCE kodlan EK-2
Bolim 5° de verilen kurallarin IiEDUCE dilindeki tammlamalar1 agagidaki gibidir.
1.=(A,B)r A =B,
2. coeff{ A, L) : L = coeff{( A, x),
3.d(A,B) B :=df{ A x);
4. deg( A, n) ‘n:=deg( A, x),
5. findroot( A,L,x) :L:=solve( A,x);
6.gcd(A,B,C) :A=ged(B,C),
7. resultant( A, B, C): A :=resultant( B, C, x ),
8. control( A, ent) : dr:=df(A,),
if dr = 0 then cnt ;= 1 else ¢nt ;= 0;
9.ged1(L,B,L1) :L1:={};
n :=lenght(L ),
fori:=1:ndo
<<
A =first(L ),
m = gcd( A, B);
L1 :=append(L1, m),
L:=rest(L),

>>:
2



10.sys(A,B,L)

+1a := coeff{ A, x); Ib := coeff( B, x);

lla = léngth( la); IIb :=length( Ib ),
if lla <1Ib then
<<
w:=1Ib - lla;
fori==1:wdo
la := append( la, {0} );
degree := degree + w;
>>:
for k := degree step -1 until 0 do

<<

L :=append(L, { 0=first(1b ) - first(1a ) } ),

la:=rest(la); b :=rest(1b);,

>>

>

11. solsys(L,C,A,B,n,m): D :=solve(L,C);

fori:z=1:ndo

<<
L1 :=append(L1, first(D) ) ;
D :=rest(D);

>>;
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12. sub(L, A, B)

13. subl(L, A,L1)
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fori:==1:mdo
<<
L2 :=append(L2, first(D ) );
D:=rest(D);
>>
:=lenght(L ),
for i=1:ndo
<<
c:=first(L), A:=sub(c,A),
L :=rest(L);
>>;

B:=A;

:L1:={};

n := lenght(L ),

fori:z=1:ndo

<<
c:=first(L), A:=sub(c,A),
L1 :=append(L1, A),
L :=rest(L),

>>;



14. sub2(L,L1,L2W ). L2 :={} ;

15.sum (n,L, A)

16. suml(n,L, A)

= lenght(L ) ;

fori:=1:ndo

<<
FL :=first(L ) ; EL :=first(L1) ;
L2 :=append(L2, sub( W=FL,EL));
L:=rest(L);L1:=rest(Ll1);
>>:
cA=0;

fori=1:ndo

<<
A = A +first(L);
L :=rest(L),

>>;

:fori=1:ndo

<<
A = A +first(L)*xN ;

L :=rest(L);

>>;
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REDUCE Programi Kaynak Kodu EK-3

PROCEDURE LP(P1,P2), { Logaritmik kismmn géziimii }
BEGIN

ARRAY K(DZ),

ARRAY V(DZ),

QQ:=P1;

RR:=P2;

RESULT:=0;

DRR:=DF(RR,X),
Z:=RESULTANT(QQ-Y*DRR RR,X),

{ Resultant islemiyle Z polinomu olugturuluyor }
DZ:=DEG(Z,Y),

KOK:=SOLVE(Z,Y),

{ kokler hesaplanyor }

FOR I'=1:DZ DO

<<

K(@):=FIRST(KOK);,

KOK:=REST(KOK);

>>,

FOR J:=1.DZ DO

<<

TRANS:=SUB(K(J),QQ-Y*DRR);,

{ bulunan kokler fonksiyonda yerine yazilyyor }
V(3):=GCD(TRANS,RR); { V; ler olusturuluyor }
RESULT:=RESULT+SUB(X(J),Y*LOG(V())));
{ Sonug hesaplaniyor }

>>

RETURN RESULT;

END,;

PROCEDURE RINT(F);



{ Girilen F rasyonel fonksiyonunun sembolik integralini Horowitz-Ostrogradski
yontemi ile hesaplar }

BEGIN

A:={A0,A1,A2, A3, A4},

{ O, = X ax' polinomundaki a;’ler. i=0,...,5 }
B:={B0,B1,B2,B3,B4};

{ O, = X bx' polinomundaki b, ler. i=0,...,5 }
ARRAY DQ1(10),

ARRAY Q1(10);

ARRAY Q2(10),

ARRAY C(10);

ARRAY SL(10),

DQ1(10)=0;

Q1(10)=0;

Q2(10)=0;

Q:=NUM(F);

{ Girilen F rasyonel fonksiyonunun paymi Q degiskenine aktarir. }
R:=DEN(F);

{ Girilen F rasyonel fonksiyonunun paydasini R degigkenine aktarir. }
YA:=A,

{ A degisken kiimesini yedekler. }

YB:=B,;

{ B degisken kiimesini yedekler. }
DEGREE:=DEG(Q,X);

DR:=DF(R,X);

R1:=GCD(R,DR),

IF R1 NEQ 1 THEN

<<

DR1:=DF(R1,X);

R2:=R/R1,;

S:=(DR1*R2)R1,

M:=DEG(R1,X),
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N:=DEG(R2,X),

FOR I:=M-1 STEP -1 UNTIL 0 DO

<<

Q1(D):=FIRST(A)*X",

{QI(i)=ax aktarimi}
Q1(10):=Q1(10)+Q1(D);

{ Q1 = X ax' yigmali toplamasi }
DQ1(I):=DF(Q1(1),X);

{DQ(i) = (ax) aktarim }
DQ1(10):=DQ1(10+DQ1();

{ Q) = 3 (@x) yigmali toplamas: }
A:=REST(A),

{ A Kiimesinin ilk elemanm siler }

>>:

FOR J:=N-1 STEP -1 UNTIL 0 DO

{ A kiimesi icin yapilan aktarimlarin aynisi B kiimesi igin tekrarlaniyor }
<<

Q2(J):=FIRST(B)*X"J,

Q2(10):=Q2(10)+Q2(J);

B:=REST(B);

>>:

SON:=DQ1(10)*R2-Q1(10)*S+Q2(10)*R1;
{0=(01*R:)-(0:*S) + (Q: * R,) aktarim: }
SS:={};

LQ:=COEFF(Q,X);,

{ Q polinomunun katsayiarm LQ listesine aktarir }
LSON:=COEFF(SON,X),

{ SON polinomunun katsayiarmni LSON listesine aktarwr }
LLQ:=LENGTH(LQ),
LLSON:=LENGTH(LSON);,

IF LLQ<LLSON THEN

<<
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W:=LLSON-LLQ;

{ Kag islem yapilmasi gerektigini hesaplar ve W degiskenine aktarr }
FOR I'=1:W DO LQ:=APPEND(LQ, {0});

{ W kere LQ listesine 0 eklenir. Bu iglemin amact LQ ve LSON listesinin eleman
sayilarim aym yapmaktir. }

DEGREE.=DEGREE+W;

>>

FOR K:=DEGREE STEP -1 UNTIL 0 DO

<<

SS:=APPEND(SS, {0=FIRST(LSON)-FIRST(1.Q)});

{ SS listesine Q= (01 * Rz) - (Q1 * §) + (Q2 * R)) egitliginden olusan katsayilar
aktarilr }

LQ:=REST(LQ),

LSON:=REST(LSON),

>>:

AA=({};

FOR L:=0:M-1 DO

<<

AA:=CONS(FIRST(YA),AA),

YA:=REST(YA),

>>:

BB:={};

FOR H:=0:N-1 DO

<<

BB:=CONS(FIRST(YB),BB),

YB:=REST(YB),

>>

AB:=APPEND(AA,BB),

{ Degiskenler listesi birlestiriliyor }

SSS:=SOLVE(SS,AB);

{ SSS listesindeki esitlikler AB listesindeki degiskenlere gore ¢oziilityor }
SSS:=FIRST(SSS);



YSSS:=SSS;

FOR U:=DEGREE STEP -1 UNTIL 0 DO
<<

Q1(10):=SUB(FIRST(SSS),Q1(10));
SSS:=REST(SSS); { O: olusturuluyor }
>>:

2

FOR V:=DEGREE STEP -1 UNTIL 0 DO
<<

Q2(10):=SUB(FIRST(YSSS),Q2(10));
YSSS:=REST(YSSS); {Q: olusturuluyor }
>>;

POLY:=Q2(10)/R2;

{0:/R:}

POLY1:=NUM(POLY);
POLY2:=DEN(POLY),
LP(POLY1,POLY2),

{ O:/ R, rasyonel fonksiyonu logaritmik kismin ¢oziimii icin LP alt programmna

gonderiliyor }
WRITE "[",Q1(10)/R1,"}H{",RESULT,"]";
>>

ELSE
<<

LP(Q.R);
WRITE RESULT,
>>

END;
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