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Yiksek Lisans Tezi

Lineer Ve Lineer Olmayan Schrodinger Denklemlerinin Varyasyonel iterasyon Yéntemi Ile
Coztimleri

T.U. Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

OZET

Bu galismada varyasyonel iterasyon yontemi kullanilarak, lineer ve lineer olmayan
Schrodinger denklemlerinin ¢oziimleri incelenmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

I. Boliimde, varyasyonel iterasyon yontemi ile ilgili literatiir arastirmalarina yer
verilmigtir.

II. Boliimde, varyasyonel analiz ile ilgili baz1 6n bilgiler verilmistir.

III. Boliimde, varyasyonel iterasyon yontemi tanitilmistir.

IV. Boliimde, lineer ve lineer olmayan Schrodinger denklemlerinin ¢oziimleri
varyasyonel iterasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Bulunan c¢oziimler farkli
yontemler kullanilarak elde edilen ¢oziimler ile karsilagtirilmistir.

V. Bolimde, varyasyonel iterasyon yontemiyle yaptigimiz bu c¢aligmalar

sonrasindaki ¢ikarimlarimizdan olusan sonug ve tartisma bolimii verilmistir.
Yil : 2021
Sayfa Sayisi 154

Anahtar Kelimeler  : Varyasyonel iterasyon yontemi, Lagrange c¢arpani, Schrodinger

denklemi.
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Solutions of Linear and Nonlinear Schrodinger Equations by Variational Iteration Method
Trakya University Institute of Natural Sciences
Department of Mathematics

ABSTRACT

In this study, solutions of linear and nonlinear Schrodinger equations are investigated
using the variational iteration method.

This thesis consists of five sections.

In Section I, literature studies on the variational iteration method are included.

In Section II, some preliminary information about variational analysis is given.

In Section III, variational iteration method is introduced.

In Section 1V, the solutions of the linear and nonlinear Schrédinger equations are
obtained using the variational iteration method. The solutions found are compared with the
solutions obtained using different methods.

In Section V, the results and discussion section consisting of our deductions after the

studies we have done with the variational iteration method is given.
Year 2021
Number of Pages 54

Keywords . Variational iteration method, Lagrange multiplier, Schrodinger

equation.
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BOLUM 1

GIRIS

Dogada olaylarin matematiksel modellenmesi diferansiyel denklemlerin
kullanilmasiyla aciklanmaktadir. Bu nedenle diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri
uygulamali matematik, fizik ve miihendislikte cok dnemli bir yere sahiptir. Diferansiyel
denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek her zaman miimkiin olmadig: i¢in yaklasik
¢ozliim veren yontemlerin kullanimi yaygin hale gelmistir. Varyasyonel iterasyon yontemi,
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasinda kullanilan etkili ve giivenilir bir

yaklasik yontemdir.

J. H. He ilk olarak 1997°de varyasyonel iterasyon yontemi olarak adlandirdig
yontemi lineer olmayan diferansiyel denklemleri ¢6zmek i¢in dnermistir. Daha sonra Abdou
ve Soliman (2005) birlesik Burger denklemlerini, He ve Wu (2007) lineer olmayan dalga
denklemini, lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemleri ve lineer olmayan salinim
denklemini, Hemeda (2008) dalga denklemini, Wazwaz (2009) , lineer ve lineer olmayan
adi diferansiyel denklemleri, Jafari, Chun ve Khalique (2011) lineer olmayan gaz dinamik
denklemlerini, Altintan ve Ugur (2011) birinci mertebeden diferansiyel denklem
sistemlerini, Hosseinzadeh (2017) baslangic kosullu lineer olmayan Schrodinger
denklemini, Wazwaz ve El-Tantawy (2019) optik Gaussons i¢in lineer olmayan logaritmik
Schrodinger denklemini, He ve Latifizadeh (2020) lineer olmayan diferansiyel denklemleri
varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak incelemislerdir.

Varyasyonel iterasyon yontemi, homojen, homojen olmayan, lineer ve lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan bir
yontemdir. Bu yontemde, bir baslangi¢ veya sinir-deger problemi ile verilen diferansiyel

denklem icin genel bir Lagrange carpanimi iceren bir diizeltme fonksiyoneli olusturulur.



Lagrange ¢arpani diizeltme fonksiyonelinin varyasyonu hesaplanarak belirlenir. Belirlenen
Lagrange carpani ile diizeltme fonksiyonelinin ifadesinden varyasyonel iterasyon formiilii
bulunur. Baslangi¢ veya smir kosullarini saglayan bir baslangi¢ yaklasimi segilir. Baslangig
yaklasimi kullanilarak varyasyonel iterasyon formiilii, problemin ¢o6ziimi i¢in ardisik
yaklagimlar verir. Problemin ¢dziimii, bulunan ardisik yaklagimlarin olusturdugu dizinin
limiti aliarak elde edilir. Varyasyonel iterasyon yontemi, problemin fiziksel davranisini
degistirebilecek herhangi bir kisitlayici varsayim veya doniisiim olmaksizin hizli bir sekilde
yakinsayan ardisik yaklagimlar verdigi i¢in gii¢lii bir yontemdir.

Varyasyonel iterasyon yontemini uygulayacagimiz Schrodinger denklemi kuantum
sistemleri hakkinda bilgi veren bir kismi diferansiyel denklemdir. Kuantum dalga
sistemlerinin zamana bagli degisimini ifade eden bu denklemi ilk kesfeden Avusturyali
fizik¢i Erwin Schrodinger olmustur. Bundan dolayr denklem Schrodinger adiyla
anilir(Karaoglu, 1994).

Bu calismada varyasyonel iterasyon yontemi Kullanilarak zamana baglh lineer ve

lineer olmayan Schrédinger denklemlerinin ¢6ziimleri arastirilmustir.



BOLUM 2

ON BILGILER

2.1. Tanim:

Bir normlu uzay tizerinde tanimlanan reel degerli bir fonksiyona fonksiyonel denir.

Omegin; hery € €(0,1) igin,

1
Ily] = [y y(x)dx
bi¢iminde tanmmlanan [ fonksiyonu C(0,1) wuzay1 izerinde tanimli  bir
fonksiyoneldir(Gelfand & Fomin, 1963, Kolmogorov & Fomin, 1961).

2.2. Tamim:
Bir M normlu uzay: iizerinde tanimli bir I fonksiyonelinde, y € M bagimsiz

degiskeninin artimina y’nin varyasyonu denir ve Jy ile gosterilir(Elsgolts, 1978).

2.3. Tanim:

M bir normlu uzay ve I, M iizerinde tanimli1 bir fonksiyonel olsun. Her & > 0 igin
ly — y*l| < & iken |I[y] — I[y*]| < € olacak bigimde bir § > 0 var ise I fonksiyoneline
y* € M izerinde siireklidir denir(Gelfand & Fomin, 1963, Giinay, 1978).

2.4. Tamm:
M bir normlu uzay ve L, M normlu uzay lizerinde tanimli bir fonksiyonel olsun.
(i) Her y € M ve her ¢ € Rigin L[cy] = cL[y]
(if) Her y;, ¥, € M igin L[y, +y,] = L[y1] + L[y-]
sartlarin1 saghyor ise L fonksiyoneline bir lineer fonksiyoneldir denir(Giinay, 1978).



2.5. Tamim:
M bir normlu uzay ve I, M iizerinde tanimli bir fonksiyonel olsun. y € M

degiskeninin bir §y artimina karsilik I fonksiyonelinin artimi

Al[sy] = I[y + 6y] — I[y] (2.1)
bicimindedir ve
Al[éy] = L[y, 8y] + elléyll (2.2)

seklinde gosterilir. L, dy’nin lineer bir fonksiyonelidir. ||6y|| - 0 iken € = 0 ise Al
arttmmin  8y’ye goére lineer kismi olan L fonksiyoneline, I fonksiyonelinin
varyasyonu(diferansiyeli) denir ve &1 ile gosterilir. Bu durumda I fonksiyoneline, y

tizerinde diferansiyellenebilirdir denir (Gelfand & Fomin, 1963, Giinay, 1978).

2.6. Tamm:
Eger I fonksiyonelinin, y = y, egrisine yeteri kadar yakin egriler i¢in aldig1 deger,
daima I[y,] degerinden kiigiik, yani Al[y] = I[y] — I[y,] < 0 ise I fonksiyoneli y = y,

egrisi lizerinde maksimum deger alir.

I fonksiyonelinin, y = y, egrisine yeteri kadar yakin egriler i¢in aldig1 deger, daima
I[yo] degerinden biiyiik, yani AI = I[y] —I[y,] = 0 ise I fonksiyoneli y = y, egrisi

tizerinde minimum deger alir (Giinay, 1978).

2.7. Teorem:
Diferansiyellenebilir bir I fonksiyonelinin y = y, fonksiyonunda bir ekstremuma
sahip olmas1 icin gerekli kosul varyasyonunun y = y, icin sifir olmasidir. Yani,

61[8y] = 0 olmasidir(Gelfand &Fomin, 1963, Giinay, 1978).

Kanit:

I fonksiyonelinin y = y, i¢in bir minimuma sahip oldugunu varsayalim. Tanim
2.5%e gore, ||0y|| — 0 iken € — 0 ise
Al[éy] = 61[6y] + €ll6yl (2.3)
olur. Boylece yeterince kiigtik ||8y]| igin, AI[§y] nin isareti, SI[Sy] nin isareti ile ayni
olacaktir. y = y, fonksiyonu igin,
SI[ 6yl # 0

oldugunu varsayalim. Bu durumda, herhangi bir &« > 0 i¢in, @ ne kadar kii¢iik olursa olsun



8l[—ady,] = —61[ady,] (2.4)
olur. Bu nedenle, AI[6y(x)], yeterince kiigiik [|6y|| i¢in de ayni isarete sahip olur. Ancak
I’'nin y = y, i¢in minimum oldugunu varsaydigimizdan ¢eligki ortaya cikar. Diger bir
deyisle, yeterince kiigiik tiim ||8y|| degerleri igin,

Al[sy] =1[yo + 6yl —I[y0] = 0 (2.5)
dir. Bu ¢eliski 6I[ 8yo] = 0 olmasi gerektigini kanitlar(Gelfand & Fomin, 1963, Giinay,
1978).

2.8. On Teorem:

a, [xg, x1] araliginda siirekli bir fonksiyon ve
6y (xo) = 6y(x1) =0
kosulunu saglayan her 8y € D, (x,, x;) fonksiyonu igin
f;ol a(x)8y'(x)dx =0

ise ¢ bir sabit olmak tizere her x € [x,, x;] i¢in a(x) = c olur.

Kamt:
C,
f;;l[a(x) —cldx =0
kosulunu saglayan bir sabit ve
Sy(x) = fjo[a(e) —c]de
olsun. Bu durumda 6y € D;(x,,x;1) olur ve 8y(xy) = 8y(x;) = 0 kosulu saglanir. Buna
gore
[oTa() = cldy' () dx = [ a(x)8y'(x) dx — c[8y(x1) — 8y (xo)] = 0
olur. Diger taraftan,

f;;l[a(x) —c]6y'(x)dx = f;ol [a(x) — c]? dx
bigiminde yazilir. Boylece
alx)—c=0

bulunur. Bu durumda her x € [x,, x;] i¢in a(x) = c bulunur(Gelfand & Fomin, 1963).



2.9. On Teorem:

a ve B [xy,x;] araliginda siirekli fonksiyonlar ve

8y(xo) = 8y(x1) =0
kosulunu saglayan her 8y € D;(x,, x;) fonksiyonu i¢in

[ a8y () + B8y (0)]dx = 0 (2.6)

ise B(x) diferansiyellenebilirdir ve her x € [x;, x;] i¢in B'(x) = a(x) olur.

Kanait:
Alx) = f;o a(e)de
fonksiyonunu alalim.
f;ol a(x)8y(x)dx
integraline kismi integrasyon uygulandiginda,
f;:)l a(x)Sy(x)dx = — f;lA(x)(Sy’(x)dx
olarak bulunur. Boylece (2.6) esitligi
[ [=ACG) + B(0)18y' (x)dx = 0
bi¢iminde yazilabilir. 2.8. On Teorem’e gére (x) — A(x) = sabit oldugundan A(x)’in
tanimi kullanilarak her x € [x, x;] i¢in B'(x) = a(x) bulunur(Gelfand & Fomin, 1963).

2.10. Teorem:

C (x, x1) uzayinda tanimlanan
Iyl = [} F(x,y,y) dx
fonksiyonelinin  ve y(xy) =y, y(x1) =y; Smir Kkosullari saglayan y = y(x)

fonksiyonunda bir ekstremuma sahip olmasi igin gerekli kosul, y = y(x)’in
/ d !

By, y) = - Fy(xy,y) =0

Euler denklemini saglamasidir.

Kanit:

6y (xy) = 6y(xy) = 0 smur kosullar1 saglanacak sekilde y fonksiyonuna bir 8y

artim1 verdigimizi varsayalim. Bu durumda I fonksiyoneline karsilik gelen artim



Ally] = Ily + 8yl = I[y]
= f;;l F(x,y +6y,y' + 6y)dx — f;ol F(x,y,y")dx
= [ Fl(y +6y,y' +8y") = F(x,y,y)] dx
olur. Taylor teoremini kullanarak bu ifade
AIly] = [ }[F (6, y,¥)8y () + Fyr(x,y,y)8y' ()] dx + -+ 2.7)

bi¢iminde yazilabilir. (2.7) esitliginin sagindaki integral, Al[y] artiminin lineer bir parcasidir

ve 2.5. Tanim’a gore I fonksiyonelinin varyasyonunu verir. Buna gore
81[8y] = [ '[F (%, 5,58y + Fy (x,y,y)8y'| dx
olur. 2.7. Teorem’e gore I fonksiyonelinin y = y(x) fonksiyonunda bir ekstremuma sahip

olmast i¢in
SI[8y] = f;ol[Fy(x, v,y )8y + Fy(x,y, y’)6y’] dx =0 (2.8)
olmasi gerekir. Bu durumda 2.9. On Teorem’den
! d 14
E(y,y) ——Fyu(xy,y) =0
elde edilir(Gelfand & Fomin, 1963, Giinay, 1978).



BOLUM 3

VARYASYONEL iTERASYON YONTEMIi

1978°de Inokuti ve arkadaslari, matematiksel fizigin lineer olmayan problemlerini
¢ozmek icin genel bir Lagrange ¢arpani yontemi onermislerdir. 1997°de Cinli matematikgi
J.H. He, genel Lagrange ¢arpani yonteminden yararlanarak varyasyonel iterasyon yontemini
gelistirmistir. He’nin varyasyonel iterasyon yonteminde, L lineer bir operator, N lineer

olmayan bir operatdr ve g bilinen bir analitik fonksiyon olmak iizere,

Lu(x) + Nu(x) = g(x) (3.1)
lineer olmayan diferansiyel denklemi g6z 6niine alinir. (3.1) denklemi igin
41 (X) = () + f A(E) (Lt (&) + Ny (£) — g(£))de, n 2 0 (32)

bigimindeki diizeltme fonksiyoneli denilen denklem olusturulur. A, varyasyonel analiz ile
belirlenen bir genel Lagrange ¢arpanidir. u, bilinmeyenleri icerebilen ilk yaklasim ve n > 1
icin u, n. yaklasimdir. i, kisitli varyasyon olarak kabul edilir, yani 6u,, = 0 alinir. (3.2)
fonksiyonelinin varyasyonu alinirsa,

Buins1(X) = Sun(x) + 8 [ 2(&) (Lun(e) + N (€) — g(e))de

= 81, (x) + 6 f 82(2) (Lun(e) = g(&))de

=0
elde edilir. Buradan olusturulan kosullar kullanilarak A Lagrange ¢arpani hesaplanir. A igin
bulunan ifade (3.2) diizeltme fonksiyonelinde yerine yazildiginda bir iterasyon formiilii elde
edilir. Genellikle baslangi¢c veya sinir kosullarim1 saglayacak sekilde bir u, ilk yaklasim
fonksiyonu secilir. u, yaklasimi ve iterasyon formiilii ile n >0 igin u,,; ardisik
yaklasimlar1 kolayca bulunur. Sonug olarak, ¢6ziim
u(x) = lim u, (x)

ile verilir(He, 1997).



Varyasyonel iterasyon yonteminin dogrulugunu ve giivenirliligini gostermek icin

yontemi asagidaki adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulayalim.

3.1. Ornek:
u' +u =0,u(0)=1,u0)=1
baslangi¢ deger problemini gbz oniine alalim(Wazwaz, 2009). Bu problem igin varyasyonel

iterasyon yontemine gore diizeltme fonksiyoneli agagidaki gibidir:
U1 (X) = un () + [T (&) (urr (8) + U (8)) de, n > 0. (3.3)
Burada 1/, kisitli varyasyon, yani dul, = 0 olmak iizere, (3.3) denkleminin her iki tarafinin

varyasyonu almirsa,
Btty1 (%) = Suu, () + 8 [ A(e) (u (&) + Wi () de

= Su, (x) + 8 [, A&y (e) de

=(1-2®) 6un(s)|8=x + A8 (&) emy — [ A (£)Sun(e)de

=0

bi¢iminde elde edilir. Buradan,

1-2(¢) = 0,
e=x
A(e) =0, (3.4)
e=x
A'(e)=0
kosullar1 bulunur. (3.4) denklem sisteminden,
Ae)=e—x (3.5)
elde edilir. (3.5) Lagrange ¢arpani (3.3) diizeltme fonksiyonelinde yerine yazildiginda
Uns1 (1) = Uy () + [ (e = 2)(w; () + up(2)) de, n=0 (3.6)

iterasyon formiili belirlenir.

u(0) = 1, u'(0) = 1 kosullarindan, baslangi¢ yaklagimi
ug(x) =1+x
secilebilir. uy yaklasimi (3.6) iterasyon formiiliinde kullanildiginda

1 1
() =1+x—2x* —=x°,

1 1 1 1
U() =1+x——x?>—=x3+=x*+=x5,
21 31 4l 51



2! 41 6! n)!
+(x——x + -x° ——x I G x2n+1)
(2n+1)!

yaklagimlar1 elde edilir. Buradan, varyasyonel iterasyon yontemine gore verilen baglangic
deger problemi i¢in

u(x) = lim un (x)

( " Zn =nr 2n+1
= Ln=o @y ™ + 2= 0+t~

= cosx + sinx

¢oztimii bulunur(Wazwaz, 2009).

3.2. Ornek:
u”+%u’—6u—4ulnu=0, u(0)=1,u'(0)=0
baslangi¢ deger problemini alalim(Y1ldirim, Ozis, 2009). Varyasyonel iterasyon ydntemine

gore bu denkleme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli n > 0 i¢in asagidaki gibidir:

U1 () = Uy () + J; A2) (w0 (8) + 2up(e) = 6T, () — 41T (&) In(T () ) de  (3.7)
i, kisith varyasyon, yani §1,, = 0 olmak iizere, (3.7) denklemin her iki tarafinin varyasyonu

alinirsa,
Bty (x) = S1n () + 6 [ A() (u() + 2up(e) — 6T5(e) — 45 () In(Tr (o)) ) de
= 6u, () + 6 f; Ae) (un (&) + 2up(e) ) de
=(1-2() +22(9) 6un(s)|£=x + A()Sul () |g=x
+7 () - M) Su, ()de

=0

bulunur. Buradan,
/ 2 _
(1 — () + Sz(e))L:x =0,

=0, (3.8)

E=X

sA (s) Ale) _

/1!/( ) =0

10



kosullar1 elde edilir. Boylece, (3.8) denklem sistemi ¢oziilerek

&

2
Me)=—~c¢ (3.9)
bulunur. (3.9) Lagrange ¢arpani, (3.7) diizeltme fonksiyonelinde yerine yazildiginda

iterasyon formiilii n > 0 i¢in,

Upe1(X) = u (x) + fox (gx—z - e) (u,’{(e) + %u}l(e) — 6u,(e) — 4u,(e) ln(un(e))) de
(3.10)

bi¢iminde belirlenir.

u(0) = 1 baslangi¢ kosulundan, baslangi¢ yaklagimi
uy(x) =u(0) =1
biciminde se¢ilir ve bu yaklasim (3.10) iterasyon formiiliinde kullanilirsa
u;(x) =1+ x2,

x4-

u () =1+x*+7,

x©€

2, x*
uz(x) = 1+ x*+ >+,

10 2n

+ ..._|_x_
n!

4 6 8
Un() = 1+ X%+ + =+
yaklasimlar1 bulunur. Boylece, baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii varyasyonel iterasyon
yontemine gore

u(x) = lim uy ()

x2n
= Zn=0r

2
= eXx

bi¢iminde elde edilir(Y1ildirim, Ozis, 2009).

3.3. Ornek:

Uy +uy, +u,—3u=0

lineer kismi diferansiyel denklemini,

u(0,y,z) = e¥*% ,u(x,0,z) = e**?, u(x,y, 0) = e**¥ (3.11)
baslangi¢ kosullariyla varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak ¢6zelim (Olayiwola,

2015). Bu denklem igin diizeltme fonksiyoneli,

11



x oun(ey,z) . 0in(ey.z) , diin(ey.z)
Upns1 (6, Y, 2) = uy(x,y,2) + fo /1(5)( 9% + ay + 9z

—3((e,y,2)) ) de,n 2 0 (3.12)

bi¢imindedir. i, kisith varyasyon, yani §u,, = 0 olmak tizere, (3.12) denkleminin her iki

tarafinin varyasyonu alinirsa,

81 (6., 2) = Sup (1,9, 2) + 6 fox Ae) (6ung<zy,z) n 617115?3/.2) n 617?12“;3/,2)

_3(u~n(£» Y, Z))) de
= dun(x,3.2) + 8 A(e) 25 de
E=X

=0

bulunur. Buradan,

1+A1 =0,
(&) e=x (3.13)
AE)=0
kosullar1 elde edilir. Boylece (3.13) denklem sisteminden Lagrange ¢arpant
Ale) =-1 (3.14)

olarak bulunur. (3.14) Lagrange carpani, (3.12) diizeltme fonksiyonelinde yerine

yazildiginda iterasyon formiilii

U1 (6, 2) = Un(x,9,2) + [y Ae) (2D 4 Z2D 4 PenlorD
=3(un(e,,2)))de,n 2 0 (3.15)

bi¢iminde belirlenir.

(3.11) baslangi¢ kosulundan, ilk yaklagim
Uuo(x,v,2) =u(0,y,z) = e¥t?

secilebilir. u, yaklasimi (3.15) iterasyon formiiliinde kullanilarak
u(x,v,2) = e¥*? + xeV+*?,

1
u,(x,v,z) = Y% 4 xe¥*? +;xze3’+z,

12



1 1
us(x,y,z) = e¥t% 4 xe¥*? +;xze3’+z +;x3e3’+z,

u,(x,y,2) = (1 +x+ %xz + %x3 + ix“ + 4 %x") ey*?
yaklasimlar elde edilir. Buradan, varyasyonel iterasyon yontemine gore verilen baslangi¢
deger problemi i¢in

u(x,y,z) = lim w,(x,y, 2)

_vo (1.n)_ y+z
- Zn:O (n! x)e
— pXty+z

¢oziimi bulunur(Olayiwola, 2015).

3.4. Ornek:

U +uu, = x

denklemini,

u(x,0) =2 (3.16)
baslangi¢ kosuluyla goz oniine alalim(Chakraverty, Mahato, Karunakar & Rao, 2019). Bu

denkleme karsilik gelen diizeltme fonksiyoneli, varyasyonel iterasyon yontemine gore

a1 (6, 0) = unCx, ) + [y A0) (PB22 4+ T, ) PEED —x) de, 20 (347)

bi¢imindedir. i, kisith varyasyon, yani §i,, = 0 olmak tizere, (3.17) denkleminin her iki

tarafinin varyasyonu alinirsa,

Bt i1 (%, 1) = Sun(x,0) + 6 [ A(e )("’””(“) T (x, £) T2 — 1) de
= 6uy (x,6) + 8 [ A(e) Z2 22 e
= (1 + A(e) ) Su, (x, £)| — fotl’(e)dun(x, &)de
e=t

=0

elde edilir. Buradan,

=0, (3.18)
e=x
AE)=0
kosullart bulunur. (3.18) denklem sistemi ¢oziilerek
Ale) = -1 (3.19)

elde edilir. (3.19) Lagrange carpani, (3.17) diizeltme fonksiyonelinde yerine yazildiginda

13



U1 (X, 1) = u,(x, t) — fot (au"(x'g) + u,(x,€) Bun(xe) _ x) de,n=>0

de dx

iterasyon formiilii belirlenir.
(3.16) kosulundan, ilk yaklagim
uy(x,t) = ulx,0) =2
secilebilir. u, yaklasimi (3.20) iterasyon formiiliinde kullanilarak

u; (x,t) = 2 + xt,

3
u(x, t) = 2 + xt — t2 —x%,

+ ot xS — 20 4 Lt

_ 2t
us(x,t) =2+xt—t X = 0 vy

3

2

U () =2(1=22 + 2t = po o ) x (-8 + 205 - 2

24 720 15

yaklasimlari belirlenir. Buradan,
u(x, t) = lim u,(x,t)
n—-o0o

= 2secht + xtanht
¢6ztimii bulunur(Chakraverty vd., 2019).

14
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BOLUM 4

SCHRODINGER DENKLEMININ VARYASYONEL iTERASYON
YONTEMI iLE COZUMLERI

Zamana bagli Schrodinger denklemi

. P(XYZ, 2

ih PEXED = V2 (x,y,2) + V(%,5,2) (03,2, 6) + Blp(x,7,2, 017 (x,7,2,0)
t>0, x,y,z€R 4.1)
bigimindedir(Pitaevskii ve Stringari, 2003, s.39). Bu denklemde

von 0, 90 0
T 9x2 | 9y2 @ 9z2

Laplace operatdrii, f reel bir parametre, m kiitle ve h = 6.626 068 96 (33) x 1073%Js
Planck sabiti olmak iizere A = h/2m ’dir(Serway & Jewett, 2012). i € L? ¢dziim

fonksiyonu veya dalga fonksiyonu, V potansiyeldir.

Bu boliimiin ilk kisminda, lineer Schrodinger denkleminin, ikinci kisminda ise lineer
olmayan Schrédinger denkleminin varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢6zlimleri

incelenmistir.

4.1. Lineer Schrédinger Denkleminin Varyasyonel Iterasyon Yontemi ile Coziimleri
Bukisimda, f = 0ve 2m = A = 1 alindiginda (4.1) denkleminin 6zel bir hali olan

_i oY (x,y,z,t)

= VaY(x,y,z,t) = V(x,y,2)Y(x,y,2z1t), t>0,x,y,zE€ [0,0) (4.1.1)

zamana bagli lineer Schrodinger denklemini

Y(x,y,20) = f(x,y,2), x,y,z € [0,0)
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baslangi¢ kosulu ve

Y(0,y,2,0) = po(¥,2,1), Yx(0,y,2,t) = p:(y,2,t), t>0

Y(x,0,z,t) = qo(x,2,t), P, (x,0,2,t) = q1(x,2,t), t>0 (4.1.2)
Y(x,,0,0) =1o(x,y,8), ¥, (x,9,0,0) =11 (x,y, ), t>0

siir kosullar1 altinda varyasyonel iterasyon yontemi ile ele alacagiz(Carinena, Ibort,
Marmo ve Morandi, 2015). Burada, f, po,P1, 90, 91,70 V€ 11 bilinen fonksiyonlardir.
Varyasyonel iterasyon yontemine gore (4.1.1) denkleminin ¢,x,y ve z yoniindeki diizeltme
fonksiyonellerini n > 0 i¢in asagidaki gibi yazabiliriz:

AYn(x,y,z,e) | %Pn(x,y.2,€)
Yns1(x,y,2,8) = Pu(x,y,2,t) +f /11(5)( de + 9x2

PPn(xyze) | Phaxyze) ~
+ ayZ + 0z2 V(x’y' Z)l/}n(x, Y;Z; S)) dS, (413)

9 n( t) | 0%YPn(Qy.zt)
Pan(o3,2,0) = Pu(ey, 2,0 + [ Ap(Q) (1228220 | TGy

2.7 2ii -
49 rp,;(yc,zy.z.t) 4+ w";jzy'z't) -V y. 29,y z, t)) daq, (4.1.4)
OVn(xzt) | 3 Pnleuzt)
Yne1(6,3,2,0) = Pp(x, 3, 2, t)+fyl3(ll)( ;Ctuz + azzuz
% Yn(xuzt) 02 (xpzt) —
+ a:Z#Z + ajzu 22—V (x, , 2) P (x, 1, 2, t)> du (4.1.5)
ve
IBn(xy,60) | 02Pn(xy,ct)
Y1 (67,2, = Yoy, 2,0 + Jy Ay(6) (12025250 4 Taeys
2.7 2 _
RS TS -V (0,3, 3,6, t)> ds. (4.1.6)

A1, Az, A3 ve A, Lagrange carpanlarmin degerlerini bulmak igin (4.1.3)-(4.1.6)

diizeltme fonksiyonellerinin, 61, = 0 olacak bi¢imde varyasyonlarini aldigimizda,

0Y_(x,y,z,€
8P, 16y, z,t) =8P, (x,y,2t)+ 6 [ ll(e)( M) de, (4.1.7)
0°Yn((,y,2,
Soni1 (6,3, 2,) = Sn (6,3, 2,6) + 8 [ 1) 8220 g, (4.18)
y 021y (x,1,2,t)
SYni1(0,y,2,t) = P (x,y,2,t) + 6 [ A3(u )—d (4.1.9)
ve
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62 n( 2 :t)
Pni1 (67,2, 8) = 6 (%,,2,6) + 8 [ 24(6) L0 d (4.1.10)
elde edilir. (4.1.7)-(4.1.10) esitliklerinde yer alan integrallerde kismi integrasyon

kullandigimizda

@y 2 ) = (L+ida(e) )0, (03,2,8)| _ = 1f; 21009, (Y, e)de =0,

(4.1.11)
Sy (03,20 = (1= ) 84,6,.20] _+1©058,6.20]
+Jo Do,y 2,0)dl =0, (4.1.12)
63,20 = (1= 10089,z 0|  + W8, w2b)| _
n=y w=y
+ I A () (e p, 2,8) dp = 0 (4.1.13)
ve
Vi1 (67,2,0 = (1= 20)) 80,06,6,0] _ + 44080, 00,60 _
¢=z =z
+ [ 25 (x,y,6,0) dg = 0 (4.1.14)
bulunur. Boylece,
1+ik,(e) | _ =0.2(e) =0, (4.1.15)
1-25(0) |(=x =0, 4, |{=x =0,24() =0, (4.1.16)
-2 | =02w| =05w=0, (4.117)
u=y u=y
1—=24(9) |C=Z =0, 44(¢) |C=Z =0, 44() =0 (4.1.18)

kosullarindan sirastyla

L&) =1,2,() =0 —x, W) =pu—y () =¢—z (4.1.19)
bi¢iminde belirlenir. (4.1.19) Lagrange carpanlar1 (4.1.3)-(4.1.6) denklemlerinde yerine
yazildiginda iterasyon formiilleri n = 0 i¢in

ot 0Pn(xy,ze) | 0%YPn(xy.ze)
l’bn"'l('x‘ Y,z t) = d)n(x’ Yz, t) + Lfo (l de + 0x?2

2 2
n d wna(;c,zy,z,s) n a wna(;c,zy,z,s) —Vix,y,2)¢,(x,v,2z e)) de, (4.1.20)
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X L awn(f,y,z't) azlpn(f,y, ,t)
Vns1(0,1,2,8) = P (x,y,2,6) + [, ({ — x) (L i z

a2
62 n((r ’ 't) 62 n((; ’ ,t)
+ ll)ayzyz + wazzyz -V, y,2)Yn(,y, 2 t)> ddq, (4.1.21)
'a n(:,,t) 82 n(,,,t)
V1 (0,2, = P (63,2, + [ (0 — ) (l L ;tﬂz + wazz”z
azlpn( [ add :t) azlpn( WMy ,t)
+ IS LISV (DY (1,2, t)) du (4122
ve
0P (xyst) | 02n(xyst)
Yne1(6,9,2,6) = hn(x,3,2,0) + [ (5 — 2) (L PateD) 4 TPt
P Pp(xyst) | 0*Pp(xyst)
+ wa;zyg + lpa:zyc V(Y 9)vn(x, 5,6, t)) d¢ (4.1.23)

biciminde elde edilir. 1, sifirinct yaklagimi, baslangi¢ veya smir kosullar1 kullanilarak
secilebilir. Segilen Y, yaklasimi ile baslanilarak, (4.1.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimleri
(4.1.20)-(4.1.23) iterasyon formiilleri kullanarak belirlenir.

Varyasyonel iterasyon yonteminin bir, iki ve {i¢ boyutlu lineer Schrodinger

denklemlerinin ¢oziimlerini bulmak i¢in nasil uygulanacagini 6rneklerle inceleyelim.

4.1.1. Ornek:
20 _ 0
—i—- =57 t>0,x€[0,)

bir boyutlu lineer Schrédinger denklemini

V(ix)=0

potansiyeli ve

Y(x,0) =1+ 2cosh 2x

baslangi¢ kosuluyla birlikte géz Oniine alalim(Ramesh Rao, 2016). (4.1.19) iterasyon

formiili, verilen Schrédinger denklemi igin

2
Y (60 = P (e ) + 1 (i S 4 ° jfz"s)) de,n >0 (4.1.24)

elde edilir.

Baslangic kosulundan ilk yaklagim
Yolx,t) =9Y(x,0) =1+ 2cosh 2x

18



bi¢iminde secilebilir. Secilen yaklagim (4.1.24) iterasyon formiiliinde kullanilarak asagidaki

yaklasimlar bulunur:

Y,(x,t) =1+ 2(1 + 4it) cosh 2x,

21N 2
Yy(x,t) =142 (1 + 4it + (4;) )cosh 2X,
1\ 2 £+\3
Vsl t) =1+ 2 (1 + 4it +%+%) cosh 2x,
i i£)2 1113 P14 N
Yo () =1+ 2 (1 + %+ (4;) + (4;) + (4:) + o +—(4;? )cosh 2.

Buradan,
Y(x,t) = lim Y, (x, 1)
n—-oo

(4it)™

) 2cosh 2x
n!

=1+ (2,
=1+ e**2 cosh 2x,

¢Oziimii elde edilir.

Bu problemin, Rao’nun (2016) diferansiyel transform yontemini kullanarak elde

ettigi ¢ozlimii ile varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak elde edilen ¢6ziimii aynidir.

4.1.2. Ornek:

_leyt) _ 9%peyt) | 0%(eyt)
ot dx2 dy?

,t>0,x,y €[0,00)

iki boyutlu lineer Schrédinger denklemini
V(ix,y)=0
potansiyeli,

Y(x,y,0) =sinx +siny

baslangig kosulu ve
Y(0,y,0) =sinye ™, 1,(0,,0) = ™",
W(x,0,t) = sinxe™, ¥, (x,0,t) = e, @.125)

siir kosullari ile birlikte gz oniine alalim(Ghanbari, 2014). (4.1.20) iterasyon formiilii,

verilen Schrodinger denklemi i¢in

2 2
Yro1 (69,6) = Yoy, 0) + i [y (17222 4 200 4 S VD) Gen> 0 (4.1.26)

bi¢giminde olur.
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Baslangi¢ kosulundan,
PYo(x,y,t) = P(x,y,0) = sinx +siny
ilk yaklagim olarak secilebilir. Secilen yaklasim (4.1.26) iterasyon formiiliinde kullanilarak

Y1(x,y,t) = (sinx + siny)(1 — it),

)2
Y,(x,y,t) = (sinx +siny)(1 — it + (lzt? ),
@2 @3

P3(x,y, ) = (sinx +siny)(1 — it + = o)

: : N () N G S (=io™
Yn(x,y,t) = (sinx + siny) (1 —it+ 12! — 13! + 14! + -+ ;! )
yaklagimlari elde edilir. Buradan,
pxy,t) = lim Y (x, y,t)
: : w (i)
= (sinx + siny) Y- Ild
= (sinx + siny)e™% (4.1.27)

¢Oziimi bulunur.

Ikinci bir ¢dziim yolu olarak, x yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da yaklasik
coziimler belirlenebilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine gore (4.1.21)

iterasyon formiilii

i alpn((:)’.t)

621/} ({' lt) azlp (() » Jt)
Prir (63, ) = Yu (6,3, ) + [ (G — ) (220 4 TEr o TInEI0 dg, > 0

(4.1.28)

bi¢ciminde olur. Bu durumda x yoniinde sifirinci yaklagim, a ve b sabitler olmak iizere,
Yo(x,y,t) = (a+ bx + siny)e™* (4.1.29)
secilebilir. (4.1.29) yaklagimi (4.1.28) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,

P1(x,y,t) = (a+ bx — axz—j — bxg—j + siny)e™% (4.1.30)
yaklagimi elde edilir.(4.1.25) siir kosullarindan a = 0 ve b = 1 bulunur. Bu durumda,
Yo(x,y,t) = (x + siny)e ¥,

Yi(x,y,t) = (x — ’;—T + siny) e~ it
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olur. Boylece, bulunan vy, ¥, yaklasimlarini ve (4.1.28) iterasyon formiiliinii kullanarak x

yoniindeki asagidaki yaklasimlari elde ederiz:

3 5 .
Yy(x,y,t) = (x - %+ %+ siny) et

x5

x3 x7 . —i
Ys3(x,y,t) = (x—;+a—7+ smy)e 't

k x2k+1

Yn (6,3, 0) = (Zheo(~D* Sps; +siny) e,

Bulunan bu yaklasimlar i¢in
pxy,t) = lim Y (x, y,t)
hesaplandiginda (4.1.27) ¢6ziimii bulunur.

Uciincii bir ¢6ziim yolu olarak, bu problemin yaklasik ¢oziimleri iterasyon formiilii
kullanilarak y yoniinde de arastirilabilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine
gore (4.1.23) iterasyon formiilii n = 0 igin

y . a n( ’ ,t) 62 TL( Y !t) aZ Tl( ’ ,t)
PYne1(6,9,6) = Pn(,3,0) + [3 (u = y) (i P50 o CYRERD o TOWERD) dy

(4.1.31)

bi¢ciminde olur. Bu durumda y yoniinde sifirinci yaklasim, ¢ ve d sabitler olmak iizere,
Yo(x,y,t) = (c + dy + sinx)e™ (4.1.32)
secilebilir. (4.1.32) yaklagimi (4.1.31) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,
2 3 .

Pi(x,y,t) = (c+dy— c% - d% + sinx)e™ (4.1.33)
yaklagimi elde edilir.(4.1.25) smir kosullarindan ¢ = 0 ve d = 1 bulunur. Buna gore,
Yolx,y,t) = (y + sinx)e ™,

3 .
Y(x,y,t) = (y — % + sin x) et
olur. Bdylece, bulunan ¢, ¥, yaklasimlar1 ve (4.1.31) iterasyon formiiliinii kullanarak y
yoniindeki asagidaki yaklasimlar: elde ederiz:

3 5 .
Y(x,y,t) = (y - %+ % + sinx) e ',

VAN AN A i
1/J3(x,y,t)=(y—§+g—7+smx)e 't

_ n __1\k y2k+t : —it
Yn(x,y,t) —( r=0(—1) (2k+1)!+smx)e .
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Bulunan bu yaklasimlar i¢in
xy,t) = lim Y (x, y,6)

hesaplandiginda (4.1.27) ¢6ziimii bulunur.

Varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen bu ¢o6ziim, Ghanbari’nin (2014)
homotopy yontemini ve Mohebbi’nin (2009) kompakt sinir deger yontemini kullanarak elde

ettigi ¢ozilimiin aynisidir.

4.1.3. Ornek:

_ W _9%y %Y
lat_ax2+ay2’t>0’x’ye[0’°°)

iki boyutlu lineer Schrédinger denklemini

V(x,y) =0

potansiyeli,

P(x,y,0) = e'*+)

baslangi¢ kosulu ve

¥(0,y,t) =072 1, (0,y,t) = ie!0720),

Y, 0,8) = €720, 4y (x,0,¢) = fe!C720 (4.134)

siir kosullari ile birlikte goz 6niine alalim(Dehghan ve Mirzaei, 2008). (4.1.20) iterasyon

formiild, verilen Schrédinger denklemi igin

Pnan(69,0) =t (,3,6) + 1 f (12202 4 T0nC) | TUEr9) e 2 0 (4.1.35)
bi¢iminde olur.
Ik yaklasim, baslangi¢ kosulundan,
Wo(x,y,t) = ¥(x,y,0) = !>+
olarak secilebilir. Secilen yaklasim (4.1.35) iterasyon formiiliinde kullanilarak
P1(x,y, ) = e!EY)(1 = 2it),

. .
Pa(x,3,6) = (1 - 2it + S0,
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.0 = 1 i 2

. _2it+)2 —_2i+)3 —_2i+)4 _2is\N
Po(r,y, ) = el (1 -2 4 EEE L C20 LB L2OF)

yaklagimlari elde edilir. Buradan,

Yy, ) = lim Y (x, y,t)

(=2it)*

= el®+y) Ykeo
=0 ki

— pilx+y—20) (4.1.36)
¢Oziimi bulunur.
Ikinci bir ¢dziim yolu olarak, x yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da yaklasik

¢coztimler belirlenebilir. Bu durumda, varyasyonel iterasyon yontemine goére (4.1.21)

iterasyon formiilii

x 0P (Cyt) | 0% yt) | 0*Pn(ly.zt)
Y1 (63, 0) = Yn(x,9,6) + [7(§ = x) (i TS0 4 THnEND 4 CnEIID) g, 2 0

(4.1.37)
bicimindir. x yoniinde sifirinci yaklasim, a ve b sabitler olmak iizere,
Yolx,y,t) = €029 (q + bx) (4.1.38)
secilebilir. (4.1.38) yaklasimi (4.1.37) iterasyon formiiliinde kullanilirsa,

_ yily-2t ax?  bx3
Y1y, 0) =072 (a+ bx - 2~ 2)

(4.1.39)

yaklagimi elde edilir. (4.1.34) sinir kosullarindan a = 1 ve b = i bulunur. Bu durumda,

Yolx,y,t) = e!0720(1 4 ix),

i 2 . 3
P, (x,y,t) = 020 (1 bix— ,;_!_ %)
olur. ¥, yaklasimi ve x yoéniindeki (4.1.37) iterasyon formiiliinii kullanarak
i~ (i)
lpz(X,y, t) = elly—2t) Zi:o%,
i~ (i)
IIJB(x; Y, t) = el(y 2t) ZIZ:O l;{c! ’

. .
Yo (x,y,t) = el-20) y2nt1 (z;)

yaklasimlar1 bulunur. Bulunan bu yaklasimlar i¢in
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lxy,t) = lim Y (x, y,6)
hesaplandiginda (4.1.36) ¢6ziimii bulunur.
Ucgiincii bir ¢dziim yolu olarak, bu problemin yaklasik ¢dziimleri iterasyon formiilii

kullanilarak y yoniinde de arastirilabilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine

gore (4.1.23) iterasyon formiilii n = 0 i¢in

— y _ . alpn(x’ﬂ’t) azlpn(x'#'t) azlpn(x’#,t)
Yna1 (0, 8) = Yoy, 0) + [ (1 y)(l 2t T o T o )du

(4.1.40)

biciminde olur. Bu durumda y yoniinde sifirinci yaklagim, ¢ ve d sabitler olmak {izere,
Yolx,y,t) = e!*=20(c + dy) (4.1.41)
secilebilir. (4.1.41) yaklasimi (4.1.40) iterasyon formiiliinde kullanilirsa,

Py (x,y,t) = el*=20 (c +dy — @ d—yg) (4.1.42)

2! 3!
yaklasimi elde edilir. (4.1.34) siir kosullarindan ¢ = 1 ve d = i bulunur. Bu durumda,
w()(x' Y, t) = ei(x_Zt)(l + I,y),
. A .
Py (x,y,t) = et*=20 (1 +iy—-L— 1)

2! 3!

olur. 1, yaklasimi ve x yoniindeki (4.1.37) iterasyon formiiliinii kullanarak

e ( )k
Yo(x,y,t) = G20 35 li! ’
e (i )k
ll)?)(xy y: t) = el(x Zt) 2]1:0 l:;:! 1

. o
Yn(x,y,t) = eix=2t) 2]2(721461 (lig)
elde edilir. Bulunan bu yaklagimlar igin
lp(xj y; t) = T{g{)lo lpn(x, y’ t)

hesaplandiginda (4.1.36) ¢6ziimii bulunur.

Bu problemin varyasyonel iterasyon yontemini kullanarak elde edilen ¢6ziimii,
Dehghan ve Mirzaei’nin (2008) agsiz yerel sinir integral denklem yontemini kullanarak elde

ettigi ¢oziim ile aynidir.

24



4.1.4. Ornek:

L2 0 0 0

ot dx2 dy? 9z2 "’ t>0, x, y,Z € [0,27'[],

ti¢ boyutlu lineer Schrédinger denklemini,

V(x,y,z) =0

potansiyeli,

Y(x,y,2,0) =sinxsinysinz (4.1.43)
baslangi¢ kosulu ve

¥(0,y,2,t) = 0,9,(0,y,2t) = sinysinze 3,

Y(x,0,z,t) = 0,9, (x,0,zt) =sinxsinze 3%, (4.1.44)

Y(x,y,0,t) =0,9,(x,y,0,t) = sinxsiny e 3%
siir kosullar ile ¢6zelim(Eskar, Huang & Feng, 2018). Varyasyonel iterasyon yontemine

gore (4.1.20) iterasyon formiilii, verilen Schrodinger denklemi i¢in

Lot Yn(xy.z,8) | 0%Yn(xy,ze) | 0%Yn(xy.zE)
Yni1(x,y,2,t) = Pu(x,y,2,t) + lfo (l 9e i %2 + 9y2
%Y (x,y,2,€)
+ —"azz ) de,n=>0 (4.1.45)

bi¢iminde olur.

Baslangi¢ kosulundan, sifirinct yaklasim
Yo(x,y,2,t) =¥(x,v,2z,0) =sinxsinysinz
bigiminde segilebilir. Secilen bu yaklagim (4.1.45) iterasyon formiiliinde kullanildiginda

Y,(x,y,z,t) = sinxsiny sinz (1 — 3it),
2
Y,(x,y,z,t) =sinxsiny sinz(l — 3it —%),

2 i+3
Y3(x,y,2,t) =sinxsiny sinz(l — 3it _92L'_|_9%),

(-3it)k
k!

Yn(x,y,z,t) =sinxsiny sinz ),
yaklagimlart bulunur. Buradan, varyasyonel iterasyon yontemine gore verilen ii¢c boyutlu
lineer Schrédinger denklemi i¢in
Y0y, 20 = lim 1y (x,5,2,0

(-3it)k
k!

= sinxsiny sinz ),

=sinxsiny sinze 3% (4.1.46)
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¢Ozlimii elde edilir.

Bu problemde varyasyonel iterasyon yontemiyle elde ettigimiz ¢6ziim Eskar, vd’in

(2018) sonlu fark yontemi ile elde ettigi ¢oziimiin aynisidir.

Ayrica, ikinci bir ¢6ziim yolu olarak, x yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da
yaklasik ¢oziimler belirlenebilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine gore

(4.1.21) iterasyon formiilii

x  0Yn(Cyzt) | *Yn(Qy.zt) | 3*PaCy.zt)
Yni1(x,y,2,t) = Pu(x,y,2,8) + fo (¢ —x) (l ot + a¢2 + 9y2
*YnQy.z,t)
+ 28220 d¢, n 2 0 (4.1.47)

biciminde olur. Bu durumda x yoniinde sifirinc1 yaklagim, a ve b sabitler olmak iizere,
Yo(x,y,2,t) =sinysinz (a + bx)e 3% (4.1.48)
biciminde se¢ilebilir. (4.1.48) yaklasimi (4.1.47) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,

2 3 .
Y,(x,y,z,t) =sinysinz (a + bx — aZ—! —b %)6‘3“ (4.1.49)
yaklagimi elde edilir. (4.1.44) sinir kosullarindan a = 0 ve b = 1 bulunur. Bu durumda,

ll)o(x, Y,z t) =siny Sinzxe_3it,

3 A
Y,(x,y,2z,t) = sinysinz (x — %) e 31
olur. Boylece, bulunan ¥, P, yaklasimlar1 ve (4.1.47) iterasyon formiiliinii kullanarak x
yoniindeki asagidaki yaklagimlar elde ederiz:
3 5 .
Y,(x,v,z,t) = sinysinz (x - % + %) e 31,

. . 2 x5 X7\ 3¢
1/)3(x,y,z,t)=smysmz(x—§+a—;)e ,

R . n 1 k x2k+1 -3it
Yn(x,y,2,t) —smysmz( r=o(—1) (2k+1)!)9

Bulunan bu yaklagimlar i¢in
Y(x,y,z,t) = lim Y, (x,y,2,1t)
n—-oo
hesaplandiginda (4.1.46) ¢6ziimii bulunur.

Ugiincii bir ¢6ziim yolu olarak, bu problemin yaklasik ¢dziimleri iterasyon formiilii
kullanilarak y yoniinde de arastirilabilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine

gore (4.1.23) iterasyon formiili
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y . all)n(x,,u,z,t) azwn(xr”rzit) azlp‘n(xr”rzrt)
Yni1(x,y,2,t) =lpn(xry'z't)+f0 w=y) (l ot + %2 + auz

3%y (o, p,2,t)
0z2

+ )dp,n 20 (4.1.50)

olur. Bu durumda y yoniinde, sifirinci yaklasim, ¢ ve d sabitler olmak {izere

Yo(x,y,2,t) =sinxsinz (c + dy)e 3% (4.1.51)
bi¢iminde se¢ilebilir. (4.1.51) yaklagimi (4.1.50) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,
Y,(x,y,2,t) =sinxsinz (c + dy — c% —d 3;—?)6_3“ (4.1.52)
yaklasimi elde edilir. (4.1.44) siir kosullarindan ¢ = 0 ve d = 1 bulunur. Bu durumda,
Yo(x,y,2z,t) = sinxsin z ye 3,
Y,(x,v,2,t) =sinxsinz (y — 3;—T)e‘m

olur. Boylece, (4.1.50) iterasyon formiiliinden y yoniindeki yaklasimlar asagidaki gibidir:
— ; y3 Y5 -3it
Y,(x,y,2,t) —smxsmz(y—§+a)e ,

: : y: vS Y\ it
1,[)3(x,y,z,t)=smxsmz(y—;+3—;)e ’

2k+1 .
Y, (x,y,2,t) = sinxsinz ( R (=D ﬁ) e 3,
Bulunan yaklasimlar kullanilarak,
Y(x,y,zt) = lim ¢Y,(x,y,2t)
n—-oo
hesaplandiginda (4.1.46) ¢6ziimi bulunur.

Dérdiincii bir ¢oziim yolu olarak, z yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da

yaklasik c¢oziimler belirlenebilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine gore

(4.1.23) kullanildiginda

Z . a'll)n(x,y,c,t) azllln(x'y.c't) azlpn(x'y'C,t)
l»bn+1(x1yle t) = wn(x,y,z, t) + fO (C_Z) (L at + 92 + dy?2

aZ 1’1( W :t)
+ T¥nloyot) s )dg, n 20 (4.1.53)

biciminde z yoniindeki iterasyon formiilii olur. Bu durumda z yoniinde sifirinci yaklasim, g
ve h sabitler olmak tizere,
Po(x,y,2,t) = sinxsiny (g + hz)e 3 (4.1.54)

bi¢iminde se¢ilebilir. (4.1.54) yaklasimi (4.1.53) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,
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2 3 .

Yi(x,y,z,t) =sinxsiny(g+hz—g ZZ—' — hzs—!)e‘w (4.1.55)
yaklagimi elde edilir. Sinir kosullarindan g = 0 ve h = 1 bulunur. Bu durumda,
Yo(x,y,2,t) = sinx siny ze 3%,
Y,(x,y,2,t) = sinxsiny (z — 2)8_3“
bulunur. Boylece, (4.1.53) iterasyon formiiliinii kullandigimizda

3 5 .
Y,(x,y,2,t) =sinxsiny (z — 23—' + ZS—!)e"w ,

. . z3  z5  Z7. o
Y3(x,y,2,t) =smxsmy(z—§+a—7)e i

2k+1
z%t ) ~3it
(2k+1)!

Yn(x,y,2,t) = sinxsiny ( n(—1)*
yaklagimlarini elde ederiz. Bulunan bu yaklasimlar i¢in

Yy z,t) = lim Y, (x,y,2,0)

hesaplandiginda (4.1.46) ¢oziimii elde edilir. Boylece, farkli yonlerdeki iterasyon formiilleri

kullanilarak elde edilen sonuglarin ayni oldugu goriilmektedir.

4.1.5. Ornek:

_j0 0 0% %Y
at  9x2  9y2z = 9z2’

t>0, x,y,z€[0,0),

ic boyutlu lineer Schrodinger denklemint,

V(ix,y,z) =0

potansiyeli,

Y(x,v,2,0) =sinx + siny + sinz (4.1.56)
baslangi¢ kosulu ve

¥(0,y,2,t) = (siny + sinz)e ™ ,1,(0,y,z,t) = e ¥,

Y(x,0,2,t) = (sinx +sinz)e™™ , 9, (x,0,2,t) = e, (4.1.57)

Y(x,v,0,t) = (sinx + siny)e ™ ,(x,y,0,t) = e~
sinir kosullari ile ¢6zelim. Varyasyonel iterasyon yontemine gore (4.1.20) iterasyon formiili,
verilen Schrodinger denklemi i¢in

Lt Yn(xy.z,e) | 0%Yn(xy,ze) | 0%Yn(xy.zE)
lpn+1(xJ J’» ZJ t) = l/)n(x' y' Z' t) + l fo (l = de + naxz + nayz

0z2

n 621pn(x,y,z,s)) d&', n>0 (4158)
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biciminde olur.

Baslangic kosulundan, sifirinct yaklagim
Yo(x,y,2,t) =P(x,v,2,0) =sinx + siny + sinz
bi¢iminde segilebilir. Y, yaklasimi (4.1.58) iterasyon formiiliinde kullanildiginda
Y,(x,y,2,t) = (sinx + siny + sinz) (1 — it),

—it)?
Yy(x,y,2,t) = (sinx + siny + sin z) (1 — it +( ;) )

N2 483
Y3 (x,y,2,t) = (sinx + siny + sin z) (1 — it 4+ &9 ;) + & ;) ),

(-3it)k
k!

Yn(x,y,2,t) = (sinx + siny + sinz) Y},

yaklasimlar1 bulunur. Buradan, varyasyonel iterasyon yontemine gore verilen ii¢ boyutlu

lineer Schrodinger denklemi i¢in

Y(x,y,z,t) = lim Y, (x,y,21t)
n—oo
_it)k
= (sinx + siny + sinz) Z,‘fzo%
= (sinx + siny + sinz)e™ % (4.1.59)

¢Oziimi elde edilir.

Ayrica, ikinci bir ¢6zlim yolu olarak, x yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da
yaklasik c¢oziimler belirlenebilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine gore

(4.1.21) iterasyon formiilii

x L 0Pn(y.zt) | 0%Yn(lyzt) | 0% Yn(ly.zt)
¢n+1(xlyle t) = lpn(x:yfzf t) + fO (C —X) (L ot + 8¢z + dy?2

n az¢n((,y,z,t)) d{,n=0 (4.1.60)

0z2
bi¢ciminde olur. Bu durumda x yoniinde sifirinci yaklagim, a ve b sabitler olmak iizere,
Yo(x,v,2,t) = (a+ bx +siny + sinz)e % (4.1.61)
biciminde secilebilir. (4.1.61) yaklagimi (4.1.60) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,

2 3 .
Yi(x,y,2,t) = (a + bx — azi' - % + siny + sin Z) et (4.1.62)
yaklagimi elde edilir. (4.1.57) sinir kosullarindan a = 0 ve b = 1 bulunur. Bu durumda,
Yo(x,y,2,t) = (x +siny + sinz)e ¥,

3 .
Y,(x,y,2,t) = (x — 3;—| +siny + sinz) et
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bulunur. ¥, yaklasimlar1 ve (4.1.60) iterasyon formiiliinii kullanarak x yoniindeki asagidaki
yaklagimlar1 elde ederiz:

3 5 .
Y,(x,y,2,t) = (x — % + % + siny + sin z) e 't

x5

3 7 .
Y3(x,y,z,t) = (x—%+a—9;—!+siny+sinz)e‘“,

lpn(x; v, Z, t) = <(Z£=O(—1)k x2k+

! : : —it
(2k+1)!) + siny + sin Z) e .
Bulunan bu yaklasimlar i¢in
Y(x,y,zt) = limyY,(x,y,2z1t)

n—-oo

hesaplandiginda (4.1.59) ¢6ziimii bulunur.

Ucgiincii bir ¢oziim yolu olarak, bu problemin yaklasik ¢éziimleri iterasyon formiilii
kullanilarak y yoniinde de arastirilabilir. Bu problem igin varyasyonel iterasyon yontemine

gore (4.1.23) iterasyon formiilii

y 'alp (x, y !t) 6211[) (xr 2 ,t) azlp (xr 2 rt)
lpn‘l'l(x’y!ZPt) = lpn(x’ylzl t) +f0 (l’l_y) (l’ natuz + naxzuz + na‘uzuz

9%y (o, 1,2,t)
0z2

+ )dp,n =0 (4.1.63)

olur. Bu durumda y yoniinde, sifirinct yaklasim, ¢ ve d sabitler olmak iizere

Yo(x,y,2,t) = (sinx +sinz + c + dy)e ™™ (4.1.64)
bi¢iminde se¢ilebilir. (4.1.64) yaklagimi (4.1.63) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,

2 3 .
Y(x,y,2,t) = (sinx +sinz+c+dy— CZL' — %) et (4.1.65)

yaklagimi elde edilir. (4.1.35) sinir kosullarindan ¢ = 0 ve d = 1 bulunur. Bu durumda,
Yo(x,y,2,t) = (sinx + sinz + y)e™ %,

P(x,y,2,t) = (sinx +sinz+y— 3;—?) e it

olur. Boylece, (4.1.63) iterasyon formiiliinden y yoniindeki yaklasimlar asagidaki gibidir:

. ] ¥ Y\ i
Yy(x,y,2,t) = (smx +smz+y—§+a)e w

5

Ws( £) = (sinx +sinz+y—% + L — L) it
s(x,y,z,t) = (sinx tsinz+y -7+ - )e™™,

_ : . n 1)k y2k+t —it
Yn(x,y,2,t) = smx+smz+( r=o(—1) m) e .
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Bulunan yaklasimlar kullanilarak,
Y(x,y,zt) = lim Y,(x,y,2t)
n—->0oo
hesaplandiginda (4.1.59) ¢6ziimii bulunur.
Dordiincii bir ¢oziim yolu olarak, z yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da

yaklasik ¢oziimler belirlenebilir. Bu problem i¢in varyasyonel iterasyon yontemine gore

(4.1.23) kullanildiginda

4 - awn(x,y,@t) azlpn(x,%(,t) azlpn(x,y,ﬁ'rt)
Yns1(x,y,2,8) = Pp(x,y,2,8) + fO (¢—2) (l ot + %2 + ay?

62 n( 1 !t)
+ T¥nleyot) a:zyc )dq, n=0 (4.1.66)

biciminde z yoniindeki iterasyon formiilii olur. Bu durumda z yoniinde sifirinci yaklasim, g

ve h sabitler olmak lizere,

Yo(x,y,2,t) = (sinx +siny + g + hz)e™ ™ (4.1.67)
biciminde se¢ilebilir. (4.1.67) yaklasimi (4.1.66) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,
Y.(x,y,2,t) = (sinx +siny + g + hz — gz—z!z — h3—zl3) e it (4.1.68)

yaklagimi elde edilir. Sinir kosullarindan g = 0 ve h = 1 bulunur. Bu durumda,
Yo(x,v,2,t) = (sinx + siny + z)e %,
3 .
Y(x,y,2,t) = (sinx +siny +z — 23—') et
bulunur. Boylece, (4.1.44) iterasyon formiiliinii kullandigimizda
3 5 .
Uy(x,y,2,t) = (sinx +siny +z — 23—,+25—')e‘” ,

5

Y3(x,y,z,t) = (sinx + sin +z—£+z——£ e it
3\, 2, y 3l 517! '

( t) _ . + . +( n _1 k 22k+1) —it
Yn(x,y,z,t) = sinx + siny k=0(—1) 2ol | €

yaklagimlarini elde ederiz. Bulunan bu yaklasimlar i¢in
Y(x,y,zt) = lim ¢Y,(x,y,2t)
n—->00
hesaplandiginda (4.1.59) ¢6ziimii elde edilir. Farkli yonlerdeki iterasyon formiilleri

kullanilarak ayn1 sonuclar elde edilmistir.
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Sonug¢ olarak, varyasyonel iterasyon yontemi ile ¢oziilen Orneklerde yaklasik
cozlimler, kullanilan iterasyon formiiliiniin tanimlandig1 yone bagli degildir. Varyasyonel
iterasyon yontemi her yonde dogru ve hizli yaklagimlar verir. Bu da yontemin ne kadar etkili

oldugunu gostermektedir.

4.2. Lineer Olmayan Schrédinger Denkleminin Varyasyonel iterasyon Yontemi ile

Coziimleri

Bu kisimda, (4.1) denkleminde m = kA = 1 olarak alindiginda elde edilen

(LI = _2V2(x,,2,6) + V(6,2 Y@y, 2 + Bl 3,2, 09, y,2,0),

t>0, x,y,z € [0,),

(4.2.1) zamana bagl lineer olmayan Schrodinger denklemini

Y(x,y,2,0) = g(x,¥,2), x,y,z € [0,0) (4.2.2)
baslangi¢ kosulu ve

P(0,y,2,8) = po(¥,2,6), Px(0,y,2,t) =p:(y,z,1), t> 0

PY(x,0,z,t) = qo(x, zt), lpy(x, 0,z,t) =q:1(x,z,t), t> 0

P(x,y,0,t) = ro(x,y,6), P, (x,y,0,t) = 1 (x,y,8), t> 0

sinir kosullar1 altinda varyasyonel iterasyon yontemi ile inceleyecegiz(Schultz ve Vrakking,
2014). Burada, g, po, P1, 90, 91, 7o V€ 17 bilinen fonksiyonlardir. (4.2.1) denkleminin ¢, x, y

ve z yoniindeki diizeltme fonksiyonellerini n > 0 i¢in asagidaki gibi yazabiliriz:

_ t Y (x,y,2,6) | 1(0%Pn(xyze) | 02 Pn(xy.ze)
lpn+1(x: Y, Zz, t) - lpn(xl Yz, t) + fO 11(8) (l de + E( 9x2 + ayz
0% (xy,z,€) = -~ 2~
$PION ey, (02, €) — Bl (6 9,2,0)] P63, 2,) ) de,
(4.2.3)

X . alz)v ({,y,z,t) 1 azlp (Z,y,z,t) 62177 ((,y,Z,t)
lpn+1(x;}’;z; t) = l/)n(x;y;z; t) + fo AZ(() (lnT—i_E( nazz + nayz

+ 62%6(2612%2,0) - V({! Y, Z)’:E:l((' Yz, t) - ﬁl%(zf Y, Z, t)lzl’l;;l((' 2z t)) d(
(4.2.4)
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Y MPp(xuzt) | 1 (0% Pp(xuzt)
Yna1(83,2,0) = Yn (63,20 + J7 Aa(0) (12205820 3 (Tt

62(,,,t) aZ n('JJt) T o 2 —
w‘;:llzlz + L ajzﬂz ) - V(X, u, Z)l)bn(x' u,z t) - ﬁ|lpn(xl Wz, t)l ’l’n(X, U, z, t)) dIJ-

(4.2.5)

+

ve

alpn(xy t) 1 azﬁ(x;y, vt) azﬁ(x!y! vt)
Yrr1(6,y,2,8) = Pu(6,y,2,0) + [ /14(1)( TT+ E( o LA = z

%Y (xy,1, — — 2 —
P ;:Zyrt)) —V(,y, DY (6, y,7,8) = Bl (x, 3,7, 0| Yn(x, .7, t)) dr.  (4.2.6)

Buradan, (4.2.3)-(4.2.6) denklemlerinin her iki tarafinn 8y, = 0 olacak bicimde

+

varyasyonunu aldigimizda,

5 (6,9,2,t) = 6P (X, y,2,t) + 6 J iy () L2E2ED g (4.2.7)
*Yn(y,z,t)
SPnir (6,7,2,8) = OPn(0,9,2,6) + 6 [ 3 22() L8220 4, (4.28)
0°Yn
s (6,7,2,8) = 8 (x,,2,8) + 6 [ 3 A5 (1 )Wdy (4.2.9)
ve
*YPn(xy,1.t)
§Yni1(x,7,2,t) = 6P (x,y,2,t) + 5f M) — 5 —dr (4.2.10)
elde edilir. (4.2.7)-(4.2.10) esitliklerinde yer alan integraller i¢in kismi integrasyon
kullandigimizda
oY, (Y20 = (1 +idi(€) )&/Jn(x, v, Z, e)lgzt - if()tl;(e)6tpn(x, y,z,e)de =0,
(4.2.11)
P (63,20 = (1-3 00 00,67 ol _ +3:©0,6y20)|
=x -
+§f§lé’(5)6¢n((,y,z, t)dg =0, (4.2.12)
01 (53,2,8) = (1= 3250) 80, (0, 2,0)|
u=y
+§/13(u)6¢7’1(x, 17, t) =y + § S 25 )8 Cx, 2, 8) dp = 0
(4.2.13)
ve
Y, (0, z,t) = (1 — %A;(ﬂ) sy, ()7, t)l + %14(‘[)61/);1@, VT, t)lr_
T=Z -
+§f02 A (D)oY, (x,y,T,t)dt =0 (4.2.14)
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elde edilir. Boylece,

(1+in@)) =024 =0, (4.2.15)

(1-320)| _ =0.3260)|_ =0 ;1@ =0 (4.2.16)

(1-22)|  =0.22500lusy = 0, 3250 =0, (4.2.17)
u=y

(1-3m@) =0 ium|_ =0 j2i@=0 (4.2.18)

kosullarindan

A(e) =1i,2,(0) =20 — 2x, A3(u) = 2u — 2y, A4(7) = 2T — 2z (4.2.19)

bi¢iminde belirlenir. Bulunan Lagrange c¢arpanlart (4.2.3)-(4.2.6) denklemlerinde

kullanildiginda iterasyon formiilleri n > 0 i¢in

oYy
Ynir(69,2,0) = P (o y,2,0) +1 f (12228229 1 2y2y, (x,y,2,¢)

—V(x, Y Z)l/)n(x' Y.z, E) - ﬁll/)n(x' Y, Z, £)| l/)n(x' Yz, 8))d€!

(4.2.20)
Yrir (03,28 = Yn(6,9,2,6) + [7(20 = 22) (1228220 4 292y, (¢,y,2,0)
—V(fl Y Z)ll)n({, Y, Z, t) - ,Bwfn((: Y, Z, t)l llln((, Yz, t))d(,
(4.2.21)
Yri1 (69,28 = Yu(6,3,2,8) + [ 2 = 2y) (i 225220 4 292y, (6,2, 1)
—V(X, W, Z)lpn(x' Wz, t) - ﬁllpn(x' Wz, t)l l/)n(x' Wz, t))dlu
(4.2.22)
ve
Ynia (6,2, = Yo (6,7,2,6) + [ (21 — 22) (i 0220 4 292, (x,y,7,0)
_V(x' Y T)l/)n(x' T t) - ﬁllpn(x' T t)l lpn(xr T t))dT
(4.2.23)

olarak bulunur. ¥, sifirinci yaklasimi, baslangi¢ veya sinir kosullart kullanilarak segilebilir.
Segilen i, sifirnct yaklagimi ile baslayarak, (4.2.1) denkleminin yaklasik ¢Oziimleri
(4.2.20)-(4.2.23) iterasyon formiilleri kullanilarak belirlenir.

Varyasyonel iterasyon yonteminin bir, iki ve li¢ boyutlu lineer olmayan Schrodinger

denklemlerinin ¢6ziimlerini bulmak i¢in nasil uygulanacagini drneklerle ele alalim.
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4.2.1. Ornek:

oY 10%Y o
== —5%= [Yl“y, t>0, x €[0,00)

bir boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemini

V(x)=0

potansiyeli,

P(x,0) = e (4.2.24)
baslangi¢ kosulu ve

Y(0,t) = et? 1, (0,t) = ie't/? (4.2.25)

siir kosullar1 ile birlikte géz Oniine alalim (Hosseinzadeh, 2017). (4.2.20) iterasyon

formiild, verilen Schrédinger denklemi igin

. 0Py (x,€) lazllJn(xlf)

Yup1(x,t) = Pu(x,t) + ifot <l 9e y 2 ox2 + |, (x, E)IZ%(X, 5)) de,n=>0

(4.2.26)
biciminde olur.
t yoniinde,
o(x, 1) = P(x,0) = e
sifirnct yaklasim olarak segilebilir. Secgilen yaklasim (4.2.26) iterasyon formiiliinde
yazilarak
P t) = e (1+3),

_ ix it _t? ﬁ_ﬁ)
ba(xt) =e (1+2 8+12 32)’

— ,lx i_t_f_ﬁ_ﬁ )
Yslxt) =e (1+2 s a8 9 '

s = o (1036 129 430"+ )

yaklasimlart bulunur. Buradan,

Yo, 0) = lim 9, (x,0)
=e*yr - (i_t)n

n! \2

_ i) (4.2.27)
¢Oziimdiir(Hosseinzadeh, 2017).
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Bu problemin yaklasik ¢ozlimleri varyasyonel iterasyon yontemine gore ikinci bir
¢Ozlim yolu olarak x yoniinde de arastirilabilir. Bu problemin x yoniindeki (4.2.21) iterasyon

formiliin > 0 i¢in

Praa (0,6) = Yo (3,6) + [(20 = 20) (i 2D 1 2D i (G, O PP S, t)) a,

(4.2.28)
biciminde bulunur. Bu durumda x yoniinde, sifirinct yaklasim, a ve b sabitler olmak {izere,
Yolx,t) = (a + bx)e'/? (4.2.29)
biciminde se¢ilebilir. (4.2.29) yaklasimi (4.2.28) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,

ax?(2a%-1) _ bx3(6a%-1) _ ab?x* _ ngs) eit/2 (4.2.30)

2 6 2 10

Yi(x, t) = (a + bx —
yaklagimi elde edilir. (4.2.25) sinir kosullarindan a = 1 ve b = i bulunur. Bu durumda,
Yo(x, t) = (1 + ix)e't/?,

- @)% @3 @0 @)% itz
¢1(x;t)—(1+lx 21 Y i 10)e

olur. Boylece, bulunan ¥, 1, yaklagimlari ve (4.2.28) iterasyon formiiliinii kullanarak x
yoniindeki asagidaki yaklasimlari elde ederiz:
(ix)? 4 5(ix)3 iy (ix)* n (ix)5 4o ) eit/2.
2 6 2 10

@0* | 300° | 17600 | 77007 ) eit/2
2 10 90 1260

W, (x,t) = (1 +ix +

Ps(x, t) = (1 +ix —x? —ix3 +

(ix)? +(ix)3+ +
2! 3! 4! 10 90

P 2 \5 : N6 .
Yo(x,t) = (1 +ix + (x) 3(ix) + 17(ix) + .. ) eit/2.

Buradan,
Y(x,t) = lim Y, (x,t)
n—->oo
hesaplandiginda (4.2.27) ¢6zlimii bulunur. Her iki ¢6ziim yolu sonucunda ayni sonuglarin

elde edildigi goriilmektedir.

4.2.2. Ornek:

W10 ) g
lat - z(ax2+ay2) lepl l/J, t>0, x,yE[O,oo)

iki boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemini
V(x,y) =0
potansiyeli,

36



P(x,y,0) = '@ (4.2.31)
baslangi¢ kosulu ve

Y(0,y,t) =e'0tD ), (x,0,t) = ie!¥*D

PY(x,0,t) =@ 4 (x,0,t) = ie'™+D (4.2.32)
siir kosullar ile ¢ozelim(Jazbi, 2009). He’nin varyasyonel iterasyon yOntemine gore,

(4.2.20) iterasyon formiili, verilen Schrodinger denklemi i¢in

.t (.0Yn(xy,€) 1 (02Yp(x,,€) 32y (X,,€)
lpn+1(x;yrt) :lpn(x;y,t)‘l'lfo (lT-*_E( dx2 + dy? )

+2|n (x, v, )2 (x, y,€))de, n = 0 (4.2.33)
bigiminde elde edilir.
(4.2.31) baslangic kosulundan, ilk yaklagim
Po(x,y,t) = P(x,y,0) = ! &+
olarak segilir ve (4.2.33) iterasyon formiiliinde kullanilirsa
10y, t) = (1 + it)e' ™,

. '
Uy(x,y,t) = (1 +it+ %4_ ...)el(x+y),

N .
Ys(x,y,t) = (1 +it + i) + G0 + "-)e‘(’“'Y),

2! 3
N2 N3 . ]
Yn(x,y,t) = A+it+ (lzt? + (l;) + .+ (l:l)'n + ,,,)el(x+y)
yaklagimlar1 bulunur. Buradan,
w(x' y’ t) = 7’1Ll—l>’{>lo lpn(x; y: t)
i w @@"
= elx+y) e, ln!
— ei(x+y+t) (4.234)

¢oziimii elde edilir(Jazbi, 2009).

Ayrica, ikinci bir ¢6ziim yolu olarak, varyasyonel iterasyon yoOntemine gore y
yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da yaklasik ¢oziimler belirlenebilir. (4.2.22)

iterasyon formiilii kullanildiginda

y  OYn(xut) | 1 (0% Pp(rut) | % Pn(x,ut)
¢n+1(X,y,t)=¢n(x»y’t)+fo (ZM_Zy)(l at“ +E( 6x2# + 6[12M )

+2[ (o, 1, D12, (6, 1, 0) )du, = 0 (4.2.35)
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y yoniindeki iterasyon formiilii olur. Bu durumda y yoniinde sifirinc1 yaklagim, a ve b

sabitler olmak tizere,
o(x,y,t) = (a + by)e'™*+0 (4.2.36)
bi¢iminde segilebilir. (4.2.36) yaklasimi, (4.2.35) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,
5 X
Y, (x,y,t) = (a + by — a(4a? — 3) yz—? — b(28a? — 3)y3—7 — 80ab? 3;—? —80b3 %) e+t

(4.2.37)
yaklagimi elde edilir. (4.2.37) esitliginin saglanmasi i¢in (4.2.32) sinir kosullarindan a = 1
ve b = i bulunur. Boylece,
o(x,y,t) = (1 +iy)e'™*D (4.2.38)

olur ve (4.2.38) yaklasimi (4.2.35) iterasyon formiiliinde yerine yazilirsa,

. o @) 253y | 10Gy)* | SUYPY i(x+t)
iy, t) =(A+iy+——+—"—+—"—+="")e

bulunur. Bulunan g, ¥, yaklasimlart ve (4.2.35) iterasyon formiiliinii kullanarak y
yoniindeki asagidaki yaklasimlari elde ederiz:

(iy)2+25(iy)3+10(iy)4 5(iy)5 49(iy)6+__.)ei(x+t),
2 6 3 24 18

1nb2(x'yJ t) = (1 + ly +

(iy)? n 25(iy)® n 10(iy)* n 5(iy)° n 49(iy)° + o )eliletn),

l,l)n(x,y, t) = (1+iy+ 2 6 3 24 18

Bu yaklagimlar i¢in
Y(x,y,z,t) = lim Y, (x,y,2,t)
n—->00
hesaplandiginda (4.2.34) ¢6ziimii elde edilir. Her iki ¢6ziim yolu sonucunda ayni sonuglar

bulunur.

4.2.3. Ornek:

.all}__l(az_ll) %y | 9%y

2= —2(2L W+§)+V¢ + [YI2Y, t >0, x,y,2 € [0,27] (4.2.39)

ti¢c boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemini

V(x,y,z) =1 —sin? x sin? y sin® z

potansiyelini
Y(x,y,2,0) = sinxsinysinz (4.2.40)
baslangi¢ kosulu ve
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5.

¥(0,y,2,t) = 0,9,(0,y,zt) = e 2 sinysinz
5.

Y(x,0,z,t) =0,9,(x,0,z,t) = e 2! sin x sin z (4.2.41)
5.

lp(xl Y, 0! t) = 0) lpz(x; v, 0, t) = e_Elt sin x Siny

sinir kosullarint géz Oniine alarak ¢6zelim(Taghizadeh, Noori, 2016). Bu 6rnege karsilik

gelen iterasyon formiilii n > 0 i¢in

c ot (LY (y.z,E) | 1 (%Y (xy,zE) | PP(x,Y.z,E)
Yrar(63,2,8) = Yu(x,,2,6) + 1, (i +5( +

de 2 ax2 9y?
+ %) + (1 —sin? x sin? y sin? 2)Y(x,y,z,t) + | (x, v, 2, &) > P (%, ¥, 2, e)) de
(4.2.42)
bi¢imindedir.
Baslangi¢ yaklagimi,

Y(x,y,z,0) = sinxsinysinz

baslangi¢ kosulundan, (x, v, z,t) = Y(x,y,2z,0) = sin x sin y sin z bi¢iminde se¢ilebilir.
Secilen bu yaklasim (4.2.42) iterasyon formiiliinde kullanildiginda asagidaki yaklasimlar

hesaplanir:

Y,(x,y,2,t) = (1 —git) sin x sin y sin z,

5, 5 . . .
Yy(x,y,z,t) = (1 —Elt—%tz + -~~>smxsmysmz,

5, 5 ) . . .
Pi(x,y,z,t) = (1 - 1:—2?1:2 +%51t3 + ~--)smxsmysmz,

e = (145 () +3 (35 +2 (2

—5it\ "
++%(%) + -~-)sinxsinysinz.

Buradan,

Y(x,y,zt) = lim Y, (x,y,21t)
n—-oo

=y 1(_Sit)nsinxsin sin z
T an=0p\ 2 y
S
= e 2 sinxsinysinz (4.2.43)

¢Oziimi bulunur.
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Bu problemin varyasyonel iterasyon yontemiyle elde edilen ¢oziimii, Taghizadeh,
Noori, (2016)’nin indirgenmis diferansiyel doniisiim yontemiyle elde edilen ¢oziimii ile

aynidir.

Ikinci bir ¢dziim yolu olarak, z yoniindeki iterasyon formiilii kullanilarak da yaklasik
¢Ozlimler belirlenebilir. Bu problem igin varyasyonel iterasyon yontemine gore (4.2.6)

kullanildiginda n = 0 i¢in

4 . al/’n(xd/'(’t) azlpn(xy’c,t) azlpn(x,y’c,t)
Pni1 (69,2,6) = Pn (63,2, 6) + [1(26 — 22) (1 ZT2E0 4 CUmXE0 o O dni

% (1,y,6.t)

+ 3¢z

+ (1 —sin? x sin? y sin? 2)Y(x,y,z,t) + [Y,(x, v, 2, &) |2, (x, y, Z, s)) dg,
(4.2.44)
biciminde z yoniindeki iterasyon formiilii bulunur. Bu durumda z yoniinde sifirinci

yaklasim, a ve b sabitler olmak {izere,

Yo(x,v,2z,t) = sinxsiny (a + bz)e 2" (4.2.45)
biciminde secilebilir. (4.2.45) yaklasimi ve (4.2.44) iterasyon formiilii kullanilarak elde
edilen ¥, yaklasiminin, (4.2.41) smir kosullarini saglamasi igin a = 0 ve b = 1 olmalidir.
Bu durumda,

Yo(x,y,2,t) = sinxsiny ze 2",

3 5.
Y,(x,y,2,t) =sinxsiny (z — Z—| +.)e 2t
bulunur. Boylece, (4.2.44) iterasyon formiiliinii kullandigimizda
3 5 5.
W,(x,y,z,t) =sinxsiny (z — 23—' + ZS—' +-)e 2t

. . z3  z5  Z7 _Sit
Y3(x,y,z,t) =sinxsiny (z -+ -+ )e 2t

3 5 7 9 5.
Yu(x,y,2,t) = sinxsiny(z —Z—!+ZS—!—Z7—!+Z—!+ ---)e 2t
yaklasimlarini elde ederiz. Bulunan bu yaklasimlar i¢in
Y(x,y,zt) = lim Y,(x,y,2t)
n—->oo

hesaplandiginda (4.2.43) ¢6ziimii elde edilir.
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BOLUM 5

SONUCLAR ve TARTISMA

Bu ¢alismada, homojen, homojen olmayan, lineer ve lineer olmayan adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin arastirilmasinda He’nin varyasyonel iterasyon
yonteminin nasil kullanildig1 incelenmistir. Y = ¥(x,y,z,t) ve V = V(x,y, z) olmak iizere,
iZL=viyp+vy (5.1)
lineer Schrodinger denklemine ve

.9
(S = =SV + VY + Bl (652)
lineer olmayan Schrodinger denklemine He’ nin varyasyonel iterasyon yontemi basarili bir

sekilde uygulanmistir ve ¢oziimler elde edilmistir.

Varyasyonel iterasyon yontemi, problemlerin fiziksel yapisint degistirebilecek bir
doniistim uygulamadan hizli yakinsayan ve etkili ardisik yaklasimlar verir. Dolayisiyla her
diferansiyel denkleme dogrudan uygulanabilen bir yontemdir. Bu yontem ile elde edilen
¢ozlimler, mevcut yontemlerle karsilastirildiginda varyasyonel iterasyon yontemi, dogruluk

ve hizli yakinsama agisindan oldukga etkilidir.

Bu calismada diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimlerini elde etmek igin
incelenen varyasyonel iterasyon yontemi, heniiz ¢6ziimii olmayan farkli problemlerin
arastirtlmasinda kullanilabilir. Bu yontemin gelistirilmesine yonelik yapilan ¢caligmalar goz

onilinde bulundurularak farkli yontemler gelistirmek anlaminda katki saglanabilir.
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