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OZET

Bu ¢alismada, 6nce, tizerinde {i¢ Laguerre egri ailesinin Tschebycheff gebe-
kesi olugturdugu ylizeylerin birer donel silindirden ibaret oldugu gosterilmig ve
bu ylizeylerin vektorel denklemi elde edilmistir.

Ayrica, tizerinde iki Laguerre egri ailesinin bir yari-Tschebycheff sebekesi
veya bir Tschebycheff gebekesi olugturdugu agilabilir yiizeyler incelenmis ve bu
yiizeylerin, sirasiyla, birer koniden veya birer dénel silindirden ibaret oldugu
gosterilmistir.

Daha sonra, acilabilir yiizeyleri 6zel hal olarak kabul eden regle yiizeyler
ele alinmig ve fizerinde iki Laguerre egri ailesinin Tschebycheff sebekesi olus-
turdugu regle ylzeylerin birer dénel koniden; Laguerre egrilerinin bir yar-
Tschebycheff gebekesi olugturdugu regle ytizeylerin ise birer minimal regle yi-
zeyden ibaret oldugu ispatlanmigtir.

Caligmanin son bélimiinde, bir ylzeyin merkez yiizeyleri ile invers ytlizeyi-
nin Laguerre egrilerinin olugturdugu alt Tschebycheff gebekeleri incelenmig
ve agagidaki sonuglar elde edilmistir:

Merkez ylizeylerinden birine ait iki Laguerre egri ailesinin eglenik Tscheby-
cheff sebekesi olugturdugu bir yiizey ve bunun bir merkez ylizeyi bir genel
silindirdir.

Merkez yiizeyleri tizerindeki iki Laguerre egri ailesinin birbirine kars: geldigi
ve merkez ylizeylerin birisi tizerindeki iki Laguerre egri ailesinin eglenik yari-
Tschebycheff gebekesi olugturdugu yiizey bir genel silindir, bu merkez yizey
ise bir konidir.

Uzerindeki Laguerre egrilerinin, invers yiizeyi iizerindeki Laguerre egrilerine
karg: geldigi, kiireden farkh, bir yiizey bir Dupin siklidinden ibarettir. Bu gesit
yiizeyler lizerindeki bir egrilik ¢izgisi ailesinin, egrilik ¢izgilerinden farkli bir
Laguerre egri ailesinin transversali olmas: halinde ylizey bir boru (hortum)
yuzeyidir.



SUMMARY

SURFACES ON WHICH THE LAGUERRE
LINES FORM A TSCHEBYCHEFF NET

Let S be a real surface of class C* in Euclidean 3-space with vector equation
% = Z(u,v) and let C be aline on S. C is said to be a Laguerre line (G-line) if
at every point P of C, the normal plane of S containing the tangent line PT
to C, cuts the surface S in a line superosculated by its circle of curvature
at P.

From the above definition, one can see that a line C on S will be a Laguerre
line, if and only if the relation

. . dpn
Ezpn—ngTg’:O o (pnz_p_) (1)

holds all along C, where L is Laguerre’s direction function and p, , p, , 7, and
S are, respectively, the normal curvature, the geodesic curvature, the geodesic
torsion and the arc length of C.

Let C make the angles 4* and v** (y* ++4** = §) with the parametric lines
v = const. and u = const. respectively. With the aid of the generalized Euler,
Ossian-Bonnet and Liouville formulae which are respectively given by

pn. = [r*cosy*siny™ + r*siny” cosy*™ + (t* — t**) siny* siny**]/siné
pg = [(g" +71)siny™ + (9™ — 75") siny"]/siné

T, = [t* cosy*siny™ + t** siny* cosy™ + (™ — r*) siny* siny™*|/siné

the differential equation of the Laguerre lines in the most general coordinate
system is obtained from (1) as

(r} = 2g*t*)sin®y™ 4+ 3[ry — 2t (g™ — 6;)] sin®y™* siny*

+3[r" — 2" (g + 6;)siny*" sin®y* + (r3% — 2 g™ t*)sin®y* =0

where r* , ™ ; g*, ¢**; t*, t** are, respectively, the normal curvatures, the

geodesic curvatures and the geodesic torsions of the parameter curves and the
indices 1 and 2 denote invariant differentiation.



A mathematical problem that is said to correspond to the physical prob-
lem of applying a piece of cloth smoothly to a curved surface (“clothing”
a given surface) was first formulated and treated by Tschebycheff . It is
desired to spread a net - a fish net for example - over a surface in such a way
that no cord is slack and all cords are unstretched. Instead of attacking this
problem Tschebycheff treated a different problem in which a net of discrete
meshes is regarded as a part of a family of regular parameter curves that
cover the surface completely. Thus he raises the question whether surface
parameters u , v can be introduced such that the line element takes the
form

ds? =du® + 2F dudv + dv?.

A Tschebycheff net is, by definition, a set of parameter curves u = const.,
v = const. on a surface in terms of which the line element takes the form

ds® = du® + 2cosbdudv + dv?

or, equivalently, a net is a Tschebycheff net if the tangent vector field of either
family of the net undergoes a parallel displacement in the sense of Levi-Civita
along each curve of the other family.

The notion of a Tschebycheff net can be generalized to three-dimensional
nets. Let vi, va , vs be three linear independent, smooth vector fields
defined on the surface S. The triple (vi, v2, v3) is called a 3-net on S. If
every vector field belonging to this 3-net undergoes a parallel displacement,
in the sense of Levi-Civita, along the integral curves of the remaining
vector fields, then such a net is called a Tschebycheff net of the first kind.
If every two-dimensional area element belonging to the net undergoes a
parallel displacement along the integral curves of the remaining vector field,
such a net is called a Tschebycheff net of the second kind.

In this work, surfaces on which the Laguerre lines (G-lines) form a
Tschebycheff net are studied. Some semi-Tschebycheff nets formed by these
lines are also investigated.

First of all, surfaces on which the three families of Laguerre lines form
a Tschebycheff net of the first kind are investigated and these surfaces are
completely determined. The fundamental magnitudes of such surfaces are
shown to be

E=G=1, F =cosé = const.
L=0b=const. , N=by=const. , M =+/b1b,y.

Then the vector equation of these surfaces is obtained as
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{— cos [A(bu+v)]} & + {~——sm [A(bu + v)]} &,

Asiné . B
1)b — -1 by #0, by #0
+{2m[(A2+ )u+( )1)]}63 1#: 27é
Z(u,v) = «
Sinz&(cosi W) & sin26( ) iu) s
by~ sing by o sind 2
| —(ucosé +v) &, bi#0, bp=0
where,
2 by b,
A = bl+bz 2\/ blbz COs 6) , B = —2(b2 —bl).
sin 6 sin“é

It is clear that these surfaces are cylinders of revolution.

Next, the developable surfaces on which two families of Laguerre lines form
a Tschebycheff net or a semi-Tschebycheff net are investigated and it is shown
that these surfaces are respectively, a cylinder of revolution or a cone.

Furthermore, it is proved that a cone of revolution is the only ruled surface
on which the two families of Laguerre lines form a Tschebycheff net. Ruled
surfaces having a semi-Tschebycheff formed by Laguerre lines are shown to be
a minimal ruled surface.

The last section of this work is devoted to the study of sub-Tschebycheff
nets on the centro-surfaces and inverse surfaces of a given surface.

The differential equation

{Ly—2(LTY, + MT%)} dud + 3{L, — 2 (LT, + MT%)} du? dv

+3{N, —2(MT}, + NT%)}dudv? + {N, —2(M Tl + NT%)} dv® =0
(2)

of Laguerre lines of a surface S, where L, M and N are the coefficients of
the second fundamental form of S and T'¥; (i,5,k = 1,2) are its Christoffel
symbols, is used to prove the following results concerning the centro-surfaces
Sl and 52 of S.

If the two families of Laguerre lines of Sy form a conjugate Tschebycheft
net, then S and S; are a general cylinder.

If the two families of Laguerre lines of S; and S; correspond and if two
families of Laguerre lines on S; form a conjugate semi-Tschebycheff net, then
S is a general cylinder and S is a cone.
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In the same chapter, the inverse surface Sof Sis considered. Let P a point
on S and P a point on S. Then the vector equation of S is

2

=i

T, (Fl=7)

L]

where, 7 is the position vector of S and c is the radius of inversion.
If the lines of curvature of S are taken as parametric curves, then the dif-
ferential equation of Laguerre lines of S becomes

E3rrdud +3EVGriduldv +3GVEr*dudv® + G¥2ry*dv® =0 (3)

where r* and 7™* are the principal curvatures of S.
Using the fact that the lines of curvature on S and S correspond, the dif-
ferential equation of the Laguerre lines of S is obtained as

E (r*r* 4+ 2p), du® + 3 E (r*r* + 2p), du® dv
+3G (r?r* + 2p)y dudv? + G (r’r™ + 2p), dv® =0,

where p is the perpendicular distance from the centre of inversion to the tangent
plane of S, measured in the sense of the unit normal of S.

The Laguerre lines of § and § will correspond to each other, if and only if
the conditions

rr(r2r” +2p), =712 (r?r* + 2p),
rr(r? e 4+ 2p)y =T (Pt + 2p);,
(1 4+ 29), = 137 (217 + 29)s
(P 4 2p)a = 12 (717 + 2p),

r3 (r 07 4 2p)y = 17 (P21 + 29),

re (r¥r* 4+ 2p), = 2 (r2r** 4 2p),

u

are satisfied.
From the above conditions the following results are obtained.
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Surfaces, other than a sphere, whose Laguerre lines correspond to those on
the inverse surface are Dupin cyclides.

If the Laguerre lines of S correspond to those on its inverse surface S and
if a family of lines of curvature of S are transversals to a family of Laguerre
lines, then S is a pipe surface.



BOLUM 1

BIiR YUZEYIN LAGUERRE EGRILERI

1.1 GIRIS

3-boyutlu Euclid uzayinda diizgiin bir S yiizeyi £ = Z(u, v) vektorel denkle-
mi ile verilmis olsun. S yiizeyinin birinci ve ikinci formunun katsayilari,sirasiyla
E,F,G;L,M, N veS nin birim normal vektor alan 7 ise,
ds* = Edu® + 2F dudv + G dv? |
E=22,F=4%,%,,G= &}

d%% = Ldu? +2M dudv + N dv?

Sy

Ty s M=7. Ty , N =1. Ty

i
3

L

dir.

En az C? simifindan olan ve ¥ = Z(u,v) vektorel denklemi ile verilen §
ylizeyinin dizgiin bir P(u,v) noktasiun Z yer vektoriniin ikinci mertebe-
den kismi tiirevlerini ve 7 vektor alaninin birinci mertebeden kismi tiirevlerini

veren, Gauss ve Weingarten denklemleri, sirasiyla,
Tyw =11 L +T% Z,+ L7,
Tuy = 1y Tu + I3, T, + M7, (1.3)

- 1 - 9 - —
Ty =139 Ty + T35 T+ N1

Ay = <3 [(FM —GL) &, +(FL — EM) 1],

Y

(1.4)

7y = 7{1.2- [(FN = GM) Z,+ (FM — EN) &,

dir. Burada T fj katsayilan ikinci cins Christoffel sembolleri olup,



2EF, - EFE,— FE,

L — GE,—2FF,+ FE, T2 —
v EG-FY) ’ 1T 2(EG - FY)
GE, - FG EG,—-FE
1‘\1 — v u , 112 = Tz Y 1.
12 2(EG . F2) 12 2(EG _ F2) ( 5)
1 2GF, - GG, — F@, 2 EG, —-2FF,+ FG,
I = Pzz =

2(EG — F?) ’ 2(EG — F?)

formiilleriyle verilmektedir.
Diger taraftan, en genel parametrelerde Gauss karakteristik denklemi ve

Mainardi-Codazzi denklemleri

LN — M? 1 F 1
=T m 2_H{ [EEE”“EG"L

2 1 F
H|ar-gEmm s )

Lr%z + M(Ffz y Fh) - NP%I 3

K
(1.6)

L,—M, =
(1.7)

M,~N, = LI+ M(T3, -TI7;) — NTY,

seklindedir [1].
S ylizeyinin bir P noktasindan gegen v = sbt. , u = sbt. parametre egrileri
arasindaki ag1 & olsun. Skaler veya vektorel bir f = f(u,v) nokta fonksiyonu

i¢in olugturulan

fo

= 1.8
f 2 \/—é ( )
ifadelerine, f = f(u,v) fonksiyonunun birinci mertebeden invaryant tirevleri
denir. Bunlar, sirasiyla, f = f(u,v) fonksiyonunun v = sbt., u = sbt. egrileri
dogrultusundaki tirevleridir.

f fonksiyonunun ikinci mertebeden karigik invaryant tiirevieri

fiz— fa = —qfi +qfe



.

integrabilite gartini saglar. Burada, g* ve ¢** parametre egrilerinin geodezik

egrilikleri olmak tizere,

(g — &) cosb — (g +61) _ _ (g™ —62) — (" + 1) cosé
4= siné

(1.10)

7= siné

dir.
Invaryant tiirevler yardimiyla, Mainardi-Codazzi denklemleri ve Gauss

denklemi, sirasiyla,

ry= {<t* — ™)™ — &a)/sind + [r" — ™" — (& — t™)cotgh](g" + &1)

+ t;cosé — tf*}/siné (1.11)

B = {(t** —t")(g" + 61)/siné + [r* —r™ — (™ — t")cotgb](¢™™ — b2)

+ t5— 1" cos&}/sin& (1.12)

K = r*{r** + (¢ — 15”‘)cotg6}—t"2
= [95 — ¢i" + 49" — 39" + g61 + b12] /siné (1.13)

bigiminde yazilabilir. Burada r*,r**; g*, ¢**; t*, t**, v = sbt. ve u = sbt. para-
metre egrilerinin, sirasiyla, normal egrilikleri, geodezik egrilikleri ve geodezik
burulmalaridir [2].

S ylizeyinin diizgiin noktalardan olugan bir B bodlgesinde bulunan C egrisi-
nin herhangi bir P noktasindaki normal egriligi, geodezik egriligi ve geodezik
burulmasi, sirasiyla, pn , pg , 7y Olsun. C egrisiyle v = sbt. ve u = sbt. para-
metre egrilerinin yaptig: agilar, sirasiyla v* , 4™ olduguna gore,Euler formiild,
Ossian-Bonnet formili ve Liouville formiili, sirasiyla

pn = [r*cosy*siny** + r**siny*cosy™ + (t* — t™*)sin~y*siny*™*]/siné
pg = [(g™+1)siny™ + (g™ — v3*)siny*]/sind (1.14)

T, = [t*cosy*siny*™* 4 t**siny*cosy** + (r** — r*)siny”siny**|/siné



gekline getirilebilir [2].
S ylizeyi lizerinde tamiml A(u,v) (skaler veya vektorel) fonksiyonun C egri-

sinin s yayina gore tiirevi

dr 5= A siny™™* + Ag siny™*

ds siné

(1.15)
dir [3].
1.2 LAGUERRE EGRILERI (G-CIZGILERI)

Ilk kez Fransiz Matematikgisi Maillard de la Gournerie (1814-1883) tarafin-
dan incelenen ve kendi adiyla anilan G gizgileri gu sekilde tanimlanir[4]:

En az C? sinifindan olan bir S yizeyinin diizgiin noktalardan olugan bir B
bolgesinde bulunan bir C egrisinin herhangi bir P noktasindaki tegetinden ve
ylzeyin P deki normalinden gecen diizlemle yiizey kesildiginde, elde edilen ke-
sit P noktasindaki egrilik gemberi tarafindan siiperoskiile ediliyorsa, C egrisine
S nin bir Laguerre egrisi veya G-¢izgisi denir.

S ylizeyi izerinde bulunan bir C egrisinin Laguerre egrisi olmasi igin gerek

ve yeter gart, C' egrisi boyunca

L=pn—2p7,=0 (Pn = %) ) (1.16)
olmasidir [5]. Burada £, Laguerre dogrultu fonksiyonu ve p, , p, , 7, ve s,
sirasiyla, C nin normal egriligi, geodezik egriligi, geodezik burulmasi ve yay
uzunlugudur.
Pn 5 Pg Ve T, yi veren (1.14) formiilleri ve (1.16) yardimiyla Laguerre egrilerinin

en genel koordinat sistemindeki denklemi,

(r; — 2g*t") sin®y*™ + 3 [r} — 2t*(g™ — 65)] sin®y** siny*

+3[rp* — 28 (g* + 61)] siny™ sin®y* + (r3* — 2g™ ™) sin®y* = 0
(1.17)

seklinde elde edilir [6].
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1.3 TSCHEBYCHEFF SEBEKELERI

S ylizeyine ait olan lineer bagimsiz, dizglin ii¢ vektdr alan1 vi , va , v3
olsun. (vi,vsa,vs) lglisine S tizerinde bir tgli gebeke denir.

(v1, V2, va) sebekesine ait herhangi bir vektor alani, diger vektor alanlarinin
integral egrileri boyunca Levi-Civita anlaminda paralel kayiyorsa, bdyle bir
sebekeye I. cins Tschebycheff gebekesi denir.. Eger gebekeye ait 2-boyutlu her-
hangi bir (vi,v;) (¢ # 7, 4,5 = 1,2,3) alan elemam, vy (k # ¢,5) vektor
alaninin integral egrileri boyunca paralel kayiyorsa (v1,va,Vvs) gebekesine II.
cins Tschebycheff sebekesi denir [7].

S ylizeyinin v = sbt. , u = sbt. parametre egrilerinin bir Tschebycheff

sebekesi olugturmas: igin gerek ve yeter sart

g* + 61 =0
(1.18)
g** bl 52 = 0
veya buna egdeger olarak,
E=Eu) , G=G{) (1.19)

olmasidir. Bu takdirde, uygun bir parametre doniligimiyle yiizeyin ds yay

elemani

ds® = du® + 2 cosé du dv + dv*. (1.20)

gekline getirilebilir.

S ylizeyine ait olan bir C egrisinin herhangi bir P noktasindaki birim teget
vektor alani t, C egrisiyle § agis1 yapan birim vektor alani e olsun. t den e
ye giden yontn yizeyin P deki normali etrafindaki pozitif dénme yoéniinden
ibaret oldugunu ve @ nin t den e ye giden yonde olgildigini kabul edelim.
Bu takdirde, e vektor alaninin C egrisi boyunca paralel kayma sarti,

do

== 1.2
dS Pg (1 l)

dir [8].
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Dik parametre egrilerine nispet edilmig bir yiizey tizerinde, C ve C; gibi iki
egri g6z 6niine alalim. C; ve C; nin v = sbt. parametre egrisi ile yaptig: acilar
sirasiyla, ¢ ve ¥ olsun. Cy in teget vektor alaninin, C; boyunca paralel kayma

gart:

(pr4+g")cost + (2 + g™ )sintp =0 (1.22)

ve C, nin teget vektor alaninin, C; boyunca paralel kayma gart: da

(%1 +g%) cos o + (Y2 4 g™) sing = 0 (1.23)

dir.
S ylizeyinin parametre egrilerinin bir Tschebycheff gebekesi olugturmas:

halinde Mainardi-Codazzi denklemleri, (1.11), (1.12) ve (1.18) geregince

ry siné = ¢ cosd — £
(1.24)
ri*sind = t5+ 17" cosd

sekline girer.
1.4 REGLE YUZEYLER

E5 de bir parametreye bagh bir dogru ailesine bir regie yiizey denildigini bi-
liyoruz. Parametreleri u, v olan bir regle ylizeyin anadogrular1 v = sbt. egrileri
olarak, bunlarin dik yoriingeleri de u = sbt. egrileri olarak alinmug olsun. Bu
takdirde, uygun bir parametre déniigimi ile ylizeyin birinci ve ikinci esas

formunun katsayilar igin

bulunur [9].



1.5 MERKEZ YUZEYLER

Bir £(u,v) yizeyinin herhangi bir P noktasindaki asal egrilik yarigaplan o

ve [ olduguna gore, vektorel denklemi

(1.26)

S

513.77

Z+a

ve

Sz : I+ 67 (1.27)

w2y
fi

olan yiizeylere verilen yiizeyin merkez yiizeyleri denir. §(u,v) ve §(u, v) yiizey-
leri, esas ylizeyin normallerinden olugan kongriiansin yegane zarf yiizeyleridir.
Egrilik gizgilerine nispet edilmig bir S ylizeyinin S) merkez ylizeyine ait esas

biyiklikler,

_ _ = o

E=od, F=oao, G:aﬁ.{.G(l—'ﬂ—)z )
(e=F1) (1.28)

7 Qy = - eaG f,

L == — E*—— ) M=’0 , N: —_—

¢ (4 ‘/E 132

ve S, merkez ylizeye ait esas bilyiiklikler ise,

P=gia-SrE, Feps. -,

 sE G (¢'=7F1) (1.29)
VG o?

. =0, J\'ﬂ:—-s’x/@%
dir {10].
1.6 INVERS YUZEYLER

Bir S ylizeyine ait herhangi bir nokta P ve ¢ (% 0) bir sabit olmak tizere,

O-P-O}_’=c2
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bagintisim: gercekleyen P noktasmmin geometrik yeri olan S yiizeyine S nin

. . . vy . Y . = .
invers ylizeyi veya evrigi denir. OP = 7, OP = r denirse,

&)

111
I

L]
N
il
=
S
It
-
p—

bulunur.

S invers yiizeyinin esas biiyiiklikleri, (1.30) yardimiyla,

4 4 _ 4
E=SE,F=SF,6 G=g¢q,

r r T
_ c? 2c¢%p _ c? 2¢%p - c?
b=mml-nd b, M=mpMeng i, W=y

(1.30)

olarak elde edilir. Burada p , orijinin (inversiyon merkezinin), S nin P nokta-

sindaki teget diizlemine olan dik uzakligidir [10].



BOLUM 2

LAGUERRE EGRILERININ OLUSTURDUGU
TSCHEBYCHEFF SEBEKELERI

2.1 LAGUERRE EGRILERININ OLUSTURDUGU UCLU
TSCHEBYCHEFF SEBEKESI

Bu kisimda, lizerinde ii¢ Laguerre egri ailesinin I. cins Tschebycheff sebekesi
olugturdugu C* simifindan ylizeyleri belirleyecegiz. Bunun igin, her bir La-
guerre egri ailesine ait teget vektor alaninin, diger Laguerre egri aileleri boyunca
paralel kayma sartlarini elde etmeliyiz.

Goz ontine aliman S yizeyi lizerindeki £, , L2, £3 Laguerre egri ailelerinden
ilk ikisini v = sbt. , ve u = sbt. egrileri olarak alalim. L La;g{lerre egri
ailesinin v = sbt. , u = sbt. egrileri ile yaptigh agilar, sirasiyla, ¥*,v** olsun.

Bu takdirde, Laguerre egrilerinin (1.17) denkleminden,

1 —2¢"t" =0 (2.1)
ry — 2™t =0 (2.2)
rysiny™ + r;"siny” = 0 (2.3)

elde edilir.
L; in teget vektor alaminin £, ve L3 boyunca paralel kayma sartlari, (1.21)

e gore, sirasiyla

- dy" _ y{siny™ +q5siny”
g - 62 = 0 ) (dS)L = Siné = (p9)£3 (2‘4)
3

dir.
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L3 nin teget vektor alanimin, £, ve L3 boyunca paralel kayma gartlari, sira-

siyla
d’)’** 7** Sin ,me + 7** sin ,\/*
*+6=0 = 2 = — 2.
g + 1 (ds)LS Sin5 (pg)ﬁa ( 5)
dir.
L3 {in teget vektor alaminin, £, ve Lo boyunca paralel kayma gartlar, sira-
siyla
d,),* d,y**
—_— =g, =g 2.6
(ds)v=sbt‘ (ds)u=sbt. ( )
veya
g+1n=0 , gT-%"=0 (2.7)
dur.

(2.7) ile verilen kayma sartlar: (1.14) de yerine konursa

(Pg)e, =0 (2.8)

bulunur.
(2.8), (2.4) ve (2.5) den v* = sbt. , v = sbt. ve § = 4" + 4™ = sbt. elde
edilir. § agis1 sabit oldugundan (2.4) ve (2.5) in ilk denklemlerinden

g=0, g*=0 (2.9)

bulunur. (2.8) ve (2.9) un bir sonucu olarak, S yizeyinin ¢ Laguerre egri
ailesinin geodeziklerinden ibaret oldugu ve bunlarin sabit ag1 altinda kesigtigi

goriiliir. Bu takdirde, (1.13) Gauss denkleminden,

K = r*[r™ + (t** — t*) cotgb] — t** = 0
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bulunur ki, bu da S nin agilabilir ylizey oldugunu gosterir.
Parametre egrileri Tschebycheff sebekesi olugturdugundan uygun bir para-
metre donligimiyle £ = G = 1 yapilabilir. Bu takdirde, invaryant tirevler,

kismi tiirevlere dontigiir. (2.1) , (2.2) ve (2.9) a gore

oldugundan r* = r*(v) , ™ = r**(u) dur. r* ve r™ a ait integrabilite

sartlarindan yararlanilarak, (1.24) Mainardi-Codazzi denklemlerinden

ty,cosé — bt =0 (2.10)

t;, — tun cosd =0 (2.11)

elde edilir.

Parametre egrilerinin normal egrilikleri ile geodezik burulmalar1 arasindaki

t"+ ™ = (r™ —r*) cotgd (2.12)

bagintis1 kullanmilir ve (2.11) den yararlamlirsa, f(u) ve g(v) arglimanlarina

gore diferensiyellenebilen keyfi fonksiyonlar olmak tzere,

41 = f(u) + 9(v)

ve bunun sonucu olarak da, ¢ keyfi bir sabit olmak tlizere,

) = fu)tgs+e  (6#7) (2.13)
r(v) = —g(v)tgd+c (6 # g) (2.14)
bulunur.
(2.13) ve (2.14) ve {1.24) denklemlerinden
=t g+ LY

cosé cosé
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elde edilir. (2.11) ve (2.14) goz oniine alinir ve gerekli islemler yapilirsa,
dy = sbt. , dy = sbt. , d3 = sbt. ve h(u) diferensiyellenebilen keyfi bir fonksi-

yon olmak tizere, .

r* = —(dlv + dz) tg6 +c
r =dstgd+c
B B (2.15)
t"":dlv—}-d—h(u), (d=d2+d3)
t** = h(u)
bulunur.

(2.15) ile verilen degerler, (1.13) Gauss denkleminde yerine konursa,

A(v) = —(div + d2)tgé+ ¢ ve B =dsztgd + c = sbt. olmak tizere

A(v) [B — (dyv + d) cotgé | + 2 h(u) A(v) cotgs — h*(u) = 0 (2.16)

elde edilir. Buradan, (2.16) nin u ya goére tiiretilmesiyle

2k’ (u) [A(v) cotgd — h(u)] =0 (2.17)

bulunur. Burada iki hal mevcuttur.
LHal: A'(u) = Oise h(u) = sbt. = dy bulunur. Bu takdirde, r*, r=, t*, t**
1 (2.15) deki degerleri, (2.12) ve (1.24) Mainardi-Codazzi denklemlerinde ye-

rine konursa

r* = —dy tgd + c = sbt.
™ =d3tgd + ¢ = sbt.

_ (2.18)
t*=d—'d4 = sbt.

t** — d4

oldugu gorilir.
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IL.Hal: h(u) = A(v)cotgd (6 # 72"—) olmasi halinde A(u) = h = sbt.,

A(v) = htgd = sbt. elde edilir. Bu takdirde,

A(w) = —(div+dy)tgé+ c= htgd

ve buradan da

(h+d2)tgb—c= —(d1tgé)v

bulunur. Bu esgitligin mimkiin olabilmesi i¢in

di =0, h=ccotgd — ds
olmalidir. Buradan (2.15) deki biyiklikler icin

r* = —dytgb + ¢ = sbt.
r** = d3tgd + ¢ = sbt.
(2.19)
t* = 2dy + d3 — ccotgé = sbt.
t** = ccotgd — dy = sbt.
elde edilir.
O halde, her iki halde de aranan yiizeyler igin

ri=sbt.=by , r" =sbt. =by, t" =sbt. , ™" =3sbt., g"=¢" =0 (2.20)

dir.
Simdi, (2.13) de mevcut olan § # —g kogulunun gerceklenmedigini, yani S
yizeyinin iki Laguerre egri ailesinin birbirine dik oldugu hali ele alalim.

§ = m/2 olmas: halinde, (2.12) den

t"=c=sbt., t"™=—c=sbt. (2.21)
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bulunur. Bu takdirde, (1.24) Mainardi- Codazzi denklemlerinden

d(u) = — =¢, = sbt. (d(v)#0
(1) = g == bt (36) #0)
ve dolayisiyla
~ c?
rr=¢(u)=ca, r=4(v)= o (1 #0)
bulunur.
Bu takdirde,
' 2
t*=c=3sbt., t" = —c=3sbt., r* =¢; = sbt., r"" = — = sbt.

(5]

dir.
(2.22) de ¢(v) = 0 ise, (2.21) den

bulunur.

(2.23) de ¢; = 0 ise, (2.21) den

=0, r=4¢(1), t"=t"=0

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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bulunur. -

(2.25), (2.26) veya (2.27) buyiikliiklerine sahip olan S ytizeyi bir ddnel
silindir veya 6zel olarak bir diizlemden ibarettir.

Simdi, (2.20) biyukliklerine sahip S yiizeyinin vektdrel denklemini elde
edelirﬁ.

(2.20) den dolay: S yiizeyinin ikinci esas formunun katsayilar: i¢in

L=bl ) N=b2 N M=\/blb2

bulunur. Bu takdirde, (1.3) Gauss denklemleri

IB-;m = blﬁ
m—:u.'v = blbz ﬁ (228)
Ty = ball

sekline girer.

by # 0, by # 0 ise, (2.28) den

by
= b_z)

Fou— B Ty =0 , (b

(2.29)

bulunur. bu+v = @, bu — v = ¥ donigimi yapilirsa (2.29) diferensiyel

denkleminden

821 L
<

I
o

(2.30)

bulunur ki, buradan

F= &(a)+ £H(0) (2.31)

elde edilir.
(2.28) ve (2.31) den



- 16 ~-

Z0)= Lo+ Iy (2.32)

bulunur. Buna gore, (1.4) Weingarten denklemlerinden

- b '
I m(ﬁ) + sin225 (bl + by —24/b1 b9 COS5) X_'l’(l_l)
(2.33)
bz 7
= sin%s (b= ba) I

elde edilir.
A2 b2 (b]_ + b2 - 2\/ blbg COS(S) = sbt. s B = L(bg - bl) = sbt.

~ sin26 sin?é
ve "y, My, ma keyfi sabit vektorler olmak tizere, (2.33) den yararlanarak

ylizeyin vektorel denklemi olarak

#(u,v) =y cosA(bu + v) + d, sinA(bu + v)

= B . . (2.34)
+ll[(ﬁ+1)bu+(ﬁ—l)v]+l’ (I =m3+13)
bulunur.
Z(u,v) vektorinin,
$r=E=1 , &.ZF,=F=cos6, %’=G=1,

Fgn=L=b, dy=M=bby, #fw=N=b, (235

72 =1 , Ay =0 . Ag, = 0.

oldugu gorilir. Bu takdirde,



—-— =€ —_— = ——— = €
b, 1o b2 20 Asiné 3

Az A? 2 /b, b,

olmak tizere ( €, € €3) tigli vektér takimi, 3-boyutlu uzaymn ortonormal bir

bazin1 olugturur. Boylece ylizeyin (2.34) denklemi, teleme farkiyla

E(u,v) = {— cos [A(bu + v)]} & + {% sin [A(bu + v)]} &

Asins B (2.36)
sin "
o G+ Dbt (g~ Dol &
sekline girer.
by #0, by =0 ise ylzeyin vektorel denklemi
Fu,v) = a(u) + kv + ks (2.37)

seklindedir. Yukaridakine benzer iglemler yapilirsa,

d(u) = p1 + pacosbyu+ pasinbju, (Pi, P2, Ps :sabit vektorler)

. 4 1.4
sin®é sin®§ -2 -, - I
Pzz“ b2 P32= b2 kv =1, ki.pa= ki.p3= P2. p3 =0
1 1

elde edilir. Bu gartlar altinda, (2.37) denklemi igin, Gteleme farkiyla

sin?é by sin%é by
b, (cos oy u) & + ™ (sm;l—é- u) € — (ucosd + v) &

Z(u,v) =

bulunur.

r* =sbt. = by , ™ = sbt. = by , t"=sbt. , t™ =sbt., g* = g™ =0
olmas: halinde ylizeyin (2.36) vektorel denkleminden anlagilacag gibi, yizey
bir donel silindirden veya 6zel olarak bir diizlemden ibarettir. Bu gesit ytizeyler

lizerindeki her egri bir Laguerre egrisidir. Tersine olarak, tzerindeki her egri
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bir Laguerre egrisi olan yiizeylerin de kiire, donel silindir veya bir diizlemden
ibaret oldugu gu sekilde gosterilebilir:
Egrilik cizgilerine nispet edilmis bir ylizeyin Laguerre egrilerinin diferensiyel

denklemi

ry cos>p + 3 7, cos®p sing + 3 7 cosp sin®p + 7 sindp =0 (2.38)

dir. Burada ¢, v = sbt. egrisi ile bir Laguerre egrisinin tegeti arasindaki agidir.
Yiizeyin her egrisinin Laguerre egrisi olmas: i¢in (2.38) denkleminin ¢ agisina

baglh olmaksizin saglanmasi gerekir. Bu takdirde,

T'1=0,T‘2=0,7-‘1=0,F2=0

ve buradan da

elde edilir. O halde ytizey, donel silindir, kiire veya diizlemden ibarettir.

2.2 ACILABILIR YUZEYLER UZERINDE LAGUERRE
EGRILERI TARAFINDAN OLUSTURULAN 2-LI SEBEKE

Egrilik cizgilerine nispet edilmig bir S yilizeyinin Laguerre egrilerinin dife-
rensiyel denklemi (1.17) ye gore

Er dv® +3EVGryduldv + 3GVEF dudv? + Gy dv® = 0 (2.39)

dir. Burada r ve 7, S nin asal egriliklerini, ry , r2, 71, 72 ise 7 ve 7 nin invaryant
tiirevlerini gostermektedir. .

S ylzeyi agilabilir ylizey ise, Mainardi-Codazzi denklemleri ve Gauss denk-
lemi kullanilarak S nin esas formunun katsayilari, f(u) ve A(u) keyfi fonksi-

yonlar olmak iizere
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G=1 , VE=e=vflu)+Au) , N=0
1 (2.40)
F=0 , M=0 |, r=- , =0
seklinde yazilabilir.

Eger f(u) ve A(u) nun orani sabit ise agilabilir ylizey bir koni; f(u) = 0 ise
agilabilir ylizey bir silindirdir.
Aglabilir S ylizeyinin Laguerre egrilerinin (2.39) diferensiyel denklemi

(\/Erldu + 3\/§r2dv) du® = 0 (2.41)

gekline girer. Buna gore, £, , £, , L3 Laguerre egri ailelerinden ilk ikisi u = sbt

ailesi ile gakigir. L3 ailesinin diferensiyel denklemi ise

rydu + 3r,dv =0 (2.42)

dir. Bu ailenin u = sbt. ile yaptigi aq1 § olsun. Bu takdirde,

o /G dv 1 dv

bulunur. (2.42) ve (2.43) den

1 Ty
cotg§ = - (- 37‘u) (2.44)

elde edilir.
Simdi, agilabilir ylzeyin anadogrularimin, £3 Laguerre egrilerinin transver-
sali olmasi kogulunu elde edelim.

L3 in teget vektor alaninin anadogrular boyunca paralel kayma sart:

92 = 0 (2.45)

dir.
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(2.44) ve (2.45) den

=0 (2.46)

elde edilir. Buradan

fl A/_
'f‘—‘/\——o (f#0, A#£0)

ve boylece

X =c= sbt
bulunur. O halde, bir agilabilir ylizeyin anadogrularinin, anadogrulardan farkli
Laguerre egrilerinin transversali olmas: halinde agilabilir yizey bir koniden
ibarettir.

Eger, fazla olarak, u = sbt. Laguerre egri ailesinin teget vektor alam,
anadogrulardan farkli Laguerre egri ailesi boyunca paralel kayiyorsa, (1.22)

ye gore

g sinf =0

dir. Buna gore, g* = 0 ve dolayisiyla E = E(u) olacagindan f(u) = 0 bulunur
ki, bu da S nin bir dénel silindirden ibaret oldugunu gosterir.

Elde edilen sonuglar: agagidaki teoremde toplayabiliriz.

TEOREM 2.2.1 Uzerinde iki Laguerre egri ailesinin yari-Tschebycheff
sebekesi olugturdugu agilabilir ylizey bir koni, Gizerinde iki Laguerre egri ailesinin

Tschebycheff gebekesi olugturdugu agilabilir ylizey ise bir donel silindirdir.
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2.3 UZERINDE IKI LAGUERRE EGRI AILESININ TSCHEBY-
CHEFF VE YARI-TSCHEBYCHEFF SEBEKESI OLUSTUR-
DUGU REGLE YUZEYLER

2.3.1 Iki Laguerre Egri Ailesinin Tschebycheff Sebekesi Olusturdugu
Regle Yuzeyler

Bundan o6nceki kisimda, Laguerre egrilerinin ticli Tschebycheff gebekesi
olugturdugu ylizeyler incelenmis ve bu yizeylerin acgilabilir ylizeylerden ibaret
oldugu gosterilmigti. §imdi, agilabilir ylizeyleri 6zel hal olarak kabul eden regle
yizeyler tizerindeki anadogrulardan farkl iki Laguerre egri ailesinin Tscheby-
cheff gebekesi meydana getirmesi halini ele alalim.

Goz oniline alinan regle yiizeyi anadogrulan ile bunlarin dik yériingelerine
nispet edelim. Bu takdirde, ylizeyin parametrelerinin uygun secilmesiyle yu-
zeyin birinci ve ikinci esas formunun katsayilar1 (1.25) formiillerindeki gekle
getirilebilir.

Dik parametre egrilerine nispet edilmig bir ylzeyin Laguerre egrilerinin

diferensiyel denklemi, (1.17) ye gobre

L = (r;— 2g"t")cosp + 3 (r5 — 2¢g**t*) cos*p sing
(2.47)
+ 3 (rr™ + 2g™t") cosp sin®p + (r3* + 2¢**t*) sin’p = 0

dir. Burada ¢ , bir Laguerre egrisiyle v = sbt. egrisi arasindaki aqdir.
Regle ylizeyin £y , L, , L3 Laguerre egri ailelerinden birincisini v = sbt.
(anadogrular) egrileri olarak alalim. Regle yizeyin anadogrular: bu yiizeyin

hem geodezigi, hem de asimptotigi oldugundan

dir. Bu takdirde, regle ylizeyin anadogrulardan farkli Laguerre egrilerini veren

diferensiyel denklem (2.47) ye gore
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L2 3 2 AWE J ** *’i g % 7r
(ry" +29™ ) tg’p + 31" tgp — 691" =0 (0 # 3) (2.48)

dir.

L, , L3 Laguerre egrilerinin v = sbt. egrisi ile yaptig1 acilar sirasiyla, ¢ ve
© olsun. Bu takdirde, £, ile L3 {in bir Tschebycheff gebekesi meydana getirme
sartlari, (1.22) ve (1.23) e gore

(14 g7) cosp + (2 + ¢g**) siny =0
(2.49)

(14 ™) cosp + (2 + g™) sing = 0

dir. ¢* = 0 oldugundan

01 = —(p2 +g™) tg
(2.50)

Y1 = —(Y2 + g™) tge
elde edilir.

(2.48) denkleminin kékleri, A = 97r{* + 24 g** t*(r3™ + 2g™*t*) olmak iizere

—3r —VA
2y 429 0)

A —3r" +VA
g¢—2(r;*+2g**t-) ’

(2.51)

tgy =

dir.
¢ ve 1 nin (2.51) den invaryant tiirevler alarak elde edilen 1 , @, ve ¥1,

1, tlirevleri (2.50) de yerine konursa

(r;* "I‘ 2g**t:) 2 (r;* + 2g**t*)
1+ tgp 1+ tgp

(2—3r;“+\/2 )1 __[( —3r;" + VA )2

+ g*"] tgy
(2.52)

(r;* + 29**t*) (T;* + 2g**t*) ]
t
1+ tg2y 1+ tge T tep

(T, B [(2—37‘? et ), .



- 93—

veya
(=80 + VA (15 4+ 2078) = (15" + 2640 (377" + VA
- (=311 = VA) e o ey (91T = 4)
+( 3T1 + \/Z)2 2 (7'2 + 2g t )2 2(7,;* +2g1*tt)

“*(=3r* — VA)
4 (r3* + 2g**t*)

+[4(ry + 291**7:*)2 +9r2 4 A— 671 /A] g =0,

(2.52a)

(=37 — VA (3" + 20™t") — (r3* 4 2¢™t%) (=371 — VA)

-3 +VA)
2

(9ri™* — 4)

" (
+( 37‘1 \/Z)Z 2(7,,;* + 29**t*)

. (r;x + 2g**t*)2

g (=3 +VA)

ok sk g} 2 w2 ek —
T+ 20+ 9r1 A+ 6riT VA S =0
(2.520)
elde edilir. (2.52a) ile (2.52b) denklemleri taraf tarafa gikarilirsa
o 3 A e G
Au ) +2 *xt* = vT‘Z*-*-A uv+ U ___‘U'____4 :;*t*—-fl mxt;
(G20 )i+ Al g+ Jg e s

—12g™%t* — 2g**(% + 2g"'t*)] =0
(2.53)

bulunur.
Regle ylizeyin (1.25) ile verilen biyiikliikleri, (2.53) de yerine konur ve
gerekli iglemler yapilirsa,

By = —18c¢

By = —108bc? + 144 ¢t/ ¢! — 144 b + 36bcc”

By, =18bc%a" +648bclt —18bc®* b +18c2a’' b — 67202 ¢ — 54 b2 2 ¢
+96bca’ ¢ — 21667 —T2cb b +336bc b — T2bY ¢’ —36bcb”

By = —T685% — 32463 c2 + 52802 ca’ +24bc® a’® — 3642 ca™ — 216 bea” ¥
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B =

- 924 —

—864 b6+ 7262 0% — 144 ca' b + 38482 o ¢ + 40282 cb' ¢
+72ba' b ¢ — 5526% ¢ 4 768 b2 b — 36 6% 2 b — 48 bca’ B!
414467 b — 19250 4 14483 cc” — 10862 a’ " + 1200 b

864 b3a"” + 368 c?a” — 144 0% ca’a” + 133283 ¢ — 7203 2 VY
—64802a' b +48bc b + 360 ¢ + 7262 a” b + 360 ba” b'?
+36bcb® + 2164’ b — 196854 ¢ — 36 4* 2 + 240 b ca’ ¢

1162520 ¢ — 90052 2 ¢ — 43262 0" b + 5462 cH B — 216ba' B b"
+91263 /b — 1803 b/ ¢ — 108 B3 c b + 108 b2 a' b + 9062 2 o' ¥

—216bca’? ¥

= —1536 5° — 324 b° c% 4 1056 b* ca’ — 36 % @’ + 48 b° ¢? o

—T20 ca’® — 240b% a”* —~ 108 b* ca’ + 108 3 a’ @™ — 426 B3 ca” b
+1448% a’ a" b — 1872 5% 1% + 246 > 2 b'* — 198 b2 ca’ b
+216ba’? '? — 216 bb* +1104 4% a" ¢! + 31284 ct/ d — 9063’ b/ ¢!
—T685% c’? +1392b% 8" — 1085% 2 b + 48 b3 ca’ b — 144 b2 0 V"
+396 5% 52 5" — 3125° 6" 4216 b5 c” — 324 b4 o' ¢ + 108 B3 B B
1680 5% a” — 240 b* ca’ a" — 1853 a’® 0" + 636 b cb’ — 10885 2 ¥
—11166%a’ b + 240 b 2 o' b — 306 B3 ca’® b + 5462 a”> b/ + 108 b 0 ¥/
+9005° a” b'? — 1883 c b + 216 b2 o’ b — 187205 ¢/ + 3666 2 ¢/
+144b%ca’' ¢ + 306 5% o ¢ — 1224 6% b'% ¢/ — 768 b a” b + 40254 c b’ b
—52263a' b b + 72005 ¢ " — 10865 B ¢ — 108 % c b + 216 b% o’ b
—76867 — 10867 ¢® + 52888 ca’ — 36 6% a”® + 24 5% ? a’* — 724% c 0
—456b% a”? — 10868 ca™ + 216 6% a’ @™ — 174 6% ca” b + 306 b o’ a” Vf
—1224 b5 b'% 282 6° 2 b'% — 198 bt ca/ b? + 270 6% @ B2 — 432 13 b

+10088%a" ¢ — 3688 cb ¢ — 34265 o' ¢ — 43257 &% + 480 b8 B!
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—108b8 20" + 240 0% ca’ b — 252 b% a'* b + 342 5% b2 b — 48 b° b
+144b"cc” —324088a' "

Bs =768b7a" —36b"c*a"” — 4888 ca’a"” — 132067 cb - 7207 BV
—3608%a' b 4+ 2220°c?a’ b — 180 0% ca® b + 54 b%a”* b + 648 b% a” b®
—T20% cb® —54b%a’ b® — 52808 ¢/ 4+ 54 b5 P —48b7 ca' ¢

+12688 a2 ¢ — 6120862 ¢! — 24068 a” b + 354 66 c b’ b — 468 b5 ' b b
H48H7 B + 367 b ¢ — 3667 b + 108 B8 o’ b

By = —192b7a"* — 3668 ca’ + 10887 o’ " + 66 b7 ca” b + 108 b5’ " '
—252b7 b% + 11467 2 b'* — 16208 ca’ b'? + 54 6% a'* b — 27065 b*
+24068 0’ ¢ — 12088 cb' ¢ — 12607 a’ b ¢! — 486° ¢ — 144 b8 B
—3688c2b" + 1446 ca’' b — 108 b8 @’ b + 108 B8 &% b + 7257 b"*
+365° cc” — 10868 a’ ¢’ — 3667 b’ "

Bio = —48b° a"” — 18b6° c?a” +48b% ca’a” + 1847 a"* a” — 84 17 c ¥
—18b° Y + 10808 a' b + 8488 2 a' b — 9087 ca? b — 36 6% 0™ ¥
+144 57 @ B* — 1867 cb® — 5408 a' b + 48b10¢ + 18510 2 ¢
—48b ca'd — 1868 a® ¢ —T208 W% + 9608 a” b + T8 BBV b
—16287 ' B b — 9680 b + 36070 ¢

By =246°a" +300°ca” b —54b%a’ a” b — 36 6% b'% + 6 0% ¢? b
—18b%ca’ b —54b7H* — 4800 a" — 3000 cl ¢ + 546’ b ¢
+24 b1 ¢? + 1888 b2 b

olmak tizere,
(u—a)'Bo+(u—a)®B1+(u—a)®By+ (u—a)® By + (u—a)" By
+(u—a)®Bs+(u—a)’Bs+ (u—a)*Br+ (v —a)® Bs + (u — a)? By

+(u - a) Bm-l- Bu =0
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elde edilir. Bu denklem (u — a) ya gore bir 6zdeslik olacagindan

B;i=0 (i=0,1,2..,11) (2.54)

bulunur.

By =0sartindan I c¢=0 veya IL ¢ =0 (c# 0) elde edilir.

I.Hal: ¢ = 0 ise Bs = Bg = B; = Bs = By = By = By; = 0 gartlarindan
bir hal olarak b = 0 elde edilir ki, bu durumda regle ytizey bir acilabilir
yuzeyden ibarettir.

Simdi, ¢ = 0, b # 0 olmas: halini, yani agilabilir olmayan regle yiizeyleri
inceleyelim.

B, = 0 denkleminin her iki tarafini 58 ile, Bg = 0 denkleminin her iki tarafini
—b? ile, Byg = 0 denkleminin her iki tarafin1 —2 ile garpip elde edilen ifadeler

taraf tarafa toplanirsa,

o' [36ba’a” — 267 — 540 b +1624° — 7265 6"] = 0 (2.55)

elde edilir.
1. a’ = 0 iken By — b*B3 — 2By = 0 bagintisindan

B2 [bb" 66 —861 =0 (2.56)

bulunur. ¥ = 0 olmas: halinde, B3 = 0 denkleminden b = 0 elde edilir ki, bu
mimkiin degildir.
Simdi,
by —65°—802 =0 (¥ #0) (2.57)
olmasi halini géz 6niine alalim.

Diger taraftan By; = 0 denkleminden

185670 [bb" — 35" — 207 =0
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veya b.b # 0 oldugundan

bo" — 357 — 202 =0 (2.58)

bulunur. Boylece (2.57) ve (2.58) den

5% +26° =0

elde edilir. Buradan b = 0 bulunur ki, bu mimkiin degildir.

2. Simdi (2.55) de

36ba’a” — 2020 — 54420 +162b° — 72050 =0

olmas: halini gbz 6niine alalim. Burada o> = y konursa

1 b' / (BT b’3
y'=3y 5 =4b¥ +4VY —0— (2.59)

elde edilir.
Diger taraftan, Bs =0, By = 0 ve By = 0 denklemlerinden, sirasiyla,

87 y* 72,0 1 b y?
2L = — (144 — — i
5y TEiY 5 py A6 +36)y

"

1 (2.60)

= 5402

[1872 B2 52 4+ 2165 + 1536 b* — 1392 5% b” — 396 by b
43125257 — 10852 ' b”’]

84 y? 153 ¥ 1 b b2
52, Tiog? 3Tty 18 —18)y

"

1 (2.61)

~ 54

[612 B H? 42160 + 384 5% — 24053 "
— 17162 8" + 24 b2 p"*
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75 y* 59 ¥ 1 b b’
n__ _< A —f — -
52y T5a¥ 5 te(TI8g )Y
(2.62)
_ 541 . [252 Y24+ 2700 + 144 5% 5" — 108552 5"
— T2 Y74 3682 b |
bulunur.
(2.60) ve (2.61) den,
yIZ 9 bl b” b’z 1 2 112 4
3 Sy (18 8L —18)y = 512608257 + 11520

115203 5" — 225 b5 b + 288 b2 b — 108 B2 B b"']

(2.63)
(2.60) ve (2.62) den,
o meY ae Y 1 asyy = L1008 52 1536 5
125+ 13y 5 +(=36 7 +162 36)y—b2[1620b b+ 15366

—545* — 153663 8" — 288 b b2 b + 384 b2 b — 144 B2 W b'"]

(2.64)
(2.61) ve (2.62) den de,
_9_'7/_2+ 35 'gl_*_ (—1891-{-81 9,—2-—-18) = l[36062”2—}-38464
y 2 9% b b? Y=g (2.63)
.63

—54 5% — 38463 5" — 63662 0" + 96 b2 " — 36 62 ¥ b’”]

elde edilir.
(2.63) denkleminin —4 ile garpilip, (2.64) denklemiyle toplanmas: sonucu

elde edilen
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b " 12

/
1
8Ly’ 7+ (367 16217 +36)y = 75 [ 342042 5% — 3072 b"*

_5AH 4+ 307258 B + 612652 b — T68 b2 b"2 + 288 b2 b b”’]
(2.66)

denkleminde B3 = 0 gart1 goz oniine alinir ve gerekli iglemler yapilirsa

It 72 b/4 b/2 B

/
7+ (185 =814 +18)y =188 — 2747 +18

316
2Y

(2.67)

bulunur.

Bi1 = 0 denkleminden yararlanilirsa, (2.63) , (2.64) ve (2.65) denklemleri,

sirasiyla,
I 1/ b/2 b/4 12 b
18y’ — +(18b——81b—2+18)y=186’2—27b—2+185’-b—
' " b/2 bl4 b/2 1t
4; 24 (1sb ~ 81— +18)y =18 b2 — 21 +18 bb (2.68)
v y b’2 bl4 bl2 b
13y 5+ (184 - 81§+18)y=186’2—277);+18 ;

gekline girer. Bu takdirde, (2.67) ve (2.68) denklemlerinden y’ = 0 bulunur.
Boéylece,

a'2=y = sbt. = d?

elde edilir. Bu durumda, By; = 0 sartindan b # 0 , ¥ # 0 oldugu gz oniine

alimirsa

b12
W' —3— —9p =
3b 2b=0

ve bunun ¢6zimi olarak da
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da

v/cos (2v + d3)

bulunur. Bu takdirde (2.59) denkleminden tg(2v + d3) # 0 i¢in

b(v) = , (dz>0,ds=sbt., 2v+d3gé(2k+1)g)

tg’ (2v+ds) | 4

2 2
[3d" +34; cos (2v + d3) cos (2v + d3)

]=0 (2.69)

elde edilir. Buradan d = d; = 0 bulunur ki bu mimkiin degildir.
Sonug olarak, I.Hal miimkiin degildir.
IILHal: ¢ =0 (c = sbt. #0) olsun. Bu takdirde, B; = 0 sartindan

bet =0

elde edilir. ¢ # 0 oldugundan b = 0 bulunur. O halde, regle ylizey bir agilabilir
ylzeyden ibarettir.

(2.52a) , (2.52b) denklemlerinde ¢ =0, b= 0 konursa &’ = 0 bulunur. Bu
takdirde, 73* +2 g** t* = 0 elde edilir ki, bu da (2.48) de ki ¢ # 12{ olma gartina
aykiridir.

Simdi, (2.48) de mevcut olan ¢ # 12[ gartim kaldiralim. Bu takdirde, reg-
le yluzeyin v = sbt. anadogrulan ile bunlarin dik yortingeleri Laguerre egrisi
olacagindan r3* 4+ 2 g™ t* = 0 olacaktir. Regle ylzeyin (1.25) ile verilen esas
biytklikleri r3* + 2 g** t* = 0 sartinda yerine konursa, regle ylizeyin bir donel
koni oldugu gorulir.

Boylece agagidaki teorem elde edilir.

TEOREM 2.3.1.1 Uzerinde iki Laguerre egri ailesinin Tschebycheff gebekesi

olugturdugu regle yiizeyler bir dénel koniden ibarettir.

2.3.2 iki Laguerre Egri Ailesinin Yari-Tschebycheff
Sebekesi Olugturdugu Regle Yiizeyler

Bu kisumda, bir regle yiizeyin anadogrularimin, anadogrulardan farkh bir

Laguerre egri ailesinin teget vektor alaninin, transversali oldugu regle ytizeyleri
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belirleyecggiz. Bundan 6nceki kisimda yapildig: gibi, regle ylizeyi anadogrularina
ve bunlarin dik yoringelerine nispet edelim.

Regle yiizeyin L; , £, , L3 Laguerre egri ailelerinden £; i, v = sbt. egri
ailesi, £, yi de v = sbt. egrisiyle ¢ agis1 yapan egri ailesi olarak alalim.

L, Laguerre egri ailesinin teget vektdr alaninin, £; boyunca paralel kayma

sart1, (1.21) e gore

pr=—g"=0 (2.70)
dir. Buradan

v = B(v)

bulunur. Bu takdirde, regle ylizeyin anadogrulardan farkli Laguerre egrilerini

veren (2.48) denkleminden, ¢ # g i¢in

=3r;" + \/ 9rax2 4 24 g=* t* (r5* + 2g* t*)

= = d =
tg(p 2 (T’;* + 29** t*) ('U) ? d('U) tg ﬁ(v)
(2.71)
veya
24 gt — 4P (v) (r3* +2g™t") = 12d(v) " (2.72)
elde edilir.

Regle yiizeyin (1.25) ile verilen biyiklikleri, (2.72) de yerine konur ve
gerekli iglemler yapilirsa,

Ap = —144> d? + 16 d4 2
Ay =5T6cd?l —192bd? ¢ +64bd ! +32cdia’c — 3244 Y
Ay = 57602 — 38402 42 — 43282 2 d? + 6402 d* + 672bcd? o' + 64 bedt o

+16c*d*a? — 576 2 b — 32bcd* b/ ¢ — 96d* a' b ¢! + 64 b2 d* ¢



Az =

A4=

As =

A6:
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—32bd*ca” +192bd%b" — 64bd* b — 32cd*a’b" + 16 d* b"*
1056 % cd® b — 64 b2 cd* b — 1152bd%a' b — 192bd* o' ¥/
—32bd'a’l — 96cd oV — 5163 d> + 19262 d* ¢
+96b%cd*a’cd —96bd*a%c’ +96bd* b +1920* d* a”
—64b0%d*a" — 32bcd* a'a” +32bcd* BB +96d%a' b b
—968%d b +32bd*a" b"

11520b% — 76854 d? — 432b* 2 d? + 128 b4 d* + 1344 B3 c 2 o’
+128b%cd*a’ — 72002 d2 a’® — 19262 d* @' 4 322 ¢? d* a?
~96bcd*a® — 5762 d2 b'? + 19262 d* b + 16 b2 2 d* b'?
+192bcd*a’ b? + 144 d% a2 b2 — 96 B3 cd* b ¢ — 9662 d%a' b ¢!
+9604d4c? + 3202 cdib a” +96bd* a' b a” — 9653 d* ¢ o
+1652d*a" + 38462 d® b — 128 B3 d* b’ — 64 b2 cdia’ b”
+96bd*a? b’ —96bd* b2 b + 3252 d* b

384btcd* b — 128b% cd* b — 864 b2 d2 ' U — 6463 2 d* ' ¥
+96b% cd*a b +288bd*a®l — 96b2 cd* b® — 288 bd* o' b3
—5760%d%c’ +192b6%d ' +96b* cd*a’ ¢ — 19283 d*a"? ¢
+192b63d* b2 + 384 b d?a" — 128b%d*a” — 64 6% cd*a’ 0"
+96b6%d*a?a” — 9662 d*b%a” + 6463 cd* B B — 96 b1 d ' b"

+ 64 bS d4 all bll

5760°5 —384 08 d% — 1440%c?d?2 + 6488 d* + 6720 cd?a’ + 64 b5 cd* @’

—T720b%d?* 0 —192b% d*a? + 16 b* 2 d* a'? — 96 b cd* o’ + 144 b2 d* o

— 14400 2 B2 + 19204 A4 b2 + 3204 B2 + 96 B2 cdt o’ b2
— 57602 d* a2 + 14402 d* B4 — 96 B8 cdi W' ¢ + 9684 dAa' b ¢

+6488d4c? +64b cd* b a” —96b6° d* 0" + 32b% d* 0’



_33 -
+1926°d? 0" —64b°d*b" —32b% cd* a’ b + 9663 d* a2 V"
S6B BBy 4 16K Y
A7y = —9608cd? b — 6408 cd* b +-288b5d%a’ b/ +1928% d*a’ ¥/
—3288 P dta’ b +192b% cd*a b — 28863 d* a”® b — 96 b* cd* b3
+288b3d*a’ b® — 19267 d* '+ 6467 d ' + 3288 cda' ! — 9605 d* a2 (!
+966°d4b% ' + 19268 d%a" — 6408 d%a” — 32b°cd* o' a”
+96b*d*a?a” — 960 d* b a” + 320 cd B V"
—96bd*a’ b b - 328 cdi b + 326°d* " b
Ag = —14408 % + 16 0% 2 d* b — 96 6% cd* a’ "% + 144 b* d* o’ b2
— 320 cdb ! + 9608 d e’ b + 1665 d c? + 3205 cd? b a”
— 9605 d*a' b a” —32b7d*  a” + 16 b8 d* o'
olmak tizere,
Ao(u—a)®+ A1 (u—a)"+ Ay (v —a)b + A3 (u — a)® + A4 (u — a)*

+As(u—a)P+As(u—a)?+A7(u—a)+As=0

elde edilir. Bu denklem (u — a) ya gore bir 6zdeslik olacagindan

Ai=0 (i=0,1,..,8) (2.73)

bulunur.

As = Ag = A7 = Ag = 0 sartlarindan bir hal olarak b = 0 elde edilir ki, bu
durumda regle ylizey bir acilabilir yiizeyden ibarettir.

Aqilabilir ytizeyler bir tarafa birakilacak olursa Aq = 0 gartindan

& (d®c® —-9c¢%) =0 (2.74)

bulunur. Burada soz konusu hallerden d = 0 olamaz, aksi halde A; = 0
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sartindan.b = 0 elde edilir ki, bu da bir agilabilir yiizey verir. O halde geriye

dc?—932=0, d#0 (2.75)

hali kalir. Buradan,

3ec 3e
! — [R— / —_— e —
¢ =~ (veya ¢ yi ) (2.76)

ifadesi A; = 0 sartinda kullanilirsa

cd[6dY —6b+2bd +cd’d —d*§'] =0 (2.77)

elde edilir. Burada iki hal mevcuttur:
I.Hal: ¢ = 0 olmasi1 halinde A3 = 0 denkleminin her iki tarafini b ile, A5 =0
denkleminin her iki tarafini —1 ile ¢arpip, elde edilen ifadeler A7 = 0 denklemi

ile taraf tarafa toplanirsa

db B —a*)=0 (2.78)

bulunur.

o' =0ise Ag =0dan ¥ =0 ve Ag =0dan d = FV3 ;

¥ =0ise A, =0dand = FvV3ve A4 —245 =0 denkleminden a =0
elde edildiginden,

ad=0bt=0

bulunur. Bu takdirde, (2.78) e gore
Ia. o' =0 =0 veya Ib. ¥*—-a? =0 dr.
Ta. halinde yiizey bir minimal regle yiizeydir.
Ib. ¥ —a?=0 (a'#0, ¥ #0)ise 25> A;— Ay+Ag = 0 denkleminden

bd*d'ba" =0
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elde edilir. Buradan ¢” = 0 bulunur. Bu sartlar altinda, A5 = 0 denklemi

saglanmadigindan Ib. hali sz konusu olamaz.

I1.Hal:
6db —6b+2bd +cd’a' —d?H' =0, c#0 (2.79)

olmasi halinde, bAjz+ A7 — As =0 denkleminden

576 Bcl —576d%2a b + 576 d2a’ > — 1924 ¢

+64b*d*c + 3283 d% (ca' — ") =0

bulunur. Bu denklemde, ¢ = -3:12 konur ve (2.79) denklemi kullanilirsa

AW —a?)=0 (2.80)
elde edilir. Burada, ti¢ hal mevcuttur:

IIa. o =0 ise 2% A, — b* A4 + As = 0 denkleminden

B2 (=15b—4bd* +2d°8") =0 (2.81)

bulunur. Buna gore,

1. ¥ =0 olmas: halinde Ag =0dan ¢ =0vec = E%d_c olmasi nedeniyle de
¢ = 0 elde edilir ki, bu mimkin degildir.

2. —15b—4bd? +2d%8" =0, b # 0 olmas: halini géz oniline alirsak,

"o pbadd
b =2b+ 5 =

olacagindan 5% As — A7 =0 ve (2.79) denkleminden
Pedd®=0

bulunur ki, b # 0, c¢#0, d#0, ¥ # 0, oldugundan bu esitlik

gerceklenmez.
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ITb. ¥ =0 ise A; =0 sgartindan
cd(—192b464bd* +32c¢d®a’) =0

elde edilir. ¢# 0, d# 0 oldugundan

—12b+4bd°+2cd’a’ =0 (2.82)

bulunur. Diger taraftan, 25°A4; — bA4 A4 — Ag = 0 denkleminden

bd®a® (15b+4bd® +2¢d?a’) =0 (2.83)

elde edilir. Buna gére, 1°. o’ =0 veya 2°. 15b+4bd%+2cd*a’ =0 dir.
1°. ¢’ =0 ise Ag=0 sartindan ¢ = 0 bulundugundan bu hal olamaz.
2°, 15b+4bd*+2cd?a’ = 0 ise, (2.82) denkleminden yararlanilarak b = 0
bulunur.
Ilc. % —a? =0 ise(1l.)a =V veya (2.)d =¥ dir.
(1.) @’ =& olmas: halinde, 2% A; — b* Ay — Ag = 0 denkleminden

a" =—cd (2.84)

elde edilir. Bu sartlar altinda, (2.79) denkleminde b” = —ca’ konur ve A5 =0

denklemi g6z 6niine alinirsa
d*d (a' +2bc)=0
bulunur. a’ # 0 ve d # 0 oldugundan a’ = —2bc ve (2.84) denkleminden de
a"=2bc

elde edilir. Bu takdirde, b* A; — Ag = 0 ve As = 0 denklemlerinden, sirasiyla,
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2304d%c? —1152dc+ 432 =0

2304 d%c® +1152dc—432 =0

bulunur. Buradan, d%c? = 0 elde edilir ki, d # 0, ¢ # 0 oldugundan bu
mimkiin degildir.
(2.) @’ = —b' halinin de mimkiin olmadig benzer gekilde gdsterilebilir.
Boylece agagidaki teorem elde edilmig olur.
TEOREM 2.3.2.1 Anadogrulari, anadogrularindan farkl bir Laguerre egri

ailesinin teget vektor alaninin transversali oldugu agilabilir olmayan yegane

regle ylzey bir minimal regle ylizeydir.



BOLUM 3

BIR YUZEYIN MERKEZ YUZEYLERI ILE INVERS
YUZEYLERININ LAGUERRE EGRILERININ OLUSTURDUGU
ALT TSCHEBYCHEFF SEBEKELERI

3.1 MERKEZ YUZEYLERIN LAGUERRE EGRILERININ
OLUSTURDUGU ALT TSCHEBYCHEFF SEBEKELERI

Bu kisimda, 6nce merkez yiizeylerinden birisine ait iki Laguerre egri ailesinin
eslenik-Tschebycheff sebekesi olugturdugu yizeylerin belirlenmesi problemini
ele alacagiz.

Bir S yiizeyine ait merkez ylzeylerden biri S; olsun. S yiizevinin egrilik
cgizgilerine nispet edilmesi halinde S; merkez yilizeyine ait birinci ve ikinci esas

formunun katsayilar: (1.28) e gore

E=ad , F=au, , @=a3+G(1—~5—)2,
(e ==1) (3.1)
- a _ - ecaG B,
L=-E— , M=0 , N=-—r
V. vE P

dir.
Diger taraftan, herhangi u, v parametrelerine nispet edilmis bir ylizeyin La-

guerre egrilerinin diferensiyel denklemi [11] e gore

Lo —2(LTY + MT?)}du® +3{L, — 2(LTL, + MT2,)} du? dv
1 11 1

+3{N, —2(MTY, + NT%)} dudv? + {N, —2(MTL, + NT2,)} dv® =0
(3.2)
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olup, burada, L, M, N ve ' fj yerine, sirasiyla, L, M, N ve T f] konursa S,

merkez yiizeyine ait Laguerre egrilerinin diferensiyel denklemi olarak

L,—2(LTY, + MT?)}du® +3{L, —2(LT}, + MT2%)}du? dv
11 11 12 12

+3{N, —2(MT},+ NT%)}dudv?®+ {N, - 2(MTL, + NT%)}dv®* =0
(3.3)
bulunur. .
Diger taraftan, S ylzeyinin egrilik ¢izgileri sebekesine S; ytizeyi tizerinde bir
eslenik sebeke kars1 geldigini biliyoruz. Buna gére, (3.3) denkleminde M =0

koyarak S; in Laguerre egrilerinin diferensiyel denklemi igin

(Ly —2LT})du® +3(L, —2LTL,) du? dv
) o _ o (3.4)
+3(N, — 2N %) dudv? + (N, —2 N T2,)dv® = 0

elde edilir.

Sy lizerinde eglenik gebeke meydana getiren v = sbt. , u = sbt. parametre
egrilerinin Laguerre egrilerinden ibaret oldugunu ve bunlarin bir Tschebycheff

sebekesi olugturdugunu kabul edelim. Bu takdirde, (3.4) denkleminden

L,—2LT}; =0 (3.5)
N,—-2NT% = \ (3.6)

ve Tschebycheff sebekesi olugturma kogulu geregince Sy yiizeyine ait E , G
biyiklikleri i¢in

E =B, G=0)

bulunur. Bu durumda, S yizeyine ait Christoffel sembolleri hesaplanirsa (3.5)

denklemi icin
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elde edilir. Buradan, L > 0 olmak {izere
In|L| - 2In|a,| = InA(v), A(v) >0
elde edilir. Buna gore, (3.1) geregince

L=A(v)au2=—-6\/E_% (e # 0)

veya

VE =~ aa,A(v)

dir.

Diger taraftan, S; ylzeyine ait Mainardi-Codazzi denklemleri

sekline girer ki, bu da A(v) = sbt. oldugunu gosterir.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
(3.11)

(3.12)

(3.13)

Diger taraftan, egrilik ¢izgilerine nispet edilmig S yizeyine ait Mainardi-

Codazzi denklemleri

(o (g = 5) (aVE), =0

«a

(3.14)
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(L)ut (2 —

3 53 (lovVG), = 0 (3.15)

oldugundan, (3.9) ve (3.13) geregince, (3.14) denkleminden

a =0 (3.16)

bulunur. Bu durumda, S; merkez ylizeyi igin (3.1) den

F=0

elde edilir ki, buradan § ylizeyi ile S; merkez ylizeyinin egrilik cizgilerinin
birbirine karg: geldigi anlagilir.

E=E{), G=G(), F=M =0 oldugundan S; in Gauss egriligi igin

gL [0, 1 8YC 8 1 oVE,
VEG |9u VE 0Ou ov /G Ov

elde edilir. Bu takdirde (3.1) bagintilarindan 8, = 0 bulunur. (1.29) ve (3.16)

=0

bagintilarindan K’ = 0 oldugu goriiliir.

o, = B, = 0 olmas: nedeniyle S yiizeyi bir genel silindirdir. X = K’ =0
oldugundan S nin S;, S; merkez ylizeyleri de agilabilir ylizeylerdir.

Boéylece agagidaki teorem elde edilmis olur.

TEOREM 3.1.1 Merkez ylizeylerinden birisine ait iki Laguerre egri aile-
sinin eslenik- Tschebycheff gebekesi olugturdugu § ytizeyi ve bunun S; merkez
yiizeyi bir genel silindirden ibarettir.

Simdi, §; ve S; merkez yiizeylerinin iki Laguerre egri ailesinin birbirine
kars1 geldigi ve S} ylizeyi tzerindeki iki Laguerre egri ailesinin eglenik yari-
Tschebycheff sebekesi olugturdugu yiizeyleri belirleyelim.

S yizeyi egrilik ¢izgilerine nispet edilir ve S;, S, nin (1.28) ve (1.29) ile
verilen esas blytklikleri kullanilirsa, S; ve S; nin Laguerre egrilerinin diferen-

siyel denklemi, sirasiyla
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(Lu—2ETh)dw +3 (L, —2LTY) du? dv
+3(N, —2NT%)dudv? + (N, —2NT%)dv® =0
(D20 T ) du® 3D — 2 [T du? do
+3 (N, —2N'T"3,) dudv? + (N', — 2 N'T72,) dv® = 0
dir.

S, ylizeyi lzerindeki parametre egrileri Laguerre egrileri olarak segilirse

L,—2LT}, =0 (3.17)

N,—-2NT%,=0 (3.18)

bulunur. S5 e ait iki Laguerre egri ailesinin, S; ye ait iki Laguerre egri ailesine

karg1 gelmesi i¢in

L', —2DT", =0 (3.19)

N'y—2N'T2, =0 (3.20)

olmalidir.
S ylizeyi lzerindeki iki Laguerre egri ailesinin yari-Tschebycheff gebekesi

olugturmas: halinde, v = sbt. egrisinin geodezik egriligi g* olmak tzere

6p=—g*=0 (3.21)

dir. Burada, 6 , S; in parametre egrileri arasindaki acidir.
Diger taraftan, S; ve Sz merkez yizeylerine ait Christoffel sembolleri, bu
yizeylerin (1.28) ve (1.29) ile verilen esas bilytuklikleri géz 6niine alinarak hesa-

planir ve (3.3), (3.6), (3.19), (3.20) denklemlerinde yerine konursa, sirasiyla,

(—evVE %‘)u —o(—eVE ) 2 (3.22)

a’ ay
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ceaG ,Hu eaG ﬂu
(—\/_E— E;)u - 2(7E- ﬁ) {(ln\/a)v +[In(1 -

o

‘B)]‘U

+ a— (InvVG), + -&— [In(1 — g)]u} =0,

E’,BE (a8 el,BE Qa,y, / :8 :
(\/a,— ZE)"-—Q(\/@ ;){(ln E)u'{'[ln(l_'&)]u
B 1B, + Pt - ) =
+ 22 uvBy, + Eemin - £} <o,
TGPy oo/ By B _
(—e Gﬁ)" 2(—¢ .Gﬁ)ﬂv =0

elde edilir. (3.22) ve (3.25) den

T =a0) s (W) >0)
2 =), () >0)
bulunur. Cos é H oldugu goz 6niine alinir ve (3.26) kullanih
i = — . ullanilirsa
e gu g
Cosé(v) = F &

9 B By &2
Jar #1205

ve S ylizeyine ait Mainardi-Codazzi denklemleri

0= (22 - £ (5 -0

oy p(v)

sekline girer. Bu gartlar altinda, (3.23) ve (3.24) denklemlerinden

3avﬁu—(a’_ﬁ)ﬁuv"2ﬂuﬁv =O

3y By — (B — @) Quy — 204 0y =0

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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elde edilir.

Diger taraftan, (3.27) denkleminden u ya gore tiirev alinarak

1
A= A(u, v) = )

2 % SANT

ot + (L2 (1- )
_ _ ﬁuﬂv+'@ﬂuv_ﬂﬂv7l(u) _a __:Bvau a B, By
B=5uv)= 7(u) 72 (w) . 2 v(w) ()8

olmak tzere,
2a, Aoy — ay Alay Qyy + % (1- —;—) B} =0 (3.30)

bulunur. Burada iki hal mevcuttur:

IL.Hal: a, = 0 olmas: halinde, (3.28) ile (3.29) daki birinci denklemlerden,

sirasiyla,
p(v) = p = sbt. |
(a_ﬁ)ﬂuv +2ﬂuﬂ‘u =0

elde edilir.
Diger taraftan, (3.28) in ikinci denklemi

~—

¥'(u

v(u)

(a_ﬂ)ﬂuv =,3uv,8v+/6v (a_ﬂ)

sekline girer. (3.31) ve (3.32) den

_g Y _

bulunur.

(3.33) denkleminden v ye gore tiirev alinarak

Bou _ 7'(v)
3 By B ¥(u)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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veya

B’ =1(u)C(v), (C(v)>0)

elde edilir. Bu takdirde, (3.31) ve (3.33) den G, = 0 bulunur.

Boylece S yiizeyinin bir silindir, S; ve S; merkez yilizeyinin ise agilabilir
ylzeyler oldugu gorilir. Ayrica, agilabilir ylizeylerde anadogrulardan farkh
bir Laguerre egri ailesinin teget vektor alaninin anadogrular boyunca paralel
kaymasindan Sy ylizeyinin bir koniden ibaret oldugu anlagilir.

5(1% (1-— %) Bl =0, (a, #0) olmas

halinde, A ve B nin degerleri kullanilarak

ILHal: oy, — a, Aloy ape +

B By 24

: 2¢8‘U (ﬂ —a) Z {(ﬂ — a) (aw ﬂ'u - a‘vﬂu‘u)
() {ed + 205 (- )

| (8 -a) (B - T - (- 21 } =0

elde edilir. Buna goére, 8, # 0 oldugu goz oniine alinirsa

- 0 — = « —« .__L(ul — o) =
(B8 — @) (0w Bo — @y Buv) — By o [ (Bu — ) ) B-a)] =0 (3.34)

bulunur.

Diger taraftan, (3.29) dan elde edilen
IB‘U»‘U (/8 - a) = '“3av ,Bu + zﬁu 'B‘v
Quy (B —a) =3ay fu — 20,

egitlikleri, (3.34) de kullamlirsa

3Qv16u"‘auﬁv+,3u"77,((—:))‘(ﬂ—d)=0 (335)

ve (3.28) ve (3.29) denklemleri yardimiyla da son denklem
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.B‘v(3ﬁu_au) =

gekline girer. 8, # 0 oldugundan

38, =y
veya .
8=z la+d() (3.36)

elde edilir. Bu takdirde, (3.29) dan,

Taya,— (2a—dv)) o —2a,d'(v) = 0,
(3.37)
—3oa,0,+(2a—d(v))aw, =0

bulunur. Buna gore,

ay[2a, —d'(v)]=0

elde edilir. a, # 0 oldugu gbz oniine alinirsa son denklemden

a= %d(v) + e(u)
bulunur. o mn bu degeri (3.37) de yerine konursa
e'(u)d'(v)=0
elde edilir. Buradan da, d'(v) # 0 oldugundan

€(u)=0 =elu)=sbt.=¢

bulunur ki, bu da a, # 0 koguluna aykiridir. O halde, II. Hal olamaz.
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Boylece agagidaki teorem elde edilmig olur.

TEOREM 3.1.2 Merkez yizeyleri tizerindeki iki Laguerre egri ailesinin
birbirine kars: geldigi ve 57 merkez ylizeyi tizerindeki iki Laguerre egri ailesinin
eslenik yar1-Tschebycheff gebekesi olugturdugu yiizey bir genel silindir, 5y yiizeyi

ise bir konidir.

3.2 BIR YUZEYIN LAGUERRE EGRILERI ILE INVERS YUZEYi-
NIN LAGUERRE EGRILERININ BIRBIRINE KARSI GELMESI

Bu kisimda, bir ylizeyin Laguerre egrileri ile bu yiizeyin invers yiizeyi tize-
rindeki Laguerre egrilerinin birbirine karsi gelme kogullarin belirleyecegiz.
Bir S yiizeyinin invers yiizeyi S olduguna gore, S yiizeyine ait birinci ve

ikinci esas formun katsayilar: (1.31) geregince

4 4 4
E=ZE, F=ZF, G=50G,
r T r
(3.38)
- c? 2¢%p - c? 2¢%p - c? 2c’p
L=—;‘2' —7‘—4E 5 M=—7‘—2M_7’_4F N N=—'r—2'N— 7‘4 G

dir.
Diger taraftan, egrilik ¢izgilerine nispet edilmis bir S yiizeyinin Laguerre

egrilerinin diferensiyel denklemi

B3 du® + 3E/Gridu?dv + 3G VE ™ dudv? + Gy dv® =0
(3.39)

dir. Burada, ry, r3, ri*, r3* swrasiyla, ylzeyin r* ve r** esas egriliklerinin
egrilik cizgileri dogrultusundaki tiirevlerini gostermektedir.

(1.8) bagntilarindan yararlanilirsa (3.39) denklemi

Ertdu®+3Er;dudv+3Grdudv® + Gri*dv® =0 (3.40)
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gekline girer.
S ylizeyinin egrilik cizgilerine S yiizeyi iizerinde egrilik cizgileri kargt gel-
diginden, § invers yiizeyinin Laguerre egrilerinin diferensiyel denklemini elde

etmek icin (3.40) da E, G yerine E, G nin (3.38) ile verilen degerleri konursa

E (r*r* +2p)u du® + 3 E (r? r* + 2p), du’ dv
(3.41)
+3G (r?r™ + 2p)y dudv? + G (r* r* 4 2p), dv® =0

bulunur.
S ylizeyi ile S invers yiizeyinin Laguerre egrilerinin birbirine karg: gelmesi
igin, (3.40) ve (3.41) diferensiyel denklemlerinin katsayilarinin orantili olmasi

gerek ve yeterdir. Buna gore,

E'S * £33 .13
Tu r Ty ry

(rPr+2p)u (P +2p)y (PP +2p) (rPre+2p),

olmalidir. Buradan

r (r?r* 4+ 2p), =1} (r*r* 4 2p), (3.42)
ra (r2r= 4+ 2p)y = ri* (r’r* + 2p). (3.43)
ry (r2r 4+ 2p), = 3" (rP " + 2p), (3.44)
ry (rr™ +2p)y = i (r?r* + 2p), (3.45)
ry (r2r™ +2p), = r3* (r?r* + 2p)s (3.46)

e (r3 ™ 4+ 2p), = 73t (PP + 2p). (3.47)

bulunur.

Diger taraftan, S yiizeyi ile S yiizeyine ait Mainardi-Codazzi denklemleri,

= (InVE), (r* —r7)
= (ln\/(—}’)u (r* —r)

(3.48)
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(r’r* +2p), = [(ln\/E)u -2 %] (r** —r*)r?
) (3.49)
(21 4 2p), = [(2V/B) 272 (" 1) 2

dir. (3.48) ve (3.49) dan

rry ™™ +p, =0
(3.50)
rr,r+p, =0

elde edilir. (3.50) denklemleri goz 6niline alinirsa, (3.42) ve (3.46) denklemleri

ra(r*—=r*)rr, =0 (r#£0)

u

(3.51)

r(r* —r™)rr, =0
sekline girer. Buna gore, kiireden farkh bir yiizey igin
1.72=0, r;>=0 veya 2.7,=0 dir.

Birinci halde S yiizeyi bir Dupin siklididir. S yiizeyininde bir Dupin siklidi
oldugu kolayca goriilir. Bu takdirde, r* = r*(v) , r** = r**(u) olup, (3.50)
sartlar1 goz 6niine alimirsa, (3.43),(3.44), (3.47) denklemlerinin saglandigi ve
(3.45) denkleminden ise

r(r™ —r*)(ryr, + 1,7, ) =0

oldugu gorilir. r (r** — r*) # 0 oldugundan

ruty + 71,1, =0 (3.52)
veya
ru _ _T;* w!
= —y r*'(v) 750' (3.53)

bulunur. Buradan, ¢ arglimaninin keyfi bir fonksiyonu olmak {izere

r=g(t) , (t=1"-r" (3.54)
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dir. Bu takdirde, (3.50) den

Pu=—0 ¢ ™ (u)r*(v) ds

(¢'=—) (3.55)
po = ¢ ¢’ r™(u) r*'(v) a

bulunur. p,, = p,, sartindan da

P () 4+ 2(6Y) } = 0

elde edilir. r**' # 0 i¢in

(87)"t+2(4%) =0 (3.56)

bulunur. Bu diferensiyel denklemin ¢dziimii, C pozitif bir sabit olmak tizere

P=rtzo— L 1O, (C=sht)

r**(u) — r*(v)

dir. Bu takdirde, (3.55) denklemlerinden

£, aed £

Pv _ rr
pu - T'**I r* P

elde edilir. Buradan

bulunur. Buna gére,

r**l r*/ T**
Pu =Y. PR py=—¢ 2
“ -t (3.57)
- r\u
(¥="F, t="")

dir.



~ 5] —
oy 2 C = o aa .
Diger taraftan, ¢?(¢) = —7—{-0 oldugu goéz oniine alinirsa (3.55) denklemleri

— __l ____C—__ r*xl 7'*
Pu= 9 (7‘** _ 7"*)2
(3.58)
pv — }_ C r*l r:u
2 (7,** . T*)Z

sekline girer. (3.57) ve (3.58) denklemlerinden

r*/ru["/’, + C ] =0

r*2 © 2(r= —r*)2

elde edilir ki, r*’.r** # 0 oldugundan

) c
VAogome =0

ve buradan da

C r*(v)
2 (r=(u) —r*(v))

p=1= +d, (d=sbt) (3.59)

bulunur.
Ozel haller: r = 0 ise r™ = sbt. (# 0) ve (3.52) den dolay: da
r. 7y = 0 dir. Burada, r} = 0 ise yizey bir donel silindir, r, = 0 ise p, = 0 dur.
ry = 0 ise (3.52) den r2* = 0 bulunur. Bu durumda yiizey bir donel
silindirdir.

Ikinci halde, r, =0 oldugundan (3.50) nin birinci denkleminden

Py =0

elde edilir. 7
Diger taraftan, (3.43) ile (3.50) nin ikinci denkleminden

re =0, Pe=0
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bulunur ki, yiizey bir kiireden farkl kabul edildiginden bu miimkiin degildir.

Bdylece agagidaki teorem elde edilir.

TEOREM 3.2.1 Uzerindeki Laguerre egrileri, invers ylizeyi Gizerindeki La-
guerre egrilerine karg1 gelen, kireden farkl: bir yiizey Dupin siklididir.

Bir Dupin siklidinin iki egrilik cizgisi ailesi Laguerre egrileri ile cakigti-
gindan [11] ve bdyle bir ylizeyin egrilik ¢izgileri izometrik bir sistem meydana
getirdiginden, ylizey parametreleri uygun segilmek suretiyle £ = G yapilabilir.
Bu takdirde, yiizeyin egrilik cizgilerinden farkli Laguerre egri ailesini, (L3 egri

ailesini), veren diferensiyel denklem (3.40) a gore

rodu+ry, dv=0 (3.60)

dir.
v = sbt. egri ailesinin (3.60) ile verilen L3 Laguerre egri ailesinin transversali

oldugunu kabul edelim. Bu takdirde,

Y1 = —g" (3.61)

dir. Burada ¢ , v=sbt. egrisi ile L3 Laguerre egri ailesi arasindaki ac1 ve ¢g*
da v = sbt. egri ailesinin geodezik egriligidir.

E = G oldugu gbz 6niine alinirsa, (3.60) yardimiyla

£3

Tgp = _::* . 0 (3.62)

u

bulunur. (3.61), (3.62) ve (3.48) den yararlanihirsa

1 T
.- _ UU — 0 .
Ty A L r:uz + T.;Z] (3 63)

elde edilir. Burada iki hal mevcuttur.

I.Hal: r; = 0 olsun. Bu takdirde, (3.52) den

ryr, =0
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elde edilir. (3.62) ye gore ri* # 0 oldugundan

r,=0 = r=r(u)

ve (3.50) nin birinci denkleminden

p=p(u)

bulunur.
Buna gore, u = sbt. egrilik cizgileri ailesi kiireseldir.

rm=rr=0 = r* = sbt. oldugundan S yizeyi bir boru (hortum)

u

yizeyidir. Bu durumda, S nin egrilik ¢izgilerinden farkli olan Laguerre egri

ailesi v = sbt. egrilik cizgileri ailesi ile gakigir.
1 r*#

II.Hal: r; #0, - *%— = (. Bu denklem

gk w2 *2
r r vl ol

w2 *2 " ERNE .
et = (™ =) =0

seklinde yazilir ve u ya gore tirev alinirsa,

wA sk » E.2 - —
Tu ruu+(r -r )ruuu =0

ve buradan da

rie(u) + er*(u) = cr*(v) , c=sbt.>0

bulunur ki, bu da ancak 7* in bir sabit olmasi ile miimkiindiir. O halde, IT.Hal
soz konusu olamaz.

Simdji, I. Hal de elde edilen boru yiizeyinin esas biytkliklerini hesaplaya-
lim.

S ye ait

TI* — g** (T* —_— r**)



— 54 —
Mainardi-Codazzi denkleminden dola,yl

£ 2 ]

(InVE), = T

r* S r**

olup, buradan integrasyonla

VE = B(v)

T e

elde edilir. Burada, B(v) keyfi, pozitif bir fonksiyondur. Bu takdirde, Gauss

denklemi

rrrt = —% [(ln\/E—)uu + (ln\/E)w]

R IR

gekline girer. Bu denklem v ye gore tiiretilir ve

B'(v) #0 (3.65)
kabul edilirse,
e f) 1 BN
S e = B (%) = sbt. = (3.66)

bulunur. Buradan

kEfPu) =2k =1D)r flu)+Ekr?=0

elde edilir ki, bu da: 1.r* =0 = k veya 2. f(u) = r* = sbt. oldugunu
gosterir.

Birinci halde § bir agilabilir yiizeydir. Bu ta,kdirdé, (3.66) formiilinden

(2’)” =0 = B= ea1v2 +hivta
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elde edilir. B nin degeri (3.64) de yerine konursa

f(u)y’ _ e _G1u’ + a3u + a3
(f(u)) 20 =0 = flu)=r"=e
bulunur.

Boylece S nin agilabilir ylizey olmas: halinde yiizeyin esas biytklikleri i¢in

a1v? + biv + ¢

VE=VG="1 , F=M=0,

ea1u2 + asu 4 as

2
av’ + v+ .

N=r*F=

a1u2 + asu + as ( e
e
ea1u2 + asu + a3

elde edilir.

Ikinci halde, r™ = sbt. r* = sbt. oldugundan yiizey bir dénel silindir veya
dizlemdir.

Nihayet, (3.65) de ki B’ 5 0 gartinin saglanmadig hali inceleyelim. Buna
gore, (3.64) denkleminde B’ = 0 (B = sbt. = a) konursa f(u) fonksiyonunu

veren

f'w) [r™ = f(uw)] + f'2(u) +a*r flu)=0

diferensiyel denklem elde edilir. Bu diferensiyel denklem uygun bir déniiglimle

bir Bernoulli diferensiyel denkleme déntstiiriilerek integre edilirse

/ d f(u)
A = J@) T or il = ) -
(A1, @ : keyfi sabitler.)

=u+ta,

elde edilir. Buradan, gerekli iglemler yapilarak
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({1 -/%[\/cﬁ T A Coshy/Ar(u+3)—a]}  4>0

P = %[1'—' a? (u + &)? A =0

r {1 + Ai[\/a2 T A; Siny/—A4; (u + &) +a]} A <0
1

Y

bulunur. Buna gore ;

A; > 0 iken
Al/T*
E = =
VE=VG Va¥ + A; Coshy/A; (u +d) —a’
A1/7‘* 2
L=r*E=r*
" " (\/az—{—Al Coshv/ A1 (u + @) -—a) y

N=r"“"‘E’=r*{1 —ﬁ—{\/a2+A1 Coshv/ A1 (u + @) —a]}E,
1

A; = 0 iken

VE=G= 2a/r*

[+ a(ut o]

.o 2af/r* 2
L—T E—r (1+a2(u+&)2) 3
r 2a/r* 2
N= **E=_ 1— 2 ~\2
r 2[ a(u+a)](1+a2(u+a)2) ’
A1 < 0 iken
—Al/'f'*
E=vG= ,
VE=VG Va2 + A, Siny/—A; (u+ad)+a
_ * 2
L=r*E=r*< - Au/r ~ ) )
Vva? + Ay Siny/—A; (u+ @) 4+ a

N=r**E=r*{1+Ai[\/a2+Al Siny/= A1 (u+ @) +a]} B
|

bulunur.
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Boylece gu teorem elde edilir.

TEOREM 3.2.2 Uzerindeki Laguerre egrileri, invers yiizeyi iizerindeki
Laguerre egrilerine kars: gelen bir yiizeyin bir egrilik ¢izgisi ailesinin, egrilik
cizgilerinden farkl: bir Laguerre egri ailesinin transversali olmasi halinde, )}ﬁzey

bir boru yiizeyidir.



SONUGLAR VE ONERILER

Bu galigmada, tizerinde Laguerre egrilerinin Tschebycheff sebekesi olug-
turdugu ytizeylerin belirlenmesi problemi ele alinmig ve bununla ilgili olarak
agagidaki sonuglar elde edilmigtir:

Uzerinde {i¢ Laguerre egri ailesinin Tschebycheff sebekesi olugturdugu yi-
zeyler birer donel silindirden ibarettir.

Iki Laguerre egri ailesinin bir yari-Tschebycheff veya bir Tschebycheff se-
bekesi olugturdugu agilabilir yuzeyler, sirasiyla, birer koni veya birer dénel
silindirdir.

Iki Laguerre egri ailesinin olusturdugu bir Tschebycheff sebekesine sahip bir
regle ylizey birer doénel koni; bu egri ailelerinin bir yar1-Tschebycheff sebekesi
olugturdugu regle ylizey ise birer minimal regle yizeydir.

Merkez ylizeylerinden birisine ait iki Laguerre egri ailesinin eglenik Tscheby-
cheff gebekesi olugturdugu ylizey ve bunun bir merkez yiizeyi bir genel silin-
dirden ibarettir.

S1 ve Sy merkez ylizeyleri tzerindeki iki Laguerre egri ailesinin birbirine
kars1 geldigi ve S; merkez ylzeyi tizerindeki iki Laguerre egri ailesinin eglenik
yar1-Tschebycheff gebekesi olugturdugu S yiizeyi bir genel silindir, S; yizeyi

ise bir konidir. ‘
Uzerindeki Laguerre egrilerinin, invers yiizeyi tizerindeki Laguerre egrilerine

kars: geldigi, klireden farkli, bir ylizey bir Dupin siklidinden ibarettir. Bu gesit
ylzeyler zerindeki bir egrilik ¢izgisi ailesinin, egrilik ¢izgilerinden farkli bir
Laguerre egri ailesinin transversali olmasi halinde yiizey bir boru yiizeyidir.
Bir yilizey tzerinde tanimh ve tegetsel olmayan bir vektor alanina bagh
Laguerre egrilerinin iigh'i‘ bir Tschebycheff gebekesi olugturdugu yiizeylerin be-

lirlenmesi problemi incelenebilir.
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