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OZET

Sekiz boliimden olusan bu ¢alismada, bir metrik uzayin sirasiyla 2-metrik, D-metrik,
Quasi-metrik ve G metrik olmak tlizere dort ayr1 genellemesi olmasina ragmen bu tezde en
genel metrik uzay olan G,,-metrik uzay ve bu uzayda bazi genellestirilmis sabit nokta

teoremleri verilmistir.

Birinci ve ikinci boliimlerde sabit nokta teorisi ve 1906 yilinda Fréchet tarafindan
tanimlanan uzaklik fonksiyonu” kavraminin tarihsel olarak gelisiminden bahsedilip, daha
sonra F. Hausdorff tarafindan metrik ismi verilen doniisiimiin zaman iginde genellemesi

oldugu iddia edilen 2-metrik, D-metrik hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ucgiincii Béliimde, bazi temel tanimlar, kontrol fonksiyonlari, metrik ve topolojik

yapilara deginilmistir.

Dordiincii boliimde, G-metrik hakkinda bilgi verilip, G-metrik uzayin sagladigi bazi

ozelliklere deginilmistir.

Besinci boliimde, metrik uzay konseptine en yeni ve en genel yaklasim olan
G,-metrik uzay kavramin taniltilmig, saglanan 6zelliklerden bahsedilip topolojisi hakkinda

bilgi verilmistir.
Altinct boliimde, standart metrik uzaydaki bazi sabit nokta teoremlerini sirasiyla
standart, G ve G,,-metrikteki karsiliklar1 verilip gerekmedikce sadece G,,-metrikte ispatlari

verilmistir.

Yedinci ve sekizinci boliimlerde bulgular ve tartisma ile sonug ve Oneriler ile tez

bitirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Metrik Uzay, Metrik Uzay, Sabit Nokta Teorisi
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SUMMARY

In this eight-chapters study, although there are four generalizations of a standart metric
space, namely 2-metric, D-metric, Quasi-metric and G metric we try to give a more general
meaning to standart metric with GG,,-metrik space and after that some fixed point theorems

are given.

In the first and second chapters, the historical development of the concept of distance
function which is defined by Fréchet in 1906 and later called metric by F.Hausdorff and
some short information was given about the 2-metric, D-metric which was claimed to be

generalized metric over time.

In the third chapter, some basic definitions, control functions, metric and topological

structures are mentioned.

In the fourth chapter, information about G-metric space has been given and some

features of G-metric space have been mentioned.
In the fifth chapter, G,, metric space is defined as the newest and most general
approach, also given some properties and informations about it’s proporties and it’s

topology.

In the sixth chapter, some fixed point theorems are given respectively standart, G-

metric and GG,,-metric. And only proofs in the GG,,-metric are given unless necessary.

In the seventh and eighth chapters, results and discussion along with conclusion and

recommendations can be found.

Anahtar Kelimeler: Generalized Metric Space, Metric Space, Fixed Point Theory
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1. GIRIS VE AMAC

Fonksiyonel analiz temel olarak lineer ve lineer olmayan sekilde katagorilere ayrilan
matematigin 6nemli bir dahdir. Sonsuz kii¢iik girdilerin mikroskopik ¢iktilar ile
sonuglanabilecegi dogrusal olmayan bir diinyada yasiyoruz. Bu nedenle, fonksiyonel analiz
ayr1 ve pratik bir matematik alanina doniisiir. Ayrica benzer gerekce ile lineer olmayan

fonksiyonel analiz bagimsiz ve kullanisli bir konu haline gelmistir.

Sabit nokta teorisi modern matematigin ¢ok gii¢lii ve verimli araglarindan birisidir
ve lineer olmayan analizin ¢gekirdek (temel) bir konusu olarak g6z oniine alinabilir. Teorinin
orijini 19. yiizyilin sonlarina uzanan, 6zellikle diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
varlig1 ve tekligini teskil etmek i¢in ardisik yaklasimlarin kullanimina dayanir. Bu metod
Cauchy, Fredholm, Liouville, Lipschitz, Peano ve Picard gibi bir¢ok meshur matematikgi
ile iligkilidir. Banch’in formiilasyonu metrik sabit nokta teorisinin baslangi¢c noktasi olarak
kabul edildigini belirtmek gereklidir. Ancak sabit nokta teorisi Felix Brouwer’in biiyiik
katkis1 olmadan matematigin aktif ve hayati bir dali olarak lineer olmayan fonksiyonel

analizin gelisimi yeterince ivme kazanamazdi.

Sabit nokta teorisi, 7" bir X kiimesi iizerinde tanimlanan bir doniisiim olmak {izere
x = T(z) formundaki operatdr denkleminin ¢oziimii olan X kiimesinin x noktalarinin
varligin1 garanti eden kosullar ile ilgilenir. Boylesi bir problemin ¢6ziim kiimesi bos
olabilir, bir sonlu kiime olabilir veya bir sayilabilir yada sayilamaz sonsuz bir kiime olabilir.
Sabit nokta teorisi matematiksel analizin ¢esitli alanlarinda ortaya g¢ikan problemlerin
¢oziimii i¢cin gerekli araglar1 saglar. Boliinmiis fizibilite problemleri, degisken esitsizlik
problemleri, lineer olmayan optimizasyon problemleri, denge problemleri, tamamlayici
problemler, se¢me ve esleme problemleri, integral ve diferansiyel denklemlerin
¢dziimlerinin ispat1 gibi problemlerin ¢6ziimii kategorisine girer. Ozellikle ¢oziimler lineer

olmayan fonksiyonel analizde derin koklere sahiptir.

Sabit nokta teorisindeki arastirmalar genel olarak

(a) Sabit noktalarmm varligin1 garanti eden doniisiim tzerindeki kisitlayici kosullarin

azaltilmasinin arastirilmasini,
(b) Sabit noktalarin tekligini garanti eden kosullarin ¢alisilmasini,

(c) Daha genel uzaylar elde etmek icin tanimlarin, tanim kiimelerinin yapilarinin

degistirilmesini, zenginlestirilmesini ve genisletilmesi ¢alismalarini,



(d) Karakterizasyon tanimlamasi ¢aligmalarini,
(e) Sabit noktalarin yaklagim ve insaa arastirmalarini,

(f) Inceleme altindaki déniisiimiin sabit noktalarinin kiimesinin yapisinin ¢alisiimasini

konularini igerir.

Sabit nokta teorisinde ii¢ temel yaklagim vardir. Bunlar ise metrik yaklasim, topolojik
yaklagim ve ayrik yaklasimdir. Tarihsel olarak bu yaklagimlar {i¢ biiyiik teoremin kesfi ile
baslar. Bu teoremler sirasiyla, Banach sabit nokta teoremi, Brouwer sabit nokta teoremi ve

Tarski sabit nokta teoremdir.

Bu tez ¢alismasinda sabit nokta teorisinin metrik yaklagimi temel alinarak yukarida
listenen arastirma alanlarindan (c) ile ifade edilen daha genel uzaylardaki doniisiimlerin
sabit noktalarin varlig1 ve tekligi lizerine arastirmalar yapilmistir. Biraz daha agik ifade
edilecek olursa 1906 yilinda Fréchet in tanilamasiyla baslayan metrik uzay kavramu,
sonrasinda Géhler tarafindan 2-metrik uzay olarak, Dhage tarafindan D-metrik uzay olarak
genellestirilmeye calisilmis ancak bazi aksakliklar oldugu ortaya ¢ikarilmistir. Sonrasinda
Mustafa ve Sims calismalar1 ile alisilmis metrik uzay kavramini G-metrik uzay adini
verdikleri uzaya genellemislerdir. Simdilerde bu kavramda G,,-metrik uzay seklinde dahada
genellenmistir. Bu tez ¢alismasinda G,,-metrik uzayda, alisilmis metrik uzaylarda iyi

bilinen bazi sabit nokta teoremleri ele alinmis ve bu uzaydaki karsiliklar1 verilmistir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

2.1 Kisa Bir Arastirma Ile Giris

1906 yilinda Frechet, bostan farkli bir X kiimesinin elemanlarinin her (z,y) ¢iftini negatif
olmayan d(x,y) reel sayisina esleyen d “uzaklik” fonksiyonunu tanitti. Buna gore d : X x

X — R fonksiyonu her z,y, z € R igin
dl) z=yised(z,y) =0

(d2) z #£yised(z,y) >0

(d3) d(z,y) = d(y,z)

(d4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

aksiyomlarini saglar. i1k baslarda *uzaklik fonksiyonu’ olarak adlandirilan kavram sonralarda
ilk kez Hausdorff tarafindan metrik’ ismi ile kullanilmigtir. Bu durumda (X, d) ikilisine bir

metrik uzay denir.

2.2 2-Metrik Uzay

1963 ve 1966 yillarinda yayinladigi makaleler ile Géhler, alisilmis metrik uzayin bir
genellestirmesi oldugunu iddia ettigi 2-metrik uzayi tanitt1. X bostan farkli bir kiime olmak

tizered: X x X x X — R, = [0, 00) fonksiyonu

(t1) Farkli z,y € X noktalari igin d(x,y, z) # 0 olacak sekilde bir z € X noktasi vardir.

(t2) (z,v, z) tglusiiniin herhangi iki eleman1 birbirine esit ise d(x,y, z) = 0 dir.

(t3) (z,v, z) tglisiiniin tiim permiitasyonlar1 igin

d(z,y,2) =d(x,z,y) =d(z,z,y) = d(z,y,x) = d(y, z,x) = d(y, x, z)
dir.
(t4) Her z,y, 2z,a € X i¢in
d(x,y,z) <d(a,y,z) +d(z,a,z)+d(z,y,a)

dir.



aksiyomlarini saglayan d fonksiyonuna bir ”2-metrik”, (X, d) ikilisine bir 2-metrik uzay
ismi verilir. R? analitik diizleminde, her z,v,2 € R? noktalar igin bu noktalar iizerinde
olusturulan {iggenin alanin1 veren fonksiyon goz Oniine alindiginda bu fonksiyonun bir
2-metrik oldugu kolaylikla goriilebilir. Gahler 1963 yilinda yayimladigi bir makalede
2-metrik ifadesinin aligilmis metrigin fonksiyonunun bir genellemesi oldugunu iddia
etmistir. Ancak 1988 yilinda Ha et al yayinladig1 bir makalesi ile 2-metrik fonksiyonunun
degiskenleri lizerinde siirekli olmas1 gerekmedigini gostermistir. Ayrica 6zellikle alisilmis
metrik uzay ve 2-metrik uzaydaki biiziilme doniigiimii teoremi birbiri ile alakasizdir.
Dolayisiyla 2-metrik uzayin, aligilmis metrik uzayin bir genellemesi olmadig1 anlasilmaistir.
Bunun tizerine 1992 yilinda Dhage yeni bir genellestirilmis metrik uzay yapisi tanimlamis

ve buna D-metrik uzay ismini vermistir.

2.3 D-Metrik Uzay

X bostan farkli bir kiime olmak tizere D : X x X x X — [0, 0o) fonksiyonuher z,y, z,a € X

i¢in
(D1) D(z,y,2) =0< =y =z dir.
(D2) (z,y, z) Ggliilerinin tim permiitasyonlart i¢in
D(z,y,z) = D(z,2,y) = D(z,2,y) = D(z,y,2) = D(y, z,x) = D(y, z, 2)

dir

(D3) Vx,y,2z,a € X igin
D(z,y,z) < D(a,y,2) + D(z,a,2) + D(z,y,a)
dir.

kosullarini sagliyor ise D fonksiyonuna bir ”D-metrik”, (X, D) ikilisine bir D-metrik uzay

veya Genellestirilmis Metrik Uzay adi verilir. Bir D metrik uzayinda Vz,y, z € X igin
D(z,y,y) < D(z,2,2) + D(2,y,y)

ozelligi fazladan bir 6zellik olarak verilebilir. Eger her 2,y € X i¢in D(z, z,y) = D(x,y,y)
ise D-metrigine “simetriktir’ denir. R? de z,v,2 € R? noktalarim kdse kabul eden bir
ticgenin ¢evresi D metrigine verilebilecek tipik bir drnektir. Dhage 1992 yilinda yayimladigi

bir makalesinde (X, d) bir metrik uzay olmak tizere Vz, y, z € X i¢in,

(B) Dy(d)(2,0,2) = 5ld(2,9) +dy,2) + d(a,2)]



(E2) Dy (d)(x,y,z) = max{d(z,y),d(y, 2),d(z, 2)}
seklinde tanilanan D-metrik uzay 6rneklerini vermistir.

Tamm 2.1 (X, D) bir D-metrik uzay olmak iizere bu uzayda bir (x,,) dizisinin bir v € X

noktasina yakinsamas: asagida ifade edilen ii¢ muhtemel sekilde tanimlanur.

(Cy) n— ooigin D(x,,x,x) — 0ise x, — x dr
(Cy) n— ooigin D(xy,, x,,x) — 0ise x, — x dir

(C3) n,m — oo i¢in D(xy,, Ty, x) — 0 ise x,, — x dir.

Yukarida verilen tanim 2.1’den agikg¢a goriiliiyor ki C'3, C5 yi gerektirir. Ayrica D simetrik ise
C ve Oy karsilikli olarak birbirini gerektirirler. Genel olarak diger ¢ikarimlar dogru degildir.

Ayrica Dhage, 1992 de D-metrik uzayda Cauchy dizisini agagidaki bicimde tanimlamistir.

Tamm 2.2 (X, D) bir D-metrik uzay ve (x,,) bu D-metrik uzayda bir dizi olsun. Her ¢ > 0
degeri verildiginde m > n > p > ngy kosulunu saglayan her m,n,p € N igin
D(xp,, xp, xp) < € olacak sekilde en az bir ny € N var ise (x,,) dizisine bir D-Cauchy dizisi

denir.

Dhage ayni makalesinde herhangi bir D-metrik uzayda 7 ve 7* adim verdigi iki topoloji
tanimlanabileceginden bahseder ve 7 topolojisindeki yakinsaklik kavramina yondes olarak
(5 anlaminda yakinsaklig1 g6z oniinde bulundurarak 7* topolojisini tanimlar. Bununla ilgili

daha fazla bilgi i¢in Dhage’nin 1994 ve 2000 yillarinda yayinladigi makaleleri incelenebilir.

2.4 D-Metrik Uzay ile Ilgili Baz1 Problemler

Dhage 1992 de 7* topolojisini iireten tabant, x € X ve r > 0 olmak iizere
(BY)B*(z,r) :={y € X|D(z,y,y) <r}

formundaki agik yuvarlardan olusan aile olarak tanimlamistir. Buna gére 7* topolojisinde
bir dizinin yakisakliginin C5 yakinsakligina denk oldugunu iddia etmistir. Halbuki 1994

yilinda D-metrik uzayindaki 7% topolojisini inceledigi makalesinde Dhage bir dizinin



yakinsakligint hem C; hemde C; anlaminda yakinsaklik olarak tanimlamis ve 7%, D-metrik
topolojisindeki yakinsakligi, X {izerindeki dizilerin yakinsakliklarinin D-metrik topolojisi
ile ayn1 oldugunu iddia etmistir. Ancak bu iddia dogru degildir. Mustafa ve Sims 2006 da
bunun dogru olmadigini baz1 6rnekler vererek gdstermistir. Boylelikle D-metrik uzaydaki
yakinsaklik kavrami 7 topolojisindeki yakinsakliga gore daha kuvvetli oldugu
gorlilmiistiir. Mustafa ve Sims yakinsaklik kavramini yalnizca C5 anlaminda yakinsaklik
olarak kabiil ederek diizeltmeye calismislarsa da bu durum yeni bir problemin dogmasina
sebep olmustur. Bu problem (5 anlaminda yakinsak olan bir dizinin D-Cauchy dizisi
olmamasidir. Dhage 1992 yilindaki makalesinde bir 7 topolojisini tanimlamanin ilk

girisimini x € X ve r > 0 olmak {lizere,

(B)B(x,7) = (N {y,z € X|D(x,y,2) <r}

zeX

olarak vermistir. Ikinci girisimini 2000 yilindaki makalesinde 7 topolojisinin tanimi

diizenlemek amaci ile

(By)B(z,7) :=={y,z € X|D(x,y,2) <r}

olarak verip bunun eger D-metrik uzaymdaki bir D-Cauchy dizisinin C5 anlaminda
yakinsak olan bir alt dizisi var ise bu durumda dizinin kendisinin yakinsak oldugunu iddia
etmistir. Fakat Mustafa ve Sims makalelerinde bunun genel olarak dogru olmadigini
orneklerle gostermistir. Dahasi, Dhage 2006 yilindaki makalesinde bir (X, D) D-metrik

uzayindaki bir x € X noktasinin A C X kiimesine uzakligini,

d(z,z,A) = inf{D(z,z,a)|la € X}

olarak tanimlamis ve f(z) := d(z,x,A) fonksiyonun hem 7 topolojisinde hem de 7*
topolojisinde stirekli oldugunu iddia etmistir. Ancak bu makaledeki Lemmal.2 ve
Lemmab.1 Onermelerinin ispatlart D iizerindeki ilgili topolojilerdeki stireklilige
dayanmakta ve ayn1 zamanda hatalar icermektedir. Mustafa ve Sims ayni1 zamanda simetrik
bir D-metriginin yari-metrikten elde edilse bile C'3 anlaminda yakinsaklik ile degiskenleri
tizerinde siirekli olmas1 gerekmedigini ve bunu ayni yilki makalesindeki Lemma2.1 deki

iddiasi ile gelistigini gostermislerdir.

Bu bilgilerden de anlasilacagi izere D-metrik uzay kavramida alisilmis metrik uzaym

bir genellemesi degildir. Bundan sonra alisilmis metrik uzay kavraminin genellestirilmesine



dair ¢calismalar devam etmis ve Mustafa ve Sims G-metrik uzay kavramini tanitmiglardir. G-
metrik uzay, alisilmis metrik uzayin bir genellemesidir ve detayli 6zellikleri 4. bolimde ele

alinmustr.

Sabit nokta teorisindeki arastirma konularindan biride bir doniisiimiin sabit
noktasiin varligimi ve sonrasinda tekligini garanti eden kosullarin aragtirilmasi oldugu
ifade edilmistir. Metrik sabit nokta teorisi yaklasiminda bu konu yaklasimin ¢ikis noktasi
olan Banach biiziilme prensibindeki biiziilme kosulu iizerine olusturulmustur. Bu nedenle,
Banach biiziilme kosulunun degistirilmesi ile ilgili elde edilen Banach biiziilme prensibinin
genellestirilme caligmalart literatiirde biiylik bir yer kaplar. Bu tiir genellestirmelere 6rnek
olarak Kannan, Zamfirescu, Chatterjea, Edelstein vb. verilebilir. Bu tiir genellestirmelere ait

bilgiler tezde biitlinliigli saglamak adina ilgili yerde verilecektir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

3.1 On Hazirhk

Metrik sabit nokta teorisi, degisken ve lineer esitsizlikler, optimizasyon teori, sinir deger
problemleri gibi farkli alanlardaki uygulamalarindan dolayr 6nemli bir matematiksel
disiplindir. Ayrica teorinin lineer olmayan analizde de matris denklemleri, integral

denklemleri ve polinom yaklagimlarinda bazi uygulamalar1 vardir.

1922 de ispatlanan Banach biiziilme prensibi metrik sabit nokta teorisinin kalbinde
yer alir ve lineer olmayan fonksiyonel analizin pek ¢ok yoniinde temel bir rol oynar.
Prensip, 7'(x) = x operator denkleminin ¢oztiimiiniin varligi ve tekligini teskil etmek igin
ardisik yaklasimlarin kullanilmasindan dogmustur. Bu prensip genis uygulama alanlariyla
birlikte giiclii bir ara¢ haline gelmistir. Ozellikle diferansiyel ve integral denklemlerin
¢Oziimlerinin varligmi ispatlamak i¢in kullanilir. Matematik ve diger disiplinlerdeki

uygulamalari sayesinde bir¢ok yonden genellestirilmistir.

Banach biiziilme prensibinin genellemeleri ya doniisiimlerin tanim kiimelerinin
genellestirilmesi ile ya da doniistimler lizerindeki biiziilme kosullarinin genellestirilmesi ile
yapilir. Bu tiirden bir ¢ok ¢aligma literatiirde mevcuttur. Bu tez ¢alismasinda da bu alanda
oncelikle donilisiimiin tanim kiimesi yani uzay genellestirilip sonrasinda genellestirilen bu
uzayda biiziilme kosullarmin genellestirilmesi ile ilgili ¢aligmalar yapilacaktir. Ancak bu
caligmalardan bahsedilmeden Once tez boyunca kullanilacak temel kavram ve ozellikler,
tezi miimkiin oldugunca diger kaynaklardan bagimsiz kilmak adina bu boliimde verilmistir.

Bu boliimde yer alan bilgiler Agarwal vd 2015 kaynagindan 6zetle verilmistir.

3.2 Kiimeler, Doniisiimler ve Diziler

TezboyuncaN = {0,1,2,...}, R, R, = [0, 00) ile sirasiyla negatif olmayan tam sayilar, reel
sayilar, negatif olmayan reel sayilar temsil edilmektedir. Ayrica |z| ile bir reel sayinin mutlak
degeri gosterilmektedir. Yani, |z| := max{x, —z} dir. X ve Y ile bostan farkli kiimeler temsil
edilmek iizere X in ve Y nin elemanlarina genellikle noktalar ve n € N sayis1i¢in X" ile X
in kendisi ile n kez kartezyan carpimi yani X" := X x X x X ... x X ifadesi gosterilecektir.
f + X — Y bir doniisiim olmak iizere, X kiimesine, f nin tanim kiimesi denir ve Domf
ile gosterilir. Ayrica f nin goriintii kiimesi ise Vo € X i¢in x lerin f altindaki degerlerinin

Y iginde olusturdugu kiime olup f(X) ile gosterilir. Bir doniisiim tanim kiimesi, goriintii



kiimesi ve Vo € Dom(f)i¢in f(x) € f(X)ile karakterize edilir. Herhangi bir X kiimesi igin
I, : X — X birim déniisiimii Vo € X i¢in /,(z) = z olarak tanimlanir. Bir f : X — Y

fonksiyonuna

(1) Va,y € X i¢in z # y iken f(z) # f(y) veya benzer anlamda Vz,y € X i¢in f(z) =
f(y) iken x = y ise f birebirdir,

(2) Yy € Y igin f(x) = y olacak sekilde Jx € X varsa f ortendir,

denir.

Onerme 3.1 T : X — X doniisiimii orten ise T o T' = I, olacak sekilde T' : X — X

doniistimii vardr.

Ispat T doniisiimii érten oldugundan her bir x € X noktast igin T (y,) =  olacak sekilde
en az bir y, € X vardirBundan yararlanarak Nx € X i¢in T'(x) = vy, olacak sekilde
T": X — X déniisiimii tamimlansin. Bu durumda Nz € X i¢in T(T'(x)) = T(y.) = x olup

istenen saglanr.

*) f: X >Yveg:Y — Z donisimler olmak tizere, Vo € Domf igin (g o f)(z) =
g(f(z)) olarak tanimli g o f : X — Z fonksiyonuna f ve ¢ nin bileskesi denir.

(*) f,g: X — X donistimleri ele alindiginda Vz € X i¢in (f o g)(z) = (g o f)(z) ise f
ile g i¢in degismelidir denir.

(*) f: X — X doniisiimiin iterasyonu {f" : X — X },ey ile tanimhdir ve f© = I,

fr=f1r=fof, ., frt=frof, . di

*) f: X — X doniistimii olmak lizere

Oy(x) = {f"(x)ln € N} = {z, f(x), f*(2),.. .}
kiimesine = € X noktasinin ydriingesi ad1 verilir..

(*) Bir X kiimesi tizerindeki dizi z : N — X seklinde tanimli bir fonksiyon olup, (z,,)
ile temsil edilir. (x,,) C X ile elemanlart X kiimesinde olan bir dizi isaret edilecektir.
m : N — N kesin monoton artan bir fonksiyon olmak iizere (a:m(k))keN ifadesine
(2 )nen dizisinin bir alt dizisi denir. Yani, (z,,) dizisinin bazi terimleri atilarak geriye
kalan elemanlarin sirasinin degistirilmeksizin elde edilen yeni diziye (x,,) dizisini bir
alt dizisi denir. Ornegin bir ny € N noktasi igin y(z) = T(ntny) Olarak tanilanan

y : N — X dizisi (z,,) dizisinin bir alt dizisidir ve (z,,),>n, ile gosterilir.
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(*) (a,) C R bir reel say1 dizisi olsun. Buna gore,
(1) Ve > 0 degeri verildiginde Vn, m > ny 6zelligindeki dogal sayilar i¢in

la, — a,| < e olacak sekilde bir ny € N degeri varsa (a,,) dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

(if) Ve > 0 degeri verildiginde Vn > ng dzelligindeki dogal sayilar i¢in |a, — L| < e
olacak sekilde bir L € R degeri varsa (a,,) dizisi L noktasina yakinsiyor denir ve

(a,) — L ile gosterilir.

Asagidaki onermedeki ifade analizdeki dnemli 6zelliklerden biri olup ”sandwich teoremi”

veya “’sikistirma teoremi” olarak bilinir.

Onerme 3.2 (a,), (b,), (c,) birer reel say dizisi ve ¥Yn € N igin a,, < b, < c, olsun. Eger
bir L € R noktasi i¢in (a,) — L ve (c,) — Lise (b,) — L dir.

Ispat ¢ > 0olsun. (a,) — L oldugundan n > n, ézelligindeki her n € N i¢gin |a,, — L| < ¢
olacak sekilde ny, € N vardwr. Benzer sekilde (c,,) — L oldugundan n > n ozelligindeki her
n € Nigin |¢, — L| < ¢ olacak sekilde ny € N vardir. ng = max{ny, ns} alinsin. Bu taktirde

n > ng ozelligindeki her n € N icin,

by —L<c¢,—L<|c,— Ll <evelL—-b,<L—a,<la,—L|<e¢

olur. O halde buradan sonug olarak her n > ny igin |b, — L| = max{b, — L,L — b,} < ¢
bulunur. Bu ise (b,) — L olmasidwr.

Sonug 3.1 (a,), (b,) C [0,00) iki dizi ve Vn € N igin a, < b, olsun. Eger (b,) — 0 ise
(a,) — O dur.

Sonuc¢ 3.2 (ay,), (by), (c,) C [0, 00) ti¢ dizi ve L € |0, 00) igin,

(max(an, by,)) — 0 ve (max(ay, by, ¢,)) — L olsun. Bu durumda (c,,) — L

saglanr.
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Ispat Vn € Nigin

0<|L—c, < |L—max(ay,by,c,)|+|max(an,bn,c,—c,)l
< |L — max(ay, by, ¢n)| + max(ay, by, ¢,) — ¢,
< |L — max(ay,, by, ¢,)| + max(a,, b,) + ¢, — ¢,
= |L — max(ay,, b,, ¢,)| + max(a,, b,)

olur. Buradan
<\L — max(ay, by, ¢,)| + max(a,, bn)> —0
oldugundan Sonug¢(3.1) den (|L — c¢,,|) — 0 dir. Dolayisiyla (¢,,) — L olur.

Sonu¢ 3.3 (al),en, - - -, (a))nen negatif olmayan reel sayilarin N adet dizisi olmak iizere
(max(al,...,a)))pen — 0

olsun. Bu durumda Vi € {1,2,..., N} i¢in (a’) — 0 dur:

Ispat Hern € Nigin b, = max(al, ..., aY) olsun. Bu taktirde heri € {1,2,... N} ve
hern € Nigin 0 < a,, < b, dir. O halde Sonug¢ 3.1 geregince her i € {1,2,..., N} icin
(al, — 0) olur.

Eger maksimum 0 a yakinsamiyor ise asagidaki yardimci teorem ifade edilebilir.

Yardimer Teorem 3.1 (al),cn, - - ., (a) )nen reel sayilarin alttan sinirli N tane dizisi olmak
tizere

(max(al,...,a"))pen — 0

r '

olsun. Bu durumda {ai?(k)} — § olacak sekilde bir {aff(k)}neN alt dizisi ve bir
io € {1,2,..., N} degeri vardwr.

Ispat Vn € Nigin b, = max(al,...,a”) olsun. (b,) dizisi yakinsak oldugundan sinirhdur.
Vn € Nvei € {1,2,...,N} icin a!, < b, oldugundan her (a) dizisi stmrhdir: (a}),en
reel sayilarin sinirli bir dizisi oldugundan (a;(n)) — ay olacak sekilde yakinsak bir alt

diziye sahiptir N — 1 tane reel sayilarin sl dizileri (a§1(n))"€N7 ce (af‘vl(n))neN goz
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ontine alinsin ve aymi zamanda 0 noktasina yakinsak olan {b,, (n)}neN dizisi diistiniilsiin.

(a2),en reel sayilarin stmrly bir dizisi oldugundan {aiwl (n)} — ay olacak sekilde yakinsak

bir alt diziye sahipti. Bu durumda N — 2 tane reel sayilarin sl dizisi
(agwl(n))neN’ . (aff\[zgl(n))neN icin (a}mgl(n)) — a1 Ve (bpyor (n)Jnen — 0 olur: Bu siire¢ N
kez tekrar edilir ise 0 = o,..... o1 olmak iizere her ¥Yi € {1,2,...,N} igin
{af‘(n)}neN — a; olacak sekilde (aé(n))neN, . (aé}f(n))neN bigiminde n tane alt dizisi

bulunabilir. Dikkat edilirse

(bony) = (max(acl,(n), e ,affv(n))) — max(ay, as, .. .,a,)
oldugundan 6 = max(ay, as, ..., ay,) olur. Ayrica a;, = 0 olacak sekilde iy € {1,2,..., N}
i¢in olur. Buradan Jig € {1,2,..., N} degeri vardir. Boylelikle (aff(n)) — a;, = 0 olacak
sekilde bir (aff(n))neN alt dizisi ve iy € {1,2, ..., N} degeri vardur.

Yardimer Teorem 3.2 (al),cn, - .., (@Y )pen C [0, 00) negatif olmayan reel sayiarin N

adet dizisi olsun. Her n € N sayist i¢in

at o +ai +..o+al, <Aal+ad+... +ad)

olacak sekilde \ € [0, c0) var olsun. Bu durumda Vi € {1,2,..., N} icin (a)neny — 0 dir:

ispat Vn € Nigin b, = al + a% + ...+ afj olsun. Bu taktirde b, < \b,,_1 < A\?b,,_o <
. < Ay dir: Eger by = 0 ise Vn € Nigin b, = 0 ve ozellikle her i € {1,2,... N} ve her
n € Nigin a!, = 0 olur. Boylelikle Vi € {1,2,... N} igin (a’) — 0 dir. Varsayilsin ki by > 0
ve Ve > 0 olsun. \ € [0,1) oldugundan (\"),cn geometrik dizisi olup 0 a yakinsar. Buradan

€
dng € Nigin \™ < " saglanir ve ¥'n € N icin n > ng oldugunda
0

0 < b, < \by < A0by < bibozs
0

olur. Dolayisiyla (b,)neny — 0 dir. Hern € Nve heri € {1,2,...,N}i¢in0 < a’, < b,
oldugundan (a')) — 0 saglanir:

Sonu¢ 3.4 (ay,)nen C [0,00) bir dizi her n € N igin an11 < Aa, olacak sekilde \ € [0, 1)

var olsun. Bu durumda (a,,) — 0 olur.



13

Negatif olmayan reel sayilarin bir gifte dizisi A : NxN — [0, co) fonksiyonudur. L € [0, 00)
sayis1 verilsin. Her ¢ > 0 degeri verildiginde m,n > ng 6zelligindeki her m,n € N i¢in
|A(n,m) — L| < ¢ olacak sekilde bir ny € N degeri varsa A fonksiyonuna L ye yakinsiyor
denir ve

lim A(n,m) =1L

n,m—0

ile gosterilir

3.3 Sabit, Cakisik Ve Ortak Sabit Noktalar

Tamm 3.1 7 : X — X doniigiimii icin v € X noktast T'(x) = x kosulunu saglyor ise
x noktasina T doniigiimiiniin sabit noktasidir denir. T' nin sabit noktalarimin kiimesi Fix(T)
ile gosterilir. Benzer sekilde T, g : X — X doniisiimleri i¢in x € X noktasi T'(z) = g(x)
kosulunu saghyor ise v € X noktasina T ve g nin ¢cakistk noktast denir. Eger T'(x) = g(z) =
x kosulu saglanir ise x € X noktasina T ve g doniisiimlerinin ortak sabit noktast denir. T

ve g nin ortak sabit noktalarinin kiimesi Co(T,g) ile gosterecegiz.

T, g doniisiimlerinin ¢akisik noktast olan x noktasi ashinda T(x) = g(x) lineer

olmayan denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Yardimeir Teorem 3.3 7, g : [a,b] — R iki siirekli fonksiyon ve T'(a) < g(a), T'(b) > g(b)
olsun. Bu taktirde c € |a, b] i¢in T'(c) = g(c) dir.

Sonug¢ 3.5 Eger T ve g degismeli ve x, T ve g doniigiimlerinin ¢akisik bir noktast ise y =

T(x) de ayni zamanda T ve g nin ¢akisik bir noktasidir. Buradan

dir.
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3.4 Kontrol Fonksiyonlar:
¢ :[0,00) = [0, 00) doniisimiiniin 6zelliklerinin bir listesi asagida verilmistir.

(P1) Her 0 <t < sigin ¢(t) < ¢(s) ise ¢ azalmayan bir doniisiimdiir.
(P2) Her 0 <t < sig¢in ¢(t) < ¢(s) ise ¢ artan bir doniigimdiir.

(P3) ¢(0) =0« t=0=¢""({0}) = {0}

(Py) ¢ doniistimii stireklidir.

(Ps) ¢ dontlisiimii sagdan stireklidir.

(Ps) ¢ dontlistimii soldan siireklidir.

(P7) ¢ donlistimii alt-yar1 stireklidir.

(P3) ¢ donlistimii list-yar1 siireklidir.

(FPy) Hert > 0veVk > ky i¢in
P (t) < AP (t) + vy

olacak gekilde ky € N, A € [0,1) ve > v negatif olmayan reel sayilarin yakinsak
k>1
serisi vardir.

(Pro) ¥Vt > 0igin > ¢"(t) serisi yakinsaktir.

n>1
(P11) Vt > 0igin lim ¢"(t) = 0 dir.
n— o0
(P12) Vt > 0igin ¢(t) < t dir.
Pi3) 1 = 0 dir.
(Pig) lim ¢(t) = 0 dir
(P14) Vt > 0igin lim ¢(s) < ¢ dir.
s—tt
(Py5) YVt > 0igin lin} ¢(s) > 0 dir.
5—
(Pig) YVt > 0igin ¢(t) < 1 dir. Yani ¢ : [0,00) — [0, 1) dur.
(Pi7) Eger (¢(t,)) — 1 olacak sekilde (¢,,) C [0, c0) dizisi var ise (¢,) — 0 olur.

(P1g) Vt,s > 0igin ¢(s +t) < @(s) + ¢(t) dir.
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Sonug¢ 3.6 Yukarida listelenen ¢ fonksiyonunun ozellikleri arasinda asagida ifade edilen

gerektirmeler vardir.

* () = (P)

* (Pa) = (Bs), (Fo), (Pr), (Px)
* (Po) & (Puo)

* (Po) = (Pu)

* (Pi2) = (P3)

Asagida bazi kontrol fonksiyon aileleri verilmistir.

[sim Aile | Ozellik
Mukayese Fonksiyonlari Feom | (P1), (Pr1)
c-Mukayese Fonksiyonlari Fem | (P1), (Py)
Degisen Uzaklik Foksiyonu Far | (P1), (Pa), (Ps)
Degisen Uzaklik Foksiyonuna Baglantili(I) | (Ps), (Pr)
Degisen Uzaklik Foksiyonuna Baglantili(Il) | F7,, | (P3), (Pi3), (Pis
Geraghty Fonksiyonlari Feer | (Pig), (Pi7)
Body-Wong Fonksiyonlari Few | (Fg), (Pi2)
Mukarjea Fonksiyonlari Furur | (Ps), (Pr2)
Ciri¢ Fonksiyonlar Feir | (Pr2), (Pr4)
Browder Fonksiyonlari Fur | (Pr, (Ps)
Krasnaselskii Fonksiyonlari Frr | (P3),(Py)
YardimciFonksiyonlari Fa (P), (Ps)

3.5 Mukayese Fonksiyonlari

Matkowski, 2000 de (P;), (Py1)(Pi2) kosullarini saglayan fonksiyonlari gozoniine alarak
genel olarak (P;) ve (Pp) arasimnda bir iliski olmadigim gdstermistir. Ornegin,
¢ :[0,00) — [0, 00) fonksiyonu,

oM =1, = 1ise

{0 ,t# lise

(P11) Ozelligini saglarken (Pjp) oOzelligini saglamaz. Yani ¢, = 1, ¢(ty) = 2,
®*(tg) = 0,...,0"(to) = 0 olup lim ¢"(t) = 0 olur. Ancak t; = 1 igin ¢(ty) = 2
n—oo



16

oldugundan ¢(ty) £ to bulundugundan ( Pyy) dzelligi saglanmaz. Tersine

0 < 1ise
Pt) =4 1+t .
— ,t>11se

2

fonksiyonu (Py5) 6zelligini saglarken (P;;) 6zelligini saglamaktadir. (¢,,) dizisi ¢, = 2 ve

Vn € Nigin t,,41 = ¢(t,) olarak alinirsa dizi 1 noktasina yakinsar ve

tr=9(t) =(2) =1<2=t1

dir. Boylelikle V¢ > 0 igin ¢(t) < t iken lim ¢"(¢) # O bulunur. Fakat ¢ azalmayan bir
n—oo
doniisiim ise (Py) ile (Pj2) arasindaki iliski asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Onerme 3.3 (Matkowski, 1977)
(P1) + (P11) = (Pr2)

saglanr.

Ispat Varsayalum ki (Pi2) saglanmasin. Bu durumda 3ty > 0 sayist icin to < é(to) kosulu

saglanir. ¢ azalmayan bir doniisiim oldugundan

d(to) < d(d(to)) ve to < ¢(to) < ¢*(to)

olur. Tiimevarim ile Vn € N sayist igin to < ¢"(to) oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla (Py)

ozelligi saglanmaz.

Buradan (P;) ve (Py;) Ozelliklerini saglayan (dolayisiyla (Pj2) Ozelligini de
saglayan) fonksiyonlara Matkowski fonksiyonu olarak adlandirilmasina ragmen

literatiirde bu fonksiyonlara mukayese fonksiyonlar1 da denir.

Tanim 3.2 ¢ : [0,00) — [0,00) bir azalmayan fonksiyon olmak iizere her t > 0 igin
(¢"(t)) — 0 ise ¢ ye bir mukayese fonksiyonu denir ve tiim mukayese fonksiyonlarmnn
ailesi " F.op” ile gosteriliv. Matkowski ayrica Fyp. sinifina ait fonksiyonlart kullanarak

Onerme 3.3 iin kismi anlamda tersine isaret etmistir. Bu ifade asagidadur.

Onerme 3.4 (Matkowski, 1977) (Ps) + (Py2) = (P11) saglanr:
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Ispat ¢, (P5) ve (Py) ozelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu (Ps)
ozelliginden t = 0 noktasinda sagdan siireklidir ve (P12) ozelliginden ¥t > 0 i¢in ¢(t) < t
dir. O halde $(0) = 0 olur. ty > 0 keyfi bir nokta ve Vn € N i¢in t, = ¢"(to) olsun. Bu

taktirde iki durum soz konusudur.

» 1.Durum;¥n € Nigin t, > 0 dir. Bu durumda her n € Nigin 0 < t,, 11 = ¢(t,) < tp
olur. Bu taktirde (t,,)nen dizisi alttan simirli, azalan bir reel say dizisi olacagindan bir
L > 0 noktasina yakinsar. ¢ fonksiyonu sagdan siirekli oldugundan

¢(L) = lim ¢(tn> = lim gb(tn) = ILm tn+1 =L

t— L+ n—00

olur. Boylelikle L = 0 olup (¢™(t)) — 0 dwr

* 2.Durum;3ny € N icin t,, = 0 olsun. Bu durumda t,, 1 = ¢(t,,) = ¢(0) = 0 olur.
Tiimevarim ile ¥'n > n, i¢in t, = 0 dir. Dolayisiyla (¢" (t,,)) = (t,) — 0 dur

Uyari 3.1 Lakshmikantham ve Cirié, 2009 da Teorem 2.2 nin ispatinda (Py3) ve (Pyy)
ozelliklerinin (Pyy) i gerektirdigini soylenmistir. Ancak bu ifade yanhstr. Ornegin
¢ :[0,00) — [0, 00) fonksiyonu

0 ,t>01se

gb(t):{ 1 ,t=01se

seklinde tammlanmirsa ¢ € F olur ama lim ¢"(t) limiti yoktur. Ciinkii (¢"™(t))nen bir
n—o0

birbirini sira ile izleyen dizi olup {1,0, 1,0, ...} seklindedir ve bir noktaya yakinsamaz.

Yardimci Teorem 3.4 (Rus, 2001) ¢ : [0, 00) — [0, 00) bir mukayese fonksiyonu olsun. Bu
taktirde

(1) @" nin her bir iterasyonu da yine bir mukayese fonksiyonudur.
(2) Vt > 0igin ¢(t) < t dwr

(3) & fonksiyonu t = 0 noktasinda siirekli ve ¢(0) = 0 dur.

Kullamimdaki  pratiklik  i¢cin  Berinde, 1997 da  (c)-mukayese  fonksiyonlari,
¢ : [0,00) — [0,00) azalmayan fonksiyon olmak iizere her k > ko ve her t > 0 igin

PFL(t) < @k (t) + vy, kosulunu saglayan . vy negatif olmayan terimli yakinsak bir seri,
k>1

ke € Nvea € (0,1) degerleri varsa ¢ ye (c)-mukayese fonksiyonu denir seklinde
tammlamistir. Bazi kaynaklarda (c)-mukayese fonksiyonlar: Bianchini-Grandolfi Gouge

fonksiyonu olarak adlandirilir.
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Yardimei Teorem 3.5 (Berinde, 2002) ¢ : [0,00) — [0, 00) bir (c)-mukayese fonksiyonu

ise,

(1) ¢ bir mukayese fonksiyonudur.
(2) Vvt € (0,00) igin ¢(t) < t dir.
(3) ¢ fonksiyonu t = 0 noktasinda siirekli ve $(0) = 0 dir

(4) Yt € [0,00) igin > ¢"™(t) serisi yakinsaktr.

n>1

(5) Vt € [0,00) ven — oo igin {¢"(t)} — 0 olur.

(6) Yt > 0 igin Pyt = 3,1 ¢"(t)) seklinde tammlanan v, : [0,00) — [0,00)

fonksiyonu azalmayandir ve t = 0 noktasinda siireklidir.

ozellikleri saglanr.

3.6 Degisen Uzaklik Fonksiyonu ve Baglantili Fonksiyon

Tamm 3.3 (Khan vd, 1984) ¢ : [0,00) — [0, 00) stirekli, azalmayan bir fonksiyon ve ¢(t) =
0 & t = 0 kosulunu sagliyor ise ¢ ye degisen uzaklik fonksiyonu denir ve bu fonksiyonlarin

ailesi F,y; ile gosterilir. Buna gore
Fap:={¢ : [0,00) — [0, 00)|¢ siirekli, azalmayan fonksiyon ve ¢~*({0}) = {0}}

dir. Biiziilme ilkesini igeren bir¢ok sabit nokta teoremi v € Fo ve ¢ € F.,, fonksiyonlarini

icerir.
Onerme 3.5 F,; C Fa, Fuur C Fr, dir

Onerme 3.6 ¢ : [0,00) — [0, 00) azalmayan bir fonksiyon ve (a,) C [0, 00) dizisi ¥n € N
icin ¢(ani1) < d(a,) kosulunu saglyorsa, Vn € N igin a,,1 < a, dir. Ozel olarak (a,)

dizisi yakinsaktir ve 1im a,, = L olmak iizere Vn € N i¢in L < a,, dir.
n—oo

Ispat Eger Ing € Nicin a,, < apy41 oluyorise ¢(an,) < ¢(an,41) < ¢(an,) olacagindan
bir ¢eliskidir. Yani ¥n € N i¢in a,.1 < a,, olmalidr.
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Yardimci Teorem 3.6 ¢ € F4 ve (a,) C [0, 00) dizisi i¢in (¢(a,)) — 0 ise (a,) — 0 dir

Ispat (¢(a,)) — 0ve (a,) — 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ¥n € N icinm > n
ozelliginde bir m € N sayist var ve a,, > € olacak sekilde ey > 0 vardir. Ozel olarak (an)
dizisinin Vk € N icin a,) > €y olacak sekilde bir (anxy) alt dizisi vardir. $({0}) = {0}
oldugundan ¢(ey) > 0 olmahduwr. Ustelik ¢ azalmayan doniisiim oldugundan her k € N igin
0 < ¢(e0) < Planw)) olur: Fakat (p(anw))) dizisi 0 noktasina yakinsayan (¢(a,,)) dizisinin
bir alt dizisidir. (¢(anw))) — 0 olur. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde (a,,) — 0 olmalidir.

Bir onceki yardimer teoremdeki monotonluk kosulunu stireklilik ile degistirirsek teorem

o]

seklinde tamimlansin. a,, = n alinirsa (¢(n

saglanmaz. Ornegin,
¢ :[0,00) — [0, 00) fonksiyonu

| —

~—

Jnen — 0 olup (a,) — oo olur. Bir ¢ok sabit
nokta teoremi ¢ € F,y; ve ¢ € F.,, olmak iizere ¢ — ¢ farkini iceren bir biiziilme kosulu

kullanir.

Yardimci Teorem 3.7 ¢, ¢ : [0,00) — [0,00) seklinde tammlanan fonksiyonlar olmak
iizere 1 bir azalmayan fonksiyon, ¢~*({0}) = {0} ve t,r, s € [0, 00) olsun. Buna gére,

(i) Y(t) < P(s) — o(r) iset < sveyar =0 dwr

(ii) v~ ({0}) = {0} ve (t) < (v — ¢)(s) kosullart saglaniyor ise t < sveyat =s =10
dir. Yani t < s dir.

ozellikleri saglanir.

ispat (i) t > s oldugunu varsayalim. Bu durumda r = 0 oldugu ispatlanmalidir.
Gergekten 1) azalmayan oldugundan (t) < ¥ (s) — ¢(r) < Y(s) < Y(t) olur. Sonug
olarak ¢ (t) = ¢(s) ve ¢(r) = 0 du Dolayisyla r = 0 dur.

(i) Y(t) < (Y — @)(s) vet > s varsayilsin. (i) den dolayr s = 0 olmalidir: O halde,
0 <o(t) <¢(0) = ¢(0) =0

bulunurki bu nedenle ¢p(t) = 0vet = 0 dir:
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Sonu¢ 3.7 ¢, ¢ : [0,00) — [0, 00) seklinde tanimli iki fonksiyon olmak iizere ¢ azalmayan
Jonksiyon ve )71 ({0}) = ¢~1({0}) = {0} olsun. Ayrica (t,), (s,) C [0,00) dizileri igin
(sn) — 0 olsun. Bu durumda

(i) Yn € Nigin ¥(t,) < ¥(sn) — ¢(sy) ise (t,) — 0 dir:

(ii) Y € FapveVn € Nigin (t,) < (s,) ise (t,) — 0 dw

ispat (i) Yardimci teorem 3.7 nin i) sikkindan ¥n € Nigin t,, < s, vet, = s, = 0 dir.
Buna gore her durumda 0 < t,, < s,, olur. Hipotezden (s,,) — 0 oldugundan (t,,) — 0
elde edilir.

(ii) 1 siirekli oldugundan (s,) — 0 iken 1(s,) — (0) olup ¥(0) = 0 oldugundan
(¥(sn)) — 0dw Ayrica(t,,) < ¥(sy) oldugundan (1(t,,)) — Ove (t,) — 0 bulunur.

Yardimei Teorem 3.8 ¢, ¢ : [0,00) — [0, 00) seklinde tanimli iki fonksiyon olmak iizere 1)
siirekli ve ¢ € F.,, olsun. (t,,), (s,) C [0, 00) dizileri aymi L € [0, 00) noktasina yakinsasin
ve Vn € N icin

Y(tn) < W(sn) — d(sn)
bagintist saglansin. Bu durumda L = 0 ve (¢(s,)) — 0 dr

Ispat Hipotezdeki bagintidan ¥n € N icin 0 < ¢(s,) < ¥(s,) — ¥(t,) olur. 1 siirekli
oldugundan

Tim ¢(t,) = lim ¢(s,) = (L)
olur. Boylelikle (¢(s,)) — 0 dw ¢ € F.,, oldugundan ¢ alt yari siirekli ve (¢(s,)) nin
vakinsaklhigindan dolay

0 < 6(L) < liminfo(s,) = lim 6(s,) =0

n—o0

olur. Bundan dolayi da ¢(L) = 0 elde edilir ve ¢(0) = 0 oldugundan L = 0 bulunur.

Sonug¢ 3.8 (t,,), (sn) C [0, 00) dizileri aymi L € [0, 00) noktasina yakinsasin. ¥n € N igin

Y(tn) < U(sn) — d(sn)

bagintisimi saglayan i € Fuu ¢ € F.,, fonksiyonlart var olsun. Bu durumda L = 0 ve
(o(sn)) — O dir
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Ispat Yardumci teorem 3.8 in ézel bir halidir.

Sonu¢ 3.9 ¢ € F.,, ve (t,), (sn) C [0, 00) dizileri ayni L € [0, 00) noktasina yakinsasin ve
Vn € Nigint, < s, — ¢(s,) bagintisi saglansin. Bu taktirde L = 0 ve (¢(s,,)) — 0 dir:

Ispat V¢ > 0icin ) (t) = t olmak iizere Yardimcai teorem 3.8 in izel halidir.

Yardimeir Teorem 3.9 ¢ € Fo, ¢ € F.,, ve (t,) C [0,00) ifadesi ¥n € N i¢in

@D(tn-i-l) < @D(tn) - ¢(tn)

bagintisi saglayan bir dizi olsun. Bu durumda (t,,) — 0 dir.

Ispat Ispat iki duruma ayrilarak verilecektir.

1.Durum t,, < t,,41 olacak sekilde bazi ny € N sayilarinin oldugunu varsayilsin. )

azalmayan bir fonksiyon oldugundan

¢(tno+1) < 7vZ)(tno) - ¢(tno) < ¢<tno) < w(tno-&-l)

olur. Béylelikle 1)(t,,) = ¥ (tn,+1) ve ¢(tn,) = 0 dir. Bu nedenle ¢ € F,, oldugundan
tny, = 0 sonucuna varilir. Hipotezdeki bagintidan (t,,+1) < ¥(0) — ¢(0) = 0 dwr
Bu nedenle {(t,,+1) = 0 dir. Ayni zamanda t,,,+1 = 0 olur. Bu siire¢ devam ettirilerek

Vn > ng igin t,, = 0 bulunur: Ozel olarak da (t,,) — 0 olur:

2.Durum ¥n € Nigin t, 1 < t, olsun. O halde (t,) terimleri negatif olmayan reel
sayilar olan, kesin monoton azalan bir dizidir. Bu durumda (t,,) — L olacak sekilde
bir L > 0 sayist vardir. ¥n € Ni¢in 0 < ¢(t,,) < ¥(t,) — ¥(tns1) oldugundan ve 1
nin stirekliliginden dolayr (¢(t,)) — 0 dir. O halde Yardimci teorem 3.8 e benzer yolla

0 < 6(L) < liminfo(s,) = lim §(s,) =0

olup (L) = 0 ve L = 0 elde edilir. Yani (t,) — 0 dir.

Yardimet teorem 3.9 da V¢ > 0 i¢in (t) = ¢ alinir ise asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.10 ¢ € F,, ve (t,) C [0,00) dizisi Yn € Nigin t, 1 < t, — ¢(t,) bagintisini
saglasin. Bu durumda (t,,) — 0 dir.
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W € Fay ve ¢ € F.,, fonksiyonlar verildiginde s < tise ¢(s) < ¢ (t) dir. Fakat ¢)(t) — ¢(t)
ile 1 (s) — ¢(s) arasindaki iliski bilinmiyordu. Asagidaki ifade bu durum i¢in bir yaklagimdir.

Yardimei Teorem 3.10 ¢, ¢ : [0,00) — [0, 00) seklinde tamimli iki fonksiyon olmak iizere
#(0) = 0ve p=1({0}) = {0} olsun. (t,),(s,) C [0,00) dizileri ¥n € N icin s, < t,,
W(tne1) < max{i(t,) — ¢(tn), ¥(sn) — O(sn)} kosullarimi saglasin. Bu taktirde asagidaki
ozellikler saglanir.

(1) t,, = 0 olacak sekilde bazi ny € N degerleri varsa ¥'n > ny i¢in t,, = 0 dir. Ozel
olarak (t,) — 0 ve (s,) — 0 olur.

(2) 2 azalmayan fonksiyon, 1)~1({0}) = {0} ve Vn € Nigint, > 0ise t,.1 < t,

esitsizligi her zaman saglanir.

(3) Y € Fapvep € Flpise (tn), (sn), (¢(tn)) ve (6(sn)) dizileri 0 noktasina yakinsaktir.

ispat (1) 0<s,, <ty, =0o0ldugundan t, = s, = 0 dw: Boylelikle

0 S 1/}<tn0+1)
S max{¢(tno) F ¢(tno)7 w(sno) - ¢(3n0)}
= (0) ~ 6(0) =0

elde edilir. v~1({0}) = {0} oldugundan dolayi t,,.1 = 0 dwr. Tiimevarum prensibi

geregince Y'n > ng igin t,, = 0 sonucuna ulagilir.

(2) 4 nin bir azalmayan fonksiyon oldugu, ¢~ ({0}) = {0} oldugu ve ¥n € N igin t,, > 0
oldugu varsayilsin. s,, < t, oldugundan 1 (s,) < 1(t,) dir. Boylelikle Vn € N i¢in

V(tnr) < max{(t,) — ¢(tn), ¥(sn) — ¢(sn)}
< max{¥(tn), Y(sn)} = Y (tn)

olur. Vn € Nigin t, .1 < t, esitsizligini gostermek icin bir ¢eliskiye ihtiyag vardir.
Buna gore t,, < t,11 olacak sekilde bazi n € N degerlerinin oldugu varsayilsin. Bu

durumda

Y(tn) < U(tnr) < max{y(t,) — ¢(tn), ¥(sn) — ¢(sn)} < Y(tn)

bulunur. Béylelikle

Y(tn) = P(tnr) = max{P(t,) — ¢(tn), (sn) — ¢(sn)}

olur. Maksimu ifadesine bagl olarak ¢eliski elde etmek igin iki duruma ayrilacaktir.



23

() Bger max{(tn) — o(tn), $(50) — 0(5)} = (t) — B(t) ise
U(t,) = U(t,) — d(t,) = o(tn) =0

olur. 971 ({0}) = {0} oldugundan t,, = 0 sonucuna ulasilir ki bu bir ¢eliskidir.
Clinkii Vn € Nigin t,, > 0 idi.

(ii) Eger max{y(t,) — ¢(tn), ¥(sn) — ¢(sn)} = V(sn) — &(sn) ise
Y(tn) = ¥(sn) — ¢(sn)

olur: Buradan (1) = ¥(50) — 6(52) < V(ta) — B(5n) < (t,) oldugundan
dolayi (t,) = ¥ (sn) ve ¢(s,) = 0 neticesine varilir. $({0} = {0}) oldugundan
dolayr s, = 0 dir. Bundan dolayn,

V() = max{(t,) — d(tn), ¥(sn) — d(sn)}
= Y(sn) — ¢(sn)
= ¥(0) —¢(0)=0

olup t,.1 = 0 bulunur. Bu ise t, 1 > 0 olmas ile ¢eligir. Sonu¢ olarak tiim
durumlar igin t, < t,, imkansizdir ve bu nedenle ¥n € N igin t,., < t,

sonucuna ulagsilir.

(3) Egert,, = 0 olacak sekilde bazi ny € N degerleri var ise (1) nolu durumdan Vn > n
icint, = 0olur. 0 < s, <t, =0 oldugundan s, = 0 veVn > ng icin ¢(s,) = 0
dir. Ozel olarak (t,,), (s,) ve (¢(s,)) dizileri 0 noktasina yakinsar. Simdi ¥n € N icin
tn > 0 olsun. (2) nolu durumdan ¥n € Nigin t, 1 < t, olup (t,) azalmayan ve alttan
simirly bir dizi olur. Buna gore (t,,) yakinsak olur. O halde nh_}ng() t, = L olsun.¥n € N
icin

V(o) < max{(tn) — ¢(tn), V(sn) — @(sn)} < U(tn)

dir. v siirekli oldugundan yukaridaki esitsizlik n — oo i¢in arastirilirsa,

lim max{vy(t,) — ¢(t,), ¥ (sn) — O(sn)} = ¥(L)

n—o0

sonucu elde edilir. Buradan {1 (t,,) — ¢(t,)} ve {1(sn) — ¢(s,)} dizilerinden birinin
(L) noktasina yakinsayan bir alt dizisi vardr. O halde burada iki durum séz
konusudur. (Vo)) — O(taw)) dizisi {(t,) — ¢(tn)} dizisinin (L) noktasina
yakinsayan bir alt dizisi olsun. Buna gére burada 1 siirekli ve (t,,) — L oldugundan
dolay

im @(tny) = Hm [Y(tnw) = (@ (aw) = o(taw))]

k—o0

= (L) —y¢(L) =0
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elde edilir. ¢ fonksiyonu t = L noktasinda alt-yar siirekli oldugundan dolay
0 < ¢(L) < liminfe(t) < lim ¢(tne) =0
t—L k—o0

elde edilir. Boylelikle (L) = 0 oldugundan L = 0 sonucuna ulasilir. Bu ise (t,,) —
L = 0 oldugunu ispatlar.

Diger bir durumda (V(Sn)) —@(Sn(k))) dizisi (V(8n)—@(sy)) dizisinin (L) noktasina
yakinsayan alt dizisi olsun. Burada Yk € Nicin 0 < sppy <t ve (taw)) —
L oldugundan (sx)) simrl bir reel sayi dizisi olur. Sonug olarak yakinsak bir alt
diziye sahiptir. (s, (xy) ifadesi (sn)) dizisinin bir yakinsak alt dizisi olsun. Bu taktirde
(Swy) = L' ve ¥(spw)) — ¥(swry) — (L) olacak sekilde L' > 0 degeri vardur.
Hern € Nigin 0 < sppy < twwy ve (tway) — L oldugundan 0 < L' < L dir

W azalmayan bir fonksiyon oldugundan (L") < (L) dir. ¢ aym zamanda stirekli

oldugundan,
0 < lim (sm)
= lim [ (swiry = (@(snm) = Slswr))]
= (L) — (L)
< 0

bulunur. Ozel olarak, klim O(spky) = 0 dir: ¢ fonksiyonu t = L noktasinda alt-yar:
—00
stirekli oldugundan dolayn,

0<o¢(L)) < liminfo(t)

t—L'
< | /
< I}Lngo O(Sni(k))
=0
dir: Dolayisiyla ¢(L') = 0 ve L' = 0 dir: Ozel olarak (s,x)) — L' = 0 dur. Buradan
W nin stirekliligi geregince,

U(E) = Jim [0(s.00) — 6(sway)] = ¥(0) — 0 =0
dir. Boylelikle L = lim t,, olup her durumda (t,) — 0 olur. Vn € Nigin0 < s, <t,

n—o0

oldugundan (s,) — 0 dir. Dahasi ¥n € N igin
Y(tnsr) < max{y(tn) — d(tn), ¥(sn) — @(sn)}
= Y(tn) — o(tn) + ¥(sn) — d(sn)
olup bu ifade
0 <max{¢(tn), d(sn)} < &(tn) + d(sn)
< P(tn) + 9 (sn) — P(tns1)

olmasini gerektirir. 1 siirekli oldugundan dolayr (max{¢(t,,), #(s,)}) — 0 sonucuna
varilir. Bu nedenle (¢(t,,)) — 0 ve (¢(s,)) — 0 olur.
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Yardimci Teorem 3.11 ¢ € F,; ve ¢ € F., olacak sekilde iki fonksiyon ve (t,,), (sn),
(rn) C [0, 00) dizileri ¥n € Niginr, < s, ve(t,) < max{u(s,) — ¢(sn), ¥ (rn) — &(rn)}
kosullarin saglayan ii¢ dizi olsun. Eger t,, — L ve s, — L olacak sekilde bazi L € [0, c0)

degerivarsa L = 0 dir.

Ispat < azalmayan bir fonskiyon oldugundan 1) (r,,) < 1(s,) dir. Buradan ¥n € N icin;

Y(tn) < max{y(s,) — ¢(tn), ¥(rn) — @(rn)} < max{(s,), ¥(rn) < P(sn)}

dir. 1 stirekli ve (t,,) — L ve (s,) — L oldugundan Yardimci teorem 3.1 geregince,

lim max{v(s,) — ¢(sn), ¥ (rn) — ¢(rn} = V(L)

n—o0

bulunur. O halde (V(s,) — ¢(s,)) veya (V(s,) — ¢(ry,)) dizilerinden birisi (L) noktasina

vakinsakyan bir alt dizi icerir. Bu taktirde iki duruma ayrilarak inceleme yapilir.

1L.Durum (¢(S,)) — A(Snw)) dizisi (Y(sn) — ¢(s,)) dizisinin 1 (L) noktasina yakinsayan

bir alt dizisi olsun. Bu taktirde + nin siirekliliginden ve (s, ) — L olmasindan dolayr,

Jim Gsng) = lm [(snw) = (Y(sne) — Slsnw)]
= ¢(L)—¥(L)=0

sonucuna ulasilir. ¢ fonksiyonu t = L noktasinda alt-yari siirekli oldugundan
0 < (L) < liminfo(t) < lim ¢(su) = 0
t—L k—o00
olur. Dolayisiyla (L) = 0 ve L = 0 dir.

2.Durum ((7nx)) — (o)) dizisi (Y (rn) — ¢(ry)) dizisinin (L) noktasina yakinsayan
bir alt dizisi olsun. Vk € Ni¢in 0 < rpgy < Sn) ve (Snw)) — L oldugundan (7))
siirly bir reel sayr dizisidir. Sonug olarak, bir yakinsak alt diziye sahiptir. (v, (),
(Tn(k)) mn bir yakinsak alt dizisi olsun. Bu taktirde (ry ) — L' ve L' € [0, 00) igin
ve (Y(rpmy) — ¢(rwwy)) — (L) olacak sekilde L' > 0 degeri vardir. Her n € N
icin 0 < Ty < Snk) ve (Snk)) — L oldugundan 0 < L' < L dir. 4 fonksiyonu
azalmayan oldugundan (L") < (L) dir. ¢ siirekli oldugu igin

0< lim é(rwgy) = Hm [ (rww) = @ (rwmw) — o(rww)]

k—o0

= (L) —¢(L) <0

elde edilir. Ozel olarak, klim ¢(rw ) = 0dir ¢ nint = L' noktasinda alt-yar: siirekli
—00

olmasindan dolay

0 < @(L) <liminfe(t) < lim ¢(rym) =0
t—L' k—o0
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dir. Boylelikle (L) = 0 olup L' = 0 bulunur. Ozellikle (rn ) — L' = 0 dir ¢
fonksiyonunun stirekliliginden

(L) = Hm [ (rm) = G(rw)] = $(0) =0 =0

k—o0

sonucuna ulagilr: 1 € Fuyy olmasindan (L) = 0 kosulu L = 0 olmasini gerektirir.

Her durumda L = 0 olmast ispatlanmis olur.

Uyar1 3.2 Daha onceden bahsedildigi gibi bir¢ok sabit nokta teoremi ) € Fy ve ¢ € F.,,
olmak iizere 1) — ¢ farkint igeren bir biiziilme kosulu icerir. Aslinda bu teroremlerin bir¢ogu
¢ € Fl, fonksiyonu kullamldiginda da gegerlidir. Ancak F., ile F., aileleri arasinda bir

a

kapsama bagintist yoktur. Ornegin;

¢(t)={ 0 ,t=0ise

1 ,t>01se

seklinde tammlanan fonksiyon acik¢a ¢ € F., dir. Ancak bu fonksiyon (Pi3) ozelligini
saglamaz. O halde ¢ € F.,\F.,, olur. Diger taraftan

o(t) =

t , 0<t<1lise
{2, =1l1se

1 t> 1lise

seklinde tamimli fonksiyonu da ¢ € F!, dir. Fakat bu fonksiyonda (Pr) ozelligini saglamaz.
Dolayiswyla ¢ € F!),\F.,, dir.

Yardimer Teorem 3.12 (t,,), (s,) C [0, 00) dizileri aymi L € [0, 00) elemanina yakinsasin.
Y € Fau ve ¢ € Fl, fonksiyonlarimn ¥n € N icin (t,) < ¥(s,) — ¢(sy,) bagintisin
sagladigi varsayilsin. O halde L = 0 dur.

Ispat L > Oolsun. ¢ € F', oldugundan vt > 0 icin lirr}J o(s) > 0duwr 2 siirekli oldugundan
s—
ve hipotezdeki bagintidan,

lim (t,) < lim (¢(s,) — (sn))

n—oo n—0o0

= ¢(L) < (L) - L

sonucuna ulasiliv. Ancak bu ise L > 0 olmast ile celisir. O halde L = 0 olmalidr.

Yardimei Teorem 3.13 ¢ € F; ve ¢ € Fo, seklinde tanimli iki fonksiyon ve (s,,) C [0, 00)

a

dizisi Vn € N i¢in ¢¥(t, 1) < ¥(sn) — ¢(tn) bagintisint saglasin. O halde (t,) — 0 dur.
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Ispat Yardimci teorem 3.7 nin (ii) ézelliginden ¥n € N igin t,,, < t, dir. Buradan (t,)

artmayan negatif olmayan reel terimli bir dizi olup yakinsaktwr. lim t, = L denilirse bir
n—oo

onceki Yardimci teoremden L = 0 elde edilir. Boylelikle (t,,) — 0 bulunur.

3.7 Ciri¢ Fonksiyonlari

Boyd ve Wong ile Mukherjea galismalarindan ilham alinarak Lakshmikantham ve Ciri¢
(P12) ve (Pi4) kosullarini saglayan fonksiyonlar1 incelediler. Bu fonksiyonlarin ailesine

Ciri¢ fonksiyonlar1 denir ve F;, ile gosterilir.

Yardimer Teorem 3.14 ¢ € Fey, fonksiyonu ve (a,) C [0,00) dizisi i¢in asagidaki

ozellikler saglanr.

1. M > 0iseVt € [0, M] icin ¢(t) < max{¢(0), M} dir. Ozellikle ¥t > 0 icin ¢(t) <
max{¢(0),t} dir

2. Ym € Nigin api1 < ¢(am) ise Ym, k > 0 igin apm i < max{¢(0), a,, } dir.
3. Vm € Nigin a,, # 0ve a1 < ¢lay,) ise (a,,) — 0 dwr

4. (ay,) — L olacak ve Ym € Nicin L < ¢(a,) kosulunu saglayacak sekilde L > 0

degeri var ise L = 0 dir.

5. (bm) C [0,00) dizisi Vm € Nigin b,, < ¢(a.,) esitsizligini saglayan ve ayrica (by,)
dizisi "a,,, = 0 olacak sekilde bazi m € N degerlerivariseb,,, = 0" ozelligine sahip
olsun. Bu taktirde Ym € N i¢in b, < a,, dir. Sonug olarak (a,,) — 0 ise (b,,) — 0
dwr.

6. Ym € Nigin a1 < ¢(am)olsun. Ayrica “a,,, = 0 olacak sekilde bazi mg € N
degerleri varsa a,,,+1 = 0 dw” ozelliginin saglandigi varsayisin. Bu durumda

(am) — 0 dir.
7. ¢(0) = 0 ise ¢ fonksiyonu t = 0 noktasinda siireklidir.

8. ¢(0) = 0, (b)) C [0,00) dizisi Vm € N icin a,, < ¢(by,) kosulunu saglyor ve
(b)) — 0ise (ay,) — 0dwr

9. ¢(0) = 0veVm € Nigin aymi1 < ¢(ay,) ise (a,) — 0ve (¢(an)) — 0 dir.

Ispat (1) M > 0 noktas: sabitlensin ve t € [0, M| keyfi noktast alinsmn.

(i) t = 0igin ¢(0) < max{¢(0), M} olup asikardr.
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(i) t > 0 igin (Py3) den dolayr ¢(t) < t < M < max{¢(0), M} olup istenilen
ozellik saglanir.
2) () k=0isea, <max{s(0),a,} dwr
(ii) k = 1ise herm € Nigin a1 < ¢(a,,) < max{s(0), a,,} kosulu saglanr.

Tiimevarim prensibi geregince k > 1 ve Ym € N i¢in a1 < max{¢(0), a,,} kosulu

saglansin. Buna gore kosulun k + 1 igin saglandigi gosterilmelidir. Buna gore

IN

max{¢(0), ap11}
max{¢(0), max{4(0), a,, }}
= max{¢(0), an}

Am+(k+1) = Q(m+1)+k

IN

elde edilir.

3) am # 0 oldugundan ¥Ym € N igin a1 < ¢lan) < a,, esitsizligi (1) kosulu geregince
saglamr. Boylelikle (a,,) dizisi azalan, alttan suurle bir reel sayi dizisi olup
yakinsaktir. Yani (a,,) — L olacak sekilde L > 0 vardir. L > 0 ise her m € N igin
0 <L <ap < dlan) < an, esitsizligi saglanr: Buradan (¢(a,,)) — L ve (ay,)
dizisinin kesin monoton azalan bir dizi oldugu anlami ¢ikar. Halbuki
L = lim ¢(an) = tl_i)IFJr o(t) < L oldugundan dolayr bu bir ¢eliskidir. O halde

m—o0

L = 0 olmaldir. Bu durumda (a,,) — L = 0 dur.

@) L > O0varsayisin. (a,,) — L oldugundan Ym > mq i¢in a,, > g > 0 olacak sekilde
mgy € N degeri vardir. ¢ € Feyr ve Vm > my € Nigin a,, > 0 oldugundan L <
d(am) < ap, her zaman saglanir. m — oo i¢in limit alinir ise (G ym,) — LT bulunur.
¢ € Feir oldugundan dolayt L = Tr{l_lgo o(am) = n}l_rgo O(Amtme) = limg_ 1+ P(s) <
L olur. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde L = 0 olmalidir.

(5) Vm € Nigin b,, < a,, olsun. Buna gore iki durum igin ispat verilecektir.

1.Durum m € N keyfi olmak iizere a,, # 0 ise hipotezden b,,, < ¢(a,) < ap, olupm — 0
icin a,, — 0iseb,, — 0 olur.

2.Durum a,, = 0 ise hipotezden b,, = 0 olur ve dolayisiyla b,, = 0 = a,, olur. Her iki
durumda da ¥Ym € N i¢in b, < a,, olup sonug olarak (a,,) — 0 ise (b,) — 0
dir.

6) 1.Durum a,,, = 0 olacak sekilde bazi my € N degerlerinin varoldugu varsayilsin.
Bu durumda hipotezden a,,,+1 = 0 dir. Hipotezi tekrar tekrar kullanarak ¥Vm >

my i¢in a,, = 0 olur. Boylelikle (a,,) — 0 dir.

2.Durum ¥Ym € Ni¢in a,, # 0 olsun. Bu durumda (3.) kosuldan dolay: (a,,) — 0

olmalidir.
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(7 (by) C [0,00) bir dizi ve (by,) — 0 kosulunu saglasin. (1.) ozellikten M = b,, i¢in
uygulanirsa 0 < ¢(b,,) < by, dir. (¢(by,)) — ¢(0) = 0 olur. Bu ise ¢ fonksiyonun

t = 0 noktasindaki siirekliligini gerektirir.
(8) ¢, t = 0 noktasinda siirekli oldugundan (¢(b,,)) — ¢(0) = 0 olur ve (a,,) — 0 dir.

9) (2.) ozelliginden Ym > 0 igin ap 1 < max{¢p(0),a,,} = a,, dr (a,,) dizisi artmayan,
sisten stmirli bir reel sayt dizisi oldugundan yakinsak olup bir L € [0, 00) noktast igin
(@) — L dir. Eger L > 0ise 0 < L < a,, olur. Ancak (3.) ozellikten (a,,) — 0 olur.
Bu L > 0 olmasu ile ¢elisir. O halde L = 0 olmalidir: ¢ siirekli oldugundan (a,,) — 0
icin (¢(an,)) — ¢(0) = 0 elde edilir.

Yardimei teorem 3.14, 5. 6zellikteki “a,,, = 0 olacak sekilde baz1 m, € N degerleri
varsa b,, = 0” kosulu kaldirilir ise saglanmaz. Ornegin, ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu
»(0) = 1 vehert > 0igin ¢(t) = 0 seklinde tanimlansin. Bu taktirde ¢ € F¢y, dir. Genel

terimleri
0, mgiftise
Ay = }
1, mtekise
M 1, miftise
y 0, m tek ise

seklinde verilen diziler gbz 6niine alinsin. O halde Vm € N i¢in b,,, < ¢(a,,) bulunur. m gift

iken b,, < a,, kosulu saglanmaz.

Yardimei Teorem 3.15 ¢ € Fey, ve (t,) C [0, 00) dizisi ¥Yn € Nigin t,1 < ¢(t,,) kosulu
saglansin. Ayrica "t,, = 0 olacak sekilde bazi ny € N degerlerivarsat, .1 = 0dir” ozelligi

saglansin. Bu durumda (t,) — 0 dir.

Ispat 1.Durum: t,, = 0 olacak sekilde ny € N varolsun. Bu durumda hipotezden
dolayi t,,, 11 = 0 dir. Gergekten N'n. > ny igin t, = 0 saglamr. Boylelikle (t,) — 0
dir.

2.Durum: ¥n € Nigint, > 0olsun. t, 1 < ¢(t,) < t,, olup dizi sinrly, azalan olup bir
L € [0, 00) noktasina yakinsak olur. L > 0 ise

L = lim ¢(t,) = lim ¢(t,) < L

n—00 s— L+

elde edilir ki bu bir celiskidir. O halde L = 0 olmalidir.
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Yardimer Teorem 3.16 ¢ € F¢y, olsun. (t,),(s,) C [0,00) dizileri aymi L € [0, 00)
noktasina yakinsasin ve her n € Nigin t, < (s,) ile L < s, kosullar: saglansin. O halde
L=0dmr

Ispat L > 0 oldugunu varsayalm. (s,) — L oldugundan her n > ny igin s, > é >0

olacak sekilde ny € N vardiwr. Ustelik ) € Feir ve her n > nyg icin s, # 0 oldugundan
dolayr her n > ng igin t,, < (s,) < s, dir. Boylelikle Yardimci teorem 3.1 geregince
lim ¢ (s,) = L olur. Ancak ¢ € Fcy ve (s,) — L oldugu igin

n—oo

L = lim ¢(s,) = lim¢(s) < L
n—00 s—L

bulunur ki bu bir ¢eliskidir. O halde L = 0 olmalidir.

Yardimei Teorem 3.17 ¢ € Fey, ve (L), (sn) C [0, 00) dizileri ayni L € [0, 00) noktasina
yakinsak olsun. Ayrica ¥n € N i¢in L < t,, < (s,) kosulunu saglasin. O halde L = 0 dur.

. L
Ispat L > 0 oldugu varsayilsin. (s,) — L oldugundan dolayr her n > ny igin s,, > 3 >0
olacak sekilde ng € N vardir. Ustelik ) € Fgir ve ¥n > ng icin s, # 0 oldugundan
L < t, < (s,) < s, saglamir. Boylece Yardimci teorem 3.1 geregince n — oo igin limit
almirsa lim )(s,) = L olur. Fakat 1) € Fcyr ve (sp,) — LT oldugundan
n—oo
L= nlggo V(s,) = SI_IJ& P(sn) < L

sonucu bulunur. Bu ise acikca bir ¢eliskidir. O halde L = 0 olmalidrr.

Yardimei Teorem 3.18 ¢ € Fpy ve (a,,) C [0,00) bir dizi olsun. ¥Ym € N igin a1 <
U(ap) ve ap, # 0 ise (ay,) — 0 dir.

3.8 Kontrol Fonksiyonlarimin Ozellikleri

Uyari 3.3 Kesin monoton artan ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu s,t € [0, 00) igin
¢(t) < d(s) =1 <s

ozelligini saglar. Fakat azalmayan bir fonksiyon yukaridaki bu kosulu saglamak zorunda

degildir. Ornegin ¢ : [0, 00) — [0, 00)

¢(t)={ £ 0<t<lise

1, t>1ise
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seklinde tanimh fonksiyonu bir degigsen uzaklik fonksiyonudur amat = 2 ve s = 1 igin
o(t) = 1, ¢(s) = 1 olup ¢(t) < ¢(s) iken t £ s olup yukaridaki esitsizlik saglanmaz.

Azalmayan fonksiyonlar i¢in bu ozelligi kullanmak literatiirde sik¢a yapilan bir hatadur.

Uyar13.4 (P3) ve (Py5) ozellikleri (Ps) ozelligini garantilemek igin yeterince giiglii
degildir. Ornegin N pozitif bir tam sayt olmak iizere

2

An:{%G[O,oo) keN}={0,— N e

seklinde tanimlansin. ¢ : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu NN € 7. i¢in

0, 0<teA,ise
1
t—o(t) =4 t, 0<t< < ise

1, diger durumlar

seklinde tamimlansin. Bu durumda ¢ fonksiyonu (Py3) ve (Pi5) ozelliklerini saglar. Fakat

sonsuz ¢oklukta 0 degerini alir.

Onerme 3.7 ¢ : [0,00) — [0, 00) bir alt toplamsal fonksiyon ise ¥n € N\{0}, t € [0, 00)

icin
olur.

Ispat n € N\{0} vet € [0, 00) olsun. Tiimevarim presnsibi geregince,

v =) = v+ e
< )+ ()
= ()

elde edilir. Dolayisiyla hipotezdeki iddia ispatlanmuis olur:

Tamm 3.4 ¢ : [0,00) — [0, 1) fonksiyonu “eger (t,) C [0,00) ve (¢(t,)) — lise (t,) — 0
dwr” ozelligini saghyor ise ¢ ye bir Geraghty fonksiyonu denir. Geraghty fonksiyonlarin

iceren aile Fge, ile gosterilir.
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3.9 Metrik Yapilar

Tamim 3.5 X bogstan farkl bir kiime olmak iizere d : X x X — [0, 00) fonksiyonu Nz, y, z €
X icin

1) d(z,z) =0

2) x #yised(x,y) >0

3) d(z,y) = d(y, )

4) d(z,y) < d(x,2) +d(z,9)

aksiyomlarini sagliyor ise d ye X kiimesi tizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya metrik adt

verilir. Ayrica (X, d) ikilisine de bir metrik uzay denir.

Ornek(1) 0 # X C R olmak iizere X iizerinde alisilmis metrik veya Oklidyen metrik Nz, y €
X i¢in d(z,y) = |x — y| seklinde tanimlidwr.

Ornek(2) X C R" iizerinde Oklidyen metrik x = (x1,72,...,2n), ¥y = (Y1,Y2,- -, Yn) €

X olmak iizere,

d(z,y) = V(@1 — 12)2 + ... + (T — yn)?

seklinde tanimlidr.

Ornek(3) X C R" olmak iizere v = (x1,T2,...,Tn), ¥ = (Y1, Y2, .-, Yn) € X ve ¥p > 0
icin
dp(x,y) = (|er =P + o+ [ — ya)”

seklinde tammli uzaklik fonksiyonu p = 2 icin ozel olarak Oklidyen metrigi icerir.

Ornek(4) p — oo icin, v = (x1, T2, ..., Tn),y = (Y1, Y2, - -, Yn) € X C R™ olmak iizere

doo(may) = max{|:171 - y1|a BRI |'In - yn|}

seklinde tamimlanan d., fonksiyonu X C R" iizerinde baska bir metrik tamimlar. Bu

metrik literatiirde maksimum metrigi veya Chebyshev metrigi olarak bilinir.

Ornek(5) X # () olmak iizere X iizerinde ayrik metrik Vz,y € X icin

d(z, y) 0, x=y1ise
x,y) =
Y 1, z#vyise

seklinde tanimlidr.
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Ornek(6) 0 # Y C X ved, Xiizerinde bir metrik olsun. Bu durumda d nin'Y XY kiimesine
kisitlandiginda ortaya ¢ikan fonksiyon da 'Y iizerinde bir metrik belirtir ve bu metrige

X den indirgenen metrik denir.

Tamm 3.6 d: X x X — [0, 00) fonksiyon ve Vx,y, z € X olsun. Buna gore,

1) dfonksiyonud(x,x) =0,z # yised(z,y) > 0, d(z,y) < d(z, z)+d(z,y) kosullarini

saglhyorsa X itizerinde bir quasi-metrik(simetrik olmayan),

2) d fonksiyonu d(z,x) = 0, v # yise d(z,y) > 0, d(z,y) = d(y,z) kosullarin

sagliyorsa X iizerinde bir yari-metrik,

3) d fonksiyonu d(z,z) = 0, d(z,y) = d(y,z), d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) kosullarim

saglhyorsa X tierinde bir psudeo metrik,

4) dfonksiyonud(x,z) = 0,d(x,y) < d(z, 2)+d(z,y)) kosullarin sagliyorsa X iizerinde
bir psudeo-quasi metrik,

5) d fonksiyonu oo degerini altyor ise bir genellestirilmis reel degerli metrik,

6) d fonksiyonu ti¢gen esitsizligi yerine daha gii¢lii olan d(x,y) < max{d(z, z),d(z,y)}

kosulunu sagliyor ise X iizerinde bir ultra-metrik denir.

Eger d, X iizerinde bir yari-metrik ise (X,d) ikilisine yari-metrik uzay denir. Benzer

isimlendirme digerleri ig¢inde yapulir.

3.10 Quasi-Metrik Uzay

Quasi metrikleri tartismak ilgi ¢ekicidir, ¢linkii G-metrigin iki argiimanini tekrar ederek bir
quasi metrik yapisi elde edilebilir. Burada bir Quasi-metrik uzayda yakinsaklik, Cauchy olma

ve tamlik gibi kavramlar tanitilacaktir.

Tamim 3.7 X # () kiime olmak iizere q : X x X — [0,00) fonksiyonu olup Vx,y,z € X
icin,
1) q(z,y) =0 x=y

2) q(z,y) < q(z,2) +q(z,9)

kosullarint sagliyorsa q fonksiyonuna X iizerinde bir quasi-metrik denir. (X, q) ikilisine bir

quasi-metrik uzay denir.
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Tamm 3.8 (X, q) bir Quasi-metrik uzay, (x,,), X de bir dizi ve x € X olsun. Bu taktirde
lim ¢(z,,z) = lim ¢(z,x,) = 0ise (z,) dizisi v € X noktasina yakinstyor denir. Ve > 0
ZZgSZri verildigvinTZz’Zorjz, n > ng ozelligindeki her m,n € N i¢in q(x,,, x,,) < € olacak sekilde
bir ng € N degeri varsa (x,,) ye Cauchy dizisi denir. Bir Quasi-metrik uzaydaki her Cauchy
dizisi yakinsak ise uzaya tamdur denir. q quasi-metriginin simetrik olmas: gerekmediginden
bazi kaynaklarda dizilerin yakinsamasi, Cauchy dizileri ve tamlik kavramlar: sol ve sag

seklinde ayrim yapilarak verilir.

Tamm 3.9 (X, q) bir Quasi-metrik uzay ve (x,,), X de bir dizi olsun. Bu durumda x € X

icin
(i) lim q(z,,x) = 0 ise (x,) dizisi x noktasina sagdan yakinsaktir,
n—oo
(i) lim q(x,x,) = 0ise (x,) dizisi v noktasina soldan yakinsaktr,
n—oo

(iii) Ve > 0 degeri verildiginde m > n > ng ozelligindeki Ym,n € N i¢in q(x,, x,,) < €
olacak sekilde bir ny € N degeri varsa (x,,) ye sagdan Cauchy dizisi,

(iv) Ve > 0 degeri verildiginde m > n > ng ozelligindeki Ym,n € N i¢in q(z,, x,) < €
olacak sekilde bir ng € N degeri varsa (x,,) ye soldan Cauchy dizisi denir.

Uyan 3.5 1) Quasi-metrik uzayda yakinsak olan bir dizi bir tek noktaya yakinsar. Ama

bu ifade sagdan ve soldan limitleri diigiiniince yanls olur.

2) Eger bir (x,,) dizisinin sagdan limiti x soldan limiti y ise x = y dir. (x,,) yakinsak
ve limiti tektir. Ancak (x,,) dizisi hi¢ bir sol limiti yok iken iki farkli sag limite sahip

olabilir.

Ornek 3.1 X, R nin [0, 1) araligint iceren bir alt kiimesi olmak iizere Vx,y € X igin

T —, T > yise
q(z,y) = .
1, diger durumlar

seklinde tamimli q © X x X — [0,00) fonksiyonu tamimlansin. Buna gore (X, q) bir
1 1 1

Quasi-metrik uzaydir. (¢(—,0)) — 0 olup (q(0,—)) — 1 dir. Dolayisiyla (—) dizisi 0
n n n

noktasina sagdan yakinsak ama soldan yakinsak degildir. Buna gére bir Quasi-metrik

uzayda " Bir dizinin sag limiti varsa tektir” ozelligi ifade edilmis olur.

Tamm 3.10 (X, q) bir Quasi-metrik uzayveT' : X — X bir doniisiim olsun. (q(x,,u)) — 0
olacak sekilde her w € X ve her (x,, C X) dizileri igin (q¢(T(x,),T(u))) — 0ise T ye

sagdan siireklidir denir.
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Bazi tek boyutlu sonuglarin avantajlarini elde etmek i¢in X iizerinde quasi-metriklerin X X
X carpim uzayma genisletmeye ihtiya¢ vardir. Asagidaki yardimer teoremdeki ifadeler X
tizerindeki quasi-metrikler yardimiyla X x X {izerindeki quasi-metrikleri goz dniine almanin

kolay bir yoludur.

Yardimei Teorem 3.19 ¢ : X X X — [0,00) ve Q4,Q% : X x X x X x X — [0,00)

seklinde tanimli fonksiyonlar olmak iizere bu fonksiyonlar Va1, xs,y1,yo € X igin,

Qi((z1, 22), (y1,92)) = q(@1, y1) + (w2, y2)
ve
Qn (1, 22), (Y2, y2)) = max{q(a1,91), 4(2,92) }
kosullarini saglasin. Bu taktirde asagidaki ifadeler denktir.

(a) q, X tizerinde bir quasi-metriktir.
(b) Q1, X x X iizerinde bir quasi-metriktir.

(c) Q1, X x X iizerinde bir quasi-metriktir.

Ustelik asagidaki ozellikler saglamr.

1) ((xn,yn)) C X x X dizisi igin

q q
m

(@n9) = (2,9) & ((@0,92)) = (2.9)
& [(an) 5 nx A (ya) = 9]

2)

((Tn, yn)) C X x Xdizisi bir QI-Cauchydir. < ((vn,yn))dizisi bir Q¥ -Cauchydir

< [(zn) A (yn)dizileri birer g-Cauchydir.|

3) (1) ve (2) ozellikleri sagdan ve soldan da gecerlidir.
4) (X, q) sagdan tamdir < (X x X, Q?) sagdan tamdir < (X x X, Q%) sagdan tamdur.
5) (X, q) soldan tamdwr < (X x X, Q9) soldan tamdwr < (X x X, Q%) soldan tamdur.
6) (X,q) tamdir & (X x X, Q?) tamdwr < (X x X, Q%)) tamdhr:
7) Asagidaki 6nermeler denktir.

(a) (X,q) uzayindaki her bir sag yakinsak dizinin bir tek sag limiti vardr.
(b) (X x X,Q9) uzayindaki her bir sag yakinsak dizinin bir tek sag limiti vardr.
(c) (X x X,Q%) uzayindaki her bir sag yakinsak dizinin bir tek sag limiti vardr.
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3.11 Topolojik Yapilar

Tanmim 3.11 X bostan farkl bir kiime ve I bir indis kiimesi olmak tizere, X iizerinde bir
topoloji T = {A; }icr, 0 ve X kiimelerinin ikisini de i¢eren ve keyfi sayida birlesim ile sonlu

sayidaki arakesit iglemlerine gore kapali olan X in alt kiimelerinin bir ailesidir. Yani,

) X,0er

ii) 1 bir indis kiimesi olmak iizere i € I i¢in | ) A; € T
il

iii) 1 € {1,2,...,n} olmak iizere A; C T igin (n] A, eT
i=1
kosullarimi saglayan J = {A;}ic; ailesine X iizerinde bir topoloji, (X, 1) ikilisine bir
topolojik uzay denir. A C X kiimesi icin A € T ise A ya T-agik ve A nin X te tiimleyeni olan
X\A ifadesi T-agik ise A T-kapali denir. U C X alt kiimesine © € X noktast igin
x € A C U olacak sekilde A € T varsa U ya x € X noktasimin bir T-komsulugu denir. X
tizerinde bir T topolojisi Vx,y € X ve x # y i¢in x in bir U ve y nin bir V' 1-komsulugu
U NV = 0 olacak sekilde bulunuyor ise X uzayima Hausdorff tur denir. T, X iizerinde bir
topoloji olmak iizere x € X noktasimi igeren tiim J-agik altkiimelerinin [, ailesine, x

noktasindaki komsuluk sistemi denir.

Yardimci Teorem 3.20 X +# () bir kiime olsun. Her x € X icin 3,, X in bostan farkli alt

kiimelerinin bir bostan farkl: ailesi olmak iizere,

i) VB € B, icin x € B dir.
ii) VB, By € B, i¢in B3 C By N By olacak sekilde Bs € 3, vardur.

iii) Her B € B, i¢ciny € B’ olacak sekilde B' € [3,, B" C B olacak sekilde B" € p,

vardrr.

kosullar: saglansin. Bu taktirde (., v noktasinda bir komsuluk sistemi olacak sekilde X

tizerinde bir tek T topolojisi vardir.
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4. G-METRIK UZAY

2006 yilinda Mustafa ve Sims yayinladiklar1 makalede D-metrik uzayinin topolojik
ozellikleri olarak verilen birgok ifadenin yanlis oldugunu ispatladilar. Bu yanlisliklar
diizeltmek telafi etmek icin genellestirilmis metrik uzaylara daha uygun bir kavram karsilik
getirerek G-metrik uzayi tanimladilar. Mustafa doktora tezinde G-metrik uzay i¢in birgok
ornek verdi ve G-metrik uzaym birgok ozelligini gelistirdi. Ornegin, G-metrik uzayimn
Hausdorff topoloji sartlarin1 sagladini ispatladi ve buradan diger topolojik kavramlar olan
yakinsak diziler, limit, Cauchy dizileri, siirekli doniisiimler, tamlik ve kompaktlik
kavramlarini tanimladi. Daha da ileri giderek G-metrik uzay ile yola ¢ikip bilinen metrik
uzayin Ozelliklerini elde etti ve bilinen metrik uzaydan tiiretilen G-metrik uzayin
ozelliklerini arastirdi. Bu bdliimde alisilmis metrik uzayin bir genellemesi olan G-metrik

uzay ve bazi 6zellikleri Agarwal vd 2015 kaynagindan 6zetle verilmistir.

Tamm 4.1 X bostan farkl bir kiime olmak iizere G : X x X x X — [0,00) fonksiyonu
Vr,y,z,a € X igin,

(Gy) x=y=zise G(x,y,z) =0dmr

(Gy) Yo,y € X vex # yigin G(x,z,y) > 0 dir

(G3) Vo,y,z € Xvey # zicin G(z,x,y) < G(z,y, z) dir:

(Gy) G(x,y,2) =G(x,2,y) = G(z,x,y) = G(z,y,2) = Gy, z,x) = Gy, x, z) dur.

(Gs) G(z,y,2) < G(x,a,a) + G(a,y, 2) dir

kosullarini saglyor ise G fonksiyonuna X iizerinde bir G-metrik ve (X, G) ikilisine bir G-

metrik uzay denir.

(X, d) bir metrik uzay ve G : X x X x X — [0,00) fonksiyonuVz,y,z € X igin
G(z,y,2) = d(z,y) + d(y, 2) + d(z, 2)

seklinde tamimlansin. Bu durumda (X,G) bir G-metrik uzaydw. Burada G(x,y,z)
fonksiyonu x, vy, z kdselerine sahip bir iicgenin ¢evresi olarak yorumlanabilir. Ornegin,
(G1) aksiyomunun anlami bir nokta ile bir ¢evre yok demektir, (G2) nin anlami birbirinden
farkly iki nokta arasindaki uzaklhigin sifir olmamasidi;, (G4) ise bir ii¢genin

isimlendirmesini degistirmek ii¢genin ¢evresini degistirmez, (G'5) tiggen esitsizliginin dort
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nokta igin genellemesidir. Buradaki en ¢ekismeli aksiyom geometrik bir yorumu olan (G3)
aksiyomudur. (G3) tin anlami bir ii¢genin bir kenarimin uzunlugu gevresinin yarisindan
kiictik veya esittir. Yani

d(z,y) +d(y,z) + d(z, 2)
2

dir.

Asagidaki ornekler G-metrik ve G-metrik uzay yapisinin gesitliligini gdstermektedir.

Orneklerde verilen fonksiyonlarin ilgili kosullar1 sagladigi kolaylikla goriilebilir.

Ornek 4.1 X, R nin bostan farkl: bir alt kiimesi olmak iizere Vx,y, z € X icin
G(r,y,2) =z —yl+ |y — 2| + [z — 2|

seklinde tammlanan G : X x X x X — [0,00) fonksiyonu X iizerinde bir G-metriktir.
Asagidaki ornekler G-metrik ve G-metrik uzay yapisimin c¢esitliligini gostermektedir.

Orneklerde verilen fonksiyonlarin ilgili kosullar: sagladigi kolaylikla gériilebilir.

Ornek 4.2 Bostan farkli her X kiimesi icin Ayrik G-metrik kavrami Nz, y, z, € X icin

0, xz=y==z1ise

G(x7 y’ Z) = {

1, diger durumlarda

seklinde tanimlanr.

Ornek 4.3 X = [0, c0) olmak iizere,

G ) 0, T =1y ==z1s€
T,Y,2) =
Y max{x,y, z}, diger durumlarda

seklinde tanimlanan G fonksiyonu X iizerinde bir tam G-metriktir.

Ornek 4.4 G, X iizerinde bir G-metrik ve o > 0 ise Vx,y,z € X icin
Go(z,y,2) = aG(x,y,z) bi¢ciminde tamimlanan G, fonksiyonu X iizerinde baska bir
G-metriktir.

Ornek 4.5 G, X iizerinde bir G-metrik olsun. Bu durumda G' : X x X x X — [0,00)

G
Sfonksiyonu her x,y,z € X i¢in, G'(x,y,z) = M seklinde tammlanirsa G', X
1+ G(z,y,2)

tizerinde bir diger G-metriktir.
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4.1 G-Metrik Uzayin Baz1 Ozellikler

Bu kisimda G-metrik uzayin bazi temel ve kullanigh 6zellikleri verilecektir.

Yardimci Teorem 4.1 (X, G) bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda Nz, y, z € X igin
G(r,y,y) < 2G(y, v, 7)

olur.

Ispat G metrigin (G,) ve (Gs)ozellikleri kullamlarak
G(z,y,y) = Gly,y,2) < Gy, x,2) + G(z,y,2) = 2G(y, z, 7)

elde edilir. Bu ise istenilen sonucu verir.

Yardimei Teorem 4.2 (X, G) bir G-metrik uzay olsun. Bu taktirde ¥z,y,z,a € X igin

asagidaki ozellikler saglanr.
(1) G(x,y,2) < G(x,x,y) + Gz, x, 2) dir
2) G(z,y,2) < G(z,a,a) + G(y,a,a) + G(z,a,a) dir
(3) |G(z,y,2) — G(x,y,a)] <max{G(a,z,z2),G(2,a,a)} dir

(4) n>2vexy,...,x, € X igin
n—1

G(1,xp, ) < ZG(%,%H,%‘H)
i—1
ve

dir. -
(5) Gz,y,2) = 0isex =y = = dir
(6) G(x,y,2) < G(x,a,z)+ G(a,y, ) dir
(7) Glz,y,7) < g[a( 0, 2) + Glw,a, 2) + Gla, y, =) dir
(8) x € X\{z,a} icin |G(z,y,2) — G(z,y,a)| < G(a,z,z) dir

) G(z,y,y) <2G(x,y,2) dir.

Bu yardimci teoremdeki ozellikler G-metrigin ozelliklerinden kolaylikla tiiretildigi icin

ispatlarina yer verilmemistir.



40

4.2 Ahsilmis Metrik ve G-Metrik Arasindaki Baz Iliskiler

X tlizerindeki her alisilmig metrik farkli yollarla X {izerinde bir G-metrik tiiretir.

Yardimcei Teorem 4.3 (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda her .y, z € X icin,
G (2,y, 2) = max{d(z,y),d(y, z),d(, 2)}

GUx,y, 2) = d(x,y) +d(y, 2) + d(z, 2)

seklinde tammlanan G2,G9 : X x X x X — [0,00) fonksiyonlart X iizerinde birer G-
metriktir veVx,y, z € X igin

G (7,y,2) < GYz,y,2) < 3G (7,9, 2)

olur.

Tersine X Tlzerinde tanimli bir G-metrik yine X {izerinde bir alisilmis metrige

indirgenebilir. Asagidaki yardimc1 teorem bu duruma 6rnekler sunmaktadir.

Yardimci Teorem 4.4 (X, G) bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda her x,y € X i¢in,

dg(x,y) =max{G(z,y,y),G(y,z,x)}
S (z,y) = G(z,y,y) + Gly,z,z)

d%.d% : X x X — [0,00) seklinde tanmimlanan fonksiyonlar X iizerinde birer alisilmig

m) s

metriktir ve tistelik Vx,y € X icin

(1) dS(z,y) < dS(z,y) < 2d5(x,y) dir

(2) d% ve dS, X iizerinde denk metriklerdir ve X iizerinde ayni topolojiyi iiretirler.

4.3 Simetrik G-metrik Uzaylar

Tamm 4.2 (X, G) bir G-metrik uzay olmak iizere Vx,y € X i¢in G(x,y,y) = G(y,z,x)

kosulunu sagliyor ise G-metrigine simetriktir denir.

Simetrik ve simetrik olmayan G-metrik ornekleri sirasiyla agagidadir.



41

Ornek 4.6 X = Rolsun. G : X x X x X — [0,00) fonksiyonu ¥x,y,z € X icin
G(z,y,2) = |v —y| + |z — 2| + |y — 2| seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon bir G-metriktir
ve aym zamanda agikga simetriktir. Ustelik Yardimci teorem 4.3’de verilen G¢, ve G¢

ifadeleri birer simetrik G-metriktirler.

Ornek 4.7 X = {0,1,2} ve G : X x X x X — [0, 00) fonksiyonu,

(x.y.2) G(x,32)
(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2) 0
(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)
(1,2,2),(2,1,2),(2,2,1)
(0,0,2),(0,2,0),(2,0,0),(0,2,2),(2,0,2),(2,2,0)
(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1),(0,1,2),(0,2,1),(1,0,2)
(1,2,0),(2,0,1),(2,1,0)

NN | W I~

seklinde tanimlandiginda X iizerinde bir G-metrik olur. Ancak kolaylikla goriilebilir ki
simetrik degildir. Ciinkii G(1,1,2) =4 # 2 = G(2,2, 1) dir.

4.4 G-metrik Uzayin Topolojisi

Bu kisimda bir G-metrik uzayin topolojik kavramlari tanitilacaktir.

Tamm 4.3 (X, G) bir G-metrik uzay olsun. Bu taktirde x € X ve r > 0 olmak iizere,

(i) Bo(z,r) ={y € X : G(v,y,y) < r} kiimesine (X, G) G-metrik uzayimda v € X

merkezli r yari¢aplt agik yuvar,

(ii) Bg(z,r) = {y € X : G(x,y,y) < r} kiimesine (X,G) G-metrik uzayinda v € X

merkezli r yaricapli kapali yuvar denir.
Buradan Bg(z,r) C Bg(z,r) oldugu agiktir,

Onerme 4.1 (X, G) bir G-metrik uzay ve dS ve d X iizerinde Yardimci teorem 4.4 te

tanmimlanan metrikler olsunlar. Bu taktirde Vx € X ve ¥r > 0 icin
Bdg"(xﬂn) - Bd,c,';<x7r> - BG(Z',T> - Bdrc;'l(l',QT') - BG<:C72T)

bagintis1 gegerlidir.
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Ispat y € Bgc (z,7) olsun. Bu durumda max{G(xz,y,y),G(y,r,z)} = d% (z,y) < r olup
ozellikle G(x,y,y) < r oldugundan dolay1 y € Bg(x,r) bulunur. Bu ise
Byc (z,7) € Bg(x,r) oldugunu ispatlar. Benzer sekilde Byc (x,2r) C Bg(x,2r) dir. Simdi
y € Bg(z,r) icin G(x,y,y) < r oldugundan ve G-metrik ozelliklerinden

Gy, z,x) <2G(x,y,y) < 2r

elde edilir. Boylelikle dS(x,y) = max{G(z,y,y),G(y,z,x)} < 2r olacagindan
Y € Byg (x,2r) dir. O halde Bg(x,7) C Bgg (v, 2r) bulunur.

Ornek 4.8 (X, d) bir metrik uzay ve X iizerinde tamimlar 6nceden verilmis olan G%, ve G

iki G-metrik uzay olsun. Buna gore Vxy € X ve Vr > 0 i¢in,

(i) Bga (20,7) = Ba(z0,7)

r

(ll) BGg<x07 T) = Bd(‘x()v 5)
(iii) FG% (z0,7) = Ba(zo,7)
(iv) Bag(wo.r) = Balao, 3)

ozelliklerini saglanir.

Ornek 4.9 X bogstan farkl bir kiime ve X iizerinde Gy, gosterimi ile ayrik G-metrik

tamimlansin. Bu durumda Vxy € X ve ¥Vr > 0 icin,

(1) r < 1ise Bg,, (70,7) = Ba,,.(x0,7) = {70}
(2) r = lise Bg,,(x0,7) = {xo} ve Bg,, (x0,7) = X

(3) v > lise B(xo,7) = B(zo,7) = X

ozellikleri saglanir.

Teorem 4.1 Bir (X,G) G-metrik uzayinda, Vx € X i¢in x merkezli biitiin ac¢ik yuvarlarin

ailesi B, ayni x noktasinda bir komsuluk sistemi olacak seklide bir tek T¢ topolojisi vardir.

Ispat Yardimci teorem 3.19 geregince,

B(x,r) ﬂ B(z,ry) = B(x, min{ry,75})



43

oldugundan ilk iki ozellik asikardir. B = B(x,r) € 3, bir agik yuvar ve B' = B € 3, olsun.
Yy € Bigin B" C Bolacak sekilde 3B" € (3, varligi gosterilmelidir. Simdiy € B = B(x, 1)
noktast sabitlensin. Boylece G(x,y,y) < r olur. sve § G(z,y,y) < s < s+ < r olacak
sekilde keyfi sayilar olsun. Iddia edilen B" = B(y,8) C B = B(z,r) oldugudur. Keyfi bir
z € B(y,0) elemantigin G(y, z, z) < § dir. Bu taktirde G-metrik sartlarindan (G's) aksiyomu
geregince G(z,z,2) < G(z,y,y) + G(y,2,2) < s+ < r olur. Bu nedenle z € B(x,r)
oldugu goriiliir. Boylelikle Yardimct teorem 3.19 geregince (X, G) G-metrik uzayinda Vx €
X elemani igin x merkezli biitiin acik yuvarlarin bir ailesi 3, ayni x noktasinda komsuluk

sistemi olacak sekilde bir tek 1¢ topolojisi oldugunu garanti eder.

4.5 Yakinsaklik Ve Cauchy Dizileri

Bu kisimda 7 topolojisi kullanilarak yakinsak dizi ve Cauchy dizisi kavramlar tanilacaktir.

Tanmim 4.4 (X, G) bir G-metrik uzay, x € X bir nokta ve (x,,) C X bir dizi olsun.

(1) Ve > 0 degeri verildiginde n, m > ng ozelligindeki her n,m € Nigin G(z,, T, ) <
e olacak sekilde bir ny € N degeri varsa (z,,) dizisi x noktasina G-yakinsaktir denir

ve (Z,,) % zveya (x,, — x) ile gosterilir. Yani

lim G(x,,2,,z) =0
n,m—00

ise (x,) Y 2 dir

(2) Ve > 0degeriverildigindeNn, m, k € Nigin G(x,,, Ty, xr) < € olacak sekilde ny € N
degeri varsa (x,,) dizisine G-Cauchy dizisi denir.

(3) Bir (X, G) G-metrik uzayindaki her G-Cauchy dizisi G-yakinsak ise (X, G) G-metrik

uzaywa tam denir.

Onerme 4.2 Bir (X, G) G-metrik uzayinda G-yakinsak bir dizisinin limiti tektir.

Ispat (X, G) bir G-metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir G-yakinsak bir dizi olsun. v,y € X
ve x # yicin (z,) — z, (z,) — y oldugu varsayilsin. Iddia Ve > 0 icin G(z,y,y) < € dir.
Gergekten keyfi ¢ > 0 sayist i¢in tamimdan dolayt m,n > ny ve m,n > ny ézelligindeki her

m,n € N i¢in sirasiyla,

IA
wWlmw| ™

G(Tp, T, )

G(Zp, Ty y) <
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olacak sekilde ny,ny € N vardir ng = max{ny,ns} olsun. Bu taktirde G5 ozelligi ve

Yardimci teorem 4.1 geregince her n > ny igin

G(.T,y,y) S (':E xTL?xn) (xn7y7y>
< (xn,xn x) + 2G(xp, T4, Y)
< S495 -
= 3+ 3 €

olur. Bu ifade her ¢ > 0 i¢in gegerli oldugundan G(x,y,y) = 0 olmasin gerektirir.
Dolayisiyla x = y olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani G-metrik uzaydaki yakinsak bir dizinin

limiti tektir.
Onerme 4.3 Bir (X, G) G-metrik uzayindaki yakinsak her dizi bir G-Cauchy dizisidir.
Ispat (z,) C X, (X,G) G-metrik uzayinda v € X noktasina yakinsayan bir dizi olsun.

e > 0 alinsin. Bu durumda tanimdan n, m > nq ozelligindeki her m,n € N icin

G(@n, Tm, ) <

Wl M

olacak sekilde ny € N vardir. Buradan G-metrik kosulu olan (Gy), (G5) ve Yardimci teorem
4.1 den dolayr her m,n, > ng igin

IA

G(zp, z,x) + G(x, 20, Tp)
2G(zp, Tp, x) + G(x, 20, k)

e £
9= 4 = —
3T3~¢

elde edilir. O halde (z,,) bir G-Cauchy dizisidir.

G(xnv Ly .Tk)

N

IN

Yardimci Teorem 4.5 (x,,) ve (y,) (X, G) G-metrik uzayimin iki dizisi olsunlar. Bu durumda
lim G(zp, x,,y,) = 0 < hm G(Tn, Yn, Yn) =0

n—o0

dir.

Ispat Her n € N icin Yardimci teorem 4.1 ve G-metrigin 6zelligi kullamlarak
0 < G(%n, Tns Yn) < 2G (T Y Yn) < 4G (T, Ty Y

elde edilir. Yardimci teorem 3.1 kullanirsa istenen sonug direkt olarak elde edilir.
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Asagidaki iki 6nerme bir (X, G') G-metrik uzayinda G-yakinsaklik ve G-Cauchy kavramlari
karakterize eder.

Onerme 4.4 (X, G) bir G-metrik uzay, (x,) C X ve v € X olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler denktir.

(a) (z,) dizisi x € X noktasina G-yakinsaktir:

(b) Her ¢ > 0 degeri verildiginde n > ny ozelligindeki her n € N i¢in x,, € Bg(z,¢)

olacak sekilde bir ng € N vardir. Yani lim G(x,, z,,x) = 0 olur.
n—oo

(c) lim G(zp,x,x) =0 dir
n—oo

(d) lim  G(zn,Tm,x) =0dir

n,Mm—00,m>n

(e) lim G(z,,z,,x) =0ve lim G(x,, Xy, ) = 0dir
n—oo n—oo

¢ lim G(x,,x,z) =0ve lim G(z,,xn1,2) = 0 dir.

n—o0 n—o0

(g) lim G(x,,Tpi1, Tne1) = 0ve lim G(z,, xye1, ) = 0 dir:
n—oo n—oo

(h) lim G(x,,Tpi1, 1) =0ve lim  G(z,,x,,x) = 0dir

n—o00 n—oo,m>n

(i) lim  G(zn,Tm,x) =0dir

n,m—oo,m>n

Onermeleri denktir.

ispat
(a) = (b) m = n esitligi kullanilarak kolaylikla gésterilir.

(b) = (¢) Yardimci teorem 4.1 geregince her n € N i¢in G(zp,z,x) < 2G(xy,, Ty, x)

oldugundan istenilen saglanir.
(¢) = (a) G-metrik uzayin (Gs) ve (G4) aksiyomlar: geregince ¥n, m € N igin,

G(Tp, Tm,x) < G(rp,z,2)+ G(x,2,,7)
= G(zp,z,z) + G, T, 1)

dir.

Asagidaki ifadelerin gésterimi asikardir.

(@) = (d) = (b), (@) = (¢) = (b),(a) = (f) = ()
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(a) = (h) Onerme 4.3 geregince (x,,) bir Cauchy dizisidir. Buna gére Cauchy disizinin

tanimindan m = k = n + 1Ligin lim G(x,,Tpi1, Tny1) = 0 dir. Ozellikle (a) kosulu
n—oo

lim  G(zn,zm,z) =0
n,m—o0,m>n

olmasint saglar.
(h) = (9) m =n+ 1 esitligi kullamlarak kolayca goriilebilir.

(9) = (b) Hern € Ndegerive (Gs), (G4) aksiyomlarin kullanarak

G(l'n,.ﬁl'n,l') < G(Z’n,xn+1,l’n+1>+G(l’n+1,l’n,l’)

= G(Tn, Tnt1, Tnt1) + G(Tp, Ty, )
oldugu goriiliir. Ozellikle (a) = (i) ifadesi buradan belirgindir.
(1) = (b) Yardimci teorem 4.2 deki (9) kosulu geregince
G(xp, Tn,x) < 2G(xp, 2, Tpy1) = 2G (2, Tpi1, T)

dir.

Onerme 4.5 (X, G) bir G-metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve v € X olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar denktir.

(a) (x,) dizisi G-Cauchy dizisidir.

(b) lim G(z,, xm,x,) = 0dir

n,Mm—00

(c) lim  G(zn, m,zy) = 0dir

n,m—00,m>n

(d) lim  G(x,, zm, x,) = 0dir

n,m—oo0,m>n

(e) lim G(x,,z,, x,)=0dir
n,m—00

lim  G(x,,zn, x,) = 0dir
n,m—00,m>n

(g lim  G(xn,xn,x,) = 0dir

n,m—oo,m>n

(W) lim G(z,,Tni1,Tns1) =0ve  lim  G(xp,, Tpy1, ) = 0dir
n—oo n,m—0o0,m>n

Ispat (a) = (b) = (c) kolaylikla goriilebilir.
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(¢c) = (a) € > 0 degeri verildiginde (c) ozelligi geregince G(x,,Tm,Ty) < g her
m,n € N degerleri icin m > n > ng olacak sekilde bir ny € N degeri vardir.
n,m,k € N degerleri n,m,k > ng olacak sekilde alinsin ve n' = min{n, m, k},
K = max{n,m,k}, m" = {n,m,k} \ {n,k'} olsun. Buradan (G5) ve (G,)

aksiyomlari geregince

G(l’n, L, l’k) - G(‘rn’a Tt l‘k/) S G(ZL’n/, Tk, xk’) + G(l'k/, T/, xlc’)
= G, zp, 2p) + G(Tmr, Tpr, Tie)
< g 4 9
— —=c
- 2 2

oldugu goriiliir. Boylelikle (x,,) bir Cauchy dizisidir.
(¢) = (d) Ifadesi kolaylikla gériilebilir.

(d) = (¢) m = nigin G(Tp, Ty, Tm) = G(Xpn, Tn, x,) = 0 dir m > n olarak alindiginda
G(xp, T, T,) < € dir:

(b) & (e), (¢) & (f), (d) & (g) yardimci teorem 4.1 den kolaylikla goriilebilir.

(h) = (g) Her m,n € N degeri m > n olacak sekilde alindiginda

G(l’n, Ly xm) < G(l‘n, Tn+1, xn—&-l) + G(l‘n_:,_l, o xm)

= G(xna Tnii, xn+1) + G(xm Tni1, xm)

oldugu goriiliir.
4.6 G-metrik Uzaylar Arasinda Siirekli Donusiimler

Tamm 4.5 (X, G) bir G-metrik uzay olsun. Bu durumda,

(T(x,)) AN T(x) ise T doniisiimii x € X noktasinda G-siireklidir denir.

(2) F: X" — X doniisiimii ve heri € {1,2,... ,n}igin (z]") N x; olacak sekildeki her
(27, 27, ... a™)) C X" dizisi icin (F(a7, 2], ..., a™) 5 F(x1, a0, ..., 3,) ise

rn rn

F doniisiimii (x1, 2, ..., x,) € X" noktasinda G-siireklidir denir.

(3) H : X" — X™ bir doniigiim ve ;" : X™ — X fonksiyonu X" nin X iizerine
izdiigiimii yani her (a1, aq, ... ,a,) € X" igin 7" (ay,as...,a,) = a; olsun. Buna
goreheri € {1,2,... m}icinw" o H : X" — X doniisiimii (x1,23,...,x,) € X"
noktasinda G-siirekli ise H : X™ — X™ doniigtimii (v1,x, . .., x,) € X" noktasinda
G-stireklidir.
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Teorem 4.2 (X, G) bir G-metrik uzay olmak iizere G(x,y,z) fonksiyonu ii¢ bilesenin
tiimiiniin tizerinde siireklidir. Yani x,y,z € X ve (), (Ym), (2m) C X, X de (x,,) G 2,
(Ym) Gy, (zm) S, 2 olacak sekilde ii¢ dizi ise (G(Tmy Ymsy 2m)) — G(x,y, 2) dir:

Ispat (G5) aksiyomu iist iiste kullanilarak,

IA

G(zm, z,x) + G2, Ym), 2m)
G(@m, 2, 2) + GYm, ¥, y) + Gy, z, 2,)
G(Tm, 2, 2) + GYm, ¥, y) + G(2m, 2, 2) + G(2,y, x)

G (T Yms Zm)

IN

IA

elde edilir. Benzer yontem ile,

G(z,y,2) < G(x, Tm, Tm) + GY, Y Ym) + G(2, Zms 2m) + G (2, Ty Yim)
elde edilir. Ozel olarak her m € N icin

G(z,y,2) = G(@,Tm, Tm) = G(Y, Ym, Ym) — G (2, Zm;, Zm) < G (Tm, Y, Zm)

< G(Tm, 2, %) + GYm, ¥, y) + G(zm, 2, 2) + G(z,y, x)

dir. Onerme 3.2 ve Onerme 4.4 geregince (G(Zm, Ym, 2m)) — G(x,y, 2) oldugu gériiliir.
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5. N. MERTEBEDEN GENELLESTIRILMIS G METRIK
UZAY

1906 yilinda Fréchet’in uzaklik fonksiyonu yani Hausdorff’un deyimi ile metrik
kavrami1 ve dogal olarak metrik uzay kavrami ile ilgili pek ¢ok ¢alisma gecen siirecte
verilmistir. Bu siire¢ boyunca alisilmis metrik uzayin genellestirilmesi adina da ¢aligsmalar
yapilmistir. Bunlardan bazilar1 basarisiz olmustur. Hatirlanacagi iizere 2-metrik uzay,
D-metrik uzay gibi calismalara kisaca deginilmisti. 2006 yilinda Mustafa ve Sims
tarafindan tanmlanan G-metrik uzay kavrami X bostan farkli bir kiime olmak {izere

X x X x X iizerinde tanimlanmistt. 2018 yilinda Choi, Kim, Yong yaptiklar1 bir ¢alisma

n tane
A\

ile G-metrik kavrammi X x X x ... x X olacak sekilde genellestirmislerdir. Bu boliimde

n. mertebeden genellestirilmis G-metrik uzayin yapist hakkinda bilgiler Choi vd. 2018

kaynagindan 6zetle verilecektir.

5.1 G,-Metrik Uzay Ve Bazi Ozellikleri

Tamm 5.1 X bostan farkli bir kiime olsun. Bir G,, : X" — [0,00) fonksiyonu her
T1,To, ..., T, € X icin,
(1) Gu(z1,29,...,2,) =0 1 =29 = ... = 2, dir:

(92) {1,2,...,n} kiimesi iizerindeki keyfi bir o permiitasyonu i¢in G, (x1,xs,...,2T,) =

Gn(l’g(l), ZTo(2)s - - - ,xa(n)) dir.

(93) (1,22, .. 20), (Y1, Y2y - - -, Yn) € X" noktalari ve {x; : i € {1,2,... ,n}} C {y; :
ie{l,2,...,n}}icin

Gn<xlax27' s >xn) S Gn(ylvaa s 7yn)
dir.
(g4) T1,T2y -3 Ty Y1, Y2+« -, Y, W € XV€S+t:nl§'ll’l

Go(T1,T9, . o T Y1, Y2y -5 Yp) <
Gn(z1,. .,z w, ... w) + Gu(w, ..., w, Y1, .., Yy)

kosullar: saglaniyor ise G, doniisiimiine G, -metrik, (X,G,,) ikilisine n.mertebeden

G -metrik uzay denir.
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Bu tanimdaki (g;) aksiyomuna pozitif tanimlilik, (g,) aksiyomuna permiitasyon
degismezligi(invaryantligi), (g3) aksiyomuna monotonluk ve (g4) aksiyomuna iiggen

esitsizligi ad1 verilecektir.

Tanmim 5.2 Bir (X, G,) G,-metrik uzayinda v = (xr1,Z2,...,T,) ve y = (Y1,Y2,- -, Yn)
olmak iizere {x; : 1 € {1,2,...,n}} = {y; : i € {1,2,...,n}} olacak sekildeki x,y €

X x X x ...x X noktalari icin,

G’VL(xla:L‘Qa cee 7mn) = Gn(ylvaa s 7yn)

kosulu sagliyor ise G, -metrigine “¢ok kath bagimsiz” denir. Cok katli bagimsiz bir G's-
metrik uzay icin Gs(x,y,y) = Gs(y,x, x) kosulu ve ¢ok katly bagimsiz bir G4-metrik uzay
icin Gy(z,y,vy,y) = Gy(z,x,y,y) = Ga(x,z,2,9) ve Gy(x,2,y,2) = Gy4(z,y,y,2) =
Gy(z,y, 2, z) kosullarini saglamaktadr.

n

Uyar1 5.1 (21, %2,..., %) ve (Y1,Y2s-- - Un), X X X X ... x X kiimesinde elemanlar

olmak iizere tanimdaki monotonluk kosulunda esitlige izin verilirse yani

{z;:ie{l,...,n}} C{y;:i€{l,...,n}}

icin her G, -metrik uzay ¢ok katli bagimsiz olur.

(g4) Ozelligi iiggen egitsizliginin bir genellestirilmesi olarak diistiniilebilir. Cinkii
d : X x X — [0,00) uzaklik fonksiyonu icin tiggen esitsizligi Vr,y,z € X i¢in
d(z,y) < d(z,w) + d(w,y) seklindedir. w noktast x ile y arasindaki uzakligi x ile w ve w
ile y arasindaki uzakliklar ile yaklasik olarak ol¢mek icin gereklidir. Dikkat edilirse
herhangi biri x ile y arasindaki uzaklikligi w, # wy olmak iizere d(x,w) ve d(y,w,) ile
olgemez. d(x,y) uzakhg x ile y arasindaki farkliliklar olarak diisiiniilebilir. A¢itk¢a x = y
ise farklilik sifirdir tam terside dogrudur. Ayni zamanda x ile y arasindaki farklilik ve vy ile
x arasindaki farklilik aymidir. Eger x ile z yeteri kadar benzer ise bu durumda ii¢gen
esitsizligi geregince x ile y yeteri kadar benzer olmak zorundadir. Benzer sekilde iicgen
esitsizligi G ,-metrige genellenebilir. Ozellikle eger G,(r1,zo,...,Ts,w,w,...,w) ile
Gn(Y1, Y2, -« -, Y, W, W, . .. ,w) yeteri kadar kiigiik ise Gp(x1,Ta, ..., Ts, Y1, Y2, ..., Yt) de
yeteri kadar kiigiik olmalidir. Bu ise {x1, o, ..., xs,w} ve {y1,Ya, ..., Yy, w} ¢cok benzer iki
veri kiimesi i¢in {x1,...,%s,y1,..., Yt} veri kiimeside ¢ok benzerlige sahiptir. Dikkat
edilirse w her bir veri kiimesinin benzerliklerine iliskin bilgileri birlestirmek icin gerekli

noktadr.

Teorem 5.1 X bostan farkl bir kiime olsun. Bu taktirde asagidaki ifadeler dogrudur,
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(1) d, Xiizerinde bir Go-metriktir < d, X iizerinde bir metriktir.

(2) d, X iizerinde bir Gs-metriktir < d, X iizerinde bir G-metriktir. Ayrica, Gs-metrik

uzayi ¢ok katli bagimsizdr < G-metrik uzayr simetriktir.

Ispat 1) d, bir Go-metrik uzay iseVx,y, z € X i¢in,

kosullar: G,,-metrik tanimi geregi saglanir. Bunlar ise ag¢ikca bir uzaklik fonksiyonun

aksiyomlaridir.
2) d, bir Gs-metrik uzay ise Vrx,y, z,w € X igin,
dz,y,2) =0 r=y==2
g2) d(z,y,z) =d(x,z,y) =d(z,z,y) = d(z,y,2) = d(y, z,x) = d(y, z, 2),

(91)

(92)

(93) y # zigin d(z,z,y) < d(z,y, 2),
(94) d(z,y,2) < d(z,w,w) +d(w,y,z)

g1

kosullart G,,-metirk tamimi geregi saglamwr. Bunlar ise acik¢a G-metrik uzay
aksiyomlaridr. Béylelikle bir Gs-metrik aymi zamanda bir G-metriktir. Dahasi
Gs-metrik uzaydaki ¢ok katlilik ile G-metrik uzaydaki simetri kavramlar: biribirine
denktir.

Dikkat edilirse bos olmayan X kiimesi iizerinde bir G'3-metrik ayni zamanda bir G-
metrik oldugundan G's-metrik G-metrigin biitiin ozelliklerini saglar. Ustelik d, X iizerinde bir

Gs-metrik ise ayni zamanda bir D-metriktir.

Onerme 5.1 X bostan farkh bir kiime olmak iizere d : X x X x X x X — [0,00) bir
fonksiyon olsun. Buna goére (X,d) nin bir Gy-metrik uzay olmasi icin gerek ve yeter kosul

asagidaki ozelliklerin saglanmasidir. Buna gore Vx,y, p,q,w € X igin,

(1) d(x,y,p,q) =0 =y =p=qdnr

2) d(z,y,p,q) = d(y,z,p,q) = d(p,y,x,q) = d(¢.y,p,x) = d(z,p,y,q) =
d(x,y,q,p) dir
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(3) Vx,y,p,q € X farkli noktalar igin,

d(z,y,y,y) < d(z,z,y,p)
d(z,y,y,y) < d(z,y,y,p)
d(z,y,y,y) < d(z,y,p,p)
dz,z,y,y) < d(z,z,y,p)
dz,z,y,y) < d(z,y,9,p)
dlz,z,y,y) < d(z,y,p,p)
d(z,y,p,p) < d(z,y,p,q)
dr.
4)
dz,y,p,q) < d(z,w,w,w)+d(y,p,qw)
d(z,y,p,q) < d(z,y,w,w)~+d(p,q, w,w)
dir.

Ispat (1) ozelligi (g1) aksiyomuna denk geldiginden agiktir. s +t = 2 oldugundan (gy)

aksiyomu geregince ii¢ olasilik vardir. Bunlar
(i) s=0vet =2
(ii) s=1vet=1
(iii) s=2vet=10

dir. Dolayisiyla (4) sikkinda verilen iki farkl esitsizlik bulunur.(gs) aksiyomu icin X C'Y
olmak iizere X = {xq,x9, 23,24} ve Y = {41, Y2, Y3, Ys} olsun. Buna gore 6 olasilik vardr.

Bunlar,

(i) n(X) =1ven(Y) =2
(i) n(X) =1ven(Y) =3
(iii) n(X) =1ven(Y) =4
(i) n(X)=2ven(Y) =3
) n(X)=2ven(Y) =4

i) n(X)=3ven(Y)=4
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dir. Dikkat edilirse (1) sikk (i), (ii), (iii) ozellikleri igin (g3) aksiyomunu saglar. Ayni zamanda

(g3) aksiyomu (iv), (vi) siklart i¢in saglaniyor ise (v) i¢inde saglanir. Dolayisiyla (g1), (g2),
(93) ve (g4) aksivomlari (1), (2), (4), ve (iv) ile (vi) kosullarina denktir. (iv) kosulu i¢in X =

{z,y}, Y ={z,y,p} vex,y,p € X igin

dz,y,y,y) <d(z,z,y,p), dz,y,y,y) <d(z,y,y,p)
d(z,y,y,y) < d(z,y,p,p), dz,z,y,y) <dzz,y,p)
d(z,z,y,y) < d(z,y,y,p), d(z,z,y,y) <d(z,y,p,p)

dir. (vi) kosulu icin X = {z,y,p}, Y = {z,y,p,q} ve x,y,p,q € X icin

d(x,y,p,p) < d(z,y,p,q)

olur.

Asagidaki yardimer teorem verilen G, -metrikten yeni G, -metriklerin {iretilebilecegini

gostermektedir.

Yardimci Teorem 5.1 (X, G,) ve (X,G)) iki G,-metrik uzay olsun. Bu taktirde d ile

gosterilen asagidaki fonksiyonlar X iizerinde birer G,,-metriktir.

(i) d(z1,xe,...,2,) = Gplxy, 22, ..., x,) + G (21,22, ..., Ty),

(ii) 1 fonksiyonu [0, 00) tizerinde tanimli olmak iizere, V., y, € [0, 00) igin,

(1) 1,]0, 00) dizerinde artandir.
(2) (0) = 0 dur
3) Y(z+y) <Y(x) +P(y) dir

kosullarin saglasin. Bu durumda d(xq,xs, . .., x,) = Y(Gp(x1, 22, . . .

,Ty)) dir.
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i) (91)

(94)
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d(z1,22,...,2,) =0 & Gu(x1,22,...,2,) + G (x1,29,...,2,) =0

<~ X1 =Ty =...=Ty

olur.

G, ve G, birer G,-metrik oldugundan d i¢in yapilan tiim permiitasyonlar G,, ve
G, i¢in yapilacak ve aymi degerler olusacagindan d altinda permiitasyon
degismezligi saglanmuis olunur.

{z;:i=1,2,...,n} TH{y; :i=1,2,...,n} olsun. G,, ve G., birer G,,-metrik
oldugundan dolay:

d(z1,22,...,2,) = Gu(r1,29,...,2,) + G (v1,29,...,2,)

IN

Gn(y17y27 GO ,yn) ol G;l(y17y27 R ,yn)
d(y17y27 s ,yn)

olur. Béylece monotonluk kosulu saglanir.

s+t = n olmak tizere x1,xs, ..., %5, Y1, Y2, ...,y € X olsun. O halde,

d(xlw'wxwyla"'?yt) Gn<x17'-'7$s7y17"'7yt)+G;1(x17"'7$s7y1---
< Gu(zy, .. xsw, .o w) + Gyw, ..o w1,
+ G (21, x5w,. .., w)+ G (w,...,w Y, ..,
< d(zy,. .., rw,. . w) Fd(w, . WYL, Yr)

bulunur. Dolayisiyla ticgen esitsizligi saglanir.

Bu ise d nin bir G,,-metrik oldugunu gésterir.

ii) (g1)
(92)

(93)

Y(x) =0 < x = 0 oldugundan (g,) kosulu saglanr.

G -metrik tanimindan d i¢in yapilan permiitasyonlar G, i¢inde yapilacak ve ayni
degerler olusacagindan d altinda permiitasyon degismezligi saglanmis olunur.
{z; 1 =0,1,....n} CTH{y; : 1 =0,1,...,n} olsun. G,-metrik tanimindan
Gn(T1, Ty .. x0) < Gu(y1,Ya, - - -, Yn) dir ve Y nin artanligindan dolay

d(zy, 9, ..., 1) V(Gn(T1, 29y .. 2y))
V(Gn(y1, Y25 -, Yn))

d(y17y27 S ayn>

IN

olur. Yani monotonluk kosulu saglanir.

7yt)
Ye)
yt)
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(94) s+t =nolmakiizere x1,...,xs,y1,...,y: € X olsun. Buna gore,

d(xlw"axsayla--'?yt) = w(Gn(xlw"axsayla"'>yt))

< WGz, xsw, o w) + Gr(w, . w1, Y))
< Y(Gu(zr, . xsyw, . w) FY(Gr(w, .. w, Y1, Y))
< (G, .z w, . w)) FU(Gr(w, . w Y, Ye))

= d(zy,...,zew,...,w)+dw,...;w, Y1, ..., Y)
elde edilir. Dolayisiyla tiggen esitsizligi saglanir.

Bu ise d nin bir G,,-metrik oldugunu gésterir.

Ornek 5.1 1, [0, 00) dizerinde artan, 1)(0) = 0, Yz, y, € [0, 00) igin (z+1y) < ¥(x) +1(y)
kosullarini saglayan bir fonksiyon olsun. Boylece her bir g G ,-metrigi igin 1) o g bir G,,-

metriktir. Asagida bunun birkag ornegi verilmektedir.

(1) k > 0 sabit bir nokta ve 1)(x) = kx i¢in (¢ o g)(x1, 2, ..., x,) = kg(x1, T2, ..., 2y)
dir.
x g(x1, 29, ..., xp)
2 pu—
@ ¥() = T

= dir.
1 +g(flj’1,$2,. : axn)

olmak iizere (¢ o g)(x1, T, ..., x,)

(3) Y(x) = /7 olmak iizere (¢ o g)(x1, T2, ..., 2,) = \/g(w1,29,...,2,) dir. Ustelik
p > 1 sabit olacak sekilde )(x) = x'/? icinde dogrudur.

(4) () = log(z + 1) olmak iizere (¢ o g)(x1, 22, ..., x,) = log(g(z1,xe,...,2,) + 1)
dir.

(5) k > 0 sabit bir nokta 1(x) = min{k, z} igin

(Vo g)(xy,x,...,x,) =min{k, g(x1,z2,...,2,)}

seklinde tanimly her bir 1) o g fonksiyonu birer G, -metriktir.

Yukaridaki ifadelerin yalnizca bir tanesi ispatlanacaktir, digerleri de benzer sekilde

gosterilebilir.

Ispat k > 0 sabit bir sayt ve 1(x) = kx olmak iizere,

(Yog)(z1,x9, ..., x,) = kg(x1,22,...,2,)

olsun. Bu sekilde tamimlanan bileske fonksiyonun G,-metrik kosullarim saglandig

gosterilmelidir. Her x4, xo, ..., x, € X igin,
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(91)
(Yog)(xy,xe,...,2,) = kg(xy,z9,...,2,) =0
< gl x9,...,x,) =0
& T1 =Ty =...=Ty
olur.

(g2) g bir G-metrik oldugundan (i) o g) igin yapian tim permiitasyonlar g igin
yapilacagindan ve aym degerler olusacagindan (¢ o g) altinda permiitasyon

degismezligi saglanmuis olur.

(93) {zi;i = {1,2,....,n}} C {yi;1 = 1,2,...,n} olsun. g bir G,-metrik oldugundan
dolayi,

(Yo g)(x,x2,...,T,) kg(x1, o, ..., x,)
< kg(y1, Y25 Yn)

(Yog) Wi, y2:---Yn)

olur. Béylece monotonluk kosulu saglanir.

(94) s+t =mnolmakiizere x1,...,x5,Y1,...,Yys,w € X olsun. Bu durumda,

(¢Og)(xlﬂ"wx&yl;"'ayt) = kg@lw--v%ﬂh---a%)
< k(g(xy, ... xs,w, ... ,w) + glw, ..., w0, Y1, ., Yr))
= kg(zy,...,x5,w,...,w) +kg(w,...;w,y1,...,Y)

= (Wog)(z,...,x5,w,...,w)+ (Yog)(w,...,w,yi,...

bulunur. Dolayisiyla tiggen esitsizligi saglanir.

Ornek 5.2 (Ayrik G,-metrik) X bostan farkli bir kiime ve d : X™ — [0, c0) fonksiyonu

Vxy,x9,...,x, € X icin,

0, z1 =29 =...=1x,15€

1, diger durumlarda

d(xy, T, ..., Ty) = {

olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda d, X itizerinde bir G,,-metriktir.

Ispat

(1) (g1) ve (go) durumlart agiktur.

7yt)
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(2) T1,%2, s Tny Y1, Y25 -5 Yn € X elemanlart lQ’ll’l {xla L2y -+ 73771} g {y17y2> s ayn}
kosulu saglansin. Eger {11, o, ..., x,} kiimesinin eleman sayisi 1 ise ©1 = x5 =

... = x, olacagindan
d(xy,29,...,x,) =0<1=d(y1,v2,---,Yn)
elde edilir. Eger {x1,xs, ..., x,} kiimesinin eleman sayisi birden biiyiik ise
d(x1, e, ..., x,) =1 =d(y1,Y2,---,Yn)
olup istenilen saglanmis olur.

(3) x1,%0, ..., TsyY1,Y2, - -, Ys, W € X ve s + t = n olsun. Eger

d(xy,...,z5w,...,w) = 1veyad(w,...,w,y,...,y) = 1 ise bu durumda

IN

(1, T Y1y Yt) 1

< d(xy,...,rw,. .., w)+dw,. .., WYL, .., Y)

olur. Eger d(xq,...,xs,w,...,w) = 0 veya d(w,...,w,y1,...,y;) = 0 ise bu
durumda Vi € {1,...,s}vej € {1,...,t} igin d(xy,..., 25, 91,...,ys) = 0 olur.
Boylelikle

d(x1, ..., Ts,Y1,---,Ys) = 0
= d(zy,...,zw, ..., 0)+ Gy, Y, W, ..., W)

olur.

Ornek 5.3 (G,,-metrik Uzayda Cap) R, = [0, o) olmak iizere,

d:R. xRy x ... xRy = R, fonksiyonu Ny, ..., x, € Ry icin

d(@1, 2y, .-, %) = max {z;} — min {z;}

olacak sekilde tamimlansin. Bu durumda d, R iizerinde bir G ,,-meriktir.

Ispat d fonksiyonunun (g1), (g2) ve (g3) aksiyomlarim sagladigi agiktir: (gy) aksiyomunun
da saglandig gosterilmelidir. Buna gore x1,...,%s,y1,...,ys,w € Ry ve s+t = n olsun.
M, = max{xy,...,zs}, m, = min{xy,..., x5}, M, := max{y,...,p} ve
my = min{yi, ...,y } olsun. Genelligi bozmadan M, < M, olarak alinabillir. Bu taktirde

tic durum soz konusudur. Bu durumlar,

(i) my < M, <m, <M,
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(ii) mgy < m, < M, < M,

(iii) m, < m, < M, < M,

seklindedir. Kolaylik agisindan A = d(xq,...,Zs,y1,...,4), B = d(x1,...,25,w,...,w)
veC'=d(w...,,w,,...,y) olarak almsin.(i) durumu i¢cin A = M, — m, olup w igin

asagidaki gibi bes farkl ihtimal vardir. Bu ihtimaller

my < My <my <M, <w A<w-m,=B<B+C

my < My <my, <w < M, A=M,—my+my—m; <B+C
my < M, <w <m, <M, A=M,—w+w—m,=B+C
A=M,—w+w—-—m, <B+C

A<M,—w=C<B+C

me < w < M, <my <M,

Ll

w < my < My <my < M,

seklindedir. (it) durumu icin A = M, — m, olup w icin asagidaki gibi bes farkli ihtimal

vardir. Benzer sekilde bu ihtimaller

my <my, < M, < M, <w A<w—-m,=B<B+C
A=M,—my+m, —m, <B+C
A=M,—w+w—-m, <B+C
A=My—w+w—-m, <B+C

A<M, —w=C<B+C

m, <my < M, <w < M,
m, <my, <w < m, < M,
my <w <my <m, < M,

w < my <my <my < M,

el

seklindedir. (iii) durumu icin M, < w veya w < m,, oldugunda d(x1,...,Ts,y ..., y:) <

d(yi, .., Y, w, ..., w) olur. Diger durumlarda

Az, ..., 26,y .. y) =dy1, -, Y, W, ..., W)

olur. Boylelikle d nin (g4) aksivomu sagladigr gosterilmis olur. O halde d, bir G,,-metriktir.

n

Uyar1 5.2 (X, ||.|) normiu bir uzay ve d : X x X x...x X — [0,00) fonksiyonu
Ve, ...,x, € X icin

d(wy, @2, - @n) = MAX [|z]| — min ]

olacak sekilde tanimlansin. Bu taktirde d, X iizerinde bir G,-metrik degildir. Genelde d
Sfonksiyonu (gs), (g3) ve (g4) aksivomlarmmi saglar ama genel olarak (g1) aksiyomu
saglamaz. Aslinda bazi i # j icin x; # x; olmasina ragmen ||xo| = ||z1|| = ... = ||z,

olacak sekilde x1, s, ..., x, € X olmasi ihtimalleri vardur.
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Ornek 5.4 (Ortalama G,-metrik) (X,0) bir metrik uzay olmak iizere vV, ..., 1, € X

icind: X x X x ... x X — [0,00) fonksiyonu

1 n
d(zy, @9, ..., x,) = = Z d(xi, x;)

ij=1

olacak sekilde tamimlansin. Bu durumda d, X tizerinde bir G,,-metriktir.

Ispat Ornek 5.1 (i) sikki geregince, d(xy, o, . .., x,) = > (2, ;) nin Xiizerinde bir G-
i<j
metrik oldugunu gortermek yeterlidir. A¢ikca d fonksiyonu (g2) ve (gs) aksivomlarmni saglar.

(91) 0, X iizerinde bir metrik oldugundan v\ = x5 = ... = x, ise d(x1,x2,...,2,) =0
dir. Tersine d(xy,xa, ..., x,) = 0iseVi,j = 1,...,ni¢in 6(x;,x;) = 0 olup x; =
... = x, bulunur.

(94) T1,- o, Ts, Y1, -+ Y, w € X ve s+t = nolsun. 0, X iizerinde bir metrik oldugundan
Vie{l,...,s}veVj e {1,...,t} icin 6(z;,y;) < d(x;,w) + 0(w,y;) saglanir: O

halde kolayca
i,J i J

olup her iki tarafa da ), 6 (x;, x;) ve > 0(y;,y,) ifadeleri eklenerek

i<j 1<j
d(x1, . T, Y1y ) < d(x, . s, w0, w) Fd(w, . W Yy, Yy)

elde edilir.

Ornek 5.5 (Max G,,-metrik) (X,68) bir metrik uzay olmak iizere, d : X" — [0,00)
fonksiyonu Nz, ,x, € X icin
d(z1,29,...,2,) = max (z;,x;)

1<i,j<n

ile tamimlansin. Bu durumda d, X tizerinde bir G, -metriktir.

Ispat Acik¢a d fonksivonu (g1), (g92), ve (g3) aksivomlarini saglar. (gs) ozelligi icin

Tlyeoy Ty Y1y - Y, W € X ve s+t =mnolsun. aveb
d(x1, ..., Ts, Y1, -, y) = 6(a,b)

olacak sekilde farkli elemanlar olsun. Buna gore ii¢ farkli olasilik vardir. Bunlar ise,

(i) a,be{xy,... x5}
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(i) a,be{y,...,y}
(l”) a € {$1,$2,...,$3} veb e {y17y27--'7yt}

olmasudw. (i) ve (ii) siklart i¢in (g4) aksiyomunun saglandigi aciktr: iii) durumu ele
almdiginda i € {1,...,s} ve j € {1,...,t} icin 6(z;,y;) < Oz, w) + d(w,y;)

oldugundan max 6(z;,y,;) < max d(x;,w) + max d(w, y;) olur. Boylelikle,
1,] ? J

d(zla"'axwylv"'ayt) (S(Cl,b) :n;lele(S(x%y])

IN

max 0 (z;, w) + max 6 (w, y;)
7 J

IN

d(zy,...,zs,w,...,w) +dw,...,w,y1,...,Y)

elde edilir.

Uyan 5.3 Ortalama G,-metrik drneginde, (X, §) metrik uzay igin,

d(zy, g, ..., 2,) = Z d(x;, xj)

i,j=0

bir G,,-metrik uzaydi. Buradan bu G,-metrik ve max G, -metrikleri (n) X (n) matrisinin

girdileri m;; = 6(x;, x;) olmak iizere M = {m; }1<; j<n i¢in,

d(l'l,l'Q, e axn) = Z 5($27$]) = ||M||1

ij=1

d(x1, 29, ..., 2,) = 12%”5(%’%) = [| M|

olarak goz oniine alinabiliv. Bu nedenle ||.||y ve ||.||cc normlart sirasiyla 0, ve (., matris
normlaridir. Dogal olarak ortaya su soru ¢ikar. "1 < p < oo i¢in | M ||, fonksiyonu (X, §)

metrik uzayt tizerinde bir G,,-metrik uzay midir?”

Ornek 5.6 (En Kisa G,,-Metrik Yolu) (X, ) 6klidyen bir metrik uzayved : X x X x X —
0, 00) fonksiyonu Nx,y, z € X igin,

d(x,y,z) = min{d(z,y) + §(y, 2),0(z, 2) + 6(z,v),(y,x) + 6(x, 2) }

seklinde tamimlansin. Bu durumda d, bir Gs-metriktir.

Ispat Bir Gs-metrik ayni zamanda bir G-metrik oldugundan d nin bir G-metrik oldugunun

gosterilmesi yeterlidir. Buna gore Vx,y, z,w € X igin,
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(G1) 0, X iizerinde bir metrik oldugundan Vx € X i¢in 6(z,z) = 0 olup d(z,z,z) = 0

bulunur.
(Gs) VY #yigin, d(z,z,y) = min{d(z,y),20(x,y),d(x,y)} = é(z,y) > 0dwr:

(G3) d(z,z,y) = d(z,y) < min{d(z,y) + 6(y,2),0(x, 2) + 6(2,y),0(y, 2) + 6(z,2)} =
d(x,y, z) olur.

(G4) Her a,b € X i¢in 6(a,b) = 0(b,a) oldugundan d(x,y,z) = d(x,z,y) = d(z,x,y) =
d(z,y,z) = d(y, z,z) = d(y, z, z) bulunur.

(G5) Genelligi bozmadan d(w,y, z) = 0(w,y) + d(y, z) alinabilir. Bu taktirde,
d(z, w,w) +d(w,y,2) = oz, w)+(w,y) +4(y,2)

o(z,y) +6(y, 2)
> d(z,y,2)

Y]

elde edilir. Béylelikle d bir G-metrik uzay olur. Yani d, bir G's-metrik uzaydur.

Uyarn 5.4
(1) Yukarida verilen orneklerde tanimlanan tiim G,,-metrikler ¢ok katlt bagimsizdr.

(2) (X,9) metrik uzayr verildiginde Vxi,x5,...,x, € X icin d : X" — [0,00)
fonksiyonu,

n—1

d(.fL'l, X9, ... ,l'n) = I;?elgl (5(1'7|—(Z), %W(i+1))
=1

olacak sekilde tanmimlanirsa Ornek 5.6. daki Gs-metrigi genellestirilmis olur. Burada S,
{1,2,...,n} nin tiim permiitasyonlarimin kiimesini temsil eder. Yani d(x1, zs, ..., x,)

sayisi x1,Ts, . .., T, hoktalarint birlestiren en kisa yolun uzunlugudur.

(3) 0 # X C R" olsun. Yani X, n-boyutlu bir veri kiimesi olarak gz oniine alinabilir.
d: X" — [0,00) fonksiyonunda d(x1, s, ..., x,) yi {x1,22,...,2,} C B olacak
sekilde en kiigiik kapali B yuvarmmin ¢apt olarak tamimlansin. Bu ise Slyvester
tarafindan tamitilan “verilen n noktayt iceren en kiiciik cember problemi” dir. Bu
problem n > 3 oldugu durumda d nin bir G, -metrik olmasi durumu agik bir

problemdir.

Teorem 5.2 (X, G,) bir G,-metrik uzay olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur.
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(1)
Gu(z,z,. .. 2, 9,y,...,y) <
N———
S tane
Go(z,z,...,x,w,w,...,w) + Gu(w,w,...,0,y,Y,...,Y)
N——— — ——
S tane S tane
dir.

2) Gu(z,y,y,...,y) < Gulz,w,w,...,w)+Gp(w,y,y,...,y)veG, ¢ok katl bagimsiz

ise,
Go(z,y,y,...,y) < Guz,w,w,...,w)+ Gy, w,w, ..., w)
olur.
3) Gu(v,z,...,x,w,w,...,w) < sG,(x,w,w,...,w)ve
N———

S tane
Go(z,z,...,x,w,w,...,w) < (n—8)G,(w,z,x,..., x)dir
———

s tane

(4) Gp(r1,29,...,2,) <> Gu(z;,w,w, ..., w) dir
i=1

o)
|Gy, 21,20, .. X 1) — Gp(w, x1, 29, ..., 2y 1)| <
max{G,(y,w,...,w),G,(w,y,...,y)}
dir.
(6)
s tane s’ tane
|Gn(Z, 2z, . 2, w,w,...,w) — Gp(Z,z,...,2,w,w,...,w)| <
|s — §'|Gp(z, w,w, ..., w)
dir.
S tane
(7) Gp(zx,w,w,...,w) < (1+ (s —=1)(n—9))Gp(Z,z,..., 2, w,w,...,w)dr

Ispat (1) ve (2) G,-metrigin (g4) aksivomu geregi saglamr. Dikkat edilirse ¢ok katli
bagimsiz bir G, -metrik uzay icin G, (y,w, ..., w) = G,(w,y, ...,y) dir



(3) (g4) aksiyomu geregince,

Go(z,...,z;w,...;w) < Gulz,...,z,w,w)+ G,(z,w,..., w)
——

s tane s-1 tane

IN

s-2 tane

IN

IN

sGp(z,w, ..., w)
bulunur.
(4) (g2) ve (g4) aksiyomlart geregince,

Go(z1,...,x,) < Gulr,w,...,w)+ Gp(za, ..., Thw)
< Gu(zy,w, ... w) + Gy(zg,w, ... w) + Gy (s,

IN

z”: Gu(z,w, ... ,w)
elde edilir.
(5) (g4) aksiyomu geregince
Gn(y, 1, 20 1) < Gplw,zy, .. 20 1) + Gu(y,w, . ..
oldugundan dolayt
Gu(y, 1, ...,y ) — Gu(w,xy, ... xn1) < Guy,w, ...
bulunur. Benzer sekilde
Gn(w,z1,...,xp 1) — Guly,x1,.. ., 20_1) < Gp(w,y,. ..

(6) (3) geregince agiktir.

(7) (3) geregince

Gu(z,w,...,w)+ Gu(z,w,...,w)+ ...
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Gu(z,...,z,w,w,w) + Gu(z,w,...,w)+ Gu(z,w, ..., w)
——

ey Ty Wy W)

W)

,Y)

Gn(r,w,...,w) < Gulz,z,w...,w)+Gy(w,z,...,x)

< Gu(z,z,z,w...,w)+ Gp(w,z,...,z)+ Gy (w,z,...,x)

< Gpla,...,z,w,...,w)+ (s —1)G,(w,x,...,x

< Gl ) + (s = 1)Ga( )
S tane

< Gulz,...,z,w,...,w)+ (s —1)(n — s)Gp(x,. ..
—— ——
S tane S tane

= 1+ (s=1)n—-35)Gu(x,...,z,w,...,w

(1+ (s = 1)(n— )Gl )
s tane

bulunur.
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Asagidaki 6rnek bir G,,-metrik verildiginde bu metrik ile bir uzaklik fonksiyonunun

nasil olusturulabilecegini gostermektedir.

Ornek 5.7 Herhangi bir (X, G,,) G,.-metrik uzay icin,

S tane S tane

(1) d(%y) :Gn(xwra7xay7y7)y)+Gn(y)y7ay7xax7ul‘)
(2) d(‘r7y> :Gn(xvnyv7y>+Gn(x7x7yuy77y)++Gn<xux7ax7y)

(3) d(%,y) = maX{Gn<£IZ'1,:L'2, s wrn)v: T; € {:C?y}vl S i S n}

seklinde tamimlanan d : X x X — [0, 00) fonksiyonlart birer uzaklik fonksiyonudur.

Ispat Burada tammii olan d fonksiyonlarinin uzaklik fonksiyonu oldugunu gostermek igin
ozdeslik negatif olmama simetri ve ticgen esitsizligini sagladigini gostermek yeterlidir.
Ancak bu fonksiyonlarin herbiri icin ozdeslik, negatif olmama, simetri ozellikleri agikca

goriilmektedir. Dolayisiyla herbir fonksiyon igin ti¢gen esitsizligini géstermek yeterlidir.

1) Her x,y,z € X icin,

s tane s tane
PR I NS
d(x,z) +d(z,y) = GuZ,z,...,2,2,2,...,2) + Gu(%, 2, ..., 2, x,2,...,x)

+Gn<Z7Z7"'7Z7y7y7"'7y)+Gn(y7y7"‘?y7z7z7"'7z>
—— ——

s tane s tane
Z Gn('raxv--'axvyuy?-"ay) +Gn(y,y,...,y,l’,$,...,l’> :d(ﬂi,y)
N——— N———
S tane S tane

olacagindan d fonksiyonu tiggen esitsizligini saglar.
2) Herx,y,z € X igin,

d(z,z) +d(z,y) = Gulx,2z,...,2) + ...+ Gz, 2z, ... 2, 2)
+Gn(z,y, . y) + o+ Galz, 2,
> Go(z,y,.. o y) + ..o+ G, z,. .z, y) =d

Gl

bulunur.

3) z,y € Xiginx = yised(x,y) = 0oldugundan d fonksiyonu ti¢gen esitsizligini saglar.
x # yised(x,y) = Gulay,...,a,) olacak sekilde ay, ... a, € {x,y} elemanlar
vardw. Her by, by, ..., b, € {x,y} icin,

Gn(al,az, ceey CLn) Z Gn(bl,bg, ce 7bn)
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olur. A := {i : a; = z} olsun. A¢ikca 1 < n(A) < ndw d = n(A) olarak alinsin.
Genelligi bozmaksizin a; = ... = ag = T Ve G441 = ... = ap, = Y varsayimi

yvapilabilir. Buna gére

d(z,y) = Gz, 2, ..., 2,9,Y,...,Y)
——

d tane

alinirsa,

d tane d tane

d(z,2) +d(z,y) > G,(Z,z,...,2,2,2,...,2) +Go(Z, 2, ..., 2,9, Y, - -, Y)
Z Gn($7x7"'7x7 y’ y7"'7y) = d(aj’ y)
e ——

d tane

bulunur.

5.2 G,-Metrik Uzayin Topolojisi

Tamm 5.3 (X, G,,) bir G,-metrik uzay olsun. xo € X ver > 0 olmak iizere
Bg, (xo,7) :={y € X : Gy(z0,9y,...,y) <71}

kiimesine x, merkezli r yaricapl G, -a¢ik yuvari denir.

Onerme 5.2 (X, G,,) bir G,-metrik uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

i) Gp(xo,21,..., 20 1) < rven({xo,z1,...,2,1}) > 3iseVi € {1,...,n— 1} i¢in
x; € Bg, (xo,r) dir.

ii) G, ¢ok katl bagimsiz ve G,,(xg,21,...,xn_1) <7Tise¥Vi € {1,...,n— 1} icinz; €
B(xo,r) dir.

iii) y € Bg, (x1,7m1) () Ba, (22, 72) olmak iizere
Bg, (y,6) C Bg, (z1,71) ﬂBGn(@,Tz)

olacak sekilde 6 > 0 degeri vardr.
Ispat G, (vg,21,...,0,_1) <7ve X = {mo,71,...,7,_1} olsun.

(i) n(X) > 3 oldugundan Vi € N i¢in {xo, z;,...,x;} € X oldugu aciktwr. G,, metrigin

monotonluk sartindan
Gn($0,$i7 s 71'7;) < Gn(an L1y 7'In—1) <r

olup Vi € Nigin x; € Bg, (xo, 1) dir.
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(ii) n(X) = 2 i¢in saglandigint gostermek yeterlidir. G,-metrigi ¢ok katli bagimsiz
oldugundan

Go(zo, iy x;) < Gplxo, 21, ... ) <7
olur. Dolayisiyla her i € N igin x; € Bg, (xo, 1) dir.

(iii) y € Bg, (z1,71) () Bg, (22,72) oldugundan i = 1,2 i¢in G, (z;,y,...,y) < r; dir
0= njir%{rz — Gu(xi,y,...,y)} olarak alinsin. Bu taktirde ¥z € B(y,d) vei = 1,2
icin ’

G 2z,...,2) < Gulxiyy, ... y) + Guly, 2, ..., 2) < Gplxi,y, ..., y) +0 <1y

bulunur. Boylelikle Bg, (y,0) C Bg, (xo,71) () Ba, (2, re) dir.

Bu 6nermede ki B = {Bg, (z,7) : © € X,r > 0} tim G,,-yuvarlarmm koleksiyonu X
iizerinde bir topoloji i¢in taban olusturur. Bu topolojiye B tarafindan iiretilen
G,-metrik topoloji denir.

Teorem 5.3 (X, G,,) bir G,-metrik uzay ve d(z,y) = Gn(z,y,...,y) + G,(y,z,...,x)
olsun. Bu durumda

T
Ba,, (o, ﬁ> C By(wo,7) € Ba, (w0,7)

olur.

Ispat y € Bg, (20,7) © Gu(w0,y,...,y) < r oldugu hatirlansn.

(i) © € Bg, (w0, %) olsun. Bu durumda G, (xg,z, ..., x) < % dir. O halde

d(xg,z) = Gplzg,x,...,x)+ Gu(x,z0,...,70)
Gu(zo,z,...,x) + (n — 1)Gy(x0,x, ..., )

S (n)Gn('xmma"'?‘iE) <r

IN

olur ve bu nedenle x € By(xg,r) dir.

(ii) x € By(xo, ) olsun. Budurumda d(zo, ) = G, (zo, x, ..., 2)+Gy(x, To, ..., T0) < T
dir. Gy (xo,x,...,x) < (n — 1)Gp(z, 0, ... ,x0) Gp-metrik ozelliklerinde saglanir
ve (1/n — 1)Gp(xo,z,...,2) < Gp(x,x0,...,20) olur. Esitsizligin her iki tarafina
Gn(zo,x, ..., x) ifadesi eklenirse buradan

(

n

n_l)Gn(xo,x,...,x) < Gul(zo,,...,2) + Gu(z, 20, ..., 20) < T

olur ve boylelikle G, (xg, x, ..., x) <

r <rolup x € Bg, (vo,r) bulunur.
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Boylelikle her G,,-metrik uzay bir d metrikten tiiretilen metrik uzaya topolojik olarak
denktir. Bu ise bir¢ok kavram ve sonucun metrik uzaylardan G,,-metrik uzaylara taginmasina

imkan verir.

5.3 G,-Metrik Uzayda Yakinsaklik Ve Siireklilik

Tamm 5.4 (X, G,,) bir G,-metrik uzay olsun. v € X bir nokta ve (x,,) C X bir dizi olsun.
1) Her ¢ > 0 degeri verildiginde bir N € N sayist i1,1o,...,1,1 > N igin
Gn($7 Ly Ligy xinfl) <e

olacak sekilde varsa (x,,) dizisi © noktasina G, -yakinsar denir ve (x,) Sy ile
gosterilir. Bu durumda (x,,) ye X te G, -yakinsak ve de x € X de (x,,) nin G,-limiti

denir.
2) Her ¢ > 0 degeri verildiginde bir N € N sayisi 11,19, ...,1, > N i¢in
Gu(xiy, ... x,) <€
olacak sekilde varsa (x,,) dizisine G,-Cauchy dizisi denir.

3) (X, G,,) uzayindaki her G,-Cauchy dizisi G,-yakinsak ise (X, G,,) uzayma G,-tam

denir.

Onerme 5.3 Asagidaki onermeler dogrudur:

(1) G, -metrik uzayindaki G, -yakinsak olan bir dizinin limiti tektir.

(2) G,-metrik uzayindaki G,,-yakinsak her dizi G,-Cauchy dizisidir.

Ispat

1) (X, G,) bir G,-metrik uzay ve x # y olmak iizere x,y € X noktalari yakinsak (x,,) C
X dizisinin limit noktalar: olsunlar. Bu durumda G, -yakinsaklik tanimindan dolay:
Vil, ig, R 7in—1 Z N1 lg’l}’l

€
Go(T, iy, sy, ) < -
Vil, ig, e 7in—1 Z NQ lg‘ln

Gn(y,ﬂfil, o ,[L’in_l) < E
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olacak sekilde Ny, Ny € N vardir. N := max{Ny, No} olsun. Eger m > N ise ii¢gen

esitsizligi ve G ,-metrik ozellikleri kullanilarak

Go(z,y,...,y) < Gulz,2m,. .., 2n) + Gu(Tm,y, ..., Y)
< Gu(@, Ty ooy Tm) + (00— 1)Go(Y, Ty - -+ T
< S4¢ —1)8
n ©

elde edilir. Buradan € > 0 keyfi bir sayt oldugundan G, (z,y, .. .,y) = 0 olur. O halde
x =y bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde G',,-metrik uzayda G,-yakinsak bir dizinin

limiti tektir.

2) (X,G,) bir G,-metrik uzay ve x € X noktasi yakinsak (x,) C X dizisinin limit

noktasi olsun. Yakinsaklik tamimdan Vi, . .. 1,1 > N igin
€
Gn(T, Ty, i, ) < -

olacak sekilde N € N vardw. Buradan G, -metrik ozellikleri ve monotonlugu

geregince,

3‘
—_
:‘
—_

Gn(Tigy Tiyy ooy Ty, ) < Gn(zi, x,x,...,x) <
k=0

e
Il
=
S|o
I
™

olur. Dolayisiyla (x,,) dizisi (X, Gy,) de bir G,,-Cauchy dizisi oldugu goriiliir.

Yardimei Teorem 5.2 (X, G,,) bir G,,-metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve v € X olsun. Buna
gore asagidaki ifadeler denktir.

(1) (2) < 2

(2) Here > 0 degeri verildiginde bir N € N sayist her k > N icin vy, € Bg, (z, ) olacak
sekilde vardir.

(3) 1 <s<n-—1ldegeriicin lim G,(vk,,..., %, 2, ...,x) = 0dwr Yani here >0

k1y.eery ks—o0

verildiginde bir N € N sayist ky, ..., ks > N icin G, (zgy, ..., T, T, ..., x) < €

olacak sekilde vardir.

Ispat

(1) & (2)) Gy-yakinsaklik tamimindan dolayr agiktr.
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((2) = (3)) Her e > 0 verildiginde k > N olacak sekildeki N € N i¢in x), € Bg, (, E)
s
dir. Yani G, (v, x, xp, ..., x) < = dir. ki, ks, ..., ks > N icin Teorem 5.2 (4) sikki
s
geregince

s

Go(Thy s Thyy o+ oy Ty Ty ey ) < ZGn(x,xkj,...,xkj) <e
j=1

bulunur.

((3) = (2)) € > 0olsun. ky, ks, ... ks > N ve

(1+(s—1)(n—29))

saglanacak sekilde N € N sayisi var olsun. Buradan Teorem 5.2 (7) sikki geregince

Gu(ky, .. ksyx,. .. x) <

Go(x,xp, ... x,) < (L + (s —1)(n—9)Gn(Tky -, Tpy T, ..., x) < €

s tane

bulunur.

Yardimei Teorem 5.3 (X, G,,) bir G,,-metrik uzay ve (x,,) C X bir dizi olsun. Bu durumda

(i) (z,) dizisi G,-Cauchy dizisidir.
(ii) n — o0 i¢in Gp(Tp, Tpg1, ..., Tpyr) — 0 dir

(iii) Sabit bir 1 < s < n sayisi igin
S tane

. e e
lim Gn(xk,...,xk,xl,...,xl)=O
k,l—o0

ifadeleri denktir.
Ispat

(1) = (2)) (zn), Gn-Cauchy dizisi olsun. O halde her ¢ > 0 verildiginde i1, 1o, . .. ,i, > N
icin Gp(xyy, ..., x;,) < € olacak sekilde N € N vardw. Bu durumda her ¥'n > N igin

Ty =T, ve Ty, = ... =T;, ., olursa
Go(T, Tpi1y oy Tn1) < Gy, ..oy 2,) <&

olur. ¢ keyfi oldugundan dolay1 G, (x, Tpy1, . .., Tny1) = 0 bulunur.
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((2) = (1)) n — ociken Gp(xp, Tpst, ..., Tpy1) — 0dir Yani VN € Niginn > N olmak
tizere Gp(Tp, Tpit, ... Tur1) — 0 dir O halde her € > 0 verildiginde VN € N igin

. € .
n > N olmak iizere G, (T, Tpi, - - - Tn1) < — dir. Bu durumda agikga,
n.n

n
Gn(T1,29,. .., 2,) < Z Go(Tiy Tpy ... Tp)
i=1

< Z(l + 1)Gn (@i, Tig1, - - -, Tig1)
=1

€ € 3
<—42—4+...+n—=c¢
n 2n n.n

bulunur. O halde agik¢ca her ¢ > 0 verildiginde 1,2,....n > N igin
Gn(x1, 29, ...,2,) < € olacak sekilde N € N vardur.

((2) = (3)) Genelligi bozmaksizin k < [ varsayisin. ¢ > 0 verilsin. Bu taktirde her bir
. €
m = 0,1,....,0 — k — 1igcin Gp(Tham, Thomsly- - Thoma1) < m olacak

sekilde N, € Nvardi: N := max{Ny, ..., N;_y_1} olsun. Buna gére Vk > N icin,

Gy oo Ty @y, my) < SGul(Tg, ..o, 1)
—— —

S tane

< s(Gu(Tr, Trts - Thrr) + Gu(@pyr, o, - .., x0))

-1

< S(Z Gn(%i, Tig1, ..., Tip1)) < €

i=k

bulunur. Eger k,1 > N ise G, (xg, ..., Tk, Xy, ..., x;) < € olur.
————

s tane
((3) = (1)) € > 0 verilsin. Varsayalum ki ve k,l > N iken

n(l+(s+1)(n+1-29))

Gn({L‘k,...7$k,[El,...,[El) <
——

S tane

olacak sekilde N € N var olsun. Eger iy, ...,i, > N ise

n
Gn<ﬂfil, e ,.CL’in) S Z Gn(SL’lk, Iio, N ,SL’m)
k=1

n s tane

< Z(l F(s+1)(n—=149)Gn(Tip, -y Tigy Tigy -+ Tiy) < E
k=0

bulunur.

Tamm 5.5 (X, G,,) bir G,-metrik uzay, A C X ve ¢ > 0 olsun.
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(1) Her bir x € X icin v € Bg, (a,¢) olacak sekilde a € A var ise A C X kiimesine
(X, Gy) nin bir &,G,~ag denir. Eger A kiimesi sonlu ise A ya (X, G,,) nin bir sonlu
e,G,-ag denir.

(2) Ve > 0ig¢in (X, G,,) iginde sonlu bir €,G,-ag var ise (X, G,,) ye tamamen G ,-sinirly

denir.

(3) (X, G,,) uzayi tam ve tamamen G.,-simirli ise bu (X, G,,) uzayina G,,~-kompakttir denir.

Tamim 5.6 (X, G,,) ve (Y, G,) Gn-metrik uzaylar olsun,

)T : X — Y déniigiimii  her bir Bg (T'(x),e) yuvart igin
T(Bg,(z,0)) € Bg (T(x),e) olacak sekilde Bg,(x,0) agik yuvart varsa T

doniisiimiine x € X noktasinda G, -siireklidir denir.
2) T : X — Y doniistimii Vx € X icin siirekli ise T doniigiimiine G,,-siireklidir denir.

3) T : X — Y déniisiimii bire bir, orten ve T ile T—* G,-siirekli ise T ye bir
Gn-homeomorfizm denir. Bu durumda X ve Y uzaylarina da G,-homeomorfiktir

denir.

4) "Eger X uzayi bir P ozelligine sahip ve X uzay ile Y uzayr G,,-homeomorfik ise bu
durumda Y uzayida P ozelligine sahiptir.” kosulunu saglayan G,-metrik uzayin P

ozelligine G,,-topolojik degismez adi verilir.

Onerme 5.4 (X,G,) ve (Y,G,) Gy-metrik uzaylar ve T : X — Y bir déniisiim olsun. Bu
taktirde asagidaki ifadeler denktir.

(i) T doniisiimii G,,-stireklidir.

(ii) Vo € X ve (x,) C X dizisi igin (x,,) dizisi x noktasina G,,-yakinsak ise (T'(x,,)) dizisi
T(x) noktasina G.,,-yakinsaktir.

Ispat (1) = (2)) v € X ve (z,) C X de x noktasina G,-yakinsak bir dizi olsun.
T : X — Y donisiimii G,-siirekli oldugundan ¢ > 0 verildiginde
T(Bg,(x,0)) € Bg (T(x),en™?) olacak sekilde 5 > 0 vardir () Sy g
oldugundan dolayr her i, ... i,_1 > N i¢cin G,(x,x;,...,x; ) < 0 esitsizligini
saglayacak sekilde N € N sayisi vardw. Boylelikle Yk = 1,2,...,n — 1 igin
Gn(x,2ip, ..., x;) < 0 elde edilir. Buradan T nin G, -siirekliliginden Vk € N i¢in,

Gn(T(z), T(xi), ..., T(x,)) < =
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esitsizligi saglamr. O halde

Gn(T(x), T(x;,), ..., T(z4,))

IA

ZG (25,), T(x),...,T(x))

IA

ZnG T(xi), ..., T(x,)) <€

olur. Bu ise (T'(x,,)) dizisinin T'(x) noktasina G, -yakinsamasidr.

((2) = (1)) Varsayalim ki T déniisiimii G,,-siirekli olmasin.
Bu durumda 3z € X elemani icin T, x noktasinda G,,-siirekli degildir. Bu durumda
d > 0igin Gp(x,y,...,y) < dve G, (T(2),T(y),...,T(y)) > colupy € X var
olacak bigimde 3¢ > 0 vardir. O halde Vk € N i¢cin G, (v, xp, ..., xx) < % ve
Go(T(z), T(xg), ..., T(xy)) > € olacak sekilde x € X alinabilir. Dolayisiyla (xy,)
dizisi x noktasina G,-yakinsar ancak (T (xy,)) dizisi T'(z) noktasina G,-yakinsamaz.

Bu ise kabiil ile celigir.

Yardimci Teorem 5.4 (X, G,) bir G,-metrik uzay ise G, fonksiyonu tiim n bilesenlerinde
siireklidir. Yani her bir i = {1,2,...,n} i¢in (z¥)pen Sy %, olacak sekilde X de bir dizi ise
k — oo iken (G,((x%), (z5), ..., (2F))) = Gu(x1, 29, . .., 1) dir:

Ispat Varsayalum ki her biri = {1,2,...,n} icin k — oo iken (x¥) ey Sy 2; olsun.
Verilen her ¢ > 0 i¢cin Yardimci teorem 5.2 nin (3) sikki geregince k > N; igin
Gl xy, .. x) < % olacak sekilde N; € N vardim N = max{Ny,..., N,} olsun. Bu
taktirde G, -metriginin permiitasyon bagimsizligi ve ii¢gen esitsizligi aksiyomlar: geregince
k > N icin,

Go(ah,. .. ab) <G (ah,wy, ... 20) + Gy, 25, ... 2F)

n

IN

Go(ah xy, . ) + Golwg, 2k, 1) + Gy, 9, 28 .. 2%)

rn

< ZGn(xf,xi, oo ) + Gpxy, 29, .o Ty)

< e+ Gu(r1,20,...,2y)
bulunur. Benzer yolla G, (x1,2a,...,2,) < € + Gu(a¥, 2% ... 2F) oldugu elde edilir.
Dolayisiyla |G, (2%, 2%, ..., 2F) — G, (21,22, ...,2,)| < € bulunur. Buda istenen sonucu

verir.
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6. BAZI SABIT NOKTA TEOREMLERI

Bu kisimda bazi sabit nokta teoremleri alisilmis metrik uzay, G-metrik uzay ve
G ,-metrik uzayda verilmistir. Bu teoremlerin alisilmig metrik uzay ve G-metrik uzaydaki
durumlar1 gerek olmadik¢a ispatlanmamistir. Gergekte alisilmis metrik uzayda iyi bilinen

bazi sabit nokta teoremlerinin G-metrik uzay ve GG,,-metrik uzay versiyonlari verilmistir.

Asagidaki ilk teorem alisilmis metrik uzayda iyi bilinen Banach sabit nokta
teoremidir. Sonrasindaki iki teorem sirasiyla G-metrik ve G,,-metrik uzayda Banach sabit

nokta teoremleridir.

(X, d) bir metrik uzay ve 7" : X — X bir doniisiim olsun. Vz,y € X i¢in
d(T'(x), T(y)) < Ad(z,y)

olacak sekilde 0 < A < 1 degeri varsa 1"”ye biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 6.1 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. Bu
taktirde T nin bir tek sabit noktasi vardw. Yani T(x) = x olacak sekilde bir tek x € X
noktast vardir. Ozellikle o, X te keyfi bir nokta ve x,, 11 = T"(x¢) seklinde tammlanan X de

bir dizi olarak alimr ise (x,,) dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

Teorem 6.2 (X, G) bir tam G-metrik uzay ve T' : X — X doniigiimii her x,y,z € X ve
A €[0,1) igin
G(T (), T(y),T(2)) < AG(z,y, 2)

kosulunu saglansin. Bu taktirde T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Teorem 6.3 (X, G,,) bir tam G,,-metrik uzay ve T : X — X doniigtimii her x4, . .., x, € X
ve A € [0,1) igin
Go(T(x1),...,T(zn)) < ANGp(z1, ..., 20)

kosulunu saglasin. Bu taktirde T nin bir tek sabit noktasi vardur.

Ispat yo € X keyfi bir nokta ve ypy1 = T(yx) = T*(yo) olsun. Buna gore Ik € N icin
Ykot1 = Yko 15€ T(Yr,) = Yk, olacagindan yy, sabit noktasi bulunur. O halde Vk € N igin
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Ykt1 7 Yi olsun. Buradan hipotez geregince,

Gn(Yrr1, Ukr2, -5 Ukv2) = Ga(T(Wr), T(Yrs1)s - T(Yrs1))
MG Yk Yrt1s - -+ Yr1)

MG (T (yr—1), T(yn), - -, T(yn))
NG (Yk—1, Yk - - -+ Uk

IN

IN

IN

>\k+1Gn(yO7 Y1, - - 7y1)

elde edilir. k — oo igin limit alinacak olunursa X € [0,1) oldugundan \**' — 0 olur:
Dolayisiyla G (Y1, Yer2, - - - Ykr2) — 0 elde edilir. Buradan Yardimci teorem 5.3
geregince (yx)ren bir Gy,-Cauchy dizidir. X bir tam G ,,-metrik uzay oldugundan (y,,) dizisi
yvakinsakdir ve iy, — z olacak sekilde z € X vardir. Buna gore,

Gn(Yrt1, T(2), ..., T(2)) < AGn(Yk, 2, .. -, 2)

olup k — oo igin limit alinacak olunursa y, — z oldugundan G, (yy, z,...,z) = 0 olur.
Dolayisyla G, (yps1,T(2),...,T(2)) = Gu(2,T(2),...,T(2)) = 0 olur ve T'(z) = z sabit

noktasina ulasilir.

Sabit noktanin tekligi i¢in z, Z farkli sabit noktalar olsunlar. Bu taktirde,
Gn(z,2,...,2) = G,(T(2),T(2),...,T(2)) < AGn(2,2,...,2)

olur. Bu ise A = 1 i¢in saglanmwr. Ancak A € [0,1) oldugundan bu bir ¢eliskidir. O halde

Gn(z,2,...,2) = 0olup z = Z dir, yani sabit nokta var ve tektir.

Asagidaki teorem alisilmis metrik uzayda Kannan sabit nokta teoremidir. Takip eden iki
teorem ise Kannan sabit nokta teoreminin sirasiyla G-metrik uzay ve G,,-metrik uzaydaki

karsiliklaridur.

1
Teorem 6.4 (X, d) bir tam metrik uzay ve T : X — X doniisiimii A € |0, 5) veherx,y € X
icin
d(T(x), T(y)) < Md(z,T(x)) + d(y, T(y))]

kosulu saglaniyor ise T nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktasi vardir.

1
Teorem 6.5 (X, G) bir tam G-metrik uzay ve T : X — X doniisiimii A € [0, g) ve her
x,y,z € X igin

G(T(x),T(y), T(2)) < AG(x, T(x), T(x)) + Gy, T(y), T(y)) + G(2,T(2), T(2))]
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kosulu saglaniyor ise T nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktasi vardir.

1
Teorem 6.6 (X, G,,) bir tam G,-metrik uzay ve T : X — X doniisiimii A € [0, —) ve her
n

T1,...,T, € X icin
Gn(T(x1),...,T(x,)) < ANGu(z1,T(21), ..., T(x1)) + ... + Gol@n, T(x0), ..., T(x,))]

kosulu saglaniyor ise T nin X uzayt i¢inde bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat z¢ € X, 2341 = T(x1) = T%(x0) seklinde tammli X iginde bir dizi olsun. Buna gére
1

hipotez geregince A € [0, —) i¢in,
n

Gn(T(xg), T (xs1)y - T(wpy1)) < NGn(xg, T(zx), ..., T(z)
+Gn (1, T(Tpt1), - o, T (1)) + - oo+ Gu(@rg1, T (@g1)y - o, T(Xps1)]
= NG (z, T(zg), ..., T(zx)) + (n — )Gp(vps1, T (h41), - - -, T(xp41))]
= \G(vg, T(xg), ..., T(xg)) + A(n — 1)Gn(@pi1, T (2h41), - - T(xg41))

olup buradan diizenleme ile

A
Go(T(21), T(Tp41), - T(xhg1)) < (m> Go(Tk, Thg1, - - - Thg1))
. . 1 . A .
elde edilir. Buna gore \ € [0, —) oldugundan = ———— € [0, 1) olur. Bu taktirde
n 1—(n—1)A

bu stire¢ tekrar edilirse,

Go(Trat, Thro, - s Tiro) =Gon(T(xr), T(xp41), -, T(Ts1))
<BGn(Thy Thys - -+ s Thy1)
=0G, (T (xx_1), T(xx),...,T(zx)))
<(B)Gu(wp—1, hy . . ., 1)

S(ﬁ)kJrlGn(an L1, 73:1)

elde edilir k — oo icin limit alindiginda B € [0,1) oldugundan (B3)*** — 0 olup
Gn(Tks1, Tha, - -, Tha2) — 0 olur. Yardimci teorem 5.3 geregince (xy) bir G,-Cauchy
dizisidir. X bir tam G,-metrik uzay oldugundan (vy) — u kosulunu saglayacak sekilde
u € X vardwr. Boylelikle

Gn(u, T(u),...,T(u)) <Gn(t, Tgi1,y .- Tpy1) + Gu(Trg1, T(w), ..., T(u))

<Gty Thity -y Thr1) + BGr(Tp, u, ... w)
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olup k — oo i¢gin limit alimdiginda G, (u, T'(u),...,T(u)) — 0 olacagindan T (u) = u olup
sabit noktanmin varligi goriilmiis olur. Tekligi i¢in u # v ve u,v T nin sabit noktalar: olmak
lizere
Gn(u,v,...,v) =Gp(T(u), T (v),...,T(v))
NG, T(W),.., T(W)) + (1= )G, (W), ..., T())]
=0

1
olup A € [0,—) oldugundan (n — 1)\ € [0,1) olur. Bu durumda G, (u,v,...,v) = 0
n

olmalidir. Buradan da v = v olur. Bu ise bir celiskidir. O halde sabit nokta var ve tektir.

Asagidaki ilk iki teorem alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen Chaterjee teoremi ve bu
teoremin G—metrik uzaylardaki versiyonudur. Asagida yer alan tiglincii teorem ise

Chaterjee sabit nokta teoreminin GG,,-metrik uzaydaki karsiligidir.

1
Teorem 6.7 (X, d) bir tam metrik uzay ve T' : X — X déniisiimii v € [0, 5) veVr,y € X
icin
d(T(z),T(y)) < ~ld(z, T(y)) + d(y, T(z))]

kosulu saglaniyor ise T doniisiimii X de bir tek sabit noktaya sabittir.

1
Teorem 6.8 (X, G) bir G-tam metrik uzayveT : X — X doniisiimii~y € |0, 6> veVzr,y, z €
X icin

G(T(2),T(y), T(2)) <7[G(x, T(y), T(2)) + Gy, T(x), T(2)) + G(z,T(x), T(y))]

kosulu saglaniyor ise T doniisiimii X de bir tek sabit noktaya sabittir.

1
Teorem 6.9 (X, G,) bir tam G, -metrik uzay ve T' : X — X doniisiimii v € [0, 2—) ve
n

T1,To, ..., T, € X icin

Gn(T (1), T(x2),...,T(x,)) <
YNGn(x1, T(x), ..., T(xp)) + ... + G(T(21), T(x2),...,T(Tp-1), )]

kosulu saglaniyor ise T doniisiimii X de bir tek sabit noktaya sabittir.
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Ispat zy € X, w4y = T(x1) = TF(w0) olacak sekilde tammli X de bir dizi olsun. Buna

gore hipotez geregince,

Gn(T(@r), T(xh41), - - T(@hsa)) <
VG, T(@ps1), - Tl@isr)) + (0 = D)Grl@psr, Taw), T(@pt1), - -, T(Th41))]
=[G (zk, Thao, - - s Thao) + (0 — V)G (That1, That, Thaoy - - -5 Tha2)]
<V[Gn(Tk, Thit1y - -y Thr1) + Gu(Tpg1, Thgas - - o Tipa) + (20 — 2)G(Tps1, Throy - -+ Thro)]
=G (T, Thy1, -+ - Tr1) + (20 — D)YGo (a1, Tha2y - - -5 Tht2)

oldugundan buradan basit bir diizenleme ile

fy
Gr(@ht1, Ths2, - oy Tppz) < mGn(ﬂ% Thil,- - Thil)
1
elde edilir. Buna gore y € [0, —) oldugundan \ = N Ay [0, 1) dir: Bu taktirde
2n 1—(2n—-1)y
bu stire¢ tekrar edilirse acikca
Gn(wk—i-la Lh42y -« - ,93k:+2) < >\k+1Gn($o, Ly, .- @1)

elde edilir. k — oo igin limit alimrsa \ € [0, 1) oldugundan \*** — 0 olacagindan dolay
Gn(Tps1, Tha, - - -y Tpr2) — 0 bulunur. Yardimer teorem 5.3 geregince (xy,) bir G,-Cauchy
dizisidir. X bir tam G,-metrik uzay oldugundan (x).) — u olacak sekilde uw € X vardir. Buna

gore

Q
3
RS

=
£
L=
&
IA

Gn(u, Try1, -« 1) + Go(aper, T(uw), ..., T(w))
< Gy pyrs oo Tpgr) + AGo(Tg, U,y . . 1)

olup k — oo igin limit almirsa G, (u,T(u),...,T(u)) — 0 olacagindan T(u) = wu
bulunur. Dolayisiyla sabit noktanin varligr goriilmiis olur. Tekligi i¢in v # v ve u, v T nin

sabit noktalar: olmak tizere,

Gn(u,v,...,v) = Gu(T(u), T(v),...,T(v))
< Y[Gn(u,v,...;0)+ (n—1)Gp(u,v, ..., 0)]
= ynGy(u,v,...,v)

1 1
olup v € [0, 2—) oldugundan vn € |0, 5) dir. Dolayiswyla G, (u,v,...,v) = 0 olmaldir.
n

Yani uw = v olur ve bu bir celiskidir. O halde sabit nokta vardiwr ve tektir.

Tamm 6.1 Bir (X, d) metrik uzayinda her x,y € X igin
d(z,y) = d(z,z) + d(z,y)

olacak sekilde bir z € X noktast bulunuyor ise (X, d) metrik uzayina M-konveks denir.
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Tamm 6.2 (X, d) bir metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii her x,y € X ve Ty(x)
M-konvekslik tanmimindan d(x,T(x)) = d(z, Ty (z)) + d(Th(z), T(x)) kosulunu saglayan
5
nokta ve ayrica i € {1,...,5} olmak iizere a; > 0, Y a; < 1 igin,
i=1

d(T(Tn(2)), T(Ta(y))) < ard(,y) + axd(x, T(Tar(x))) + azd(y, T(Ta(y)))
+ ayd(z, T(Tn (y))) + asd(y, T(Tu(z)))

kosulunu saglyor ise T ye genellestirilmis ara deger biiziilme doniisiimii denir.

Asagidaki teorem alisilmis metrik uzayda M-konvekslik ve genellestirilmis ara deger
biiziilme déniisiimiiniin sabit nokta ile ilgisini vermektedir. ifadenin ispat1 icin Chaterjee,
1983 makalesine bakilabilir.

Teorem 6.10 (X, d) M-konveks tam metrik uzay, T : X — X genellestirilmis ara deger
biiziilme doniisiimii ve X', X in tiim limit noktalarinin kiimesi olmak tizere Vo € X' icin
T(Ty(x)) = Th(T(z)) olsun. Bu taktirde T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Asagidaki teoremde G-metrik uzayda M-konvekslik ve genellestirilmis ara deger biiziilme
doniisiimiiniin sabit nokta ile ilgisini ortaya koymaktadir. Ifade G,,-metrik uzaym bir 6zel

hali oldugundan ispatina yer verilmemistir.

Teorem 6.11 (X, G) M-konveks tam G-metrik uzay, T : X — X genellestirilmis ara deger
biiziilme doniisiimii ve Vx € X icin T(Ty(x)) = Ty (T(x)) olsun. Bu taktirde T nin bir tek

sabit noktasi vardir.

Tamm 6.3 Bir (X, G,,) G,-metrik uzayinda her x1, . .., x, € X icin
Gn(1, 29, ..., xy) = Gpla1, 2,. .., 2) +Gp(z, 29, . .., x,) olacak sekilde bir z € X noktast
bulunuyor ise (X, G,,) G,-metrik uzayina M-konveks denir.

Tamm 6.4 (X, G,,) bir G,-metrik uzay olsun. T : X — X doniigtimii her z1,...,x, € X

ve T (x) M-konvekslik tanimindan

Gn(x,T(x),...,T(x)) =Gplx,2,...,2) + Gp(2,T(x),...,T(x))
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kosulunu saglayan nokta ve i = {1, 2,3} olmak iizere a; > 0, a; + (n+ 1)(az + a3) € [0,1)
icin,

Go(T (T (z1))y - T (T (20))) < a1Gr(1, ..oy x0)+

n

as| 30 Gl T(Tua(w), - T(Tu ()| +

Clz[ Xn: Gn(:cj, T(TM(%’))’ ce aT(TM(l’Hn—l)))]
1,j=1i#]

kosulunu sagliyor ise T ye genellestirilmis ara deger biiziilme doniisiimii denir.

Teorem 6.12 (X, G,,) M-konveks ¢ok katli bagimsiz, tam G-metrik uzay, T : X — X
genellestirilmis ara deger biiziilme doniigiimii ve X', X in tiim limit noktalarinin kiimesi olmak
sizereVr € X' icin T(Ty(x)) = Ty (T (x)) ozelligi saglansin. Bu taktirde T nin bir tek sabit

noktasi vardir.

Ispat z¢ € X ve xpy1 = T(Tw(x1)) seklinde tammlanan bir dizi olsun. T genellestirilmis

ara deger biiziilme doniigiimii oldugundan,

,21) + (n— )Gy (z1, 22 .., 20)|+
o)+ (n—1)Gp(x1, 1,19, ..., T2)]

Gu(z1,22,. .., 22) = Go(T (T (20)), T(Th (1)), - -, T(T(21))) <
a1Gy (o, 21, ..., x1) + az[Gp(20, 21, - . .

ag[Gn(LCo, T2, ...,

elde edilir. G,, ¢ok katli bagimsiz oldugundan G, (x1,x1, T, ..., x2) = Gp(x1,T2,...,22)

ve Gp(xo, Ta, ..., T2) < Gplwo, 21, ..., x1) + Gu(x1, T, . . ., T2) icin esitsizlik

Gn($1,$2, R ,.732) S ((1,1 + a9 + ag)Gn(SL’Q,$1, e ,$1>+

6.1)
(az(n — 1) + agn)Gp(x1, 22, . .., x2)

halini alir. Buradan ac¢ikca

a1+ as + as
— 1 —n(ay+ as)

Gn($1,x27...,1’2) Gn(l'o,l'l,...,(l?l)
ap + as + as

1 —n(ag + as)
olur. O halde tiimevarim yontemi ile her i € {1,2, ..., k} icin q; € [0,1) olmak iizere

sonucuna ulagilir. 0 < ay + (n+ 1)(az + a3) < 1 oldugundan q := €[0,1)

Gz, Ty, - Teg1) < 12 - - - @G0, 71, ..., 21)
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elde edilir. Buna gore Yardimci teorem 5.3 geregince (xy,) bir Cauchy dizisidir. (X, G,,) bir
tam G,-metrik uzay oldugundan () — u olacak sekilde u € X noktasi vardir. Buradan,

Gn(u, T(Ty(w)), ..., T(Th(u))) <
G, T, - xk+1) Gn(zrer, (T (w)), ..., T(The(w))) =
G, Tty - Tpar) + Go(T (T (2n)), T(Tar(w), -, T(The(u))) <
Gn(U, Tpaty oy Tpr1) + a1Gr(xp, uy . u)+
a2 |G Tk, Tty - -y Thr1) + (0 — V)G (w, T(Tar(w)), ..., T (T (uw)))]+
as[Gn (2, T(Ta(w)), .., T(Ty () + (0 = 1)Gn(u, T(Ths(x)), T(Tar (w)), -, T(Tar ()]

elde edilir. Bu ifade k — oo i¢in (xy) — u oldugu goz oniine alinip diizenlenirse

elde edilir. Buradan (n — 1)ay + nas € [0,1) olup Gy (u, T (T (w)), ..., T(Ty(u))) = 0
olur. Yani T'(Ty(u)) = u dur. Simdi u € X noktasimn sabit nokta oldugu gosterilsin. Bunun
icin T(Ty(x)) = Ty (T (x)) oldugu goz oniinde bulundurularak

Gn(u’ T(u)7 ° o ?T(u» -3 Gn(T(TM<U'))> T(T(TM(U)))> ce ’T(T<TM(U>)))
= Gn(T(Ta(w)), T(Ta (T (w)), -, T(Tas (T'(w))))
)

< a1Gp(u, T(w), ..., T(u))+
a[Gn(u, T(Thr(w)), -, T(Tar(u)))+

(n = 1)Gn(T'(u), T( M(T(U))) S T (T (T (w)))]+
a3[Gr(u, T(Ta (T (w))), - ... T(Tae (T (w)))) +

(n = 1)Gn(T(w), T(Ty (w), T(Tar (T (w)), .., T(Tas (T ()]

elde edilir. Bu noktada T (Ty(u)) = u sonucu kullanilir ise yukaridaki ifade
Gn(“a T(“)? s 7T(u)) < (al + na3)Gn(u7 T(U), s 7T(u))

olup G,,(u, T(u),...,T(u)) = 0 olur. Yani istenildigi gibi T (u) = u sabit noktast bulunur.

Sabit noktamin tek oldugunu géstermek icin u # v ve u ile v T nin sabit noktalari olsun. Bu
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durumda
Gn(u,v,...0) =Gu(T(u), T(v),...,T(v))
= Go(T(T(Ty (), T(T(Ty(v))), ... T(T(Ta(v))))
= Gn(T(Tu(T())), T(Tae(T(v))), - ... T(Tu (T'(v))))
< aGp(T(u), T(v),...,T(v))+
ag[Gn (T (w), T(Tar (T(w))), -, T(Taa (T () +
(n = 1D)Gn(T(0), T(Ta(T(v))), ..., T(Tar (T(v)))) ]+
ag[Gn (T (u), T(Ta (T (v))), .., T(Tn (T (v))))+
(n = 1)Go(T(v), T(Tn(T(w))), T(Tu (T (v))), - - ., T(Taa (T (v))))]
< (a1 +na3)Gp(T(w), T(v),...,T(v))
= (a1 + na3)Gp(u,v,...,v)
olup 0 < ay + nag < 1 oldugundan G, (u,v,...,v) = 0 dw: Dolayisiyla w = v olur. Bu ise

u # v kabulii ile ¢eligir. O halde sabit nokta var ve tektir.

Tamm 6.5 (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her bir x € X ve
her k € Nigin T*™ = T o T* ve T, X iizerinde birim doniisiim olmak iizere O(x, N) =
{x,T(x),...,TN(2)} ve O(z,00) = {x, T(x), T?*(x), ...} seklinde tanimlansin. Buna gore
bazi x € X i¢in O(x,00) de igerilen her Cauchy dizisi, X de yakinsak ise (X, d) metrik
uzayina T yoriingesel tamdwr denir. Ayrica A C X igin §(A) = sup{d(a,b)|a,b € A}
olarak tamimlansin. Bir T' : X — X doniistimii her x,y € X igin

d(T(x), T(y)) < gmax{d(z,y),d(z,T(x)),dy, T(y)),d(x, T(y)),d(y, T(x))}

olacak sekilde q € [0,1) var ise T ye bir quasi biiziilme déniisiimii denir.

Yardimci Teorem 6.1 7' : X — X bir quasi-biiziilme doniisiimii olsun. Bu taktirde her
re€ X, herneN, i,j€{1,2,....,n}veqe€|0,1) igin

d(T"(x), T'(x)) < q0[O(z,n)]

saglanir.

Ispat 2 € X, n € Nvei,jc{1,2,...,n} olmak iizere,

T ), T(z), TV (x), TV (x) € O(z,n)
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dw. T quasi-biiziilme oldugundan

d(T'(z), T’ (x)) = d(T(T"(x)), (T~ (x)))

gmax{d(T""!(x), T~ (x)),d(T"}(x), T"(x)),
d(T~(2)), T’ (2)), d(T" (), T’ (x)), d(T’~ (), T"(x)) }
76[0(z, n)]

IN

IN

olup istenilen saglanir.

Sonuc¢ 6.1 7' : X — X bir quasi-biiziilme doniisiimii ve v € X olsun. Bu taktirde her n € N
sayist igin d(x, T*(x)) = §[O(x, n)] olacak sekilde k < n pozitif tam sayist vardur.

Asagidaki ispatsiz verilen teorem alisilmis metrik uzayda iyi bilinen Ciri¢ sabit nokta teoremi
olarak bilinir. Ispat i¢in Ciri¢,1974 e bakilabilir.

Teorem 6.13 (X, d) T-yoriingeli tam metrik uzay ve T : X — X bir quasi-biiziilme

dontistimii olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1) T doniistimiiniin X de bir tek u sabit noktast vardir.

2) Yz € X lim T"(x) = u saglanwr.

n—00

n

3) d(T"(x),u) < d(z, T(x))

I—gq

Siradaki teorem G-metrik uzayda Cirié¢ sabit nokta teoremidir. G-metrik uzay G,,-metrik

uzayin 0zel hali oldugundan ispatsiz verilmistir.

Teorem 6.14 (X, G) bir T-yoriingeli tam G-metrik uzay T : X — X doniigiimii her x,y € X
ve ¢ € Feir icin
G(T(2),T(y), T(y)) < (G(z,y,y))

kosulunu saglasin. Bu taktirde T nin bir tek sabit noktasi vardir.

Tamm 6.6 (X, G,,) bir G,,-metrik uzay ve T : X — X bir doniigiim olsun. Buna gére her

r€ X, ke€NveTt =T oT*x) vede T, Xiizerinde birim déniisiim olmak iizere

O(x,N) = {z,T(x), T*(x),..., TV (2)}
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O(z,0) = {z,T(x), T*(z),...}

seklinde tanimlansin. Ayrica her A C X igin

6[14] = Sup{Gn(fL'l,ﬂfg, . ,ZL‘n) 1 x; € A}

olarak tanimlansin.

Tamm 6.7 (X, G,,) bir G,-metrik uzay olsun. x € X i¢in O(x,00) da icerilen her G,-
Cauchy dizisi X de G,,-yakinsak ise X, G,,-metrik uzayina T yoriingesel tam G,,-metrik uzay

ad verilir.

Tamm 6.8 (X, G,,) bir G,,-metrik uzay olsun. Bir T : X — X doniisiimii A € |0, 1) olmak

tizereVxy,xs,...,x, € X icin,
A
Gn(T(x1),...,T(x,)) < y max{G,(z1,...,z,)
U{Gu(z;, T(xj),...,T(x;)) 14, =1,2,...,n}}

kosulunu sagliyorsa T ye bir G, -quasi biiziilme denir.

Yardimeir Teorem 6.2 7' : X — X doniisiimii, bir (X, G,,) G,-metrik uzayda bir G,,-quasi
biiziilme doniistimii olsun. Bu durumda her v € X, A € [0,1) ve ky, ..., k, € {1,...,N}

icin,
(1) Go(T*(z),..., Tk (z)) < %5[0@, N)]
(2) 8[0(z,00)] < 5 ~ <G, T (), T(x))

ozellikleri saglanr.

Ispat (1) 2 € X olsun. {T% (z), T**\(x),...,T" (x)} kiimesi O(x, N) nin bir alt

kiimesi oldugundan ve T doniigiimii bir G ,-quasi doniigiim oldugundan dolayi,

Go(T™ (2), ..., T (2)) = Go(T(TH "\ (2)),..., T(T*(2)))

>~

< S max{{G,(T" (z),..., T (2))} U{Gn(Tki’l(a:), TF(z), ..., T" (x)}}

S>3

< —4(0(z, N))

olacak sekilde \ € [0, 1) vardr.
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(2) x € X olsun. (6(O(x,N)))nen dizisi monoton artan oldugundan
d(O(x,00)) = sup{d(O(x,N))|N € N} olur. Sabit Ny pozitif tam sayist igin (1)
ifadesi G, (v, T" (x),...,TF1(z)) = 3(O(x, No)) olacak  sekilde
ki, koy. .. ko1 € {1,2,...,No} var olmasim gerektirir. Genelligi bozmaksizin
ki < ky < ... < ky_1 oldugu varsayilabilir. Eger k,,_1 = 0 (yani her i igin k; = 0)
ise 6(O(z,N)) = Gu(z,x,...,x) = 0 dw Varsayalim ki k; # 0 ve kj_y = 0 olacak
sekilde 1 < j < n olsun. Bu durumda Teorem 5.2 (4) ve (1) ifadesinden dolay

n—1

G, T"(z),..., T (2)) < Gul(2, T(2),.... T(2)) + Y Gu(T¥(2),T(),...,T(x))

=jGu(z,T(x),...,T(x))+ i Gn(TH (2),T(2),...,T(x))
< jGu(x,T(x),...,T(x))+ (n — j)%é(O(m, M)
=jGu(z,T(x),...,T(x))+ (n — j)%Gn(x, T (x),...,Tk1)

elde edilir. Bunu neticesinde,

d(O(z, Ny)) Go(z, T (2),...,T"")

J
< @GH(JJ,T@),...,T(@)
< mGn(x,T(x),...,T(x))

bulunur. Ny keyfi oldugundan dolayr a¢ik¢a

3(O(z,00)) <

< mGn(x, T(x),...,T(z))

dir.

Teorem 6.15 (X, G,,) bir T-yoriingesel tam G,,-metrik uzay ve T : X — X bir G,-quasi
biiziilme doniigiimii olsun. Bu taktirde \ € [0, 1) ve x,y € X i¢in asagidaki ifadeler saglanir.

(1) T nin X de bir tek y sabit noktasi vardir.

(2) N = oo icin (TN(z)) £ y dir

)\N

3) Go(TN(z),y,...,y) Sm

Gn(x,T(x),...,T(x)) dir
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Ispat  (2) x € X alinsin. T, G,,-quasi biiziilme doniigiimii ve Yardimer teorem 6.2 (1) sikk
geregince, k1 < ko < ... < k, olacak sekildeki k1, . .., k, € N sayilart i¢in,

Gn(T* (x),..., T (2)) = G .(T(T*" *(x)),...,T(T* ' (x)))

< 250" ),k — ko + 1)

dir. Tekrar Yardimci teorem 6.2 (1) geregince
6[O<Tklil(x)7 kn - kO - 1)] = Gn(Thil(x)v Tll (Tklil(x)% s aTln(Tklil(x)))

olacak sekilde 1, < ly < ... < I, bigiminde ly,...,l, € {0,1,... k, — ki + 1}

sayilart vardir. Buradan
Gu(TH () T (T (@), ., T (T () =
Gu(T(TH (), T"TH TN 2 (), ..., T (T 72 (2)))

< Z0[0(TH2(x), 1, 4 1)]

<

S[O(T*%(x), kn — Ky + 2)]

S>3 >

elde edilir. Buna gore tiimevarim ile,

G (T (x),..., T (2)) < (5> 1 §[0(z, k)]

n

elde edilir. Yardimci teorem 6.2 (2) sikki geregince

Gn(T* (x),..., T (2)) < <%) 1 1 ﬁ )\Gn(x,T(x), .., T(x))

k1
bulunur. Buradan ky — oo icin limit alimirsa | — | — 0 olur: Bu ise (T™ (x)) itere
n

fonksiyon dizisinin bir G,-Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X, T-yoriingeli tam G-
metrik uzay oldugundan TV — y olacak sekilde v € X vardir:

(1) Iddia, y € X noktasi T doniisiimiiniin sabit noktasidir. Teorem 5.2 (2) sikki geregince

Gy, T(y), ... T () < Guly, TV (), ..., TV (y) + Gu(TV(y), T(y), ... T(y))
< Gy, TN N y), ..., TV () + %maX{Gn(TN(y), Yoo y),s

Gn(TV (), TV (y), ..., TV (), Gy, T(y), ..., T(y))
Go(TV(y), T(y), ... T(y)), Guly, T ' (y), ..., T ()}

< Guly, TN (), T ) + 2 (Gol T )y, 9)

+ Go(TY (), TV (), ... TV (1) + Gu(y. T(y), ..., T(y))
+ Gy, T" (), ..., TN (y)))

)
)
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olur. Buradan her N € N i¢in

Calys TW), - T)) € —1Gu(T (), v, o)+

G (). T (), TV ) + (5 1) Guly, TV W), TV )

elde edilir N — oo ig¢in limit almrsa (T™(x)) — vy oldugundan
Gy, T(y),...,T(y)) = 0 elde edilir. Dolayisiyla T'(y) = y sabit noktast bulunur.
Iddia T(y) = y sabit noktas: tektir. y, 1 farkli sabit noktalar olsunlar. Buna gére T

nin G.,,-quasi biiziilme doniisiimii olmasi gz oniine alindiginda

Gu(¥, 4, -, y) = Gul(T(®), T(y), -, T(y))
= 2 max{ Gl - 9), Gali, T(0), . T(5)
Gu(y, T(y),.. .. T(Y), Gu(4, T (), -, T (W), Galy, T(¥), ..., T(y))}
< 2 max{Gu(# 9, 9).Caly. 51 9)}
< 2 max{Gu(@.v. - 0).nGu(Fy - 0)}
= NGo (U, Y, ., Y)

bulunur. X € [0,1) oldugundan G, (y,y,...,y) = 0 olmaldirDolayisiyla § = y
bulunur. O halde sabit nokta tektir

3) .
Gu(T (), @) < () LGl T (o) Ti)
ifadesinde ko — oo igin limit alindiginda
AN\ n
GuT @) = () TG (o) Ti)

elde edilir.

Yardimci Teorem 6.3 (X, G,,) bir G, metrik uzay, T : X — X bir doniigiim, her
1

1., 2, € X, A€]0,1), B,7,h €0, —) ve
n

A:=Gp(x, T(x1),...,T(x1) + ... + Gu(xn, T(xy), ..., T(x,))

B = Gz, T(22), ... T(w0)) + - .. + G, T(21), .., T(2n-1))

olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.

(1) () Gu(T(x1),...,T(x,)) < AGy(21,...,2,) dir
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(i)
Go(T(x1),...,T(z,)) <
BIGn(x1, T (1), ..., T(x1)) + ... + Gp(xn, T(y), ..., T(x,))]

dir.

(iii)
Gn(T(x1),...,T(x,)) <
VNG (x1, T(x), ..., T () + ...+ [Gu(xpn, T(x1), ..., T(p_1))]
dir.

(2) a,b,c negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere
sup{a(z1,...,x,) +nb(x1, ..., 2,) +nc(zy, ..., 2,)} <A< 1

kosulu her z, . .., x, € X icin saglansin. Buradan,

Go(T(x1),. .., T(xy)) < alwy, ..., 20)Gn(T1, ... 20)+
b(x1,. .., x0)|[Gnl(x1, T(x1), ..., T(x1)) + ... + Gu(@n, T(xp), ..., T(x,)]+
(@1, ..o, 20)|Grlr, T(x2), ..., T(xn)) + ... + Gol@n, T(x1), ..., T(xp-1))]

olur.

S

S|

—
&
X

(3) Gu(T(x0), ..., T(z,)) < hmax {Gn(xl, ),

b

Ispat

(1) = (2) Herzy,...,x, € X i¢in T doniisiimii,
(1) (i) kosulunu saghyor ise a(xy,...,x,) = X\ b(x1,...,2,) = c(x1,...,2,) =0
alimirsa 2) kosulu saglanir. T donitisiimii
(1) (ii) kosulunu saglyor ise b(xy,...,x,) = B, a(xy,...,x,) = c(x1,...,2,) =0
almirsa 2) kosulu saglanir. T doniisiimii
(1) (iii) kosulunu saglyor ise c(xy,...,x,) = 7, a(ry,...,x,) = b(x1,...,2,) =0

almirsa 2) kosulu saglanr.
(2) = (3)
A:=Gu(r, T(xy), ..., T(x1)) + ... + Gu(xp, T(xy), ..., T(24))

B :=G,(z1,T(x2),...,T(xn)) + ... + Gz, T(x1), ..., T(xn-1))
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B
ve M(xy,...,x,) := max {Gn(:pl, e T)y —, —} olsun. T' doniisiimii 2) kosulunu
n’'n

sagladigindan,

Gn(T(21),....T(zn)) < alzy, ..., 2,)Gr(21, ..., 20)
+b(z1, ..., 20)A+c(z1,...,2,)B
=a(xy, ..., 2,)Gp(x1,. .., 2p)
A B
+ nb(xq, ... ,xn)ﬁ + ne(xy, ... ,%)E
<a(xy,...,zo)M(z1,...,2,)
+nb(zy, ..., ) M(x1, .. x) Fne(xy, .o xn) M (2, .00 xy)
=(a(z1,...,xn) +0b(xy, ..., 2,) +nc(x,. .., x,))M(z1,...,2,)

<AM(x1,...,2y)
A B
=)\ Gn Yoy Ty T
max{ (21 Tn) " n}

olup T doniigtimiintin 3) kosulunu sagladig goriiliir.

(3) = (1) Herxy,...,x, € X igin,
Mz, ... %) = Gl .
A

(x1,...,@ xp) ve X = hicin T doniisiimii 1) (i) kosulunu saglar.
M(zy,...,x,)
( x

— ve 8 = — i¢in T doniisiimii 1) (ii) kosulunu saglar.

n
B

, n):EWV:

SIS

Mz, ... i¢in T dontigtimii 1) (iii) kosulunu saglar.

Yardimei Teorem 6.4 (X, G,,) bir G,, metrik uzay, T : X — X bir doniisiim,
A:=G(x, T(xe), ..., T(21)) + ... + Gu(@n, (), ..., T(xp))
ve
B :=G,(x1,T(x2), ..., T(xn)) + ...+ Gp(xn, T(x1), ..., T(Tp_1))
olmak iizere asagidaki ifadeler denktir.
(1) sup{q(z1,...,xn) +7(x1,...,2n) +t(z1,...,20)} <A< 1veherxy,...,z, € X
icin,
Gn(T(x0),....T(zn)) < q(@1,...,20)Gp(x1, ... 20)+
r(z, ..., xn)A+t(xy,...,2,)B

(2) he[0,1)veherxy,...,x, €X icin

B

Go(T(0), ..., T(wn)) < hmax{Gn(:vl, e Tn), A E}
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1
(3) a€[0,1), 8,7y €0, E) ve her x1,...,x, € X icin
(i) Go(T(x1),...,T(z,)) < aGu(x1,...,x,)

(i) Gno(T(x1),...,T(x,)) < BA
(iii) Go(T(z1),...,T(xn)) < B

n
Ispat

B
(2) = (3) Herxy,...,x, € X ve M(z1,...,2,) = max {Gn(xl, ce ), A, —} i¢in
n
X1,y Ty) = Gplxy, ... x,) ve o = higin T doniisiimii 3) i) kosulunu saglar ve

(
h
M(zy,...,x,) = Ave f = — igin T doniisiimii 3) i1) kosulunu saglar.
n
(

M(xy,...,z,) = —vey = h igin T doniisiimii 3) iii) kosulunu saglar.

q(z1, .. xn) =, m(T1, ... xn) = 21, ..., x,) = 0igin 3) 1) kosulu saglanr.

r(zy,...,x,) =0, q(x1, ..., x,) = t(x1,...,2,) = 0igin 3) it) kosulu saglanr.

t(zy,...,x,) = 1, q(z1,. .. xn) =1r(x1,...,2,) = 0icin 3) iii) kosulu saglanir:
n

B
(1) = (2) M(zy,...,2z,) := max {Gn(xl, Cey Tn), A, —} i¢in, T dontigiimii 1) kosulunu
n
sagladigindan,

Gn(T (1), ..., T(x0)) < q(x1, ..., 2,)Gp(xy, ..., 2p)
B
+ (T, .. xn) A+ t(x, ... ,xn)g
<q(xy,...,xn)M(x1,...,2,)
+ (T, )M (2, ) (e, )M (2, X))
=(q(x1, ..., xn) +r(xe, ... zn) Ft(xy, .. 2)) M (21, ... xy)
<AM (1, ..., 2,)

=)\ max {Gn(xlv coesn )y Ay g}

olup T déoniigtimiiniin 2) kosulunu sagladigi goriiliir.

Siradaki teorem Zamfirescu sabit nokta teoremidir ve sirasiyla alisilmis metrik uzay,

G-metrik uzay ve G, -metrik uzayda ispatlari ile verilmistir.

Teorem 6.16 (X, d) bir tam metrik uzay olmak iizere T : X — X doniigiimii Vx,y € X,
1
a€l0,1)ved,ce|0, 5) icin,
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(z1) d(T(z),T(y)) < ad(z,y)
(z2) d(T(x), T(y)) < bld(x, T(x)) +d(y, T(y))]

(z3) d(T(z),T(y)) < cld(z, T(y)) + d(y, T(z))]

kosullarindan en az birini sagliyor ise T' nin bir tek x € X sabit noktasi var olup x,, 1 =

T(z,) ile tanimli Picard iterasyonu bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat .,y € X noktalarini sabitleyelim. Buradan

» Eger (z2) kosulu saglaniyor ise ii¢gen esitsizligi aksiyomunu kullanarak,

AT@),T) < bide, T@) + dly, 7))
= d(T(@), () < Ve, @) +dy,2) +da, T() + d(T(), ()]
= (1 DT (). T() < 2d(r.T(x)) + bi(r.y)
S dT@).TW) < od(, T() + ()

olur.

» Eger (z3) kosulu saglaniyor ise ti¢gen esitsizligi aksiyomunu kullanarak,

d(T(z), T(y) < cld(z,T(y)) +d(y,T(z))]
= d(T'(z), T(y)) < cld(z,T(y))+dy, =)+ d(z,T(y)) + d(T(y),T(x))]
= (1= 0)d(T(2),T(y)) < 2cd(z,T(y))+ cd(z,y)
= UT@) T() < Tod(e, () + - —d(ry)
olur.
Buradan ;
d := max{a, % 1——0}

1
olmak iizere a € [0,1) ve b, c € [0, 5) oldugundan § € |0, 1) elde edilir. Bu taktirde,
(2) d(T(x), T(y)) < 26d(z, T(x)) + 6d(z,y)
(z3) d(T(x), T(y)) < 26d(x, T(y)) + dd(z,y)

Sformuna doniisiir. Bu durumda T nin sabit noktasi oldugu gosterilsin. xy € X ve (z,)nen

dizisi x,1 = T(x,) Picard iterasyonu olacak sekilde alinsin. Eger x = =, ve y = x, 1



91

olarak alimrsa (23) i kullanarak

d(T(xn), T(xp_1)) < 20d(xn, T(xp_1)) + 6d(xp, Tp_1)
= 0d(xn,Tp 1)
olur. Bu ise dizinin terimlerinin indis biiyiidiik¢e birbirine yakinlastigini yani dizinin bir

Cauchy dizisi oldugunu gésterir. X tam metrik uzay oldugundan x,, — x* olacak sekilde

bir x* € X vardwr. Buradan

IN

d(z*, T(x*)) d(x*, xpy1) + d(zper, T(2"))
= d(z*,zp1)) +d(T(x,) + T(z"))

< d(a", xpa1) + 20d(zy, T(x")) + 0d(x*, x,,)

olup n — oo igin limit alindiginda d(x*,T(z*)) < 2dd(x*,T(x*)) olup d(x*,T(z*)) = 0
elde edilir. O halde T'(z*) = x* sabit noktast bulunur. Tekligi i¢in x # y olacak sekilde x ve

v sabit noktalari igin
d(z,y) = d(T(x), T(y)) < od(z,y)

olup 0 € [0, 1) oldugundan d(x,y) = 0 olmalidw. Buna gore x = y olur. Bu ise bir ¢eliskidir.
O halde © = y olup bir tek sabit noktanin oldugu goriiliir.

Teorem 6.17 (X, G) bir tam G-metrik uzay olmak iizere T : X — X doniigiimii Vx,y, z €

1 1
X, a€[0,1), €0, 5) vey € [0, 6) icin,

(z1) G(T(x), T(y),T(2)) < aG(z,y,2)
(z2) G(T(x),T(y),T(2)) < BIG(2,T(x), T(x)) + Gy, T(y), T(y)) + G(z,T(2),T(2))]
(z3) G(T(x), T(y),T(2)) <[G(2,T(y), T(2)) + Gy, T(x),T(2)) + G(z,T(x), T(y))]

kosullarindan en az birini saghyor ise T' nin bir tek x € X sabit noktast var olup

Tnr1 = T(xy,) ile tammly Picard iterasyonu bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat x € X keyfi bir nokta, v1,.11 = T(x1,) = T*(x0) olacak sekilde tanimli (x,) dizisi ele

, , 7 } olsun. Acikca dikkat edilirse 0 < 1 dir. Bu durumda
1-28"1— 5y

T = Tpi1, Y = 2 = Tpao alinsin. Bu noktalar i¢in ti¢ durum séz konusudur.

alinsin. 6 = max {a

(1.durum) =z,vy, 2z noktalar: (z1) kosulunu sagliyor ise,

G(Tpy1, Thgos Try2) < QG (T, Tpg1, Tiy1) < G (g, Tig1, Tigr)

olur.
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(2.durum) =z,vy, z noktalari (z2) kosulunu sagliyor ise,

G(Tpy1, Thgo, Tpyz) < B[G(iﬂk»iﬁmbl‘kﬂ) + G(Thg1, Tha, Thg2) + G($k+la$k+2a$k+2)]
= BG(wg, Thy1, Tey1) + 2BG (Trt1, Thoy2, Tryo)

olup buradan diizenleme ile

G(Ikﬂ, Tk+2, $k+2) < G(iﬁk; Tr41, $k+1)

1-26
< 5G($k> Th+1, $k+1)
elde edilir.

(3.durum) =z,vy, 2z noktalar: (z3) kosulunu sagliyor ise,

G(Tkt1, Thi2, Thr2) < VY|G(Tk, Thr2, Thr2) + G(Tpi1, Tps1, Trpa) + G(Tri1, Trio, Tii1)]

IN

VG (@, Thtr, Tis1) + G(Xps1, Thto, Tir2) + G(Tps1, Thtt, Tit2)]

< Y[G(xg, Tpy1, Tpy1) + DG (Ti1, T2, Tia)]

olup buradan diizenleme ile

G($k+17 Th42, l“k+2) < G(l“ka T+, $k+1)

1 -5y
< 0G(xk, Tht1, Tht1)

sonucuna ulagilir.

O halde agik¢a her ii¢ durum icinde
G(Thi1, Thy2, Tryo) < OG (T, Tpy1, Trgr)
sonucu elde edilir. Bu sekilde devam edilerek
G(Zht1, Thio, Thyo) < 6°G (2o, 21, 21)

saglamr. Bu esitsizlik her k icin dogru oldugundan dolayr Yardimci teorem 5.3 geregince
(xx) bir G-Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (X, G) bir tam metrik uzay oldugundan (x)) — u
olacak sekilde w € X vardw. Simdi varsayalim ki T'(u) # u olsun. Buna gére x = .,

y = z = T'(u) noktalari igin 3 durum séz konusudur.

(1.durum) Bu noktalar (z1) kosulunu sagliyor ise,
G(rps1, T (u), T(u)) < aG(xg, u,u)

olup k — oo igin limit alimr ve G-metrigin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

olmasindan dolay1 G(u, T'(u), T (u)) < aG(u,u, w) bulunur. Buna gére
Gu, T(u), T(u)) =0=T(u) =u

olur.
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(2.durum) Bu noktalar (z2) kosulunu sagliyor ise,
G(xk-‘rh T<u)7 T(“)) < 6[G(l‘k, Lk+1, xk+1) + G(“? T(“)? T(“)) + G(u7 T(u)7 T(u))]

olup k — oo i¢in limit alimir ve G-metrik uzayin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

oldugu goz oniinde bulunursa
G(u, T(u), T(u)) < G(u,u,u) + 2G(u, T(u), T(u)) = 268G (u, T'(u), T (u))

1 2
bulunur. 5 € [0, 5) oldugundan 2/ € [0, §> dir. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir. O
halde T'(u) = u olmalidwr.

(3.durum) Bu noktalar (z3) kosulunu sagliyor ise,
Glares, T(u), T(w)) < 11G (wr T(w), T(w) + G, u. T(w) + Glagsr, T(w), u)]

olup k — oo i¢in limit alimir ve G-metrik uzayin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

oldugu goz oniinde bulunursa
Gu, T(u), T(u)) < ~[G(u,T(u),T(u))+ G(u,u,T(u)) + G(u, T (u),u)]
< 57G(u, T(u), T(u))

1
bulunur. v € [0, 6> oldugundan 5v € [O, g) dw. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir. O halde
T (u) = u olmahdir.

U¢ duruma gére u nun T nin sabit noktast oldugu gorviilmiis olur. Simdi sabit noktanin tekligini
ispat etmek icin u # v olmak iizere u ile v nin T nin sabit noktalar: olduklar: kabul edilsin. O

halde v = T (u), y = z = T'(v) noktalar i¢in oncekilerde oldugu gibi ii¢ durum incelensin.

(1.durum) Noktalar (z1) kosulunu sagliyor ise,

G(u,v,v) = G(T(u), T (v),T(v)) aG(u,v,v)

= G(u,v,v) < aG(u,v,v)

IN

olur. o € 10, 1) oldugundan G (u,v,v) = 0 olmalidwr. O halde v = v sonucuna ulasir.

(2.durum) Noktalar (z2) kosulunu sagliyor ise,

G(T(u), T(v), Tw)) < BlG(u,T(u), T(u))+ G(v, T(v),T(v)) + G(v, T(v), T(v))]
= G(u,v,v) < B[G(u,u,u) +Gv,v,v)+Gv,T(v), T(v))] =0

bulunur. Buradan agik¢a G(u,v,v) =0 = u = v dir.
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(3.durum) Noktalar (z3) kosulunu sagliyor ise,

G(T(u),T(v), T(v)) < G, T(v),T(v))+ G(T(u),v,T(v)) + CG(T(u),T(v),v)]
= G(u,v,v) < 3vG(u,v,v)

1 1
bulunur. v € [O, 6> oldugundan 3~ € [0,§> dir. Dolayisiyla G(u,v,v) = 0
olmalidwr. O halde u = v sonucuna ulasilir.

Her ii¢ durumda incelendiginde sabit noktanin tek oldugu goriilmiis olur.

Teorem 6.18 (X, G,,) bir tam G,,-metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii Vx4, ..., z, €

X, a€l0,1),p¢€ [O, %) very € [0, %) icin,
(z1) Go(T(x1),...,T(zy)) < AGp(x1,...,25)

(22)

Go(T(z1),...,T(x,)) < [Gp(x1, T(22),...,T(x,))
+ Gp(xe, T(x1), T(x3), ..., T(xn)) + ... + Gu(xp, T(x1), T (22), ..., T(xp-1))]

kosullarinda en az biri saglaniyor ise T nin bir tek sabit noktast vardir ve x, 1 = T(x,)

Picard iterasyonu bu sabit noktaya yakinsar.

Ispat xy € X keyfi bir nokta, (vy), 241 = T(xp) = TF(x0) seklinde tammii bir dizi

olsun. 6 = max {a, T (nﬁ— 03 1= (22 — 1)7} olsun. Ac¢ikca dikkat edilirse 6 < 1 dir.
Bu durumda v\ = x4, xo = ... = x, = Xpio alinsin. Bu noktalar igin ti¢ durum séz

konusudur.
(1.durum) Noktalar (z1) kosulunu sagliyor ise,
Gr(Thi1, Thyos - o Thy2) < aGn(Tp, Thgt, - oo Try1) <0G (Tk, Tgrs - - -, Thy1)

olur.
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(2.durum) Noktalar (z2) kosulunu sagliyor ise,

Gn(Trg1,Tps2s - Try2) < BIGn(Th, Tig1, - - -y Tg1)
+Gn (Tpa1, Thgos -5 Tig2) + - o+ G g1, Trg2, - - - Tig2)]
= 5Gn(9€k, Tk+1, - - - :$k+1) + (n - 1)5Gn(9€k+1, T2, - - - 7$k+2)

olup buradan diizenleme ile

B
l1—(n-=-1)p

<0G (T, Tht1s - -+ Thot1)

IN

Gl Thi1, Thyos - - Thy) Gn(Tk, Thtt, - - - Thg1)

bulunur.
(3.durum) Noktalar (z3) kosulunu sagliyor ise,

Gn(Tha1, Thao, - - Thao) <Y[Gn(Tk, Thao, - - -, Tra2)
+ (n— 1)Gn(@ps1, Tps1, Tproy - -+ Tiro)]
<V[Gn(@k, Tht1, - - -, Tg1) + Go(Tor1; Tht2, - -, Ths2)
+2(n — 1)Gn(Ths1, Ty - - - s Thyo)]
=YGn (T, Tht1, - - -, Tha1) + (20 — D)VGr(@hir, Ths2, - - -, Tpra)
olup buradan diizenleme ile

__r
1—02n—-1)y
S 6Gn(xk’7 Th+1, - - - 7$k+1>

IA

Gr(Ths1, T2, - - Thot2) Gn(Tk, Tty - - - Thg1)

sonucu elde edilir.

O halde ac¢ikca her ti¢c durum i¢inde
Gn(Thi1, Thaoy - Thr2) < OGu(Tky Tty -+ oy Thoy)
sonucu elde edilir. Bu sekilde devam edilerek
Gn(Thg1s Thpos - - -y Thpa) < 0"Gr(o, 21, ..., 21)

saglamr. Bu esitsizlik her k i¢in dogru oldugundan ve Yardimci teorem 5.3 geregince (xy,)
bir G,-Cauchy dizisidir. Dolayisiyla (X, G,,) bir tam G,,-metrik uzay oldugundan (xy) — u
olacak sekilde u € X vardwr.Simdi T'(u) # u oldugunu varsayalim. Buna gore 1 = Ty,

xo = ... = x, = T(u) noktalart i¢in 3 durum soz konusudur.

(1.durum) Noktalar (z1) kosulunu sagliyor ise,

Gn(xps1, T(u), ..., T(u)) < aGp(xg,u,. .., u)
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olup k — oo igin limit alanir ve G,,-metrik uzayn tiim degiskenleri iizerinde siirekli

oldugu goz oniinde bulunur ise

Gn(u, T(u),...,T(u) < aGu(u,u,... u))
bulunur. O hlade agik¢a G, (u, T (u), ..., T(u)) = 0 olup T(u) = u oldugu goriiliir.
(2.durum) Noktalar (z2) kosulunu sagliyor ise,
Gn(Tps1, T(w), ..., T(u)) < BlGn(Thy Tps1s - -« Tpy1)+H(n—1)Gp(u, T'(u), ..., T(u))]

olup k — oo igin limit alinir ve G,-metrik uzayin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

oldugu goz oniinde bulunur ise

Go(u, T(u),...,T(u)) < BlGp(u,u,...,u)+ (n—1)G,(u,T(u),...,T(u))]

= (n—1)8Gn(u,T(v),...,T(u))

1

elde edilir. 3 € [0, —) oldugundan (n — 1) € [0, 1) dir. Dolayiswyla bu bir ¢eliskidir.
n

O halde T'(u) = u olmahdr.

(3.durum) Noktalar (z3) kosulunu sagliyor ise,

Gn(Tps1, T(w), ..., T(uw) < |G, (z, T(u), ..., T(w)+(n—1)Gp(u, xx1, T (u), ..., T(uw))]

olup k — oo i¢in limit alnir ve G,,-metrik uzayin tiim degiskenleri tiiriinden siirekli

oldugu goz oniine alinirsa

Gn(u,T(u),....,T(uw)) < Y[Gn(u,T(u),....,T(u))+ (n—1)Gp(u,u,T(u),...,T(u))]

< 2n—1)7G(u,T(u),...,T(u))

1

bulunur. ~y € [0, 2—) oldugundan (2n — 1)y € [0,1) dir. O halde bu bir ¢eliskidir.
n

Yani T'(u) = u olmahdir.

Bu taktirde her ti¢ durum igin u noktasinin T nin sabit noktasi oldugu goriilmiis olur. Simdi
sabit noktanin tekligini ispat etmek icin u # v olmak iizere u ile v nin T nin sabit noktalart
olduklary varsayilsin. O halde v1 = T (u), xo = ... = x, = T(v) noktalart i¢in oncekilerde

oldugu gibi ii¢ durum soz konusudur.

(1.durum) Noktalar (z1) kosulunu sagliyor ise,

Gn(u,v,...,v) = Gp(T(u), T(v),...,T(v))

= Gu(u,v,...,v) < aGu(u,v,...,v)

IN
Q
)
a
S
<
=

olur. o € [0, 1) oldugundan G, (u, v, ...,v) = 0 olmaldr. Buna gore u = v sonuguna

ulasilir.
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(2.durum) Noktalar (z2) kosulunu sagliyor ise,

Gn(T(u), T(v),...,T(v)) < BlGn(u,T(u),...,T(u))+ (n—1)G,(v,T),...,Tv))]
= Gp(u,v,...,v) < BlGy(u,u...,u)+ (n—1)G,(v,v,...,0)]

= 0
bulunur. Bu durumda agik¢a G, (u,v, ..., v) = 0 ve u = v sonucuna varuir.

(3.durum) Noktalar (z3) kosulunu sagliyor ise,

ColT(W).T(0), ... T(v)) < A[Gult, T(V), .., T(v))
+Go(T(uw),v,T(v),...,T(0)+...+ G,
<A[Gn(u,v,...;0)+ ...+ Gp(u,v, ... 0
=nyGp(u,v,...,v)

1
dolayisyyla G, (u,v, ...,v) < nyGp(u,v,...,v)olur. v € [0, 2—) oldugundan n~y €
n

1
[0, 5) dir. Buradan G, (u,v,...,v) = 0 olmaldw. Yani agcitk¢a v = v dir. Her ii¢

durumda incelendiginde sabit noktanin tek oldugu goriilmiis olur.

Teorem 6.19 (X, d) bir tam metrik uzay ve T' : X — X Krasnoselskii anlaminda bir
genellestirilmis biiziilme doniisiimii olsun. Yani 0 < a < b olmak iizere Vx,y € X,

a < d(z,y) < b, a negatif olmayan bir fonksiyon ve o(a,b) < 1 igin,
d(T(x), T(y)) < afa,b)d(z,y)

saglamr. Bu durumda T (xq) = xq olacak sekilde bir tek xo € X vardr:

Ispat z,,1 = T(z,) olmak iizere a, = d(x,,v,_,) dizisi goz Oniine alnsin. T,

Krasnoselskii anlaminda biiziilme doniistiimii oldugundan,
Ap = d(ﬂ?n, 'Tnfl) = d<T<xnfl)a T('rn72)) < a(a, b>d(xn717 .an,Q)

saglanir. Buradan o(a, b) < 1 oldugundan a,, < a,,—y olup bu ise (a,,) dizisinin artmayan bir
dizi oldugunu gosterir. Y,y € X icin a < d(z,y) < b oldugundan (a,,) simirli ve artmayan
olup

lim a, = a*

n—oo

olacak sekilde a* € X vardir. Dahasi a* = 0 dir. Varsayalim ki a* > 0 olsun. Bu taktirde
Vm € N ve yeteri kadar biiyiik bir ny € N igin,

Ung+m < [OJ(CL, a+ 1)]man0
ka*
0

a*

a*(1—k)

IN

IN
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elde ediliv. k < 1 oldugundan (1 — k) > 0 olup a* < 0 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde
a* = 0 olur. Buradan

lim a, = lim d(z,,z,-1) =0
n—oo n—oo

elde edilir. Bu ise (x,,) dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan

T, — X0 olacak sekilde vy € X vardw. Simdi e > 0 ve ng € Nigin a,, < %[1 - a(g, 5)}
olacak sekilde secilsin. Burada

B:={re X :dx,x,) <e}
kiimesini tanimlayalim. Buna gore
T(B) ={T(z) € X : d(T'(x),T(x0)) < £}

olur. Dahas

e d(z,z9) < gise,

d<T(‘r)7T(I0>> < d(T<I)’T('x0))+ano
5
= 5 < €
dir.
. % < d(z,x0) < € ise,
d(T'(z),T(x0)) < d(T'(x),T(z0))+ an,
€ E € &

< 504(5,5) + 5~ 5@(5,5)
€, € & |
- 5"’50[(576) =&

olur. O halde

0 < d(T(z0),2n) = d(T(x0), T(xn-1))

£
S &(5, 6)d(l’0, xn—l)

olup n — oo i¢in limit alindiginda x,,_ — xq ve T’ nin siirekliliginden

T(xp—1) — T(x0) olur. Diger yandan

% = 10, = 0, T(non) = Tlao)

= Tg = T(ﬁo)
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sabit noktasi bulunur. Tekligi icin x # y olmak iizere x ile y T nin sabit noktalart olsun. O
halde

d(z,y) = d(T(x),T(y)) < ala,b)d(z,y)
olup a(a,b) € [0, 1) oldugundan d(z,y) = 0 ve x = y olmalidir. Bu ise bir ¢eligkidir. Yani

sabit nokta var ve tektir.

Teorem 6.20 (X, G) bir tam G-metrik uzay ve T' : X — X Krasnoselskii anlaminda bir
biiziilme doniisiimii olsun. Yani 0 < a < b olmak tizereVzr,y,z € X, a < G(x,y,z) < bve
ala,b) < 1igin,

G(T(2),T(y), T(2)) < ala, b)G(z,y, 2)

saglanmir. Bu durumda T (xo) = xo olacak sekilde bir tek xy € X vardwr.

Ispat z,,1 = T(x,) olmak iizere a, = G(x,,7,_1,2,_1) dizisi ahnsin. T' Krasnoselskii

anlaminda biiziilme doniigiimii oldugundan,
Ap = G(xna Tp—1, xn—l) = G(T<xn—1)a T(xn—2)> T<xn—2)> é OZ(a, b)G(xn—b Tp—2, xn—2)

saglamr. Buradan «o(a,b) < 1 oldugundan a,, < a,_1 olup bu ise (a,,) dizisinin artmayan
bir dizi oldugunu gosterir. Vx,y,z € X i¢cin a < G(x,y,2) < b oldugundan (a,,) simirli ve
artmayan bir dizi olup

lim a,, = a*
n—oo

olacak sekilde a* € X vardw. Ustelik a* = 0 dir. Varsayalim ki a* > 0 olsun. Ym € N ve
yeteri kadar biiyiik bir ng € N i¢in,

Ano+m S [a(aa a+ 1)]man0
at < ka*
at(l1—k) < 0

olur. k < 1 olup (1 — k) > 0 oldugundan a* < 0 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde a* = 0
olur. Buradan

lim a, = lim G(z,,x,_1,%,-1) =0
n—oo n—oo

elde edilir. Bu ise (x,,) dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan
€

T, — xg olacak sekilde o € X vardw. simdi ¢ > 0 ve ng € N i¢in, a,, < g[l - oz(i, e)]
olacak sekilde alinsin. Ayrica burada

B:={ze€ X :G(x,rn,,Tn) <c}
kiimesi tanimlansin. O halde

T(B) = {T(z) € X : G(T(x), T(x0), T(wo)) < &}

olur. Ayrica
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* G(z,20,10) < % ise,

G(T(x), T(x0), T(w0)) < G(T(x), T(x0),T(20)) + tny
e € € € €
= alpey e
= 5 <¢
dir.
. % < G(z, 0, 0) < € ise,

G(T(x), T(x0), T(w0)) < G(T(x), T(x0),T(w0)) + iy
< 504(2,5) + g — ga(;,s)
= g tage)se

olur. O halde

0 < G(T(x0), 2p,2,) = G(T(20),T(Tp-1),T(Tr-1))

S a(%a €)G(l‘0, Tn-1, xn—l)

olup n — oo i¢in limit alindiginda x,,_ — vy ve T nin siirekliliginden

T(xn—1) — T(x0) olur. Diger yandan

%o = g, o = 00, T ) = Teo)

= Ty — T(.To)

sabit noktast bulunur. Tekligi icin © # y olmak iizere x ile y T nin sabit noktalari olsun. Bu
taktirde,
Gz, y,y) = G(T(2),T(y),T(y)) < ala,b)G(z,y,y)

olup a(a,b) € [0,1) oldugundan G(x,y,y) = 0 ve v = y olmalidir. Bu ise bir ¢eliskidir. O

halde var olan sabit nokta tektir.

Teorem 6.21 (X, G,,) bir tam G,-metrik uzay ve T' : X — X doniisiimii eger 0 < a < b

olmak tizere Vxg, x1,..., v, € X, a < Gp(xo,21,...,2,) < bve ala,b) < 1 igin,
Gn(T(x0), T(x1),...,T(x,)) < ala,b)Gp(xg, ..., x,)

Krasnoselskii anlaminda G ,-biiziilme kosulunu saglvyor ise T nin bir tek sabit noktasi vardur.



Ispat 2,1 = T(x1) Picard iterasyonu ve ay = G(Tpi1, Tt - -

dizisi ele alinsin. 'T', Krasnoselskii biiziilme kosulunu sagladigindan

ar = Gn(Tri1, Trgas - - Thpo)

IN

Oé((l, b)Gn<xk7 Tk41,

Gn(T (1), T(2) k11, - -
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., Tyo) pozitif terimli

) T<5Uk+1))

coes Thg)

Oé((l, b)ak—l

saglamr. Buradan o(a,b) < 1 oldugundan ay, < aj_y oldugu goriiliir. Yani a < a, < b ve

(a,) artmayan bi dizi olup lim a,,
n—oo

Bunu géstermek igin varsayalim ki a* > 0 olsun. Ym & N ve yeteri kadar biiyiik bir ng € N

a* olacak sekilde a* € X vardwr. Ayrica a* = 0 dir.
icin

ng+m < [a(aa a+ 1)]ma’n0

olup m — oo i¢in limit alindiginda a* < ka* ve a*(1 — k) < 0 olur. 1 — k > 0 oldugundan
a* < 0 olmalidw: Bu ise bir ¢eliskidir. O halde (a,,) — a* = 0 olur. Buradan

lim a; =

lim Gy (Trq1, Ths2,s .- Thga) = 0

olup Yardimci teorem 5.3 geregince (x,) bir G,-Cauchy dizisi olur. X bir tam G,-metrik
uzay oldugundan (x,,) — z olacak sekilde bir z € X vardir. Simdi € > 0 ve kg € N igin

gy < %[1 - oz(g, e)] olacak sekilde alinsin. Ayrica burada

B :={z € X|G,(v,xky, ..., x1,) < €}

kiimesi tanimlansin. O halde

T(B)={T(z) € X|Gn(T(z), T(xy), ..., T(xx,)) < €}
olur. Ayrica
o Gz, x0,...,20) < % ise,
Gn(T(x)v T(xk0)> s 7T(xk?o)) < Gn(T(x)’ T($0)7 . ’T($0)) + Ay
< al5.9) +5(1-a(5.9)
= § <e€
. % < Gz, g, ..., 1) < € ise,
Gn(T(2), T(xgy)y - T(2gy)) < Gu(T(x), T(x0),...,T(x0)) + ag,
< 504(5,5) + % — ga(%,a)
— + 8Oz(i,&t) <e



102

olur. O halde

0 < Gn(T(x0),xpy--rxx) = Gu(T(xo), T(xk-1),-..,T (k1))

IS
S a(§7 e)Gn(l’C'? Th—1y- - 7xlc—l)

olup k — oo i¢in limit alinirsa vy — x¢ ve T nin stirekliliginden dolayr T'(vy_1) — T(x¢)
olur. Diger taraftan

ro = lim z}, = hrn T(xp_1) = T(x0)
k—o0

= To — T(l’o)

sabit noktast bulunur. Tekligi i¢in z #+ z* olmak iizere z ile z* T nin sabit noktalart olsun. O

halde,
Gn(z,2%,...,2") = Gu(T(2), T(z"),...,T(z"))

= a(a,b)Gp(z,2",...,2%)

bulunur. Burada o(a,b) < 1 oldugundan G, (z,z*,...,2z*) = 0 olmaldir. O halde z = z*
olmalidir. Bu ise ¢eliskidir. O halde sabit nokta var ise tektir.

Yardimei Teorem 6.5 (X, d) bir metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii her v € X,
k < 1 ve n(y) pozitif tam sayisi igin

d(T"¥) (), T""(y)) < kd(z,y)
kosulunu saglasin. Bu durumda
r(z) == sup{d(T"(x), )}

kiimesi sonludur.

Ispat = € X keyfi bir nokta ve L(x) = max{d(T*(z),z)|k = 1,2,...,n(x)} kiimesi
tammlansin. Buradan n € N igin sn(x) <n < (s + 1)n(z) ve

d(T"(x), ) < AT (@), T (@) + d(T" (x), 2)

<k;d(T” @ ) + L(x)
L(x) +kL(z) + Kk L(z)+ ... +E°L(x)
SE(“T>1ik:

saglayacak sekilde 3s > 0 tam sayisi vardir. Dolayisiyla r(y) := sup{d(T™(y),y)} kiimesi

sonlu olur.
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Teorem 6.22 (X, d) bir tam metrik uzay ve T' : X — X bir déniisiim olsun. B C X kiimesi
icin,
i) T(B) C Bdir.
ii) k< 1,Vy € BveVx € B icin,
d(T"9 (), T (y)) < kd(,y)

olacak sekilde In(y) > 1 tam sayist vardur.

iii) Bir xy € B i¢in {T™(xo) : n > 1} C B dir.

kosullari saglaniyor ise bir tek u € B i¢in T'(u) = u saglamp Yyo € B i¢in T"(yy) — u

olur.

Ispat r(y) := sup{d(T"(y),y)} sonlu kiimesi ve hipotezin (iii) kosulundan ¥z, € B igin,

mo = n(xg) , x1=T""(xp)
my =n(ry) , xo=T"(x;)
m; =n(x;) , xi =T (xy)

seklinde tamumly (x,,) dizisi i > 1 igin,

d(@ipr, ) = d(T™ (2;), T (2i-1))

< kd(mi,xiq)

= kd(T™ " (x;_1), T™2(x;_2))
< Kd(mioq,30)

< K'd(zy,10)

= K'd(T™ (x), z0)

< E'r(x)

saglanwr. j > 1 igin,
j—1

d(zj, ;) < Zd(xl-i—laxl) <

l=1i

ki
1—k

7(20)

1—k
bir Cauchy dizisi olur. X tam metrik uzay oldugundan ve (iii) den x,, — u olacak sekilde

olur. Buradan i — oo i¢in limit alimdiginda — 0 oldugundan d(xj, z;) — 0 olup (x,)

u € B vardir. Boylece Yy € B igin,

AT (y), T (u)) < kd(y, u)
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olacak sekilde n(u) > 1 tam sayisi vardr ve T™ ™) () — T™ " (u) olur. Buradan

A(T™™ (u),u) = lim d(T™"(z;), ;)

d(T(zi),z;) = d(T™(T(xi-1)), T " (2i21))
S kd(T([Ei_l),l'i_l)

IN

E'd(T (x0), 7o)

bulunur. i — oo igin limit alindiginda k' — 0 olup d(T'(u),u) = 0 olur: Buradan T'(u) = u

sabit noktasit bulunur. Tekligi i¢in, u # v birbirinden farkli sabit noktalar olmak iizere,

d(u,v) = d(T""(u), 7" (v))
< kd(u,v)

olup k < 1 oldugundan d(u,v) = 0 olmalidw: Yani u = v olmalidw: Bu ise bir ¢eligkidir.

Teorem 6.23 (X, G) bir tam G-metrik uzay ve T' : X — X bir doniigiim olsun. B C X

kiimesi i¢in,
i) T(B) C Bdir.
ii) k< 1,Vy € B, veVx € B icin,
G(T""(2), " (y), T (y)) < kG(z,y,y)

olacak sekilde In(y) > 1 tam sayist vardr.

iii) Bir xy € B igin, {T"(xo) : n > 1} C B dir.

kosullart saglaniyor ise bir tek u € B i¢in T'(u) = wu saglanmp Yyo € B igin T"(yo) — u

olur.

Ispat r(y) := sup{G(T™(y),y,y)} sonlu kiimesi ve hipotezin (iii) kosulundan Yz, € B

icin,
mo =n(xg) , x1=T""(xo)

my =n(xy) , xo=T"(z1)

m; = n(x,) , T =1 (%)
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seklinde tanimly (x,,) dizisi i > 1 igin,

G(T™ (), T™ (wi—1), T (24-1))

G(%’H, T, l’z)

< kG(xi, w51, 1)

= kG(T™ " (x;_1), T™ *(x;o), T™2(2;_2))
< KG(io1, i, Ti—n)

< K'G(xy,x0,70)

= K'G(T™(z), 20, o)

< E'r(xo)

saglanwr. j > 1 igin,

—1
G(zj, zi, 15) < G(xpg1, 2, 20) <
!

<.

ki
1—k

7(z0)

@

%

olur. Buradan i — oo i¢in limit alindiginda 7% — 0 oldugundan G(z;,x;, ;) — 0 olup

(xy,) bir Cauchy dizisi olur. X tam G-metrik uzay oldugundan ve (iii) den (z,,) — u olacak
sekilde uw € B vardwr. Boylece Yy € B igin,

G(T" ) (y), T (u), T (u)) < kG (y, u, u)
n(u) > 1 olacak sekilde tam sayist vardir ve T™™) (x;) — T (u) olur. Buradan

1—00
ve

G(T(x;),zix;) = G YT (xi-1)), T (xio1), T™(25-1))
< kG(T(xi—1),Ti—1,Ti-1)

IN

kJZG(T(l‘O), Zo, IL‘O)

elde edilir. i — oo igin limit alimdiginda k' — 0 olup buradan T(u) = u sabit noktasi

bulunur. Tekligi i¢in, u # v birbirinden farkll sabit noktalar olmak iizere,

Glu,v,v) = G(T"(u), T (v), T"™(v))
< kG(u,v,v)

olup k < 1 oldugundan G(u,v,v) = 0 olmalidw. Yani u = v olmalidir. Bu ise bir ¢eligkidir.
O halde sabit nokta var ise tektir.
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Teorem 6.24 (X, G,,) bir tam G,-metrik uzay ve T' : X — X bir doniisiim olsun. B C X
icin
a) T(B) C Bdir
b) k< 1lveVz,y € Bigin
Go(T"(2), T (y), ..., T"(y)) < kGu(z,y, ..., y)

olacak sekilde n(y) > 1 tam sayisi vardir:

¢) Birxzy € B igin {T"(zo)|n > 1} C Bdir.

kosullart saglanyor ise T(u) = u olacak sekilde bir tek w € B vardir ve Yy, € B igin
T"(yo) — u saglamr. Dahasi Vx € X igin

G (T (), T (y), ..., T (y)) < kGn(2,y,...,y))

saglaniyor ise u noktasi X in iginde tektir ve Vo € X icin T"(x) — u saglanir.

Ispat r(y) = sup{G.(y,T"(y),...,T"(y))|n > 1} sonlu kiimesi ve hipotezin (c)
stkkindan xo € B icin

mo = n(zg) , x1=T""(x0)
my =n(xy) , xo=T"(x;)
m; = TL(ZL‘Z) s xi—i—l = Tmi (1'7,)

seklinde tanmimli (z;) dizisi i > 1 igin,

Gn(Tis Tigrs oo Tig1) = Go(T™ 7 (2421), T (1), .., T (2:))
S an<xi—laxi7"'7xi)
= an<Tm172 (l’ifg), Tmiil(fﬂi,l), c ,Tﬁmi*1 (%Z;l))
< KGn(ico, i1, ..., mi1)
k’iGn(ZEQ, L1y ,1‘1)
kiGn(l’o, Tmo (.CIZ'[)), e ,Tmo (.’L'()))
< K'r(xo)
saglanwr. j > 1 igin
Jj—1 k

Gn(Ti, T, ..., 15) < Z Gz, Tig1, - Tig1) < (o)

=t

1—k
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olur. O halde i — oo icin limit alimdiginda k < 1 oldugundan k' — 0 olur ve
Gu(zi, xiy1, ..., Tiv1) — 0 olup Yardimct teorem 5.3 geregince (x;) bir Cauchy dizisi olur.
X bir tam G,-metrik oldugundan ve (c) kosulundan (x;) — wu olacak sekilde bir w € B

elemant vardir. Boylece Yy € B igin
G (T (), T (), ..., T" ™ (u)) < kGp(y, u, . .., u)
olacak sekilde n(u) > 1 tam sayist vardir ve buradan T™ " (z;) — T™™) (u) olur. Buradan

G (u, T (), ..., 7" (u)) = lim G, (z;, T (), ..., T (z;))

11— 00

ve

Gn(xy, T(x), ..., T(x;)) = Gu(T™ (), T™ (T (x;—1))y. .., T™ (T (x;_1)))
< kGu(xy, T(zi-1), ..., T(xi-1))

IN

kiGn(ﬂfo, T(:UO), F. . ,T(ZL‘O))

sonucuna ulagilir. Burada i — oo igin limit alindiginda k' — 0 olup buradan T(u) = u

saglanr. Tekligi icin, u # v olacak sekilde sabit noktalari igin

Gn(u’ U? ot 7?'}) - Gn(Tn(U) (u)’ Tn(U) (U)7 ctt 7Tn(u> (U))
< kGu(u,v,...,v)

olup k < 1 oldugundan G,(u,v,...,v) = 0 olmaldir. Yani w = v olmalidir. Bu ise bir
celiskidir. O halde sabit nokta var ise tektir.

Tamim 6.9 (X, d) bir metrik uzay olsun. T : X — X siirekli doniisiimii tanim kiimesi iginde
d(T(z),x) <e

kosulunu saglayacak sekilde bir x noktast var ise bu x noktasina T doniisiimiiniin e-sabit

noktasi denir.

Teorem 6.25 (X, d) bir metrik uzay T : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. O halde

Ve > 0 icin T nin e-sabit noktasi vardur.

Ispat ¢ > 0 olsun. T bir biiziilme doniisiimii oldugundan Vx,y € X icin,

d(T' (), T(y)) < kd(z,y)
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olacak sekilde k € [0, 1) vardir. vy € X keyfi noktast ve v,,.1 = T(x,) Picard iterasyonu
icin,
d(l’n+2, wn—l—l) = d(T(xn+l)7 T(l’n)) < kd(xn—&-l) xn)
= kd(T(x,), T(x,-1))
< Kd(xy, Tn_)

IN

k’n+1d<T(ZL‘0), [Eo)

olur. Bu noktada en az bir xy € X igin d(T (), x¢) = 0 oluyorsa xo € X sabit noktadir. O
halde ¥z € X i¢in d(T(x), x) # 0 oldugu varsayilsin. Buna gore,

In(e) — In(d(T'(z), z))

" In(k)
nin(k) < In(e) — In(d(T(x),z))
nln(k) + In(d(T(z),z)) < In(e)
In(k"d(T'(x),z)) < In(e)
Ed(T(@)2) - n(e)

olur. €* fonksiyonu artan oldugundan dolay:
A(T(Tps1), T(2,)) < K" d(T(z),2) < e
kosulu saglanr. Bu esitsizligi saglayan n degerleri igin,
d(T(xp41), T(xy)) = d(x,, T(x,)) < €

olup e-sabit noktasina sahip oldugu goriiliir.

Teorem 6.26 (X, G) bir G-metrik uzay T : X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. O halde

Ve > 0 i¢in T nin e-sabit noktasi vardr.

Ispat ¢ > 0 olsun. T bir biiziilme doniisiimii oldugundan Nz, y, 2 € X icin,
G(T(x),T(y),T(2)) < AG(z,y, 2)
olacak sekilde \ € [0, 1) vardir. xy € X keyfi noktasu igin,

G(@pi2, Tnit, Tng1) = G(T(@n41), T(@n), T(2n))
< )\G(I}H_l,l'n,l'n)

IN

)\n+1d(T(ZE0), Zo, l’o>
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olur. Buradan en az bir o € X i¢in G(T(xo), xo, xo) = 0 oluyorsa xy € X sabit noktadir.
O haldeVx € X i¢in G(T(x),x,x) # 0 oldugu varsayilsin. Buna gére,
In(e) — In(G(T'(x), z,x))

" In(k)
nin(k) < In(e) —In(G(T(x),x,x))
nln(k) + log(G(T'(x),z,z)) < In(e)
In(k"G(T(z),z,z)) < In(e)
) < )

olur. €* fonksiyonu artan oldugundan
G(T(xns1), T (), T(3,)) < NG(T(2),7,7) < ¢
saglamr. Bu esitsizligi saglayan n degerleri i¢in,
G(T(xn41), T(zn), T(2n)) = G(an, T(2n), T(2n)) <€

olup x,, e-sabit noktasi vardir.

Teorem 6.27 (X, G,,) bir G,-metrik uzay, T : X — X bir doniigiim, A\ € [0,1) ve
Vai,...,x, € X icin

Go(T(z1),...,T(x,)) < AGp(xy,...,25)

saglansin. O halde Ve > 0 i¢in T nin bir e-sabit noktast vardur.

Ispat x, € X keyfi bir nokta ve ¢ > 0 icin hipotezden,

Gn(Tni2s Tnity - Tnr1) = Gu(T(xpi1), T(xy), ..., T(xy)
< )‘Gn(mn—i-la Tpy - 7:En)

IA

NG (T (x),2,. .., )

olur. En az bir g € X i¢in G, (T(xg), o, ..., %)) = 0ise xg € X e-sabit noktadir. O halde
Vo € X icin G, (T(x),x,...,z) # 0 olsun. Bu durumda

log(e) —log(G,(T(z),x,...,x))

log(A
nlog(A\) < log(e) —log(G,(T(z),z,...,x))
log(A") + log(G,(T(x),z,...,z)) < log(e)
log \"G,(T(z),z,...,2)) < log(e)
BN G (T(@),,02)) - log(e)
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olur. Buradan e fonksiyonunun artanligindan
CGo(T(Zpsr), T(z), ..., T(xn)) < NG (T(2),2,...,2) < ¢
olur ve bu esitsizligi saglayan n degerleri i¢in,
Gn(T(xpy1), T(xn), ..., T(x)) = Gp(an, T(x,), T(x,)) < ¢

oldugundan bir s-sabit noktaya sahip olur.

Tanim 6.10 (X, d) bir metrik uzay olsun. Her a,b € X i¢cini = 1,2,... olmak iizere
d(x;_1,2;) < € olacak sekilde a = xo,x1,...,x, = b bigiminde noktalarin sonnlu bir

kiimesi var ise X metrik uzayina s-zincirlenebilirdir denir.

Tamm 6.11 (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. Her v € X
alindiginda

B(x,e.) = {yld(z,y) < e,}

kiimesindeki her p,q elemanlari i¢cin

d(T'(p), T(q)) < Aud(p, q)

olacak sekilde en az bir e, > 0 ve \, € [0,1) varsa T ye yerel biiziilebilir adi verilir. Eger
bu kosuldaki € ve \ x noktasindan bagimsiz ise T ye (e, \)-diizgtin yerel biiziilebilir doniisiim

denir.

Teorem 6.28 (X, d) bir e-zincirlenebilir tam metrik uzay ve T : X — X ifadesi (¢, )\)-
diizgiin yerel biiziilebilir bir doniisiim olsun. O halde T (x¢) = xo olacak sekilde bir tek
zo € X vardr.

Ispat X, e-zincirlenebilir oldugundan herhangi bir v € X icin x = xg, 71, ..., 1, = T(z)
noktalarii = 1,2, ... ,n olmak iizere d(x;_1,x;) < € olacak sekilde vardir. Buradan ti¢gen

esitsizligi kullanilarak

d(x, T (x))

IN

d(z,x) + d(z1,T(x))
d(x,x1) + d(z1, 2) + d(x2, T (1))

IN

A

ne
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elde edilir. Diger taraftan T, (e,)\)-diizgiin yerel biiziilebilir déniisiim oldugundan

1=1,2,...,n olmak iizere
d(T(.fZ,l),T(.TZ)) < )\d(l’i,hl’i) < e
sonucuna ulasilir. Ayrica

d(T™(2i1), T (2:)) = d(T(T™(2i4)), T(Tm H(x4))

S /\d(Tm I(IZ 1) (.fz 1)
< \N"e
olur. Béylelikle n > m olmak iizere, .
d(T™(z), T"(x)) < Y d(T'(z), T (x))

VAN

ne(A™ 4+ ...+ A"
/\m
n51 Y

<

olur ve m — oo igin limit alindiginda d(T™(z),T"(z)) < 0 olmasi (T"(x)) dizisinin
terimlerinin indis biiyiidiikce birbirine yakinsamalar:t olup dizinin bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterir. X tam metrik uzay oldugundan T™(x) — x olacak sekilde xy € X
elemani vardr ve

T(x¢) = T(lim T"(z)) = lim T(T"(x)) = lim T"(z¢) = x

n—o0 n—oo n—oo

olup T'(x¢) = xo sabit noktast bulunur. Tekligi i¢in, x ve y, T nin farkl sabit noktalar: olmak

d(z,y) =d(T'(z), T(y)) < Zd(T"(SUH),T"(%))
< AN"ne

olup m — oo igin limit alindiginda d(T(x),T(y)) < 0 olacagindan T (x) = T(y) olur ve
buradan x = y elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde sabit nokta var ise tektir.

Teorem 6.29 (X, G) bir e-zincirlenebilir tam G-metrik uzay ve T' : X — X (g, \) diizgiin
yerel biiziilebilir bir doniisiim olsun. O halde T(xy) = xo olacak sekilde bir tek v € X

vardir.
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Ispat X, e-zincirlenebilir  oldugundan T =T0,T1,y..., T, =1(2) noktalar
G(xi_1,m;,x;) < € olacak sekilde vardir. Burada G metrik uzaymn aksiyomlarindan (G5)

kullanilarak,

Gz, T(x), T(x))

IA

G(x,x1,71) + G(x1, T (), T (7))
< Gz, x1,21) + G(21, 9, 3) + G202, T'(2), T'(2))

IN

ne

elde edilir. Diger taraftan T, (¢, \) diizgiin yerel biiziilebilir doniisiim oldugundan
G(T(xi1), T(x), T(x;)) < NG (i1, x5, 25) < Ae

sonucuna ulasilir. Ayrica,

G(T™ (i), T (), T () G(T(T™ (i), T(T™ (), T(T™ (1))

AG(T™ (i), T (), T (1))

IA

IA

)\mG({Eifla Ty, xz)

A"e

IA

olur. Boylelikle n > m olmak iizere,

G(T™"(x), T"(2), T" (x))

IN

n—1
> G(T (@), T (), T ()
ne(A™ 4+ ...+ A"
/\m
1—-A
olur ve m — oo igin limit alimdiginda G(T™"(x), T"(x),T™(z)) < 0 olmast (T"(x))

dizisinin terimlerinin indis biiyiidiik¢e birbirine yaklasiyor oldugunu ve dizinin bir Cauchy

IN

< ne

dizisi oldugunu gosterir. X bir tam G-metrik oldugundan T"(x) — x¢ olacak sekilde

zo € X elemani vardir ve

T(x0) = T(lim T"(z)) = lim T(T™(x)) = lim T (z) = x

n—o0 n—oo n—oo

olup T'(x¢) = xq sabit noktast bulunur. Tekligi i¢in, x ve y T nin farkli sabit noktalar: olmak

G(T (), T(y), T(y)) < ZG(T"(%fl)aT”(%%T"(%))
< N"ne

olup m — oo igin limit alindiginda G(T(z), T(y), T (y)) < 0 olur ve buradan T'(x) = T(y)

dolayisiyla x = y olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Yani sabit nokta varsa tektir.
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Teorem 6.30 (X, G,,) bir e-zincirlenebilir tam G,-metrik uzay ve T' : X — X (e, \) diizgiin
yerel biiziilebilir bir doniigiim olsun. O halde T'(z) = z olacak sekilde bir tek z € X vardr.

Ispat X c-zincirlenebilir oldugundan v =  x¢,21,79,...,0, = T(z) ve
Gn(Ti, Tig1, ..., xi1) < € olacak sekilde vardir. Burada G, -metrik uzayin 4. aksiyomu
kullanilarak,

Gu(z,T(x),...,T(z))

IN

Gn(z,x1,...,21) + Gp(xy, T(z),...,T(x))
= Guplx,x1...,11) + Gz, 29, ..., 22) + G2, T(2),...,T(2))

i
L

IN

Gn(l‘z‘, J}H_l, e al'i—i—l)
1

(]

< ne
elde edilir. Diger taraftan T, (e, \)-diizgiin yerel biiziilebilir doniigiim oldugundan
Gn(T(x;), T(xit1)y -, T(wig1)) < AGp(@iy Tiga, - oy i) < Ae
sonucuna ulasilir. Ayrica,

Go(T™(2:), T™ (Tig1s - 1)) < AG(T™ M), T H(@iga, -, T H(010))

IN

)\mGn(J;Zu Lig1y--- 7xi+1)

AMe

IN

olur. Boylelikle n > m i¢in,

G, (T™(z), T™(x),..., T"(x)) < Z_: Gn(T'(2), T (z),..., T ! (x))
< ne(N"+ .+ AT
)\m
< ne
- 1—A

olur. O halde m — oo igin limit alindiginda A\ € [0,1) oldugundan \™ — 0 olur ve
Go(T™ (), T"™(xi11), - .., T™(xi41)) — 0 olup Yardimci teorem 5.3 geregince (T (x;))
bir Cauchy dizisi olur. X bir tam G,-metrik uzay oldugundan (T (x;)) — =z olacak sekilde
bir z € X vardwr. Buradan lim T™(z;) = z dir.

m—0o0

T(z) = T(lim (T™(x;))) = lim T"(z;) = 2

mM— 00 m—00
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olup T(z) = z sabit noktast bulunur. Tekligi igin, z ve t T nin farkli sabit noktalar: olmak

lizere z = Ty, T1, . - ., Ty, = t E-ZINCIVi igin

G.(T(2),T(t),...,T(t))

Gp(T™(2), T™ (1), ..., T™ (1))
MG (T 1 (2), T (t), ..., T™ (1))

IA

< A"Ga(z,t, .. 0)
< N"¢
olup m — oo igin limit alindiginda N — 0 oldugundan G, (z,t, ..., t) = 0 olur ve buradan

z = t ¢eliskisi dogar. O halde sabit nokta var ise tektir.
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7. BULGULAR VE TARTISMA

1906 yilinda Fréchet ile baglayan metrik uzay ¢alismalar1 aradan gegen siiregte pek
cok bilim insami tarafindan siirdiirilmiistiir. Alisilmis metrik uzaylardaki sabit nokta
caligmalar1 Banach tarafindan verilen Banach biiziilme teoremi merkezde yer almak {izere
metrik sabit nokta ¢alismalar1 genel baglig1 altinda toplanabilir. Bu noktada ilk ¢aligmalar
genellikle Banach biiziilme kosulunun genellestirilmesi veya calisilan metrik uzayin
ozelliklerinin belirlenmesi zeminde bulunarak yapilmistir. Bu baglamda yapilan
genellestirmelerden olan G-metrik uzay kavrami X x X x X kartezyan carpim kiimesi

lizerinde tammli iken bu kavram X x X x...x X kartezyan ¢arpim kiimesine

Vv
n tane

genellestirilmistir ve adina G,-metrik uzay denilmistir. Bu tezde yapilan c¢aligmalar ile

alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen Banach, Kannan, Chaterjee, Zamfirescu, Cirié,
Edelstein, Guseman sabit nokta teoremlerinin G,,-metrik uzaydaki karsiliklar1 bir baska
deyisle G,-metrik uzay versiyonlar1 verilmistir. Ayrica Zamfirescu ve Cirié¢ sabit nokta
teoremlerinin denkligi gosterilmistir. Ustelik G,,-metrik uzaylar G-metrik uzaylarin
genellemesi olduklarindan G-metrik uzaylar i¢inde benzer sonuglar otomatik olarak elde

edilmis olur.
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8. SONUC VE ONERILER

Alisilmis metrik uzayin bir genellemesi Mustafa ve Sims tarafindan 2006 yilinda

yaptilar1 bir makale ile verilen G-metrik uzay kavramidir. Sonralarinda verilen ¢alisma ile
n tane

G-metrik uzay kavramida X x X x X kiimesinden X x X ; ...x X kiimesine
genisletilmistir. Bu tezde yiiriitilen calisma ile alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen
Banach, Kannan, Chatterjee, Zamfirescu, Ciri¢, Edelstein, Gusemann sabit nokta
teoremlerinin G,,-metrik uzaydaki karsiliklar1 verilmistir. Zamfirescu ve Ciri¢ sabit nokta
teoremlerinin denkligi gosterilmistir. GG,,-metrik uzay, G-metrik uzaym bir genellemesi
oldugundan elde edilen sonuglar G-metrik uzaylara indirgenebilir. Dolayisiyla G-metrik
uzayda bilinenler disinda yukarida adi gegen sabit nokta teoremlerinin G-metrik uzaylar1 da

verilmistir.

G,-metrik uzay kavrami heniiz yeni ortaya atilmig bir kavram oldugundan alisilmis
metrik uzaylara dair bilinen daha pek ¢ok sabit nokta teoreminin karsiliklar1 verilebilir veya
bu uzaya has kavramlar yeni GG,,-metrik uzalarda olup alisilmis metrik uzaylarda olmayan

kavramlar arastirilabilir.
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