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OZET
BAZI GRAFLARIN Cp,—SUPERMAGIC ETIKETLEMELERI UZERINE

Ebru EROL

Yiksek Lisans Tezi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Dog. Dr. Tarkan ONER
Ocak 2021, 31 sayfa

Graf etiketleme (graph labeling veya valuation), graf elemanlarini (digtmleri
veya ayritlari) sayilara, genellikle de pozitif tamsayilara esleyen bir fonksiyondur.
Tanim kiimesi digimlerden olusan etiketlemelere dugiim-etiketleme (vertex-labeling),
ayritlardan olusan etiketlemelere de ayrit-etiketleme (edge-labeling) adi verilir. Eger
tanim kiimesi hem digim hem de ayritlardan olusuyor ise bu etiketlemeler toplam
etiketleme (total-labeling) olarak adlandirthir.  Literatirde ¢ok farkli cesitlerde
etiketlemeler mevcuttur. Bunlardan bazilari: Harmonious, cordial, graceful, antimagic
ve H—(super)magic gibi.

Bu tez calismasinin amaci, n yaprakli, s parcali m—poligonal kitap-yilan grafini tanitip,
bu grafin, C,, m ayrit ve m diigiimden olusan dairesel graf olmak tizere Cy,, —supermagic
etiketlemeye sahip oldugunu gostermektir.

Anahtar Kelimeler: Magic Etiketleme, Ortii, Kitap Graf, Yilan Graf



ABSTRACT
ON C,,—SUPERMAGIC LABELLINGS OF SOME GRAPH

Ebru EROL

Master of Science (M.Sc.)

Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Tarkan ONER
January 2021 , 31 pages

Graph labeling or valuation is a function that maps graf elements (vertexes or edges)
to numbers, usually positive integers. The labeling of the set of vertexes is called
vertex-labeling, and the labeling of the edges is called edge-labeling. If the set of
definitions consists of both vertexes and edges, these labelings are called total-labeling.
There are many different types of labeling in the literature. Some of them are:
Harmonious, cordial, graceful, antimagic and H- (super) magic.

The purpose of this thesis is to introduce the n—leaf, s—part m—polygonal book-snake
graph, and show that this graph has Cy,—supermagic labeling, where Cy, is a circular
graph consisting of m edges and m vertexes.

Keywords: Magic Labeling, Covering, Book Graph, Snake Graph
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1. GIRIS

Graf teorinin calisma alanlarindan biri de graf etiketlemedir. 11k olarak 1960’
yillarin sonlarinda tanitilan graf etiketleme calismalarinin baslangici Rosa (1967)
ya atfedilmektedir.  Bu konu, X-isini kristalografisi, radar, kodlama teorisi,
astronomi, devre tasarimi ve iletisim agi adresleme gibi genis bir uygulama yelpazesi
icin faydali modeller olarak hizmet vermektedir ( Acharya 2008; Bloom vd.
1975-1977-1978-1982; Graham vd. 1971) .

Graf etiketleme (graph labeling veya valuation), graf elemanlarini (digimleri
veya ayritlari) sayilara, genellikle de pozitif tamsayilara esleyen bir fonksiyondur.
Tanim kiimesi digumlerden olusan etiketlemelere dugum-etiketleme (vertex-labeling),
ayritlardan olusan etiketlemelere de ayrit-etiketleme (edge-labeling) adi verilir. Eger
tanim kiimesi hem digim hem de ayritlardan olusuyor ise bu etiketlemeler toplam
etiketleme (total-labeling) olarak adlandirilir.  Literatiirde ¢ok farkli cesitlerde
etiketlemeler mevcuttur. Bunlardan bazilari: Harmonious, cordial, graceful, antimagic
ve H—(super)magic gibi.

V dugim kumesi, E ayrit kiimesi olmak uzere bir G(V,E) grafi ve H basit grafi
verildiginde, eger G nin her ayriti, H ye izomorfik olan G nin bir alt grafina ait
ise G grafi H—ortustine sahiptir denir. H-—0rtustine sahip bir G(V,E) grafi ve
A:VUE — {1,2,3,...,|V| + |[E|} fonksiyonu verilsin . Eger H ye izomorfik olan
G nin her H" = (V/,E’) alt grafi icin H nin her digim ve ayritlarinin A altindaki
goruntulerinin toplami p(A) olacak sekilde bir p(A) sayisi var ise A fonksiyonuna G
nin H—magic etiketlemesi denir. Buradaki p(A) sayisina magic toplam, G grafina
da H—magic etiketlemesine sahiptir denir. Eger bir A H—magic etiketlemesi ilaveten
{Mv):veV}={1,2,3,...,|V|} kosulunu da sagliyor ise H—supermagic etiketlemesi
olarak adlandirilir (Gutierez, 2005).

Literatlirde bir ¢ok graf icin H—magic ve H—supermagic etiketlemeleri mevcuttur.
Llado vd. (2009), tamsay! kiimeleri bélimleme teknigi kullanilarak, tekerlek, prizma,
kitap, rizgar degirmeni grafiklerinin H—super magic oldugunu gostermigtir. Ngurah
vd. (2010) fan, merdivenler ve bazi kitap graflarin -supermagic etiketlemeleri
olusturmusglardir. Baglantili bir G grafi icin, Maryati vd. (2008), G’nin k izomorfik



kopyasinin ayrik birlesiminin, eger |V (G)| + |E(G)] ¢ift veya k tek ise G— supermagic
oldugunu kanitladilar. En az iki ayriti olan baglantili olmayan graflar icin ise Maryati
vd. (2013) supermagic etiketlemeleri incelemiglerdir. Daha fazla ayrinti igin Gallian
(2018) tarafindan hazirlanan survey incelenebilir.

Bu tez calismasinin amaci, n yaprakli, s parcali m—poligonal kitap-yilan grafini tanitip,
bu grafin, C,, m ayrit ve m diigimden olusan dairesel graf olmak tizere Cr,—supermagic
etiketlemeye sahip oldugunu gostermektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.0.1. V bostan farkli sonlu bir kiime E C V xV olsun. G = (V,E) ikilisine
yonli graf denir. Eger yollarin yonleri ile ilgilenmiyorsak G grafina yonlendirilmemis
graf denir. G = (V,E) yonli veya yonlendirilmemis grafi icin, V kiimesine G grafinin
digim kiumesi, E kiimesine G grafinin ayrit kiimesi denir.

Tanim 2.0.2. G= (V,E) ve G; = (V1,E1) graflari verilsin. EGer V1 CV ve E; C E ise
G grafina G grafinin bir alt grafi denir.

Tanim 203. n > 3 olmak Uzere n adet digim ve
{v1,v2},{v2,v3},....{Vn—1,Vn},{Vn,v1} dUguim ciftlerinden olusan n adet ayrittan
meydana gelen grafa dairesel graf denir ve C,, ile gosterilir. Bakiniz Sekil 2.1.

21 €4 Vs

U3 Un

Vg €1 U1

Sekil 2.1. C, grafi

Tanim 2.0.4. Cz grafinin n tane kopyasinin ortak bir ayrit boyunca birlestirilmesi ile
elde edilen 2n+ 1 aynt ve n+ 2 digumden olusan grafa tcgensel kitap (triangular
book) graf denir ve B(3,n) ile gosterilir. Bakiniz Sekil 2.2.

Tanim 2.0.5. Cp, grafinin n tane kopyasinin ortak bir ayrit boyunca birlestirilmesi ile
elde edilen (m—1)n+1 aynt ve (m—2)n+ 2 dugimden olusan grafa m-poligonal
kitap graf denir ve B(m,n) ile gosterilir. Bakiniz Sekil 2.3.

Tanim 2.0.6. Cs grafinin s tane kopyasinin ardisik ortak dugimler boyunca u¢ uca
eklenmesi ile elde edilen 3s ayrith 2s+ 1 dugimli grafa yilan graf denir ve S(3,s) ile
gosterilir. Bakiniz Sekil 2.4.
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Sekil 2.2. B(3,n) grafi

Tanim 2.0.7. Cy, grafinin s tane kopyasinin ardisik ortak digiimler boyunca u¢ uca
eklenmesi ile elde edilen ms ayrith (m —1)s+ 1 dugtimli grafa m-poligonal yilan graf
denir ve S(m,s) ile gosterilir. Bakiniz Sekil 2.5.

Tanim 2.0.8. E # 0 olmak tizere G = (V,E) grafinda e = {u,w} ayriti ¢ikarilip yerine
v ¢ V olmak lzere v digimu ve {u,v},{v,w} ayrtlarinin eklenmesiyle elde edilen
grafa G grafinin elementer alt boltntlsa denir.

Tanim 2.0.9. G; = (V1,E1) ve Gy = (V, Ep) iki yonlendirilmemis grafi verilsin. f :
V1 — Va fonksiyonu

i) birebir ve Orten

i) a,b € Vy icin {a,b} € E; < {f(a),f(b)} € E

sartlari saglaniyorsa f bir graf izomorfizmasidir denir. G; ve G graflari da izomorfik
graflar olarak adlandirilir.

Tanim 2.0.10. V dagum kimesi, E ayrit kiimesi olmak tzere bir G(V,E) grafi ve H
basit grafi verildiginde, eger G nin her ayriti, H ye izomorfik olan G nin bir alt grafina
ait ise G grafi H—0rtlisune sahiptir denir.

Tanim 2.0.11. (Gutierez, 2005) H-0Ortusline sahip bir G(V,E) grafi ve A :V U
E — {1,2,3,...,)V| + |E|} fonksiyonu verilsin. E@er H ye izomorfik olan G
nin her H' = (V' E’) alt grafi i¢in H nin her digum ve ayrtlarinin A altindaki
goruntulerinin toplami p(A) olacak sekilde bir p(A) sayisi var ise A fonksiyonuna G
nin H—magic etiketlemesi denir. Buradaki p(A) sayisina magic toplam, G grafina
da H—magic etiketlemesine sahiptir denir. Eger bir A H—magic etiketlemesi ilaveten



Sekil 2.3.  B(m,n) grafi

% Uy Uy

b1 €1 €12 23] 65 €25

Uy €by Uby €y Ubg Up, €b; Ubeta

Sekil 2.4.  S(3,s) grafi

{Mv):veV}={1,23,...,|V|} kosulunu da saghyor ise H—supermagic etiketlemesi
olarak adlandirilr.

Sonug 2.0.12. (Jeyanthi ve Selvagopal, 2011) B(m,n) grafi n > 1 ve m > 3 i¢in
Cm—supermagic etiketlemeye sahiptir.

Ornek 2.0.13. (Jeyanthi ve Selvagopal, 2011) B(6,3) grafinin Cg—supermagic
etiketlemesi Sekil 2.6. da verilmistir.

Teorem 2.0.14. (Oner vd., 2020) S(m,n) grafi n > 2,m > 3 igin Cy,—supermagic
etiketlemeye sahiptir.

Ornek 2.0.15. (Oner vd., 2020) S (3, 4)grafinin C3-supermagic etiketlemesi Sekil 2.7.
de verilmistir.
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Sekil 2.5.  S(m,s) grafi

Vs,

a+1

Sekil 2.7.  S(3,4) grafinin C3—supermagic etiketlemesi. p(A) = 60




3. BULGULAR VE DEGERLENDIRMELER

3.1. S(3,n,s) grafinin C3—supermagic etiketlemesi

Tanim 3.1.1. B(3,n) grafinin s tane kopyasinin ortak digimler boyunca ug¢ uca
eklenmesi ile elde edilen ns+ s+ 1 adet diigime ve 2ns + s adet ayrita sahip grafa
n yaprakli, s pargali tiggensel kitap-yilan graf denir ve S(3,n,s) ile gosterilir.

Bu duglmleri ve aynitlari asagidaki gibi adlandiralim:
V={vi:i=12,...,s+1}U{vij:i=12,...,5,j=1,2,...,n}

E={ei:i=12,... spu{efj:i=12...5j=12...,n}
U{efj:i=12,...,5,j=1,2,...,n}

Burada taban digumleri v; ile, i. parcadaki j. ticgenin tepe dugumi vjj ile, taban
ayritlari ej ile, i. pargadaki j. iiggenin sol ayriti eilj ve sag ayriti ise ei2j ile gosterilmistir.

Sekil 3.8.  S(3,n,s) grafi

Sekil 3.8. den goruldigu tzere S(3,n,s) grafinda ns tane C3 grafina izomorfik olan
H" = (V/,E’) alt grafi vardir ve bu graflar S(3,n,s) icin bir C3—orti temsil eder.
Dolayisiyla S (3,n,s) grafinin C3—supermagic etiketlemeye sahip olup olmadigi sorusu



sorulabilir. Simdi bu grafin n ve s degerlerine gére C3—supermagic etiketlemesini
inceleyelim.

Teorem 3.1.2. S(3,n,s) grafi s ¢ift ise Cz3—supermagic etiketlemeye sahiptir.

Ispat. Etiketleme fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:

A:VUE —{1,2,..,|V|+|E|}

Avi)=s+2—-0,i=1,2,...;5s+1
AMvij) =s+1+i+s(j—1),i=1,2,...,s,j=1,2,...,n

Aej) =3ns+s+i+1,i=1,2,...,s

3 sl _j i — s i
Meilj): ins+2 2 _|+2, !_1,2,...,2,1__1,2,...,n
M 125 —i+2, i=5+1,...,5,j=12,..,n

Ll Y i — s i
7~(ei2j)= 2ns+s+ss_2 _+|+1, !_1,2,...,2,1__1,2,...,n
3ns+%—7j+l+l, |=%+1,---,S,J=l,2,...,n

H(A) magic toplamini hesaplamak icin Y A(v) ve Y, A(e) degerlerini hesaplayalim.

veV’ ecE’

Y A(V) = Vi 4 Vig1 + Vi
veV/’

=(s+2—-i)+(+2—i—1)+(s+1+i+s(j—1))
=3s+4+s(j—1)—i

Etiketleme fonksiyonunda A (e) degerleri i Uzerinden parcali olarak tanimlandigindan,

Y A(e) degerini her iki durum icin ayri ayri hesaplayalim.
ecE’
i=1,2,.,5i¢in:

Y Me) =ei+efj+ef
ecE’
. 3 sj . n—j .
=@ns+s+itl)+ {25+ = — = —i+2 ) (2ns+5+s——+i+1

= 73— 's+15ns+4+i
—2 kTS



i=354+1,..,s icin:

Y Me)=ei+efj+6f

ecE’
_@nssit D)4 (o o S i) 4 (ans 3o it
2 2 2 2
—73 's+15ns+4+i
2k
Bdylece Magic toplam
HO) = ¥ AW)+ L Me)
vev/’ ecE’
. : 7 . 15 .
=(3S+4+S(j—l)—l)—|—(ES—jS+?nS—|—4—|—I)

= 1ls+ 15ns+8
2 2

seklinde bulunur. Dolayisiyla, S(3,n,s) grafi s ¢ift ise C3—supermagic etiketlemeye
sahiptir. m

Ornek 3.1.3. S(3,4,4) grafini ele alalim. Burada s = 4 oldugundan Teorem 3.1.2 den
dolay1 S(3,4,4) grafi C3—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme asagidaki
gibidir.

A1V UE — {1,2,...,57}

AVi)=6—1i,i=1,2,3,4,5
AMVij) =5+i+4(j—1),i=1,2,3,4,j=1,2,,3,4

A(ej) =53+1i1,i=1,2,....4
40-2j—i, i=1,2,,j=1,2,3,4
Med;) = . _
34-2j—1, 1=3,4,1]=1,2,3,4
45-2j+i, i=1,2,,j=1,2,3,4
MeF) = o _
51-2j+1, 1=3,4,1]=1,2,3,4



Magic toplami ise

11 15
H(A) = ?s+ 7ns+8
=150

olur. Bu etiketleme Sekil 3.9. da verilmisgtir.

Sekil 3.9.  S(3,4,4) grafinin s ¢ift icin C3—supermagic etiketlemesi

Ornek 3.1.4. S(3,5,2) grafini ele alalim. Burada s = 2 oldugundan Teorem 3.1.2 den
dolay1 S(3,5,2) grafi Cz3—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme asagidaki
gibidir.

A:VUE — {1,2,...,35)

K(Vij) :3—|—i—}—2(j—1),i:1,2,,j =12,...,5

Aei) =33 +i,i=1,2

}\’(el)_ 25_j_i7 i:l,j:1,27.,',5
W 21—j—i, i=2,j=1,2,...,5
}\,(62)— 28_j+i; izl,j=1,2,...,5
W 32— i, i=2,j=1,2,...,5

10



Magic toplam ise

11 15
H(A) = ?s+ 7ns+8

=94

olur. Bu etiketleme Sekil 3.10. da verilmistir.

Sekil 3.10. S(3,5,2) grafinin C3—supermagic etiketlemesi

Teorem 3.1.5. S(3,n,s) grafi n ¢ift ise C3—supermagic etiketlemeye sahiptir.

Ispat. Etiketleme fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:

AV UE —{1,2,...V|+|E|}

Alvi)=1,1=1,2,...,5+1
Avij) =s+1+j+(i—1ni=1,2,...;5,j=1,2,...,n
1. .
k(ei):(§—|>n+25+2ns+2—|,|:1,2,...,s
Al = (1-i)n—3Zj+2s+2ns+3—i, i=1,23,...,5,j=1,3,5,...,n—1
Ul G-iyn—3j+2s2ns 420, i=1,2,3,...,5,j=2,4,6,...,n
AR = 2s—(3—i)n—3%j+2ns+3, i=1,23,...,5,j=1,3,5,..,n—1
W in—Lj+2s+2ns -2, i=1,2,3,...,5,j=2,4,6,...,n

11



H(A) magic toplamini hesaplamak icin Y A(v) ve Y. A(e) degerlerini hesaplayalim.

veV’ eckE’

Y AMV) = Vit Vigr Vi
vev’

=i+ (i+1)+(s+1+j+(i—-1n)
=j—(1—i)n+s+2+2i

Etiketleme fonksiyonunda A (e) degerleri j Uzerinden parcali olarak tanimlandigindan,

Y. A(e) degerini her iki durum igin ayri ayri hesaplayalim.
ecE’

Y Me) =ei+efj+ef;
ecE’

1 . . . 1. .
:((§—|>n+23+2ns+2—|)+((1—|)n—zj+23+2ns+g—|>
1 . 1. 3
+ N - —
<Zs (2 |>n 2]+2ns+2)
=(1-i)n—j+65+6ns+6—2i
]=2,4,6,....n igin:
Y Me)=ei+efj+6f
ecE’
1 . . 1 . 1. :
= E—I nN+2s+2ns+2—1 )+ E—I n—§j+23+2ns+2—|
.1
+<|n—zj+25+2ns+2)
=(1-i)n—j+65+6ns+6—2i

Bdylece Magic toplam

u) = ¥ AW+ L Ae)

veV/ ecE’
=(j—Q—-i)n+s+2+4+2i)+((1—i)n— j+65+6ns+6 —2i)
=7s+6ns+8

seklinde bulunur. Dolayisiyla, S(3,n,s) grafi n ¢ift ise C3—supermagic etiketlemeye
sahiptir. m
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Ornek 3.1.6. S(3,4,4) grafini ele alahm. Burada n = 4 oldugundan Teorem 3.1.5 den
dolay1 S(3,4,4) grafi Cz3—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme asagidaki
gibidir.

A1V UE —{1,2,...,57}

Avi) =1,i=1,2,3,4,5
MVij) =5+ j+4(i—1),i=1,2,3,4,7=1,2,345

Aei) =39 —5(i—1),i=1,2,3,4

Aeh) — 42- 51 _5(i-1), i=1,2,34,j=1,3
1 39_%_50_1)7 i:17273747j:274
AER) = 44 -1 ai-1), i=1,2,34,j=1,3
W 46— ra(i-1), i=1234,j=24

Magic toplam ise

H(A) =7s+6ns+8
=132

olur. Bu etiketleme Sekil 3.11. de verilmistir.

Sekil 3.11.  S(3,4,4) grafinin n ¢ift icin C3—supermagic etiketlemesi

Ornek 3.1.7. S(3,6,3) grafini ele alahm. Burada n = 6 oldugundan Teorem 3.1.5 den
dolay1 S(3,6,3) grafi C3—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme asagidaki
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gibidir.

A:VUE — {1,2,...,61}

AVi) = i,i =1,2,3,4
Mvij) =4+ j+6(i—1),i=1,23j=1,2,34506

Ae) =40—7(i—1),i=1,2,3

oy | M-, 1-123,j=135
Wl 401 -7(-1), i=1,23,j=2486
() — 47 -1 6(i-1), i=1,2,3,j=1,35
Wl s50-J+6(i-1), i=1,23,j=24,6

Magic toplam ise

H(A) =T7s+6ns+8
=137

olur. Bu etiketleme Sekil 3.12. de verilmistir.

5 11 17

a0 2 as a 26 a

Sekil 3.12.  S(3,6,3) grafinin C3—supermagic etiketlemesi
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Teorem 3.1.8. S(3,n,s) grafi s tek ve n tek ise C3—supermagic etiketlemeye sahiptir.
Ispat. Etiketleme fonksiyonunu su sekilde tanimlayalim:

AV UE — {1,2,...V|+|E|}

i+1 i P
A(v) = 2_,1 !t(?kvel__l,z,...,s+1
SR ciftvei=1,2,...,5+1

Y

K(Vij) =s+j+n(i—-1)+1,i=1,2,...,5,j=1,2,...,n

A(ej)=3ns+2s—i+2,i=12,....5

(3 st jni-1)+1 i=12..,5%j=12.n
T e VI T oo

ns+s+1+)— ==, = ]=5"+1..n

| BAs+Hj+n(i-1+3 i=%2.5j=12..n

(3ns+s—2j—2n(i-1)+3, i=12..,5j=12.n
A(eh) = 2ns+n+s—21:+3, ?::Ti,j::hl, L

3ns+n+s—2j+3, = ]="5+1,..,n

dns+s—2j—2n(i—-1)+3, i=%3..5j=12,.,n

\

Etiketleme fonksiyonu i nin ve j nin deQerleri (zerinden parcali olarak
tanimlandigindan, her durum icin magic toplami ayri ayri hesaplayalim.
i=1,2,.., 5 icin:

Z A(V) = Vi+Vig1 +Vij

veV’
i+1 i+1+1 -
:<+T>+(%)+(S+J+n(l—l)+l)

. : 3 5 .
_1—(1—|)n+§s+§+|

15



Y Me)=ei+efj+ef

ecE’

. 3ns . . 1
=3ns+2s—i+2)+ (7+S+J+n(l—1)+§>

+(3ns+s—2j—2n(i—1)+3)

. . 15 11 .
=@Q-i)n—j+4s+—ns+——i

2 2
HA) = Y M)+ Y M)

veV’ eckE’

: . 3 5 . : . 15 1 .
_(J—(l—l)n+§s+§+l)+((1—|)n—j+4s+?ns+?—|)
—E3+Ens+8
2 2

i=Lve j=1,2,.. %L icin:

Y M) = Vi+Vigs + Vi

veVv/’
s+1 s+1
= +1 s+ +1+1 . s+1
:( 22 )+( 22 )+<s+1+n(—j2L —1)+1)

1 1
=j—n+25+=
J 2n+ s+2ns+3

Y Ae) =ei+efj+ef;

ecE’
s+1 n . 1
= (3ns+25—7+2> + <2ns+s—§+1+§)
+(2ns+n+s—2j+3)

1 .7
zzn—1+§s+7ns+5

i) = ¥ AW+ L Ae)

veVv/’ ecE’
1 1 1 ¢
= (J—§n+23+§ns+3> + (En_J+§S+7nS+5)

= ES—I—EHS—FS
-2 2
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i=Lvej="1 41 nicin:
Y A(V) = Vi 4 Vig1 + Vi
veVv/’
s+1 s+1
s4+1 .41 S+=2=+1+1 . s+1
:<22 >+( - )+<s+1+n(%—l)+l)

o1 1
=]—zN+2s+_n
1=5 + s+2 s+3

Y Me)=ei+efj+6f
ecE’

1 . 1
:3<ns+25—%+2) + (n5+s+1+l—%>

+(3ns+n+s—2j+3)

1 7
=_-N—j+=S+7ns+5
SN = I+ 58+ Tns+

HO) = X AW+ Y Ae)

veVv/’ ecE’
1 1 1 M
= (J—§n+25+§ns+3> 28 (En—1+55+7n5+5)

= EsﬂLEnerS
2 2

i s+3 icin:
i=3552 . sicin:

Y A(V) = Vi 4 Vig1 + Vi

veVv’
i+1 i+1+1 . .
:('; )+(S+'+2 * )+<s+1+n<u—1>+1>

_ . 3 5 .
_J—(l—l)n+§s+§+|
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Y Me)=ei+efj+ef

ecE’

=3ns+2s—i+2)+ (%+s+j+n(i—l)+%>
+(4ns+s—2j—2n(i—1)+3)

. . 15 11 .
Z(l—l)n—J+4S+7ns+?—|

— Y A+ Y Ae)

veV’ eckE’
: : 3 5 . : . 15 1 .
_(J—(l—l)n+§s+§+l)+((l—|)n—j+4s+?ns+?—|>

= 1ls+ 15ns+8
2 2

seklinde bulunur.
Her durum icin ayni sabit deger elde edildiginden, S(3,n,s) grafi s tek ve n tek ise
Cz—supermagic etiketlemeye sahiptir. m

Ornek 3.1.9. S(3,5,3) grafini ele alalim. Burada n =5, s = 3 oldugundan Teorem
3.1.8 den dolayi S(3,5,3) grafi C3—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme
asagidaki gibidir.

AV UE — {1,2,...,52}

i1 i
==, 1=1,3
Vi) = { 27

B i =24

AVij) =4+ j+5(1—1),i=1,2,3,j=1,2,3,4,5
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Ae)) =53—i,i=1,2,3

(264, i=1,j=1,2,3,4,5
31+j, i=2,j=1,2,3
W) 16+, i=2,j=4,5
21+j, i=3,j=1,2,3,45
51-2j, i=1,j=1,2,3,4,5
41-2j, i=2,j=1,2,3
56—2j, i=2,j=4,5
46-2j, i=3,j=1,2,3,4,5

\
Magic toplam ise

11 15
H(A) = ?s+ ?ns+8

=137

olur. Bu etiketleme Sekil 3.13. te verilmistir.

1 52 3 51 2 50 4

Sekil 3.13.  S(3,5,3) grafinin C3—supermagic etiketlemesi

Boylece genel olarak Teorem 3.1.2, Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.1.8 den asagidaki
sonucu verebiliriz.

Sonug 3.1.10. S(3,n,s) grafi C3—supermagic etiketlemeye sahiptir.
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3.2.  S(m,n,s) grafinin Cy,—supermagic etiketlemesi

Bu kisimda m > 4 olmak tzere n yaprakli, s parcali m—poligonal kitap-yilan grafinin
Cm—supermagic etiketlemesini ele alacagiz. Bunun igin dnce alt boluntuler ile ilgili
asagidaki teoremi verelim. Burada bir G grafi verildiginde alt boltntulerini S(G) ile
gOsterecegiz.

Teorem 3.2.11. (Taimur vd., 2018) G bir H—supermagic graf, H;j ler de G nin H ye
izomorfik olan alt graflari olsun. Eger S (H;) ler S(G) grafinin S(H) ye izomorfik olan
alt graflari ise S (G) grafi da bir H—supermagic graftir.

G grafinin alt boluntiisi olan S(G) grafi, G ye p adet yeni vq,Vo,...,vp digimleri
eklenerek elde edilsin. r de S(H;) alt graflarina eklenen yeni dugimlerin sayisi olsun.
A etiketlemesi G nin H—supermagic etiketlemesi ise asagidaki sekilde tanimlanan g
de S(G) nin bir S(H) —supermagic etiketlemesidir ve bu etiketleme asagidaki gibi
formule edilir.

g(v)—{”v)’ | vevie)
V(G)|+]j, v=vj,j=1,2,....,p

A(uv)+p, ueV(G)
g(uw) = . _
V(G)+I[E(G)[+2p+1—]j, u=vjj=12,...,p

Magic toplam ise
W(g) =HA)+[E(H)[p+ 2|V (G)[+[E(G)[+2p+1)r

olur.

Simdi de m—poligonal kitap-yilan graf tanimini verip yukaridaki teorem yardimiyla
Cm—supermagic etiketlemeye sahip oldugunu séyleyelim.

Tanim 3.2.12. B(m,n) grafinin s tane kopyasinin ortak dugiimler boyunca u¢ uca
eklenmesi ile elde edilen (m —2)ns+s+ 1 adet dugime ve (m—1)ns+s adet ayrita
sahip grafa n yaprakli, s par¢ali m—poligonal kitap-yilan graf denir ve S(m,n,s) ile
gosterilir.
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Bu dagumleri ve ayritlari asagidaki gibi adlandiralim:
V={viti=12,.. . s+1}u{vii=1,2,....5,j=1,2,....n.k=1,2,... . m-2}

E={ei:i=12,... spu{ef:i=12.5j=12...,nk=1.2...,m-1}

i di o 41 "§1

d k k
j i "%
g

koo
G U

G} Ll @ ] st

Sekil 3.14.  S(m,n,s) grafi

S(m,n,s) grafi, S(3,n,s) grafinin her i, j icin vjj ile viyq digimleri arasina r =
(m—3) tane toplamda ise p = (m—3)ns tane yeni dugim eklenmesi ile de elde
edilebileceginden S (3,n,s) grafinin bir alt béluntlsi olarak distnulebilir. Dolayisiyla
Teorem 3.2.11 yardimi ile agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.13. S(m,n,s) grafi Cy,—supermagic etiketlemeye sahiptir.

Ispat. n ve s deferlerine gore daha onceden elde ettiimiz Cz—supermagic
etiketlemeleri ve Teorem 3.2.11 yardimiyla S(m,n,s) grafinin Cp—supermagic
etiketlemesi su sekilde olur:

s cift ise:
g(vi) =s+2—1i, i=1,23,...,5+1
g(vi) =s+1+i+s(j—1), i=123,...5j=12...n
g(vll(j) :nS+S+k+(J_1)(m_3)+(|_1)<m_3)n7 i:172,37"'7s7

j=1,2.3,....n,
k=2,3,4,...,.m—2
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g(ei) =3ns+s+i+1+(m—-3)nsi=12,...,5s,
2ns+ 3 - —i424m-3)ns, i=1,2,3,...,3,]=1,2,3,...,n,

oo = 35 125 —it2+(m—3)ns, i=S$+1,...,5j=1,23,....n,
ge) — 2ns+s+s"p ) it 14 (m-3)ns, i=1,23,....5,j=123,..n,
! 3ns+35—J+i+1+(m=3)ns, i=35+1,...,5]j=123,...,n,
g(el§) = 3j—kim-(3-3i)n+2s—jm+(1-mn-3nst2mns+1, i=1,2,3,...,5,
j=1,2,3,....n,

k=3,4,5,...,m—1,

W@ =rA)+[EH)[p+ 2V (G)|+[E(G)[+2p+1)r

=( 4 s+Pns+8)+3((M—3)ns)+(2(ns+s+1)+2ns+s+2(m—3)ns+1)(m—3)

7 9
—=3m— §s+3ms+§ns+2m2ns—5mns— 1

n cift ise:

glvi) =ii=12,...,5+1,

g(vi;) =s+1+j+([i-1ni=12,...5j=123,...,n,

g(v) =ns+s+k+(j—1)(M—3)+(i—1)(m—3)n, i=12,3,...s,
j=1,2,3,...
k=2,3,4,...,m—2,

glei) =(G-i)n+2s+2ns+2—i+(m-3)ns,i=1,2,....5,
(

(I-iyn—3j+2s+2ns+3 —i+(m—-3)ns, i=1,23,...,5,
. j=1,3,5...n—1,
g(eij) = 1 . 1: . .
(3—i)n—3j+2s+2ns+2—i+(m-3)ns, i=1,2,3,....5,
> j=2,4,6,...,n,
25— (2 —i)n—1j+2ns+3+(m-3)ns, i=1,2,3,...,5,
, j=1,3,5,....n—1,
glefj) =9 . 1. :
in—3j+2s+2ns+2+(m—3)ns, i=1,2,3,...,s,
j=2,4,6,...,n,
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g(el§) =3j—kim-(3-3i)n+2s—jm+(1-i)mn-3nst2mns+1, i=1,2,3,...,5,
j=1,2,3,...,n,
k=345

P

W@ =rA)+[E(H)[p+ 2V (C)+[E(C)[+2p+1)r
= (7s4+6ns+8)+3((m—23)ns)
+(2(ns+s+1)+2ns+s+2(m—3)ns+1)(m—3)
= 3m — 25+ 3ms+ 3ns+2m?ns — 5mns — 1

s tek ve n tek ise:

i+1 »
==, 1=1,3,5,...,s,
g(vi) :{ s—%—i—kl i

=, 1=2,4,6,...,s+1,
g(vi;) =s+j+ni-1)+1,i=12,...,5j=12,..,n,
g(vi) =ns+s+k+(j—1)(m=3)+(i—1)(m=3)n, i=1,23,...s,
1_172737 7n7

a(ei) _3ns+23—|+2+(m 3)ns,i=12,.

3”S+s+1+n(|—1)+ +(m— 3) , |:1,2,3,...,%,
j:123
@y — 2ns+5— 5+ j+ 34+ (m—3)ns, i S“j_123
aeiy) = ns+s+1+j— L4+ (m—3)ns, i_sgl,j_”+1+1,...,,
B s+ j+ni—1)+3+(m=3)ns, =53 s,
| j=1.2.3,...n,
. . . 1
3ns+s—2j—2n(i—1)+34+(m—3)ns, |:1,2,3,...,5T
j—123
o) — 2ns+n+s—2j+3+(m—3)ns, i S+lj—1,2,3
W) Bns+n+s—2j+34(m—3)ns, i_sgl,jznglqtl,...,,
- - - 3
dns+s—2j—2n(i—1)+3+(m—3)ns, i=3%2 s,
j=1,2,3,....n,
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g(el§) = 3j—k+m-(3-3i)n+2s—jm+(1-i)mn-3nst2mns+1, i=1,2,3,...,5,
j=1,2.3,...
k=3,4,5,... m-1

W@ =rA)+[E(H)[p+ 2V (C)+[E(C)[+2p+1)r

= (%s+%ns+8) +3((m—3)ns)

+(2(ns+s+1)+2ns+s+2(m—-3)ns+1) (m—3)

7 9
—=3m— §s+3ms+§ns+2m2ns—5mns— 1

Ornek 3.2.14. S(4,5,2) grafini ele alahm. Burada m = 4,n = 5;s = 2 oldugundan
Sonug 3.2.13 ten S(4,5, 2) grafi C4—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme
asagidaki gibidir:

g(Vi):4—i, |:1,2,3
g(vl) =3+i+2(j—1), =12 j=1,2345
g(V4) =13+ j+5(i—1), i=1,2; j=1,2,3,4,5

g(ej) =43+1,i=1,2
1y ) 3-iml 1=1,1=1,23,45
' 31—i—j, i=2,j=1,2,3,4,5

38+i—j, i=1j=12345
g(e”): . L .

42+i—j, 1=2,1=1,2,3,4,5
g(e?j) :61_5|_J7| :1727j =1,2,3,4,5

Magic toplam ise

7 9
u(g) =3m— §s+3ms+§ns+2m2ns—5mns— 1=193

olur. Bu etiketleme Sekil 3.15. te verilmistir.

Ornek 3.2.15. S(5,6,3) grafini ele alahm. Burada m = 5,n = 6,s = 3 oldugundan
Sonug 3.2.13ten S(5,6,3) grafi Cs—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme

24



Sekil 3.15.  S(4,5,2) grafinin C4—supermagic etiketlemesi

asagidaki gibidir:

g(vi) =1, i=1,2,3,4
g(vi) =4+j+6(i—1), i=1,23,j=1,2345,6
g(vl) =7+k+2j+12i, i=1,23j=123456k=23

g(ei) =g(ej) =83—-7i,i=1,2,3

(6l — 84—7i+3%1 i=123j=135
&)= 83-7i—J, i=1,23,j=246
() — 75+6i+3d i=123j=135
9= 80+6i—J, i=1,23,j=24,6

g(el§) =150 —12i—2j—k,i=1,2,3,j=1,2,3,4,5,6, k = 3,4
Magic toplam ise
1(g) = 3m — 25+ 3ms -+ 3ns + 2m?ns — 5mns — 1 = 557

olur. Bu etiketleme Sekil 3.16. da verilmistir.

Ornek 3.2.16. S(6,5,3) grafini ele alahm. Burada m = 6,n = 5,s = 3 oldugundan
Sonug 3.2.13 ten S(6, 5, 3) grafi Cg—supermagic etiketlemeye sahiptir ve bu etiketleme
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Sekil 3.16. S(5,6,3) grafinin Cs—supermagic etiketlemesi

asagidaki gibidir:

Hloj=13
g(Vi):{ e

ol |:2,4
g(vjj) =4+j+5(i—1), i=1,23,j=12345
g(vK) = 151 +3j +k, i=1,2,3,j=1,2,3,4,5k=2,3,4
g(ej) =98—1,i=1,2,3

[ 66+5i+j, i=1j=1,2,345

76+ j, i=2,j=1,2,3
g(eilj)_ . . .

61+Ja |:27J:455

514+5i+j, i=3,j=1,2,3,45

106 —10i —2j, i=1,j=1,2,3,4,5

86 —2j, i=2,j=12,3

101 2j, i=2, j=45

| 121-10i-2j, i=3,j=1,2,3,45

g(el)) =163 —15i —3j —k,i=1,2,3,j=1,2,3,4,5k=3,4,5

Magic toplam ise
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7 9
u(g) =3m— §s+3ms+§ns+2m2ns—5mns— 1=758

olur. Bu etiketleme Sekil 3.17. de verilmistir.

20 142 21 35 127 36 50 112 51
14 84

Sekil 3.17.  S(6,5,3) grafinin Cg—supermagic etiketlemesi
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4. SONUC

Bu tez calismasinda, dnce B (3,n) grafinin s tane kopyasinin ortak dugiimler boyunca
uc uca eklenmesi ile elde edilen ns+ s+ 1 adet digume ve 2ns + s adet ayrita sahip,
n yaprakl, s parcah tGcgensel kitap-yilan grafi S(3,n,s) tanitilmis ve bu grafin n ve s
degerlerine gore C3—supermagic etiketlemeye sahip oldugu gosterilmistir.

Daha sonra B(m,n) grafinin s tane kopyasinin ortak digumler boyunca ug¢ uca
eklenmesi ile elde edilen (m —2)ns+s+ 1 adet dugime ve (m—1)ns+s adet ayrita
sahip n yaprakli, s par¢ali m—poligonal kitap-yilan graf S(m,n,s) tanitilmig ve bu graf,
S(3,n,s) grafinin her i, j icin vjj ile viyy digtimleri arasina r = (m — 3) tane toplamda
ise p = (m—3)ns tane yeni dugim eklenmesi ile de elde edilebileceginden S(3,n,s)
grafinin bir alt boluntust olarak dustntlebilecegi sdylenmigtir. Dolayisiyla, S(3,n,s)
grafinin n ve s degerlerine gore elde edilen C3—supermagic etiketlemeleri ve Teorem
3.2.11 yardimiyla S(m,n,s) grafinin Cy,—supermagic etiketlemesi verilmistir.
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