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ile ifade edilen reaksiyon-difiizyon matematiksel modelleri incelenmis ve beyin tiimérlerinin
biliylimesini tanimlamak i¢in diferansiyel denklemlerin kullanilmasi hakkinda bilgiler
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ABSTRACT

MSC THESIS

INVESTIGATION OF BRAIN TUMOR BEHAVIOR WITH
MATHEMATICAL MODEL

HUDA KAREEM GHAZI AL-SAEDI

KASTAMONU UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. TURHAN KOPRUBASI

In this graduate thesis, basic mathematical models such as

aC—V + pc
gV tee

explaining brain tumor growth with the help of differential equations and reaction-diffusion
mathematical models expressed by

o;u — div(D(x)Vu) — f(u) =0, on2 X (0,T)
DVu.n=0 , ondN x (0,T)
u(0) =¢ , on (2

were examined and information is given on using differential equations to describe the
growth of brain tumors.

This thesis consist of five chapters. In the introduction part of the first chapter, detailed
information about the current literature is presented. In the second and third chapters, some
mathematical models about the use of differential equations in brain tumor models and the
properties of these models are mentioned. In the fourth chapter, some existing findings are
mentioned and the fifth chapter is devoted to the conclusion.

KEYWORDS: Brain Tumors, Mathematical Model, Tumor Growth, Cancer Tumors.
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Science Code: 204



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim boyunca ilminden faydalandigim, insani ve ahlaki
degerleri ile de ornek edindigim, biiyiik fedakarlik gostererek ¢alismamin her
asamasinda bilimsel bilgimi artirmak icin beni yonlendiren degerli hocam Sayin
Dog. Dr. Turhan KOPRUBASI (Kastamonu Universitesi Matematik Boliimii) na,
bugiinlere gelmemde biiyiik pay sahibi olan, aldigim her kararda arkamda durup
beni destekleyen aileme 0zellikle anneme ve kizlarima sonsuz tesekkiirlerimi
sunarim.

Huda Kareem Ghazi AL-SAEDI

Kastamonu, 2020

Vi



ICINDEKILER

Sayfa
LI = © 1 1N 4 SRR I
TAAHHUTNAME ..ottt iiii
OZET ... iv
ABSTRACT ..ot bbbttt bbbttt Vv
TESEKKUR .......ooooioieieeeeeeeeeeeeeeee ettt Vi
ICINDEKILER .......c..oooviiiiiieeeeeeee e enese sttt wii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI .......coooooiiiiniiccs viii
O 21 1O 1
1.1 Biyolojik Siiregcte Matematiksel Model................cooiiiii i, 2
1.2 Timor Biiylimesinin Matematiksgl Model[emesinin Tarihgesi ................... 6
2. BEYIN TUMORU MODELLEMESINDE DIFERENSIYEL
DENKLEMLERIN KULLANIMI ....c..ocoiiiiiiiiiissinsi e 9
2.1 Matematiksel Modeller........... ..o 11
2.1.1 Matematiksel Model (A)....ccooieeioeiiieeeeeieeeeeeeeeeeee e 12
2.1.2 Matematiksel Model (B)..........cooviiniiiiiiiiiic e, 15
3. BEYIN TUMORU iCiN REAKSIYON-DIFUZYON MODELLERI ............ 20
3.1 Beyin Tiimorlerinin Niimerik Rekonstriksiyonu..........ccocceiveriiiiieiiennnnnne 22
3.2 Geriye Doniik Reaksiyon-Difiizyon Modelleri.........cccoovevirieiiiiniiiciienene, 22
A, BULGULAR ..ottt ettt e et e e et e e e s e e e naeeanes 28
4.1 Beyin Tiimérlerinde Reaksiyon-Difiizyon Modellerinde Kaynak
LOKAIIZASYONU ...t 28
4.2 Beyin Tiimérlerinin Gelisimi I¢in Reaksiyon-Difiizyon Modelleri
Boyutlarinin 3-D SimUlasyonlart .........cccocceiiiiiiniiiicieeeee e 28
4.3 Beyin Tiimoérlerinin Sayisal Rekonstriksiyonu ..........cccocvvviiiiiiiciinnnn, 29
BUSONUC ...t bbbttt b ettt 30
KAYNAKLAR ..ottt 31
OZGECMIS ...ttt enenes 34

vii



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Simgeler
C : Kompleks sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi
Z : Tam sayilar kiimesi
Z* : Pozitif tam sayilar kiimesi
Lv H{f:A > C| [If(0)Pdx < 0}
1
[E3] : (2?=1|xj|p) /p, C™ in tizerindeki [P normu
I£1l, - (JIf (x)[Pdx) /P, € nin iizerindeki LP normu
a . Alfa
B : Beta
vy . psi
0 : Omega
n . Eta
A : Lambda
0 : Theta
0 : Omikron
% : Gamma
® : Varfi
u : Mu
p : Rho
Kisaltmalar
BT : Bilgisayarli Tomografi
MR : Manyetik Rezonans Goriintiileme
IBSR : Internet Beyin Segmentasyon Deposu

viii



1. GIRIS

Kanser, hastadan baskasina temas ederek ge¢meyen ve genel olarak kalitsal olmayan
bir hastalik olup kanser epidemisiyle ilgili herhangi bir kayit olmasa da binlerce
yildir bilinmektedir. Istatistikler diinyada her yil yaklasik 2 milyon yeni kanser
vakasinin ortaya ¢iktigin1 gdstermekle birlikte aslinda kendisi tek basina 6ldiiriicii bir
hastalik degildir. Ciinkii genellikle hastanin ihmali veya kontrole gitmeyi ertelemesi
durumunda olusan hastaligin komplikasyonlarindan olim gergeklesir. Bu da

hastaligin erken tanisinin 6nemini yansitir.

Kanser vakalarinin bir ¢ogunda goriilen beyin tiimori, hiicrelerin hizli ve anormal
sekilde biiylidiigli dinamik bir sistemdir ve nihayetinde bu anormal hiicreler, saglikli
hiicreleri islev, besin ve oksijenden mahrum ederek oOldiirlir. Beyinde yabanci ve
anormal hiicreler bulundugunda tiimdr beyinde veya kafatasinin icinde olusur.
Biyoloji biliminin uygulamalarindan olan beynin matematiksel modellerinin
incelenmesi; noéronlardaki akim iletimi, organlardaki oksijen ve karbondioksit
degisimi ile ¢esitli duyu organlarinin (géz ve kulaklar) ve bobreklerin ¢alismasi gibi
insan viicudunu tepeden tirnaga igerir. Matematiksel hastalik teorisi, kanser gibi bazi
hastaliklarin tani ve tedavisinde matematiksel yontemlerin kullaniminin bir analizini

sunar. Genel olarak beyin kanseri tedavisi,

- Kanser hiicrelerini 6ldiirmeyi veya almay1 hedefleyen tedavi (birincil tedavi),
- Kalan hiicrelerinin yok edilmesini amaglayan tedavi (adjuvan tedavi),
- Kanserden kaynaklanan yan etkileri tedavi etmeyi amaglayan tedavi (destek

tedavisi)

dahil bir¢ok sekilde uygulanabilir (Enderling, ve Chaplain, 2014). Saglik bilimleri
cok karmasik oldugu i¢in matematikgilerin 6nce durumu anlamalari, sonra
matematiksel bir model olusturmalari ve bu modelin ¢iktilarmi gesitli tekniklerle
azaltmalar1 gerekir. Daha sonra sonuglari gergek¢i goézlemlerle karsilastirmalari

gerekir ki matematiksel bir model kabul edilene kadar bu siire¢ tekrarlanir.



1.1 Biyolojik Siirecte Matematiksel Model

Matematiksel modelleme, biyolojik siirecin daha iyi anlasilmasina yol acabilecek
hipotezlerin gelistirilmesine ve test edilmesine olanak saglayan ve biyolojik sorunlari
analiz etmeye yarayan gii¢lii bir aractir. Gergeke¢i ve kullanigh bir modelin esaslari

sunlardir:

- Biyolojik problemin iyi bir sekilde anlagilmas1 ve degerlendirilmesi
- Onemli biyolojik olaylarin gergekci matematiksel gosterimi
- Cok 6nemli olan hususlarda tercihen nicel faydali ¢6ziimlerin gelistirilmesi

- Matematiksel sonug¢larin tahminler agisindan biyolojik olarak yorumlanmasi.

Bununla birlikte gercek diinyada ideal bir matematiksel model i¢in istenilen kriterler

su sekilde siralanabilir (Cisneros-Sanchez vd., 2018):

- Modelin gercek yasamda bir temeli olmalidir (fizyolojik temel).

- Olusturulan model, gergek diinyadaki durum hakkinda var olan anlayis
gelistirmelidir.

- Modelde asgari sayida parametre bulunmalidir, modelde gdsterilen
degiskenler deneysel veri toplamak i¢in 6l¢iilebilir olmalidir.

- Model, mikroskobik diizeyde ve ayrica mikroskobik tiimor biiylimesinde
genel anlayis1 gelistirmelidir.

-  Model, ayni tipte tiimoére sahip farkli hastalara veya hayvanlara da
uygulanabilmelidir.

- Tek bir matematiksel modelin, viicudun cesitli kisimlarinda ortaya ¢ikan

farkli tiimorleri temsil etmesi s6z konusu degildir.

Temel olarak, matematiksel bir modelde

- Konstriiksiyon (nesnenin matematik diline dontistiiriildiigi bir siireg),
- Analiz (olusturulan modelin ¢alisilmasi),
- Calisgmanin  Sonuglarmin  Yorumu (sonuglarin elde edildigi nesneye

uygulandig1 degerlendirme ve yorum)



seklinde ii¢ asamaya ihtiya¢ vardir (Marion, ve Lawson, 2008). Burada kanserli
timor biiyiimesinin dinamiklerini anlamak, hastalar i¢in daha iyi prognozlara yol
acan daha etkili tedavi planlar1 gelistirmeye yardimci olabilir. Ayrica, Kanserin nasil
gelistiginin ve tiimoriin nasil biyiidiiginin anlasilmasi, mevcut tedavi rejimlerini
optimize edilmesi veya kisisellestirilmesi, yeni tedavilerin veya farkli tedavilerin
kombinasyonlarinin etkisinin tahmin edilmesi ve tedaviye direng gelisimi konusunda
fikir vermesi bakimindan matematiksel modeller biliyiik 6nem arz etmektedir
(Swanson vd, 2003). Matematiksel modellemenin bir avantaji da, teoride herhangi
bir parametreyi degistirme ve etkisini analizleme ve bdylece varsayimsal deneyleri
simiile etme yetenegidir. Modeldeki algilama esigini matematiksel olarak azaltarak,
tibbi  goriintiileme alaninda artan algilama yeteneklerinin  kullaniglilig
gorsellestirilebilmekte ve kuvvetlendirilmis algilama tiirleri taninabilen timor
miktar1 arttirilabilmektedir. Buna karsin artis orani, timor pozisyonlar1 ve dereceleri

arasinda gesitlilik gosterir (Alvord ve Shaw, 1991).

Bununla birlikte bir matematiksel biiyiime modellemesinde Karsilagilan zorluklar
tiimdr baglangici, ilerleme, metastaz, timor i¢i heterojenite, tedavi yanitlart ve timor
direnci seklinde alti alanda smiflandirilabilir. Diinya Saglik Orgiitii tarafindan
yayinlanan beyin tiimorleri smiflandirmast yakin zamanda degismistir ve yeni
siiflandirma tanida, prognozun belirleyicilerini bulmada ve tedavi yanitinda
dogruluk oranim artirabilecek fenotipik ve genotipik parametrelerin kullanimini
birlestirmektedir. Bu dogrultuda, matematiksel modelleme, bir tiimdriin zaman
siirecini tahminine ve tedavi rejimlerinin optimize edilmesine yardimer olarak bu
yeni ve Kkisisellestirilmis tedavi caginin O6nemli bir bileseni olacaktir. Mevcut
modellerin karmasikligindan dolayr modelciler ve doktorlar biliylime modeli
tercihlerini ve farkli biiylime varsayimlarinin, tedavinin etkinliginin model
tahminlerini nasil degistirebilecegini dikkatlice degerlendirmelidirler. Biiyilime
modelinin olusturulmasiyla ilgili ¢esitli kararlar model Ongoriilerinde Onemli
farkliliklarla sonuglanir. Klinisyenler ¢ok fazla (daha ciddi yan etkilere neden
olabilir) veya ¢ok az (muhtemelen bir timoériin biliylimeye devam etmesiyle
sonuclanabilir) ila¢ verebilirler. Nekrotik cekirdegin, ekstra kapsiil uzantisinin ve
anjiyogenezin dngoriicii modellere nasil entegre edildigini tanimlamak icin bir fikir

birligine ihtiyag vardir. Bu nedenle, kullanilan veriler, tahminlerin yapildig



zamandaki dinamikleri daha giivenilir bir sekilde yansitacaktir. Ag biliminin, grafik
Olglim araglar1 kullanilarak noro goriintileme i¢in daha fazla kullanimi, beyin
tiimorlerinin teshisi ve tedavi sonrasi anatomik ag topolojisinin degerlendirilmesini
gerektirecektir. Bu kullanim her seferinde anatomik ve fonksiyonel ag yapimi i¢in en
iyi yaklagimlarin tanimlanmasi ve bu bilgilerin bir tiimor biiyiime modeline nasil
entegre edilmesi gerektigi sorusunu giindeme getirmektedir. Giiniimiizde, 6zellikle
kanser arastirmalar1 ve ndrolojik hastaliklar alaninda, pek ¢ok hastalik odakli ag
ornegi ortaya ¢ikmaktadir. Ozel hastalik odakli modellerin gelistirilmesi, birden fazla

biyolojik belirtecin onaylanmasini ve patofizyolojilerinin anlagilmasini saglayacaktir.

Sinir sistemini etkileyen neoplazmi olan hastalar i¢in prognoz bir¢ok faktore baglidir.
Prognozdaki ana unsur, tiimoriin anatomik bolgesini ve cesitli tedavilerin etkinligini
g0z onilinde bulundurarak tlimoriin kantitatif olarak degerlendirilmesidir. Gelistirilen
modellemenin hasta tedavisi lizerinde pratik bir etkiye sahip olduguna inanmak i¢in,
gercekei modellemenin 6nemli bir parcasi olduguna inanilan daha ayrintili tibbi
bilgilerin verilmesi gerekmektedir. Bununla birlikte, timdr biiylimesinin uzamsal
dinamikleri icin matematiksel bir model gelistirilmesi siirecinde 6nemli olan,
proliferasyon veya biiylime hizi dahil olmak {izere model parametrelerini ve
hiicrelerin difiizyon katsayisini, art arda bilgisayarli tomografi (BT) taramalarindan
elde edilen klinik verilerden ve bagimsiz deneysel ¢alismalardan tahmin edilmesidir.
Temel model, glioma tiimor hiicresi popiilasyonunun, esas olarak proliferasyon ve
diftizyonla yonetilen gelisimini dikkate almaktadir. Tiimor hiicrelerinin tstel olarak
biiylidiigli varsayilmaktadir ki bu, biyolojinin ilgilendigi Ol¢egi, yani hastanin
tahmini 6liim anin1 makul bir zamana yansitabilir. Her ne kadar nekrotik ¢ekirdek
(01t hiicreler bolgesi) olusumu bazi gliomalarda belirgin olsa da sadece yiiksek
oranda proliferatif olan, yavas yayilan tiimorler nekrozdan belirgin sekilde etkilenir.
Ek olarak lojistik biiyiime, 6nemsiz bir sekilde model siirecine dahil edilebilir. Daha
sonra diflizyonun in vitro olarak (laboratuvar ortaminda ya da yapay kosullarda)

gozlenen hiicre yayilma dinamiklerinin biiyiik 6l¢iide modelledigi gosterilebilir.

Swanson’un glioma modeli g6z oniine alindiginda, konum x ve zaman t deki hiicre

sayist ¢(x, t) olmak iizere temel model,

ac _
5—V.]+pc (1.1)



seklinde boyutsal olarak bir koruma denklemidir. Burada p, proliferasyon ve 6liim
(veya kayip) dahil olmak tizere hiicrelerin net biiyiime oranini temsil eder. Ayrica
hiicrelerin difiizyon akis1 olan J, hiicre yogunlugunun V gradiyentiyle dogru orantil
olup D (mesafe?/zaman), beyin dokusundaki hiicrelerin difiizyon katsayis1 olmak

uzere

J=DVeé (1.2)

seklindedir. Yukarida sozii edilen teorik model, beyin dokusunun homojen oldugu
diisiiniilerek, tiimor hiicrelerinin diflizyon ve biiylime hizlar1 beyin boyunca sabit

olarak alinmakta olup (1.1) temel denklemi
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biciminde yazilabilir. Bu model, modelin dayandigi BT taramalar1 ile makul bir
uyum saglamis ve gesitli tedavi senaryolar altinda hayatta kalma siirelerinin tahmin
edilmesinde sasirtici derecede iyi sonuglar vermistir. Buna ragmen bu model, bazi
varsayimlar 1s1ginda yeniden gozden gecirilebilecek birkag basit sadelestirme
igermektedir. Ornegin, belirli bir yerde bir glioma hiicresi kaynagi verildiginde,
algilanabilir hiicreler sayisal basitlik ile (ve anatomik smirlar goz ardi edilerek)
simetrik olarak kaynaktan disar1 dogru yayilir. Beyaz madde, glioma hiicreleri igin
gri madde alanlar1 arasinda istila yolu olarak hizmet eder. Glioma hiicreleri igin
difiizyon katsayis1 (hareketlilik) beyaz maddede gri maddeden daha biiyiiktiir. In
vivo calismalar, sicanlara implante edilmis malign glioma hiicrelerinin beynin
kontralateral yarimkiiresini hizla istila ederek beyaz madde izleri yoluyla dagildigim
gostermektedir. Dolayisiyla mevcut model, heterojen dokunun briit goriiniir timor
siirlarinin klinik ve deneysel olarak gozlemlenen asimetrilerini daha dogru bir
sekilde taklit etmek i¢in hiicre diflizyonu ve tiimor biliylime hizlar iizerindeki

etkilerini de igermektedir.



1.2 Tiimér Biiyiimesinin Matematiksel Modellemesinin Tarihgesi

Kanser arastirmalari, kat1 (genellikle iyi huylu) timdrlerin 1 hiicre, 2 hiicre, 4 hiicre,
8 hiicre seklinde sabit bir oranda ikiye katlanarak ¢ogalmasina dayanan temel kavram
ile baslayarak basit iistel biiylimenin matematiksel modellemesi agisindan verimli bir
zemin olmustur. Bu kavram, aslinda aym1 zamanda insanlardaki koti huylu
timorlere, Ozellikle de seri goglis rontgeni teknigiyle calisilan metastazlara da
uygulanmasi amaciyla Collins ve arkadaslar1 tarafindan bulunmustur (Collins vd,
1956). Ardindan meme kanserlerinin radikal rezeksiyonunu takiben hayatta kalma
sliresini  iistel biiylime oranmi ile iliskilendirilmistir (Kusama, 1972). Lojistik
(gompertzian) biiylimenin devreye girmesi, tiimor hiicrelerinin kan dolasimiyla
ilerlemesi ve merkezi nekroz tliretmesi nedeniyle daha sonraki asamalarda biiylimenin
yavaglamasina sebep olmustur. Aslinda belirli bir sican sarkomunda bulunan bu
modelin nihai olarak sadelestirilmesi (Mayneord, 1932), nekrotik ¢ekirdegi
¢evreleyen canli tiimdr hiicrelerinin ince ylizeyi temelde sadece iki boyutta biiylidigi
icin matematiksel olarak dogrusal hale gelmistir. Bu ayn1 zamanda basit epidermoid
kistler i¢in de gecerlidir (Alvord, 1977). Tiimor hiicrelerinin kabaca goriiniir kiitlenin
disina yayilabilecegi, lokal olarak istila edebilecegi, uzaktan metastaz yapabilecegi
ve tim timor hiicrelerinin Sliimsiiz olmadigi kabul edildiginde matematiksel
kavramlar, zorunlu olarak orijinal basit kat1 tiimdr modelleri tarafindan saglanandan
daha karmasik hale gelmistir. Deisboeck ve arkadaslari, beyin tiimorlerinin karmasik
dinamik ve kendi kendini organize eden biyosistemler gibi davrandigini ve hiicresel
otomata ve ajan tabanli modelleme ve goriintli isleme tekniklerini igeren bilgisayar
gorsellestirmeleri ve simiilasyonlart kullandigini 6ne siirmiistiir (Deisboeck, 2001).
Bu caligmanin hiicre kiiltiirleri ile alakali bazi uygulamalar1 vardir, ancak gergek
hastalarda gercek gliomalara heniiz uyarlanmamistir. Deneysel calismalar ve teorik
analizler, biiyiime fraksiyonu ve hiicre dongiisii kinetiginin 6zellikle DNA sentezinin
S-fazi1 ve tritiated timidin ve daha sonra bromodeoksiuridin dahil olma orani
kapsamli bir sekilde tahmin edildigi hiicresel kinetige yonelmistir. Steel'in Oncii
calismas1 (Steel, 1977), akis sitometrik analizlerinde bir¢ok varyasyona yol agmis
olup, hiicresel ve genel kinetigin tanimlarinda yer alan zamanlar arasinda bireysel
hiicreler icin saatler ila birka¢ giin, biiyiik tiimorler i¢in birgok giin ve hatta aylar

olmasi gibi bir biiylikliik siralamasi farki oldugu hizla ortaya ¢ikmistir. Bu ¢aligmada



potansiyel ve gercek hacim ciftlesme siireleri, hiicre dongiisii ve DNA sentezleme
stireleri, mitotik ve etiketleme indeksleri, hiicre kaybi ve biiylime fraksiyonunu
iceren oldukga zorlu denklemler formiile edilmistir. Ameliyat sonras1 geride kalan
timor miktari ile ilgili ek diisiinceler, daha yonetilebilir bir basitlestirmeye yonelik
girisimleri dogurmustur. Hacimi ikiye katlama siiresinin 10 giin olmasi durumunda,
bir 10-Am hiicresinin 1 yilda yaklagik 100 g timdr iireteceginin bilinmesi, basit, yani
biri ¢ift logaritmik bir arka plan iizerine yerlestirilmis birkac egik paralel ¢izgi i¢in
hepsi en az alti etiketli ekseni barindiran bir nomogramin gelistirilmesine yol
acmistir (Alvord ve Shaw, 1991). Bu nomogram, Steel'in denklemlerine yaklasik
¢cozlimler saglamistir. Ancak, bu yalnizca bir aritmetik manipiilasyon olmakla birlikte
sizan bir gliomanin biiyiime oraninin nasil 6l¢iilecegine iliskin anahtar soruyu ele

alamamustir.

Beyin tiimdrlerinin biyolojisinin anlasilmasi ve goriintiileme yeteneklerinin artmast,
beyin tiimorii hastalarinin bakimini olumlu yonde etkilemek icin biiyiik bir firsat
olarak degerlendirilmektedir. Modern nérogdriintiileme tekniklerinin, timor genetigi,
terapotikler ve sinirbilimdeki gelismeler ile olan etkilesimlerini anlamak i¢in devamli
bir sekilde arastirmalar yapilmalidir. Bu donemlerde tartisilan yerlesik ve gelisen
goriintiileme tekniklerinin ¢ogu, gelecek giinlerde daha ¢ok aciklanabilecek genetik,
prognostik ve Ongoriicli bilgiler hakkinda ek bilgilerin toplanmasini saglayabilir.
Beyin tiimori goriintiilemesinin tespit edilmesi, ameliyat oncesi taniyi iyilestirilme,
timoriin  dercesini belirleme ve hasta prognozunu tahmin etme, ameliyat ve
radyasyon tedavisini planlama ve tedavi etkisini degerlendirme siirecine biiyiik
olgiide katkida bulunur (Mabray, 2015).

Biitiin bunlarla birlikte, tiimdrlerin zaman ic¢inde geriye dogru rekonstriiksiyonu
arastirillarak tlimor biliylimesi i¢in iyi kurulmus bir parabolik reaksiyon-difiizyon
modelinin ¢6ziimii baslangi¢ durumu g6z Oniine alinarak formiile edilmistir (Jaroudi
vd, 2019). Kararli bir ¢6ziim elde etmek igin dogrusal olmayan Landweber tipi bir
yontem oOnerilmis, ihtiyag duyulan ek operatorii bulmak ve yakinsamayr motive
etmek i¢in baz1 matematiksel analizler yapilmistir. Ayrica, {ic boyutlu Shepp-Logan
fantomu ve bir MRI T1 agirlikli beyin taramasi olan iki gercekei beyin modeli igin

sayisal simiilasyonlar gerceklestirildi. Bu asamada simiilasyonlarin farkli bir



parametre setiyle (farkli dogrusal olmayanlar dahil) {iretilen verilerle
gerceklestirilmesi nedeniyle ek bir zorluk ortaya ¢ikmis, elde edilen sonuglar teorik
olarak olas1 beklenebilecekler ile iyi bir sekilde desteklenmis ve zaman i¢inde geriye
dogru daha gelismis tiimor bliylime modellerinin daha ileri arastirmalarina agilarak
istikrarli sayisal sonuglarin elde edilebilecegi gosterilmistir. Gelecekteki perspektifler
arasinda ise Diflizyon Tensor Goriintiileme tipini kapsayan genisletilmis modellerin
kullanilmasi, gercek verilere karst dogrulama, sayisal semalarin kararlilign ve

yakinsama testleri yer almaktadir.

Bu ¢alismanin temel motivasyonu uygulamali matematige ve 6zelinde matematiksel
modellemeye olan ilgidir. Matematiksel modeller ve dinamik sistemler, fizik,
biyoloji, astronomi ve ekonomi gibi diger bilimlerden elde edilen sonuglari
matematiksel ¢alisma yoluyla ¢ikarim yapma sansini ortaya koymustur. Kanserin
matematiksel modellemesinin temel amaglarindan biri, kanser hiicrelerinin
gelisiminin kalitesini ve yapisini bulmak ve hastalara ila¢ enjeksiyonu i¢in uygun bir
kontrol bi¢imini belirlemek olmasi nedeniyle; beyin kanseri hastalarinin bugiine dek
karsilastig1 en biiylik problemi ¢6zebilmek adina diferensiyel denklemler yardimiyla
ileri matematiksel modellerin nasil olusturuldugu temel anlamda incelenerek
gelismis diferensiyel modelleme denklemlerinin  bir biyomedikal uzmanlik
alanindaki sorunlar1 ¢ozmekte nasil kullanildig1 arastirilmistir. Ayrica bu ¢alismada,
tiimdr davranisi, bagisiklik sisteminin ana bilesenleri ve bunlarin birbirleri arasindaki
iligkiyi anlayabilmek amaciyla diferensiyel denklemlerin kullanildigi matematiksel

modeller degerlendirilmistir.



2.BEYIN TUMORU MODELLEMESINDE DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
KULLANIMI

Ustel, Lojistik, Lineer ve Gompertz modelleri gibi en yeni diferensiyel denklemler
tiimor biiylimesini temsil etmek i¢in kullanilir. Bu boliimde, tiimoriin gelisimini
zamana goOre belirlemek adina Gompertz yontemi incelenecektir. Bu model
biliyiimenin yiizey alani ile orantili oldugunu varsayar, ancak hiicre 6liimii nedeniyle
timor hacminde de bir azalma vardir. Bu modelin insan tiimoér biiyiimesinin en iyi

aciklamasini sagladigi kabul edilmistir.

Gompertz beyin tiimoriiniin diferansiyel denklemi,

av N
o V(a—bInV) (temel formiil)
seklinde olup

V7 Belirli bir zamanda tiimér biiylimesinin hacmi
a: biiylime sabiti
b: biiytime geriligi sabiti

olarak alinmistir. Burada N, belirli bir zamandaki hacim ile dogru orantili hiicre

sayisini temsil etmek {izere yukaridaki denklem

dN—N bInN 2.1
—==N(@a=bInN) 1)

biciminde yazilabilir. Degiskenleri ayirma yontemi kullanilarak,

dN

Na—bmn) U (22)

olup taraf tarafa integrasyon islemi ile beraber



fﬁ#‘“

elde edilir. Burada
y=a—blnN

alindiginda

olup (2.3) ve (2.2) goz Oniine alinarak

ECESE

ve dolayisiyla (2.4) ten
1(d

i oA f dt
bl y

yazilabilir. Integrasyon yapilarak
Iny=—-bt+Inc
ve sonucunda

—bt

bulunur. (2.3) ten

a—bInN = ce bt

N a— ce bt

= InN=————
b

10

(2.3)

(2.4)

(2.5)



olup genel ¢6ziim

a— cebt
N = exp|———— (2.6)
seklinde elde edilir.

Sabit ¢ yi bulmak i¢in, t = 0 aninda hiicre sayisinin mevcut hacime karsilik

geldigini varsayarak N(;—¢) = N iken

a— Ce—bXO

InN, =
n 0 b
bulunur ki bu ise

c=a—blnN,

oldugunu gosterir. Dolayisiyla (2.6) dan

<a —(a—bInNy)ebt >
N = exp b

ile birlikte

a a
N = exp (E - (E —In No)e‘bt>
elde edilir.

2.1 Matematiksel Modeller

Matematiksel modeller genellikle beyin tiimérlerinin davranisini anlamak ve tahmin
etmek i¢in de kullanilir. Timor gelisimi ve biiyiimesini tanimlayan matematiksel
modeller, hem timdr davranisini anlamamiza, hem de g¢esitli tedavi secenekleri
gelistirilmesine ve On test edilmesine yardimci olabilir. Bu modeller, farkli tipte

timdrlerin farkli anti-anjiyojenik ilaclara karsi zayif noktalarini gormemize yardimcei
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olabilir ve yeni tedavi yontemleri gelistirilmesi i¢in yollar ortaya c¢ikarabilir.
Matematiksel modeller ayrica timdr prognozunu belirlemek i¢in nicel bir gerceve

saglar.

2.1.1 Matematiksel Model (A)

Temel matematiksel model, kemoterapinin etkisi dahil edilmeden, sifir akis siniri
sartlarinda beyin simirlart lizerinde verilmistir. Burada dokunun homojen oldugu
varsayilarak diflizyon Kkatsayis1 ve biiyiime hizi parametresi Sabit tutulur.
Kemoterapiye bagli hiicre oOliimiiniin, islevin tedavisinin zamansal profilinin
tanimlandigir dogrusal (lineer) bir ¢ikarma orani ile modellenebilecegi varsayilarak
kemoterapinin etkisi ol¢iilebilir. Ayrica, burada kabul edilen zaman g¢izelgesi igin,
kemoterapinin etkisinin, ilk yaklasim olarak, sabit genlikli bir adim islevi ile
modellenebilecegi varsayilir. k(t)c(x,t) ifadesindeki k(t) fonksiyonu tedavinin

gecici profilini tanimlamak {izere

k1 5 tl,i <t< tl,i-l—l , i = 1,3,5,7,9 1(,‘1n
k(t) =3ks stz <t<tyj4,1 , j=13 igin (2.7)
0 ; diger durumlarda

olsun.

Burada t;; ve t;;;1ilk alti ilagh kemoterapi uygulamas: g¢ercevesindeki bes
tedavinin her birinin sirasiyla baslangi¢ ve bitis siirelerini gosterirken ¢, ; Ve t; j4q
ikinci sisplatin kemoterapi uygulamasinin baslangi¢ ve bitis siirelerine tekabiil

etmektedir. Bu durumda (1.3) temel (tek hiicre tipi) denklemi

dc
P DV?c + pc — k(t)c (2.8)
seklinde bulunur. Baslangi¢ kosullarinin saglanmasi gerektiginden, ilk tarama

sirasinda difiizyon igleminin hiicrelerin 6nceden bilinen olas1 tek tip dagilimim

coktan bozdugu varsayilarak hiicrelerin tiimoriin merkezinde, x, kabul edilen
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seviyede, normal bir sekilde ve maksimum hiicre yogunlugu a ile dagildigi goz

Oniine alinarak

—|x — xo|?
c(x,0) =aexp (%) (2.9)
elde edilir. Burada b, tiimor hiicrelerinin yayilmasimin bir 6lgiistidiir. Sinir kosullart
olarak, beynin disina veya ventrikiillerin igine sifir hiicre akisina ihtiyaci vardir ki bu

siirlamalar dahilinde
n.Vec(x,t)=0 (2.10)
olur. Burada n sinirlara gére normal birim vektordiir.

Bu nedenle, modeli iki hiicre popiilasyonunu da icerecek sekilde degistirmek gerekir.
c1(x, t) olarak ifade edilen birinci hiicre tipi, c,(x,t) olarak ifade edilen ise ikinci
hiicre tipidir. Hiicre Oliimiiniin, kemoterapi sirasinda bahsi gecen tedaviye karsi
duyarlilig1 olan hiicrelerin sayis1 ile orantili oldugunu varsayilmustir. ikinci tip timor
hiicreleri, spontan ya da ii¢ yil onceki radyasyon terapisi ile indiiklenen veya
kemoterapinin baglangicinda indiiklenen benzer bir mutasyonun neden oldugu daha
erken bir genetik mutasyondan kaynaklanmis olabilir. Bu hipotez altinda, ikinci

hiicre popiilasyonunun ¢ogalmasi, bu hiicre tipinin baslangic yogunluguyla belirlenir.

c1(x,t) ve c,(x,t) seklinde iki hiicre popiilasyonunun ayni difiizyon katsayisi olan
D, ancak muhtemelen ry,, gibi farkli biiylime oranlari ile ele alinabilir. Dolayistyla

iki hiicre popiilasyonu i¢in (1.3) modeli

d

% = DV2C1 + o — ki (W) ey — ky(D)cq

dc,

E = DVZCZ + CrTry — kZ(t)CZ (211)
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seklinde belirlenir. ilk hiicre tipi ¢, in her iki tedaviye de duyarl oldugunu ve ikinci
hiicre tipi ¢, nin ilk kemoterapiye direncli ancak ilaglarin ikinci kiiriine duyarl

oldugunu varsayarak

kl ) tl,i <t< tl,i+1 ) i = 1,3,5,7,9 lgln

ki(t) = :
0 ; diger durumlarda

kz ; tZ,l + 4 <t< tz‘z + 6 1(,‘1n
kz (t) = kz 5 t2’3 <t< t2'4 + 2 lgln
0; diger durumlarda

, (2.12)

n.Veg=0; n.Vc, =0 (2.13)

elde edilir. Burada t;;, i = 1,10 ve tyj, J = 1,4 zamanlar1 gosterir. ilk
kemoterapinin tedavi baslangicindan tedavi bitimine kadar siirdiigi ancak ikinci
kemoterapinin tedavi tarihinden O - 4 giin sonrasina kadar baslamadig1 géz Oniine
alindiginda, kesin zamanlama bilinmemekle birlikte bu varsayimlar klinik verilere

uyumu artirmaktadir.
Miskili siir kosullari
n.Veg =0; n.Ve, =0

icin ilk boyutsal kosullar

—|x — x,|?
c1(x,0) = a, exp <%> )

—|x = x,?
c,(x,0) = a, exp — 5 (2.14)

seklindedir. a = a; + a, parametresi hiicrelerin maksimum baslangi¢c yogunlugu
olup b parametresi ise tiimor hiicrelerinin yayilimini 6lger. a ve b nin ilk degerleri,

ilk tarama sirasinda alman biyopsi ile belirlenen hiicre yogunluklarindan ve ilk
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tarama alanindan hesaplanir, boylece ilk tarama sirasinda tiimor alaninin simiile
edilmis degeri, deneysel olarak belirlenmis olana yakin olur. a; parametresinin (ilk
popiilasyondaki hiicrelerin maksimum baslangi¢ yogunlugu) yine de hesaplanmasi
gerekir. Sinirlardan uzak homojen ii¢ boyutlu bir tiimor difiizyonu varsayarak, ilk
taramada Ol¢iilen farkli baslangi¢ alanlarina karsilik gelen farkli seviyelerde ilk hiicre
konsantrasyonu i¢in farkli baglangi¢ kosullari se¢ilmistir. Bu nedenle, 2. seviyedeki
tiimdriin merkezinde bulunan ilk hiicre yogunlugu, 1. ve 3. seviyelerdekilerden daha
fazladir. Buna gore, hiicrelerin baslangictaki dagilimini karakterize eden b katsayisi,

diger iki seviyeye kiyasla, 2. seviyede biraz daha biiytiktiir.
2.1.2 Matematiksel Model (B)

Beyin kanseri hiicreleri ¢ok hizli biiyiir ve herhangi bir zamanda sadece bir kismi
cogalmaktadir. Cogu kanser tedavisi yalnizca bu aktif fazdaki hiicreleri oldiiriir. Bu
durum, tiimor hiicresi net 6liim oranlari belirlenirken modellerin bu kisitlamay1 goz

oniinde bulundurmalar gerektigi anlamina gelir.

Klonojenik hiicreler adi verilen tiimdr hiicrelerinin ¢ok kiigiik bir kismi (yaklasik
binde biri) tiimori yeniden biiylitme yetenegine sahiptir. Baska bir deyisle, tedaviden
sonra tiimdoriin tekrar bliylimemesi i¢in, biitlin bu hiicrelerin oldiiriilmesi gerekir.
Glioblastoma multiforme (GBM) gibi bir tiimor milyarlarca hiicreye sahiptir ve
simdilik bu kadar yiliksek bir Oldiirme oranina sahip higbir tedavi yontemi

bulunmamaktadir.

Ornegin, bir log tedavisi, tiimor hiicrelerinin %90 11 oldiiriir. ki log tedavisi
(radyasyon gibi) tiimor hiicrelerinin %99 unu 6ldiiriir. Tedavinin saglikli hiicrelerden
ziyade tlimor hiicrelerini hedefleyebilmesi ve tlimoriin ¢evresine ulasmak icin beyin
icinde hareket edebilmesi 6nemlidir. Bu durum, bahsi gecen tedavinin ne kadar ise

yaradiginm etkilemektedir.

n(r, t), beyin timori hiicrelerinin r lokasyonunda ve t zamanindaki konsantrasyonu

olsun. Burgess denklemi ele alindiginda
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on(r,t) D 0 <r2n(r, t)

t 29, - ) + pn(r,t) — kn(r, t) (2.15)

olup burada

- D, glioblastoma multiforme hiicrelerinin invazifligini O6lgen diflizyon
katsayisidir (glioblastoma multiforme igin giinde 2 adet, 0,0013cm olarak
tahmin edilmistir) ki bu, glioblastoma multiforme hiicrelerinin invazifligini
Olcer.

- p, timorin proliferasyon hizidir.

- k; , 0 anda (tedaviye-bagli) t zamanindaki 6ldiirme oranidir ve r merkeze

(glioblastoma multiformenin kaynagina) olan uzakligi 6lger.
Yeniden 6lgeklendirme yapildiginda ise durum
t=({p—kJT, R = (Ip — k¢|D)?
seklinde olur. Bu durumda (2.15),

on 0°n 20n

E_ﬁ+;§+n (216)

parametresiz formu ile ifade edilebilir ki bu form

—=az—+tu (2.17)

bicimde de yazilabilir. Buradaki amag¢, model (2.17) vyi stokastik duruma
genellemektir.

0%u

du = Wdt + udt + adW (t) , (2.18)
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{W(t), t =0} durumuna uyarlanmis standart bir Wiener islemi olsun. (2.18), bir
hata katsayisi ile carpilarak tanimi asagida verilmek iizere su stokastik integral

denklem g6z Oniine alinabilir:

u(x, t) = B(x) + ftazu(x's)

0 g ds T+ fotu(x, s)ds + ofotu(x, s)dW (s). (2.19)

Burada @(x) fonksiyonunun (—oo, ) araligi iizerinde siirekli oldugu varsayilir.
Tamm 2.1:

Genel stokastik integral denklem

t t
x(t; w) = h(t; w) +f f(t,s, x(s; W);W)ds+j g(t, s, x(s;w); w)df(s; w)
0 0

seklinde tanimlanwr (Lisei ve Julitz, 2008).

Asagidaki stokastik integral denklem g6z 6niine alinsin:

X)) =1+ a—zftXl(s)ds - aftXl(s)dW(s), (2.20)
2 Jy 0

X,(t)=1 +a—2ftX2(s)ds - afth(s)dW(s), (2.21)
2 Jy 0

x(tw)=X.(t), ht,w)=1, B(s;w)=w(s),

ft, s, x(s;w);w) = %ZXl(s)ds, gt s, x(s;w);w) = —0 X,(s)dW(s) .

Bu durumda
v(x, t) = X,(t) ulx, t) (2.22)
i¢cin
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dv(x,t) = X;(O)du + u(x, t)dX,(t) — 02X, (t) ulx, t)dt + 02X, (t) u(x, t)dt

0%u(x,t)

0x?2

=X, (t) dt + u(x, t)dt + ou(x, t)dW(t)l

2
+u [%Xl(t)dt —oX,(O)dW ()| — 02X, (t) ulx, t)dt

2u(x, t)
2

=X, (t) g Ep dt + X, (t) u(x, t)dt + o X, ()u(x, t)dW (t)

2
+ % u(x, )X, (t)dt — o u(x, )X, (t)dW (t) — a2X,(t) u(x, t)dt

_0%v(x,t) it + 2—0?
T Ox? 2

v(x, t)dt (2.23)

ve buradan

o= d tazv(x,s)d 2—o?
v(x,t) = (x)+.l;7 s——

t
fv(x,s)ds (2.24)
0
elde edilir. Denklem (2.24) i ¢6zmek igin, alan ayristirma yontemi kullanilarak

bilinmeyen fonksiyonun bir dizi sonsuz seri ile temsil edilebilecegi varsayilir:

(o]

v(x,t) = Zvi(x, 0. (2.25)

i=0
Burada vy (x,t) = @(x) olup (2.24) ve (2.25) ten ardisik yaklagimlar yardimiyla

Lo%v,(x,s) 2—o?

t
Vpe1(x,t) :J;) 922 ds — 5 Lvn(x,s)ds (2.26)

elde edilir. Elde edilen alan polinomlari (2.24) te gz 6niine alindiginda

vo(x, t) = (Z)(X) )
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£0%vy(x, s) 2—0% (t
v,(x, t) =f ds — f vo(x,s)ds
! o  0x? 2 0 "
taZ@(x) 2 — 0_2 t
= — d
rre ds > L@(x) s

6 (D(x) 2 —o?
0x?2 2

Pt ,

t9%v,(x,s) 2—o?

t
v,(x, t) =]O 922 ds — > Lvl(x,s)ds

Jx* 0x?

2—o0? 0°0(x) 2-—o?
-== L(axz - (D(x))sds

f(a‘*@(x) 2—g2 8 @(x)>
— sds
0

2—0

_ <a4¢(x) 2 —o? 62(Z§(x)> t?2 2—o? (62®(x)
= _ -

axt 2 oxz )2 dx?

bulunur.
Eger @(x) = ax + [ alinirsa, (2.24) denkleminden

vo(x,t) =ax+ B,

2 _

vi(x, t) = o2 (ax + Bt ,

2 _ 9\2 2
v =L @rp
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v,(x, t) =

olacaktir.

(o* —2)"

27’1

(ax +ﬁ)%
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3. BEYIN TUMORU ICIN REAKSIYON-DIFUZYON MODELLERI

Beyin kanseri diinya capinda en yaygmn kanserler tiirlerinden biridir. Kanser
gelisimini anlamada giiclii bir yontem de, tiimoriin gelecekteki durumunu tahmin
etmek yoluyla veya kaynak lokalizasyonu ile baglangic durumunu belirlemek
amaciyla matematiksel modellerin ve simiilasyonlarin kullanilmasidir. Beyin timorii
biiylimesini inceleyen popiiler modeller, agsagida yer alan reaksiyon-difiizyon tipinin

kismi diferansiyel denklemler ile ifade edilmesine dayanmaktadir:

diu — div(D(x)Vu) — f(u) =0, 2 X (0,T) tizerinde
DVu.n=20 , 0N x (0,T) uzerinde .
u(0) =¢ , {2 lzerinde

Burada u = u(x,t) beyin bolgesinin x konumundaki ve t zamanindaki normalize
timor hiicre yogunlugunu, div(D(x)Vu) terimi hiicrelerini difiizyonunu ve f(u) ise
proliferasyonu (¢cogalma) belirtmektedir. Kanser aragtirmalar1 konusundaki
uygulamali matematigin arastirma smirlar1 ¢ok hizla degismekte ve tiimorlerin
gelisiminin daha iyi tahmin edilmesi amaciyla daha karmasik modeller
onerilmektedir. Bu alana yeni giren arastirmacilarin, davraniglari ve eksiklikleri
hakkinda bir fikir edinmeleri adina standart temel modellerin simiilasyonlarini
gormeleri faydali olabilir. Bilebildigimiz kadariyla, bu tiir modeller i¢in literatiirde
sadece iki boyutlu simiilasyonlar sunulmaktadir. Modeller kaginilmaz olarak
dogrusal olmadigindan, olay1 iki boyuta indirgeyip daha sade bir sekilde ifade etmek
farkli ve ger¢ek olmayan davranislar ortaya ¢ikarabilir. Dahasi, tiimor kaynagi
lokalizasyonunun biiyiik potansiyel etkisine ragmen, bu sorunu ele alan caligsmalar
cok az sayida kalmistir. Bu nedenle, bu tez ¢aligmasinda, bir yandan literatiirde daha
az calisildigr i¢cin kaynak lokalizasyonu problemine odaklanilirken, diger yandan
beyin tiimdrleri i¢cin direkt problem ve ters problem olmak iizere iki problem
lizerinde tam ii¢ boyutlu simiilasyonlarda dikkate alinmistir. Bu asamada direkt
problem incelenerek arastirmaya baslanmig ve reaksiyon-difiizyon modeli i¢in bir
¢Oziimiin varliginin ve benzersizliginin zayif formiilasyonlarin temel kavramlar
kullanilarak nasil elde edilebilece§i gosterilmistir. Ayrica, reaksiyon-difiizyon
modelinin tiliretilmesine ve degistirilmesine yardimei olabilecek varyasyonel bir

formiilasyon da sunulmus olup daha sonra beyin tiimorii gelisimini tanimlamak i¢in
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yaygin olarak kullanilan reaksiyon-difiizyon modeli i¢inde gelisen hiicre
yogunluklarinin kaynagin1 yeniden yapilandirma soru problemine yaklasilmistir.

Yani, tiimor hiicrelerinin bir sonraki ¢ = u(0) durumundan baslanarak

0;u — div(D(x)Vu) — f(uw) =0, 2 X (0,T) lizerinde
DVu.n=20 , 002 X (0,T) tizerinde
u(T) =¢ , {2 lzerinde

¢ = u(T)ilk uzamsal dagilimina ulasilmasi hedeflenmistir. Adi diferansiyel
denklemler (0rnegin Eikonal denklemi) sistemleri ile lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemler modellerini tahmin etmeyi amaglayan tiimér kaynagi
lokalizasyonu alaninda yapilan arastirmalarin ¢ogundan farkli olarak, parabolik
denklemlerde ilk verileri yeniden olusturmak igin ters problemler teorisinden
yararlanan yeni ve tamamen farkli bir matematiksel yaklagimi -yani kaynagin geriye
doniik bir parabolik problem olarak yeniden yapilandirilmasi- Onerilmistir. Bu
yontem, modeli adi diferansiyel denklemlere indirgeme esnasinda ortaya ¢ikan
belirsizlik kaynaklarini ortadan kaldirir, yani dogrudan reaksiyon-difiizyon modeli ile
caligilir. Geriye doniik parabolik problemler teorik bir bakis agisindan klasik olsa da,
kararl bir sayisal ¢oziim elde etmek i¢in yine de dikkatlice diizenlenmesi gerekir.
Lineer durumda, yinelemeli diizenleme yontemleri basariyla kullanilmigtir. Bu alan,
soyut parabolik denklemi, bir Hilbert uzay1 ve nihai deger kosulu {izerinde etkili olan
kendinden bitisik operator katsayisi ile ele alan V. A. Kozlov ve V. G. Maz’in
fikirleri ve g¢alismalart baz alinarak gelistirilmistir. G. Baravdish, bu yinelemeli

yontemi birinci dereceden bir diferansiyel denklemle genisletmistir.

3.1 Beyin Tiimoérlerinin Niimerik Rekonstriiksiyonu

Beyin tiimoriiniin  biiylimesini tanimlayan matematiksel modeller gelistirmek
amaciyla aragtirmacilar, proliferasyon (¢ogalma) ve difiizyon olmak iizere iki ana
stirec lizerinde odaklanmiglardir. Bir paradigma olarak, belirli bir uzaysal
lokasyonda, yeni tiimor hiicreleri boliinme (proliferasyon) veya yakin bir lokasyonda

(diflizyon) yer degistirme yoluyla ortaya ¢ikmaktadir.

(Murray, 2002) tarafindan, beyinde tiimor gelisimini formiilize etmek gayesiyle
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o;u —div(DVu) — f(u) =0 , 2 X (0,T) lizerinde
DVu.n=0 , 20 X (0,T) tizerinde (3.1)
u(x,0)=¢ , (2 Uizerinde

seklinde “reaksiyon-diflizyon formalizmi” olarak isimlendirilen saglam bir model

sunulmustur. Burada

- u(x, t): x konumundaki tiimér hiicresi yogunlugunu

- Div (DVu): Div ve V sirastyla diverjans (iraksama) ve gradyan (egim)
operatorlerini ve D difiizyon katsayisini

- f(uw): tiimdr hiicrelerinin proliferasyon fonksiyonunu

- @: baslangictaki tiimor hiicre yogunlugunu

- 0Q: Neumann smir durumunu, (tlimor hiicrelerinin beyin bdlgesinin disina
yayilmadigini belirtir)

n: sinira dikme durumundaki sinir birimini

gostermektedir.

3.2 Geriye Doniik Reaksiyon-Difiizyon Modelleri

Beyin bolgesi 2 ile gosterilir ve li¢ boyutlu uzayda yeterince piiriizsiiz bir sekilde
stirlanmis bolgedir. H*(2), k pozitif bir tamsay1 olmak {izere £ de tanimlanan tiim
u fonksiyonlarmin kiimesini, |s| = ;‘21 s; < k dereceden dagilimsal tiirevlerinin

tiimii L2(Q) a ait olacak sekilde gosteririz. Ayrica, H*(Q) normlu bir Hilbert uzay
olup

) 1/2
o = (Y [ [ o)
S<k

seklinde bir norma sahiptir. LP(O, T; Hk(Q)), p > 1 kiimesi, hemen hert € (0,T)

05u
oxs

icin u(t) eleman1 H*(Q) kiimesine ait olan tiim fonksiyonlardan olusur. Bu

nedenle, LP (0, T; H"(Q)) uzay1

23



T 1/p
— +
Il k) = f||u||ka(mdt . p>1, kez
0
normuna sahip bir normlu uzaydir.
Gosterim kolayligi agisindan u(x, t) = u(t) ile belirtilerek (3.1) problemi, ayrica

d;u — div(DVu) — f(u) =0 , 2 X (0,T) lizerinde
DVu.n=0 , 0N x (0,T) uzerinde (3.2)
u(0) =¢ ,  Nizerinde

seklinde de ifade edilebilir olup L? (O, T; L? (Q)) uzaymda yalniz bir tek u zayif
¢oziimiine sahiptir (Jaroudi vd., 2017) ve ueLZ(O, T;Hl(Q)) dir. Bu ¢oziimii

bulabilmek adina
A:L2(Q) » L2(Q),  A(p) = u(T) (3.3)

operatorii tanimlansin. (3.2) deki ana denklem lineer olmadigindan A operatorii de

genel olarak lineer degildir. S6zkonusu problemin tersi daha sonra

Alp) = ¢ (3.4)

esitliginin ¢ ye gore ¢oziimiinii bulmak olarak tekrar diizenlenebilir. (3.3) de

tanimlanan A operatoriiniin ¢ de bir Fréchet tiirevine sahip olmast igin,

Alp +2)— A(p) = A'(@)z + o(llzll 12(q)) (3.5)

olarak gosterilen, z nin 0 1n komsulugunda bulundugu dogrusal (lineer) bir

eslestirmesi bulunmalidir. Burada
o(llzll 2@/ llzll 2@y = 0 iken ||zl 2¢q) — O

olup f nin A daki Fréchet tiirevi Lg(4,.): C*™ — C™™ lineerdir ve her E degeri igin
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fA+E) - f(A) = Le(A E) + o(llEID
sonucunu verir. Ayrica, L¢ (A, E) lineer olarak f(A + E) — f(A) ya yaklasr.

fleride A nin gercekten bir Fréchet tiirevine sahip oldugunu dogrulanacak ve bu agik

bir ifadeyle gosterilecektir. Bunun igin

0;v — div(DVv) — f,(u(p))v =0 , 2 X (0,T) tizerinde
DVv.n=0 , 00 X (0,T) tuizerinde (3.6)
v(0) =2z ,  MNuzerinde

problemine ihtiya¢ bulunmaktadir. Burada gecici olarak u(¢) gosterimi belirli bir
baslangic elemani i¢in (3.2) nin zayif bir ¢6ziimii anlaminda kullanilmakta olup

benzer sekilde v(z) de (3.6) nin ¢éziimiidiir. Verilen bir z i¢in

w=u(p+2z) —ulp) —v(z) (3.7)
olsun. Bu durumda

diw — div(DVw) — f,,(u(e)w = f(u,z) , 2 X (0,T) lizerinde
DV/w.n=20 , 002 X (0,T) lizerinde (3.8)
w(0) =0 ,  NDiuzerinde

olup

fw2) = f(ulp +2) = f(u(@)) - fuw(@)ulp +2) — up)

bulunur. Parabolik denklemlere zayif ¢oziimler igin standart tahminler uygulayip, f
nin tiirevlenebilir oldugu varsayimu ile birlikte V' nin W&’q Q@QnNLPQ), g=1, p=
1 icinde bir fonksiyon olmasi durumunda, N,q ve p ye bagl olarak pozitif bir C

sabiti vardir, dyle ki
0<6<11<y<wign|Vlyq < CIVVIZaqn VI,

dir. Buradan
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Iw (D)l 20) < 0 (||u<<p +2) - u(go)||Lz(o,T;Lz(m)) (3.9)
sonucuyla beraber

WDl 2y < olllzll 20y (3.10)

elde edilir. (3.1) in ¢6ziimii siirekli olarak ilk verilere baglidir. Bu nedenle Fréchet
tirevinin (3.5) tanimu ile birlikte (3.3) denkleminden A operatoriiniin tanimini ve

(3.7) tarafindan verilen w elemanini1 kullanarak

f nin x deki tirevi, T, (y) = Df(x) iken f(x +y) — f(x) = T.(y) = o(lly|D

seklinde bir tahminde bulunulabilir. Béylece, A nin ¢ de bir Fréchet tiirevi oldugu

sonucuna varilarak

A'(p)z = v(@)T (3.11)
elde edilir. Gergekten, v, (3.6) nin bir ¢6ziimii olmak tizere (3.3) ve (3.7) den
w=Alp +2) — Alp) —v(2)

bulunur. Ayrica (3.5) ten

w =A'(@)z +o(llzll 2 () — v(@)T

olup z sifirin komsulugunda bulundugundan ||z[[ 2oy — 0 ve dolayisiyla da
w=A'"(p)z—v(p)T

elde edilir. Ayrica (3.8) in baslangi¢ kosulundan w(0) = 0 olup
0=A(p)z—v(p)T

ve dolayisiyla
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A'(@)z =v(p)T

yazilabilir. Ama bunun yerine, (3.4) i¢in istikrarli bir ¢6ziim elde etmek amaciyla
Tier =T + ,uF’*(rk)(z - F(rk)), k=0,12..

ileu =—-1ve A(p) =y igin

Pr+1 = 9 — A" (@) (A(pr) — ¥) (3.12)

seklinde lineer olmayan Landweber iterasyonlar1 uygulanabilir (Chapko ve Kiigler,
2004). Bunu uygulamak i¢in, Fréchet’nin tiirevi A’ (¢) e adjoint olan ve A" (¢) ile

ifade edilen denklemi bulmak gerekmektedir. Burada A’ (¢) lineer bir operatordiir.
Ayrica, (3.11) ile verilen Fréchet’nin adjoint tiirevi A" (¢) i¢in

0:v — div(DVv) — f,(u(p))v =0 , 2 X (0,T) lizerinde
DVv.n=20 , 002 X (0,T) tizerinde (3.13)
v(T) =z , N Uzerinde

probleminin v ¢6ziimii gbz 6niine alindiginda
A" (p)z = v(0) (3.14)

dir. Dolayisiyla (3.11) den, A’(¢) nin self-adjoint oldugu sonucuna varilir. Bununla

birlikte A’(¢) niin kompakt bir operatér oldugu rahatlikla goriilebilir.

Lineer olmayan Landweber yonteminin yakinsamasi igin

IF(r) = F@) —F' @0 =Dl <y IF(r) = F@I,

1
lA(@) — A(po) —A'(@o) (@ — @)l <1 [|A(p) — A(po)ll, 0 <n < > (3.15)
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hipotezleri yeterlidir. || A'(¢) II< 1 kosulunun saglanmasi yakinsamay1 garanti eder.
Genel olarak, normun esit veya daha kiiciik bir teklige sahip olmasini garanti etmek
icin ¥ Il A'(¢) II< 1 olacak sekilde y parametresi eklenebilir. Her ne kadar sayisal
deneylerde bir parametre (yaniy =1ve dolayisiyla || A'(¢) II< 1 olarak
farzedilmesi) olmadan galismak iyi neticeler verse de, biiyiik olasilikla bu parametre
lizerinde detaylandirma yapildiginda iyilestirmeler elde edilebilir. A, Fréchet
tirevlenebilir oldugu igin ilk basta neden (3.15) in sag tarafinda || ¢ — ¢, |l olmadig1
sasirtict gorlinebilir. Bunun nedeni, ll¢ — @, ll teriminin, yukaridaki tahminin daha
kisitlayici olmasmi saglayan || A(¢) — A(@p) ll dan ¢ok daha biiyiik olabilme

ihtimalidir.
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4. BULGULAR

4.1 Beyin Tiimoérlerinin  Reaksiyon-Difiizyon = Modellerinde Kaynak

Lokalizasyonu

Beyinde gelisen tiimorler icin iyi kurulmus bir yaklasima sahip matematiksel
modelde kaynak lokalizasyonunun Onemi, lineer olmayan bir reaksiyon-difiizyon
modeli iginde gelisen yogunluk fonksiyonlarmin kaynagini (baslangic durumunu)
bulmaktir. Baslangi¢ kaynaginin rekonstriikksiyonu, ¢6ziim oOlgiim giriiltiisi
bakimindan oldukga kararsiz oldugu igin sorunlu bir ters problemdir. Bu kararsizlik
problemini ¢ézmek ig¢in, lineer olmayan geriye dogru parabolik reaksiyon difiizyon
modeli i¢in lineer olmayan Landweber yontemine dayanan yinelemeli bir diizenleyici
prosediirii ortaya c¢ikartilmis ve ilk beyin tiimdrleri hiicre yogunlugunun kararliliginin
belirlenmesi i¢in uygulamaya konulmustur (Jaroudi vd., 2016). Bu, bir dizi iyi
konumlanmig ileri reaksiyon-difiizyon probleminin ¢oziilmesi anlamima gelir.
Iterasyonlarda kullanilan ileri problemlerin iyi konumlanmasi gibi adimlarin
matematiksel analizi yapilmistir. Sayisal olarak, timor hiicrelerinin baslangic
yogunluklarinin kaynaginin, basit ve karmasik geometrik yapilardan olusan her iki
2D goriintiileme verisi tizerinde iyi bir sekilde yeniden olusturuldugu gosterilmistir.
Bu ilk deneyler, baglangi¢ kaynagini 6nerilen prosediir ve kabul edilen dogruluk ile

istikrarl bir sekilde almanin miimkiin oldugunu gostermektedir.

4.2 Beyin Tiimérlerinin Gelisimi Acisindan Reaksiyon-Difiizyon Modelleri

Boyutlarinin 3-D Simiilasyonlar:

Beyin tiimorlerinin biiylimesinin incelenmesi amaciyla biyolojik arka plan ve
matematiksel 6zellikler goz oniine alinarak iyi kurgulanmis reaksiyon-difiizyon tipi
modeller olusturulabilir. Ayrica, modellerin alternatif tiirevleri ve modifikasyonlar
olasiligini igeren varyasyonel bir formiilasyon da verilebilir. Bununla birlikte iki tip
kurulumda, diisiik ve yiiksek dereceli glioma (beyin uru) i¢in 3D Shepp-Logan
fantomu ve Internet Beyin Segmentasyon Deposundan (IBSR) MRI T1 agirlikli
beyin taramasi ve her ikisi i¢in de tiimdrlerin tam 3D simiilasyonlar1 gerceklestirilir.

Reaksiyon terimi, lojistik biiytimeyi igerecek sekildedir. Bu simiilasyonlar, hiz ve
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dogrulugu arttirmak igin yeni hesaplamalarla birlikte uzayin standart sonlu fark
ayriklastirmas1 ve zaman tiirevleri kullanilmasi ile elde edilir ve iyi performans
gosteren basit bir yaklasim olusturulur. Aslinda simiilasyonlar, tiimoriin

bliylimeyecegi bolgelere ulastiginda nasil deforme oldugunu gosterir.
4.3 Beyin Tiimorlerinin Sayisal Rekonstriiksiyonu

Beyin tiimorlerinin zaman iginde geriye dogru rekonstriikksiyonunu, zaman ig¢indeki
son bir vakada tiimor verildiginde, tiimor biiyltimesi i¢in iyi kurgulanmis parabolik
reaksiyon-difiizyon modelleriyle birlikte ¢éziimiin baslangic durumunun bulunmasi
formiilize edilerek ortaya konulur. Daha sonra kararli bir ¢6ziim elde etmek adina bu
ters problem icin lineer olmayan Landweber tipi yontemi onerilmektedir (Jaroudi
vd., 2017). Ihtiyag¢ duyulan adjoint operatérii bulmak ve yakinsamayi motive etmek
icin bazi matematiksel analizler yapilmistir. Ayrica, 3 boyutlu Shepp-Logan fantom
ve MRI T1 agirlikli beyin taramasi olmak iizere iki gergeke¢i beyin modeli igin timdor
kaynagi lokalizasyonunun tam 3D simiilasyonlar1 verilir. Buna karsin,
simiilasyonlarin farkli parametrelerle (lineer olmayanlar dahil) olusturulan verilerle
gerceklestirilmesiyle ilgili ek bir zorluk ortaya ¢ikmis olup elde edilen sonuglar
teorik olarak beklenebileceklerle i1yi bir sekilde desteklenmis ve zaman i¢inde geriye
dogru daha ileri timdr bliyime modelleri hakkinda daha ileri arastirmalar igin

istikrarli sayisal sonuglarin elde edilebilecegi goriilmiistiir.
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5. SONUC

Kanser ¢esitli varyasyonlara sahip bir hastalik tiriidiir. Bu varyasyonlarin
sebeplerinden biri olan beyin tiimorlerinin biiyiimesi ve kontrolii igin temel
modellerden sadece bazilar1 bu tezde goz 6niinde bulundurulmustur. Burada tartisilan
basit dogrusal modellerde bile potansiyel olarak uygulanabilir sonuclarin sasirtict bir
zenginliginin oldugu gorilmistiir. Matematiksel modeller, glioblastoma multiforme
hastaliginda en iyi tedavi olasiliklarin1 se¢mek i¢in klinik bir ortamla giincel bir
baglantiya sahip olmayip bununla birlikte biyomedikal goriintiileme ve matematiksel
modelleme, kanser biyolojisine dair bagimsiz bir kavrayis saglamaktadir. Klinik
olarak iligkili tlimor biiylimesi modellerinin ve tedavi yanitlarinin bir araya gelmesini
saglayan bu iki alanin birlesimidir. En uygun model, her bir deneyin faydalar1 ve
bulgularina bagli olacaktir. Glioblastoma multiforme biiylimesinde rol alan biitiin
faktorler bilinemediginden dolayi, matematiksel bir modelin dogruluk orani zayif
olabilir. Yakin gelecekte, siirmekte olan arastirmalarin belirli timorler i¢in deneysel
modellerin gecerliligi veya gecersizligini kanitlamasiyla birlikte, temel aragtirmalar
bize genetik degisiklikler veya tiimor biiylimesini etkileyebilecek cevresel faktorler
hakkinda yeni bilgiler saglayacaktir. Diinyanin dort bir yanindaki arastirmacilar,
tiimor biiylimesinin hesaplanmasi ve tiimor hiicrelerinin dagilimi i¢in matematiksel
modeller uygulayabilir ve prognostik bilgiler ve kisisellestirilmis tedavinin etkinligi
konusunda fikir birligine varabilirler. Herhangi bir kanser sisteminin ¢dziimlenmesi,
doktorlarin goérmeyi beklemeden tiimoriin boyutunu ne zaman artirip azaltabilecegini
bilmelerine ve hastanin hastalia ne kadar direng gosterdigini 6ngoérmelerine
yardimci olabilir. Daha sonra, ister cerrahi, ister kimyasal, ister radyasyon ile tibbi
yontemler kullanarak tiimorle savasmak i¢in vakit kazanilabilir. Dolayisiyla bu
modellemelerdeki yaklagimlarin daha ¢ok gelistirilmesine ihtiyag var olup maalesef

giintimiizde bu tehlikeli hastalik ile ilgili her seyden bahsetmek halen imkansizdir.
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