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Merve ULUDAG
Cankir1 Karatekin Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Prof. Dr. Faruk POLAT

Bu tezde, sonsuz matrislerden tiiretilen dizi uzaylarinin vektor 6rgii 6zellikleri {izerine bir
arastirma verilmistir. Bu baglamda, Cesaro ve Toeplitz sonsuz matrisleri gibi negatif
olmayan girdilere sahip sonsuz matrisleri iceren ve bu matrisler tarafindan tanimlanan lineer
ve siirekli operatorler ile ilgili bazi insalar verilmistir. Sonsuz matrislerde ki girdilerin negatif
olmamas1 ve dizi uzaylarmin solid olmasi gibi bazi vektor orgii 6zelliklerinin solid bir dizi
uzayindan kendi tizerine lineer ve sinirli operator tanimlamakta ve solid dizilerin dizisinin
izdlisiim limitini tanimlamakta bize fayda sagladigmi goriiyoruz. Ashinda bu insalar bize
degismez alt uzay Ornekleri de saglamaktadir. Bu insa tekniklerinden bazilar1 P. D.
JOHNSON Jr., R.N. MOHAPATRA ve P.D.JOHNSON Jr., F. POLAT’ a aittir.
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In this thesis, a research on the vector lattice properties of sequence spaces derived from
infinite matrices is given. In this context, some constructions including infinite matrices
having nonnegative entries like Cesaro and Toeplitz matrices are taken , and linear and
bounded operators defined by these matrices are considered. We see that nonnegativity of
entries and solidness of sequence spaces are very important vector lattice properties , since
they help us to define linear and bounded operators from a solid sequence space into itself
and projective limit of sequence of solid sequence spaces. Actually these constructions
provide us to find invariant subspace examples. Some of these construction techniques
belongs to P. D. JOHNSON Jr., R.N. MOHAPATRA and P.D. JOHNSON Jr., F.
POLAT .
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1. GIRIS VE TEORIK CERCEVE

Sonsuz matrisler tarafindan tiiretilen solid dizi uzaylar1 1970’li yillardan itibaren
yogun bir sekilde caligilmustir. Ik olarak Leibowitz [Leibowitz(1971)] ve Shiue

[Shiue(1970)]; 1970 ve 1971 yillarinda Cesaro matrisi tarafindan tdretilen solid dizi

uzaymi calismustr. Bu  uzay ces, = {x e RN:C|x| € {’p} kiimesi  olarak
gosterilmistir.
1. s
Burada girdileri  ¢;; = {6 4 formiilii ile tanimlanan C = [cij] sonsuz
;o i<j

matrisine Cesaro matrisi denir.
O zaman reel terimli diziler uzayr RN vektor orgisiinde, ces,, bir solid alt uzayidir.

cesp, 0 <p <1 igin asikar vektdr uzayidir ve 1 < p < oo igin £,, yi bir 6z alt kiime
olarak igerir. ces, lzerinde Ilelcesp = |[Alx|[[,, formili bir norm tanimlar ve agik¢a
bu norm solid bir normdur. Leibowitz [Leibowitz(1971)], ces, uzaymm bu norma
gore ayrilabilir bir Banach uzayr oldugunu géstermistir. ces,, f, uzaymin bir alt
kiimesi degildir. Fakat hem ces, hem de £, uzaylar1 £, uzaymi icerdiginden bu

uzaylarm arakesiti bos degildir.

A= [ ajjii,j = 1] = [ai j] girdileri negatif olmayan ve biitiin girdileri sifir olmayan
stitunlardan olusan sonsuz bir matris olsun. A nin tanim kiimesi dom(A) ile gosterilir
ve dom(A) = {x € FN : her i € N icin Y5z1a5x; serisi yakinsar } ile tanimlanir.
xedom(A) icin Ax, x in A altindaki doniisiimii, her ieN igin (Ax)i = X%, a;; x; ile

verilir.



Eger 1 €FN ise A~*() = {x € dom(A): Ax € A} dir. Eger A = [a;;] negatif olmayan
girdilere sahip ve ana kdsegen lizerindeki biitiin girdileri pozitif (a;; > 0) alt Gg¢gensel
bir matris ise (yani heri < jicina;; = 0ise) dom(4) = FN’ dir. Ana kosegende
stfirdan farkl girdilerin varsayimi A nin matris olarak tersinin oldugunu gerektirir. Bu
ters A~ ayn1 zamanda alt iiggenseldir. A matrisi biitiiniiyle kdsegensel bir matris degil
ise A™1’in biitiin girdileri pozitif olmayabilir. Sonsuz matrisler tarafindan tanimlanan
lineer siirekli operatorler degismez alt uzay ornekleri elde etmek agisindan 6nemlidir.
Ornegin, Hardy esitsizliginden ( ||Cx||p < || Clx| ||p < p%”x”p, 1<p <),
Cesaro matrisinin ¢, uzaymi ¢, uzayma doniistiirdiigiinii sdyleyebiliriz. Ayrica
Cesaro matrisinin ¢, yakinsak diziler uzaymi kendine doniistiirdiigiinii de géstermek

zor degildir. Bu baglamda ii¢ arastirma makalesini irdeleyecegiz.

Bu tezin ilk tinitesi tez caligmasinin ana hatlarini bir giris olarak vermektedir.
Ikinci iinite srali vektdr uzaylari, Riesz uzaylari (vektor orgiileri) ile ilgili baz1 temel

tanimlari, 6rnekleri ve sonuglar1 icermektedir. Bu {inite ve tez boyunca Riesz
uzaylariyla ilgili agiklanmayan kavramlar i¢in [Luxemburg vd (1971)] kitabina

basvurulabilir.
Uclincti tinite P. D. Johnson ve R. N. Mohapatra’nin [Johnson vd (1986)] makalesine

odaklanmaktadir. Bu makalede genel olarak negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir

matris tarafindan tiiretilen solid dizi uzaymnin bazi topolojik 6zellikleri ele alinmistir.



Dordiincii ve besinci iinitelerde P.D. Johson ve F. Polat [Johnson vd (2015), Johnson
vd (2016)] tarafindan yapilan iki ¢alisma incelenmistir. Bunlardan ilkinde Cesaro
matrisi tarafindan tretilen her bir terimi solid dizi uzayi olan dizilerin dizisi tanitilmis
ve bu dizilerin iirettigi izdiisiim limiti ele alinmistir. Ikincisinde ise Cesaro matrisi

yerine Toeplitz matrisi almarak ayni diziler ve izdiisiim limitleri bu sonsuz matris i¢in
tanimlanmistir. Bu makalede ayrica Toeplitz matrisin solid bir dizi uzaymni kendisine

dontistiirmesi i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.



2. ON BILGILER
Bu boliimde tez boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve kavramlar1 gérecegiz. Bu
kavramlar Riesz uzaylari ve topolojik vektor uzaylariyla alakalidir. Tezde agiklanmayan

kavramlar igin [Luxemburg (2000)] ve [Schaefer (1966)] kaynaklarindan

faydalanilabilir.
2.1. Siralh Vektor Uzaylan

E bir reel vektor uzayi dyle ki lizerinde " < " bir siralama bagintisi (yani yansiyan, ters
simetrik ve gecisken ) olsun. Asagida ki 6zellikler saglanirsa E’ye bir sirali vektor

uzay1 denir.

(i) Sayetu,v € Eveu < vise, 0 zamantimw € E icinu + w < v + w dur.

(ii) Sayetu,v € Eveu < v ise, 0 zaman her 0 < A1 € R igin Au < Av’ dir.

E de her hangi iki u, v elemani verildiginde u < v i¢in bagka bir gosterim v > u dur.

E’ nin u > 0 sartm1 saglayan biitiin u elemanlarina pozitif elemanlar1 denir ve u > 0

ise u’ya kesinlikle pozitif denir. E’nin bltln pozitif elemanlarinin kiimesi

E* = {u € E:u = 0} ile gosterilir ve bu kiimeye E nin pozitif konisi denir. E siral

vektor uzayinda, her u, v € E i¢in (varsa) asagidakileri yazariz.
sup(u,v) = uVvv,inf(u,v) = uAv,sup(y,0) = ut,sup(—u,0) =u~, lul =u v —u.

Tamm 2. 1.1. E bir sirali vektor uzayi olsun. Sayet her u, v € E i¢in u V v elemani E
de mevcut ise E ye Riesz uzayi veya vektor orgiisii denir. Bazi sirali vektor uzaylari ve

Riesz uzaylar1 asagida verilmistir.

Ornek 2.1.2. 1. E bos olmayan bir kiime, X, E iizerinde tamimli tiim reel degerli
fonksiyonlarm vektdr uzayi olsun. X kiimesi noktasal toplama ve skalerle ¢arpma iglemi
altinda bir vektor uzayidir. Yani her x € X ve ¢ € Riicin (f; + f5)(x) = fi(x) + f2(%)
ve (af)(x) = af (x) ile tammlayalim. Ayrica "f < g" bagmtisini her x € X igin

f(x) < g(x) olarak tanimlayalim. Bu siralamaya noktasal siralama denir. Bu siralama

altinda X bir Riesz uzayidur.



2. X topolojik uzay1 tizerinde C(X), reel degerli siirekli fonksiyonlar kiimesi, noktasal
islemler ve noktasal swralama altinda sirali bir vektér uzayidir. Ayrica C(X) aynm
zamanda Riesz uzayidir. C(X) de ki tiim sinirli fonksiyonlarin Cp,(X) alt kiimesi de bir
Riesz uzayidir. Eger X yerel kompak ise C(X) de ki tiim surekli fonksiyonlarin C,(x)

kompak alt kiimeleride bir Riesz uzayidir.

3.L =1L, kartezyen ¢arpiminin {L,: @ € I} bilesenleri sirali vektor uzaylari olsun. O
zaman L bir Riesz uzayidir ve her biri (u,), (v,) € L icgin, (uy) vV (v,) = (uy Vv,),

(ue) A (Vo) = (ug Ay dir.

4. R™ koordinatsal toplama ve skaler ile ¢arpma islemi altinda n boyutlu reel bir vekt6r

uzayidir. Eger siralamay1 da ayni sekilde koordinatsal olarak tanimlarsak, yani,
x = (x1,%X2, 0, %), ¥ = V1, V2, ., V) iGiN, x < y olmasi her k = 1,2,3, ..., nigin

X, < yx olmast durumunda saglaniyorsa R™ bu siralama altinda bir Riesz uzayidir.

Burada R nin sira yapisi ile vektor uzaymin yapisinin uyumlu olmasi kullanilir.

5.R? de su swralamay1 diisiinelim: x; <y; veya (x; =y; Vex, <y,) oldugunda
(x1,%3) < (y1,y,) olsun. Bu siralama altinda R? Riesz uzayidrr. Bu sralamaya

sOzliksel (lexicographical ) siralama denir.

Teorem 2.1.3. Eger E bir Riesz uzayr1 ve u ve v elemanlar1 ise, o zaman,
(1) u*t ve u Et vya aittir; (—u)*=u", ve benzer sekilde (—u)” =ut.

Ayrica |—u| = |u].

Qu=ut—u,utAu"=0,velul=u*+u".

B)o<su*<|ul ve 0<u <|u|.Ayricau” <u<u*ve|lul|=0ou=0.
WDu<sveoutr<vtveu =v.

E bir Riesz uzayi olsun. Eger |u| A |v| = 0 ise, E icindeki u ve v 6gelerinin birbirinden
ayrik oldugu séylenir. u ve v nin birbirinden ayrik oldugunu gostermek i¢in u L v

notasyonu kullanilcaktir.



Tanmim 2. 1.4. Riesz uzaymin bos olmayan herhangi bir D alt kiimesi i¢in
D*={u€eE:ulvVveED}

kiimesine D nin ayrik tiimleyeni denir. D% nin ayrik tiimleyeni D44 = (D#)%, D nin

ikinci ayrik tiimleyeni olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.5. E bir Riesz uzay olsun. E nin alt kiimelerinin E de ki siralamaya sahip

oldugunu varsaytyoruz.

1. E nin lineer K alt uzayma, eger her u,v € K icinuVvVvveuAv K yaait ise, E nin

bir Riesz alt uzay denir.

2. S, E nin bir alt kiimesi olmak Gzere |v| < |u| u € S ifadesi v € S olmasini sagliyorsa

S ye solid kiime denir.

3. A, E nin solid bir lineer alt uzay1 ise, A ya E de ideal denir. Bazen bunu bir halkadaki

cebirsel bir idealden ayirt etmek i¢in E de sira ideali denir.

4.E, ={v €E: 31> 0ile |v| < A|u|} kimesine u elemani tarafinda iiretilen ideal

denir.

5. E de ki ideal B, B alt kimesinin E de bir supremuma sahip olmasi durumunda, bu

supremum B nin de bir Gyesi ise bir bant olarak adlandirilir, yani D € B iken
u =supD € B olur.

6. E Riesz uzaymi bir D bandmni kapsayan en kii¢iik bandna D tarafindan iiretilen
band denir ve {D} ile gosterilir. Bir u eleman: tarafindan iiretilen esas band B,, ile
gosterilir. E Riesz uzaymin bir izdiisiim B bandi, E = B @ B¢ sartin1 saglayan banddur.
Bir izdiisiim elemani temel band1 olusturan bir izdiistim bandinin herhangi bir
elemanidir. E bir Riesz uzay1 olmak iizere B, = E sartin1 saglayan 0 < e elemani zay1f

sira birimi olarak adlandirilir.

Orek 2.1.6. 1.E = {f:f:[0,1] » R, f(x) = ax + b} kimesi C[0,1] nin bir vektor
alt uzayidir, fakat bir Riesz alt uzay1 degildir; ve 1 sabit 1 fonsiyonunu gostermek tizere

{al : a € R} kimesi C[0,1] nin bir Riesz alt uzayidir, fakat bir ideali degildir.



2. Koordinatsal siralama altinda s tim dizilerin kiimesi ve ¢, reel sifira yakinsayan
dizilerin kiimesi olsun. [; uzayi c, da 6z alt bir idealdir, ¢, uzay1 l,, da 6z alt idealdir ve

l,, da s de 0z alt bir idealdir. Bu ideallerin hi¢biri band degildir.

Tammm 2.1.7. Heru € E* icin inf{n"'u : n = 1,2,3, ...} = 0 ise, E Riesz uzayinin

Arsimedyan oldugu soylenir.

C(X) Riesz uzay1 ve n boyutlu vektor uzayr R", koordinatsal siralama altinda
Arsimedyan dir. Arsimedyan olmayan Riesz uzaylar1 vardir. Ornek olarak, E = R? de
sozliik siralamasi olsun. E deki (0,1) elemani, (n~1,n™1) dizisinin bir alt siniridir. Bu

nedenle, u = (1,1) elemam inf{n~u:n =1,2,3,...} = 0 kosulunu saglamaz.

2.2. Topolojik Vektor Uzaylan

X R veya Ciizerine bir vektdr uzayi olsun. Skaler cismi K ile gosterecegiz.
Tamm 2.2.1. Bir topolojik vektor uzayi ( kisaca t. v.u.) Uzerinde bir topoloji

Jolanoyleki (x,y) = x+y ve (a,x) — ax ile tanimlanan X X X — X ve K X
X—X

fonksiyonlarmin siirekli oldugu X vektdr uzayidir. Burada K iizerinde alisilmis Oklid
topolojisi vardir.
Sonug 2.2.2. X bir t.v.u. olsun. Bu durumda

(1) Sabitlenmis bir x € X igin 6teleme fonksiyonu y — x 4+ y X ten kendi tzerine bir

homomorfizmadir ;

(2) Sabitlenmis bir 0 # a € K i¢in x — ax fonksiyonu X ten kendi (izerine bir
homomorfizmadir.
Tamm 2.2.3. 0 da g topolojisi igin bir baz local ( yerel ) baz olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.4. X bir t.v.u. ve F, 0 da local bir baz olsun. Bu durumda



()U,V e F=EnazbirW eFicinW < UnV olur.
(ii) Eger U € F ise ,enaz bir V. € F vardir 6ylekiV +V < U dur.

(iii) Eger UEF ise , en az bir V € F vardir dyle ki |a| <1 sartim saglayan

a € KicinaV < U dur.

(iv) Her U € J kapsayicidir, yani eger x € X ise bir § > 0 vardir ve |a| < § sartim
saglayan her a icin ax €U dur.

Tersine , X bir vektor uzay olsun ve F de X in yukaridaki dort 6zelligi saglayan
kiimelerinin bostan farkl bir ailesi olsun bu durumda bir J topolojisini su sekilde

tanimlayabiliriz:

Eger her x € A i¢in dyle bir U € F varsa ve x + U € A oluyorsa bu durumda A ya

acik kiime deriz. O zaman J X vektor uzaymi local bazi F olan bir t. v.u. yapar.

Bir t.v.u.nun bazi temel ozellikleri asagida verilmistir.

Lemma 2.2.5. X bir t. v.u. olsun. O zaman

(Dx+A =x+A.

(ii) A+B 2 A +B.

(iii) Eger U agiksa ve A herhangi bir alt kime ise 0 zaman A + U agiktur.

(iv) C,D kompakt = C + D kompaktur.

(w)Ac XiseA =N{(A+ U):U 01nkomsulugu }.

(vi) J Hausdorff tur ancak ve ancak {0} kapalidir ancak ve ancak her local baz F igin

{0} =N{U : U € F}dir.



(vii) Eger U, 0 m bir komsulugu ise bu durumda 0 1n en az bir dengeli komsulugu
V' vardir 6yle ki V € U dur.

(viii) Konveks bir kiimenin kapanig1 da konvekstir; bir alt uzaymn kapanisi yine bir alt

uzaydir; dengeli bir kiimenin kapanisi1 dengelidir.

(ix) Eger C kompakt U C nin bir komsulugu ise o zaman 0 m bir V komsulugu vardir

oylekiC+V c U dur.

(x) C kompakt F kapali = C + F kapaldr.

(xi) Eger U 0 m dengeli bir komsulugu ise int(U) (U nun ici) dengelidir.

(xii) U 0 1n herhangibir komsulugu ise o zaman U 0 1n kapali dengeli bir komsulugunu
icerir. Bagka bir deyisle kapali dengeli komsuluklar 0 da local bir baz olusturur.

(xiii) Her 0 in konveks komsulugu en az 0 1n bir kapali dengeli konveks komsulugunu
icerir.

Ispat :

(x) Varsayallm x ¢ C + F olsunyani (x —F)NC =@ veya C S (x — F)° olsun.
Simdi (x — F)¢ agik ve C kompakttir, dolayisiyla (ix) dan en az bir 0 in V komsulugu
vardir 6yle ki C +V € (x — F)°,

yani ) (C+MN(x—-F)=0=x€C+F+V=x¢&C+F di.

(xii) 0 m dyle bir dengeli V komsulugu vardir 6yle ki V + V € U dur . Dolayisiyla V
dadengeliveV €V +V € U dur.

(xiii) U 0 m bir konveks komsulugu olsun. V kimesini V = N{alU : a € K,|a| =1}

ile tanimlayalim. V nin konveks ve dengeli oldugunu gostermek kolaydir ayrica (xii)

den U nun 0 n dengeli bir komsulugudur. Simdi %V c %V + %V € V oldugunda



%V nin kapanis1 U igerisinde kalan 0 in dengeli kapali konveks bir komsulugudur.

|
Asagidaki t. v. u nun sinif1 analizde yogun bir sekilde kullanilmaktadir.

Tanim 2.2.6. Eger 0 da elemanlar1 konveks kiimeler olan bir local taban varsa bu

durumda X t.v.u.ya local konveks denir ve kisaca L. k.t.v.u. ile gosterilir. Bir
l.k.t.v.u. nun topolojisi agikca yar1 normlarin bir ailesi ile iiretilir.

Tamm 2.2.7. Birp : X — R fonksiyonu alt toplamsal ve pozitif olarak homojen ise
yani

(@) Herx,y e Xicinp(x +y) <p(x)+p(y)

(b) Her x € X icin ve a = 0 icin p(ax) = ap(x) ise bu durumda p ye alt lineer denir
ayricaherx,y € X vea € K icin (b)" p(ax) = |a|p(x) 06zelligi saglaniyorsa bu

durumda p ye yar1 norm denir. Dikkat edilirse her yari norm alt lineerdir. Bir p yari

normu p(x) = 0 = x = 0 sartin1 saglarsa norm olarak adlandirilir.

Simdi bir vektor uzayi tizerindeki yar1 normlarin bir ailesinin bir local konveks topoloji
iirettigini gosterecegiz.

Teorem 2.2.8. {p; : i € I } kimesi X vektor uzayi tizerinde tanimli yar1 normlarin bir
ailesi olsun. U kiimesi i € I, 6; > 0 olmak lzere { x € X : p;(x) < 6;} formundaki
kiimelerin biitiin sonlu arakesitlerinin bir sinifi olsun. Bu durumda U X vektor uzayini
l.k.t.v.u. yapan J topolojisi i¢in local bir bazdir. Bu topoloji biitiin p; leri strekli
yapan en kiicik topolojidir ve {x,} < X icin J da x, — x dir ancak ve ancak

heri €I icin p;(x, —x) — 0 dur.
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Ispat : Teorem 2.2.4. {in biitiin kosullarnim saglandigni gostermeliyiz.
(i) U agik¢a sonlu kesisimler altinda kapalidir.
() U={x: p(x)<$é;,i=1,2,..,n} olsun. §; = min;8;/2 ve

V={x:p(x)<é§;,i=1,2,..,n}.

Egerx,y eVisep;(y+2) <p,(y) +p;(2) <6/2+6/2=6<6;=V+VcU.
(iii) p;(ax) = |a|p;(x) oldugundan her U € U dengelidir.

(iv) Eger x € X ve a yeterince kiigik ise p;(ax) = |a|p;(x) < §; dir.

J her bir U € U konveks oldugundan local konveks topolojidir.

Her U ={x: p;(x) <6;,i=1,2,..,n}acktir. Ciinkii

V={zeX: p(2) <min[5; —p;(x)]} olmak iizere x € U iken, x + V < U dur.
lp;i(x) — ;)| < pi(x — y) ve U € U kiimeleri her bir p; yi 0 da siirekli yapan
herhangi bir topolojide agik oldugundan , p; lerin siirekliligi O daki stireklilige denktir.
Bu da bize verilen topolojinin bitlin p; leri siirekli yapan en zayif topoloji oldugunu
gosterir. Son olarak, U nun tanimindan her i igin

Xg = xS x,—x — 0 pi(x, —x) — 0 elde edilir.

Sonug 2.2.9. J Hausdorff topolojidir ancak ve ancak { p; : i € I } ailesi ayirandir ,
yani x # 0 verildiginde en az bir p; i¢in p;(x) # 0 dir.
Teorem 2.2.10. Eger X bir [.k.t.v.u. ise 0 zaman topolojisi yart normlarin bir P

ailesi tarafindan uretilir.

Tanim 2.2.11. Y bir t.v.u.ve E € Y olsun. Eger Y de 0 m her U komsulugu i¢in en az

bir t € R* varsa ve E < tU oluyorsa bu durumda E ye Y iginde sinirhidir denir.
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Teorem 2.2.12. Varsayalim X bir l. k.t.v.u. olsun ve topolojiside yar1 normlarin bir
ailesi ile Uretilsin. Bu durumda E € X smirhidir ancak ve ancak her p € P

E lizerinde smirhdir.

Sonug 2.2.13. Varsayalim P = {p; : i = 1,2,...} kimesi bir X J t.v.u. lizerinde yar1
normlarin sayilabilir bir ailesi olsun. Bu durumda 7 topolojisi ile uyumlu olan 6teleme

altinda degismez bir metrik vardir. Tam olarak bu metrik

d(x,y) = lezin—lf;(i: i) tanimlayalim .
Buradaki tek sikint1 {x : d (0,x) < r } yuvarlarinin konveks olmaya ihtiyaci
olmamasidir. ( Bunlar dengelidir. )

Teorem 2.2.14. Hausdorff bir t. v.u. normlanabilirdir ancak ve ancak bu topoloji 0 1n

smirlt bir konveks komsuluguna sahiptir.
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3. NEGATIF OLMAYAN MATRIS DOUSUMU ILE TANIMLANAN
DiZIiLERIN SOLID UZAYININ TERS GORUNTUSUNUN MAXIMAL SOLID
ALT UZAYI

Bu boliimde P. D. Johnson ve M.R. Mohapatra [Johnson vd (1986)] tarafindan yapilan
negatif girdilere sahip olmayan sonsuz matrisler ile tanimlanan dizilerin solid uzayinin
ters goriintiisii olan solid alt uzayn bir arastirmasini verecegiz. Bu arastirma da adi
gegen solid alt uzayn baslangicta verilen dizi uzaymdan gecen bazi topolojik ve

siralama Ozellikleri ele alinmistir.

3.1 Giris ve Baz1 Notasyonlar

FN kompleks degerli veya reel degerli dizilerin uzayini , co, Sadece sonlu terimi 0 olan
dizilerin alt uzay1 olsun. Diziler {izerindeki biitiin islemler koordinatsal olacaktir. Btin
x = {x,} dizileri 1 den itibaren indekslenecektir. Z* biitiin dogal sayilar1 gostersin.

0 <p < oo igin [, ahsilmis anlamina sahip ve ||. ||,, da alisilmis norm veya quasinorm ;

¢ yakinsak diziler uzayi olsun.

Egera € FN,S € FN ise aS = {ab| b € S } yazahm. a € FV igin a nm solid kabugu
N (a), N(a) ={b € FN | |b,| < la,|,n € Z* } ile tanimlanur.

Eger S € FN ise S kiimesinin solid kabugu N (S), N () = UgesN(a) ile

tanimlanir. Eger N (S) = S ise S ye soliddir denir. A = (ap,,) (mn=1,2,...)
skalerlerin sonsuz bir matrisini gostersin. A nin tanim kiimesi

D(A) = {x e FN | Y1 QmnXn Serisi her m € Z7 icin yakinsaktir }

kiimesi ile tanimlanir.
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x € D(A) icin Ax, x in A altindaki doniistimii,

(1) (AX)m = X=1 Qmn X, formili ile verilir.

Eger S € D(A) ise

(2) AS = {Ax| x € S} ile tanimlanur.

Eger S € FN ise

(3) A7X(S) ={X € D(4) | Ax € S } kimesi ile tanimlanir.

A™1, A nin matris tersi, oldugu zaman ve S € D(4™1) iken

A A S ={A1x|x €S} yazarz.

(3) ve (4) nolu formiillerde parantezlerin olmasi veya olmamasi 6nemlidir.

Simdi asagidaki tanimi1 verelim.

Tanimm 3.1.1

Eger S € FN ve A sonsuz bir matris ise

(5) sol —A1(S) ={x €FN | |x] € A71(S)} ={x € FN | x| € D(A) ve

Alx| € S} dir.

Yukaridaki tanimda “sol” notasyonunu kullanmamizin sebebi asagida gorecegimiz gibi
bazi durumlar altinda sol — A~1(S) nin A~1(S) kiimesinin en buyik solid alt kiimesi
olmasidir.

Eger A bir T topolojisine sahip teknolojik bir vektdr uzay1 ise A~1(1) dogal olarak T
den iiretilen ve agik kiimeleri A~1(U), U € T olan A~1(T) topolojisi ile bir topolojik

vektor uzayidir.
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Ikinci boliimde gosterecegimiz gibi baz1 durumlar altinda Teorem 3.3.2 bize T nin
sol — A71(2) tzerinde (A7*(1),A~(T)) nin bir alt uzayi olarak sol — A=*(1)
izerinde goreceli topolojiden daha dar olmayan bir topoloji tirettigini soyler.

Eger bu topolojiyi A nin bir topolojik vektor uzay1 (4, T) den iirettigi sol — A~1(T) ile
adlandirirsak diger iki topolojiyi de (A=*(1),A7*(T)) ve (sol — A"*(A),sol — A~X(T))
olarak adlandiririz. Bu arastirmanin amact iki (A=2(1), A=1(T)) ve

(sol — A71(A),sol — A~1(T)) topolojinin hangi asamaya kadar (A, T) topolojisinin
ayn1 6zelliklerine sahip oldugunu irdelemektir.

Eger A sonsuz birim matris, A = £,(p > 0) ve T de £, nin alisilmis normu ise 0 zaman
A71(A) ve sol — A1 (1) £, ye esittir. Eger 6te yandan A = £,(p > 0), A Cesaro

matrisi C = (c,,;) Oyle Ki

n

_(1/n (k<n; 1
an_{o (k>7’l; Cx = n;xk)n'

ise sol —C~*(¢,) Shiue [Shiue, (1970)] ve Leibowitz [Leibowitz , (1971 )]
tarafindan tamtilan dizi uzay: ces, dir.
Bu yazarlarin ¢caligmalar1 bize asagidakileri gostermistir :

(i) ces, eger 0 < p < 1ise asikar bir vektor uzayidir, yani ces,, sadece 0 dizisinden
olusur.

(ii) 1<p < ooiginces, £, uzaymi bir 6z alt lineer uzay alarak igerir. Bu sonug

Hardy esitsizliginden gelir. [Hardy , (1934 ), s.239]
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(iii) ces, FN nin normlu bir alt uzayidir dyle ki normu ||xllcesp = [[Clx[ll,, formiild ile

verilir.

(iv) ces, yukaridaki norma gore tam ve ayrilabilir bir normlu uzaydur.

Bu bélumde elde edilen sonuglar ces, uzaymnm bazi genellestirmelerini kapsayacak ve
bize £, uzaymin 6zelliklerinin ve Cesaro matrisi C nin yukaridaki sonuglarm elde

edilmesinde ne kadar 6nemli oldugunu gosterecektir.

Bir A matrisi ile ve baz1 hipotezleri saglayan ve FN nin bir alt uzay: ile bagladigimiz
zaman ces,, uzayindaki elde edilen sonuglarin saglanip saglanmadigina konsantre
olacagiz Bu baglamda 2.b6lim A matrisi ve A Uizerinde sol — A71(1) uzaymin
ces, uzayma benzer ozellikler saglamasi i¢in hangi hipotezleri koymamiz gerektigini
gosterecektir. 3. Bolim sol — A~1(1) uzaymnm A topolojik vektdr uzaymnm ne gibi

Ozelliklerini tasiyacagini gosterecektir.

3.2. sol — A71(2) Uzaymn Baz1 Ozellikleri

Bu bolim de A71(1) ve sol — A~1(1) uzaylan ile ilgili calismalarimizda
kullanacagimiz bazi sonuglar1 gérecegiz.

Lemma 3.2.1 Solid dizilerin konveks kabugu soliddir.

Ispat: S FN icin L(S) = {tx + (1 — t)y| x,y € Sve t € [0,1]} kiimesini
tanimlayalim.S in konveks kabugu U;—; L™(S) oldugundan ve solid kiimelerin birlesimi
solid oldugundan S kimesi solid iken L(S) in de solid oldugunu gostermek yeterlidir.
x,y € S,t €[0,1] ve her nigin |z,| < [tx, + (1 — t)y,| olsun.

a,b € FN elemanlarin1 eger tx,, + (1 —t)y, = 0 iken a, = b, = 0 ve

diger durumlarda a,, = z,x,(tx, + (1 —t)y,)~! formiilii ile tanimlayalim
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dyle ki z = ta + (1 — t)b € L(S) dir. Boylece L(S) soliddir. Bu da ispat1 tamamlar.
Asagidaki sonug bize ""sol — A71(1) " gosteriminin ne kadar uygun bir gosterim
oldugunu kanttlar.

Onerme 3.2.2 A negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris ve A, FN nm solid
bir alt uzayi olsun. O zaman

(a) sol — A~1(1) soliddir ;

(b) sol —A7*(1) € A7 (1) ;

(c) sel — A™*(A) kiimesi A71(1) igerisinde ki solid kiimelerin en biiyiigiidiir ;
(d) sol — A~1(2) kiimesi FN nin bir alt uzayidur.

Ornek 3.2.3

(a) B={(—1)"},51 Ve A, B Ve ¢, n lineer gereni olsun. A sonsuz birim matris
olsun. O zaman sol — A~1(1) = ¢, dir ve dolayisiyla yukaridaki dnermenin biitiin
maddeleri saglanir. Fakat A solid degildir. Bu 6rnek bize A tzerinde solidlik
varsayiminm Onerme 3.2.2 nin sonuglarmin dogru olmasi igin gerekli olmadigini
gosterir.

Ornek 3.2.3

(b) C Cesaro matrisi ve 2 = c olsun Onerme 3.2.2 saglanmaz.

Ispat :

Egere = {1,1,...} ise € € sol — C~1(c) dir. Ama 0 ve 1 lerden olusan bir dizi
bulabiliriz 6yle ki C matrisi bu diziyi c icine gdndermez ve boylelikle (a) dogru

degildir.
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(b) nin yanhs oldugunu gérmek i¢in +1 den bir dizi insa edebiliriz dyle ki C matrisi
yine bu diziyi c icine géndermez. (¢) nin saglanmadigi (a) dan gelir son olarak
(d) nin saglanmadigimi gostermek igin x, +1 lerin bir dizisi ise x + e 2 lerin

ve 0 larm bir dizisidir ve yine bu dizi C tarafindan c igine gonderilmez.

Her pozitif tamsay1 n igin e,, n. koordinat1 1 digerleri 0 olan diziyi gostersin.
Onerme 3.2.4

A = (a,,,) negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris ve A, FN nm solid bir
alt uzay1 olsun o zaman

Coo N sol — A71(A) = span {e, | Aminn.situnu A icerisindedir } dur.
Ispat : Ae,, A nm n. Siitunudur ; dolayisiyla Ae,, A icerisindedir ancak ve ancak
e, € sol — A~1(1) dir. Dolaysiyla 6nermenin ispat1 Onerme 3.2.2 nin (a) ve (d)
maddelerinden saglanir.
Sonug 3.2.5

Onerme 3.2.4 iin hipotezleri altinda sol — A=*(1) asikardir ancak ve ancak A nin
hicbir situnu A igerisinde degildir ; 6te yandan cqo S sol — A~1(4) dir ancak ve ancak
A nin her siitunu A icerisindedir.

Ornek 3.2.6.

A=C veld=%,olsun o zaman sol — A~*(1) asikardir. Ote yandan,

e, — e, € C~1(£,) dir ve boylece cyo N A~1(A) bos degildir. Bundan boyle A negatif
girdilere sahip olmayan sonsuz bir matrisi ve A, FN nin solid bir alt uzayini
gOsterecektir. A ve A fiizerine asagidaki ekstra kosullar1 da koyabiliriz :

H(1) : A matrisi A=1(1) y1 A icerisine birebir ve 6rten olarak génderir.
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H(2) : A matrisi A=1(1) y1 A Uzerine birebir ve 6rten olarak gonderir.

H(3) : Ave A H(2) yisaglar ve A dan A71(A) iizerine ters doniisiim matrisseldir.
Bunlardan en 6nemlisi H(2) dir.

Fakat burda A ve A nin yukaridaki 6zellikleri ne zaman saglayacaklar1 {izerinde
durmayacagiz. Fakat sunu da belirtelim ki A alt ticgensel ana kdsegen tlizerindeki
girdileri pozitif sonsuz bir matris ise H(3) FN nin herhangi bir solid alt uzay1 4 igin

daima saglanir.

3.3.s0l — A71(2) Uzaymn Baz Lineer Topolojik Ozellikleri

Eger A bir T topolojisiyle donatilmis bir topolojik vektdr uzay: ise A~1(1) dogal
olarak T tarafindan iiretilen A~1(T) alt uzay topolojisi ile bir topolojik vektdr uzayi
olur dyle ki bu topolojinin agiklar1 U € T olmak tizere A~*(U) n A=1(1) dir. (Bu
topoloji eger H(1) saglanmazsa Hausdorff olmaz .) H (2) nin saglanmasi durumunda
topolojik vektor uzayi olarak (A=1(1), A"X(T)) uzay1 (A,T) uzayma izomorftur.
Baz1 dogal durumlar altinda T topolojisi sol — A~1(1) uzayi iizerinde ayni uzay
tizerinde (A~'(1),A"X(T)) tarafindan iretilen alt uzay topolojisinden dar olmayan bir
topoloji Uretir. Bu topoloji baz1 6n bilgileri verdikten sonra Teorem 3.3.2 de

tanimlanacaktir. (E,T) bir topolojik vektor uzay1 ve ¢ fonksiyonu E den pozitif reel

sayilar icerisine tanimliysa bu durumda “{, T topolojisini belirler ” ancak ve ancak
Ug={x€eE|l{x)<a},a>0
kiimeleri orjin etrafinda T i¢in bir komsuluk tabani olusturur deriz. Eger { ve Tt aym1 T

topolojisini belirlerse bu durumda ¢ ve t fonksiyonlarina denktir denir.
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Normlar, quasinormlar [ Kothe , (1960 )], paranormlar [Maddox , (1970 )] ve
pseudonormlar [Schaeffer (1966 )] kavramlarinin tanimlarina ihtiyacimiz olacaktir.
Asagidaki ifadeleri ispatsiz veriyoruz :

(i) Her quasinormlu veya Hausdorff paranormlu uzay bir metrik uzaydir ;

(i) Bir Hausdorff paranormlu veya quasinormlu uzay denk olarak pseudormlanabilir

uzaydir. (Bakiniz Teorem 6.1, [Schaeffer, (1966 ), s.28)] ;

(iii) Bir vektér uzay: E iizerinde her bir { x € E | g(x) < a} (a > 0) kimesini
dengeli yapan bir Hausdorff topolojik vektdr uzayi topolojisini belirleyen g paranormu

aslinda bir pseudonormdur.

Eger u FN nin solid bir alt uzay1 ve (u,T ) bir topolojik vektor uzay ise T
topolojisi solid olarak adlandrilir ancak ve ancak (u,T ) orjin etrafinda solid
kiimelerden olusan bir komsuluk tabanina sahiptir. Bir y fonksiyonu u den negatif
olmayan reel sayilara tanimlansm. Bu u fonksiyonuna soliddir. (Denk olarak ancak ve

ancak her {xe u: y (x) < a},a > 0, kimeleri soliddir. (Denk olarak y € N(x) € u
sartt y(y) < y(x) ifadesini gerektirir.) Hemen not edelim ki y solid bir fonksiyon ise

ve u Uzerinde bir T topolojisini belirliyorsa I soliddir.

Lemma 3.3.1

u FN nin solid bir vektor alt uzay: ve T' u lizerinde solid Hausdorff bir topoloji olsun.
Eger I" bir norm, quasinorm veya paranorm g tarafindan belirleniyorsa o zaman sirasiyla

denk bir norm, quasinorm veya pseudonorm o” soliddir.
Ispat :

o bir quasinormolsun. U = {x € u: o(x) < 1} olsun. Hipotezden orjinin bir V € U
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komsulugunu bulabiliriz dyle ki bu komsuluk solid ve dolayisiyla dengelidir.

V nin Minkowski fonksiyeneli ¢” " (x) = inf{r > 0 ;x € rV} ile tammlanirsa u
Uzerinde g ye denk olan bir quasinormdur o” nin solid oldugunu gostermek
kolaydir. Eger o bir norm ise U konvekstir ; W U da kapsanan orjinin solid bir

komsulugu olsun ve VW nun konveks kabugu olsun. O zamanV € U ve

Lemma 3.2.1 den V soliddir V nin Minkowski fonksiyoneli ¢* ¢ ye denk olan ve
Lemma’nin sonucunu saglayan bir normdur. o bir paranorm ise ispat daha egzotiktir
ve burada biitiiniiyle verilmemistir. I' bir metrik solid topoloji oldugundan orjinin
komsuluklarini bir {V},} taban1 vardir 6yle ki her bir V;, soliddir ve n = 1,2, ... igin
Visr + Vper € V, dir.

Simdi Teorem 6.1 [Scaheffer, (1966)] in ispatina bagvurursak bu V}, ler tarafindan
uretilen " nin lemmanin sonuglarini sagladigini gosterebiliriz. Buradaki dikkat
etmemiz gereken nokta sudur : Eger S ve T w nin solid alt kiimeleri ise S+T de
soliddir. o paranormu sadece I' nin metrik topoloji oldugunu garanti etmek i¢in isin
icerisine girer.

Teorem 3.3.2

T A Uzerinde solid bir topoloji ve A(A, T) igerisinde solid kiimelerden olusan orjin
etrafinda bir komsuluk tabani olsun. Bu durumda

sol—A Y (U) ={x €sol —A"*(A);Alx| eU}} U €U

her biri solid olan kiimelerin sol — A=1(U) koleksiyonu sol — A=*(T) topolojisi icin
orjinden bir komguluk tabanidir dyle ki bu topoloji ile sol — A~(4) bir topolojik vektor

uzay1 olur. sol — A~1(T) topolojisi enaz sol — A~1(Q) tizerinde A=(T) tarafindan

21



uretilen alt uzay topolojisi kadar iyidir ustelik,
(a) Eger (A4, T) Hausdorff ise A nin biitliniiyle sifirlardan olusan siitunu yoksa

(sol — A71(A),sol — A71(T)) Hausdorff  tur;
(b) Eger (4, T) local smirl ise (sol — A71(1),sol — A~1(T)) de local sinirhdir;
(c) Eger (4, T) local konveks ise (sol — A=1(2),sol — A~(T)) de local konvekstir;
(d) Eger T, A tzerinde bir metrik,quasinorm veya norm topolojisi ise ve A bitlniyle
sifirlardan olugan siitunlara sahip degilse sol — A~1(T) sirasiyla sol — A71(2)
uzerinde bir metrik , quasinorm veya norm topolojisidir;
(e) Eger o T topolojisini belirleyen bir solid norm, quasinorm veya pseudonorm ise ve
A higbir siitunu tamamiyle sifir olmayan bir matris ise sol — A~1(A) lizerinde

0" (x) = o(A|x| ) ile tanimlanan " fonksiyoneli sol — A~1(1) iizerinde sirasiyla
sol — A~1(T) topolojisini belirleyen bir solid normi quasinorm veya pseudonormdur.
Ispat :

Bu teoremin ispati kolayca yapilabileceginden sadece ispatin ana hatlarii verip

detaylarini thmal edecegiz.

sol — A7Y(T) nin bir topolojik vektdr uzayi topolojisi oldugunu gostermek igin
[Schaeffer (1966 )] nolu referansta ki Sonug 1.2 yi kullanabiliriz. Burada bir topolojik
vektdr uzayi topolojinin Hausdorff olmasini zorunlu tutmuyoruz. sol — A~*(T) nin
A~Y(T) tarafindan iiretilen alt uzay topolojisi kadar iyi oldugunu gérmek igin
A~1(U), U € A kimelerinin orjinden (A=1(1) ,A™1(T)) igerisinde bir komsuluk
tabani oldugunu gormek yeterlidir ve ayrica U € ¥ nun solidligi bize

sol—A Y (U) c A7Y(U) n sol —A71(1) oldugunu verir bu sonug
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Ax € N(A|x|) ‘den gelir. Burada yukarida ki gibi A nin girdileri negatif olmamasi

cok kuvvetli bir etkendir. (c) nin ispati Lemma 3.1.1 in yardimiyla yapilabilir. (d)
ifadesi Lemma 3.2.1 ve her metrik topolojik vektor uzayinmn pseudonormlanabilir
olmasindan gelir. (a) ve (e) nin ispatlar1 standarttir.

Sonug :

(a), (d), (e) ifadelerinde ki hipotezlerin arkasindaki fikir A matrisinin hicbir siitunun

tamamiyla sifir olmamasidir bu da bize x, sol — A71(1) uzay1 igerisinde sifirdan
farkl bir dizi ise 0 zaman A|x| A nin sifirdan farkli bir eleman1 oldugunu verir. Hemen
not edelim ki eger Ave A H(1) sartini saglarsa A nin kesinlikle tamamuyla sifir olan

situnu yoktur.

Teorem 3.2.2 den sonra hemen su soruyu sormak anlamlidir: Eger (4, T) nin baz1
ozellikleri (sol — A™*(1),sol — A71(T)) uzayi tarafindan saglaniyorsa bunun tersi de
dogru mudur ?

Ornegin (sol — A71(1),sol — A~*(T)) uzay1 local konveks ise (4, T) uzayi da local
konveks midir ? Kesinlikle bu tip bir sonucun oldugunu séylemeliyiz, ¢iinkii

sol —A71(1) kolay bir sekilde asikar bir vektdr uzayi olabilir. (Ornegin 0 < p < 1
icin ces, = sol — C _1(€p) , uzayinda oldugu gibi ) Asagida ki 6rnegin amact

sol — A71(1) ninbaz1 ozelliklerinin bir takim dogal durumlar altinda A tarafindan

da sahip olunabilecegini gosterecegiz. Hemen belirtelim ki bu tip 6rnekler

bulmak oldukca zordur.
Ornek 3.3.3 :
p ve q pozitif sayilar 6yle ki p <1 < g < 1+ p olsun. Hemen not edelim ki

yeterince blylik m icin
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Yasmn 4 > f;lo x"4dx = @ > (m — 1)7P dir.
Sonug olarak her K igin my,; >my +2 ve m P < Y cnem,,, 17 sartlarim
saglayan pozitif tam sayilarin bir {m;} dizisini bulabiliriz.
M={m|k=12.}

olsun. Egern € M ise p,, = p ve diger durumlarda p, = q olarak {p,,} dizisini

tanimlayalim ve £(p,) = {x € FN; ¥, |x,|P» < 0 }; £(p,) yazalim.

£(p,) £, ve £, nun ayrik toplanudir ve topolojisi

000) = Cnenltal®) ™ + Cneulxal?) 7

formiilii ile tanimlanan ¢ quasinormu ile belirlenir. £(p,) € €, oldugu agiktr.
C Cesaro matrisini alalm sol — C~*(£(p,)) = ces, oldugunu gosterecegiz.

Agikea sol — C71(£(p,)) € sol — C™(¢,) = ces, dur x € ces, olsun. O zaman

G 2Rl ) < o dur.
an, = Yip=1lx;| yazalim. Dolaysiyla {a,} dizisi negatif olmayan ve azalmayan bir
dizidir.

Yn(nta,)Pr < oo oldugunu gdstermek istiyoruz.

Agik¢a Ynen(nta,)? < o oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Simdi {my}

dizisinin segiminden ve a,, lerin azalmayan olmasive p < q olmasindan

(mk_lamk)p S amkp ka<n<mk+1n a S ka<n<mk+1n_q maX(l,anq) dlr

24



Boylece Yk Yom; <n<my,, M I max(1,a,?) serisiyle karsilastirma testinden
Ynem(n~ta,)P serisi yakinsaktir. Dolayisiyla ces, iki topolojiye sahiptir.
Bunlardan birisi £, tarafindan iiretilen topolojidir, digeri ise (£(p,)) tarafindan

uretilen topolojidir. Bunlardan ilki bir norm topolojisidir. Her ikisi metrik topolojidir ve
ces, herbir topolojiye gore tamdir. Bu iki topoloji karsilagtirilabilirdir (norm topoloji

digerinden daha kuvvetli degildir ) ve bdylece ikisi de ayni topolojidir.

Dolayisiyla sol — C~1(£(p,,)) local konvekstir ashnda normlu uzaydir ama £(p,,)

local konveks degildir [Roles, (1969 ) , Teorem 1] . Simdi baska bir 6rnek gorelim :
Ornek 3.3.4 :

A =7%, ve A matrisi de buttn girdileri 1 olan sonsuz bir matris olsun. Bu durumda
sol — A™1(£,) = £, dir ve o"||A].||lcc normu alisilmis £; normlu || ||, dir. Bu 6rnekle
ilgili temel fikir sudur : sol — A~1(£,,) iyi bir topolojik yapiya sahip bir uzay olmasina
karsmn H(1) 6zelligini saglamaktan ¢ok uzaktir. Aslinda A~1(#,,) dan ¢, icerisine
ranki 1 olan bir doniisiimdiir. (,e, )} fonksiyonu FN (izerinde n. Koordinat izdiisiimii
olsun. Yani her x € FN icin (x,e, ) =x, olsun.

Asagidaki sonug bize bir topolojik uzay topolojisi lizerinde tanimli biitiin koordinat
izdiistimlerinin siirekli oldugunu gosterecektir.

Onerme 3.3.5 :

p solid T' topolojisiyle donatilmis FN nmin solid bir vektdr alt uzay olsun. O zaman

(u,T) Uzerinde (, e, ) her nicin sureklidir ancak ve ancak (u, I) Hausdorff tur.
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ispat :

Varsayalim (u, I') Hausdorff olsun. Eger her x € p icin x,, = 0 ise (, e, ) izdiisimii u

tizerinde sifir lineer fonksiyonelidir. Eger bazi x € p igin x # 0 ise u solid

oldugundan ve skaler ¢arpma islemi altinda kapali oldugundan e,, € u dur. (i, I')

Hausdorff ve solid oldugundan (u,I") i¢inde orjinin bir solid komsulugu U

bulunabilir dyle ki e,, € U olur. O zaman |x,| = 1 bize U nun solidliginden e, € U

ifadesini vereceginden x € U olmasi |x,,| = |[{x,e, ) | < 1 olmasin1 gerektirir.
Boylece (, e, ) izdiisiimii (u,T") zerinde sureklidir. Ote yandan (u,T) Uzerinde

herbir (,e,, ) izdiisimlerinin siirekli oldugunu varsayalim o zaman

[, topolojisi en az u tlizerinde kordinatsal yakinsamanin alt uzay topolojisi kadar

kuvvetlidir ( burada kordinatsal yakinsamanin alt uzay topolojisinden kast edilen

topoloji w y1 skaler cismin sayilabilir garpimi olarak diisiinerek elde edilen ¢arpim

topolojisinden baska bir sey degildir. ) Boylece I' bir Hausdorff topolojidir.

( Bu yoniin ispat1 yalnizca p nun FN nin bir alt uzay kiimesi olmasini ve I' nin da u

tizerinde herhangi bir topoloji olmasini gerektirir.)

Sonug 3.3.6:

Eger T A Uzerinde bir solid topoloji, (1, T) Hausdorff ve A nin higbir siitunu

tamamiyle sifirlardan olusmuyorsa (sol — A™1(1),sol — A™1(T)) uzay: iizerinde

tamimli koordinat izdiisiimleri siireklidir. Bunun ispat1 Teorem 3.3.2 ve Onerme 3.3.5

den gelir.
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4. ALT UCGENSEL MATRISLER TARAFINDAN TURETILEN SOLID Dizi
UZAYLARI

Bu boliimde P. D. Johnson ve F.Polat [Johnson vd (2015)] tarafindan yapilan Cesaro
matrisi ile tanimlanan dizilerin solid uzaymin ters goriintiisii olan solid alt uzayn ve
elemanlar1 bu solid alt uzaya Cesaro matrisinin kuvvetlerini uygulamakla elde edilen
solid kiimeler ile tanimlanan dizinin izdiistim limiti ile ilgili baz1 sonuglar1 gorecegiz.
Bu arastirma da adi1 gegen solid alt uzayin baslangigta verilen dizi uzaymdan gecen

baz1 topolojik ve siralama 6zellikleri ele almmustir.

4.1. Giris ve Baz1 Notasyonlar
Bu bolim boyunca, skaler cisim [F, reel sayilar1 ya da kompleks sayilar gosterecektir.
Reel sayilar ve kompleks sayilar kiimesini sirasiyla R ve C ile gosterecegiz. Ayrica
pozitif tamsayilar kiimesini de N ile gosterecegiz. Bu sunumda yer alan uzaylar skaler
degerli diziler olmasina karsin, daha genis uzaylarda da ¢alismaya motivasyon
saglanmas1 agisindan Riesz uzaylar ile ilgili bazi tanim ve 6zellikleri verecegim.
Ciinkii skaler degerli diziler noktasal islemler altinda bir Riesz uzayidir. Riesz uzaylari
ile ilgili daha genis bir bilgi [Abramovich (2002) , Aliprantis vd (1985) , Luxemburg vd

(1971)] kaynaklar1 elde edilebilir.

E reel bir vektor uzayi olsun. ExE’ de bir “<’”” kismi siralama bagmtisi verilsin. Yani,
“ < “ bir yansiyan, ters simetrik ve gecisken bir bagint1 olsun. Eger E” de herhangi iki x,
y elemani verildiginde “x < y*“ ifadesi her zaman z € E ve her 0 <a €R igin

ax + z < ay + z ‘yi veriyorsa ve ayrica sup {x,y} ve inf{x, y} mevcut ve
E” ye ait ise bu durumda E’ye Riesz uzay1 ya da vektor orgiisii denir.

Bir x € E’nin modiilii ya da mutlak degeri |x| ile gdsterilir ve [x| = sup{x, —x} ile

tanimlanir. Eger E bir vektor orglsi ise, E* = {x € E: x > 0 } ile tanimlanan kiimeye
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E’nin pozitif konisi ya da kisaca konisi denir.

Bira € Eicin S(a) = {b € E : |b| < |a|} ile tamamlanan kiimeye a’nin solid kabugu
denir. S, E’nin bir vektor alt uzayi olsun. Eger E'de |u| < |v| (v € S) iken ueS oluyorsa
S’ye E’nin bir solid ya da sira ideali denir. Bu sunumda solid tabirini tercih edecegiz.

Bir E vektor érglisiinde bir ||. || normu verilsin. Eger her x,y € E igin |x| < |y| iken
|lx]I< |lv]l oluyorsa bull. || norma E’ de bir solid ya da érgii normu denir. Bir solid
norma sahip vektor orgiisiine normlu vektor 6rgiisii denir. Eger bir normlu vektor
Orgusu E norma gore tam ise E” ye Banach orgiisii denir. Bir normlu vektor orgiisii E’de

her x € E icin ||x||=|||x||| oldugu agiktir.

FN uzaymin sadece sonlu tane terimi sifirdan farkli dizilerden olusan alt uzaymi ¢, ile
gosterecegiz. Burada skaler cisim [F, R veya C olabilir. Diziler tizerinde ki butiin
islemler koordinatsal olacaktir. Eger x = (x,) € FNise,| x| = (|x,|) yazacagiz.

x = (x,) vey = (y,) RN ikielemaniolsun;x < y,hern €N icinx, < y,
anlamina gelir. Agiktir ki (RN, <) bir vektor érgistdir, ve | x |[‘in vektdr orgiisii

tanimy, (x € RN ) burada verilen | x |=( |x,| ) ile uyumludur.
Biitiin terimleri sifir olan (0,0,0,...) dizisini 0 ile gosterecegiz.

0 <p <ooicin, £,={ (x,) € FN : X5, |x,, [P< o0 } ile tammlanir.£,, de alistlmis
1
“norm’ veya 0'dan uzaklik her x €€,, icin ||lx|l, = (Xr= [x,, P )P formulu ile

tanimlanir;
[I.1l, fonksiyonu p = 1 icin gergek anlamda bir normdur.

A ,FN ¢ nin solid bir alt uzay1 olsun. Eger A orjinde solid kiimelerden olusan bir
komsuluk tabanina sahipse A’y1 bir topolojik vektor uzayi yapan A Uzerindeki bir

topolojiye solid topoloji deriz.
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£, uzay1 (1 < p < ), £, (smrrh dizilerin uzayi) ve ¢, (sifira yakinsayan dizilerin
uzay1) FN ‘in solid alt uzaylaridir ve £, tizerinde ki [[. ||, normu, £, ve c, lzerinde ki

supremum normu solid normlardir. ¢ (yakimnsak dizilerin uzay1) solid degildir.

A= [ aj:i,j= 1] = [ai j] girdileri negatif olmayan ve biitiin girdileri sifir olmayan

stitunlardan olusan sonsuz bir matris olsun. A’nin tanim kiimesi dom(A) ile gosterilir,

[oe)

dom(A) ={x € FN:heri € N iginz a;;x; serisi yakinsar }
j=1
xedom(A) igin,Ax, x'in A altindaki doniisiimii, ]her ieN igin (Ax)i = Y72, a;; x; ile
verilir. Eger 1 eF" ise A7*1 = {x € dom(A): Ax € A} dir. Eger A = [aij] negatif
olmayan girdilere sahip ve ana kdsegen Uzerindeki buttn girdileri pozitif (a;; > 0) alt
ticgensel bir matris ise (her i < j)icin a;; = 0 ise ) dom(A) = FN "dir.Ana
kosegende sifirdan farkli girdilerin varsayimi A'nin matris olarak tersinin oldugunu

gerektirir. Bu ters A~*ayn1 zamanda alt liggenseldir. A matrisi biitiiniiyle kdsegensel bir

matris degil ise A=1'in buttintiyle girdileri pozitif olmayabilir. Sonsuz matrislerle ilgili

[Cooke, (1950 )] referansina basvurulabilir.

Asagidaki tanim [Johnson vd (1985 )] nolu referansta tanitilmustir ve ilham kaynagi
[Leibowitz (1971)] nolu referanstir.

Tamm 4.1.1 :

Eger 1 € FV ve A negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris ise

sol — A7Y(A) kimesi sol —A™*(A) ={xeFN:lx|e A *(A)}={xeFN:|x| €
dom(A) ve Alx| € A }ile tanimlanir.

[Johnson vd (1985 )] de verilen asagidaki sonug yukaridaki kiimenin

neden ""sol — A7 (1)" ile gosterildigini agiklar.
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Lemma4.1.2:
A negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris ve A, F¥'nin solid bir alt uzay1

olsun.

Asagidakiler dogrudur.

(a)sol — A~1(2) soliddir.
(b)sol-A=1 () C A~ (2) dir.
(c)sol — A=1(1),A=1(1)'daki en genis solid diziler kiimesidir.

(d)solA=1(A) FN’ nin bir alt uzayidir.
Eger 7, A lizerinde bir solid topolojik vektor uzayi topolojisi ise o zaman (,
sol — A~1(Q) tizerinde bir solid vektor uzayi topolojisi iiretir.

A,FN"nin solid ¢ topolojisi ile donatilmis bir solid alt uzayi olsun.U (2, ¢) topolojik

uzayinin orijin etrafinda solid kiimelerden olusan bir komsuluk tabani olsun.

[Johnson vd (11985)] de gosterilmistir ki

sol —A7Y(U) = {xe sol — A" (A): A|x |eU (ue€ w)} kiumelerisol — A~1(1)
tizerindeki solid topolojik vektor uzay topolojisi sol — A~1({) i¢in bir orjin etrafinda
komsuluk tabani olusturur iistelik eger A iizerindeki topoloji Hausdorff ise ve A’nin

biitiiniiyle sifirdan olusan siitunlar1 yoksa o zaman sol — A~1(1) Uzerindeki verilen

topoloji Hausdorff’dur. Bundan boyle bu sunumdaki biitiin sonsuz matrislerin bittntyle

sifirdan olugsmayan siitunlara sahip oldugunu varsayacagiz.
Hemen x — A |x| doniisiimiiniin siirekli oldugunu ama bu déniisiimiin sol — A~1(4)
dan A igine lineer olmadigini not edelim. Ama x — Ax doniigiimii siireklidir ve

sol — A71(2) dan 2 i¢ine lineerdir. Agikga, eger A bir solid ||. || normu ile donatildiysa
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sol — A71(A) Uzerinde Uretilen topoloji x — ||A |x| ||, ile tanimlanan solid normu ile
iiretilir. Ayn1 yarim quasinormlar, pseudonormlar ve seminormlar i¢inde yapilabilir.
Eger 4 solid bir topolojiye sahip solid bir dizi uzayi ise ve B, = FN — FN’e fonksiyonu
her neN i¢in B, = (xl,xz, vy X, 0,0, ) ile tanimlanirsa o zaman B, (X)e S(x)

oldugundan P, A Uzerinde her neN igin agikga siireklidir.
Lemma 4.1.3:

Varsayalim A C F¥ solid topolojiye sahip dizilerin bir topolojik vektdr uzayi olsun. O

zaman ¢y, N A, A igerisinde yogundur ancak ve ancak A (izerindeki topolojide her
xel icin, n - oo iken P, (x) - x’ dir.
Ispat :

Her x € A igin B,(x)ecyoNA oldugundan, A ‘nin solidliginden (<) yoni agiktir.
Simdi cyp N A’ nin A igerisinde yogun oldugunu varsayalim. x € 1 ve U, A igerisinde
0 nin bir solid komsulugu olsun.

Y€ coo NAGyle Kix —y € UveN €N,y # 0 iken yy # 0 sartin1 saglayan en buyik
indeks olsun. Eger y = 0 ise N = 1 olsun. Her durumda, n = N igin

x—PB,(x) eS(x—y) cUdur.

U rastgele segildiginden n — oo iken P, (x) — x ’dir. Cogu zaman cy,C A ’dir.Ama
A ‘dan tiiretilen sol — A71(A) gibi solid vektor dizi uzaylarmin cqq "1 igerdigini

séyleyemeyiz. Gergekten sol — A"1(4) sadece sifir dizisinden olusabilir.e,, n.
koordinati 1 diger biitiin koordinatlar1 0 olan diziyi gostersin. ¢y 'In{e, : n € N}

kiimesinin gereni oldugu ve A,,," inde A’ nin n.siitunu oldugu agiktir. Bu durumda

asagidaki lemmanin ispat1 asikardir.
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Lemma4.1.4:

Varsayalim ¢y € A © FN, £ dizilerin bir solid vektor uzayi ve A da negatif olmayan
girdilere sahip sonsuz bir matris olsun. Bu durumda ¢y © sol — A71(1) © A nm her
stitunu £. cgp’m sol — A™1(1) daki “bdlgesel yakmsama’ dan [Johnson vd (1985 )]
ve [Johnson vd (1979 )] nolu referanslardaki

sonuglardan asagidaki lemmaya sahibiz.
Lemma4.1.5:

Varsayalim cop € A < FV, 2 solid Hausdorff topolojik vektor topolojisi ile
donatilmistir. Dizilerin solid bir vektor uzay1 ve A’ da her siitunu biisbiitiin A° daki sifir
olmayan dizilerden olusan ve negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris olsun.
Eger cyo A icerisinde yogunsa A tizerindeki topoloji tarafindan iiretilen topolojiyle

donatilmis sol — A~ da yogundur.

Sonug olarak, A nin solid Hausdorff topolojik vektor uzay topolojisi € ile donatilmig
dizilerin bir solid vektor uzay1 oldugunu varsayalim ve A’nin A’da ki biitiiniiyle sifir
olmayan dizilerden olusan siitunlara sahip negatif olmayan girdili sonsuz bir matris
oldugunu varsayalim. Eger (1,0) tamsa ayni sey (sol — A~1(1) sol — A71(Q) ) icinde

dogru mudur? Maalesef, bu sorunun cevabini biitiiniiyle bilmiyoruz, sdyleyebilecegimiz

en iyi sey evet cogunlukladir.

[Johnson vd (1985 )] nolu referanstan bildigimiz asagidaki sekildedir.

P FN lizerinde noktasal yakinsaklik topolojisini gdstersin; bagka bir deyisle P FN
uzerindeki ¢arpim topolojisidir bu ¢arpim topolojisini de skaler cismin aligilmig
topolojiye sahip sayilabilir adeta kopyas1 olarak diisiinebiliriz. Hemen belirtelim ki P
bir solid topolojidir. Eger u FN in bir vektdr alt uzay ise (u, P) ile P tarafindan iiretilen

bir alt uzay topolojisi ile donatilmis ¢ y1 kastediyoruz.Eger 7, u lizerinde bagka bir
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topolojik vektor uzay topolojisi ise 0 zaman eger (u, 7) i¢inde orjin etrafinda her tiyesi
(u, P) iginde kapali olan bir komsuluk tabani varsa (u, T) ya yerel noktasal kapali deriz

ve kisaca LCC ile gosteririz.

LCC olmayan solid topolojik vektdr topolojisine sahip solid uzaylar vardir ama bunlar1
bulmak kolay degildir. Biitiin £,(0 < p < o0 ) uzaylar1 alisilmis normlart ile veya
quasinorm topolojileri ile LCC uzaylaridir ve bu uzaylardan bir¢ok LCC uzayi
tiretebiliriz. Bunu [Johnson vd (1985 )] nolu referanstaki Teorem 2.10 ve

Teorem 2.13” den yapabiliriz.
Lemma 4.1.6:

Varsayalim A FN’in solid bir vektér alt uzayr T FN (izerinde solid Hausdorff solid
topolojik vektdr uzay topolojisi ve A’da negatif olmayan girdilere sahip her siitunu
A daki biitiiniiyle sifir olmayan dizilerden olusan sonsuz bir matris dyle Ki

Coo € A < FN olsun.O zaman

(a) Eger (1, 7) LCC ise (sol — A™*(1) sol — (A~%(x)) da LCC dir.

(b) Eger (4,7) LCC ve tam ise (sol — A~'(1) sol — (A"(1)) da LCC ve tamdir.

Bu Lemmalar bu bdliimde faydali olacaktir. Ama Lemma 4.1.6 amacimiz i¢in gerekli
degildir onun rolii gelecek bdliimdeki Onerme 4.2.10 ile saglanacaktir.

4.2. £, ve Cesaro Matrisi Tarafindan TuUretilen Solid Dizi Uzaylan

Hardy [Hardy (1920 )] asagida Hary’nin esitsizligi olarak adlandirilan sonucu elde

etmistir.
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Teorem H. :

Herhangi bir sifirdan farkl skaler dizi x = (x,,) € £, ve 1 <p < oo igin

NPEAN PN,
Z(—lekl)p < (2 yp Z|xk|v dir.
n p—1

.. p
Ustelik (ﬁ) sabiti yukaridaki esitsizlikte yazilabilecek en iyi sabittir. 4 = [a;, a;]

1 C

- 12 e s .. R .. .

aj = {l J formiilii ile tanimlanan matrisine Cesaro matrisi denir.
' 0; i<y

Yani Cesaro matrisi

1 0 O
110
)

11 10
A=|3 3 3
llllo
4 4 4 4

Cesaro matrisinin tersinin A=* = [x;;] Gylekix;; =0 (j #i,j #i— 1),

xi = ivex;;_; = —(i — 1) ile tammlanan matris oldugu gosterilebilir. Ayn1 zamanda
A Ceséro matrisinin alt iicgenselligi ile dom(A4) = FN oldugu gésterilebilir. Her x € FN
icin (Ax); = (% 23‘:1 xj)i oldugu gosterilebilir.A Cesaro matrisi FN’ den kendisine lineer

bir operatdr olarak gorilebilir. Bundan sonra aksi belirtilmedikce A Cesaro matrisini

gosterecektir. Hardy’nin esitsizligini kullanarak 1 < p < oo igin

lAx]l, < [[Alx[]l, < ﬁ llx]l, oldugu gosterilebilir. Ayrica [|x|[,,” nin katsay1s

ﬁ’nin daha kiictik bir sabitle degistirilmeyecegi goriilebilir. Dolayisiyla Hardy
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operatdrii H((x,)): = A(xn) = (- Xioy Xi)nen ile tammlanan H: £, > £,
operatorudur.

Bu operator lineer ve siireklidir ayrica normu ||H|| = p%’ dir. Boylece Cesaro matrisi

¢, uzaymi igine alarak ¢, uzayma gonderir. Ayni durum (by) € ¢, pozitif bir dizi

olmak tizere Ceséro tipi her bir

b, 0 O . . .71 [b 0O O

] [1 0 0 ]
b, b, 0 o 0 b, O . ]t 1 0 - I

matrisi i¢in dogru mudur ?
Cevabimiz hayir gerekli degildir, olacaktir. Bunu da asagidaki 6rnekle goriiriiz.
Ornek 4.2.7 :

r € (0,1) ve b, = k™" (k € N) olsun.O zaman her 1 < p < o icin 6yle ki p > %olmak

1-r

tzere (by)y>1 € €, ° dir. Hemen Z}}ﬂ% > fln%dx = nl_r_l oldugunu not edelim.

Dolayisiyla asagidaki esitsizlikleri noktasal olarak anlarsak,r € (0,%] ve baska

durumlarda
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by 0 0 . Ifr1 0 0 by 1 0 0 1
0 b, 0 - |[1 10 - ]|b2 [0 277 0 ||[
0 0 by O [t 1 1 0 l|p;| 1 lo0 o 37 0 I
00 0 b40|11110|b4r-1iooo 4-T0.H
;o .
|[21—2r_2—r—|
L3P =3T G olr,

1-r 41—2r _ 4—r|

-
L

Onerme 4.2.8 :
1<p<ooigin A({’p) ¢, i¢inde yogundur.
Ispat :

v n € N igin A matrisi (1,1, ...,1,—n, 0, ...) dizisini (1,1,1, ...,1,0, ...) dizisine
doniistiirtir. Dolayisiyla A({’p) bir dizi icerir. Oyle ki bu dizi ¢, igerisinde yogun olan

oo’ 1 gerer. C, RN’ deki negatif olmayan terimlere sahip biitiin x dizilerinin kiimesi

oyle ki A, € £, olsun. A¢ik¢a C, RN’ de bir konidir.

ces, = sol — A71(¢,) = {x € RV:|x| € €} = {x € RN: A|x| € £,} olsun. O zaman

RN vektor érgustinde ces,, bir solid alt uzayidir. Bu uzay Shiue [Shiue (1970 )] ve

Leibowiz [Leibowitz (1971 )] tarafindan ¢ahisilmistir. ces, 1 < p < 1 i¢in asikar
vektdr uzayidir ve 1 < p < oo igin £, yi bir 8z alt kiime olarak icerir.ces,, Uzerinde
||| ces, = |A]x|||,, formiilii bir norm tanimlar ve agik¢a bu norm solid bir normdur.
Leibowiz [Leibowitz (1971)] ces, uzaymin bu norma gore bir Banach vektdr 6rgiisii
oldugunu gostermistir. ces,, asagidaki 6rnekte de goriilecegi gibi £, un bir alt uzay1
degildir.
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Onerme 4.2.9 :

k:n =2k

» ile tanimlanir.
diger durumlarda

x = (x,) dizisi x, = f(x) = {0 :
O zaman x € Ces, fakat x & £, oldugu kolaylikla goriilebilir.
Ao =45, Ay = ces,(1 <p<o)vek>1liginA, =sol —A" (A1) =
{x € FN: A|x| € Ay_1} olmak Uzere bir .Ag, A4, A, dizisini tanimlayacagiz k iizerinde
tiimevarimla Yk > 0 igin A, ’nin FN’nin bir solid alt uzay1 oldugu gosterilebilir.

Ay =¥, Csol — A‘l({’p) = ces, = /A; oldugundan tiimevarim hipotezi Ay_; CAjdan
Ay ={x € FN:A|x| € A_1} C{x € FN : A|x| € A} = Agyq, oldugu goriiliir.
Dolayisiyla (Ag)xso kiime kapsamina gore artan bir dizidir ve bu yizden her k > 0
icin Ay = £, C Ay dur.

Asagidaki 6nermenin ispatini [Johnson vd (1985 )] nolu referanstaki

Onerme 1.1’in isptana ok benzediginden ihmal ediyoruz.

Onerme 4.2.10 :

(A, x|l uzayr FN” in solid bir Banach alt vektdr drgiisii olsun. A negatif olmayan
girdilere sahip ve ana kdsegen lizerinde ki girdileri pozitif olan sonsuz alt liggensel bir
matris olsun. O zaman sol — A=1(1) = {x € FN: 4|x| € A} kiimesi FN’in solid bir
Banach alt vektor érgustdir ve x € sol — A71(A) i¢in x’in normu ||x|| = [|A]x]||, ile
verilir. [|xlcesp = [IAlx]ll, ile tammlamistik. Benzer sekilde [|x||;, = llAlx|ll4,_, ile
tanimliyoruz. Yukaridaki 6nermeden biitiin A, ’larin Banach vektor orgiileri oldugu

gordlir. {e,} £,,’deki temel birim vektorler olsun dyle ki 6 Kronecker delta olmak
Uzere VN icgin (ex)y = Ok n olsun. Asagidaki Onermeler ve ispatlar1 [Leibowitz (1971)]

referansta verilen ispatlara ve sonuglara benzerdir.
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Onerme 4.2.11 :

(@) Eger x € Ay ise k > 0 icin Ax € Aj_ dir.

(b) x € Ay dir ancak ve ancak V k > 0 igin A*|x| € 4, = £, dir.

(c) k ve £ tam sayilar olmak tizere > £ > 0 olsun.O zaman A*~*(A,y c A, dir.
(d) V k = 0 igin ¢y Ay igerisinde yogundur. Denk olarak V k > 0 i¢in eger

x = (X;) jenen,, 1€ 1 — o0 igin || - )y x]-e]-”Ak - 0’dur.

(e) V k = 0 icin A, ayrilabilir. Banach vektor 6rgisidar.
Ispat:

(a) x € Ay olsun.O zaman A|x| € Aj_,dir. Koordinatsal olarak |Ax| < A|x|
oldugundan ve A,_; FN’in solid bir alt uzay1 oldugundan Ax € A, _, dir.

(b) x € A, olsun. Dolayisiyla Alx| € A,_; = A?|x| € Ay, = A3|x| € Aj_3 Vh.

olur. Buradan da v k > 0 icin A*|x| € A, = ¢, elde edilir. Ifadenin tersinin dogrulugu

iizerinde tiimevarimla gosterilebilir.

(c) Egerk > 0 vex € Ay ise Ax € S(Alx|) © A,_; ve boylece A(Ay) © Aj_, dir.
Dolaysiyla k > 1 igin A2(A,) = A(A(Ay)) © A(Ag—1) © Ay, “ dir.

(d) Lemma 4.1.2 ve Lemma 4.1.5’den elde edilir.

(e) Lemma 4.1.6 ve Onerme 4.2.10 ile (d) sikkindan elde edilir.

1 <p < oigin A’ dan Aj_; i¢ine ortalama formiilii ile verilen dogal bir doniisiim
vardrr. Ozel olarak [Leibowitz (1971)] referanstaki Onerme 4.1.5’ e ¢ok benzer olan

asagidaki sonuca sahibiz.
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Onerme 4.2.12 :
1 <p < ovek eNolsun. A, Uzerinde o fonksiyonu o(x) = Ax ile tanimlayalim.O

zaman o Ay ’dan A, _; icine operatdr normu 1 olan 1-1 sinirl lineer bir

operatordir. Ustelik A’nin goriintiisii A,_;’in yogun bir 6z alt lineer uzayidir.
Ispat :
|Ax| < Alx| ve Ay_; solid oldugundan,
loClla,_, = lAxlla,_, < lAlxllls,_, = llxlla, dir.
Agikca o lineerdir ve dolayisiyla A dan Aj_; icine ||o(x)|| < 1 ile sinirh lineer bir
operatordir. Ama x dizisinin bitin koordinatlar1 negatif degilse o zaman

loClla,_, = lAxlls,_, < AlxIlla,_, = lIxlla, dir ve boylece |||l = 1°dir.

Her e, o’nin gorintt kimesindedir. Gercekten Vk € N icin e, = o(key, — key41)
oldugu kolayca hesaplanabilir. e;, ’larin lineer gereni olan ¢y Ay_; igerisinde yogun

oldugundan o¢’nin goriintii kiimesi Ay _;’1n tamami degildir.

. _1\N+1
Ornegin y = (( 1121 )y olsun.OzamanVp > 1vek = 0iciny € £, € Ay, ‘dir.

Iddia ediyoruz ki y € A,_; \ A(A,).Aksine baz1 x € A, i¢in y = o(x) = Ax oldugunu
varsayalim. O zaman x = A~y = (1,-2,2,-2,...) ve |x| = (1,2,2,2,...) olur.

Her k icin n — oo iken (4*|x[),,-, oldugunu gostermek kolaydir. Bu bize A*|x| ¢ 2,

oldugunu dolayisiyla x & A oldugunu gosterir. Bu da bir ¢eligkidir.

A iiggensel ve terslenebilir bir matris oldugundan ¢ biittin FN (izerinde birebirdir ve

dolayisiyla V k > 0 igin A, Uzerinde de birebirdir.
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4.3 . [0 Ax’min Ozel Bir Izdiisiim Limiti

Onerme 4.3.13 :

B = [bi]-] biitiin siitunlar1 ¢y ’1n elemani olan alt iiggensel bir matris olsun. O zaman
her x = (X;) jenec,, V€ her k € N igin B¥x ¢, igindedir.

Ispat :

Eger x € cy9 Bx B ‘nin her siitunu ¢y, i¢inde oldugundan B’nin siitunlarinin sonlu bir
lineer kombinasyonudur ve dolayisiyla ¢y, bize B(Bx) = B%x € cqq = B3x € ¢y V.
Verir.

Simdi A: A, = Ai_; doniisiimlerine gore [[-, A ‘nin izdiigiim limiti olarak
adlandirilan X = {(x®) € [T¢_y Ax : Ax® = x*=D k > 0 } kiimesini tanimlayahm,

Baska bir sekilde X = {(x®) € [y Ak : x® = (A" H*x©, k > 0 } yazilabilir.

x(© € ¢y, 0lsun. A71 siitunlari ¢y, da olan alt iiggensel bir matris oldugundan
Onerme 13’ten (A™1)*x(® € ¢,, dolayisiyla her k > 0 icin (A"1)*x(©@ € A, oldugu

goraldr. Bu ylizden

(ko = (A x @) 100 = (x@, 47 1(x @), ... (A" H*(x @), ...) € X dir. Boylece

X ‘in asikar bir vektdr uzay1 olmadig: goriiliir. Her Ay ||. || 4, normuna gore tam

oldugundan ve A} y1 A,_4 icine gonderen x — Ax doniisiimii siirekli oldugundan
X [17-; Ay tizerinde ki garpim topolojisine gore tamdir. Dolayisiyla X i garpim

topolojisiyle diisiiniirsek X bir Fréchet uzayidir.
Onerme 4.3.14 :

Eger (x(9),, € X ise her k igin koordinatsal olarak A%|x®| > |x©@|"dur.
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ispat :

(x®)) 20 € X olsun. O zaman k > 0 igin Ax® = x*=D ve A|x®| € A,_, dir.
Ayni zamanda A|x®| > [x*~D| = A4|x®| = A%|x?| > A|Ax®| = A|x*V]| =
|Ax*=D| = |x*=2)| vb. elde edilir. Buradan her k > 0 i¢in Py, Py, ... X Uzerinde ki
izdiisiimler olsun. Yani (x®) € X icin P, ((x(k))) =x©,p, ((x(k))) =xM,...
Hemen belirtelim ki X = {(x, A"'x, A 2x, ..., A7 %x, ...): x € Py(X) } yazilabilir.

Coo € Po(X) c £, oldugu agiktir.

Onerme 4.3.15 : Py(X) ({’p, [l. ||p) uzayinda ne soliddir ne de kapalidir.

Ispat: x = (1, —%é —i, ) vey = (1%§ ) olsun. O zaman koordinatsal

1
4
olarak |x| < |y|°dir. Ayrica x € £, ve y € Py(X)’dir.A~'y = e; oldugundan Her k € N
icin A™*y € cpo © Ay dir. A"'x & A; oldugundan x & Py(X)’in ¢, icerisinde solid

olmadigmni gosterir. Simdi Py(X)’in ({’p, []. |Ip) normlu uzayi i¢inde kapali olmadigini

gosterelim.

(-1t .
< i< e
xj(n) = j lsjsm dizisini tanimlayalim.

0,j>n

O zaman her n igin x™ = (x;™M)€ ¢yy © Py(X). Ayt zamanda n — oo iken
||x - x<">||p" = ;°=n+1jip — 0°dir. Boylece x x™ dizisinin £,’deki limitidir fakat

x & Py(X) dir.
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Onerme 4.3.16 : Tx=A"'x,x € Py(X) ile tanimlanan érten T : Py(X) — P, (X)

operatori ||. [[a, ve . |[, normlarina gére siirekli degildir.

Ispat : T’nin lineer oldugunu gérmek kolaydir. Onerme 4.3.15’ te tanimlanan

x™ = (x,™) € Py(X) ve x = (x;) dizilerini diisiiniirsek (Py(X), II. || »,) normlu
uzaymda x™ — x € £, oldugundan (x(™) bir Cauchy dizisidir.Fakat (P, (X), Il. ll,)
uzaymda (A~ (x™),, dizisi Cauchy dizisi degildir.

e > 0 olsun. Her n,m € N 6yle kin > migin A7 (x™) = (1,-2,2,, ..., £2,£1,0,...)
ve [A71(x™) — A1 (x™)| = (0, ...,0,1,2,, ...,2,1,0) olur bdylelikle & € (0,1) igin

4|4 (x™) = A (x™)][|, = 1€0, ... .01 — &2 —¢,..,2 =&, 1 = £,0,..) ||, 1'dir.

P [Ir- Ax tzerindeki garpim topolojisi olsun. (X, P) uzay1 normlandirilabilir mi ?

Olmadigini diistiniiyoruz fakat ispatlayamiyoruz. Ama en azindan X {izerinde asikar

olan her (x®) € X icin [|(x®)|| = ”P0 ((x(")))”A = [lx@]| ) formitii ile
0

tanimlanan ||. ||,, normunun bize ¢arpim topolojisi tarafindan X iizerinde iiretilen
topolojiyi vermedigini ispatlayabiliriz. Onerme 4.3.15’in ispat1 ile X icerisinde ||. ||,
normu tarafindan tanimlanan topolojide X’in bir elemanina yakinsamayan bir dizi

bulabiliriz ve doloyisiyla (X, P) tam olmasma ragmen (X, ||.||,) tam degildir.

4.4 X Uzaymin Bir Genellemesi
X uzaymni sonsuz alt {iggensel Cesaro tipi bir A matrisi ve FN’in solid bir alt uzay1 A

dyle ki A1 < A ic¢in genelleyebiliriz burada Cesaro tipiA matrisi
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a, a, O
as das as 0

' vk €N
a4 a4 a4 a4 0 .,(ak>0 k )

genellestirilmis Cesaro matrisi Ornek 4.2.7°de goriildiigii gibi A’y1 A° ya

dontistiirmeyebilecegi icin A1 € A 6zelliginin saglanmasina ihtiya¢ duyuyoruz.

Hemen not edelim ki

aa 0 O - ;1 0 0 1

0 a, O - -] 1 0 - I
a0 0 a 0. 1 11 0. .
000 a O il 1110 |
|l ]

Dolayisiyla A nin tersi silitunlari ¢y i¢inde olan asagidaki sonsuz liggensel matristir.

a,~! 0 0
—a;7Y a7t 0 :
Al = 0 —ay™! az! 0 ,(a;, > 0Vk €N)
0 0 —az;7ta,”t 0

Bir dnceki boliimdeki gibi A ve A’dan iiretilen X uzaymin X (4, 1) ile gosterecegiz.

Onerme 4.3.13’ten X, , = {(x,A™'x,A7%x, ...):x € cpo} € X(A,A).
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5. MATRISSEL OLARAK TURETILEN SOLIiD BANACH DiZi
UZAYLARINDA PROBLEMLER

Bu boliimde P.D. Johnson ve F. Polat [Johson vd (2016)] tarafindan Cesaro matrisi
yerine Toeplitz matrisi alinarak bir dnceki boliimdekine benzer sekilde ayni diziler ve
izdiistim limitleri bu sonsuz matris ig¢in tanimlanmis ve ayrica Toeplitz matrisin solid bir

dizi uzaymni kendisine doniistiirmesi i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.

5.1.Giris
Bu boliim boyunca skaler cisim F ya da R, reel sayilar ya da C, kompleks sayilar
kiimesi olacaktir ve N = {1,2,3, ... }. Bu boliimde ki uzaylar yalnizca skaler dizi uzaylari
olmasina ragmen daha genis bir baglamda genellestirmeler yapmak i¢in Riesz uzaylari
ile ilgili baz1 temel tanimlar1 ve 6zellikleri verecegiz. Riesz uzaylari ile ilgili daha fazla
bilgi icin [Abramovich vd (2002) , Aliprantis vd (1985),
Luxemburg vd (1971 )] referanslardan faydalanilabilir. Reel bir vektor uzayi

E, < kismi siralama baglantistyla donatilsin. Eger her x,y,z € E ve
0 <aeR sup{x,y} ve inf{x,y} var ve E nin elemani ise ve ayrica x <y bize
ax + z < ay + z yi veriyorsa bu durumda E ye Riesz uzay1 veya bir vektor orglisii
denir. E deki bir x elemanimnin mutlak degeri veya modili |x| : = sup{x, —x} ile

tanimlanir. Riesz uzaylarinin tipik 6rnekleri fonksiyon uzaylari tarafindan saglanir.

Riesz uzaylarmin tipik drnekleri fonksiyon uzaylari tarafindan saglanir. Ornegin bir 2
topolojik uzayi tizerinde tanimli biitiin reel degerli siirekli fonksiyonlarm uzayi C ()
ve bostan farkli bir K kiimesi tizerinde tanimli biitiin siurl1 reel degerli fonksiyonlarin
uzayl B(K) noktasal siralama altinda Riesz uzaylaridir. Eger E bir vektor 6rgusu ise o

zaman E* = {x € E : x = 0} kiimesi E nin pozitif konisi olarak adlandirilir.
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Bir E vektor 6rglsu icinde bir a elemaninin solid kabugu S(a) = {b € E: |b| < |a|}

kiimesi ile verilir. Bir E vektor orgiisiiniin bir vektor alt uzay1 S olsun. Eger E de

lul < 9| ved € S bize u € S olmasini gerektiriyorsa bu durumda S solid veya sira
ideali denir. Biz sira ideali yerine solid demeyi tercih edecegiz. Bir E vektor 6rgisi
tizerinde tanimli ||. || normu verilsin. Eger her x,y € E icin |x| < |y| bize

x|l < |ly|l ifadesini veriyorsa bu durumda E deki norma 6rgli normu veya solid norm
denir.

Bir solid normla donatilmis vektor 6rgiisiine normlu vektor 6rgiisti denir. Eger normlu
vektor 6rgusi E norma gore tamsa bu durumda E ye Banach 6rgusu denir. Her x € E

icin bir normlu vektor 6rgusi E de ||x]|| = [||x]||| saglanur.

Butuin skaler degerli dizilerin uzaymi FN ile gosterelim. Skaler cisim F, R veya C ise
bu durumda sadece sonlu tane terimi 0 dan farkli olan FN alt uzaymi cqq ile
gosterecegiz. Diziler iizerindeki biitiin islemler koordinatsaldir. Eger x = (x,, ) € FN

ise 0 zaman |x| = (|x|) yazariz. x = (x,) vey = (y,) RN nin elemanlar1 olsun.

Her n € Nigin x < y ifadesi x,, <y, demektir. (RN, <) uzay bir vektér orgiisiidiir
ve |x|,x € RN ifadesinin vektdr 6rgii tanimi burada verilen |x| = (|x,|) tammiyla
Ortusir.

CcN = RN + iRV uzay: alisilmis toplama ve skalerle carpma islemleri altinda kompleks
degerli dizilerin vektdr uzayidir. CV koordinatsal siralama altinda kismi sirali bir
kiimedir. Burada hern € N i¢in, RN de (x,) < (a,,) ve (y,,) < (b,)) iken CN de

(Zn) = (xn + iyn) < (tn) = (an + bn) Yyazariz.

45



Bu durumda CN  bir vektor rgusudir ve (z,) = (x, + iy,) icin |(z,)| eleman

|(z,)| = ()] + i|(y)| formilii ile verilir. (0,0,0, ...) dizisi kisaca 0 ile

gosterilecektir. 0 < p < a i¢in €, uzayr £, = {(x,) € FN : X7 |x,|P < o0}
kiimesi ile tanimlanir. £, de 0 den uzakhk ya da aligilmis norm her x € £,, i¢in

llxll, = (Z,‘ij’:llxnlp)l/p formilii ile verilir. p > 1 icin [|x||, gergekten bir normdur.
Eger A, FN nin bir solid alt uzay1 ise A y1 bir topoloji vektdr uzay: yapan bir topolojiye
orijin etrafinda solid kiimelerden olusan bir komsuluk tabanina sahipse bir solid
topoloji deriz.

£, uzaylar1 (1 < p < o), £, ( smirh dizilerin uzay1 ) ve ¢, (sifira yakmsayan
dizilerin uzay1 ) FN nin solid alt uzaylaridir ve normlar: £, uzerinde ||, , e Ve
¢, Uzerinde sup normu solid normlardir. C ( yakinsak dizilerin uzay1 ) solid degildir.
A= [aij N P 1] = [al-j] negatif olmayan girdilere ve biitiiniiyle sifir olmayan

slitunlara sahip sonsuz bir matris olsun A nin tanim kiimesi dom(A) ile gosterilir ve
dom(A) = {x € FN: 721ax; her i €N igin yaklnsaktlr} kiimesi ile
tanimlanir. x € dom(A) icin Ax dizisi ( x in A doniistimii ) heri € N icin

(Ax); = X372, a;jx; formiilii ile verilir. Eger A € dom(4) ise

Al ={Ax :x € 1} dir. Eger A € FN ise, A71(1) = {x € dom(A):Ax € 1} *dur.

Eger A = [al- j] negatif olmayan girdilere sahip ve ana kdsegen iizerinde pozitif
girdilere sahip bir matris ise 0 zaman dom(A4) = FN dir. A matrisinin sifirdan farkl
kosegene sahip A nin matrissel tersi A™1 e sahip olmasim gerektirir. A= yine alt

ucgenseldir.
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Fakat A matrisi kosegensel matris olmadig1 siirece A~1 in bitln girdilerinin negatif

olmadigini sGyleyemeyiz.
Sonsuz matrislerle ilgili daha fazla bilgi igin [Cooke , (1950 )] nolu kitaplardaki
referanslardan faydalanilabilir. [Leibowitz (1971)] nolu referanstan ilham alinan

asagidaki tanim [Johnson vd (1985)] ) nolu referansta tanitilmustir.
Tamm 5.1.1: Eger 1 € FN ve A negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris
ise

sol— A" VD) ={xefN:|x|e A1) }={4"W)} =

{x € FN:|x| € dom(4) ve A|x| € A} dir.

[Johnson vd (1985)] nolu referansta verilen asagidaki sonug¢ “sol — A~1(1)”

notasyonunu kullanmamizin sebebini aciklar.

Onerme 5.1.2 : A negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir matris ve 2 FN nin solid

bir alt uzayi olsun. O zaman asagidakiler dogrudur:

(a) sol — A~ (1) soliddir;

(b) sol — A7*(1) € A~ 1 (Q);

(c) sol — A™(A) kimesi A=1(A) icinde ki en bilyik dizilerin solid kiimesidir;
(d) sol — A~*(1) FN nin alt uzayidur.

Suandan itibaren topolojik vektor uzay1 ve local konveks topolojik vektor uzayi igin

t.v.u ve Lk.t.v.u kisaltmalarini kullanacagiz.
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Eger T A Uzerinde solid bir t.v.u topolojisi ise 0 zaman bu topoloji sol — A~1(1)
iizerinde dogal olarak solid bir t.v.u topolojisi tretir. Varsayalim A FN insolid
topolojisi ile donatilmis bir solid alt uzay1 ve U (A, 7) da orjin etrafinda solid

kiimelerden olusan bir komsuluk tabani olsun. [Johnson vd (1985 )] nolu referansta

sol —A7'(U) = {x €sol — A7 (D) : Alx| € (W}, (UE ‘Uj) kimelerinin

sol — A71(A) Uzerinde solid bir t.v.u topolojisi sol — A~1(7) i¢in orjinde bir komsuluk
taban1 olusturdugu gosterilmistir. Ustelik eger A (zerindeki Haursdorff ve A da hicbir
siitunu tamamiyle sifir olmayan sonsuz bir matris ise 0 zaman sol — A~1(1) Uizerindeki

uretilen topoloji Haursdorff *tur.

Daha 6nceden bahsedildigi gibi biitiin sonsuz matrislerimiz tamamiyle sifir olmayan
siitunlara sahip olacaktir. ilaveten A ve A verildigi zaman A nm siitunlarinm A

icerisinde oldugunu kabul edecegiz. Bu bize cyy S sol — A71(1) kapsamasini verir.

Acikca A solid bir norm || || ile donatilmissa o zaman sol — A~1(1) Uizerinde Uretilen
topoloji x — ||A]x]||| solid normu ile Uretilir. Benzer bir yorum quasinormlar,

pseudnormlar ve seminormlar i¢inde yapilabilir.

Bir (4, 7) topolojik uzayina AK uzayi deriz ancak ve ancak her x € A igin n — oo,
B,(x) = (xq, ...,%,,0,0,0, ...) izdiisimleri x e yakinsar. [Johnson vd (1985 )] ve
[Johnson vd (1980 )] numarah referanslarda (sol — A™1(1),sol — A™1(7) ) uzayinin
solid (1, 7) uzaymndan bazi 6zellikleri aldigi gosterilmistir.

Onerme 5.1.3 : Eger 2 solid Haursdorff t.v.u topolojisi 7 ile donatilmis FN nin
solid bir alt uzay1 ise ve A negatif olmayan girdilere sahip her stitunu A/{Q} icerisinde

olan sonsuz bir matris ise 0 zaman:
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(@) Eger (4,7) AK uzayirise (sol — A71(1),sol — A71(17)) da AK uzayidir.
(b) Eger (4,7) tamise 0 zaman (i) veya (ii) sartlarindan daha genel sartlar altinda

(sol —A71(Q) ,sol — A™1(1) ) uzay1 (A, 7) nin tamlik 6zelligini alir. ( Bakiniz

[ Johnson vd (1985)] : aslinda (4, 7) nin tam olmadig1 bir 6rnek bilinmemektedir. )

Buna ragmen bu zor soruyu ana amaglarimiz arasindan ¢ikartiyoruz.

(4, 7) ve A Onerme 5.1.3 iin hipotezlerini saglasin.

Ay =2 ve A, =sol—A"1(A,,_1), m € N yazalim. A nin her siitunu A,,_; icinde
kalmasa bile halen A,,, yi olusturabiliriz ve (sol — A=1)™ (7) topolojisini verebiliriz.
Diyelim ki A nin j ninci sGtunu A, _, i¢inde diismesin o zaman x € A,, bize x; = 0
olmasini verir). Bu bize herbiri solid topolojiye sahip solid dizi uzaylarmi Ay, A4, A,, ...
sonsuz dizisini verir.

x - Alx| doniisimii A,, Yyi A,,_; i¢ine gonderdiginden ve A,,_; solid oldugundan
x = Ax donlisimii A,,_; i¢ine gdnderir ve bu doniisiim acike¢a stireklidir , bu arada

A,, = sol — A7Y(A,,_,) Uzerindeki topoloji A,,_; den iiretilmistir.

Dolayisiyla A: A,,, = A,,—; m € N doniisiimlerine gore A,, nin izdiisiimsel limit :

x = {(x(m)) ETIZ oAy ticin m > 0,Ax™ = x(m‘l)} ile tanimlanir.

Ozel durumlarda Ay, Ay, A, ... dizisi ve X ileilgili entemel sorulara bile cevap
vermek cok kolay degildir:

(1) Herm > 0 A,,, asikar olmayan uzay mudir ? ({0} € A,,) ?

(2) (1) ile alakali olarak her m > 0 i¢in ¢y € A,;, midir ?
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(3) X asikar degil midir ? Yani, X (0,0,0,...) dizisinden baska ( x (0 x@), )
dizisini igerir mi ?
Bu giris caligmalarindan A matrisini alt iiggensel ve terslenebilir olarak kisitlamamiz

gerektigini diisliniiyoruz. Bu kisitlama altinda her m > 0 igin

N, gm
Ay = {x €F":A™|x| € A} oldugunu gérmek ve eger x™ € A,,, ,m = 0,1,2,... ise

(x©@,xM, ) e X dir ancak ve ancak x™ = (A~1)™x(® = A7x(© olmasi

gereklidir oldugunu gérmek kolaydir.
Bu durumlar altinda ( A alt Giggensel ve terslenebilir oldugu zaman ) X ile A nin bir alt

uzayl
Ar,={x€A: her m=>1, A~™x € A, } dr.
={x€Ar: AM|A ™x| €A}

Uzayi birebir eslenebilir. X ile A, arasindaki birebir esleme basitge

(x©@,x®, ) e X ikenx©® € A, seklinde kurulabilir. Bu esleme oldukga
enteresandir ve birgok soruya yol agar ornegin X Uzerinde ki [I; -, A, Uzerindeki
carpim topolojisi ile Uretilen topoloji ile X i A, ile esleyerek elde ettigimiz T tarafindan

uretilen A = A, tzerindeki alt uzay topolojisi esit midir ?

Agik¢a X tlizerindeki garpim topolojisi 1, den gelen X Uzerindeki topolojiden daha
zayif degildir, ve bu iki topoloji X asikarsa (4, = 0) aynidir. Onceki galigmalardan
[Johnson vd (2015 )] X iizerindeki ¢arpim topolojisinin A, = X eslesmesi
Uzerindeki t tarafindan {iretilen alt uzay topolojisinden kesinlikle daha kuvvetli
oldugunu biliyoruz. X agikar degilse bu iki topolojinin ayn1 olup olmadigini1 merak

ediyoruz. Onceki c¢aligmada Cesaro tipi,
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a, a, O
)_a3 as das 0

c=¢Cc1,a,,as,..
(1,0z,a5, a, a4 as a, 0

matrislerine yogunlagsmistik ve ayrica A CA € A sartini saglhiyordu. ( Cesaro matrisi
Cesaro tipi bir matristir a,, = % ,n € N dir; bu C igin her p € (1, ) i¢in Hardy
esitsizliginden [Hardy (1920) ] (C¢, < ¢,,) dir.

[(Johnson vd (2015 )] nolu referansta boyle C ve 1 igin Ay € A; € -++, oldugunu
gosterdik ve boylece her m igin cyg € A,, oldugunu ve X in asikar olmayan bir uzay
oldugunu gostermis olduk. Buna ragmen C nin Cesaro matrisi ve bazi p € (1,0) igin
A = ¢, olmasa gibi cok 6zel durumlara bile hemen akla gelen X iizerindeki carpim
topolojisi ile ilgili agik problemler vardir. Maalesef bu problemlere cevap vermek o
kadar kolay degildir. Ornegin X iizerindeki bu topoloji bir norm tarafindan tanimlanir

mi1 ?

Burada Toeplitz tipi

1 0 O
a, 1 0
a; a, 1 0O

T=T(1;a2'a3""):a4 a; a; 1 0

matrislere yogunlasacagiz.

Her zamanki gibi A4 y1 solid bir T topolojisine sahip solid bir dizi uzay1 olarak
alacagiz ve c¢yg € Ay = sol — T1(A) , kapsamasin1 garanti etmesi bakimindan
(1,a;,a3,..) € A sartim gerekli kilacagiz. Son kosul A nin
(x1,%3,..) > (0,x1,%5,...) sag kaydirma altinda kapali olmasi durumunda her

zaman saglanir.
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5.2 Sonuclar ve Ornekler

Sonsuz alt t¢gensel Toeplitz matrisi

r1 0 O
a, 1 0
a; a, 1 0

: - :
a, a; a;, 1 0 .,(ak_O vk € N)yi

diisiinelim ve A € FN T nin her stitunu 4 da olacak sekilde solid bir dizi uzayi olsun.
Bu T matrisi ve herhangi bir b = (b, , b, , b5, ...) dizisi igin

(10 0 - - b

[ by ]

a, 1 0 . ¥ o b2 I b2+a2b1 |
=% @ L0 bl o, taghy | d
b= la, a a; 1 0 ..b4 _|3 az:z “ 1| 11‘.

Her a; negatif olmadigindan b € S(T|b|) dir. Onceki bélimde oldugu gibi
N, Ay, Ay, ... dizisini Ay, = A4 ve k > 0 iginde

A =50l =T (Ap_) ={x €FN:TIx| € A1 } = {x € FN:T*|x| € 1} ile
tanimlayalim.

Giris kismindan bahsedildigi gibi eger A solid bir Hausdorff t.v.u topolojisi 7 ile
donatilmigsa o zaman A, iizerinde dogal olarak iiretilmis solid bir Hausdorff't.v.u
topolojisi T, = sol — T~1(7) olacaktir ki bu topoloji A, den A, igerisinde tammli T
ile carpma islemini siirekli ve lineer yapan en kii¢iik topolojidir. Benzer sekilde 4 = A,
degistirerek A; ile degistirerek A, Uzerinde , = sol — T~1(z;) solid t.v.u
topolojisini elde edebiliriz. Bu sekilde devam ederek A3, Ay, ... uzaylari lizerinde de

solid t.v.u topolojilerini tanimlayabiliriz.

Giris kisminda ifade edildigi gibi biitiin bu uzaylar lizerine topoloji koymada ki agik
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zorluk Ay lar 7 nin siitunlardan birini ya da birden fazlasini igermeyebilir. A¢ik zorluk
aslinda gergek anlamda bir zorluk degildir. Ciinkii T nin j. Situnu A, igerisinde

kalmiyorsa 0 zamanV x € A4 = sol —T~1(Ag), i¢in x; = 0 dir. Boylece A4

Ny ={j € N: T nin j. stitunu Ay nin elemanidir } kimesinden skaler cisim
icerisine tanimli fonksiyonlarm solid bir uzay1 olarak diisiiniilebilir. Eger N, sonsuza
Ay 41 mukemmel derecede iyi bir solid dizi uzayidir.

Eger N, # 0 ise Ay, = {0} du.

T alt liggensel bir matris oldugundan Onerme 5.1.3 ten tamlik, ve\veya AK lik
Ozellikleri A; ile A dan alinir ve bu 6zellikler Ay, As, ... uzaylarma da geger.
Onerme 5.2.4 : (Ay)kso azalan bir dizidir.
Ispat : Yukarida belirtigi gibi a;j ler negatif olmadigindan her x € FN icin x €
S(T|x|). Bu ylizden, eger x € Ay, yani eger T|x| € A, ise, 0 zaman

x € S(T|x|) € Ay dir. Boéylece , Ay S Ay, dur.
Sonug 5.2.5: Enaz bir j > 0 icin A; = A dir ancak ve ancak her j > 0 igin

A; = A dir.A solid bir [|.||; normuna sahip bir Banach orgiisii oldugu zaman (4, 74)
uzayida ||x|lx = ||T*|x||l; ile tanimlanan ||.||, solid normuna gére bir Banach

orglsuddr. Bazen ||. [|; nin yerine ||. ||, y1 yazariz ¢linkii 1 = A, dir.

Onerme 5.2 6 : A; = A dir ancak ve ancak T 1 y1 4 igine gonderir. 2 solid bir Banach
orgusu ( solid bir normile) ve T A y1 4 i¢ine génderdigi zaman T A {izerinde sinirh
lineer bir doniisiimdiir. Ustelik .||, ve |l.ll; A tizerinde bu durumda iki denk

normdur.
Ispat : Varsayalm T A y1 A icine gondersin. Eger A € Aise |x| € A dir ve bdylece

T|x| € A dir. Béylelikle A € A; elde edilir. Onerme 5.2.4 ten 1 = A, dir.
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Varsayalim A = A; olsun. Eger x € 1 ise |x| € A = A, dir, bdylece T|x| € A dir. Tx
€ S(T|x|) oldugundan Tx € A dir. x € A rastgele se¢ilen bir eleman oldugundan T nin
Ay1 A icine gonderdigi ispatlanmis olur.
Halen 2 = A; oldugunu varsayalim bu durumda (4, ||. |[;) den (4, . ||o) a tanimlanan
birim gdmme fonksiyonu ortendir ve dolayisiyla acik bir doniisiimdiir. Sonug olarak
(A4, 1. 1lp) dan (4, 1. 1l,) e giden ters gdmme fonksiyonu sireklidir. Bu da bize her x € 1
icin en az bir C > 0 oldugunu ve ||x||; = lIT|x|llo < Cllx|l, sagladigmi gosterir.

Her x € A, = A icin zaten ||x]||; = ||lx||, oldugundan ||.]||, ve ||.|l; normlarmin

A = A, lizerinde denk oldugu elde edilir.

T: AL =) — A lp) doniistimii siirekli oldugundan T : (4, . |o) —

(A4, 1. 1lp) doniisiimiide siireklidir.

Ilging bir sekilde A = A; bize T nin A y11 ya orten bir sekilde gétiirdiigiinii vermez.
Onerme 5.2.7 : Varsayalm T A y1 A igine gondersin. O zaman T Ay1 4 (izerine
gonderir ancak ve ancak T~ A y1 A icine gonderir.

Ispat: Hem T hemde T~ terslenebilir alt iiggensel matrisler oldugundan bunlardan
herhangi biriyle carpim FN vyi birebir ve orten olarak FN ye gonderir ve bu iki
doniisiim birbirinin tersidir. Bundan istedigimiz sonug elde edilir, aslinda bu sonug

sadece FN nin solid 2 alt uzaylari igin degil FN nin herhangi bir alt kiimesi icin de
dogrudur.

Onerme 5.2.8 : Varsayalm T A y1 A (zerine gondersin. X € [132, A, uzay1 T ve 1

ya gore girig kisminda tanimlanan izdiisiim limiti olsun. O zaman

X={(x, T 'x,T2x,..):x € A} dir, ve P(x, T x, T %x,..) = x ile

tanimlanan P : X — A ya doniislimii X ten A iizerine lineer bir izomorfizmadir.
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Eger A solid bir t.v.u topolojisi T ile donatilmigsa ve X de [[;-, A, Uzerindeki
carpim topolojisinden gelen alt uzayi topolojisi ile donatilmigsa o zaman P topolojik
vektor uzaylari arasinda tanimlanan lineer bir map olarak siireklidir.

Eger 7 local konveks tam bir metrik topolojisi ise 0 zaman P~1 de stireklisir ve

dolaysiyla A ve X topolojik vektor uzaylar1 olarak izomorftur.

Ispat : Onerme 5.2.6 ve 5.2.7 denher k icin A, = A dir ve Onerme 5.2.7 nin
ispatindan T~1 A y1 A lizerine génderir. Dolayisiyla her k > 0 icinve x € 1 igin
T *x = (T Y)kx €1 =A, dr.

Boylelikle

X={0,Tx,T2x,..): T *x€N, VE>0}

={(x, T x, T ?%x,..) : x € 1} elde edilir.

Eger A solid bir t.v.u topolojisi T ile donatilmigsa o zaman her A, bir solid t.v.u
topolojisi 7, T dan ve T nin uygulanmasindan alir. Ag¢ikga P[], Ax Uzerinde A,

tizerine izdiisimiin kisitlamasidir ve bu kisitlama Ay = A Uzerinde 7 ve [[7-, Ax

tizerindeki carpim topolojisine gore siireklidir. ( Bu sonug T A y1 A4 (izerine gdndersin

veya gondermesin her zaman saglanir. )
Simdi varsayalim t local konveks tam bir metrik topolojisi olsun. O zaman []7_, A

tizerindeki ¢arpim topolojisi de Oyledir. A¢ikga X []7-, Ay nin kapali bir alt

uzayidir. Bu sonug¢ herhangi bir solid t.v.u topolojisi 7 i¢inde saglanir ve burada
TninA y1 1 Uzerine gonderme varsayimina ihtiyag¢ yoktur ; sadece T ninher k > 0
icin (A, Ti) y1 (Ag_1, Tk—1) icine gdndermesi yeterlidir. )

Dolayisiyla, P bir local konveks tam metrik t.v.u uzaymdan diger bir uzaya birebir

siireklidir. A¢ik doniisiim teoreminden dolayr P~1 streklidir.
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Ornek 5.2.9 :

[1 0 0 ]

[T 1 0 0 |

_ _lo 1 1 -
T—T(1,1,0,0,...)—|0 01 1 0 | olsun.

O zaman,

[ 1 0O O 0 . ]

|-1 1. 0 0 0 .|

-1 _ P |11 =11 o o .|
T™'=T(,-11,-1,.)=|_7 [ _1 1 o || dr

Ill -1 1 -1 0 Jl

Agik¢a T bircok 2 y1 kendi i¢ine gonderir. Ornegin biitin A = ¢, 0 <p < .
1<p< oo, (1 ,0,% ,0,§ ,0,...) € ¢, olmasma ragmen agik¢a T lx ¢ £, dir ve
boylece T~'x & ¢, dir. Onerme 5.2.6 ve 5.2.7deneger A =4, ,0 <p < oo ise 0
zaman A, =sol—T"1(A) =2 ve T Ay11 icine gonderirama A y1 A (izerine
gbndermez.

Bir sonraki 6rnek bize T y1 A y1 A iizerine géndermesini kolaylikla olabilecegini
gosterecektir. Bu 6rnegi anlamak igin okuyucunun Toeplitz matrisleri ile kuvvet
serileri arasindaki iligkiye asina olmasi gerekmektedir. Varsayalim (a, ,a,,..) = a

sabitlerin bir dizisi olsun. Burada bu dizinin terimlerinin pozitif olmast kosulu yoktur

ayrica a; de 0 almabilir.

f(2) = Enoianz™ Ve
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a, a; O

a a a 0 . .
T =T =3 7z M olsun.
6D (a) @ as a a, 0 .

Eger b = (b,)n>1 skalerlerin bagka bir dizisiise a * b = (X}~ Axbn_k+1) olsun,

n=1
buradaa *b (f.g)(z) kuvvet seri carpimmin katsayilarindan olusan diziyi
gostermektedir. Eger f(z) ve g(z) 0 bir komsulugundaki fonksiyonlari

gOsterirse, yani bu serilerin yakmsaklik yarigaplar1 pozitifse, o zaman f(z)g(z) kuvvet

serisi f ve g fonksiyonlarmin 0 in bu komsuluktaki ¢arpimlarini gostermek kolaydir :

T(a@)\P3 =T(@).b=ax*b, ve T(@T(Ob)=T(a*Db)

Dolayisiyla, f(z) ve g(z) 0 m bir komsulugundaki fonksiyonlar1 gosterdiginde
T(f)T(g) =T(f.g) du.
Dolayisiyla, eger f(z) yakinsaklik yarigapi bir r > 0 sayisindan biiyiik veya esit ise

ve |z| < r sartin1 saglayan her z kompleks sayis1 i¢in f(z) # 0 ise 0 zaman %
fonksiyonu 0 civarinda kuvvet serisi gésterimine sahiptir ve bu disk i¢inde
f) -1 (j
T(f) =T(f)"* dir.
Ornegin, Ornek 5.2.9 da, T = (1,1,0,...) = T(1 + z) oldugundan

T =T () =TEi,(-2)") = T(1,-1,1,-1,...) d.

1+z

Ornek 5.2.10 : p € (0,00] sabitleyelim ve

oo

A= {(xn) € FN: z x,z""1 yakinsakli yaricapr = p

n=1
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={ (x,) € FN: %Zp }Olsun.

limyusup|xp|

[Gésterim : % = OO]. Acik¢a A FN nin bir solid alt uzayidir. Eger (1,a4,a,,...) € 4,

a; =0, i =2,3,... ve |z| <r sartmisaglayan her z € C igin

f(z)=1+2y_,a,z"1 #0 ise 0 zaman hem f hem de ,% {zeC: |z|<p}
diski lizerinde tanimlanan analitik fonksiyonlar uzaymi kendine 6rten olarak doniistiiriir

dolaysiyla, T =T(f) ve T G) A y1kendine o6rten olarak doniistiirtir.

Ozel bir érnek icinp =1 ve T, T~ f(z) =1+ |z| <1 sartin1 saglayan her z € C
icin f(z) =1+ 2z # 0 fonksiyonuna gére Ornek 5.2.9 un matrisleri olsun. Ama agik
bir sekilde bu tip T ve T~ matris 6rnekleri oldukga coktur.
Eger 2 Ornek 5.2.10 daki gibi verirse, p >0 a; >0, i=23,.. ve

f(z) =1+2%_,a,z" ! fonksiyonu her |z| < p i¢in yakinsak olarak almirsa ve f

bu agik disk icinde 0 degerini alirsa o zaman% icin kuvvet serisinin yakimsaklik

yarigapi (0, p) araligmin bir elemanidir. Béyle bir durumda T(f) Ay1 4 igine
gondermeyecektir, dolayisiyla T(f) Ayt A ya Orten olarak gondermez. Bu sonuglar
Ornek 5.2.10 daki A uzaylarindan oldukea farkli uzaylardir. Ornek 5.2.10 daki gibi
verilen bir dizi uzay1 A dogal olarak solid, metrik local konveks t.v.u topolojisine
sahiptir ki bu topolojiye U(p) = {z € C: |z| < p } kompak alt kiimeleri {izerinde

tanimlanan diizgiin yakinsaklik topolojisi denir.
Normdan dolay1 bu topoloji genelde U(p) iizerinde tanimlanan ve A y1

(xp) EX o f(2) = X0 x,2™" 1 seklinde eslemekle elde edilen analitik fonksiyonlar

uzay1 tizerinde tarif edilir. Bu A uzay1 bu topolojiye gore tamdir. Bu topoloji
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normlanabilir degildir ama en azindan asagida verilen normlarin bir dizisi ile tarif
edilebilir : (r,)g»1 pozitif reel sayilarin p ya yakinsayan artan bir dizisi olsun ve

II. Il normunun ||x|l;, = Yo lx, | formiilii ile tanimlansm. A (zerinden

I[. 11, II.1l2, ... normlarmnin dizisiyle tanimlanan topolojinin diizgiin yakinsaklik
topolojisiyle ayni1 oldugunu géstermek tamamen asikar degildir ; sonug aslinda
fonksiyonel analizdeki norm dizi topolojisinin diizgiin yakinsaklik topolojisinden daha
ince olmasindan ve her iki topolojinin de tam metrik lL.k.t.v.u topolojisi olmalarindan
gelir. Bu iki topolojinin denkliginin gosterilmesi bize su 6nemli sonucu verir ; eger

x €A ve T(x) xe Kkarsilik gelen Toeplitz matris ise bu durumda yalnizca T (x)
A y1 A igine gondermez ayni zamanda bu donem A Uzerinde strekli lineer bir

dontigimdir. T(1 ,% ,= , ... ) Toeplitz matrisiyle ilgili son 6rnegimize bakmadan 6nce

w |-

referans [Johnson vd (2015 )] den bir sonucu hatirlayalim.

Eger B = [bij] negatif olmayan gidilere sahip sonsuz bir matris ise 0 zaman B nin
pozitif tam say1 kuvvetlerine sahip olmasima izin verecegiz , burada oo bir matris
girdisi olarak goriinebilir. Bu ¢arpimlari elde etmekte dogal olarak ¢ > 0 igin
c.0o =00, 0.co =0 ve negatif olmayan terimle co un toplammi co olarak kabul
edecegiz.

Egerco B¥ nm j™ sitununda ise bu durumda x € FN i¢in yalnizca x; = 0 olmasi

durumunda B*(x) € FN dir. ( yani B¥|x| in girdilerinin hepsi sonludur. )

Onerme 5.2.11 : Varsayalim B = [bl-j] negatif olmayan girdilere sahip sonsuz bir

matris ve 1 FN nin cqo 1 iceren solid bir alt uzayi olsun. k > 1 igin

A, ={x €FN: B¥|x| € 1}

X ={(x®)is0 €T Ax : her k>0, Bx® = x*=D} olsun,
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(a) Eger B nin her sutunu sonlu olarak 0 dan farkl ise ( yani ¢y, da ise ), bu

durumda her k > 1 icin cyq € Aj dur.

(b) Eger B nin matris olarak tersi B~ varsave B~! in her siitunu ¢y, daise, ve

ayricaherk =1,2,...,1i¢in ¢y S Ay ise bu durumda X asikar bir kiime degildir.
Ispat :

(a) Eger x € ¢y iSe 0 zaman B, B nin siitunlarinin sonlu bir lineer
kombinasyonudur; bu siitunlarin her biri ¢y, da oldugundan B, € ¢y, dir.

Boylece B2 nin her siitunu ¢y, da dir ; k iizerinde tiimevarimla B¥ = B.B*~1 in her
stunu ¢y, dadir. Eger x € ¢, ise , 0 zaman |x| € ¢y, dir, boylece

B¥|x| € ¢y € A dir. Boéylece k = 1,2, ..., i¢in coo S Ay.

(b) (a) daki argimanla B! in siitunlar1 sonlu olarak sifirdan farkli ise o zaman

n=1,2,.., icin (B‘l)":B‘k nin suitunlar1 da sonlu olarak sifirdan farklidir. Yine
(a) daki argimanla, B~ sonlu girdilere sahiptir aslinda her pozitif k tamsayisi
icin B~* nin siitunlar1 ¢, dadir. B™% nm siitunlari ¢y, da oldugundan , her x € ¢y,

icin hipotezden B~% € ¢,y € A, dir.

Dolayistyla her x € ¢oo € A icin (x,B 'x,B%x,..) €X.

Sonug 5.2.12 :

(a) f(2) negatif olmayan reel katsayil1 z ye baglh bir polinom olmak tizere

B = T(f) olsun. O zaman Ornek 5.2. 10 daki gibiher 2 ve A, icin k=1,2,...,
olmak Uzere cyy S Ay dir.

(b) p(z) reel katsayil bir polinom olsun. Oyle ki bazi pozitif reel sayilar
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ai, Ay, ..., Ay, Cq, -, C, i¢in ve pozitif tam sayilar ny, ..., ny, i¢in

Lo _yk I yazalim
- j= n; .
p(z) J=1 (aj-2)"

f(2) =
B=T(f) vek=1,2,.., icinA ve A, ve X Ornek 5.2. 10 daki gibi olsun. Eger
hervek =1,2,..., i¢in cyo S Ay ise 0 zaman X asikar degildir.
Ispat (a) acik¢a B nin siitunlari negatif degildir ve sonlu olarak 0 dan farkl dizilerdir.
Ispat Onerme 5.2.11 (a) dan gelir.
(b) B = T(f) Toeplitz matrisinin girdileri negatif degildir ¢iinkii f nin kuvvet 0
civarindaki kuvvet serinin katsayilar1 negatif degildir. B~ = T(j%) = T(p) dir. Ve p(2)

bir polinom oldugundan B~ in biitiin siitunlar1 ¢y, dadir.

Ispat Onerme 5.2.11 (b) den gelir.

n-1

Ornek 5.2.13: f(z) =1+ Z;‘{;ZZT olmak tizere

T=T(1 % g ,.) =T(f) olsun.
Agikga f fonksiyonu {z € C: |z| < 1} agik birim diski {izerinde analitiktir ve boylece

orda sifirdan farklidir. Bunu gérmek igin log fonksiyonu sag yari diizlemde

w = |w|e@9IW) esitligini saglayan arg(w) € (—g ,g) olmak Uzere

log(w) = In|lw| + iarg(w) ile tanimlanan analitik fonksiyonu olmak iizere

|z| < 1 icin
k

N “ 7
g = [ [ ey
g( ) Ol—t 0 k=0 k=1 K

_ log(1-2)
z

esitliginden f(z) = oldugunu gozlemleyelim. logw = 0 sadece Re(w) > 0
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ise w = 1 i¢in saglandigindan buradan |z| < 1 bdyle bitin z lericin f(z) # 0 elde
edilir.

Dolayisiyla, eger 2 Ornek 5.2.10 daki gibi alinirsa p € (0, 1] igin hem T hem de

T 1= T(%) A y1 A Uzerine gonderir.

Badylece her k > 0 igin A;, = A dir , ve Onerme 5.2.8 den izdiisiim limiti X hakkinda
cok

sey biliyoruz. Ama bazip € (1,00] i¢in A = £, ise baz1 sorular sorabiliriz. e;

kordinatta 1 diger koordinatlarda 0 olan diziyi gostersin .

Eger alt tiggensel tek yonlii sonsuz bir matris veya basitge her satir1 ¢y, da olan bir
matris koordinat izdiisiimleri siirekli olan dizilerin bir banach vektdr drgusiine
gonderirse o zaman bu matrisle ¢arpma islemi sinirh lineer bir doniistimdiir. Bu sonug

kapali grafik teoremiyle ispatlanabilir.

Bunu aklimizda tutarak T nin £, yi £, icerisine (1 < p < o) gdndermedigini
gosterebilir.

p = oo ic¢in bunu géstermek kolaydir :
T batun terimleri 1 olan diziyi smirsiz bir diziye gonderir .
1 < p < oo durumundan — oo igin

[r&esel,

[5-ses]
j=1%] p

boylece T ¢, yi kendi i¢ine gondermez eger génderseydi bu matris carpma islemiyle
tanimlanan £, lizerindeki lineer operatdr smirl olacakti ama bunun agik¢a olmadigimi

yukarida gordiik. Onerme 5.2.4 ve Onerme 5.2.6 dan1 < p < o igin
Ay = sol —T7(£,) & £, oldugunu goriir. Bu durumda s6yle bir soru sorabiliriz :

ty, =Ng 2 Ay 2 A, ..., azalan dizisi 0 a azalir m1 ? Yani NygsoAx = {Q} midir ?
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Bunun olmayacagmi her k i¢in cyo € A, oldugunu gostererek ispatlayacagiz .
k=0,1 icin bu aciktir .

k > 1 igin cpo S Ay olduguna gostermek icin T*e; € £, , (j=1,2,...) oldugunu
gostermek yeterlidir. T* Toeplitz matrisi oldugundan T*e; T¥e; in bir kaydirmasidir
dolayisiyla Tke; € ¢, oldugunu gostermek yeterlidir. Eger bu herhangi bir p < oo

icin saglanirsa o zaman p = oo i¢in de saglanir. Dolayisiyla p < oo oldugunu

varsaymak yeterlidir.
Tke, € ¢, oldugunu k > 1 iizerinde tiimevarimla gosterecegiz.

2k=1(14Inn)k-1

k <
(T el)n - n+k—-1

,n=1 drr.

Bu agik¢a isimize yarar ¢iinkii her k = 1 i¢in

2k=1(1 41n m)k~1 )
(&) € ,gp d"' ;
n+k-1 n=1

2k=1(14Inn)k-1 )
n+1-1

(Ten = % = (

oldugundan k = 1 igin iddiamiz dogrudur. Varsayalim k > 1 olsun.

k-1
(Tk€1)1::1 S Zk

oldugundan n > 1 oldugunu varsayabiliriz.

n=1,2,.., icin (T*¥e,), = b, olsun. Tiimevarm hipotezi ile her n > 1 igin

2k=2(14Inn)k-2
n+k-2

b, < dir .
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O zaman ,

no1
(Ten = (IT<ey = ) <basjen

j=1

- Z" 125 2(1 +In(n —j + 1))k2

j=1j n —j +k—-1
< 2k=2(1+Inn)k2 o, (1 1 )
n+k-1 j=1 j n—j+k-1

2k=2(1+Inn)k2 o, (1 1 )

nt+k—1 J=a\ T oo

k- k—
<2 2(1+In(n))*—2

o 2(1+1Inn)

_ 2k 1(1+Inn)k-1
r n+k-1

elde edilir bu da ispat1 tamamlar.
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