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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uglincii boliimde,

C [a, b] uzayinda tanimli lineer pozitif operatdr dizileri i¢in kuvvet serisi metodu
yardimiyla Korovkin tipli yaklagim teoremleri verilmistir.

Dérdiincii boliimde, D, R® uzaymin kompakt bir alt kiimesi olmak iizere
C ( D) uzayinda tanimli lineer pozitif operatdrlerin cift dizileri i¢in Korovkin tipli
yaklagim teoremleri incelenmistir.

Son bolimde ise c¢ift degiskenli ve matris degerli lineer pozitif

operatorlerin ¢ift dizileri i¢in kuvvet serisi metodu ile Korovkin tipli yaklagim
teoremi verilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Lineer pozitif operatdrler, kuvvet serisi metodu, ¢ift
diziler, Korovkin tipli yaklasim teoremi, ¢ift degiskenli ve matris degerli lineer
pozitif operatdrler
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter we give some basic theorems and definitions.
In the third chapter, we give, by power series method, Korovkin type
approximation theorem for the sequences of linear positive operators defined on
Cla,b].

In the fourth chapter, using power series method we investigate Korovkin
type approximation theorems for the double sequence of linear positive operators
on C(D) where D is a compact subset in R?.

In the last chapter, we investigate a Korovkin type approximation theorem
for double sequence of bivariate and matrix valued linear positive operators via
power series method.

KEYWORDS: Linear positive operators, power series method, the double
sequence, Korovkin type approximation theorem, bivariate and matrix valued
linear positive operators
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ONSOZ

Yiiksek lisans egitimime basladigim andan itibaren benden destegini
esirgemeyen, egitimim boyunca yardim ve katkilariyla her zaman bana yol
gosteren, bu tez calismasinda degerli zamanini bana ayirarak bilgi ve tecriibelerini
benimle paylasan ve kendisiyle ¢alisma firsatini bana sunan c¢ok kiymetli
danisman hocam Saym Dog. Dr. Ozlem GIRGIN ATLIHAN’a, yiiksek lisans
egitimim boyunca kiymetli bilgi ve tecriibelerinden faydalandigim Pamukkale
Universitesi Matematik Boliimii 6gretim {iyelerine ve tiim hayatim boyunca beni
her zaman destekleyen ve yanimda olan sevgili aileme en igten saygi ve

tesekkiirlerimi sunarim.



1. GIRIS

1890 yilinda E. Cesaro, C, yakinsaklik kavramimi vermistir. Buna gore bir
serinin kismi toplamlar dizisi olan (Sn) dizisinin aritmetik ortalamasi bir L degerine

yakinsak ise (Sn) dizisi L degerine C, yakinsaktir veya serinin kendisi L degerine
Cesaro toplanabilir denir. Boylece yakinsaklik kavraminin genellestirilmesi goriisii

ortaya c¢ikmugtir. Ciinki Z(—l)n serisinin  kismi toplamlar dizisi olan
n

(S,)= % 1+(-1)" || dizisi yakinsak olmadig: halde bunun aritmetik ortalamast 1
" 2 2

degerine yakinsaktir. Buradan anlasilabilecegi gibi toplanabilme metodunun temel

amac1 yakinsak olmayan bir diziyi yakinsak yapmaktir.

Bu yiiksek lisans tezinde, toplanabilme metodunun yaklagim teorisindeki

etkisi incelenmistir.

Yaklagim teorisinin ortaya c¢ikmasma Chebyshev, Weierstrass, Lebesque,
Landau ve Vallee Poussin gibi matematikg¢iler onciililk etmislerdir. 20. Yiizyilda bu
teori ilk olarak Rusya’da gelistirilmis olup, teorinin yiikselis donemine 6nde gelen
Rus/Sovyet matematikg¢iler P.L. Chebyshev, S.N. Bernstein ve A.N. Kolmogrov’un
katkilar1 oldukga biiytiktiir.

20. yiizyilin baginda Bernstein, bir fonksiyonun diizgiinliigii ile o fonksiyona
cebirsel ve trigonometrik polinomlar ile yapilan yaklasimin hizi arasindaki iligki
lizerine genis bir arastirma programi gelistirmeye baslamistir. Bu programda belirli
0zel metotlarla yaklagimlar ¢alisilmistir ve asil vurgu, fonksiyon uzaylari iizerinde

fonksiyonlari kendilerinden daha ¢ok fonksiyonlarin ailesi tizerinedir.

1885 yilinda Weierstrass, f kapali ve sinirli [a,b] araliginda taniml reel
degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere her £ >0 ve her X e [a, b] icin
IP(x)—f(x)|<e

1



olacak sekilde bir P polinomunun varligini kanitlamistir. 1912 yilinda Bernstein

tarafindan [O,l] araligi lizerinde tanimli reel degerli stirekli bir f fonksiyonuna

yaklasan polinomlarin tipi hakkinda bir teorem kanitlanmistir. X € [0,1] olmak {izere

seklindeki polinomlar dizisi tanimlamis ve bu polinomlar dizisi i¢in keyfi bir £ >0

verildiginde her X e [0,1] ve yeterince biiyiik ne N i¢in
B, (f:x)—f(x)<e

esitsizliginin saglandigini gdstermistir. 1950’lerin ortalarinda Kolmogorov, teoriye
yeni bir ivme kazandirmistir. Optimal yaklasim ve yaklasim teorisi metotlari,
fonksiyonlarmm kodlanmasi1 ve iyilestirilmesi ile ilgili problemler ortaya koyarak
teorinin kapsamini Onemli Olglide genigletmistir. Bu problemler aktif olarak

1990’1ara kadar tartistlmistir. P.P. Korovkin, 1953 yilinda verilen lineer pozitif
operatorlerin  bir (Ln)neN dizisinin [0,1] araligi izerinde her feC[O,l]

fonksiyonuna diizgiin yakinsayip yakinsamadigina karar vermeyi saglayan belki de
en gii¢lii ve ayn1 zamanda en kolay yontemi kesfetmistir. 1957 yilinda V.1. Volkov,
lineer pozitif operatorlerin ¢ift dizileri i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremini

vermistir.

Simdiye kadar pek cok matematik¢i Korovkin Teoremini farkli fonksiyon

uzaylarina genisletmislerdir.

Klasik Korovkin Teoremi’ndeki lineer pozitif operatorler dizisinin birim
operatore yakinsamamasi durumunda sirasiyla hemen hemen yakinsaklik, A -toplam
stireci, istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisi metodu gibi farkli toplanabilme
metotlart ile yakinsaklik kaybi giderilmeye c¢alisilmistir (Lorentz 1948, King ve
Swetits 1970, Bell 1973, Mohapatra 1977, Swetits 1979, Nishishiraho 1983,
Gadjiyev ve Orhan 2002, Duman ve dig. 2003, Atlihan ve Tas 2015, Ozgii¢ ve Tas
2016, Yurdakadim 2016, Duman ve Erkus Duman 2011).



Bu tezde, C(D) uzay iizerinde kuvvet serisi metodu ile gelistirilen Korovkin

tipli yaklagim teoremleri incelenmistir (Atlthan ve Tas 2017). Ardindan, yine ayni
uzay icin bu defa ¢ift dizilerin kuvvet serisi metodu kullanilarak gelistirilen Korovkin

yaklasim teoremleri incelenmistir (Dirik ve Sahin 2018). Son olarak, orijinal bir

calisma olan C(D,CP") uzayr lizerinde tamimli lineer pozitif operatorlerin ¢ift
Y p p

dizileri icin kuvvet serisi metodu yardimiyla Korovkin tipli yaklasim teoremleri

gelistirilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel tanim ve teoremleri
verecegiz.
2.1  Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1 Tammm X bostan farkli bir kiime, F reel veya kompleks sayilarin bir

cismi olsun.
+ X XX > X
SFEXX o X

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa, X kiimesine F cismi iizerinde bir

“lineer uzay (vektor uzay1)” denir.

VX,y,2e X ve o, €F icin
L) X+y=y+Xx
L) (Xx+y)+z=x+(y+2z)
L,) X+ 6 =6+x=X olacak sekilde bir & € X vardur.
L,) Vxe X igin X+(—X)=(—X)+X=¢9 olacak sekilde bir (—X)e X vardir.
L) 1.x=x
L) a(x+y)=ax+ay

L,) (a+ B)x=ax+ Bx



L) a(Bx)=(aB)x (Kreyszig 1978).

2.1.2 Tammm Vektor uzaylari lizerinde tanimli olan doniisiimlere “operator”

denir.

2.1.3 Tanmim X ve Y ayni cisim iizerinde tanimli iki lineer uzay olmak tizere

L: X —Y operatorii verilmis olsun. Eger, VX,y € X ve «,f €F igin
L(ax+By)=aL(x)+BL(Y)
sartlarin1 sagliyorsa L ye “lineer operator” denir (Maddox 1978).

2.1.4 Tamm X ve Y reel degerli fonksiyonlarin iki uzay1 olmak iizere L,

X uzaymi Y uzayma doniistiiren lineer operatdr olsun. X tanim uzayindan alinan
Vvf >0 fonksiyonu i¢in L( f ) >0 kosulu saglaniyor ise bu durumda L operatoriine

“lineer pozitif operator” denir.
Lineer pozitif operatorler asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) Lineer pozitif operatérler monoton artandir. Yani L lineer pozitif

operatdr olmak iizere
f<g=L(f)<L(g)
gerceklenir.
ii) L lineer pozitif operator olmak tizere
L(F)=L( 1)
gerceklenir.

2.1.5 Tammm X ve Y normlu uzaylar olmak iizere, L: X —Y bir lineer

operatdr olsun.

[LCOI, = K1,



olacak sekilde IK >0 reel sayisi varsa L ye sinirli operator denir.

2.1.6 Tanim X ve Y fonksiyon uzaylar1 olmak iizere L:X —Y , bir

operator olsun.

L(f
I, p{w 11, io}

Il

seklinde tanimli olan || L||)HY ifadesine L operatoriiniin normu denir.

2.2 Temel Toplanabilme Kavramlar:

2.2.1 Tamm A:=(a, ), k,n=1,23,... sonsuz bir matris ile bir x=(x,) reel
ya da kompleks terimli dizisi verilsin. x dizisinin, Ax:=((Ax) ) ile gdsterilen
“ A - doniistim dizisi”,

(Ax)n = Za”k Xk
k=1
seklinde tanimlanir. (Burada her bir n igin seri yakinsak kabul edilir.)
Eger,
lim(Ax) =L

kosulu saglaniyor ise X dizisi L degerine “ A - toplanabilir” denir. Eger her yakinsak

(x,) dizisi igin limx, =L oldugunda lim(Ax) =L kosulu saglaniyorsa A “regiiler

matris” adini alir (Hardy 1949, Wilansky 1984, Boos 2000).

Bir A=(c, ) matrisinin regiiler olmasi durumu Silverman - Toeplitz

Teoremi ile karakterize edilir.

2.2.2 Teorem Bir A= (ank) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart



i) Supi|ank| <o,

N k=1

i) Her k i¢in ¢, =lime,, =0,

iii) IimZ:oznk =1
"=
kosullarinin saglanmasidir (Hardy 1949, Wilansky 1984, Boos 2000).

2.2.3 Tanim Her y e (0,1) icin Z:Xkyk serisi yakinsak olsun. Eger,

k=0

o0

lim(1-y)> %y =L

y—1" k=0

sarti saglaniyorsa X=(x) dizisi L degerine “Abel Yakimsaktir” veya “Abel

Toplanabilirdir” denir (Powel ve Shah 1972).

2.2.4 Tamm (p,), p,>0 ve VneN igin p, >0 olan bir reel dizi olsun.

Ayrica

seklinde tanimli kuvvet serisi, 0<R<oo olmak iizere R yakinsaklik yarigapina

sahip olsun. X =(Xn) reel say1 dizisi olmak iizere WVt e(O, R) icin

[Ms

lim—

1
"=L
=R p(t)# %P

1l
o

kosulu saglaniyorsa (Xn) dizisi L degerine “Kuvvet Serisi Metodu Anlaminda

Yakinsaktir” denir (Kratz ve Stadtmiiller 1989).



2.3 Korovkin Teoremi

D, R ’nin kompakt bir alt kiimesi olmak iizere C(D), D iizerinde tanimli

reel degerli olan tiim siirekli fonksiyonlar uzayini ve B(D) ile D ftzerinde tim
siirli fonksiyonlarin uzayimi gosterelim. C(D) ve B(D) uzaylar ||f|| = Sup‘ f (X)‘
xeD

normu ile birer Banach uzayidir. Ayrica bu norma gore yakinsaklik, diizgiin

“w > 9

~, 7 simgesi ile diizgiin yakinsaklig1 gosterecegiz.

yakinsakliktir. Burada

Bohman (1952), toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli bir f (X) fonksiyonuna yaklagmasi problemini incelemistir.

H. Bohman, x€[0,1], 0<a, , <1 oldugunda

L, (f:X)=>"f (& )Pen(X), Ren(x)=0

k=0

lineer pozitif operator dizisinin N —> o0 i¢in [O,l] araligi lizerinde L, ( f; X) o f (X)

olmast igin gerek ve yeter kosul
)L, (Lx) 31

i) L, (t;x) 2 x

iii) L, (t%;x) 3 x°

oldugunu gostermistir. H. Bohman’in aragtirdigi operatorlerin - degeri  f

fonksiyonunun [0,1] araliginin disindaki degerlerden bagimsizdir.

1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamis ve Bohman’in

kosullarinin genel halde de ger¢eklendigini géstermistir.

2.3.1 Teorem (Ln ), L, :C [a, b] — B[a, b] lineer pozitif operatorler dizisi

i) lim

n—oo

L, (1; X) _]'”B =0



i) lim||L, (t;x)—x] =0

n—oo

iii) |imHLn(t2;x)—x2HB=o

n—oo

sartlarini sagliyorsa her f eC[a,b] fonksiyonu i¢in

lim||L, (f)-f] =0, a<x<b

n—o

olur (Korovkin 1953).

Ispat f eC[a,b] alalim. f sirekli bir fonksiyon oldugundan V& >0 igin
35 >0 vardir 8yle ki [t—x| < sartin1 saglayan Vx,te[a,b] i¢in ‘ f(t)-f (X)‘ <&
olur. Simdi |t—X|> & igin,

2
|t_x|21:>(t_;() >1
o o

elde edilir. f, [a,b] araliginda sinirli oldugundan

(t=x)’

52

(1) (x)|<|f(t)]+|f(x)<2m.1<2M
gergeklenir. O halde Vx,te[a,b] igin,

(t-x)

52

£ (t)-f(x)|<e+2M

olur. Bu son esitsizligin her iki tarafina L, lineer pozitif operatdrii uygulanirsa,

f(t)-f (x)\;x)g Ln[g+2M (t;;()z ;xj

L

< Ln(g;x)+25—'\2/|Ln ((t—x)z;x)



= Ln(g;x)ig+25—l\g{Ln(t2;x)—2an (t;x)
+X°L, (L; x)J_erz}
=g+g(|_n(],'x)—1)+26—l\2/|{Ln (tz;x)—xz

_2x(Ln (t; x)—x)+ x? (Ln (L x)—l)}

Ln(];x)—l‘+25—'\2/|{

L(|f(t)-f(x)ix)<e+e Ln(tz;x)—xz‘

2L, (1) =X+ e (1) -1 @D
esitsizli clde edilir. Diger yandan
L (£ (0)3%)= £ ()] =] (£ (1)3%)+ L, (£ (x)ix) =L, (£ ()i )= £ (x)
L (f (x)ix) = (x)
L (LX)

<|L (F(0):%) =L (F (x):x)|+

<L (| F (0= F(fx)+[F (%)

yazilabilir. Bu son esitsizlikte (2.1) esitsizligi dikkate alinirsa,

L (100 £ (0] <L, (1) -4+ 23

L (tz;x)—xz‘

~2[x

L (6) e, (5202 £ (1)

L, (1:x)~1
elde edilir.

Bu son esitsizligin her iki tarafinin X e [a,b] icin supremumu alinip norma

gecilirse, B = sup {5,m sup 2|x| ,25—'\£| sup ‘Xz‘} olmak iizere,
b] xe[ab]

xe[ab] 2 xe[a/

L f = | <e+B{L T, — £, +|L, f,— £ +|L, f, - T}

elde edilir.

10



Burada n—oo icin limit alimirsa ¢ keyfi oldugundan yeterince kiigiik

secilerek, hipotezler goz oniine alindiginda
iml, £ - ], =0

bulunur.

> nx
2.3.2 Ornek S =e ”XZ f( j ) seklinde tanimli Szasz
-0 n

operatOriiniin teoremin sartlarini sagladigini gosterelim.

e[0,A], (AeR"), f eC[0,A] olsun.

k nk‘lxk 2 | k=1 n*x 1 n**xk
n (k- 1) n(k—1)!

olur. Buradan

lim|s, (1;x)-1|=0

n—oo

n(t;x)_X”:O

N—o0

11



lim

n—oo

S, (tz; x)—xZH =0
kosullar1 saglandigindan Vf € C [O, A] fonksiyonu i¢in Korovkin Teoremi’nden

lim|s,(f;x)—f|=0

n—o0

elde edilir.

2.4  Cift Diziler ve Pringsheim Anlaminda Yakinsakhk

Bu boliimde ilk olarak ¢ift dizi kavramu tanitilip, daha sonra ¢ift dizilerde sinirlilik ve
yakinsaklik kavramlar1 verilecektir. Ayrica bu kavramlar ile ilgili baz1 teoremler

verilecektir.

2.4.1 Tamm N dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar kiimesi olmak tizere

f: NxN — R
(mn) — f(mn)=x

mn

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna reel terimli ¢ift dizi denir.

Herhangi bir x=(x,,) ¢ift dizisi

X Xy Xz o X
Xp Xy Xy o Xy
X X X e X
31 32 33 3n
Xx=(Xp)=| 7 F ] .
Xml Xm2 Xm3 an

seklinde gosterilir. Reel terimli biitiin ¢ift dizilerin cimlesi Q ile gosterilip

Q={x=(%,):YmneNiginx, R}

seklindedir. Bu kiime VX,yeQ ve Vo, R icin

12



ax+BY =(Xp + Y )

islemi ile bir lineer uzaydir.

2.4.2 Tamm X =(X,,) reel terimli bir ¢ift dizi olsun. Tiim (m,n)eN? icin
|an| <K olacak sekilde bir K >0 sayis1 varsa X dizisine smirhidir denir

(Pringsheim 1900).

2.4.3 Ornek Genel terimi

1
—, M=n
X = 2m

0 ,diger durumlarda
olan X =(X,,) ¢ift dizisi verilsin. Bu durumda Vm,neN igin |X,,|< 3 olup (X,,)

dizisi sinirlidir.

2.4.4 Tamm Bir x=(X,,) reel terimli ¢ift dizisi verilsin. Eger V& >0 icin
vm,n>N (&) oldugunda |an —|| <¢ olacak sekilde bir N(&)>0 sayis1 varsa
X =(X,,) dizisi | sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak, kisaca P - yaknsak, |

degerine de X =(X,, ) dizisinin Pringsheim limiti, kisaca P - limiti denir ve

P— lim x, =l

m,n—o0

seklinde gosterilir (Pringsheim 1900).

2.4.5 Ornek Genel terimi x,, =

olan x=(X,,) ¢ift dizisi verilsin. Bu

m+n
durumda
P— lim 1 =0
m,n—wo M4 N
oldugu goriilebilir.
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Biliyoruz ki, R ’de yakinsak her dizi smirhdir. Fakat P - yakimnsak gift

dizilerin smirli olmasi gerekmez. Ornegin genel terimi

n,m=1
X =<m,n=1

mn

0, diger durumlarda

olacak sekilde X = (an) cift dizisini alalim. (an) cift dizisi

1 2 3 n

o0 -0

S NI
m 00 - 0

seklindedir. Vm,neN i¢in |an|SK olacak sekilde bir K >0 sayisi

bulunamadifindan (X,,) dizisi smrh degildir. Ayrica P— lim x,, =0oldugu

goriilebilir.

2.4.6 Teorem Bir ¢ift dizinin Pringsheim limiti tektir (Pringsheim 1900).

2.4.7 Teorem X=(Xp,),Y=(Ym)€Q olmak iizere P— lim x, =a ve

m,n—ow

P— lim y, ., =b olsun. O halde

m,n—o0

P— lim (an+ymn)=(P_ lim xmn)+(P— lim ymn)=a+b

m,n—o0 m,n—co m,N—»co

esitligi gergeklenir (Pringsheim 1900).

248 Teorem AR ve P— lim x , =a olsun. O halde

m,n—o0
P— lim Ax  =A1a

m,N—o0

esitligi gerceklenir (Pringsheim 1900).
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249 Teorem x=(X,,),Y=(Ym)€Q olmak iizere P— lim x =a ve

m,n—o0

P— lim y_ =b olsun. O halde

m,n—o0

m,n—oo m,n—oo m,n—coo

P— lim (an'ymn)=(P— lim xmn)-(P— lim ymn):a.b

esitligi gergeklenir (Pringsheim 1900).

2.4.10 Teorem x=(x,,)€Q ve P— lim x,, =a, a=0 olsun. Bu durumda

m,n—oo

esitligi gergeklenir (Pringsheim 1900).

2.4.11 Teorem X=(Xy,),Y=(Ym)€Q, P—lim x =a, P- lim y, =b

m,n—o m,n—oo

ve b =0 olsun. Bu durumda

esitligi gerceklenir (Pringsheim 1900).

2412 Tamm Bir Xx= (an) €Q verilsin. Eger Ve&>0 igin
vm,n, p,qd>N(¢) oldugunda ‘an —qu‘ <¢ olacak sekilde bir N(&)>0 sayisi

varsa x=(X,,) ¢ift dizisine P - Cauchy dizisi denir (Pringsheim 1900).

2.4.13 Teorem Bir (X,,)eQ dizisinin P- yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter sart bir P - Cauchy dizisi olmasidir (Pringsheim 1900).

f: NxN — R . L o
24.14 Tanmm cift dizisi  verilsin.
(mn) - f(mn)=x,
I N - N J: N — N , ;
i . ve . . artan fonksiyonlar olmak tizere
m — i(m)=i, n — j(n)=j,
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h: NxN — NxN
(mn) — h(mn)=(i,, i,)

fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

foh: NxN — R
(mn) — (feoh)(mn)=x

In jn

fonksiyonuna (x,,,) dizisinin bir alt dizisi denir (Pringsheim 1900).

f: NxN - R

Ornegin; 1 ¢ift dizisini alalm. O halde
(mn) —
m+n
ii N - N ji: N — N .
_ ve , olmak tlizere
m — i(m)=2m n — j(n)=2n

h: NxN — NxN
(mn) — (2m,2n)

olup

foh: NxN — R
1

(m,n) —> X2m2n=m

fonksiyonu X, = dizisinin alt dizisi olur.

+Nn

2.4.15 Teorem Yakinsak bir ¢ift dizinin her alt dizisi de ayni degere
yakinsaktir (Pringsheim 1900).

2.4.16 Tamm Bir x=(Xx,,,) ift dizisi verilsin.

i P—Iiminf(xmn):P—Ii_m(xmn)=sup{inf (xmn)} ifadesine (x,,) cift dizisinin alt

k>1 m,n>k

limiti,
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ii)P—Iimsup(xmn):P—Iim(xmn):im{ggg(xm)} ifadesine (x,,) ¢ift dizisinin

tist limiti denir. Bagka bir deyisle bir dizinin alt dizilerinin limitlerinin en kii¢iigiine

dizinin alt limiti, en biiyligiine de dizinin iist limiti denir (Pringsheim 1900).

2.4.17 Ornek Genel terimi

-m ,n=1
-n ,m=1
an = m
(-1)" ,m=n>1
0 ,diger durumlarda

olan ¢ift dizisi verilsin. Bu durumda P—liminf(x, )=-1 ve P—limsup(x,,)=1

oldugu goriilebilir.

2.5  Siireklilik Modiilii

Yaklagim teorisinde bir diger Snemli konu da L, (f;x) = f(x) ise

L, (f;x)—f (X)| farkinin yaklagim hizin1 belirlemektir. N — oo i¢in &, -0 olmak
iizere |L,(f;x)—f(x) <ca, seklinde bir bagmti elde edebiliyorsak, o taktirde

Ln(f;x) in f(X) fonksiyonuna yaklasgim hizin1 ¢, dizisi yardimi ile

n

degerlendirebiliriz.

Yaklagim orani ise, N —> o0 i¢in a, — 0 olmak iizere
L, (f:x)—f(x)<ca,
olacak sekilde (an) dizisi yardimiyla belirlenmesi problemidir.

Bu boéliimde, yaklasim teorisinde yakinsaklik orani olarak adlandirilan bu
hesaplamayr yapmak icin kullanilan metotlardan en yaygimi olan siireklilik

modiiliiniin tanimini ve 6zelliklerini verecegiz.
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2.5.1 Tamm feC[a,b] olsun. f fonksiyonunun siireklilik modiilii

a)( f:o ) seklinde gosterilir ve

w(f;8)= sup
[t-x<5
X,te[a,b]

f(6)-f ()

seklinde tanimlidir. Burada & pozitif bir sayidir (Altomare ve Campiti, 1994).

Stireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) o(f;5)=0

i) 6,<6, = a(f; 6)<o(f;5,)

i) o(f +0;0)<o(f;0)+w(9;5)

iv) o( f;ms)<ma(f;9)

V) [A], A reel sayisinin tam degerini gostermek iizere 2 >0 sayist icin,
o(f;26)<(1+[Al)o( f;8)<(1+2)o(f;06)

vi) o filt—x)=|f (t)— f (x)|

vii) ‘f(t)—f(x)‘g(t_Txﬂjw(f;&)
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3. KUVVET SERiSIi YONTEMi iLE KOROVKIN

YAKLASIM TEOREMLERI

TIiPi

Bu béliimde, C[a,b] uzayinda tanimh lineer pozitif operator dizileri igin

kuvvet serisi metodu yardimiyla Korovkin tipi yaklasim teoremi verilmistir. Ayrica

elde edilen yaklasimin orani incelenmistir (Atlithan ve Tag 2017).

L, :C[a,b]—> B[a,b] lineer pozitif operatérlerin bir dizisi olsun. Oyle ki

\Yi eC[a,b] icin,

sup ——
O<t<R p t -0

kosulu saglansin.

O halde Vvf eC[a,b] i¢in

V()0 =5 B (1)Ko

n

ile tanimlanan V, operatériinii ele alirsak;

M (F)] = sup W

xe[a,b]
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L, ()|[p,t"

l o0
Il s 2

n=0

elde edilir.

Simdi (3.1) géz Oniine alinirsa,

(O] < sup

O<t<R p

esitsizliginden de gorildiigi gibi V, operatori, Vf eC[a, b] icin anlamli olup
B[a,b] uzayina aittir. Dolayisiyla V, operatrii, C[a,b]’den B[a,b]’ye iyi tanimli

bir operator olup

”V ”C[a b]—B[a,b] ”V

B[a b]
seklinde yazilabilir.

3.1 Teorem L, :C[a, b] - B[a,b] lineer pozitif operatér dizisi olmak lizere

(3.1) kosulunu saglasin. Bu taktirde,

i) Vi eC[a, b] igin,

i)~ 0

gerceklenmesi icin gerek ve yeter sart

i) f(t)=t',i=0,1,2 olmak iizere,

timly,(£)~ ] =0

gerceklenmesidir. (Atlthan ve Tas 2017)

ispat f. (t) =t,i=0,12 fonksiyonlar1 C [a, b] ‘nin elemant oldugundan

hipotez nedeniyle i) = ii) ispat1 agiktir.
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Simdi ii)=i) ger¢eklendigini gosterelim. Ln:C[a,b]—>B[a,b] lineer

pozitif operatdr dizisi ve f €C[a,b] olsun.

O halde f, [a,b] tizerinde siirekli bir fonksiyon oldugundan V& >0 igin

35>0 vardir dyle ki |y—x|<& kosulunu saglayan Vx,ye[ab] icin

‘f (y)-f (x)‘ <e¢ gergeklenir. Ayrica f, [a,b] de simirh oldugundan,

kosulunu saglayan Vx,y €[a,b] i¢in

(y=x)°

[£(0)= 1 (0] <[ ()+]f (0] s2mrcam P

gerceklenir. Burada M :=|| f || seklindedir.

Bu durumda Vx, y €[a,b] i¢in,

elde edilir.

Ote yandan,

M (F(9)%)= £ O = (£ (1)) =Ve (F (0)i) #V, (£ ():) = £ ()

V([ (9) = F L)+ MV (T ()i %)= T ()

olur. Son esitsizlikte (3.2) esitsizligi kullanilirsa,

21
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‘Vt(f (y);x)—f (x)‘svt (g+2M (y;—zx)z;x]+M ’Vt(fo(y);x)— fo(x)‘
£g+g‘vt(fo(y);x)— fo(x)‘
+25—|\f{‘vt(f2(y);x)— fz(x)‘
2V (£ (¥): %)~ £ (x)
eIV (o (¥):%) = (x)]
MV, (o (¥)5%) = fo(x)

elde edilir. Vte(0,R) igin o =sup{|a],|b|} olmak iizere,

2M

’Vt(f(y);x)— f (x)‘§g+(5+M + 52f azly\/t(fo(y);x)— fo(x)‘

+45—'\£|a’\/t(fl(y);x)— fl(x)‘

2M

+?’Vt(f2(y);x)— fz(x)‘

elde edilir.

Simdi, son esitsizligin her iki tarafinin Xe[a, b] icin supremumu alinip

2M , 4AM  2M
2 07503
5 52 s

norma gegilirse, K = sup {£+ M +

} olmak tlizere,
xe[a,b]

V()= e+ ki (f.)- 7|
V()= AV (o) = Rl

elde edilir.
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Burada her iki tarafin t—>R™ icin limiti alinirsa ¢ keyfi oldugundan

yeterince kii¢iik segilirse ii) hipotezi gbz 6niine alindiginda

fimv,(1)- 1] =0
olarak bulunur.

Simdi Teorem 3.1°in hipotezlerini saglayan fakat Klasik Korovkin
Teoremi’nin kosullarin1 saglamayan bir lineer pozitif operator dizisi 6rnegi verelim.
Boylece klasik yakinsakligin gerceklenmedigi durumda, bu toplanabilme metodu

yardimiyla yakinsaklik kaybinin giderildigini gozlemleyebiliriz.

3.2 Ornek L, :C[O,l] — B[O,l] olmak tizere

L (%)= (Lea,)B, (F:x)
ile tanimlanan, (Ln) lineer pozitif operatorlerin bir dizisini ele alalim. Burada (Bn),

Bernstein polinomlarinin dizisidir (Lorentz 1986). Ayrica (an ) = ((—l)n) olsun. Eger

p,=1, R=1 ve p(t) :ﬁ te (—1,1) alinirsa, kuvvet serisi metodu Abel

metoduna karsilik gelir. O halde, dikkat edilirse (an) dizisinin Abel anlaminda 0

degerine yakinsak oldugu fakat klasik anlamda yakinsak olmadigi gortliir.

Dolayisiyla (Ln ), Teorem 2.3.1°1 saglamaz fakat Teorem 3.1°1 saglar.

Simdi Teorem 3.1°de kuvvet serisi metodu ile elde edilen yaklasimin oranini

inceleyecegiz.

3.3Teorem L, :C [a, b] —B [a, b] lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun

Oyle ki (3.1) kosulunu saglasin.

Bu taktirde,

D lim V(1) 1|0,
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i) lim o( f,a(t))=0

t—>R™

kosullar1 saglaniyorsa Vf e C[a,b] i¢in, a(t)= \/ olmak iizere

th ((Y—X)Z;X)
(1) ]-0

gerceklenir (Atlihan ve Tas 2017).

Ispat Siireklilik modiiliiniin 6zelliginden dolayr Vx,ye[ab], 5>0 ve

Vte (O, R) icin

2
\f(y)-f(x)\s[u(y‘x) Ja)(f;5) (3.3)
gerceklenir. Ote yandan,

NV (F (1))~ £ 00 =V (1 () 1 00fix) ] GOV (£ (9)i) - o )|

olur. Burada (3.3) esitsizligi kullanilirsa,

elde edilir. Bu son esitsizlikte Vt e (0, R) igin 0 = a(t) =

A (( y— X)Z ; X)H alinir ve

esitsizligin her iki tarafinin X e [a, b] i¢cin supremumu alinip norma gegilirse,

24



Ve (£ ():x)= £ () < o Fra () Ve (Fo () x)+L] MV, ()= 1

elde edilir.

<K igin,
Cla,b]—>B[ab]

O halde, Vte(0,R)ve |V, ((-);x)

M (F (v):%) = F ) <[K +2@( fre(8)+M V(o ()5%) = o (x)]

olur.

Bu taktirde, = sup {K+1,M} olmak iizere,

Xe[a,b]

V(1) = f[< BLeo( fre(6)) +[M ()~ ol

elde edilir.

Bu son esitsizlikte t— R~ icin limit alinirsa, hipotezlerden dolayi

\Yi eC[a,b] icin,

lim (1) 1] -0

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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4, KUVVET SERiSi YONTEMI iLE LINEER POZITIiF
OPERATORLERIN CIFT DIZILERI iCIN KOROVKIN
TiPI YAKLASIM TEOREMLERI

Bu bélimde, D = R? kompakt alt kiime olmak iizere C(D) uzay1 iizerinde

tanimli lineer pozitif operatorlerin ¢ift dizileri i¢in verilen kuvvet serisi yontemi ile
Korovkin tipli yaklasim teoremlerini ve elde edilen bu yakinsakliklarin oranlarini

inceleyecegiz (Dirik ve Sahin 2018).
Oncelikle bu ¢alismada kullanilan kavramlar verelim.

(pmn), negatif olmayan sayilarin ¢ift dizisi olsun. a,b e (O, R) ve Re (O, oo]

olmak iizere R yakinsaklik yari¢apina sahip kuvvet serisi

p(a,b)= > p,a"d"

m,n=0

seklindedir.

4.1 Tamm X =(X,, ) ift reel say1 dizisi olsun. Eger Va,be(0,R) i¢in

. 1 - mane

oluyorsa X = (an), kuvvet serisi metodu anlaminda L ye yakinsaktir denir (Baron

ve Stadtmiiller 1997).

Cift diziler i¢in kuvvet serisi metodunun, VU,V icin

Z pmvam Z punbn
i m=0 — i n=0 —
a’LILTg( o(ab) 0 ve a’Iblmr p(ab) 0 (4.1)

gercekleniyor ise regiiler oldugu bilinmektedir (Baron ve Stadtmiiller 1997). Bu

calisma boyunca operatorler bu (4.1) kosulunu saglayacaktir.
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Simdi verdigimiz tanimlart kullanarak, kuvvet serisi

P -yakinsakliktan daha gii¢lii oldugunu bir 6rnek ile gosterelim.

4.2 Ornek [a|<1, |b|<1 ve Ym,neN igin p,, =1 olsun. Yani

= i a™b"

m,n=0

Yy

0 n=0

1 &
5 2?

m=0

H
| |~
W)

1-b
olur. Ayrica
0, n tek ise
X=Xy )= .
1, diger hallerde

olsun. O zaman,

m n H S mOO 2n
. 1 &,
= lim (1-b)(1-a) =72 a

_jim -b)(1-a)
oot (1-b7)(1-a)

olur. Yani (X

Pringsheim anlaminda yakinsak degildir.

yonteminin

o 4 .. 1
mn) cift dizisi, kuvvet serisi metodu anlaminda > ye yakinsaktir, fakat

4.3 Teorem (Lmn ) C ( D) uzay1 lizerinde tanimli lineer pozitif operatorlerin

bir ¢ift dizisi olsun. Bu taktirde,
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i) vf eC(D) igin,

~f]=0
gerceklenmesi icin gerek ve yeter sart
i) e (xy)= X'yl i, j=0,1,2 olmak iizere

P—lim | (800 ) —€00| =0

P_Ir!_lrnn”Lmn (elo)_em”:o

Lon (e01) - em” =0
c e Irlnrp ” Lo (ezo * €2 ) F (ezo +€p )” =0
gerceklenmesidir (Volkov 1957).

Simdi, kuvvet serisi metodu kullanilarak verilen Korovkin tipi yaklasim

teoremini inceleyelim.

4.4 Teorem L, :C(D)—C(D) lineer pozitif operatdrlerin bir ¢ift dizisi

olsun. Bu taktirde,

i) vf eC(D) i¢in,

o p( Z Pan@"b" Ly, (1) /=0

gerceklenmesi igin gerek ve yeter sart

i) e;(xy)=xy’, i,j=0,12 olmak iizere

lim Z P D" ||Lmn 00 800”:0

ab—>R” p ab mni
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a’Li‘rg’ p( m;o Prn@"D" | L (B10) eloH=0
um Z Prmn@ a"b" L, mn 01 eolu_

ab—R p( )mn -

ezo *€p ) (ezo + €y )H =0

ab—>R p mnO

gerceklenmesidir (Dirik ve Sahin 2018).

Ispat & (X, y) =x'y! fonksiyonlart C(D) nin elemant oldugundan hipotez

nedeniyle i) = ii) ispat1 agiktir.
Simdi ii) = 1) ger¢eklendigini gosterelim.

L., :C ( D) - C(D) lineer pozitif operatorlerin bir ¢ift dizisi, f € C(D) ve

(X, y) e D alalim.

O halde, V& >0 igin (X, y)e D noktasinda f siirekli oldugundan 36 >0
vardir dyle ki |u—x|<5 ve |t—y|<5 sartin1  saglayan ‘v’(u,t)e D i¢in

|f (u,t)—f(x y)| < & gergeklenir.

Ayrica, D§=([X—5,X+5]X[y—5,y+5])mD ve B kiimesinin

karakteristik fonksiyonu y, olmak iizere
[f(ut)=F(xy) =|f(ut)=f (% y)| o, (Ut)+] f(ut)= (X Y) zop, (U.t)
olur. Béylece, T :=| f| ve Q(u,t):(u—x)2 +(t- y)2 olmak iizere V(X,y)e D i¢in
I (ut)— F (% y)‘<g+25—-|2-§2(u,t) 4.2)

olur. Ote yandan, L_. monoton ve lineer oldugundan,

mn
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L (F5,9) = F (%, Y)|
=L (£ Y) = T (6 Y) L (805 %, ¥) + £ (X, Y) Ly (8003 %, Y ) = F (X))

=[G (F ()= F (6 Y)i %)+ F (X Y) L (803 %, ¥) =00 (X, Y)|

< Lo | £ ()= £ (V)% Y)+[ £ ()] | L (B0 %, Y) — €60 (X, )

olur. Son esitsizlikte (4.2) esitsizligi kullanilirsa,

L (fixy)=f(xy)<L,, (5+25—12-Q(u,t);x, yj+‘f (% Y)|[ Lo (8003 % Y ) — €00 (X, )|
£g+(g+T)‘Lmn(eoo;x,y)—eoo(x,y)‘+25—12-Lmn(Q(u,t);x,y) (4.3)

elde edilir.

Simdi (4.3) esitsizligindeki L, (Q(u,t);x,y) ifadesini inceleyelim:

Lo (R(u8): % Y) = Ly (u=x) +(t-y) 1Y)
= Lo (820 +€023 % ¥) =265 (X, Y) Ly (B163 %, ¥)
425, (%) Ly (821X, Y) + (820 + €52) (X, Y) L (01 %,¥)
<[ L (820 8025 %, ¥) = (80 +802 ) (%, )
2o (%, Y)|Lon (807X, ¥) €0 (%.Y)
20 (Y| (8% ¥) (%)

+|(e20 +€ ) (X, y)”Lmn (€503 %, Y) —€g0 (X, Y)|

elde edilir.

Simdi L, (Q(ut);x,y) ifadesi (4.3) esitsizliginde yerine yazilip

diizenlenirse,
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2T |le,, +€
L (Fix,y) = f(xy)| £g+[g+T +MJ‘LM(%&X1 Y) =€ (% Y)|

4T e
” 1O||‘Lmn elO X, y) 10(X y)‘

AT [l

+T‘Lmn (€013 X, Y) — €01 (X, y)‘

2T
+?‘ Lo (B20 + €023 %, V) = (€0 + €52 ) (%,

elde edilir.

Son esitsizligin her iki tarafinin (X, y)e D i¢in supremumu alinip norma

gecilirse, K=&+T + 2 (||e20 +eoz||+ 2||e10|| + 2||e01|| +1) olmak lizere

[ (F)= | < &+ K{ L (850) = 0o]| | Lo (810) — 0]

+||Lmn 01 01”"'”'- ezo+eoz)_(ezo+eoz)”}

elde edilir.

Burada, esitsizligin her iki tarafinin a,b — R™ igin limiti alinir ve ¢ keyfi

oldugundan yeterince kiigiik seg¢ilirse ii) hipotezi gbz 6niine alindiginda

mbn

ab—»R p m” )_fHZO

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi Teorem 4.4’iin hipotezlerini saglayan fakat Teorem 4.3’{in kosullarini

saglamayan bir 6rnek verelim:

4.5 Ornek D= [0,1] X [0,1] olmak uzere C ( D) tzerinde

R (Fixy)=1-x)"*(1-y) kZZf( t j(m:kj(”:thkyt

= m+k n+t
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seklindeki ¢ift Meyer-Konig ve Zeller polinomunu ele alalim. Bu polinomu

kullanarak C(D) iizerinde lineer pozitif operatdrleri tanimlayalim:

s:(smn)z{o’ m=0,1ve n=0,1

1, diger hallerde

olmak {izere V(X, y)e D ve f eC(D) icin,

Ton (Fi%y)=(1+5,)Rn (TiX,y) (4.4)

lineer pozitif operatorlerin bir ¢ift dizisini ele alalim. Buradan,

Tmn (eoo; X’ y) = (1+ smn )eOO (X’ y)!

Ton (€10 %, Y) = (145, )€ (%, ¥),
Ton (€01 X, Y ) = (145, ) € (X Y),

Ton (B0 +€023 %, ¥) = (145, ) (€ + 52 ) (X, ¥) + E(X) + E(Y))

oldugunu gorebiliriz. Burada

§(t)::t(1—t)k+li(k+s_1j th <t(1_t),Vte[O,l]

pr s k+s—1 k+1

seklindedir.

Simdi ( pmn) yi tanimlayalim.

B 1, m=0,1 ve n=0,1
P = 0, diger hallerde
olsun. Buradan

p(a,b)= i p,a"h" = i(i pmnamb”):1+a+b+ab

m,n=0 m=0 \_n=0

ve



lim z p,ab's,, = lim ———— i(i mb”smnjzo

ab—mp mnO ab—>w1+a+b+a

elde edilir. O halde,

Tmn (eoo; X, y)_eoo (X' y) = Smn€oo (X’ Y),
Tmn (e:LO’ X, y)_elo (X’ y) = Smnelo (X’ y)’

Tmn (e01; X, y) —€n (X’ y) = Sn€o1 (X, y)

seklindedir. Ayrica,

mbn =0

ab—>oo p

oldugundan
lim —* i D@0 [T,y (€p) — €00 =
o p( b) m,n=0 ”
m — > pa ~e|=
a,b—o p(a b) =0 0
1 ) 2, P i ()=
elde edilir.

Tmn (ezo + €021 X, y) _(ezo + €02 )(X’ y)

s(1+smn)[(e20 ey )(xy)+ X=X Yl y)J—(ezo ey )(%Y)

m+1 n+1

=x(1—x)+y(1—y)+smn[2 ) x(l—x)+y(1—y)J

m+1 n+1

oldugundan, burada maksimuma gegilirse

33



1 1 1 1
X, Y) = M E ?
mn (e20+e02 X y) (820+e02)(x y)” 4(m+1)+4(n+1)+smn( +4(m+1)+4(n+1)J

elde edilir. Dikkat edilirse, m,n—so0 icin limit almirsa | ——— +—+ |,
4(m+1) 4(n+1)

noktasina P -yakinsaktir, ayn1 zamanda kuvvet serisi metodu anlaminda 0 noktasina

yakinsar.

Diger yandan,

. 5
—s = lim a™b"s =0
mznlo P ab>=2p(a,b) m;o P "

ab*)OO p

olup,

lim Z p,.a"o"|T

ab%wp( )mnO

I (ezo + €02 ) (ezo + €02 )H =0

elde edilir. Boylece (T, ) operatdrii Teorem 4.4°(in tiim kosullarini sagladigindan

mn

Z pmn mbn

mnO

(1)-1]-0

ab~>oo p

olur. Ancak (s,,), 0 noktasina P -yakinsak olmadigindan Teorem 4.3’iin T,

operatoril i¢in ¢aligmadigini sdyleyebiliriz.

Simdi Teorem 4.4’de elde edilen yaklagimin, siireklilik modiilii yardimiyla

oraninin hesaplanmasini inceleyelim.

feC ( D) fonksiyonu i¢in siireklilik modiili

coz(f;é):sup{|f(u,t)—f(x,y)|: (u,t),(x,y)eD, \/(u—x)2+(t—y)2 <5} (6>0)

seklinde tanimlidir.
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4.6 Teorem L, :C(D)—C(D) lineer pozitif operatdrlerin bir ¢ift dizisi

olsun. Bu taktirde,

] ] 1 Z
I mbn
) a,bl—rp?' p(a,b) méo P

L (eoo ) — €00 H =0

i) &, = Hl_mn(l//)H ve w(u,t)=(u—x)"+(t—y) olmak iizere

H 1 S mpn . _
0 £, e 158

kosullar1 saglaniyorsa Vf € C ( D) icin,

. 1 =
I "p"
a,blggi’ p(a,b) m;O e 2

(1) 1] =0
olur (Dirik ve Sahin 2018).

Ispat Siireklilik modiiliiniin 6zelliginden dolay (X, y) eDve fe C(D) icin

w(ut)=(u —x)2 +(t— y)2 olmak iizere

| (u,t)—f(x, y)‘é[1+w(;2't)Ja)2(f,5) (4.5)

gergeklenir. Ote yandan,

L (F3%9) = F (% y)| < Ly

f (u,t)— f (X, y)|;x, Y)+|f (X1 y)”Lmn (eoo;x7 y)_eoo (X’ y)|

olur. Burada (4.5) esitsizligi kullanilirsa,

L (fixy)=f(xy)|<L, ((1+%}a)2(f,5);x, yJ

[ £ (% ¥)|[ L (803 %, ¥) =00 (X, )|
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<@, (1,6)|Ln (80s X, ¥) =€ (X, Y)| + @, ( £,5)

f,o
+T ‘Lmn (eoo;x’ y)_eoo (X, y)"”% Lmn (l//(U,t);X, y)

olur. Burada T :=| f || seklindedir.

Bu son esitsizlikte =5, = || L., (1//)” almir ve esitsizligin her iki tarafinin

(X, y) € D i¢in supremumu alinip norma gegilirse,

Lo (F) = f]| < @, (£,6)| L (80 ) — 0o

120, (£,5)+T Ly (0 )~

elde edilir. Bu son esitsizlikte a,b— R™ i¢in limit alinirsa, hipotezlerden dolay1

Vi e C(D) igin,

’ di =
lim —— "p"
«0or p(a,b) I

()= f]0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. KUVVET SERiSI YONTEMI iLE iKi DEGISKENLI
MATRIS DEGERLi FONKSiYONLAR iCIN KOROVKIN
TiPI YAKLASIM TEOREMLERI

Yaklagim teorisinde toplanabilme metotlarinin etkisi c¢ogunlukla skaler
degerli fonksiyon uzaylari i¢in arastirilmistir. Serra-Capizzano, 1999 yilinda matris

degerli fonksiyon uzaylari i¢in Korovkin tipli yaklagim teoremini vermistir.

Bu fonksiyon uzaylar1 i¢in farkli toplanabilme metotlar1 ile yaklasim

teoremleri verilmistir (Duman ve Erkus Duman 2011, Dirik ve Demirci 2015).

Bu boliimde, kuvvet serisi metodu kullanilarak C(D, (Cp”) uzayinda taniml

lineer pozitif operatorlerin ¢ift dizileri i¢in Korovkin tipli yaklasim teoremi elde
edilmistir. Ayrica elde edilen yakinsakligin matris siireklilik modiili yardimiyla

orani incelenmistir.
Bu boliim orijinal bir caligsma icermektedir.

Oncelikle bu bdliimde ihtiya¢ duyacagimiz bazi kavramlari verelim.

p ve r sabit iki dogal say1 olmak tizere C"", pxr kompleks matrislerinin

uzayini gostersin.

D, R? nin kompakt bir alt kiimesi olmak tizere C(D,(Cp”) uzayi ile D

tizerinde tanimhi C"* degerli siirekli fonksiyonlarin uzayini gosterelim. Yani,

C(D,C”")={F|F:D—>C"", siirekli|

seklindedir.

F(xy)=]f (x, y)]pxr, ((x,y)eD, 1<j<p, 1<k<r) (5.1)

seklindedir. Burada F in siirekliliginden tiim skaler degerli f, fonksiyonlarmin D
tizerinde siirekli oldugu anlasilacaktir.
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C ( D, (Cp”) uzayi tizerindeki norm,

= MmaX
pxr 1<j<p, 1<k<r

IF

fif| = max [(sug}‘ fo (X, y)U (5.2)

I<j<p, I<k<r x,y)
seklinde tanimlidir.

Bu boliim boyunca kullanacagimiz test fonksiyonlar1 asagida verilmistir:

E;, C” uzaymin (j.k) konumunda 1 ve diger durumlarda 0 olan kanonik baz

matrisini belirtmek tizere, v(u,v) eD, 1< j<p, 1<k <r i¢in test fonksiyonlari
Eoje (u,v)= Ej
Eyj (u,v) = UE,,
E,; (u,v)=VE,
Esjk(u,v)=(u"'+v2)Ejk (5.3)
seklinde tanimlansin.

5.1 Tanim @: C(D,(Cpxr ) - C(D, (C’N) bir operator olsun.
(i) F.GeC(D,C™") ve Va, BeC icin

O (aF + G)=a®(F)+ pDd(G),

(ii) Pozitif bir K sabiti ve VF e C(D,C"") igin

[©(F)|<Ke(|F])

kosullar1 gercekleniyor ise @ operatoriine, matris degerli lineer pozitif operator

denir ve kisaca mLPO ile gosterilir (Serra-Capizzano 1999).
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(ii)’deki esitsizlik bilegensel olarak anlagilmalidir. Yani herhangi bir

( I, k) IS {1, 2,..., p} X {1, 2,..., I’} bileseni igin gergeklenir.

®  :C ( D,C™" ) —C ( D,CP" ) matris degerli lineer pozitif operatorlerin bir

¢ift dizisi olsun 8yle ki VF eC(D,C™") igin,

sup Z @ (E)|| Pt ™" < o0 (5.4)
o1 P(L1) e

kosulu saglansin. Burada E, tim girdileri 1 olan pxr matrisidir. O halde

VF eC(D,C") igin

Vy (F(u,v);x, y):p%,l) i D (F(UV)iXY) Pt

ile tanimlanan V, operatériinii ele alirsak;

”\/tI (F(u,v);xy)

= max | sup
pxr 1<j<p,A<k<r (x,y)eD

1< j<p,I<k<r x.y)e t’ mn 0

s.max(u Klid)( V)%, Y) Pt J

L(Fley) pmntml“j

< max (
1I<j<p,I<k<r

mnO

I<j<plsksr| gt mn 0
0<I<R

<|F|K  max [su Z |@.. (E)| pmntmI”]
olur. O halde, (5.4) kosulu nedeniyle V, operatdrii iyi tanimli bir operatdrdiir. Ayrica

V

4 » matris degerli lineer pozitif operatordiir.
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Simdi, kuvvet serisi metodunu uygulayarak C(D,(C"”) iizerinde tanimh

matris degerli lineer pozitif operatorlerin ¢ift dizileri i¢in Korovkin tipi yaklasim

teoremini verelim:

5.2 Teorem @, :C(D,C™)—C(D,C"") matris deerli lincer poxzitif

operatorlerin bir ¢ift dizisi olmak tizere (5.4) gergeklensin. Bu taktirde,

i) VFeC(D,C™) igin

1 (F)-F],, =C

pxr

gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter sart

i) V(j,k)e{l,Z,..., p}x{l,Z,...,r} ve Vi=0,12,3 i¢in

lim

t,I->R”

=0

’th (Eijk ) — By

pxr

gerceklenmesidir.

Ispat (5.3) de verilen Eii (i=0,l,2,3) fonksiyonlari C(D,(Cp”) nin

elemani oldugundan hipotez nedeniyle i) = ii) oldugu agiktir.
Simdi ii) = 1) gergeklendigini gosterelim.

FeC(D,C”) alam. (x,y)eD olsun ve |B| matrisi, B matrisinin

girdilerinin mutlak degerine esit girdilere sahip matrisi belirtsin.

F(xY) ::[fjk (x, y)]pxr, 1<j<p, 1<k<r fonksiyonu agagidaki gibi

yazilabilir:

fi (% ¥) Ej =Zp: fu (% ¥) Egj (U,v) (5.5)
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p r

D, (F(xy)ixy)= . fjk(x,y)d)mn(onk (u,v);x,y) (5.6)

J:]_ =1

F

olur.

Diger yandan, her f,, D iizerinde siirekli oldugundan Ve >0 i¢in 36 >0

vardir oyle ki V(U,V) e D igin \f(u —X)2 +(V— y)2 <6 kosulunu saglamak tizere

1<j<p, 1<k <r igin

‘fjk (uv)—=f, (x, y)‘Sg (5.7)

gerceklenir.

Ayrica, \/(u - X)2 + (V - y)2 >0 alinirsa V(X, y) , (u,v) eD icin

M, = sup ‘fjk (x, y)‘ ve go(u,v)z(u—x)2 +(v—y)2 olmak iizere

(x,y)eD

‘fjk (u,v)—=fu (x, y)‘s‘fik(u,v)‘+‘ i, (x,y)‘

<2M;.1
2M .
< 52”( (D(U’V)
olur. Yani
M, _
‘fik(u,v)—fjk(x,y)‘< = o(uv), (i,k)e{l2,.., pix{L2,..r} (5.8)

olur. (5.7) ve (5.8) esitsizliklerini ele alirsak V(U,V)ED icin

(i.k)e{L,2,..., p}x{12,..,r} olmak iizere

2M.
‘fik (u,v)= e (x, y)‘£g+ 52“ o(u,v) (5.9)

olup (5.9) esitsizliginden
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IF (uv)~F (% y)\ng+25_“j'¢(u,v)E (5.10)

elde edilir. Burada E, tim girdileri 1 olan pxr matrisidir. Ve

M = max M, = |||:||pxr seklinde olmak iizere (5.6) ve (5.10)’u kullanarak pozitif bir
<j<p
1<ks<r

K sabiti i¢in
‘Vﬂ (F(uv);xy)-F(x y)‘

-y (F (09):2) % (F (4):2,5) 4% (F ():2,)F ()|

V, ((F (uVv)=F(xy)):x, y)+VtI (F(xy)ixy)-F(x, Y)‘

<KV,

tl

|F (u,v)-F(x, y)|;x,y)+’\/tI (F(x, y);x,y)—F(x,y)‘

(
<KV, (3E+25—|\gqp(u,v)E;x, y)+’\/t, (F(xy)ixy)-F(x, y)‘

. 2KM
< aEKZ Vy (Eoje (u,v)ix, y)+?vﬂ (o(u,v)E;xy)

Vy (o(uv)Ex y) =V, [Zp:
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:Z:: (th (ESjk X y)_ Egje (% y))

=

—ZXi (Vﬂ (Eljk;xn Y)_ Eljk (X’ y))

_ZYZp: (th (Ezjk;x1 y)_ Es i (X, Y))

=1

—
Il

LN

FS

r

(X +y)JZp: ( (EojiX y)—EOjk(x,y))

k=1

elde edilir. Ayrica, ¢ = max|x| ve d = max|y| olmak tizere

r

’V ( 3jkr Ko Y) 3Jk(X’Y)‘

Mv

Vy (@(u,V)E;ix y)=

j=1 k=1

+2CZZ’\/H El]k X, y 1jk(X’ y)‘

j=1 k=1

Vi ( 2k %5 y)_Eij (X’ Y)‘

j=1 k=1

r

+(c2 +d )sz:

Vo (Eoji X, ¥)—Eoi (x.Y)  (5.12)

k=1

elde edilir. Ote yandan (5.11) ile (5.12) birlestirildiginde

Vo (F(uv)ix,y)=F(x,y)

r

< (K + M) Y SNy (Eap ()i, ¥)~Eog (%)

=1 k=1

4CKM S
)
j=1 k

\4 ( ljk 1 X, Y) ljk(X’ Y)‘

)
4dKM Zlkr ’th( ZJk 1 X y) ]k(x’ y)‘
i

=1

r

2KM D
S

V, ( 3Jk );X1y)_E3jk(X’y)‘

k=1
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olur.

2(c?+d?)KM
Burada C:=max{gK+M+ ( ) ACKM  4dKM ,ZKL\A} olmak

52 b2 52

lizere, esitsizligin her iki tarafi i¢in ilgili matrislerin tiim girdilerinin maksimumu ve
(X, y) € D tizerinde supremumu alinip norma gegilirse,

p r 3

IVy (F)—FH’N <eK +C{Z >

j=1 k=1 i=0

5

elde edilir. Burada limit alimirsa, ¢ keyfi bir say1r oldugundan yeterince kiiciik

se¢ildiginde ii) hipotezi nedeniyle

=0

Jim [V (F)

pxr

elde edilir.

Simdi Teorem 5.2’nin hipotezlerini saglayan fakat klasik yakinsaklik icin
olan durumu saglamayan matris degerli lineer pozitif operatorler icin bir 6rnek

verelim.

5.3 Ornek a,b,c,d sabit reel sayilar ve D=[a,b]x[c,d] olsun. ik énce

asagidaki sekilde verilen matris degerli Bernstein tipi polinomlari ele alalim.

o -EE (s fe-medio-a)T]

S () e
b-a)\d-c b-a d-c

burada (x,y)eD, FeC(D,C"") > F(xy)=[ f;( xy]pxr, 1<j<p,i<k<r

seklindedir.
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Ayrica, B, polinomlarini asagidaki gibi yazabiliriz:

nyzzm:n

> sz:rl f,k[ 2 (b-a), +%(d—c))(r:]£2)
X(z:ZJSG:ET(E::)m_SG:Zjn_qE,.k (5.14)

Burada E,; kanonik baz matrisidir.

Boylece (5.13) ve (5.14) esitliklerine gore, V(j,k):{l, 2,..., p}x{l, 2,...,r}

i¢in,
SR G G (6=
€ [aro- e 2(0-0)
eS8 el G G ()
=3 ) S ()
Eoj (X.Y)
alabiliriz.

Benzer sekilde, ‘v’(j,k)={l, 2,..., p}x{l, 2,...,r} icin

() S3 L2 G ) (22
xEljk(a+%(b—a),c+%(d_c)j

ez S )
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X—a
b-a

B (Ezjk;x’ y) =YE;, =B, (X’ y)

olur.

Son olarak, V( j,k)={12,..., p}x{L2,...r} i¢in

)-SR G G =)

= (a+%(b—a),c+%(d —c)]

—E, [g(w%(b_a)jz (’:j(gjs [Ejm_s
Elewo-o) (s (522

esitligi elde edilir. Burada
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o W
B= qZ:‘(mt%(d —c))2 ZJ(Z_:ET (%jnq

olmak iizere ilk olarak A ifadesini inceleyelim:
SO (S S EEC) W (=
S ()G
e ] e
oy lae) (5
et o) ()
o o) ()
S = e b =
oS e

=
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e za(eeapetoef| T Gt (ea b
e (e
= e )

=]

olur ve boylece

3

:a2+2a(x—a)+(b—a){m—_1(§:aj

m

|
o

S

A=x’ —i(x—a)2 +—(b—a)(x—a)

elde edilir. Benzer sekilde

(d-c)(y~c)

B=y’ —%(y—c)2+

olur. Boylece,

By (Esji X, Y)={x2 —%(x—a)2 +W+ y? —%(y—c)2 +—(OI —c)n(y—c)}

olarak bulunur.

Simdi p,, =1, bu durumda R=1 (Jt|<1,]I] <1) ve

P LR iy

m,n=0

olsun. Ayrica,

48



( )_ 0, m ve n tamkare iken
™/ 11, diger durumlarda

olsun.

Simdi (u,,) dizisi ile (5.13) esitligindeki (B,,) polinomlarini kullanarak
matris degerli lineer pozitif operatorleri asagidaki gibi tanimlayalim:
@, (F:x,y)=u,,B.. (F;ix,y) (5.15)

Burada m,neN, (x,y)[0,1]x[0,1] ve F(x,y)=[ f, (xy)] ,1<j<pl<ks<r

olmak iizere F eC([O,l]x[O,l],(Cp”) dir.
O halde ‘v’(j,k)e{l,Z,..., p}x{l,Z,...,r} olmak tizere
CI)mn (EOjk;X' y) = umnEOjk (X’ y)v
CI)mn (E.ij 3 X y) = umn Eljk (X7 y) '
CDmn (Ezjk;x' y) = umnEzjk (X! y) '

O (Expi % ¥) = Upn Kw—%(x—af—%(y—c)%WjEjk YE, (% y)}

m

oldugu gortiliir.

Simdi (umn) dizisini ele alalim:

. 1 = mgny
I ) 2, Pt =2

oldugundan (umn) cift dizisi kuvvet serisi metodu anlaminda 1 noktasina yakinsaktir.

O halde,
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lim
t,l-1

1_ N mpn
) Zoq)mn(onk;X, Y) Pt ™" = Egj (X ¥)

pxr

0

Z mlnumnEOjk(X’ y)_EOjk(X’ Y)

tI—>1

pxr

= lim | max su E x 1t1| t"l"u_ —1
tll_)l[i:l{ilp [(x y)e [O?X[Ol](‘ OJk y “ m;() pmn D]]

elde edilir. Benzer sekilde

1 S mpn
) D(T Z q)mn(Eljk;X’ Y) Pt _Eljk(xl Y)

pxr

= lim |(1-t)(1-1) mznlo Pt ™ U Ery (%, ¥) = Epe (%, y)| =0
pxr
ve
tI—>l Z pmnt " D, ( 24k y) Ezjk(x’ y)
mn 0
pxr
_tlll—r;rl] (1 t l I z pmn mlnumnEzjk(X’y)_EZJk(X’y) =0
m,n=0 pxr
olur.
Son olarak,

00 (i)t [ o oy IO ()

esitliginden

Z ( 3jkr Ko Y) Prnnl mln_Esjk(Xu Y)

pxr
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= lim
t, -1

X X
(1-t)(1-1 Z p,t""u_ Km———y—+%jE,-k+E3,k(X y)} Eyj (X Y)

mnO

~lim|(1-t)(1-1) 3 poat™u,, Kx(l_x)+y(l_y)jEjk+E3,.k(x,y)}E3].k(x,y)

t1-1" m.n=0

=lim| max| sup ‘sjkxy“ltllzpmnmlu J_‘
(x,y)<[0.1){0.1]

-1 _Jédéf' e[O,l]x , S~
- X(1—X 1—
ey Gyl -0a-) 3 puter, [ X0 Y)Jm
m,n=0

elde edilir. Burada

A= lim | max su E x 1t1| t"l"u_ -1
t,Iall:]édzf ((X,V)E[O,gx[o,l]{‘ 3Jk y “ mzn:o pmn H}]

-0 3 btV [X(ln: . y(ln— y)]‘m

m,n=0

B = lim [max[ sup (\Ejk (xy)|

t1->1 %il{i? (x, y)e[O,l]x[O,l]

olmak iizere A ve B ifadelerini inceleyelim:

A= lim| max| sup xy‘ltll Pt "1 "Up, J_‘
t,l—)l!idzp L(X,y)e[o,l]x[o,l](‘ 3Jk ‘ m;()

oldugu kolayca goriiliir.

Simdi B ifadesini inceleyelim. Burada maksimuma gegilirse,

1-0)a-1) S pt"u,,

m,n=0

m n

X(1-x)  y(-y)
[ J

<1-H-ny pmntm|numn%(%+%)

m,n=0

o1



=(1-t)(1-1 Ztl” (l+1j
m

mnO n

-wou- £ (T

:%[(l—t)ln(l—th(l—l)In(l—l)]

elde edilir ve

lim [(1-t)In(1-t)+(1-1)In(1-1)]=0

t,1-1"

oldugundan

B= t,IIILT’ [LT%[ X.y) S[g? 01 [|Ejk X, y)|

1<k<

(1-0)(1-1) m;op”“" 1, [ (1m><)+y(lny)jm]_o

olur. Boylece

=0

pxr

elde edilir.

O halde, Teorem 5.2’nin hipotezleri gerceklendiginden dolay:
VF eC([0,1]x[0,1],C™") igin

olur.

Dikkat edilirse (u,,), 1 noktasma kuvvet serisi metodu anlammnda
yakinsaktir. Fakat (u,,) dizisi, 1 noktasina P -yakinsak olmadigindan
{q)mn(F)}m,neNdiZiSi P -yakinsaklik i¢in olan Korovkin teoreminin kosullarini
saglamaz.
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Simdi siireklilik modiilii yardimiyla Teorem 5.2°de verilen yaklagimin oranini

hesaplayalim. Bunun i¢in Oncelikle C(D,(Cp”) uzaymda kullanacagimiz matris

sureklilik modiluni verelim.

FeC(D,C™) ve §>0 igin,

a)( fjk;5)=sup{‘ fi (V)= 1, (X, y)‘:(x, y).(u,v)e D,\/(u—x)2 +(v-y) Sé}
seklinde taniml1 olmak iizere F in matris siireklilik modiili

a)pxr(F;é'): max a)( fjk;5)

1<j<p,I<k<r

seklinde tanimlidir.

Bu durumda, F eC(D,(Cp”) fonksiyonu i¢in

limaw,, (F;6)=0

50"

oldugu gortiliir.
Ayrica her bir 1,6 >0 i¢in

a,. (F;26)<(1+[1])w,,, (F;5)

pxr

seklindedir.

54 Teorem @, :C(D,C™")—C(D,C™) matris degerli lineer pozitif

operatdrlerin bir ¢ift dizisi olsun. Oyle ki (5.4) kosulunu saglasin. Bu taktirde,

’Vu (onk)_EOjk

i) lim

t,I->R”

:01

pxr

i) lim o

t,I->R™

(F;6,)=0

pxr

kosullar1 saglaniyorsa VF €C ( D, (Cp”) icin,
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=0

Jim N (F)-F

pxr

olur. Burada

r

= [SEM ), ve vy 00 =500E, (£(0) (-0 + =)

seklindedir.

Ispat (x,y)eD ve F eC(D,C™") oldugunu kabul edelim. E tiim girdileri

1 olan bir pxr matrisi olmak tizere

F(uv)-F(xy) Sa)pxr(F;KU,V)—(x, y)|)E

< [1+ (u=x) ;2(\’_ y) ]a)px, (Fi6)E  (5.16)
olur.

Ayrica, Teorem 5.2°nin ispatinda oldugu gibi M = ||F||pxr olmak iizere

r

’Vﬂ (F(x.y)ixy)-F(x y)‘g M_Zp: ’Vﬂ (onk (u,v);x, y)—onk (x, y)‘ (5.17)

j=1 k=1

olur.

® . matris degerli lineer pozitif operator oldugundan dolayi, pozitif bir K

sabiti vardir dyle ki
Ny (F (0v);,) = F (%) < KV, [F (09)=F (x y)x.9)
M (F(x¥)ix ) =F (xy)

olur. Burada (5.16) ve (5.17) ifadeleri kullanilirsa,

(u=x)" +(v-y)’

\vﬂ (F(uv)ixy)-F(x, y)\s KV, H1+ = }wpxr(,:;g)E;X, yJ
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elde edilir. Buradan,

N, (F(uv)ix,y) = F (% y)| < Ko, (Fi6)V, (Eix,y)

+MZZ’Vﬂ Ojk UV ' X, Y) Ojk(X’y)‘

j=1 k=1
+Kao,, (F;0)E

olur. Boylece,

V, (F(uv)i% y)~F (% y) <Ka,, (F:5)E

elde edilir.

55



p r
Bu son esitsizlikte ¢ =0, = alinir ve esitsizligin her iki
u d ‘//Jk . g

j=1 k=1

tarafinin (X, y) € D igin supremumu alinip norma gegilirse,

Mo (F)=

Fl,.. <2Ka,. (Fi5))

r

M'c

+Ka,, (F;&,)

rV ( ojk) Eo our

j=1 k=1

r

Mv

’V( Ojk) Eoik

pxr
olur.

Bu son esitsizlikte t,1 > R™ igin limit alinirsa hipotezlerden dolayi

VF €C(D,C™") igin,

pxr

Jim |, (F

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu calismada matris degerli operator i¢in kuvvet serisi metodunun yaklagim
teorisinde kullanimi amaglanmistir. Bunun i¢in 6ncelikle, klasik Korovkin teoremi ve

toplanabilme metotlarindan biri olan kuvvet serisi metodu hatirlatilmistir. ilk olarak

kuvvet serisi metodu yardimiyla C[a,b] uzayinda tanimli lineer pozitif operatorler

dizisi i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremi verilmis ve sonrasinda yakinsaklik orani

stireklilik modiilii ile incelenmistir. Daha sonra C ( D) uzayinda tanimli lineer pozitif

operatorlerin ¢ift dizileri i¢in kuvvet serisi metodu yardimiyla Korovkin tipi
yaklasim teoremi verilmis ve elde edilen yaklagimin yakinsaklik orani stireklilik

modili ile incelenmistir. Son olarak ise amacimiz dogrultusunda, kuvvet serisi

metodu yardimiyla iki degiskenli C ( D, (Cp”) uzayinda tanimli matris degerli lineer

pozitif operatorlerin ¢ift dizileri i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremi gelistirilmistir.
Ayrica elde edilen yaklasimin orani matris siireklilik modiilii ile hesaplanmistir.
Ayrica verilen ornek ile P -yakinsakligi saglamayan operatorler igin ispatladigimiz

teoremimizin etkili bir kullanim1 olacag1 gosterilmistir.

Sonu¢ olarak, toplanabilme metotlar1 ile yakinsaklik kaybmin giderilmesi
amaci ile verilen teoremler literatiir i¢in ilgi ¢ekicidir. Bu g¢alisma konusu ile
ilgilenen okuyuculara farkli fonksiyon uzaylarinda toplanabilme metotlarindan

faydalanarak verilebilecek yaklagim teoremleri dneri niteliginde olacaktir.

57



7. KAYNAKLAR

Altomare, F. and Campiti, M., Korovkin Type Approximation Theory and Its
Applications, 17, Berlin: Walter de Gruyter Publishers, (1994).

Atlihan, O. G. and Tas, E., “Korovkin type approximation theorems via
power series method”, Sao Paolo J.Math. Sci., 13, 696-707, (2017).

Atlihan, O. G. and Tas, E., “An abstract version of the Korovkin theorem via
A-summation process”, Acta Math. Hungar., 145 (2),360-368, (2015).

Baron, S. and Stadtmiiller, U., “Tauberian theorems for power series methods
applied to double sequences”, J. Math. Anal. Appl., 211 (2), 574-589, (1997).

Bell, H., “Order summability and almost convergence”, Proc. Amer. Math.
Soc., 38, 548-552, (1973).

Bohman, H., “On approximation of continuous and of analytic functions”,
Ark. Mat., 2, 43-56, (1952).

Boos, J., Classical and Modern Methods in Summability, London: Oxford
Science Publishers, (2000).

Dirik, F. and Demirci, K., “Statistical Korovkin-Type Theory For Matrix-
Valued Functions Of Two Variables”, Applied Mathematics E-Notes, 15,
327-341, (2015).

Dirik F. and Sahin, P. O., “A Korovkin-type theorem for double sequences of
positive linear operators via power series method”, Positivity, 22, 209-218,
(2018).

Duman, O. and Duman, E. E., “Statistical Korovkin-type theory for matrix
valued functions”, Stud. Sci. Math. Hung., 48 (4), 489-508, (2011).

Duman, O., Khan, M. K. and Orhan, C., “A-statistical convergence of
approximatig operators”, Math. Inequal. and Appl., 6 (4), 689-699, (2003).

Gadjiev, A. D. and Orhan, C., “Some approximation theorems via statistical
convergence”, Rocky Mountain J. Math., 32 (1); 129-137,(2002).

Hardy, G. H., Divergent Series, London: Oxford Univ. Press, (1949).

58



King, J. P. and Swetits, J. J., “Positive linear operators and summability”
J. Austral. Math. Soc., 11, 281-290, (1970).

Korovkin, P. P., “On convergence of linear positive operators in the space of
continuous functions”, Doklady Akad. Nauk SSSR., 90, 961-964, (1953).

Kratz, W. and Stadtmiiller, U., “Tauberian theorems for J - summability”, J.
Math. Anal. Appl., 139, 362-371, (1989).

Kreyszig, E., Introductory Functional Analysis with Applications, Windsor:
University of Windsor, (1978).

Lorentz, G. G., “A contribution to the theory of divergent sequences”, Acta
Math., 80, 167-190, (1948).

Lorentz, G. G., Bernstein Polynomials, New York: Chelsea Pub. Co., (1986).

Maddox, I. J., “A new type of convergence”, Math. Proc. Comb. Phil. Soc.,
83, 61-64, (1978).

Mohapatra, R. N., “Quantitative results on almost convergence of a sequence
of positive linear operators”, J. Approx. Theory, 20; 239-250, (1977).

Nishishiraho, T., “Convergence of positive linear approximation processes”,
Tohoku Math. J., 35, 441-458, (1983).

Ozgiic, 1. and Tas, E., “A Korovkin-type approximation theorem and power
series method”, Results Math., 69, 497-504, (2016).

Powel, R. E. and Shah, S. M., Summability Theory and Applications, London:
Van Nostran Reinhold Co., (1972).

Pringsheim, A., “Zur theorie der zweifach unendlichen zahlenfolgen”, Math.
Ann., 53 (3), 289-321, (1900).

Serra-Capizzano, S., “A Korovkin based approximation of multilevel
Toeplitz matrices (with rectangular unstructured blocks) via multilevel

trigonometric matrix spaces”, SIAM J. Numer. Anal., 36, 1831-1857, (1999).

Swetits, J. J., “On summability and positive linear operators”, J. Approx.
Theory, 25 (2), 186-188, (1979).

59



Wilansky, A., Summability Through Functional Analysis, Amsterdam: North-
Holland Publ. Company, (1984).

Volkov, V. L., “On the convergence of a sequence of linear positive operators
in the spaces of continuous functions of two variables”, Dokl. Akad. Nauk.
SSSR, 115, 17-19, (1957).

Yurdakadim, T., “Some Korovkin type results via power series method in
modular spaces”, Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Ser. A1 Math. Stat., 65,
65-76, (2016).

60





