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OZET

SINIR KOSULUNDA PARAMETREYE BAGLI BiR STURM-LiOUVILLE OPERATORU
iCIN TERS NODAL PROBLEM

Ikinci mertebeden diferansiyel denkleminde n-tane potansiyel fonksiyon bulunduran ve
sinir kosulunda spektral parametreyi lineer halde igceren bir Sturm-Liouville problemi ele
alinmistir. Bu problemin o6zdegerleri, nodal noktalar1 (6zfonksiyonun sifirlari) ve nodal
uzunluklar i¢in asimptotik formiiller Priifer doniisiimii yardimiyla hesaplanmistir. Ayrica, bu
formiiller kullanilarak potansiyel fonksiyonlarin acgik bicimi verilmistir. Son olarak, bazi
niimerik sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger, Ozfonksiyon, Priifer Déniisiimii, Sturm-Liouville Problemi, Ters
Nodal Problem.

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi, Sertac GOKTAS, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dalj,
Mersin.
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ABSTRACT

INVERSE NODAL PROBLEM FOR A STURM-LIOUVILLE OPERATOR WITH
EIGENPARAMETER IN THE BOUNDARY CONDITION

A Sturm-Liouville problem with n-potential functions in the second order differential
equation and which contains spectral parameter depending on linearly in one boundary
condition is considered. The asymptotic formulas for the eigenvalues, nodal points (zeros of the
eigenfunction) and nodal lengths of this problem are calculated by the Priifer substitutions.
Also, using these asymptotic formulas, an explicit formula for the potential functions are given.
Finally, some numerical results are given.

Keywords: Eigenvalues, Eigenfunctions, Priifer Substitutions, Sturm-Liouville Problem, Inverse
Nodal Problem.

Advisor: Asst. Prof. Dr., Sertac GOKTAS, Department of Mathematics, University of Mersin,
Mersin.
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1. GIRIS

Matematiksel fizik problemlerinde kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle
karsilasilmaktadir. Fiziksel bir siirecin matematiksel bir tanimini yapmak icin bu siireci tek
olarak belirleyen bazi kosullara da ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu kosullara, baslangi¢ veya sinir
kosullar1 denmektedir. Bu tiir problemler bazi metotlar yardimiyla spektral parametre iceren
adi diferensiyel denklemlere doniistiirilmektedir. Bu denklemlerden biri de Sturm-Liouville
denklemidir. Sinir kosullariyla birlikte bu denklemin 6zdegerlerinin varligl; 6zfonksiyonlarin
sifirlarinin  salinimi, 6zdegerlerin ve o6zfonksiyonlarin asimptotik formiillerinin tespiti;
ozfonksiyonlar sisteminin farkli fonksiyonel uzaylarda tabanlik o6zellikleri gibi 6zelliklerinin
arastirilmasi veya 6zdegerlerin spektral bilgiler kullanilarak potansiyel fonksiyonun bulunmas;;
ozfonksiyonlarin sifirlar1 olan nodal noktalarin bilgisini kullanarak potansiyel fonksiyonunun
bulunmasi gibi 6zelliklerin arastirilmasi genel olarak spektral teori diye adlandirilmaktadir.

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde, diiz problemin ve ters problemin c¢esitli
ozelliklerinin arastirilmasi biiyiik 6nem tasimaktadir. Bu problemler, matematik, fizik, mekanik,
elektronik, jeofizik, meteoroloji, sismoloji, tip ve bu gibi baska doga bilimlerinde ortaya ¢ikan
onemli problemlerin ¢6zlilmesinde 6nemli role sahiptir.

Bu tez calismasinda, sinir kosullarindan biri spektral parametreyi lineer halde
bulunduran asagidaki n- potansiyelli Sturm-Liouville problem veya litaretiirde “differential
pencil” diye de adlandirilan asagidaki problem ele alinacaktir:

—u'" + (qo(x0) +2q1 () + -+ + 2" g1 (0))u = 22y,
u(0) =0,
(a1 + Bu' () + (azd + Br)u(m) = 0.
Burada, x € [0,7]; n€N; 1 bir spektral parametre; qo(x) € C[0,7], ¢, (x) € C[0,m],
(m =1,2,...,n—1) dir. Bu probleminin nodal nokta kiimesi {x;‘}, nodal uzunluklar1 kiimesi
l]'-‘ = x}ﬁrl — x}‘, j=123, ..,k — 1,k = 2 biciminde gosterilir.

Bu problemin o6zdegerleri, nodal noktalar1 ve nodal uzunluklari i¢in asimptotik
formiillerin hesaplanmasi ve bu bilgiler yardimiyla potansiyel fonksiyonlar igin bir
yapilandirma formiiliiniin verilmesi amaclanmaktadir. Sonuc olarak, bu ters nodal problemin
arastirilmasi ¢alismada ele alinan lineer operatdriin kesin bi¢iminin verilmesini saglayacaktir.

Problem n-tane potansiyel i¢cermesi ve sinir kosullarinda spektral parametre bulundurmasi

bakimindan 6nemlidir.



Esengiil BITEN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2021

2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Lineer diferansiyel operatdrlerin temel teorisi [1] monografisinde detaylica verilmistir.
Buna ek olarak, adi diferansiyel operatorler igin Sturm-Liouville ve bir boyutlu Dirac
operatdrlerin teorisi Uizerine temel 6zellikler [2] monografisinde bulunur.

Spektral teoride, Sturm-Liouville operatdéri icin sinirda parametre bulunduran diiz
problemlere 6nemli 6l¢iide katki saglayan ¢alismalar bulunmaktadir [3-6].

Spektral teoride, Sturm-Liouville operatorii i¢in ters problemlere énemli katki 1929’da
Ambartsumyan [7] tarafindan incelenen

y"() + 1= q)]y(x) =0,
y'(@=y'1=0

calisma ile olmustur. Ambartzumyan bu calismada, A, = (nm)? ise q(x) =0 oldugunu
gostermisti. Fakat, bu ¢alismanin aksine 6zdegerlerin bir kiimesinin operatoriin bulunmasinda

yeterli olmadig1 anlasildi. Ambarsumyan’in “6zdegerlerin tek bir kiimesinin bilinmesi” kosuluna
ek olarak, 1946’da Borg [8], 6zdegerlerin ikinci bir kiimesinin bilinmesi veya q(x):q(l—x)

kosulunun saglanmasinin q(x) in bulunmasinda yeterli oldugunu goésterdi. 1949’da Levinson
[9], Borg'un ele aldig1 problemi kompleks analiz tekniklerini kullanarak ispatlar1 kisaltti.
1951°’de Gel'fand ve Levitan [10], normlastirici sabitler kiimesi kullanarak potansiyel
fonksiyonun tek olarak belirlenebilecegini ispatladi. 1952’de Marchenko [11], Sturm Liouville
tipinde bir diferensiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi icin gerek ve yeter sart1 ifade
etmistir. 1973’de Hoschtadt [12], 6z fonksiyonlarin indis kiimesi iizerinde bir mutlak toplam
olarak potansiyel fonksiyonun elde edilebilecegini gosterdiler.

Son yillarda, ters problemlere yeni bir sinifi eklenmistir. Bu sinif daha sonralar1 ters
nodal problemler teorisi olarak adlandirilmistir. Ters nodal problemi ilk olarak 1988’'de
McLaughlin [13] Dirichlet sinir kosullariyla birlikte Sturm-Liouville operatoriinii ele aldi. Sturm-
Liouville probleminde potansiyel fonksiyonu tek olarak belirlemek icin sadece nodal noktalarin
(6z fonksiyonlarin sifirlarinin) bilgisinin yeterli oldugu ispatlandi [13,14]. Daha sonra, bazi
yazarlar ¢alismalarinda nodal noktalar yardimiyla potansiyel fonksiyonu ve tiirevlerini yeniden
yapilandirmistir [15-21]. Bu c¢alismalara ek olarak bazi yazarlar siir kosullarinin 6z

parametreye bagl olmasi durumunda ters nodal problemi ele aldilar [22-27].

Sturm-Liouville operatériiniin birden fazla potansiyel fonksiyonu kapsamasi
bakimindan klasik Sturm-Liouville operatériinden farkli ters nodal problemler baz1 yazarlar
tarafindan calisilmistir [28-33]. Ayrica, Kaplan [34] bu tip bir operatérii ayrilabilir sinir
sartlariyla birlikte gz oOniline alarak nodal noktalar yardimiyla ters problemin c¢6ziimiine

ulasmistir.
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[31] ¢alismasinda,
n>1,q0(x) € C[0,7], qx(x) € C[0,7], (k =1,2,3,..,n— 1) olmak iizere
="+ (90(0) + 21 () + 2242 (1) + -+ 2L gn_1 (1)) = A%y, (2.1)
y(0) =y(m) =0 (2.2)
Problemi ele alinarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.
Mevcut tez calismasinda, bu problemin sinir kosullarindan birine spektal parametre

eklenerek yeni sonuglar elde edilmesi amag¢lanmstir.

Teorem 2.1. [31] k — oo iken, (2.1)-(2.2) probleminin 6zdegerleri i¢cin asimptotik formdil

n-1
/1;;=k+2—]§n_mf
£ 2mAy 0

T

1
Gm (X)dx + 0 <W)
k

seklindedir.

Teorem 2.2. [31] k — oo iken, (2.1)-(2.2) probleminin nodal noktalar1 i¢in asimptotik formiil

= 1 1
xjk:ﬂ._n-l_sz qm(x)dx+0<m>
koA=L 0 k

seklindedir.

Teorem 2.3. [31] k — oo iken, (2.1)-(2.2) probleminin nodal uzunluklari icin asimptotik formuil

n-1

. T 1 [Hn 1
of = A_ﬁ + Z —ZAi”_m ka gm(x)dx + 0 A—inﬂ

m=0 J

seklindedir.

Teorem 2.4. [31] k — oo iken, (2.1)-(2.2) probleminin potansiyel fonksiyonlari
AkT[

— 9 1 2
qo(x) = 2,1220 </1k - ?)

T
qd(x)=2.llim Ag+2—ag+€—k(1—zk) d=12,..,n—1
j

seklindedir. Burada, j = j,(x) = {j: x}‘ < x} dir.
Daha sonra, [34] ¢alismasinda bu n-potansiyelli Sturm-Liouville denklemini ayrilabilir

sinir sartlari ile birlikte ele alinarak 6zdegerler ve nodal parametreler i¢in asimptotik formiiller

bulunarak potansiyel fonksiyon icin yapilandirma formiilii elde edilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 3.1.1. [35, 36] M # @ bir kiime olmak lizere asagidaki 6zellikleri saglayan d: M x M —
[0,0] doniisiimiine M tizerinde bir metrik, (M, d) ikilisine bir metrik uzay denir. Vx,y,z €
M icin

i)d(x,x) =0 ve dlx,y) =0 x =y,

ii) d(x,y) = d(y, x),

iii) d(x,y) < d(x,2) +d(z,y).

Tanim 3.1.2. [35, 36] N, K kompleks sayilar cismi tlizerinde bir vektoér uzayr olsun.
II. [|: N = [0, o] doniisiimii asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu déntisiime N tizerinde bir norm,
(N, |I. 1) ikilisine bir normlu uzay denir. Vx,y,z € N ve VA € K igin

i)|lx]| =0ve |lx|]| =0 & x=0,

i) llax|l = |alllxl,

i) [lx + yll < x|l + llyll.

Tanim 3.1.3. [35, 36] H # @ bir kiime olsun. Asagidaki 6zellikler saglaniyorsa H uzayina bir
tiniter Hilbert uzayi denir.

i) H bir vektor uzayidir.

ii)Vx,y € H, VA € Rigin i¢in (x,y) bir reel sayisi asagidaki kosullar: saglar:

a. (x,y)=0
b. (x,y)= (y,x)
c. (Ax,y)= AUx,y),

d. (x+zy)={&y)+{z,y)
iii) d(x,y) = ||x — yl|l ile verilen metrige gore H uzayi tamdir.
Eger bu kosullara ek olarak H uzayi sonsuz boyutlu ise H uzayina soyut Hilbert uzay! denir.
Burada, ii) maddesi i¢ ¢carpim uzay tanimi olarak da ge¢mektedir. Burada, <.,.>:H X H -

[0, 0] dontistimiine bir i¢ carpim denir.

Tanim 3.1.4. [35, 36] L, [a, b] uzayy, [a, b] araliginda tanimli karesel integrallenebilen kompleks

degerli fonksiyonlarinin olusturdugu uzaydir.

Ornek 3.1.1. f,g € Ly[a,b] olsun. Ly[a, b] uzay,



Esengiil BITEN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2021

d:Ly[a,b] X Ly[a,b] » R

1/2

b
d(f,g) = f £ GO — g(o)I2dx

metrigi ile bir metrik uzay;
I-1I: Lz[a,b] - R¥

1/2

b
IfIl = f FGOI2

normu ile bir normlu uzay;

(f,9):Ly[a,b] X Ly[a,b] » R*

b
(f,g) = f FO)G00 dx

i¢c carpimu ile bir i¢ carpim uzayidir. Ayni1 zamanda, L, [a, b] uzay1 bir Hilbert uzayidir.

Ornek 3.1.2. [2] Sturm-Liouville diferensiyel operatériiniin spektral teorisi; L, [0, 7], L,(0,1),

L,(0, o) ve L,(—o0, ) uzaylarinda incelenir.

Tamim 3.1.5. [35, 36] C[a, b] uzayy, [a, b] araliginda taniml siirekli, reel veya kompleks degerli

tiim fonksiyonlarin olusturdugu uzaydir.

Ornek 3.1.3. f, g € C[a, b] olsun. C|[a, b] uzay,
d: C[a,b] X C[a,b] » R*
d(f,g) = max |f(x) — g(x)l

asxs<b
metrigi ile bir metrik uzay;
I-1l: Cla,b] - RY

IfIl = max [f(x)]
asxs<b

normu ile bir normlu uzay;

(f,g):Cl[a,b] X C[a,b] » R*

b
(f.9)= [ reoge ax

ic carpimi ile bir i¢ carpim uzayidir.

1/2

b
Ifll = f 1F (O 2dx
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normu ile tam olmayan bu uzay Hilbert uzay: degildir.

Tanim 3.1.6. [35-37] Q bolgesi R™ uzayinda sinirli bir bolge ve L, () uzay: bir Lebesgue
uzayr olsun. W3[0,7] Sobolev uzayi,y € L,(Q) ve :—:i € L,(Q)) sartin1 saglayan tim y
fonksiyonlarinin uzayidir. Burada, 1: birinci mertebeden kismi tirevlerin L,(Q) uzayina ait
olmasi gerektigini gostermektedir. 2: L,(Q) uzayina ait olma kosulundaki integralin kuvvetini
ifade etmektedir. W}[0,7] ve L,(Q) uzaylan arasinda W3[0, 7] € L,(Q) biciminde bir iliski
vardir. W3 [0, r] sobolev uzayindaki i¢ carpim

f, g € W2[0, ] olmak iizere

<f,g>=f f.g‘dx+f Af.Agdx
Q Q

biciminde tanimlanir. Burada, Af = gradf dir. Bu uzayda norm

1

LAl = <L fzdx+fQ Igradflzdx>2

seklinde tanimlanir.

Ornek 3.1.4. [37] Q= [0,27] x [0,27] karesi olsun ve
f=f(x,y) =sinx; + cosx,

or of . ..
olsun. — = cos x; ve — = —sin x, olmak ilizere
6x1 6x2

flflzdxzf |sinx1+cosx2|2dxsf 4dx = 4]|Q| < oo,
Q Q Q

J, 5

o 10x

f

olur. Boylece, f € L, (), ;Tf € L,(Q) ve aan € L,(Q) olur. Buradan, f € W,[0,n] elde edilir.
1 2

2
dxzf Icosxllzdxsf [1]2 dx = Q < oo,
Q Q

2
dx=f I—Sinlezdxgj [1]?dx = |Q| < o
Q Q

Tanim 3.1.7. [38] Eger limf(x):0 ise f(x) fonksiyonuna sonsuz kiigiik fonksiyon denir.

x—a, f(x)=0(1) seklinde gosterilir.

Tanim 3.1.8. [38] Eger Xe X icin Iim|f(x)|=+oo ise f(x) fonksiyonuna sonsuz biyiik

fonksiyon denir.
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Tanmim 3.1.9. [38] vxe X \{a} i¢in g(x)=0 ve x—a iken f(x)=o0(1) ve g(x)=0(1) olsun.

lim f (X) =m limitini ele alalim.
x>a g (X)

Eger,m=1ise f ve { fonksiyonlar1 denk sonsuz kiiciik fonksiyonlardir denir. f ~ g ile
gosterilir.
Eger, m=0 ise f fonksiyonu { fonksiyonuna gore yiiksek mertebeden sonsuz kiiciiktiir

denir. f =o(g) bigiminde gosterilir.

Tanim 3.1.10. [38] X CR kiimesi, f,g:X — R fonksiyonlar1 ve a€ X noktas! verilsin.
VXEU&(&)(\ X igin |f(x)/<c|g(x)olacak sekilde bir ¢>0 saysi varsa, f —O(g)dir. Bu

sembol Big-O veya Landau sembolii diye de adlandirihr. Ayrica, f fonksiyonu Us(a)m X
tzerinde siirhise x — a iken f =0O(1) seklinde yazilr.

o-kiiciik ve O-Biiyiik sembollerinin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir [38,39]:

1) o(f)+o(f)=0(f), o(f)o(g)=0(f.g), O(f)+O(f)=0(f),

2) o(f)=0(f), o(f)O(g)=0(fg),o(f)+O(f)=0(f),

3) n=2(neN)olmak iizere her k=1,n-1 i¢in o(f”):o(fk),

° f
5) VXEUJ(&)K\X icin g(x)=0 ise x —a iken M:O[i)

6) f,(x)=0(g,(x)) ve f,(x)=0(g,(x)) olsun:
@) £,(x)+ 1, (x)=0(max{g, (x).5, (x)}).
D)0 (1,()0( £,()) =0 ,(x)-1, ().

c)k =0, O(kf,(x))=0(f,(x)).
d)O(k+ 1, (x)) =O(f,(x)).
e) 1, (x)x T, (x) = O( 91 (x) x 9 (x))

7) f,(x) ve f,(x) fonksiyonlar1 VX2 0 tam sayisi icin pozitif fonksiyonlar olmak tizere

f(x)=f,(x)+f,(x) ve L>0 icin IimM=L olsun. Bu durumda, f(x)=0(f,(x))

X—0 fl (X)

seklindedir.
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8) f :O(g) ve g =O(h) ise f =O(h) dir.

9) f(x) ve g(x) sonlu bir aralikta integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar ve

-of o

f(x)=0(g(x)) olsun. Bu durumda,

S ey
—

seklindedir.
10) Verilen bir f fonksiyonu i¢in

1

)1+o(

1T ))—1+O(f(x)),

b)log[1+0 f(x)} O(f(x)),

c)exp[o f(x)] 1+0( f(x)).

Ornek 3.1.5. [38]X—)ooiken( +sin ij O(x) dir. Gergekten, ¥x eU: (o) igin

' ]

Ornek 3.1.6. [36] f(x) = 8x + 128 fonksiyonu verilsin. Vx = 0 icin f(x) >0 dir. f(x) =

+]sin x|j|x|<2|x|

0(x?) oldugunu gésterelim.
Vx = a igin f(x) < c.g(x) olacak bigimde bir a tam sayisi ve ¢ > 0 sabitinin varsa
f(x) = 0(x*)dir.
Ornegin; ¢ = 1 igin Vx = 16 igin f(x) < cx? olur. Gergekten;
fx) <cx? = f(x) <«x?
8x + 128 < x?
x> —8x—128=>0
(x—16)(x+8) >0
olur. Vx > 0 i¢in (x + 8) > 0 oldugundan, (x — 16) = 0 oldugu sonucu ¢ikar.

Tamim 3.1.11. [1] V bir vektér uzay, ® # W c V olsun. L déniigiimii W kiimesinin her
elemanini V ’in en az bir elemanina eslerse bu L déniisiimiine bir operatér, W kiimesine ise L

'nin tanim kiimesi denir.

Tanim 3.1.12. [1] V bir vektor uzay ve L, W < V kiimesi iizerinde tanimh bir operatér olsun.

Vx,y €W veVAd € C i¢in
)Lx+y)= Lx)+L({)



Esengiil BITEN, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2021

ii) L(Ax) = AL(x),

ozellikleri saglanmasi durumunda L operatériine bir lineer déniisiim veya lineer operatér denir.

Tanim 3.1.13. [1] H bir Hilbert uzayi, B(H) ise H lzerinde tanimli tiim lineer sinirh
operatorlerin uzayi olsun. L € B(H) olmak sartiyla L* ile ifade edilen T operatoriiniin adjointi;

Vx,y € Hicin < Lx,y >=< x,L*y > esitligini saglayan B(H) uzayinin tek bir elemanidir.

Tanim 3.1.14. [1] L € B(H) olmak Ulzere L = L* sartinl saglayan L operatoriine self-adjoint

operator adi verilir.

Teorem 3.1.1. [38] f, [a, b] aralifinda taniml ve siirekli ise [a, b] aralifinda

b
F@) == f F(©)dt.

olacak bicimde en az bir ¢ vardir. Bu teorem, integral icin ortalama deger teoremi olarak

bilinmektedir.
3.2. Lineer Diferansiyel Operatorler

Tanim 3.2.1. [1] Bir ifadeye lineer diferansiyel ifade

H(y)=a ()Y + e ()Y . b e, () y (3.1)
seklinde tanimlanir. Lineer diferansiyel ifadenin Kkatsayilari ao(x),al(x),...,an (X)
fonksiyonlaridir ve bu fonksiyonlarinin [a,b] araliginda siirekli oldugu kabul edilir. Ayrica, bu
lineer diferansiyel ifadenin mertebesi n dir. [a,b] araliginda n. mertebeye kadar siirekli

tlirevlere sahip biitiin Y, (X) fonksiyonlarinin uzay1 ¢ [a,b]ile gosterilir.

Tanim 3.2.2. [1]. y fonksiyonunun degerlerini ve onun ardisik tiirevlerinin ave b sinir

noktalarindaki degerleri asagidaki gibi isaretlensin:

ya _ y(a), y;z y/(a),yg: y/(a)’“.’ygn—l) — y( ’)(a),

0 s (3.2)
Yo =Y(0). Y5 =Y (0), ¥ =y'(b),.. " =y (b).
V(y)ziaky(k)(a)+§ﬂky(k)(b), o peC (k=0,n—1) (3.3)

ifadesi (3.2) degiskenlerine bagl bir lineer form olmak tlizere birkag tane V, (y) (k =1,_m) lineer

formlari verilmis ve y e C!"[a,b] fonksiyonlar: iizerine
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Vi(y)=0 (k=Lm) (3.4)

kosullar1 eklenmis ise (3.4) kosullarina sinir kosullari denir.

Tanim 3.2.3. [1] (3.1) lineer diferansiyel ifadesi ve (3.4) sinir kosullariyla tanimli bir
Dcc® [a,b] alt uzay: verilsin. Bu durumda

L:D—>C[a,b], L(y)=I(y)
seklinde tanimlanan L operatdriine, (3.1) lineer diferansiyel ifadesi ve (3.4) sinir kosullariyla
tanimlanan bir lineer diferansiyel operatér denir.

Bir diferansiyel ifade, sinir kosullarinin secilme sekline bagh olarak cesitli diferansiyel

operatorler iiretebilir.

Tanim 3.2.4. [1]
I(y)=0, (35)
Vi (y)=0 (k=1m) (3.6)
kosullarini saglayan bir y e C"™ [a,b] fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen sinir deger
problemi denir. Ayni zamanda, (3.5)-(3.6) problemi
L( y) =0 (3.7)
ile de gosterilebilir. (3.7) problemini saglayan her bir fonksiyona bu problemin bir ¢éziimii

denir. Aciktir ki, Yy =0 fonksiyonu (3.7) probleminin daima bir ¢6ziimudir. Bu ¢c6ztime agsikar,

aksine, sifirdan farkli ¢éziimlere de asikar olmayan ¢éziimler denir.

Tanim 3.2.5. [1] L, n. mertebeden bir diferansiyel operatér ve A C bir parametre olsun.
Eger,

L(y)=A4y
denklemini saglayan Yy #0 ¢6ziimii varsa, A parametresine L operatoriniin bir ézdegeri, y

fonksiyonuna da A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Lemma 3.2.1. [1] L(y,)=Ay, ve L(y,)=2y, ise, L(c,Y; +C,Y,)=A(CY, +C,Y,) dir. Burada, c,

ve ¢, keyfi sabitlerdir.

Tanim 3.2.6. [1]

10
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U() o Us(ys)
A(A)=|

Un(yl) Un(yn)

ile taniml determinanta, L operatdriiniin karakteristik determinanti denir. L operatorinin

0zdegerleri, A(/i) fonksiyonunun sifirlaridir.
Tamm 3.2.7. [1]. u sayisi L operatdriiniin bir 6zdegeri olsun. O halde bu say1 A(4) tam
fonksiyonunun bir sifir yeridir. Bu sebeple, A(1)=(1—u)" F(A) olarak yazlabilir. Burada F

bir tam fonksiyon, F(,u);é 0 ve m e N’dir. Bu bigimde tanimlanan m sayisina u 6zdegerinin

cebirsel katliligi denir.

Tanim 3.2.8. [1]. 1 6zdegeri A(/i) ‘nin basit sifirtysa, 4 6zdegerine basit 6zdeger denir.

3.3. Sturm-Liouville Operatorii

Uygulamalarda siklikla karsilasilan operatdrlerden birisi de

d2
L:—W'FQ(X)

operatordiir. Bu operator, Sturm-Liouville operatorii olarak bilinir. Burada, q(x) fonksiyonu

reel ve [a,b] araliginda siireklidir. L operatori icin, y(x) fonksiyonlarinin kiimesi belli
diferansiyellenebilme kosullariyla ve ayni zamanda a ve b ug¢ noktalar1 tizerine konulan

kosullarla belirlenir [2].

Sturm-Liouville operatorii icin genellikle asagidaki ti¢ tir sinir kosulu tanimlanmistir

[12]:
i) Ayrik sinir kosullari

y(a)cosa +y'(a)sina =0,

y(b)cos B+y'(b)sin g =0.
Burada, o ve B keyfireel sayilardir.

ii) Periyodik sinir kosullari

ve anti-periyodik sinir kosullar
y(a)=-y(b),y'(a)=-y'(b).

iii) Uclar kilitli veya bagh sinir kosullari

11
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y(a)=y(b)=0,
y'(a)=y'(b)=0
Tanim 3.3.1 [2]
L[y]=-y"+a(x)y=2y (3.8)

a

b

Jeosa +Yy'(a)sina =0, (39)
Jeos B+y'(b)sing=0 .

y
y

(
(
biciminde tanimlanan sinir deger problemine Sturm-Liouville problemi denir. [a,b] aralig1 sonlu

ve ((x) fonksiyonu bu aralikta toplanabilir ise (3.8)-(3.9) sinir deger problemine regiilerdir

denir. Diger durumlarda, yani [a,b] araliginin sonlu olmadig1 veya q(x) fonksiyonunun [a,b]

araliginda toplanabilir olmadig1 veya bu iki durumun her ikisinin de gegerli olmasi halinde ise

probleme singiilerdir denir.

Tanim 3.3.2. [2] (3.8)-(3.9) Sturm-Liouville probleminin y(x) = y(x,/”t) #0 ¢oztimiine karsilik

gelen A degerine (3.8)-(3.9) Sturm-Liouville probleminin dzdegeri, y(X,/I) fonksiyonuna ise bu

ozdegere karsilik gelen ézfonksiyon denir.

Lemma 3.3.1. [2] (3.8)-(3.9) Sturm-Liouville probleminin 4 # A, farkh 6zdegerlerine karsilik

gelen y(x,ﬂi) ve y(x,ﬂ?)ézfonksiyonlarl ortogonaldir. Yani,

jy(x,ﬁi)y(x,/i?)dx =0, 4 # 4,.
0
Lemma 3.3.2. [2] (3.8)-(3.9) Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri reeldir.

Tanim 3.3.3. [40] (3.8)-(3.9) Sturm-Liouville probleminin nodal nokta kiimesi y;(x) =

v (x, 1) 6z fonksiyonlarinin kokleri olan {x}‘}, j=12,..,k — 1, k> 2kimesidir.

Tanim 3.3.4. [40] (3.8)-(3.9) Sturm-Liouville problemi saglanacak sekilde 4,, 6z degerleri ve bu
0z degerlere karsilik gelen y,(x) 6z fonksiyonlarimi belirleme problemi diiz problem olarak

bilinir.

Tanim 3.3.5. [40] Spektral problemde, 6z degerlerin iki kiimesi veya 6z degerlerin bir kiimesi

ile normlastirici sabitlerin bir kiimesi gibi spektral bilgiler kullanilarak potansiyel fonksiyonun

12
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bulunmasi problemi ters problem olarak adlandirilir. Baska bir alternatif ise 6z fonksiyonlarin
sifirlar1 olan nodal noktalarin bilgisini kullanarak potansiyel fonksiyonunun  bulunmasi

problemi ters nodal problemler olarak adlandirilir.

Ornek 3.3.1.
y'+Ay=0 (3.10)

y(0) =y(m) =0 (3.11)

probleminin 6zdeger ve 6z fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: A = 0 olsun. (3.10) denkleminin genel ¢oziimii
y(x) = ¢ + cyx
seklindedir. (3.1) smir kosullarindan c¢; =c, =0 elde edilir. Bu durumda, (3.10)-(3.11)
probleminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim asikar ¢6ziim olan y(x) = 0 diir. Bu nedenle 1 =0
(3.10)-(3.11) probleminin bir 6zdegeri degildir.
A = —u?(u > 0)olsun. (3.10) denkleminin genel ¢6ziimii

y(x) = cre ™™ + c et

seklindedir. (3.11) sinir kosullar1 géz dniine alinirsa
y(0) =c1+¢c; =0,
y(m) = cie ™ + c,e* =0
sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar determinanti sifirdan farkl oldugundan ¢; = ¢; =0
dir. Bu durumda, (3.10)-(3.11) probleminin tek ¢6ziimii vardir ve bu ¢6ziim asikar ¢éziim olan
y(x) = 0 diir. Bunedenle A = —u?(u > 0) (3.10)-(3.11) probleminin ézdegerleri degildir.
A = p?(u > 0) olsun. (3.10) denkleminin genel ¢oziimii
y(x) = ¢; cos(ux) + ¢, sin(ux)

seklindedir. (3.11) smir kosullar1 g6z 6niine alinirsa y(0) = ¢; = 0 ve y(r) = ¢, sin(um) = 0.
Burada c, # 0 halinde, sin(um) = 0 alinirsa

u==k, k=1.23,..
sonucuna ulasilir. Bu takdirde denklemin 6zdegerleri

A=k?, k=123, ..
dir. Dolayisiyla, 6z fonksiyonlari

Vi () = ¢ sin(kx) k=123, ..
bicimindedir. c;, keyfi sabitlerdir. Ozel olarak, k = 1,2,3, ... icin ¢, = 1 almnabilir.
Ornegin, k = 1 icin A = 1 6zdegerine karsilik gelen y,; (x) = sin x 6zfonksiyonun sifirlar

(nodal noktalar1) {le}= {jr}, j=123,.. bicimindedir. Nodal uzunluklari ise {ljl}=

{x]-1+1 — x]-l} = {n}, j = 1,2,3, ... bicimindedir.

13
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Ornek 3.3.2. [41,42] Zamana bagh bir Schrédinger denkleminin Sturm-Liouville denklemine
indirgenmesini aciklayalim:
Kuantum mekaniginde bir pargacigin hareketini tanimlayan asagidaki Schrédinger

denkleminin

L 0y h?
lhE ——ZV 1/J+V(x,y,Z)llh

¢O6zimi Y (x, y, z, t) dalga fonksiyonudur. Burada h Planck sabiti,
h = 6.6260693(11) X 10-34 joule X saniye
veya
h = 4,14 X 10-15 elektronvolt X saniye,

1 pargacigin indirgenmis kiitlesi ve V ise zamana bagli olmayan potansiyel enerji fonksiyonudur.

h= % sabitine ise indirgenmis Planck sabiti denir .

Schrodinger denkleminin bir boyutlu hali, iy = ¥ (x, t)olmak tizere

0y h? 9%y
lhE = _EW + V(x)l/},
seklindedir. Bu denklem genellikle,
P(x,0) = f(x),

baslangic sarti ile verilir. Burada V fonksiyonu t den bagimsizdir. Bu durumda bir boyutlu
Schrodinger denklemini degiskenlere ayirma metodunu kullanarak ¢ozelim.  ¥(x,t) =
y(x).T(t) olarak alinirsa

92 . d .
a_xlf =y (0)T(), a—lf =y ()T (o),

bulunur. Bu degerler, bir boyutlu Schrédinger denkleminde yerine yazilirsa
hZ .
—2Y 0 +V@y® = Ey),
elde edilir. Burada E ayirma sabitidir. Bu denklem

-y () + gy ) = y(n),
seklindeki bir Sturm Liouville diferensiyel denklemi haline déntstiiriilebilir. Burada, ,

2u 2UE .
q(x) = h—ZV(x) vel = = dir.

3.4. Difiizyon Operatorii

Lpqy = =y"+ [q() + 2Ap(®)]y = A%y, 0 < x <m (3.12)

14
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denklemi difiizyon denklemi olarak tanimlanir.
y(0,2) =1, y'(0,4) = —h, (3.13)
y'(m,2) + Hy(m, A) = 0, (3.14)
bicimindeki sinir kosullariyla difiizyon sinir deger problemini ele alalim [43]. Burada h ve H

sonlu reel sayilar ve p € W;[0,7], q € L,[0,m] seklindedir. Bu problemin ¢6ziimii

X

y(x,A) = cos(Ax) — %sin(lx) + f
0

sin(Ax — At)

i [q(t) + 2Ap(t)]y(t) dt

seklindedir
Lemma 3.4.1. [43] (3.12)-(3.14) difiizyon operatoriiniin 6z degerleri basittir.

Lemma 3.4.2. [43] (3.12)-(3.14) difiizyon operatorii L,[0,m] wuzayinda self-adjoint bir

operatordur.

Lemma 3.4.3. [43] (3.12)-(3.14) difiizyon operatoriiniin 6z degerleri reeldir.

Lemma 3.4.4. [43] (3.12)-(3.14) difiizyon operatorii icin, farkli 6z degerlere karsilik gelen 6z

fonksiyonlar ortogonaldir.

(3.12) denkleminin; (3.14) baslangi¢ kosullarim1 saglayan ¢ozimii ¢(x,4) ve ayni

denklemin

y(0,1) =0 y'(0D=1
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢o6zimii ise ¥ (x, A)olsun. [18, 43]. A, n. 6z fonksiyona karsilik
gelenn. 6zdeger; i = 1,2,...,n — 2, icin

0<x,™<x,™W<<x, Vg

ise n. 6z fonksiyonun nodal noktalari, Ii(n) = [xi("), xi+1(")); 0z fonksiyona karsilik gelen i.
nodal bolge ve li(n) = x;.1™ — x;( ise nodal uzunluk olsun. Ayrica (0, ) araliginda

Jjn(x) = maks{i: ;W < x}
seklinde tamimlansin. Sabit x ve n i¢in i = j,(x)olmasi x € IL-(") olmasini gerektirir. Ly 4

diftizyon operatori, (p, q) potansiyel fonksiyonlar1 ve h, H sinir kosullari ile belirlendigi i¢in, bu

operator L, , = (q,p, h, H) olarak ifade edilebilir [18].

Lemma 3.4.5. [18] (3.12)-(3.14) problemlerinin ¢6zliim fonksiyonlari sirasi ile

15
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P

o(x,4) = cos(Ax) — %gin(;lx) +f
0

sin[A(x — t)]

1 [q(t) + 2Ap(D)]p(4, t)dt,

X

sin(1x) sin[A(x — t)]
PR f 7

Yx, 1) = [q(t) + 2Ap(®O) ] (4, t)dt

0

seklindedir.
Lemma 3.4.6.[18] q € L,[0,7], p € W3[0, 7] olsun.n — oo iken

i) (3.12)-(3.14) probleminin nodal noktalar1 ve nodal uzunluklari sirasi ile

1 x (™

x ™ = (i _ E) Lt + - f [1+ cos(22,6)][q(6) + 22,p(O)]dt + 0 (L)
An 24,2 21,7 ) 1>

(m)
+1

| 11+ cosa001a(0) + 20,p@1ae + o (%)

n

X

Vs
L =—+
' An 22,7

xi(n)

seklindedir.

ii) (3.12)-(3.14) probleminin nodal noktalar1 ve nodal uzunluklari sirasi ile

xi(n)
i 1 1
™ =— 4 — f [1—cos(22,)][q(t) + 22,,p(D)]dt + 0 (—3>
An Zln o /1n
o )
A
™= — 4+ — f [1 = cos(22,)][q(t) + 22,p(t)]dt + 0 <—3>
An Zln ) /1n
Xi n

seklindedir.

Ornek 3.4.1. [44, 45] Klein-Gordon denkleminin Difiizyon denklemine indirgenmesini

aciklayalim:

Kuantum teorisinde, Klein-Gordon denklemi matematiksel modellerin en 6nemlilerinden
birisi olarak kabul edilmektedir. Bu denklem, dispersive dalga olayini tasvir etmek icin kullanilir
ve relativistik fizik, plazma fizigi ve lineer olmayan optikte ortya cikmaktadir. Klein-Gordon

denklemi fizikte lineer veya lineer olmayan sekillerde ortaya ¢ikabilir.

Klein-Gordon denkleminin asagidaki bi¢cimini ele alalim.

[(i% - eqb)z - (%v — eﬁ)z] Y = m?y, (3.15)

16
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Bu denklem, atomik birimde 2 = ¢ = 1 olmak lizere ¢, skaler potansiyeli ve /_1)(1”, t) vektor

potansiyeli icin; m kiitlesi ve e yiikiine sahip kendi ekseni etrafinda dénmeyen bir

parcacigl  gostermektedir. E(r, t) = 0 ve ¢, skaler fonksiyonunun zamandan bagimsiz

oldugu kabul edilirse (3.15) denkleminde baz1 dlizenlemeler yapilirsa
.o 02 .
[V + 22+ 2,2 — 2eiyy 2| W = m2W (3.16)
elde edilir. Eger (3.16) da, ¥ (1, t) = ¢(r)e~ "t alinirsa

[V2 + E? + e?¢f — 2ed1 Elp(r) = [V? + (E — ¢1€)*]9(r) = m?o(r)
elde edilir. Bu ise Klein-Gordon denkleminin iyi bilinen bir formudur. Burada, bir kiiresel
simetrik potansiyel enerji ile kiiresel koordinatlar kullanilarak

16(26)+ 1 6( 96) 1 02 (= Bre)?
r2ar\" ar) " rZsing 96 20/ r?sin?6 6(]52 1€

o) =m?p(r)

bulunur. Bu son denklemde, degiskenlere ayirma metodunu kullanarak ¢(r,6,0) =
R(r).Y (6, ®) biciminde bir ¢6zim aranirsa
1] 1 6( (’)Y) 1 62Y]

1d/.dR
e, 2 _ 2102 — _ = - el R
Rdr (r dr >+[(E $re)* —mr’ = — o1 5 5e S0 55 )+ Sinza g2

elde edilir. Bu denkleminin sol tarafi sadece r ye, sag tarafi ise sadece @ ve 6 ya baghdir. Bu
esitligin saglanabilmesi icin her iki tarafin bir sabite esit olmasi gerekir. Bu ayristirma sabitini

I(L + 1) ile gosterelim. Burada ! kuantum yoriinge sayisin1 gostermektedir.

1d (l+1)R_
r2dr 2 N

(r a [(EZ—m2)+v(v 2E) —

elde edilir. Burada, V = e¢,; ve | = 0,1,2, ... seklindedir. Son denklemde R = @bagmtlslyla

yeni bir y(r) fonksiyonu tanimlanirsa denklem daha basit bir ifadeye doniisiir. Bu denklem

E? = K? + m? oldugu dikkate alinarak diizenlenirse

D) + [KZ +V(V —2E) — l(l:; 1)] W) =0

elde edilir. [ =0 alinirsa kuantum ydriingesi bir kiire olur. Boylece asagidaki diflizyon

denklemi elde edilir:

() + [V? = 2KVIY(r) = —K*y.
3.5. Priifer Doniisiimii

[kinci mertebeden

% [P(x) %] +Q()u =0, a<x<b (3.17)

17
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bir self-adjoint operatoriin ¢ozlimlerinin arastirilmasinda kullanilan yontemlerden biri de
Priifer doniigiimiidiir [46]. Burada, P(x) > 0 C! sinifindan fonksiyon ve Q siirekli fonksiyondur.
(3.17) denklemi i¢in Priifer doniistimii

PO)U (x) = r(x) cos 8 (x),
u(x) = r(x) sin0(x)

biciminde tanimlanir. Burada, yeni bagimsiz degiskenler olan r ve 6

(3.18)

r2 =u? 4+ P2y,
8 = arctan(u/Pu’)
formiilleri ile tanimlanir. r(x) fonksiyonu genlik (amplitude) ve 6(x) fonksiyonu ise faz
(phase) olarak adlandirilir. 7 # 0 oldugunda, (3.18) ile tanimlanan (Pu’,u) < (r,0) ifadesi
sifirdan farkli Jakobiyen ile analitiktir
r(x) ve 6(x) fonksiyonlari i¢in diferansiyel denklemi asagidaki bicimde diizenleyelim:

cot @ = Pu /u, ifadesinin x e gore tiirevi alinirsa
do Pu , 27
ee2p 0 _(Pu)

=—-Qx) — %cotze

dx u uz
elde edilir. Bu ifade
a6 _ 2 2p _
i Q(x)sin%0 + 6] c0s?0 = F(x,0) (3.19)
biciminde diizenlenir. r? = (Pu’)? + u? ifadesinin tiirevi alinirsa
% = [ﬁ— Q(x)]rsin@cos@ = %[ﬁ— Q(x)]rsin 26. (3.20)

(3.19)-(3.20) sistemi (3.17) diferansiyel denklemine denktir. Bu sistem, (3.17) self-adjoint

diferansiyel denklemine esdeger olan Priifer sistemi olarak adlandirilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. n-Potansiyelli Sturm-Liouville Problem

Bu boliimde, diferansiyel denkleminde n tane potansiyel fonksiyon iceren ve sinir
kosulunda spektral parametre bulunduran bir Sturm-Liouville problemi ele alinacaktir. Bu
problemin 06zdegerleri, nodal noktalar1 ve nodal uzunluklar1 i¢in asimptotik formiiller
hesaplanarak, potansiyel fonksiyonlar icin bir yapilandirma formiilii verilecektir.

Asagidaki sinir kosulunda lineer spektral parametre iceren n potansiyelli Sturm-

Liouville problemi ele alinacaktir:

—u" + (qo(¥) + A1 () + - + 2" qy 1 (1) Ju = 22, x € [0,7] (4.1)
u(0) =0, (4.2)
(A + Bu' () + (azA + By)u(m) = 0. (4.3)

Burada, n € N; 1 bir spektral parametre; qo(x) € C[0,7], g, (x) € C*[0,7], (m=1,2,..,n—1)
dir.
(4.1)-(4.3) probleminin 6zdeger probleminin nodal nokta kimesi u,(x)
ozfonksiyonlarinin kokleri olan
{xf}, j=123,..,k-1, k=2
Kiimesidir. {x}‘} kiimesi, (4.1) denklemindeki g,, (x) fonksiyonlarina ve (4.3) simir kosulundaki

sabitlere baghdir.

U=xf—xf, j=123,.k—1k=2
biciminde ifade edilen degere de nodal uzunluk adi verilir.
Asagidaki modifiye edilmis Priifer doniisiimii ele alinacaktir:

ulx) = r(x). sin()lne(x))

u' (x) = ™r(x). cos(A"0(x)). (4.4)

Burada, r(x) fonksiyonu genlik (amplitude) ve 6(x) fonksiyonu ise faz (phase) olarak

adlandirilir (Birkhoff ve Rota, 1982).

'\ uou—-@)? o 2

ul u? Y u
" "' " 2
(R (B (4.5)
u u u/’ '

Diger taraftan, (4.4) Priifer doniistimii

veya

!

% = A" cot(1"6(x))

biciminde diizenlenir. Bu ifadenin x e gére tiirevi alinirsa
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w2
(u) Bl sin?(A"6(x))

elde edilir. Diger taraftan

u

N2
<u_> = 2%"cot?(1"8(x))

bulunur. Bu son iki esitlik (4.5) denkleminde dikkate alinirsa

U 2279 (x 227 (—6'(x) + cos?(A"8(x))
u sin?(A"0(x)) sin?(A"0(x))
elde edilir.
Diger taraftan (4.1) denklemi
" n—1
u
—+ A2 = z A (x)
u m=0
biciminde diizenlenip (4.6) esitligi bu denklemde yerine yazilirsa
A2 (—9’(x) + cosz(lzne(x))) 2
in2(1M6(x)) A= ) A (),
sin X et
L n-1
0'(x)=1- e (z Amqm(x)> sin?(A"8(x)) (4.7)
m=0

elde edilir.

4.1.1 Ozdeger ve Nodal Parametreler i¢in Asimptotik Formiiller

Bu alt boliimde (4.1)-(4.3) probleminin 6zdegerleri, nodal noktalar ve nodal uzunluklari

icin ilgili teoremler verilecektir.

Teorem 4.1.1 k — oo iken, (4.1)-(4.3) probleminin 6zdegerleri i¢in asimptotik formiil

s s
1 a, 1 1
Aﬁ:(k—§>+ (k—1)+2 (k_l)fqo(x)dx+ﬁfq1(x)dx
am 2 n 2/ 0 21 (k — E) "o
n n (4.8)
1 1
+—zj g2 (x)dx + - + n_lf Gn1(0)dx + 0| ———
2 (k=3) "o 2 (k-2) "0 (k-3
Vs - E T — E — E
bicimindedir.
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Ispat: 1 = 1, olsun. (4.2) sinir sartlarindan 6(0) = 0, (4.3) sinir sartinda gerekli diizenlemeler

yapilirsa

u'(m) _ —(a Ak + B2)
u(m) a1 g + By

elde edilir. Bu son esitlikte (4.4) Priifer dontisiimi kullanilirsa

—(ay Ay + 1
(ax Ak ﬁz) _ _az + 0( )
a1 A + B1 Ak

a, 1
Ag0(m) = arccot( il +0 <A"+1>>
aq K

elde edilir. Burada, “arccot” fonksiyonu i¢in Taylor Seri agilimi kullanilirsa

[ cot()lﬁ@(n)) =

(k - %) T x 1
0(m) = a2 +0 <Ain+1> (4.9)
elde edilir.
Diger taraftan, (4.7) esitliginin her iki tarafinin [0, ] araliginda integrali alinirsa
n
f 0'(x)dx = J- [1 - ﬁ z AP g () | sin?(A760(x)) | dx (4.10)
0

elde edilir. (4.9) ifadesi (4.10) esitliginde yazilirsa :

0(m) — 6(0) = f dx —Aan z AT @ () | sin?(A76(x) )dx

= 1
(04
Anz T a ;Zn +0 <12n+1> =n- AZn Z IQm(x)dx
k 1k k
. m=00 (4.11)

n-1
1
+ HZOW! qm (0)[1 — 2sin?(A26(x))]dx

bulunur. Ayrica,

1

1— Zsinz(lﬁe(x)) = cos(Z/lﬁQ(X)) W()d

[sin(2426(x))]

hesaplamasi (4.11) esitliginde yerine yazilirsa:

n-1 T

(k B %) 1 _ a; d
/1;(1 +0 12n+1 =m+ allZn 2/12n m qm(x) X

m=0 o

n-—1 T
1 Gm(x) d .
+,;0 ZAin‘mJ 2279' (x) dx I [sin(AxoC0)] (4.12)

bulunur.
(4.12) esitliginin sag tarafindaki son n tane integrale kismi integrasyon uygulanirsa:

m=20,12,..,n—1 i¢gin
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qm (x)

[ m d m T[ ! [ :
[ il sin(2£000)] = 5o sin(2A0)]; ~ 510 Si“(“’c’“’“))a[e%x)

270" (x) dx 220" (x) 27% )

0
=0 1
= Aﬁ

elde edilir. Bu integraller (4.12) esitliginde dikkate alinirsa:

i

(k 1) n—-1 n-1
-3 N a, z 1 f‘l (x)dx+z 1 0<1>+0( 1 )
—= =7 — — =m0\ =7 =TT
AR a, A2 o 245n—m ) m o 22nm T\ AR Azn+l

n—-1 Ya
LY e [an@dr 0 (5
=T 0—’1/1?1 i 2/1]2(n—m0 dm{X)ax Ain+1

elde edilir. Buradan

(k=3

pr-
a _ 1 s 1
T+ ailzi" - an=10 222050 fo qm(x)dx +0 (Ain_ﬂ)
veya
1 - 1 [ 1
ar
A = (k b E) oot Z zazn—mnf Gm () dx +0 (/12'”1)
A J k

/
elde edilir. Burada, k — oo iken limit alinirsa A; = (k = %) " olup

/1%2(16—%>+L1+7§;qum(x)dx+o 1
am(k=3) o (k-2) s (k-1)"

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. k — oo iken, (4.1)-(4.3) probleminin nodal noktalar1 i¢in asimptotik formiil

x]'k
1T L4 1 1
fe=J L J% mj qm(x)dx+0< 1) (4.13)
j 1 3 m
k—- k-1 - 1\ k2tn
2 a1( 2 m 02(k—5)

bulunur.

Ispat: 1 = 4, icin, (4.4) Priifer déniisiimiinde x = x}‘ secilirse

u(x}‘) = r(x}‘) sin ()lﬁe(x}‘))

bulunur. {xjk} k. 6zdegere karsilik gelen k. 6zfonksiyonun j. sifir1 oldugundan u(x}‘) = 0 olup
sin (Aﬁ@(xf)) =0
jm
B(X;C) = E
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elde edilir.
Diger taraftan, (4.7) esitliginin her iki tarafi [0, x}‘] araliginda integrali alinirsa

xk xk xk

j j n-1 j
, 1
f 2] (x)dx=f dx — Z pr=n f G (0)sin? (226 (x) )dx,
0 0 m=0"k 0

k
Xj

n-1

jm 1 .

= xf — Z PP f G ()sin? (226 (x) ) dx
k = Ak 5

k
n-1 xj

jm 1 .
x}‘ = /’l_}(‘ + Z PR f G (x)sin?(A76 (x) ) dx

m=0 0

elde edilir. Bu son esitlik asagidaki bicimde yazilabilir
k
*j

i n-1 1 x}( n—1 1 ( ) d
Kk _IT Am X c
xj = l_n + z W f qm(x)dx - z 2n-m f Zlngl(x) a [Sln(Zﬂﬁ@(x))] (4.14)
ko m=o0""k 0 m=0"k 0 k

bulunur.
(4.14) esitliginin sagindaki son n- tane integrale kismi integrasyon uygulanirsa:

m=20,12,..,n— 1licin

Im(x) d n _ 1
f 2000700 dx [sin(2A26(x))] = 0 i
0
elde edilir. m = 1,2,...,n — 1 icin bu degerler (4.14) esitliginde yazilirsa

xl.(

n-1
jm 1 1
X]k = /1_n + z W f qm(x)dx +0 <W> (415)
ko =AMk 5 K
bulunur. (4.8) asimptotik formiilii (4.15) de yazilirsa
' - 1 i 1
s
x]l‘ = J + —ij qm(x)dx +0 (?) (416)
= _Hn k“n
(k-3)1+—2 12+0< 11) m=02(k=3) "o
2 alﬂ.’(k—g) k1+1TL

bulunur. Landau semboliiniin 6zellikleri kullanilirsa ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3. k — oo iken, (4.1)-(4.3) probleminin nodal uzunluklari icin asimptotik formdil

k

LI S+ 5 ! mxfl Gm () dx + 0( ! 1) (4.17)
J (k - %) aq (k - %) m=07 (k _ %)Z—Z x]’-"' 3t

bulunur.
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Ispat: A = A olmak iizere (4.7) esitliginin her iki tarafi [x}‘,x}‘+1] araliginda integrali alinirsa

x}c+1 xﬁl n—1 x}‘+1
, 1
f 0" (x)dx = f dr= Y f 4 () sin2 (A0 (x) )
x;c x}‘ m=0k x}c
n-1 x;cﬂ
Ik = z + Z 1 (x) sin?(A70(x))dx
J An A2n-m m k
ko A=A o

elde edilir. Bu son esitlik asagidaki bigimde yazilabilir:

xl'( xl.C
not j+1 ot Un i) d
e S | o 3k [ Lo o
l; /Ucl+ YT qm (x)dx PP 22000 dx [sin(2236(x))] (4.18)
m=0 xk m=0 xk

J J

bulunur.
(4.18) esitliginin sagindaki son n- tane integrale kismi integrasyon uygulanirsa:

m=20,1,2,..,n— 1licin

[ am@ d (1
.!; ma[Slﬂ(Zlke(x))] =0 <W>

elde edilir. m = 0,1,2,...,n—1 icin bu degerler (4.18) esitliginde yazilirsa

n-1 x}(“
T 1 1
l]k = ﬁ + z W f qm(x)dx + 0 <W> (4.19)
m=0 ok

]

(4.8) asimptotik formdilleri (4.18) esitliginde yazilirsa:

k

n-1 X+
T 1 1
ljk = + —ij Qm(x)dx‘l'O(—l)
m=02(k_l) T S
(k=3 1+—m+o (L) )
2 aln(k—z) k1+ﬁ

bulunur. Landau semboliiniin 6zellikleri kullaniirsa (4.17) elde edilir. Boylece, ispat

tamamlanir.

4.1.2 Potansiyel Fonksiyonlar i¢in Yapilandirma Formiilii

Bu alt bolimde, nodal uzunluklar kullanilarak (4.1) denkleminin potansiyel

fonksiyonlarinin agik bi¢imi verilecektir.
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Teorem 4.1.4. ¢,,(x) m=0,1,2,..,n—1 fonksiyonlar [0,7] araliginda tanimh reel
degerli fonksiyonlar olsun. Bu durumda, k — o iken, (4.1)-(4.3) probleminin potansiyel
fonksiyonlar1 asagidaki bigimdedir:
I
qo(t) =2 Jlim {)llzc - E/lk }

T
qm(t) = 2 lim {/17?” —Am +l_’.‘(1 — A )}, m=12,..,.n—1
j
dir. Burada j = j(x) = {j: x}‘ < x} dir.

Ispat: Nodal uzunluklar icin hesaplanan (4.19) asimptotik formiiliinde, t € [x}‘,x}‘ﬂ] icin

ke
ortalama deger teoremi uygulanirsa f;,j ! gm () dx = (DI olmak lizere
j

n-—1
1 1
k_ T K
= 2 w04+ o)

n-1

T 1
At qm () = 223" {1 — wlk} +0 (/1_7?1) (4.20)
]

m=0
elde edilir.

(4.20) esitliginde n = 1 i¢in

1
Go(t) = 222 {1 4 J—l]k} 10 <E> (4.21)

elde edilir. Burada k — oo iken

A
t) = lim 222{1 —
qO( ) k00 k{ Ak l]k}

bulunur.

(4.20) esitliginde n = 2 icin

qo(t) + Ay g1 (t) = 225 {1 - L} +0 (%)
Ay

AL

elde edilir. (4.21) degeri bu son esitlikte dikkate alinirsa

(1:)—1 2/14{1 7T}+0<1> 22211 T +0(1>
WEERUU T 23 I At A2

=2{,12—/1k +z£k(1_’1")}+0<;1l4> (4.22)
k

J

elde edilir. Burada k — oo iken

T
a:(® =z,;glgo{az—ak +l—k(1—ak>}
J

bulunur.
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(4.20) esitliginde n = 3 igin

qo(®) + A 1 () + A5, (t) = 223, {1 - L} +0 ( 1)

PRI A%

elde edilir. (4.21) ve (4.24) degerleri bu son esitlikte dikkate alinirsa

(© = = 1228 T o(L) 2 on ™o
qz = Ai k A3lk 14 k /’lzlk /’13

1
{/14 T (1 . )} +0 <)16> (4.22)

J
elde edilir. Burada k — o iken

q,(t) =2 hm {/14 I (1 Ak )}

J

bulunur. Bu sekilde devam edilirse: m = 0,1,2, ...,n — 1 i¢in
. T
4m(® =2 lim {A}:‘“ — A (1= )}
J

bulunur. Burada, Ay ve l]'-‘ asimptotik formiilleri sirasiyla (4.8) ve (4.17) formiilleriyle

tanimlanmaktadir.

4.2. Niimerik Hesaplamalar

Bu boéliimde, sinir kosulunda parametre bulunduran n-potansiyelli (4.1)-(4.3) Sturm-
Liouville probleminin potansiyel fonksiyonunun ve sinir kosul parametrelerinin g¢esitli 6zel
durumlar1 i¢in teorem 4.1.1’de verilen 6z degerlerin, teorem 4.1.2°de verilen nodal
noktalarimi ve teorem 4.1.3’de verilen nodal uzunluklarmin asimptotik formiillerine sahip

niimerik degeler verilmistir.

Ornek 4.2.1. (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville simir deger probleminde n=1, o, =a,=1 ve

0o (X)=x?, 0,,(x)=0, m>1 almmustr.

ﬂi ﬂ’? j’S 24 j’S ﬂ’G 17 ﬂ'B 19 ﬂ'lO

8.44162 2.80883 3.2853 4.06093 4.93628 5.85695 6.80204 7.76177 8.73097 9.70666

Tablo 4.1. n=1, o, =, =1ve ¢y (X)=X?, q,(x)=0, m>1 icin (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin 6z degerleri.

Tablo 4.1’de, (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin Teorem 4.1.1 ile verilen
asimptotik formiile sahip, spektrumuna ait ilk on 6z deger gosterilmistir. Bu elde edilen sayisal
degerler, (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin 6z degerlerinin reel oldugunu géstermektedir.

Ayrica k >1 i¢in 6zdegerlerin artan sayida oldugu goriilmektedir.
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x? k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k=10
j=1 4.9958x1 5.30936 1.39103 0.93192 0.712077 0.578275 0.48742 0.421471 0.371346 0.331928
9
j=2 2.510607)( 162.999 3.46106 1.93918 1.44287 1.16308 0.977612 0.844282 0.743403 0.664262
12
j=3 9.62(;08X 3048.82 8.69608 3.14866 2.21574 1.76168 1.4735 1.26981 1.1169 0.997413
13
j=4 1.2;0292x 30440.8 26.1392 4.81426 3.06408 2.3828 1.97834 1.69953 1.49258 1.3318
15
j=5 9.515(;75x 196679 84.2692 7.44587 4.03841 3.03757 2.49585 2.13504 1.87124 1.66787
15
j=6 4.912(:32)(1 936574 261.678 12.0338 5.21615 3.74056 3.03045 2.57811 2.25374 2.00606
16
j=7 1.93305){ 3.56943x 751.941 20.4278 6.71527 4.51104 3.58747 3.03074 2.64099 2.34687
17 6
j=8 6.5160176)( 1.1‘11-(9)23X 1988.05 35.9537 8.71345 5.37471 4.17338 3.49523 3.03401 2.69081
17 7
j=9 1.8190392)( 3.2411-(?347)( 4863 64.381 11.4746 6.36561 4.79609 3.97423 3.4339 3.03842
18 7
j=10 4.818(:328)( 8.2;(;46X 11096.5 115.389 15.3851 7.5288 5.46532 4.47078 3.8419 3.3903
1018 107

Tablo 4.2. n=1, ¢ =a, =1 ve q,(x)=x*, q,(x)=0, m=>1 i¢in (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin nodal

noktalari.

Tablo 4.2'de, k=110 (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin Teorem 4.1.2 ile verilen

asimptotik formiile sahip nodal noktalari verilmistir. Bu elde edilen sayisal degerler, (4.1)-(4.3)

Sturm-Liouville probleminde k degeri arttikca nodal noktalarinin ¢alisilan aralikta salindigi

gorilmektedir.
I k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k =10
j =1 2.51108x 157.69 2.07003 1.00726 0.730797 0.584808 0.490192 0.422811 0.372057 0.332334
1012
j =2 9'3301137)( 2885.82 5.23502 1.20949 0.772866 0.598594 0.49589 0.425532 0.373494 0.333151
j =3 1.18649x 27391.9 17.4431 1.66559 0.848335 0.621123 0.504833 0.42972 0.375682 0.33439
15
j =4 8.217%83x 166238 58.13 2.63162 0.974332 0.654773 0.51751 0.435505 0.378665 0.336065
15
j =5 3.9170282x 739895 177.408 4.58794 1.17774 0.702982 0.534606 0.443067 0.382497 0.338196
16
j =6 1.418%23x 2.63286x 490.263 8.39397 1.49912 0.770489 0.557021 0.452634 0.387251 0.340809
17 6
j =7 4.518%71)( 7.9%385)( 1236.11 15.5259 1.99818 0.863661 0.585908 0.464493 0.393014 0.343935
17 6
j =8 1.2130774)( 2.03224){ 2874.95 28.4273 2.76114 0.990906 0.622714 0.478995 0.399891 0.347612
18 7
j =9 2.92&36)( 4.9914&107 6233.5 51.0077 3.91056 1.16319 0.669226 0.496556 0.408007 0.351882
18
j =10 6.6130759x 1.09536x 12717.1 89.3313 5.61792 1.39466 0.727637 0.517676 0.417506 0.356795
1018 108

Tablo4.3. n=1,0 =0,

=1 ve q,(x)=x?, q,(x)=0, m=>1 icin (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin nodal

uzunluklari.

Ornek 4.2.2. (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville simir deger probleminde n=3, o =a,=1 ve
o (X) =1, ql(x) =X, q, (X) =x* alinmustir.

A 4 4 A A As Gl 4 s o
176044 | 159816 | 1.64676 | 172779 | 181372 | 1.89757 | 1.97748 | 2.05311 | 2.12464 | 2.19239

Tablo 4.4. n=3, o, =a, =1 ve qy(X) =1, g, (X)=X, 0,(x)=%*,q,(x)=0, m=>3 i¢in (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville

probleminin 6z degerleri.
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Tablo 4.4’de, (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin Teorem 4.1.1 ile verilen

asimptotik formiile sahip, spektrumuna ait ilk on 6z deger gosterilmistir. Bu elde edilen sayisal

degerler, (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin 6z degerlerinin reel oldugunu géstermektedir.

Ayrica k >1 icin 6zdegerlerin artan sayida oldugu goriilmektedir.

x‘]f k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k =10
j=1 | 142853 [ 497517 [ 1.63411 | 1.00928 | 0.744862 | 0.594912 | 0.496931 | 0.427386 | 0.375261 | 0.334648
j=2 [ 105235 [ 193618 | 413642 | 22181 155822 | 1.21935 | 1.00862 | 0.862952 | 0.755418 | 0.672404
j=3 | 346274 [ 511176 | 818577 | 377343 | 248805 | 1.89313 | 1.54458 | 131179 | 1.14342 | 1.01509
j=4 | 81083 108.2 14.461 5.82224 | 358237 | 263605 | 2.11434 | 1.77899 | 1.54221 | 1.36451
j=5 | 157233 198.567 | 23.6409 | 85115 488916 | 3.46793 | 272742 | 226964 | 1.95475 | 1.72249
j=6 | 270419 330.175 | 364044 | 119882 | 6.45641 | 4.40857 | 3.39332 | 2.78884 | 2.38398 | 2.09085
j=7 | 427985 510984 | 53.4302 | 163993 | 833212 | 547779 | 412158 | 334168 | 2.83285 | 2.47139
j=8 | 637272 748949 | 753972 | 21.8918 | 105643 | 6.69538 | 492171 | 3.93325 | 3.30431 | 2.86595
j=9 [ 905625 1052.03 | 102.984 | 286126 | 132009 | 8.08116 | 580324 | 456864 | 3.80132 | 3.27633
j=10| 1.24038x | 142818 | 136.87 367088 | 16.29 9.65493 | 677567 | 525295 | 432681 | 3.70435

106
Tablo 4.5. n=3, o, =, =1 ve qy(X) =1, g, (X)=X, 0,(x)=x*,q,(x)=0, m=>3 i¢in (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville
probleminin nodal noktalar1.

Tablo 4.5’de, k=110 (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville probleminin Teorem 4.1.2 ile verilen
asimptotik formiile sahip nodal noktalari verilmistir. Bu elde edilen sayisal degerler, (4.1)-(4.3)
Sturm-Liouville probleminde k degeri arttikca nodal noktalarinin ¢alisilan aralikta salindigi
gorilmektedir.

I:.‘ k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 k=9 k =10

j=1 | 4.88304x | 742.698 | 556684 | 1.40117 | 0842973 | 0.631566 | 0.513938 | 043642 | 0.380528 | 0.337935
1011

1=2 1'636*1?9" 12554.6 | 27.8196 | 2.61601 1.0694 | 0704293 | 0544949 | 0.452062 | 0.389336 | 0.343297

j=3 | 2.06445x | 111161. | 131.139 | 6.11863 | 155736 | 0.836556 | 0.595963 | 0.476256 | 0.402429 | 0.351055
1014

j=4 | 140863x | 640536. | 521.514 | 153745 | 255746 | 1.06657 | 0.675886 | 0.511706 | 0.420791 | 0.361616
1015

j=5 | 6.67244x | 2.74271x | 176479 | 37.9682 | 452613 | 145578 | 0.797935 | 0.56223 | 0.445763 | 0.375523
1015 106

j=6 | 246188x | 9.47596x | 520828 | 89.2697 | 825984 | 209987 | 0981142 | 0.633039 | 0.479115 | 0.393477
1016 106

j=7 | 7.57686x | 2.7865x1 | 13718 198392 | 15.0968 | 3.14441 | 1.25238 | 0731114 | 0523132 | 0.416357
1016 07

j=8 | 2.03245x | 7.23092x | 32867.7 | 417.338 | 27.2088 | 4.80608 | 1.64899 | 0.865673 | 0.58072 | 0.445254
1017 107

j=9 | 489539x | 1.69857x | 72742 834.402 | 480097 | 7.40124 | 222223 | 1.04876 | 0.655541 | 0.481503
1017 108

j=10 | 1.0813x1 | 3.67935x | 150542. | 1593.05 | 827119 | 11.3833 | 3.04153 | 129598 | 075217 | 0.526732
018 108

Tablo 4.6. =3, o, =a, =1 ve qy(X) =1, g, (X)=X, 0,(x)=x*,q,(x)=0, m=>3 i¢in (4.1)-(4.3) Sturm-Liouville

probleminin nodal uzunluklari.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Tez ¢alismasinda, Sturm-Liouville denklemi birden fazla fonksiyon icermesi bakimindan
klasik Sturm-Liouville denkleminden farklidir. Buna ek olarak, problemin sinir kosullarinin
birinde spektral parametre lineer halde bulunmaktadir. Bu tiir problemler igin ters problem
cesitli yontemlerle arastirilmistir. Bu c¢alismada ise Priifer dontlisimi kullanilmistir. Bu
doniisim yardimiyla, 6zdegerlerin ve nodal parametrelerin asimptotik formiilleri elde
edilmistir. Bu asimptotik formiillerin bilgisiyle, potansiyel fonksiyonlar icin bir formiil
bulunmustur. Yani, calismada ele alinan n-potansiyelli Sturm-Liouville operatoriiniin bicimi
bulunmustur.

Farkli tipte bir operator ve/veya bazi sinir kosullar1 dikkate alinarak Priifer donlisimii
yardimiyla benzer hesaplamalar yapilabilir. Ornegin, bu operatér ile birlikte kuadratik olarak
parametreye bagh sinir kosullari ele alinabilir. Periyodik veya anti-periyodik sinir kosullu

diflizyon operatorii ele alinabilir.
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