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OZET
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Tez Danigmani: Dog. Dr. Fulya Sahin
Mart 2021, 42 sayfa

Bu tez dort bolimden olugmustur. Birinci béliimde, tezde caligilan
konular sunulmusg ve daha oOnce yapilan caligmalara deginilerek literatiir

taramasi yapilmigtir.

Tkinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullanilan bazi cebirsel, topolo-

jik ve diferensiyellenebilir yapilar ile ilgili temel tanimlar ve 6rnekler verilmistir.

Uciincii béliimde, rak yapisi iizerinde cahsilmistir. Ekli rak, noktasal rak
ve Lie rak yapilar ile digrubun rak yapisi ve lineer Lie digrubun Lie rak yapisi

incelenmigtir.

Dordiincii boliimde ise Lie rakoid yapilari incelenmigtir. Rakoid, ekli
rakoid ve Lie rakoidler {izerinde ¢aligilmigtir. Lie grupoid ile birlegen Lie rakoid
yapisi incelenmigtir.
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This thesis consists of four chapters. The first chapter consists of the
introductory part of the thesis. The topics studied in the thesis are presented

and a literature review has been made by referring to the previous studies.

In the second chapter, basic definitions and examples related to some
algebraic, topological and differentiable structures used in the other parts of

the thesis are given.

In the third chapter, on the rack structure was studied. Augmented rack,
pointed rack and Lie rack structures are examined. The rack structure of

digroup and Lie rack structure of linear Lie digroup are examined.

In the fourth chapter, Lie rackoid structures are studied. Rackoid,
augmented rackoid and Lie rackoids are worked on. The construction of the
Lie rackoid associated to a Lie groupoid is examined.
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1 GIRIS

Rak kavrami ilk olarak 1959 yilinda Conway ve Wraith (Conway and
Wraith | 1959) tarafindan ’wrack’ adi ile ortaya ¢ikarilmigtir. Conway ve
Wraith, calismalarinda bir gruptaki eglenik iglemleri iizerinde durmuslardir.
Bir rakin, bir grubun eglenik iglemi ile elde edildigini gérmiiglerdir. Raklarin,
genel durumlar: ve esas topolojik uygulamalarindan ziyade 6zel durumlarda

basit cebiri iizerinde ¢aligmiglardir.

Topolojik anlamda kapsamli ¢aligma ’quandle’ ad1 ile Joyce (Joyce | [1982)
tarafindan yapilmigtir. Joyce, basit cebirsel yapilar ve cegitli 6rneklerinin yani

sira augmented quandle (ekli rak) kavramini tanimlamigtir.

Kauffman (Kauffman | [1991), raklar1 ’kristal’ olarak adlandirmigtir.
Brieskorn (Brieskorn | [1988) ise 'otomorfik kiime’ olarak ifade etmistir. Son
olarak Fenn ve Rourke (Fenn and Rourke |, 1991) ¢ahgmalarinda ’rack’ olarak
adlandirmiglardir. Raklar ile ilgili detayli bilgi bu (Fenn and Rourke | |1991)
calismada mevcuttur. Bu sekilde farkh isimlendirmeler ile ¢aligilan bu kavram,

tezde rak olarak ifade edilerek incelenmigtir.

Raklar iizerinde farkh caligmalar yapilmistir. Bu tez, Laurent-Gengoux
ve Wagemann (Laurent-Gengoux and Wagemann | 2016]), Kinyon (Kinyon |
2007) ve Covez (Covez | [2010)) in yapmg oldugu ¢aligmalarin derlemesi olarak

hazirlanmigtir.

Bir X raki, 6zel sabit bir nokta ile 1>z = z ve x>1 = 1 gartin1 sagliyorsa
noktasal rak olarak ifade edilmigtir. (Kinyon | 2007) X noktasal raki, rak yapi

doniigiimleri diferensiyellenebilir ise Lie rak olarak adlandirilmigtir.

(Laurent-Gengoux and Wagemann |, [2016) s,¢ : I' = M onkategorisi ile

biitiin ikili kesitler i¢in > > — : I' — I' bire-bir ve ¢rten bir doniigiim ve
> (Teoy)=CT)> (Z>9y)

kendi iizerine dagilma ozelligini saghyorsa rakoid yapist olugturur. Buradan



yola ¢ikarak bir rakoidin rak yapisi da tasidigr goriilmiigtiir.

Bir rakoidin diferensiyellenebilir versiyonu olan bir Lie rakoid, (Laurent-
Gengoux and Wagemann |, [2016)) s, : ' = M Onkategorisi ile diferensiyel-
lenebilir ikili kesitleri icin > > — : [' — T' diffeomorfizmi ve > ile iglemi
kendi iizerine dagilma &zelligini saglamalidir. Lie rakoidin rak ¢arpimi, biitiin
ikili kesitlerin kiimesi {izerinde degil, sadece diferensiyellenebilir ikili kesitlerin
iizerinde tanimlandigindan dolayi rakoidin verilen tanimi gézoniine alindiginda

bir Lie rakoid, bir rakoid degildir.

Bu tez dort boliimden olugmustur. Birinci boliimde, tezde calisilan
konular sunulmug ve daha Once yapilan caligmalara deginilerek literatiir
taramasi yapilmistir. Ikinci boliimde, tezin diger boliimlerinde kullamlan bazi
cebirsel, topolojik ve diferensiyellenebilir yapilar ile ilgili temel tanimlar ve
ornekler verilmistir. Uciincii boliimde, rak yapisi iizerinde caligilmistir. Ekli
rak, noktasal rak ve Lie rak yapilar ile digrubun rak yapisi ve lineer Lie
digrubun Lie rak yapisi incelenmigtir. Dordiincii béliimde ise Lie rakoid yapilar:
incelenmigtir. Rakoid, ekli rakoid ve Lie rakoidler {izerinde caligilmistir. Lie

grupoid ile birlegen Lie rakoid yapisi incelenmistir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim, ii¢ alt bélimden olusmustur. Birinci alt béliimde, diger
boliimlerde kullanilan grup ile etki kavramlarinin 6zellikleri verilmigtir. Tkinci
alt boliimde, topolojik uzay tanimi verilmigtir. Topolojik grup ile grupoid
kavramlar1 érnekler ile sunulmustur. Uciincii alt béliimde, Lie cebiri, Lie
algebroid ile Lie grupoid ve bu kavramlarin anlagilmasi icin gerekli olan bazi

kavramlar sunulmustur.

2.1 Cebirsel Kavramlar

Tanim 2.1.1. (Mucuk |, 2010) G, bostan farkly bir kiime olmak izere G

tizerinde bir m : G x G — G, (g, h) — gh islemi verilsin. Eger m islemi,
1) Her g,h.k € G i¢in g(hk) = (gh)k

2) Her g € G i¢in ge = eg = g olacak sekilde bir tek e € G vardwr. Bu

elemana birim eleman denar.

3) Her g € G igin g9~ = g~ g = e olacak sekilde bir tek g=' € G vardar.

Bu elemana ters eleman denir.
sartlarine saghyorsa G ye bir grup denir.

Ornek 2.1.1. (Mucuk |, 12010) Q rasyonel sayilar kimesi toplama islemine

gore bir gruptur.

Ornek 2.1.2. (Mucuk |, |2010) R reel sayilar kiimesi toplama islemine gére
gruptur. Ayrca sifirdan farkl reel saylarin kimesi R* = R — {0} ¢arpma

islemine gére gruptur.

Tanim 2.1.2. (Jacobson |, |1985) X herhangi bir kiime ve G bir grup olsun.
Eger,

0:GxX — X

(g,l’) = Q(g,iL’) =9z

dontustimau



i) Her x € X ve g,h € G igin
g-(h-z)=(gh) -z

i) Her v € X ve e € G birim eleman igin

sartlarim saghyorsa G grubu X kiimesi tizerine soldan etki eder denir. Bu etki

ile birlikte X bir G-kiime adiny alar.

Ornek 2.1.3. (Jacobson |, (1985) Bir G grubunun bir X kiimesi tizerine etkisi
g-x = x astkar etki denir. g, g1 € G i¢in

)g-(g-r)=g-r=ux

(991) - x ==
buradan g - (g1 - ) = (gg1) - © olur.

ii) e-x = x tanumdan gelir.

Tanim 2.1.3. (Smith|,|2016) R, birimli bir halka ve K da degismeli grup olsun.

Bir R x K — K, (a,x) — ax islemi tanmvmlansin. Eger
i) Vo,y € K ve a € R i¢in a(x + y) = ax + ay,
ii) Yr € K ve a,b € R i¢in (a+ b)x = ax + b,
i) Vo € K ve a,b € R i¢in (ab)x = a(bx),
w) Vo € K i¢in lx =x

sartlary saglaniyor ise K, bir R-modildir denir.

2.2 Topolojik Kavramlar

Tanim 2.2.1. (Janich |, |1984) X bostan farkly bir kime ve 7, X in herhangi

alt kumelerinin bir ailesi olsun.
A1) T nun elemanlarinin keyfi birlesimi T ya aittir.

A2) T nun elemanlarimin sonlu kesisimi T ya aittir.

A8) X ve ) T ya aittir.



Yukaridaki sartlar saglaniyorsa, T ya topoloji denir. (X, T) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

Ornek 2.2.1. (Mucuk|,2010) X bostan farkl bir kiime olsun. 7 = P(X) kuvvet
kiimesi X tzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X dizerindeki ayrik topoloji

denir.

Tanim 2.2.2. (Janich |, 1984) X ve Y topolojik uzay ve f : X — Y bir
dontisiim olsun. Eger, Y’nin her aciginin f altinda ters gorintisi X'de acik

iwse f streklidir denir.

Ornek 2.2.2. (Mucuk |, |2010) (X, 7)) ve (Y, 1) topolojik uzaylar olmak iizere
sabit olan bir f : (X, 1) — (Y, ) fonksiyonu sireklidir. f fonksiyonu sabit ise
her x € X i¢in f(x) = ¢ olacak sekilde bir ¢ € Y wvardwr. Eger B kimesi Y de

acik bir kime ise

f_l(B)— X, ceB
0, c¢B

ters gorintisi de X de agiktor.

Tanim 2.2.3. (Janich |, 1984) X ve Y topolojik uzay olsun. f : X — Y
dondistimii verilsin. Eger, f dontsimi birebir ve érten, f, f~' siirekli ise f e

homeomorfizm denir. X ve Y topolojik uzaylarina da homeomorf uzaylar denir.

Tanim 2.2.4. (Janich |, |1984) Bir topolojik uzayin her agik ortisinin sonlu

bir alt ortist varsa bu topolojik uzaya kompakt denir.

Ornek 2.2.3. (Janich |, |1984) X bir kompakt topolojik uzay ve A C X yerel
sonlu bir altkiime olsun. Buradan, A sonludur. Diger taraftan, ejer A C X

sonsuz ise A nan sonsuz cokluktaki komsuluklarini iceren x € X wvardur.

Tanim 2.2.5. (Bourbaki |, 1966) (G,-) bir grup ve G dzerinde topoloji

tamimlansin. Eger, asagidaki ozellikler saglansr ise G ye topolojik grup denir.
TG1) G x G — G, (z,y) — zy dontsimi streklidir.
TG2) G — G, x — x~ ! déniisimii sireklidir.

Ornek 2.2.4. (Bourbaki |, |1966) Her G grubu ayrk topoloji ile bir topolojik

gruptur. Bu topolojik gruba asikar topolojik grup denir.



Tanim 2.2.6. (Higgins |, |1971) Bir T kategorisi; nesnelerin kimesi 'y ve
morfizmlerin kimesi I' ile birlikte asaqidaki yapr dénisimlerinden meydana
gelir. Bu yapy dondstimleri; siraswyla kaynak ve hedef dontistimii

s,t: "= Ty, x € I'g olmak tizere nesne doniisimii e : T'g — ', x +— 1, ve
I? ={(bya) €T xT :5(b) =t(a)}

iizerinde taneml m : T2 — T, (b,a) — ba kismi carpimader. Bu donigiimler

asaqrdaki sartlary saglamalidar:
i) Her (b,a) € T? igin s(ba) = s(a) ve t(ba) = t(b),
i) Her a,b,c € I igin s(b) = t(a) ve s(c) = t(b) olmak tizere c(ba) = (cb)a,
iii) Her x € Ty i¢in s(1,) = t(1,) =z,
w) Her a € T igin alyq) = a 1yma = a.

Ornek 2.2.5. (Bourbaki |, |1966) Nesnelerin kiimesi diferensiyellenebilir ma-
nifoldlar, morfizmlerin kimesi bu manifoldlar arasindaki diferensiyellenebilir
dondistimler ve kismi carpim da diferensiyellenebilir dontisiimlerin bileskesi
alimirsa diferensiyellenebilir manifoldlar ve diferensiyellenebilir donisimlerin

diferensiyel topolojik kategorisi elde edilir.

Tanim 2.2.7. (Higgins |, |1971) Bir T kategorisinde her bir d € T' morfizmi

¢

*dd—1 = 1s(d)
*dd~t = 1t(d)

sartlariny saglayan d=' € T tersi varsa T'’ye bir grupoid denir. Bir T
grupoidinde x,y € Ty i¢in x’den y’ye giden morfizmlerin kimesi T'(z,y) ile

gosterilir.



Ornek 2.2.6. (Mucuk |, (2010) X bir kiime, G bir grup olmak iizere X x G x X
asagidaki igleme gore X tzerinde bir grupoid olusturur. x,y € X i¢in (y,g,x) €

X X G x X dglisti z den y ye morfizm olarak alinwr ve kismi islems

(z,h,y) o (y,9,2) = (2, hg, )

olarak tanimlanwr. Buna gore x € X noktasindaki birim morfizm e € G birim

eleman olmak iizere (z,e,x) ve (y, g, ) nin tersi (x,g~ 1, y) dir.

2.3 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 2.3.1. (Yano ve Kon |, 1984) M bir Hausdorff uzay ve U, kiimeleri
R™nin agik alt kiimeleri olmak tizere xo - U, C R™ — M birebir dontistimler:
verilsin. Fger asagidaki sartlar saglanirsa M topolojik uzayina n-boyutlu

diferensiyellenebilir manifold denir:

i) Ua To(Ua) = M,

i) Her «, (3 i¢in 24(Uy)Nag(Usg) = W # & olmak tizere x,' (W) ve xrgl(WL

R"de ac¢ik kiimeler ve xgl o X, dontstimleri diferensiyellenebilirdir,
i1i) (Ua, o) ailesi, (i) ve (i) sartlarim saglayan maksimal ailedir.

Tanim 2.3.2. (Sahin |, |2012) Diferensiyellenebilir manifoldlar arasindaki her
diferensiyellenebilir f : M — N dontusimi, bu manifoldlara karsilik gelen
tanjant uzaylar arasinda bir df = f, « T,M — Ty N lineer donisimii

indirger. Bu donigime diferensiyel (tirev) donisimi denir.

Tanim 2.3.3. (Brickell and Clark |, 1970) M ve N diferensiyellenebilir
manifoldlar, F' : M — N bir diferensiyellenebilir donisim ve p € M olsun.

Eger F, : TyM — Tpy)N birebir ise I ye p € M de bir immersiyondur denir.

Tanim 2.3.4. (Brickell and Clark |, 1970) M' ve M iki manifold olsun. Eger
M', M nin bir alt kiimesi ve j : M’ — M dogal dahil etme déntisimi bir

immersiyon ise M’ manifolduna, M manifoldunun altmanifoldu denir.

Tanim 2.3.5. (Brickell and Clark |, 1970) M ve N diferensiyellenebilir
manifoldlar, I : M — N bir diferensiyellenebilir donisim ve p € M olsun.
Eger F, : T,M — Try N drten ise I ye p € M noktasindaki submersiyondur

denar.



Tamim 2.3.6. (Sahin |, (2012) M bir manifold olsun. p € M olmak dzere T,M
vektor uzayr olsun.

X:M- oM p X,
peEM

ile tamamly X donisimine bir vektér alany denir. Vektor alanlarinin uzaye
X(M) ile gdsterilir.

T,M tanjant uvzayinin dualt olan
oM = {n:T,M — R}

ile tanimlanan n lineer fonksiyonellerinin vektor uzayidir. x (M) vektor alan-

larinan uzaynin duali
* lineer 00
X(M)* ={n: x(M) — C*(M, R)}
seklindedir. x(M)* wn elemanlarma dual vektor alany veya 1-form denir.

Tanim 2.3.7. (Lee|,|2002) A ve M diferensiyellenebilir manifoldlar vew : A —
M diferensiyellenebilir drten submersiyon olsun. Asagidaki sartlar saglaniyor

ise (A, m, M,R™) dértlisine vektor demeti denir.

1) Her n € M igin 7= (n) = A, n-boyutlu vektir uzay yapist olmalidur.

2) Her n € M noktast icin bir U komsulugu ve bir ® : 7= (U) — U x R
diffeomorfizmi olmalidur dyle ki her n € M i¢cin my : U X R" — U birinci

izdiisiim 7w (®(7m1(n))) =n, & : 771 (n) = {n} x R" lineer dondisimdir.
Burada A,, vektér uzayna vektor demetinin lifi denir.

Ornek 2.3.1. (Kobayashi and Nomizu , |1963) M bir manifold olsun. M nin
tim p noktalarindaki T,M tanjant uzaylarimwn birlesimi TM = UpeM T,M
dir. Bu sekilde tanimly TM bir vektor demetidir. Bu vektor demetine tanjant

demets denir.

Tanim 2.3.8. (Kobayashi and Nomizu |, |1965) M bir manifold ve R de M
tzerinde herhangi bir tensér alany olsun. x (M) vektor alanlarinin uzays ve ¢,
1-parametreli dontsimlerin grubu olsun. Bu durumda x € M,t € I C R wve

X € x(M) olmak iizere

(LxR)(x) = lim ~(R(z) — (6,R)(x))

t—0 t

ile tanymlanan Lx operatorine X vektor alanimina gore Lie tirev denir.



Tanim 2.3.9. (Sahin |, |2012) M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f :
M — N diferensiyellenebilir dondisim olsun. Burada f., : ToyM — TN,

tirev dontigimi olmak tzere f* : Ty N* — T, M*, f,. donigimii

S opm)) (Xim) = g (fi(Xim))
seklinde tanimlanir. Bu f* dénisime geri cagirma dontistimd denir.

Tanim 2.3.10. (Varadarajan |, 2004)) K bir cisim ve V' bu cisim tzerinde bir
vektor uzayr olsun. Ayrica V' iizerine [x,y] ve kiseli parantez islemi denilecek

bir ikili islem olsun. Eger ikili islems

L1) Her z,y,z € V ve her a,b € K i¢in [ax + by, z] = a[z, z] + bly, z].
L2) Her x €V ig¢in [z,z] = 0.

L3) Her xz,y,z € V igin [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

ozelliklerini saghyor ise o zaman, V' vektor uzayr bu ikili islem ile bir Lie cebiri

adine alr.

Tanim 2.3.11. (Mackenzie |, |2005) M bir diferensiyellenebilir manifold ve A,
M manifoldu tizerinde bir vektor demeti olsun. A demetinin kesitlerinin uzayr
['(A) ve dzerinde tanimle braket [,] olmak tzere ejer I'(A) bu brakete gore Lie
cebir yapisina sahip ise her a,f € T'(A), f € C®°(M) i¢inp : A - TM
déniistimii

o, fB] = fla, B+ (Lo )8

sartin saghyorsa A vektor demetine Lie algebroid denir, burada p dénisimiine

Lie algebroidin anchor dontistimi denir.

Ornek 2.3.2. (Mackenzie |, |2005) M bir manifold olsun. A = TM almrsa
[(TM) nin elemanlary yani kesitleri vektor alanlary olur. T'(TM) itzerinde
tanimlanan braket bilinen vektor alanlarimin braketidir. Anchor dénisimi ise
Id : TM — TM birim dontsimidir. Sonu¢ olarak (TM,1d,[,]) ¢ift (pair)

algebroid olarak adlandiriler.

Ornek 2.3.3. (Mackenzic ,|2005) Her Lie cebiri bir tek nokta kiimesi iizerinde

Lie algebrovddir.
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Onerme 2.3.1. (Kosmann-Schwarzbach ve Magri |, 1990) (A, p, M) bir Lie
algebroid olsun. Bu durumda p : (I'(A),[,]a) = (I(TM),[,]) anchor donisimi

bir Lie algebroid homomorfizmasidar.
Ispat. f € C®(M,R) ve X,Y € T'(A) igin
(X, fY]a = fIX,Y]a+ (p(X)(f)Y)
ifadesi kullanalirsa
(X, IV fZ]ala = [X, fIY. Z]ala + [X, p(Y)(f)Z]a

= SIX[Y, Z]ala + p(X) (Y, Z]a

+ p(Y)(NIX, Z]a+ p(X)(p(Y)(f))Z

bulunur. Benzer olarak

Y, [fZ, X]ala= — [YV,[X, fZ]a]a
S f[Y>[X’Z]A]A_pO/)(f)[X?Z}A

= p(X)NY, Z]a = p(YV)(p(X)(f))Z

ve

[fZ2,[X,Y]ala = —[[X.Y]a, [Z]a

elde edilir. Boylece I'(A) uzayr Lie cebir oldugundan

0 = [X,[Y, fZlala+ Y, [fZ, X]ala + [fZ,[X,Y]a]a
= f(X,[Y, Z]ala+ [V, [Z, X]ala + [Z,[X,Y]a]a)

+ ((p(X), (MNN)Z = p(IX, Y]a) () Z

dur. Tekrar T'(A) uzaywmn Lie cebir olma ozelligi kullanlirsa

p((X.Y]A)(N)Z = ([p(X), p(Y)](f)Z
elde edilir.

Not 2.3.1. Anchor dontistiminin Lie cebir homomorfizmast olma sart:
Lie algebroidin tanvminda Mackenzie tarafindan taniman bir parcast olarak

verilmistir. Ancak yukaridaki dnermeden goriuldigi gibi bu sarta gerek yoktur.
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Tanim 2.3.12. (Warner |, 1983) ' bir diferensiyellenebilir manifold ve ayni
zamanda cebirsel grup olsun. Eger, m : I' X I' = ' carpim ve v : ' — 'y tlers

dontisimler: diferensiyellenebilir ise I' ya Lie grup denir.

Tanim 2.3.13. T bir Lie grup ve M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

[ nin M dizerine bir diferensiyellenebilir sol etkisi
i) Her x € M icin o(e,x) = x,
ii) Her x € M ve g,h € T i¢in o(g, o(h,x)) = o(gh, )
sartlarine saglayan bir o : T' x M — M diferensiyellenebilir déntsimidir

Tanim 2.3.14. (Mackenzie ,|1987) s,t : T = Ty bir grupoid olsun. Eger T bir
diferensiyellenebilir manifold ve I'y, I' manifoldunun altmanifoldu, s ve t drten
submersiyon, m : I'® — Ty bir diferensiyellenebilir donisim ve v : T — T bir

diffeomorfizm ise I' = 'y grupoidine Lie grupoid denir.

Ornek 2.3.4. (Moerdijk ve Mrcun , |2003) T' bir Lie grup ve X, T ile dizerine
sagdan diferensiyellenebilir olarak etki edilen bir diferensiyellenebilir manifold
olsun. Morfizmlerin manifoldu olarak X x I' carpimi ve nesnelerin manifoldu
olarak X ile etki grupoidi tanimlanir. Kaynak dénisimi birinci bilesen tizerine
izdigimdir (s(x,g) = x) ve hedef dontsimi sag etki (t(z,g) = xg) ile verilir.

Kismi ¢carpims her g1, g0 € G ve 11,29 € X i¢in

m((z1, 1), (22, 92)) = (1, 9192)

ile tanymlanar.
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3 RAKLAR VE LIE RAKLAR

Bu béliim iki alt béliimden olugmugtur. Rak yapisinin tanimi verilmigtir.
Bir rak ornegi olarak digrup yapisi incelenmigtir. Ekli rak ve noktasal
rak yapilart ornekler ile sunulmugtur. Son olarak Lie rak yapisinin tanimi

verilmigtir.

3.1 Raklar

Bu alt boéliimde rak tanimi verilmigtir. Rak yapisi ile ilgili 6rnekler

sunulmusg ve diger yapilar ile olan iligkisi tanitilmigtir.

Tanim 3.1.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann | 2016) X bir kiime ve X

tzerindeks: ikili islem
>:XxX —» X
(z,y) = z>y

olmak tzere her x,y,z € X i¢in

e =2>—:X — X

y = pe(y)=z>y

dondisimi bire-bir orten ve x> (y> z) = (x> y) > (x> 2) esitligini saglyorsa

X’e bir rak denir.

Tanim 3.1.2. (Covez |, |2010) Her z,y € X i¢in f: X — Y fonksiyonu

fla>y) = f(z) > fy)

olacak sekilde bir rak morfizmidir.

Ornek 3.1.1. (Conway and Wraith , |1959) Bir G grubu her g, h € G igin

g>h: = ghg*

eslenik islemiyle bir rak érnegidir.
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1. he py(h) = gr>h:= ghg™* bire-bir oldugu gésterilsin.

pg(hi) = pg(ho)
ghig™" = ghag™"
ghig™'g = ghag™'g
gh1 = ghs
1 1

g ghi = g gho
hl - h2

oldugundan bire-birdar.

2. Her k € G i¢in k = ghg™! olacak sekilde bir h € G oldugu gosterilsin.
k = ghg!
g 'k = g 'ghg”!
9 'kg = hg'g
g kg = h

h € G oldugundan g > h értendir.

3. Her g,h,k € G i¢in
g> (h> k)= (9> h)> (9> k)
ozelliginin saglandigy gosterilsin.
gt (hkh™) = g(hkh™")g™"
= ghkh 'g7!
= (gh)k(gh)™
olur. Diger taraftan bakilirsa
(g k) (g k) = (ghg™") > (gkg™")

= (ghg ") (gkg ") (ghg™ )"
= ghkg 'gh~'g”!

= (gh)k(gh)™
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kendi tizerine dagima ozelligi saglanmas olur.

Agagida, bir diger rak ornegi olan digrup yapisinin Once tanimi ve
sahip oldugu baz ozellikler verilmigtir. Daha sonra, rak yapisi ile olan iligkisi

incelenmigtir.

Tanmim 3.1.3. (Kinyon |, 2007) X bir kiime olsun. Iki iliskili carpims —,
X XX — X ve 6zel bir 1 € X elemant ile asaqidaki sartlar: saglayan X

kimesine bir digrup denair.
Hae—=(y—z)=@—y) —=
ze=(y—2)=x+ (y 2
(z—y)—~z=(r—y) —=z
2) Herx e X igin, l ~x=x+— 1=z
3) Herx € X, x — y =y~ x =1 olacak sekilde bir y € X vardur.
Islemi —=< olan bir grup, bir digrup drnegidir.

Ornek 3.1.2. (Covez|,|2010) G bir grup ve A sabit bir 0 noktas: ile bir G-kiime

olsun. O halde G X A kartezyen carpiminda digrup yapist vardar.

(9,a) = (h,0) = (gh,g-b)
(9.a) = (h,b) = (gh,a)
(g,0)7" = (¢7,0)
1 = (1,0).

Simdi, grup isleminin digrup tanmwmindaki sartlary sagladige gosterilecektir.

1)Her (g,a), (h,b), (k,c) € G x A igin,

((g,a) = (h,0)) = (k,c) = (gh,g-b) = (k,¢)

= (ghk,gh-c) (1)
((g,a) == (h,0)) = (k,c) = (gh,a) = (k,c)

= (ghk, gh-c) (2)
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(1) ve (2) ifadeleri egit oldugundan egitlik saglanar.

(9,a) <= ((h,0) = (k,c)) =
(9,a) = ((h,b) «= (k,c)) =

(9,a) = ((h,0) = (k,¢)) =

<<g7a) - <h7b)) - (k,C) =
((g,a) = (h, b)) = (k,c) =

(g,a) = ((h,0) == (k,c)) =

(6) ve (7) birbirlerine esit olup (8) esitligi saglanr.
2) Her (g,a) € G x A ig¢in

(1,0) = (g,a) = (g,a) = (1,0) = (g, a)

esitliginin saglandiqr gosterilecek olursa

(1,0) = (g,a) = (g,a)

(9,a) = (1,0) = (g,0)
3) Her (g,a), (h,b) € G x A ig¢in
(9,a) = (h,b) = (h,b) = (g,a) = (1,0)
olacak sekilde bir (h,b) € G x A oldugu gdsterilecek olursa

(g>a) - (h7b) = (gh7g ) b) - (170)

1

buradan gh =1 ve b =0 gelir. Her iki tarafa soldan g= uygulanirsa

g 'gh = g1
h = ¢!



16

(g71,0) € G x A dur.
(h,b) = (g,a) = (gh,b) = (1,0)
buradan benzer sekilde (g7*,0) € G x A elde edilir.

Hatirlatma 3.1.1. (Covez |, |2010) Digrubun ig¢inct aksiyomunu saglayan

eleman daima tektir.

Ispat. Y,z € X kabul edilsin.
y—r=r—y=z+—crx=r—z=1.
Digrubun ikinci aksiyomundan
z=1—=2z

olur. Kabulden

=(y—z)—2

Digrubun birinct aksiyomundan
=@y—x)—2
grubun birlesme dzelliginden

= y—(z—2)

z = y—1

Eger y ve z nin yeri degistirilirse y = z — 1 bulunur. Ancak,

y = z—1
:y41:Z

olur.

Yani y = z olur. Bu eleman da x=1 olarak tansmlanar.
Onerme 3.1.1. (Covez | |2010) X bir digrup olsun. Asaqidaki ézelliklere
sahiptir:

oz t=1=1+at=0o!
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2)x=1=1+x=(xH!

3) (w—y) =yt ol =yl

ispat.
1) Hatwrlatma dan agiktar.
2)x—(r—=1)=("t—=2)—>1
=z ~—z)—>1

=1—-1=1
Diger taraftan bakildiginda

(x—\l)/—x_l = xé(lgx_l)

olur.

3) (a) (y ' — a7) e soldan sag tarafa dogru (x — y) uygulanirsa

1 1

=y~ =2 = (z—y) —y )=z

= =y =

= (z—~1)—~a!

= x—zt=1

(b) (y=' — z71) e sagdan sol tarafa dogru (z — y) uygulanirsa

' =2 h—=@—=y = (y'—a")=(z—y)
= y = (a7 (2 )

=y = (@ =) —y)

= y ' = (1=y)

=y l—y=1

(c) (y=r — x71) e soldan sag tarafa dogru (z — y) uygulanirsa

e e e (e A R

— @y

= (z—~1)~a!

= gz t=1.
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(d)(y~' — z7) e soldan sag tarafa dogru (x — y) uygulanirsa

(y'e=—a )= (z—y) =

X bir digrup olsun. O halde X in iki tane 6énemli alt kiimesi tanimlanir.

Bunlar;

I(X) = {a7'eX|z e X} ve

EX) = {eeXle—~z=x+e=uxVre X} dir.
Onerme 3.1.2. (Kinyon |, 2007) X bir digrup olsun.
1) I(X)={z"' e X|z € X}
2) EX)={s!'—=zlze X} ={z+— a2z e X}
3) I(X) in E(X) e etkisi vardur.

4) Her x € X igin, x = y~' — e olacak sekilde tek bir (y~',e) € I[(X) x
E(X) vardr.

Artik digrup isleminin kendi iizerine dagilma 6zelligini saglayarak bir rak

yapisi tagidigi gosterilebilir.
Sonug 3.1.1. (Covez|, 2010) Eger (X, —,+, 1) bir digrup ise (X, >) bir raktr.
ispat. Her z,y € X icin
ny::xéy;x_l
carpumi rak yapisinin

r>(y>z)=(z>y)> (z>2)

kendi tizerine dagilma ozelligint saglamalidir.

ey >(@@>z) = (r—y)—a > @211

= (@=y) =2 )= @—=(=a) = (@ —2)

1
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1 wygulanmirsa

Digrubun ézelliginden (v — y) =y =
= (—=y =2 )= @=(ea) = (@ —z)

Digrubun birinci aksiyomu x — (y <~ z) = (r — y) — 2z uygulamirsa

= (@=y =2 )mz=(z=a )= @=@ " ~a)

= (@=y) =@ =)=z )= @= ~2)

burada v — ' = 1 uygulanirsa
= () )= G @ e
= ((e—y) ~(z=a) = (= ~az7)
Digrubun birinci aksiyomu x — (y < z) = (x — y) — 2z uygulamirsa

= @@=y~ (r=a )= (@@= =)

= @@=y =2 )=a)=(y —a7)

= @@=y =(=@ =)=~y <)

burada tekrar x — ' = 1 uygulanirsa
= @@=y = (=)= =)
digrubun ikinci aksiyomu z — 1 = z uygulanirsa
= (@—=y) = (= =)

Digrubun birinci aksiyomu x — (y «— z) = (v — y) — 2z uygulamirsa
= =@y )=t
= x> (y>2)

olur.

Tanim 3.1.4. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, 12016) G bir grup ve X, G-

kiime olsun. p : X — G déoniisimi her g € G ve her x,y € X i¢in

plg-x) = gp(x)g™"

saghyorsa p dontsumi ile X e ekli rak denir.
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Onerme 3.1.3. (Laurent-Gengour and Wagemann |, 2016) X, p : X — G

dontsimi ile ekli rak olsun. Her v,y € X i¢in
z>y=p(x) y

esithgi ile X bir raktor.

Ispat. X, G- kiime oldugundan G nin X dzerine

0:GxX — X

(9, h) = olg,x)=g-x

etkist vardir.

Her x,y,z € X 1i¢in
> (y>z)=(x>y) > (z>2)
sagladiqv gosterilmektedir.

(z>y)>(r>2) = (p(x)-y) > (p(e)-2)

p dontsimi uygulanirsa

p(x)"Ip(x) = e oldugundan,

= p)-(y©>2)

= x> (y>2)

y = x>y :=p(x)-y birebir oldugu gosterilirse,
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Her z € X i¢in z = p(x) - y olacak sekilde bir y € X oldugu gosterilmektedir.

oldugundan x 1>y drtendir.

Ornek 3.1.3. (Covez |, |2010) Bir G grubunun kendi iizerine etki eden Id :
G — G eslenik islemi ile ekli rak oldugu gorilebilir.

g, h € G igin

Id(gh) = Id(ghg™")
= glId(h)g™
= Id(h)g.

Ornek 3.1.4. (Covez |, 2010) X bir digrup olsun. i - X — I(X) bir ekli rak
ornegidir. I(X) = {z7' € X|x € X} bir grup ve 27! € I(X), =,y € X olmak
tzere

ey mat sy (o)

seklinde X in tizerine etkisi vardar.

ey @Y

y) = iz
= i) =
= 27 >i(y)
olur. Buradan, 1 déntsimi ekli rak olma sartini saglar.
Tanim 3.1.5. (Covez |, |2010) p: X — G ve q:Y — H iki ekli rak olsun. Ekli
raklarin bir morfizmi f : (X — G) — (Y — H),
1) fq: G — H déntisimi, gruplarin bir morfizmidir.

2) fu: X =Y, herge Guex e X igin fu(g-x) = falg) - fulz) dor.

3) Asaqdaki diyagram degisimlidir

Xi’y
pl q
fa
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sartlarime saglayan f = (fu, fa) dondistim ciftidir.

Onerme 3.1.4. (Covez |, |2010) f : (X — G) — (Y — H) ekli raklarm bir

morfizmi olsun. Buradan, f, : X — Y raklarin morfizmidir.

Tanim 3.1.6. (Kinyon |, |2007) X raki her x € X i¢in
Ipr=z,2z>1=1

olacak sekilde bir 1 € X elemanina sahipse X e noktasal rak denir.

Ornek 3.1.5. (Kinyon |, |2007) Bir grubun eglenik raki, bir noktasal raktur.
Her g,h € G i¢in g> h := ghg™!

e>h=che ' =h

hi>e=heh ' =e
olacak sekilde e € G elemans vardr.

Ornek 3.1.6. (Covez |, 2010) Bir digrup (X, —, <)

xbyzxéy;x_l

carpims ile rak oldugu Sonug de gdsterilds.

— — carpwmlarinwn birim elemans, bu rak: noktasal rak yapar. Her x € X i¢in

r>1 = x—~1+ g7t

— (xfl)fl N 1’71 -1

ve

lper=1—ax+1==x

olur. Buradan digrup (X, —, <) bir noktasal rak yapisi olusturur.

Tanim 3.1.7. (Covez|,|2010) X bir rak yapist ile bir topolojik uzay olsun. Eger
> X XX — X carpum strekli ve her x € X i¢in i, bir homeomorfizm ise X

e topolojik rak denir. Eger X noktasal bir rak ise X topolojik raki noktasaldr.

Tanim 3.1.8. (Covez|,12010) X rak yapisi ile diferensiyellenebilir bir manifold
olsun. Eger > : X x X — X carpims diferensiyellenebilir ve her x € X i¢in

Wy diffeomorfizm ise X e diferensiyellenebilir rak denar.
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3.2 Lie Rak

Tanim 3.2.1. (Kinyon | |2007) X noktasal rak yapis ile bir diferensiyellene-
bilir manifold olsun. Eger > : X x X — X her x € X i¢in diferensiyellenebilir

bir dontsim ise (X, >, 1) bir Lie raktor.
Ornek 3.2.1. (Kinyon ,|2007) R bir Lie grup, W bir R-modiil ve X := W x R
olsun. Her u,v € W, A,B € R icin —,+—: X x X — X carpiminan kural

(u, A) = (v, B)

(u, A) <= (v,B) =

(
(
(u, A" = (0,A71)
1=

seklinde tanamlandiginda (X, —, <) bir lineer digrup olur. Buradan indirgenen
(X, >, 1) raks,

(u, A) > (v, B) := (Av, ABA™)
seklinde tamwmlanan bir lineer Lie rak olur. Bunun i¢cin digrubun rak ¢arpima

kullanaler.

(u, A > (v,B) = (u,A) = (v,B) ~— (u, A)~"

(u, A) = (v, B) < (0,A7")

(Av, AB) — (0, A7)

(Av, ABA™Y)

Ornek 3.2.2. (Kinyon |, 12007) R bir Lie grup ve W bir R-modiil olsun. Burada,

heru,v € W, A, B € R i¢cin X :=W X R tizerinde > : X x X — X islemi
(u, A) > (v, B) := (Av, ABA™)

olarak tanwmlamr. 1 = (0,1) olarak alinsin. Buradan (X, 0>,1) bir Lie raktr.
Dahasi, bu yapiya bir lineer Lie rak denir.
R bir Lie grup oldugundan tanimlanan islemler diferensiyellenebilir olur.
Carpiman noktasal rok yapist oldugu

0,1)> (u,4) = (lu,1417") = (u, A)

(u, A) > (0,1) = (A0,A1A™") =(0,1)

buradan gosterilebilir.
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4 LIE RAKOIDLER

Bu boliim ii¢ alt boliimden olusmustur. Birinci alt boliimde, rakoid tanimi
icin gerekli olan ikili kesit, dnkategori ve yar1 énkategori tanimlari verilmistir.
Bir grupoidin eglenik iglemi ile bir rakoid yapisi elde edildigi gosterilmistir.
Tkinci alt boliimde, ekli rakoid yapisit tanitilmistir. Uciincii alt boliimde ise
Lie rakoid yapisinin tanimi icin gerekli olan diferensiyellenebilir ikili kesit ve
diferensiyellenebilir énkategori tanimlar: verilmistir. Bir Lie grupoid ile bir Lie

rakoid arasindaki iligki incelenmigtir. Ekli Lie rakoid yapisi tanitilmigtir.

4.1 Rakoidler

Bu alt béliimde rakoid yapisi tamitilmistir. Ancak, éncesinde rakoidin ta-
nimi i¢in gerekli olan kiiciik 6nkategori ve yari-6nkategori tanimlar: verilmistir.

Rakoid yapisi tanitildiktan sonra grupoid ile olan iligkisi incelenmigtir.

Tanim 4.1.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann |, |2016) s,t : T = M, M de

bir grupoid olsun.
a) T'mn ikili kesiti asaquaki iki denk ifadeden biridir:

1) s : ¥ — Mwet: ¥ — M kaynak ve hedef dontigimleri birebir ve

orten olan bir ¥ C I altkimesidir.

2) s kaynak dénisimine sagdan ters olan ve too : M — M birebir

ve érten olan bir o : M — I' déndstimddir.
b) X ikili kesiti icin, ¥ sol islemi olan, T 'nin bire-bir ve drten dénisimi

62:1“ — T

v o= o((too) T (s(v) = Ex {7}
seklinde tanimlanar.
¢) Benzer sekilde sag donigimii:

7"2:1“ — T

v = qo(t(y) = {7} x 2
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olarak tamimlanar.
d) Eslenik islemi 6(m) = (o(t o o)~ (m))™! olacak sekilde
cs:I' = T
v o= o((too)  (s(1)y(t()) = Bx{v} 27
seklinde tanimlanar.

Tanim 4.1.2. (Laurent-Gengour and Wagemann |, |2016) (T, M) kiime ¢ifti,
soe = toe = idy olacak sekilde s,t : I' — M orten dontsumler: ve € :
M — T déndsimi ile bir kigik onkategoridir. Kusalik adina 1,, = €(m) olarak

alinacaktir. Bu (I'; M) kiime ¢ifti yari-dnkategori olarak da adlanduvriler.

Tanim 4.1.3. (Laurent-Gengour and Wagemann |, 2016) s,t : T' == M, M
tizerinde bir yari-onkategori olsun. I' nin ikili kesiti asaqidaki iki ifadeden birine

denktir:

1) s: X — M vet: ¥ — M kaynak ve hedef donigtimleri birebir ve érten

olan bir X C I' altkimesidir.

2) s kaynak donigimine sagdan ters olan ve too : M — M birebir ve orten

olan bir o : M — T doniistimiidiir.
Her m,n € M icin, I daki kaynagi m, hedefi n olan elemanlarin kiimesi

FEZB) olarak ifade edilir. Her X ikili kesiti i¢in, s : ¥ — [' nin sag tersine

karsilik gelen doniisiimii o ile gosterilir ve ¢ : M — M, M nin birebir ve orten

doniigiimii ¢ o o olarak ifade edilir.
Tanim 4.1.4. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, 2016 3 ikili kesiti ve > :
v E FE:B) — Fﬁ% icin,

> (X)) =Xy
wslemi ile s,t : I = M yari-onkategorisi
a) Her X ikili kesiti icin, ¥ > — : I' — T' bir birebir ve drten doniisimdir.
b) Her X, T ikili kesitleri ve v € T i¢in

X (Treqy) = ET)> (X>7)

kends tizerine dagilma ozelliging saglar.
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sartlarini saglworsa I' ya bir rakoid denir.

Onerme 4.1.1. (Laurent-Gengouzr and Wagemann |, |2016) Bir grupoidin her

Y,y ikili kesitlers i¢in tanimi
>y = ThykE !
eslenik islemiyle bir rakoid yapisidar.
Ispat. ¥ >~ = Sk {7} KX rakoid tanimanin saglandigi giosterilsin.
a) X > —: ' = T bire-bir ve drten oldugunu gostermek i¢in
i) >y =X v =7 = Y oldugu gisterilmelidir.

Sk {nIkE = Tk{pikS!
nt = {1}

ii) VY €T igin ¥ >~y =+ olacak sekilde Iy € T' oldugu gésterilmekte-
dir.
Sk {7}kE =9

Her iki tarafa sagdan ¥ ve soldan X1 uygulanirsa
ST kI h {7 E IR = Tk kD

I grupoid oldugu icin X" 19%X = e oldugu siylenebilir. Buradan da

{7} = T %%

v o= Xy
(X1 el) olur.
b) V3, T € Bis(T') vey € T igin
Yo (Toy)=E>T)> (E>7) 9)
kendi tizerine dagilma ézelliginin saglandige gosterilmektedir.

Y (T>q) = Sh(T>q)kX!
= Tk (Toh {7y kT )%™
— (ExT)b o (10)
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Diger taraftan bakilirsa
T > (E>7v)
= ECcT)*E>)*(E>T)"!
= (SATHE )RS h {1} A (SATRE )
= Sk THh{7} AT " hD!
= Sk Tk {7}k (ExYT)™
= (EkT)>vy (11)
(10) ve (11) gézéniine abmdiginda (9) esitligi saglanmaktadar.

Onerme 4.1.2. (Laurent-Gengouzr and Wagemann |, |2016) Bir grupoidin her

bir eslenik sinafy bir rakoiddir.

4.2 Ekh Rakoidler

Bu alt boliimde ekli raklardan rak olugturma mekanizmasinin genellesti-

rilmig hali olan ekli rakoid yapisi incelenmistir.

Teorem 4.2.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann |, 2016) s',t' : T = M bir
grupoid, s,t : X == M bir onkategori ve p : X — I dnkategorilerin bir morfizmi
olsun.

1) p déondigiimi X ve T'’nin kaynak ve hedef donigtimlerini birbirine baglar.

Yani, X’in ikili kesitinin p altindakt gorintist U nin ikili kesitidir.

p
X—7T

Idyy,
M———M
2) p donisimi e : M — X ve € : M — I donisimlerini birbirine baglar.

p
X—7T
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Her ¥ € Bis(I') ve her x € X i¢in Bis(I') ikili kesitler grubunun X tzerinde

p(Z-2) = Sokep(z) kD! (12)

seklinde bir etkisi olsun. Her m € M i¢in 1, = €' (m) olacak sekilde

p(T) 1., =1 T € Bis(X)

olur. O zaman,

To>x=pY) z

yonergest her x € X wve X’in her Y ikili kesiti icin X dzerinde bir noktasal

rakoid yapist tanvmlar.

ispat. Ik diyagram ele alindiginda

p: Bis(X) — Bis(I)

seklinde ikili kesit kiimeleri arasindaki dondsim indirgenir.

p(E-7) = Sokp(a)kE !

ekl rak olma dzelligi, s(g-x) = g(s(v)) ve t(g-x) = g(t(x)) oldugunu gésterir.

Burada g, g tkili kesiti ile iliskili bir diffeomorfizmdir.

Kendi iizerine dagilma ozelligi her X, T € Bis(X) ve z € X igin

ET)> (E>a)

saglanmaktadur.

p donustimi X in 6zdesligini I' 'nin

herx,y € X

1.>y
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ve

x> 1, =plx)-1, =1

olur.

4.3 Lie Rakoid Yapisi

Bu alt boliim de oncelikle Lie rakoid yapisinin tamiminda gerekli olan
diferensiyellenebilir 6nkategori ve diferensiyellenebilir ikili kesit kavramlarinin
tanimlari verilmigtir. Daha sonra, Lie rakoid yapisinin tanimi sunulmustur. Bir
Lie grupoid yapisindan bir Lie rakoid yapisina gecis incelenmigtir. Son olarak

Lie rakoid ile Lie algebroid arasindaki iligki sunulmustur.

Tanim 4.3.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann |, 2016 s,t : T = M drten
submersiyonlar ve soe = toe = idy olan € : M — T diferensiyellenebilir
dondigimi ile (T'; M) diferensiyellenebilir manifold ¢ifti diferensiyellenebilir bir

onkategoridir.

Tanim 4.3.2. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, |2016) s,t : T = M bir
diferensiyellenebilir dnkategori olsun. s’e sagdan ters dontsim o : M — T bir
diferensiyellenebilir donisim ve o birebir drten dontsumi bir diffeomorfizm

ise X C I, s, t: ' = M mn bir diferensiyellenebilir ikili kesitidir.

s ve t'nin kisitlamalar1 M iizerinde diffeomorfizm olan diferensiyellenebi-
lir ikili kesitler, I"nin altmanifoldlaridir.
s,t : ' = M’nin bir Lie grupoid oldugu 6zel durumda, yukaridaki tanimdan
diferensiyellenebilir ikili kesitler, kesinlikle bilinen Lie Grupoid teorisinden
diferensiyellenebilir ikili kesitlerdir.
Biitiin diferensiyellenebilir ikili kesitler kiimesi Bis(I') olarak tanimlansin.O
halde ¢ ya

g=too:m—t(c(m))
, M’nin diffeomorfizmine kargihik gelir.
Onerme 4.3.1. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, (2016) s,t : T = M, M

kompakt baz manifoldu ile bir diferensiyellenebilir onkategori olsun. O zaman

ikili kesitlerin kiimesi Bis(I'), C°°(M,T") 'nin bir altmanifoldudur.
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Tanim 4.3.3. (Laurent-Gengour and Wagemann |, 2016) s,t : I' = M
diferensiyellenebilir bir onkategori, her ¥ € Bis(I') ikili kesiti ve her v € T
¢
>:Bis(I)xI' — T
(X,7) = Zpoy

diferensiyellenebilir donisimi ile asagrdaki sartlary saghyorsa T ya bir Lie

rakoid denir.

1. Bis(I")ys Lie raki yapmays saglayan > : (3, T) — X > T diferensiyelle-

nebilir dénisimi
a) > —:I' = T, her ¥ € Bis(') i¢in diffeomorfizmdir.
b) Her 3,7 € Bis(I') ve v € T igin
Y (Tey) = ET)> (E>9)
kendi tizerine dagilma ozelligini saglar.

2. Her ¥ € Bis(I') ve her v € T i¢in

s(X>7) =a(s(y)), tE> ) = a(t())
dondistimleriyle vyumludur.

Bir birimli Lie rakoid ve her m € M igin 1y = e(M) ve X > 1, = Lo ile

1y >y = sartlar saglanar.

(Laurent-Gengoux and Wagemann | [2016)) Lie rakoidlerin bir morfizmi,
ikili kesitlerin Lie raklarinin bir diferensiyellenebilir morfizmini indirgeyen di-

ferensiyellenebilir 6nkategorilerin altindaki bir diferensiyellenebilir morfizmdir.

Bir Lie rakoid, Tam anlaminda bir rakoid degildir. Rak carpimi,
biitiin ikili kesitler kiimesi iizerinde degil sadece diferensiyellenebilir ikili

kesitler iizerinde tanimlanmigtir.

Onerme 4.3.2. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, |2016) Bir Lie grupoid
eslenik islemiyle bir Lie rakoid yapisidar.
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ispat. s,t + I' = M bir Lie grupoidi olsun.O zaman bir s,t : I' =
M diferensiyellenebilir onkategorisi vardwr. Lie rakoidin ikili kesitleri Lie
grupoidin ikili kesitleridir. Buradan her bir ¥ € Bis(I') ikili kesiti i¢in bir
Y7t € Bis(T) ters ikili kesiti vardar.

Her ¥ € Bis(I') ve her v € T i¢in

> (Z,9) = >y i=Sy8!
Y >y el olacak sekilde tanimlanar.
YX>(Teoy)=CcT)> (Z>9)
oldugu gosterilmelidir.

> (T>q) = I (To{ytkT )
= Sk (Th{7}1 kT RZ!

Lie grupoidin ikili kesitleri oldugundan
= ShTHh {7} AT "hD!
T2 = (X% T) ! uygulamirsa
= E>T)>y (13)
olur. Diger taraftan

T > (X>7)

= (SATHE ) k(A {7} hE )k (SATAE )™
Y Lie grupoid ikili kesiti oldugundan S9eX~1 birimi verir.
= ShTHh {7} AT AL’

T2 = (SkYT)"! uygulanirsa

ST {1 (S Y)
= E>T)>y (14)

(18) ve (14) birbirlerine esit oldugundan kendi tuzerine dagilma ézelligi sagla-
mir. Her m € M igin X 0> 1, = Logn) ve 1y = €(M) ile 1y > v = v saglanar.

> islemi Bis(I) dzerindeki C™ yapisina gore agikea diferensiyellenebilir olur.
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Teorem 4.3.1. (Laurent-Gengour and Wagemann | |2016) Bir kompakt

manifold tizerindeki bir Lie rakoid, bir tanjant Lie algebroid meydana getirir.

(Laurent-Gengoux and Wagemann |, 2016) s,¢ : I' = M bir noktasal Lie
rakoid olsun.

eTl' : TI' — TT ,e : M — T boyunca geri ¢agirma oldugu diigiiniilsiin.
Buradan, ¢*TT min m € M deki lifi

T, Ty : €TT — TM

diferensiyellenebilir kaynak ve hedef doniisiimlerinden

TlMt 5 Ter — TmM ve TlMS ¥ TlMF — TmM

elde edilir.
Ts . €TT" — TM nin gekirdegini dikkate alarak sonsuz kiiciik Lie algebroid

denilen bir A vektor demeti tamimlanir.

A= Cek(T,) = [] Cek(Ty,s) ¢ [] T, = € TT.

meM meM

Vektor demeti submersiyon T} : €TT — TM yi A C €*TT ile kisitlayarak bir

p: A — TM anchor doniistimii tanimlanir.

Yukaridaki yapi, bir Lie grupoid ile iligkilendirilen Lie algebroid yapisidir.

Lemma 4.3.1. (Laurent-Gengouz and Wagemann |,|2016) A ve M iki manifold
olsun. b : M — TT',m — b,, € A,,, C 11, M bir donisim olarak gérilen A
mn her kesiti i¢in, So = (M) ve Z|u—o ou(m) C T, T olacak ve T' man her
m € M ig¢in by, ile ortisecegi sekilde I' mun ikili kesitlerinden olusan (3,)uer
diferensiyellenebilir ailesi vardir. Diger taraftan, Bis(T') daki her bir (X, )uer
ailesi igin, Yo = €(M) olacak sekilde, m 8%|u:0 ou(m) atamast A mn
diferensiyellenebilir bir kesitidir.

Burada, I =| — 1, +1[ olarak diginilmektedir.

Onerme 4.3.3. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, 2016) Bis(T') nan e(M)

ikili kesitindeki tanjant uzayr T Bis(T'), I'(A) ya izomorfiktir.
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Simdi A iizerinde bir ¥ € Bis(I) ikili kesitinin adjoint etkisi tanimlana-
bilir.
(Laurent-Gengoux and Wagemann |, [2016) o, > ya baghh M nin diffeomorfizmi

ve

>»:r - T
Yy = XDy

olsun.

Bir Lie rakoidin tanimdan, agagidaki diyagramlar degisimlidir:

M r
{ Js
r M

v = 1,, noktasinda diferensiyellenebilen (bundan sonra e(M), m olarak

o s>
—M [ ————
{6 SJ
———T M———
x> o

ve

gosterilecek.) diyagramlarin ilki,
TwS" = T M — Ty M

verir. Yukaridaki diyagramlarin ikincisinin m € M noktasindaki diferensiyeli

agagidaki degisimli diyagramdar:

T.,%"
T, —— Tg(m)l“

Tns TQ(m) s

TnM ——— Tom)M
Tno
Yani,

TnX > —: Cek(T,s) = Cek(Tyim)s)

Ady, kisitlanmis vektor demetlerinin morfizmi olarak ifade edilir ve adjoint

doniigiim denir.

Adz = Tm2‘> |A .
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¥* nin tersi (X*)~! vardir ve e(M) de diferensiyeli Ads, nin tersidir. Ozellikle,
Ady,, A nin kesitlerinin uzay1 I'(A) iizerinde bir lineer operator olarak goriiliir.
Her a € T'(A) kesiti icin, Ady, m € M deki degeri Adsay,-1(,) olan A nin bir

kesiti olarak tanimlansin. Her m € M icin
Adsa = Adsagz—1(m). (16)
Burada Adsa ya M iizerinde diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu uygulanirsa
Adsfa = (o ') f(Adsa) (17)
olur.

Lemma 4.3.2. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, |2016) Bis(I') x I'(A) —
I'(A) adjoint etkisi, C> diferensiyellenebilir yapisy olan Bis(I') ve ['(A) ile

diferensiyellenebilir olur.
Ayrica, her 3, T ikili kesiti icin
Y (Toy)=CET)> (2>7)
bagintisi
YPoT? =(Xp>T)"oX"

seklinde tamimlanabilir. Buradan, a € A,, C 7Ti, I yoniinde bir m € M

noktasindaki diferensiyeli alindiginda
Adz @) AdT(l = AdZDT @) Adza (18)

olur.

Lemma [4.3.2] Bis(T') x T'(A) — ['(A), (X,a) — Adsa atamasiim ¥ = (M)
deki diferensiyelini almaya izin verir. Onerme de soylendigi gibi Bis(I")
nin €(M) deki tanjant uzayr tam olarak I'(A) dir. Bu diferensiyel, her iki
degisken de C'™ yapisi tagidigindan dolayi lineer olan siirekli bir I'(A) xT'(A) —
['(A) atamasidir. Buna, Lie algebroid braket denir ve a,b € T'(A) ve Lemma
de oldugu gibi Y ikili kesitlerin keyfi bir diferensiyellenebilir ailesi ile

9,
[b,a] = %|u:0 Adsa (19)

olarak tanimlanir.
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Teorem 4.3.2. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, |2016) Her I Lie rakoidi
1¢in,
p=-—Tt|a
ile tanimlanmas anchor déntisimi ve
0

b,al = —|u=0 Ad

[b, a] 8u| 0 Adxa
ile tanwmly braket ile birlikte

A= Cek(T,) = [ Cek(T,s) c [] T1,.I' = €TIT
meM meM

olarak tanwmly vektér demeti bir Lie algebroiddir. Buna T Lie rakoidinin,

tanjant Lie algebroidi denir.

Ispat. 1k olarak, braketin f € C®(M) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ile
olan uyumu gdosterilecektir. Bunun icin (19) bagintisinda (X,,)uer diferensiyel-
lenebilir ikili kesitler ailesine karsilik gelen keyfi bir b € T'(A) ye f fonksiyonu

uygulanirsa,

0

[b, fa] = % |u:0 Adz(fa,)

burada (17) bagintise uygulanirsa

0

= D (e Ad()
0 d Clye
= f% lu=0 Adx;(a) + 9u lu=o ((ou )" f)a

= lhal+ o Lo (0 P

olur. Tek parametreli o, := to o, diffeomorfizmler ailesinin u = 0 daki tanjant
vzaymin m € M de bir degert vardir. Burada o, her u € I i¢cin ¥, ya

karsiik gelen s in kesitidir ve Lemma da (15) esitligindeki anchor tanyma

kullanilirsa
0
Tt(5, lu=o (ou(m))) = Tt(bm) = —p(bm)
u
olur. Buradan, tek parametreli @_1 diffeomorfizmler ailesinin v = 0 dak:

diferensiyellenmesi ile elde edilen vektor alani, p(b) olur. Yani,

0

el (0, D) = p(0)f

olur. Bu durumda, Lie algebroid tamimandaki esitligin saglandigr gorilir.
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Asgagida, ikili kesitlerin 1-form karakterizasyonu incelenmektedir. (Laurent-
Gengoux and Wagemann |, 2016)M keyfi bir manifold olsun. M baz manifoldu
ve I': T*M x M ile kaynak ve hedef doniisiimleri, her m,n € M ve a € T\ M

icin sirasiyla s,t : ' — M,
t(a,n) =n ve s(a,n) =m

olan bir diferensiyellenebilir 6nkategori tamimlansin. 0,, € T M ile birim

eleman 1,, = (0,,, m) dir.

Lemma 4.3.3. (Laurent-Gengouzr and Wagemann |, 2016) s,t : I' = M
nin Bis(T') daki bir ikili kesiti, w € QY (M) bir 1-form ve ¢ : M — M bir

diffeomorfizmi ile (m — (Wi, @(m))) formundadar.

Yukaridaki lemma, Bis(I') nin elemanlarinmm ¢ € Dif f(M) ve w €
Q(M) olarak alimmasima izin vermektedir.
s,t : ' == M onkategori olmak iizere a € T' (M), n € M ile bir keyfi (a,n) € T

ve bir keyfi (w, @) € Bis(M) igin, ¢* = (le_l(m)w> anlayisi ile

(w,0) > (a,n) = ((¢71)a, ¢(n)) (20)

seklinde tanimlanan > ¢arpimi ile bir rakoid yapisi tanimlansin. Bu yap1 bir

Lie rakoid yapis1 tagir.

Onerme 4.3.4. (Laurent-Gengouz and Wagemann |, |2016) M, bir manifold
olsun. o« € T} (M),n € M ile (a,n) € T ve (w,p) € Bis(M) i¢in

(w, ) & (a,n) = ((¢71) e, o(n)) (21)
olarak tamwmly > islems s,t : I' = M dizerinde bir Lie rakoid yapisidur.
Ispat. Her (w, ©), (n,v) € Bis(I') ikili kesitleri i¢in
(1,0) B (,¢) = () w, ooy (22)

oldugu biliniyor.

Her (w, ), (n,v) € Bis(I') ¢ifti ve her (a,n) € I i¢in

() > (W, o) > () = ((n,9) > (w,9)) > ((0,9) > (a,n))  (23)
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W) w ooy ) (V1) a,d(n)

(oo ™))" (¥ ) e, (Yopory™)od(n))

(Woy o) (™) e, (Y o p)(n))

YT o () o () a

(@) o (™) )a, (Yo p)(n))

(e~ ot ), (Yo p)(n)) (24)
(

(
(¢ o) a0 p(n)) (25)

(24) ve (25) den (23) sartinin saglandigy gorilir.
4.3.1 EKkli Lie Rakoid

Bu alt boliimde Teorem de sunulan ekli rakoid yapisinin, diferensi-

yellenebilir genellegtirilmesi olan ekli Lie rakoid yapisi sunulmugtur.

Teorem 4.3.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann |, |2016) st : T = M
bir Lie grupoid ve s,t : X == M diferensiyellenebilir bir onkategori olsun.
Asagidaki degisimli diyagram olacak sekilde diferensiyellenebilir p : X — T

donustimi vardar.

Id

Ozdeslik doniisimleri e - M — X ve € : M — T icin asagidaki degisimli

diyagram vardar.
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X—7T

o Tdy

Kabul edelim ki ikili kesitlerin Lie grubu Bis(T') nin X tzerine diferensiyelle-

nebilir etkisi olsun. Her g € Bis(I') ve her x € X ig¢in

plg-z) = gp(r)g

olarak tanymlansin. Burada, her x € X ve her m € M i¢in p(z) - 1, = 1,

olur. O zaman y € X ve bir ikili kesit x i¢in

carpme X tzerinde bir Lie rakoiddir.
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