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ÖZET

Lie Rakoidler Üzerine

I�IK, Zeynep Nur

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Tez Dan�³man�: Doç. Dr. Fulya �ahin

Mart 2021, 42 sayfa

Bu tez dört bölümden olu³mu³tur. Birinci bölümde, tezde çal�³�lan

konular sunulmu³ ve daha önce yap�lan çal�³malara de§inilerek literatür

taramas� yap�lm�³t�r.

�kinci bölümde, tezin di§er bölümlerinde kullan�lan baz� cebirsel, topolo-

jik ve diferensiyellenebilir yap�lar ile ilgili temel tan�mlar ve örnekler verilmi³tir.

Üçüncü bölümde, rak yap�s� üzerinde çal�³�lm�³t�r. Ekli rak, noktasal rak

ve Lie rak yap�lar� ile digrubun rak yap�s� ve lineer Lie digrubun Lie rak yap�s�

incelenmi³tir.

Dördüncü bölümde ise Lie rakoid yap�lar� incelenmi³tir. Rakoid, ekli

rakoid ve Lie rakoidler üzerinde çal�³�lm�³t�r. Lie grupoid ile birle³en Lie rakoid

yap�s� incelenmi³tir.

Anahtar sözcükler: Grupoid, Lie grupoid, rak, ekli rak, noktasal rak,

Lie rak, rakoid, noktasal rakoid, ekli rakoid, Lie rakoid, Lie cebiri, Lie algebroid
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ABSTRACT

On Lie Rackoids

I�IK, Zeynep Nur

MSc. in Mathematics Department

Supervisor: Doç. Dr. Fulya �ahin

March 2021, 42 pages

This thesis consists of four chapters. The �rst chapter consists of the

introductory part of the thesis. The topics studied in the thesis are presented

and a literature review has been made by referring to the previous studies.

In the second chapter, basic de�nitions and examples related to some

algebraic, topological and di�erentiable structures used in the other parts of

the thesis are given.

In the third chapter, on the rack structure was studied. Augmented rack,

pointed rack and Lie rack structures are examined. The rack structure of

digroup and Lie rack structure of linear Lie digroup are examined.

In the fourth chapter, Lie rackoid structures are studied. Rackoid,

augmented rackoid and Lie rackoids are worked on. The construction of the

Lie rackoid associated to a Lie groupoid is examined.

Key Words:Groupoid, Lie groupoid, rack, augmented rack, pointed

rack, Lie rack, rackoid, pointed rackoid, augmented rackoid, Lie rackoid, Lie

algebra, Lie algebroid
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1 G�R��

Rak kavram� ilk olarak 1959 y�l�nda Conway ve Wraith (Conway and

Wraith , 1959) taraf�ndan 'wrack' ad� ile ortaya ç�kar�lm�³t�r. Conway ve

Wraith, çal�³malar�nda bir gruptaki e³lenik i³lemleri üzerinde durmu³lard�r.

Bir rak�n, bir grubun e³lenik i³lemi ile elde edildi§ini görmü³lerdir. Raklar�n,

genel durumlar� ve esas topolojik uygulamalar�ndan ziyade özel durumlarda

basit cebiri üzerinde çal�³m�³lard�r.

Topolojik anlamda kapsaml� çal�³ma 'quandle' ad� ile Joyce (Joyce , 1982)

taraf�ndan yap�lm�³t�r. Joyce, basit cebirsel yap�lar� ve çe³itli örneklerinin yan�

s�ra augmented quandle (ekli rak) kavram�n� tan�mlam�³t�r.

Kau�man (Kau�man , 1991), raklar� 'kristal' olarak adland�rm�³t�r.

Brieskorn (Brieskorn , 1988) ise 'otomor�k küme' olarak ifade etmi³tir. Son

olarak Fenn ve Rourke (Fenn and Rourke , 1991) çal�³malar�nda 'rack' olarak

adland�rm�³lard�r. Raklar ile ilgili detayl� bilgi bu (Fenn and Rourke , 1991)

çal�³mada mevcuttur. Bu ³ekilde farkl� isimlendirmeler ile çal�³�lan bu kavram,

tezde rak olarak ifade edilerek incelenmi³tir.

Raklar üzerinde farkl� çal�³malar yap�lm�³t�r. Bu tez, Laurent-Gengoux

ve Wagemann (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016), Kinyon (Kinyon ,

2007) ve Covez (Covez , 2010) in yapm�³ oldu§u çal�³malar�n derlemesi olarak

haz�rlanm�³t�r.

Bir X rak�, özel sabit bir nokta ile 1Bx = x ve xB1 = 1 ³art�n� sa§l�yorsa

noktasal rak olarak ifade edilmi³tir. (Kinyon , 2007) X noktasal rak�, rak yap�

dönü³ümleri diferensiyellenebilir ise Lie rak olarak adland�r�lm�³t�r.

(Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M önkategorisi ile

bütün ikili kesitler için ΣB− : Γ→ Γ bire-bir ve örten bir dönü³üm ve

ΣB (T B γ) = (ΣB T )B (ΣB γ)

kendi üzerine da§�lma özelli§ini sa§l�yorsa rakoid yap�s� olu³turur. Buradan
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yola ç�karak bir rakoidin rak yap�s� da ta³�d�§� görülmü³tür.

Bir rakoidin diferensiyellenebilir versiyonu olan bir Lie rakoid, (Laurent-

Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M önkategorisi ile diferensiyel-

lenebilir ikili kesitleri için Σ B − : Γ → Γ di�eomor�zmi ve B ile i³lemi

kendi üzerine da§�lma özelli§ini sa§lamal�d�r. Lie rakoidin rak çarp�m�, bütün

ikili kesitlerin kümesi üzerinde de§il, sadece diferensiyellenebilir ikili kesitlerin

üzerinde tan�mland�§�ndan dolay� rakoidin verilen tan�m� gözönüne al�nd�§�nda

bir Lie rakoid, bir rakoid de§ildir.

Bu tez dört bölümden olu³mu³tur. Birinci bölümde, tezde çal�³�lan

konular sunulmu³ ve daha önce yap�lan çal�³malara de§inilerek literatür

taramas� yap�lm�³t�r. �kinci bölümde, tezin di§er bölümlerinde kullan�lan baz�

cebirsel, topolojik ve diferensiyellenebilir yap�lar ile ilgili temel tan�mlar ve

örnekler verilmi³tir. Üçüncü bölümde, rak yap�s� üzerinde çal�³�lm�³t�r. Ekli

rak, noktasal rak ve Lie rak yap�lar� ile digrubun rak yap�s� ve lineer Lie

digrubun Lie rak yap�s� incelenmi³tir. Dördüncü bölümde ise Lie rakoid yap�lar�

incelenmi³tir. Rakoid, ekli rakoid ve Lie rakoidler üzerinde çal�³�lm�³t�r. Lie

grupoid ile birle³en Lie rakoid yap�s� incelenmi³tir.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm, üç alt bölümden olu³mu³tur. Birinci alt bölümde, di§er

bölümlerde kullan�lan grup ile etki kavramlar�n�n özellikleri verilmi³tir. �kinci

alt bölümde, topolojik uzay tan�m� verilmi³tir. Topolojik grup ile grupoid

kavramlar� örnekler ile sunulmu³tur. Üçüncü alt bölümde, Lie cebiri, Lie

algebroid ile Lie grupoid ve bu kavramlar�n anla³�lmas� için gerekli olan baz�

kavramlar sunulmu³tur.

2.1 Cebirsel Kavramlar

Tan�m 2.1.1. (Mucuk , 2010) G, bo³tan farkl� bir küme olmak üzere G

üzerinde bir m : G×G→ G, (g, h) 7→ gh i³lemi verilsin. E§er m i³lemi,

1) Her g, h, k ∈ G için g(hk) = (gh)k

2) Her g ∈ G için ge = eg = g olacak ³ekilde bir tek e ∈ G vard�r. Bu

elemana birim eleman denir.

3) Her g ∈ G için gg−1 = g−1g = e olacak ³ekilde bir tek g−1 ∈ G vard�r.

Bu elemana ters eleman denir.

³artlar�n� sa§l�yorsa G ye bir grup denir.

Örnek 2.1.1. (Mucuk , 2010) Q rasyonel say�lar kümesi toplama i³lemine

göre bir gruptur.

Örnek 2.1.2. (Mucuk , 2010) R reel say�lar kümesi toplama i³lemine göre

gruptur. Ayr�ca s�f�rdan farkl� reel say�lar�n kümesi R∗ = R − {0} çarpma

i³lemine göre gruptur.

Tan�m 2.1.2. (Jacobson , 1985) X herhangi bir küme ve G bir grup olsun.

E§er,

% : G×X → X

(g, x) 7→ %(g, x) = g · x

dönü³ümü
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i) Her x ∈ X ve g, h ∈ G için

g · (h · x) = (gh) · x

ii) Her x ∈ X ve e ∈ G birim eleman için

e · x = x

³artlar�n� sa§l�yorsa G grubu X kümesi üzerine soldan etki eder denir. Bu etki

ile birlikte X bir G-küme ad�n� al�r.

Örnek 2.1.3. (Jacobson , 1985) Bir G grubunun bir X kümesi üzerine etkisi

g · x = x a³ikar etki denir. g, g1 ∈ G için

i) g · (g1 · x) = g · x = x

(gg1) · x = x

buradan g · (g1 · x) = (gg1) · x olur.

ii) e · x = x tan�mdan gelir.

Tan�m 2.1.3. (Smith , 2016) R, birimli bir halka ve K da de§i³meli grup olsun.

Bir R×K → K, (a, x) 7→ ax i³lemi tan�mlans�n. E§er

i) ∀x, y ∈ K ve a ∈ R için a(x+ y) = ax+ ay,

ii) ∀x ∈ K ve a, b ∈ R için (a+ b)x = ax+ bx,

iii) ∀x ∈ K ve a, b ∈ R için (ab)x = a(bx),

iv) ∀x ∈ K için 1x = x

³artlar� sa§lan�yor ise K, bir R-modüldür denir.

2.2 Topolojik Kavramlar

Tan�m 2.2.1. (Janich , 1984) X bo³tan farkl� bir küme ve τ , X in herhangi

alt kümelerinin bir ailesi olsun.

A1) τ nun elemanlar�n�n key� birle³imi τ ya aittir.

A2) τ nun elemanlar�n�n sonlu kesi³imi τ ya aittir.

A3) X ve ∅ τ ya aittir.
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Yukar�daki ³artlar sa§lan�yorsa, τ ya topoloji denir. (X, τ) ikilisine de bir

topolojik uzay denir.

Örnek 2.2.1. (Mucuk , 2010) X bo³tan farkl� bir küme olsun. τ = P (X) kuvvet

kümesi X üzerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X üzerindeki ayr�k topoloji

denir.

Tan�m 2.2.2. (Janich , 1984) X ve Y topolojik uzay ve f : X → Y bir

dönü³üm olsun. E§er, Y'nin her aç�§�n�n f alt�nda ters görüntüsü X'de aç�k

ise f süreklidir denir.

Örnek 2.2.2. (Mucuk , 2010) (X, τ1) ve (Y, τ2) topolojik uzaylar olmak üzere

sabit olan bir f : (X, τ1)→ (Y, τ2) fonksiyonu süreklidir. f fonksiyonu sabit ise

her x ∈ X için f(x) = c olacak ³ekilde bir c ∈ Y vard�r. E§er B kümesi Y de

aç�k bir küme ise

f−1(B) =

X, c ∈ B

∅, c /∈ B

ters görüntüsü de X de aç�kt�r.

Tan�m 2.2.3. (Janich , 1984) X ve Y topolojik uzay olsun. f : X → Y

dönü³ümü verilsin. E§er, f dönü³ümü birebir ve örten, f, f−1 sürekli ise f e

homeomor�zm denir. X ve Y topolojik uzaylar�na da homeomorf uzaylar denir.

Tan�m 2.2.4. (Janich , 1984) Bir topolojik uzay�n her aç�k örtüsünün sonlu

bir alt örtüsü varsa bu topolojik uzaya kompakt denir.

Örnek 2.2.3. (Janich , 1984) X bir kompakt topolojik uzay ve A ⊂ X yerel

sonlu bir altküme olsun. Buradan, A sonludur. Di§er taraftan, e§er A ⊂ X

sonsuz ise A n�n sonsuz çokluktaki kom³uluklar�n� içeren x ∈ X vard�r.

Tan�m 2.2.5. (Bourbaki , 1966) (G, ·) bir grup ve G üzerinde topoloji

tan�mlans�n. E§er, a³a§�daki özellikler sa§lan�r ise G ye topolojik grup denir.

TG1) G×G→ G, (x, y)→ xy dönü³ümü süreklidir.

TG2) G→ G, x→ x−1 dönü³ümü süreklidir.

Örnek 2.2.4. (Bourbaki , 1966) Her G grubu ayr�k topoloji ile bir topolojik

gruptur. Bu topolojik gruba a³ikar topolojik grup denir.
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Tan�m 2.2.6. (Higgins , 1971) Bir Γ kategorisi; nesnelerin kümesi Γ0 ve

mor�zmlerin kümesi Γ ile birlikte a³a§�daki yap� dönü³ümlerinden meydana

gelir. Bu yap� dönü³ümleri; s�ras�yla kaynak ve hedef dönü³ümü

s, t : Γ→ Γ0, x ∈ Γ0 olmak üzere nesne dönü³ümü e : Γ0 → Γ, x 7→ 1x ve

Γ2 = {(b, a) ∈ Γ× Γ : s(b) = t(a)}

üzerinde tan�ml� m : Γ2 → Γ, (b, a) 7→ ba k�smi çarp�m�d�r. Bu dönü³ümler

a³a§�daki ³artlar� sa§lamal�d�r:

i) Her (b, a) ∈ Γ2 için s(ba) = s(a) ve t(ba) = t(b),

ii) Her a, b, c ∈ Γ için s(b) = t(a) ve s(c) = t(b) olmak üzere c(ba) = (cb)a,

iii) Her x ∈ Γ0 için s(1x) = t(1x) = x,

iv) Her a ∈ Γ için a1s(a) = a 1t(a)a = a.

Örnek 2.2.5. (Bourbaki , 1966) Nesnelerin kümesi diferensiyellenebilir ma-

nifoldlar, mor�zmlerin kümesi bu manifoldlar aras�ndaki diferensiyellenebilir

dönü³ümler ve k�smi çarp�m da diferensiyellenebilir dönü³ümlerin bile³kesi

al�n�rsa diferensiyellenebilir manifoldlar ve diferensiyellenebilir dönü³ümlerin

diferensiyel topolojik kategorisi elde edilir.

Tan�m 2.2.7. (Higgins , 1971) Bir Γ kategorisinde her bir d ∈ Γ mor�zmi

için

* s(d) = t(d−1)

* t(d) = s(d−1)

* dd−1 = 1s(d)

* dd−1 = 1t(d)

³artlar�n� sa§layan d−1 ∈ Γ tersi varsa Γ'ye bir grupoid denir. Bir Γ

grupoidinde x, y ∈ Γ0 için x'den y'ye giden mor�zmlerin kümesi Γ(x, y) ile

gösterilir.
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Örnek 2.2.6. (Mucuk , 2010) X bir küme, G bir grup olmak üzere X×G×X

a³a§�daki i³leme göre X üzerinde bir grupoid olu³turur. x, y ∈ X için (y, g, x) ∈

X ×G×X üçlüsü x den y ye mor�zm olarak al�n�r ve k�smi i³lemi

(z, h, y) ◦ (y, g, x) = (z, hg, x)

olarak tan�mlan�r. Buna göre x ∈ X noktas�ndaki birim mor�zm e ∈ G birim

eleman olmak üzere (x, e, x) ve (y, g, x) nin tersi (x, g−1, y) dir.

2.3 Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tan�m 2.3.1. (Yano ve Kon , 1984) M bir Hausdor� uzay ve Uα kümeleri

Rnnin aç�k alt kümeleri olmak üzere xα : Uα ⊂ Rn → M birebir dönü³ümleri

verilsin. E§er a³a§�daki ³artlar sa§lan�rsa M topolojik uzay�na n-boyutlu

diferensiyellenebilir manifold denir:

i)
⋃
α xα(Uα) = M ,

ii) Her α, β için xα(Uα)∩xβ(Uβ) = W 6= ∅ olmak üzere x−1
α (W ) ve x−1

β (W ),

Rnde aç�k kümeler ve x−1
β ◦ xα dönü³ümleri diferensiyellenebilirdir,

iii) (Uα, xα) ailesi, (i) ve (ii) ³artlar�n� sa§layan maksimal ailedir.

Tan�m 2.3.2. (�ahin , 2012) Diferensiyellenebilir manifoldlar aras�ndaki her

diferensiyellenebilir f : M → N dönü³ümü, bu manifoldlara kar³�l�k gelen

tanjant uzaylar� aras�nda bir df = f∗ : TpM → Tf(p)N lineer dönü³ümü

indirger. Bu dönü³üme diferensiyel (türev) dönü³ümü denir.

Tan�m 2.3.3. (Brickell and Clark , 1970) M ve N diferensiyellenebilir

manifoldlar, F : M → N bir diferensiyellenebilir dönü³üm ve p ∈ M olsun.

E§er F∗ : TpM → TF (p)N birebir ise F ye p ∈M de bir immersiyondur denir.

Tan�m 2.3.4. (Brickell and Clark , 1970) M ′ ve M iki manifold olsun. E§er

M ′, M nin bir alt kümesi ve j : M ′ → M do§al dahil etme dönü³ümü bir

immersiyon ise M ′ manifolduna, M manifoldunun altmanifoldu denir.

Tan�m 2.3.5. (Brickell and Clark , 1970) M ve N diferensiyellenebilir

manifoldlar, F : M → N bir diferensiyellenebilir dönü³üm ve p ∈ M olsun.

E§er F∗ : TpM → TF (p)N örten ise F ye p ∈ M noktas�ndaki submersiyondur

denir.
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Tan�m 2.3.6. (�ahin , 2012) M bir manifold olsun. p ∈M olmak üzere TpM

vektör uzay� olsun.

X : M →
⋃
p∈M

TpM, p 7→ Xp

ile tan�ml� X dönü³ümüne bir vektör alan� denir. Vektör alanlar�n�n uzay�

χ(M) ile gösterilir.

TpM tanjant uzay�n�n duali olan

T ∗pM = {η : TpM → R}

ile tan�mlanan η lineer fonksiyonellerinin vektör uzay�d�r. χ(M) vektör alan-

lar�n�n uzay�n�n duali

χ(M)∗ = {η : χ(M)
lineer−−−→ C∞(M,R)}

³eklindedir. χ(M)∗ �n elemanlar�na dual vektör alan� veya 1-form denir.

Tan�m 2.3.7. (Lee , 2002) A ve M diferensiyellenebilir manifoldlar ve π : A→

M diferensiyellenebilir örten submersiyon olsun. A³a§�daki ³artlar sa§lan�yor

ise (A, π,M,Rn) dörtlüsüne vektör demeti denir.

1) Her n ∈M için π−1(n) = An n-boyutlu vektör uzay� yap�s� olmal�d�r.

2) Her n ∈ M noktas� için bir U kom³ulu§u ve bir Φ : π−1(U) → U × Rn

di�eomor�zmi olmal�d�r öyle ki her n ∈M için π1 : U ×Rn → U birinci

izdü³üm π1(Φ(π−1(n))) = n, Φ : π−1(n)→ {n}×Rn lineer dönü³ümdür.

Burada An vektör uzay�na vektör demetinin li� denir.

Örnek 2.3.1. (Kobayashi and Nomizu , 1963) M bir manifold olsun. M nin

tüm p noktalar�ndaki TpM tanjant uzaylar�n�n birle³imi TM =
⋃
p∈M TpM

dir. Bu ³ekilde tan�ml� TM bir vektör demetidir. Bu vektör demetine tanjant

demeti denir.

Tan�m 2.3.8. (Kobayashi and Nomizu , 1963) M bir manifold ve R de M

üzerinde herhangi bir tensör alan� olsun. χ(M) vektör alanlar�n�n uzay� ve φt

1-parametreli dönü³ümlerin grubu olsun. Bu durumda x ∈ M, t ∈ I ⊂ R ve

X ∈ χ(M) olmak üzere

(LXR)(x) = lim
t→0

1

t
(R(x)− (φtR)(x))

ile tan�mlanan LX operatörüne X vektör alan�n�na göre Lie türev denir.
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Tan�m 2.3.9. (�ahin , 2012) M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve f :

M → N diferensiyellenebilir dönü³üm olsun. Burada f∗m : TmM → Tf(m)N ,

türev dönü³ümü olmak üzere f ∗ : Tf(m)N
∗ → TmM

∗, f∗ dönü³ümü

f ∗(αf(m))(Xm) = αf(m)(f∗(Xm))

³eklinde tan�mlan�r. Bu f ∗ dönü³üme geri ça§�rma dönü³ümü denir.

Tan�m 2.3.10. (Varadarajan , 2004) K bir cisim ve V bu cisim üzerinde bir

vektör uzay� olsun. Ayr�ca V üzerine [x, y] ve kö³eli parantez i³lemi denilecek

bir ikili i³lem olsun. E§er ikili i³lemi

L1) Her x, y, z ∈ V ve her a, b ∈ K için [ax+ by, z] = a[x, z] + b[y, z].

L2) Her x ∈ V için [x, x] = 0.

L3) Her x, y, z ∈ V için [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

özelliklerini sa§l�yor ise o zaman, V vektör uzay� bu ikili i³lem ile bir Lie cebiri

ad�n� al�r.

Tan�m 2.3.11. (Mackenzie , 2005) M bir diferensiyellenebilir manifold ve A,

M manifoldu üzerinde bir vektör demeti olsun. A demetinin kesitlerinin uzay�

Γ(A) ve üzerinde tan�ml� braket [, ] olmak üzere e§er Γ(A) bu brakete göre Lie

cebir yap�s�na sahip ise her α, β ∈ Γ(A), f ∈ C∞(M) için ρ : A → TM

dönü³ümü

[α, fβ] = f [α, β] + (Lρ(α)f)β

³art�n� sa§l�yorsa A vektör demetine Lie algebroid denir, burada ρ dönü³ümüne

Lie algebroidin anchor dönü³ümü denir.

Örnek 2.3.2. (Mackenzie , 2005) M bir manifold olsun. A = TM al�n�rsa

Γ(TM)'nin elemanlar� yani kesitleri vektör alanlar� olur. Γ(TM) üzerinde

tan�mlanan braket bilinen vektör alanlar�n�n braketidir. Anchor dönü³ümü ise

Id : TM → TM birim dönü³ümüdür. Sonuç olarak (TM, Id, [, ]) çift (pair)

algebroid olarak adland�r�l�r.

Örnek 2.3.3. (Mackenzie , 2005) Her Lie cebiri bir tek nokta kümesi üzerinde

Lie algebroiddir.
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Önerme 2.3.1. (Kosmann-Schwarzbach ve Magri , 1990) (A, ρ,M) bir Lie

algebroid olsun. Bu durumda ρ : (Γ(A), [, ]A)→ (Γ(TM), [, ]) anchor dönü³ümü

bir Lie algebroid homomor�zmas�d�r.

�spat. f ∈ C∞(M,R) ve X, Y ∈ Γ(A) için

[X, fY ]A = f [X, Y ]A + (ρ(X)(f)Y )

ifadesi kullan�l�rsa

[X, [Y, fZ]A]A = [X, f [Y, Z]A]A + [X, ρ(Y )(f)Z]A

= f [X, [Y, Z]A]A + ρ(X)(f)[Y, Z]A

+ ρ(Y )(f)[X,Z]A + ρ(X)(ρ(Y )(f))Z

bulunur. Benzer olarak

[Y, [fZ,X]A]A = − [Y, [X, fZ]A]A

= − f [Y, [X,Z]A]A − ρ(Y )(f)[X,Z]A

− ρ(X)(f)[Y, Z]A − ρ(Y )(ρ(X)(f))Z

ve

[fZ, [X, Y ]A]A = −[[X, Y ]A, fZ]A

= −f [[X, Y ]A, Z]A − ρ([X, Y ]A)(f)Z

elde edilir. Böylece Γ(A) uzay� Lie cebir oldu§undan

0 = [X, [Y, fZ]A]A + [Y, [fZ,X]A]A + [fZ, [X, Y ]A]A

= f([X, [Y, Z]A]A + [Y, [Z,X]A]A + [Z, [X, Y ]A]A)

+ ([ρ(X), ρ(Y )](f))Z − ρ([X, Y ]A)(f)Z

d�r. Tekrar Γ(A) uzay�n�n Lie cebir olma özelli§i kullan�l�rsa

ρ([X, Y ]A)(f)Z = ([ρ(X), ρ(Y )](f))Z

elde edilir.

Not 2.3.1. Anchor dönü³ümünün Lie cebir homomor�zmas� olma ³art�

Lie algebroidin tan�m�nda Mackenzie taraf�ndan tan�m�n bir parças� olarak

verilmi³tir. Ancak yukar�daki önermeden görüldü§ü gibi bu ³arta gerek yoktur.
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Tan�m 2.3.12. (Warner , 1983) Γ bir diferensiyellenebilir manifold ve ayn�

zamanda cebirsel grup olsun. E§er, m : Γ × Γ → Γ çarp�m ve ı : Γ → Γ0 ters

dönü³ümleri diferensiyellenebilir ise Γ ya Lie grup denir.

Tan�m 2.3.13. Γ bir Lie grup ve M bir diferensiyellenebilir manifold olsun.

Γ n�n M üzerine bir diferensiyellenebilir sol etkisi

i) Her x ∈M için %(e, x) = x,

ii) Her x ∈M ve g, h ∈ Γ için %(g, %(h, x)) = %(gh, x)

³artlar�n� sa§layan bir % : Γ×M →M diferensiyellenebilir dönü³ümüdür

Tan�m 2.3.14. (Mackenzie , 1987) s, t : Γ⇒ Γ0 bir grupoid olsun. E§er Γ bir

diferensiyellenebilir manifold ve Γ0, Γ manifoldunun altmanifoldu, s ve t örten

submersiyon, m : Γ(2) → Γ0 bir diferensiyellenebilir dönü³üm ve ı : Γ→ Γ bir

di�eomor�zm ise Γ⇒ Γ0 grupoidine Lie grupoid denir.

Örnek 2.3.4. (Moerdijk ve Mrcun , 2003) Γ bir Lie grup ve X, Γ ile üzerine

sa§dan diferensiyellenebilir olarak etki edilen bir diferensiyellenebilir manifold

olsun. Mor�zmlerin manifoldu olarak X × Γ çarp�m� ve nesnelerin manifoldu

olarak X ile etki grupoidi tan�mlan�r. Kaynak dönü³ümü birinci bile³en üzerine

izdü³ümdür (s(x, g) = x) ve hedef dönü³ümü sa§ etki (t(x, g) = xg) ile verilir.

K�smi çarp�m� her g1, g2 ∈ G ve x1, x2 ∈ X için

m((x1, g1), (x2, g2)) = (x1, g1g2)

ile tan�mlan�r.
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3 RAKLAR VE L�E RAKLAR

Bu bölüm iki alt bölümden olu³mu³tur. Rak yap�s�n�n tan�m� verilmi³tir.

Bir rak örne§i olarak digrup yap�s� incelenmi³tir. Ekli rak ve noktasal

rak yap�lar� örnekler ile sunulmu³tur. Son olarak Lie rak yap�s�n�n tan�m�

verilmi³tir.

3.1 Raklar

Bu alt bölümde rak tan�m� verilmi³tir. Rak yap�s� ile ilgili örnekler

sunulmu³ ve di§er yap�lar ile olan ili³kisi tan�t�lm�³t�r.

Tan�m 3.1.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) X bir küme ve X

üzerindeki ikili i³lem

B : X ×X → X

(x, y) 7→ xB y

olmak üzere her x, y, z ∈ X için

µx = xB− : X → X

y 7→ µx(y) = xB y

dönü³ümü bire-bir örten ve xB (yB z) = (xB y)B (xB z) e³itli§ini sa§l�yorsa

X'e bir rak denir.

Tan�m 3.1.2. (Covez , 2010) Her x, y ∈ X için f : X → Y fonksiyonu

f(xB y) = f(x)B f(y)

olacak ³ekilde bir rak mor�zmidir.

Örnek 3.1.1. (Conway and Wraith , 1959) Bir G grubu her g, h ∈ G için

g B h : = ghg−1

e³lenik i³lemiyle bir rak örne§idir.
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1. h 7→ µg(h) = g B h := ghg−1 bire-bir oldu§u gösterilsin.

µg(h1) = µg(h2)

gh1g
−1 = gh2g

−1

gh1g
−1g = gh2g

−1g

gh1 = gh2

g−1gh1 = g−1gh2

h1 = h2

oldu§undan bire-birdir.

2. Her k ∈ G için k = ghg−1 olacak ³ekilde bir h ∈ G oldu§u gösterilsin.

k = ghg−1

g−1k = g−1ghg−1

g−1kg = hg−1g

g−1kg = h

h ∈ G oldu§undan g B h örtendir.

3. Her g, h, k ∈ G için

g B (hB k) = (g B h)B (g B k)

özelli§inin sa§land�§� gösterilsin.

g B (hkh−1) = g(hkh−1)g−1

= ghkh−1g−1

= (gh)k(gh)−1

olur. Di§er taraftan bak�l�rsa

(g B k)B (g B k) = (ghg−1)B (gkg−1)

= (ghg−1)(gkg−1)(ghg−1)−1

= ghkg−1gh−1g−1

= (gh)k(gh)−1



14

kendi üzerine da§�lma özelli§i sa§lanm�³ olur.

A³a§�da, bir di§er rak örne§i olan digrup yap�s�n�n önce tan�m� ve

sahip oldu§u baz� özellikler verilmi³tir. Daha sonra, rak yap�s� ile olan ili³kisi

incelenmi³tir.

Tan�m 3.1.3. (Kinyon , 2007) X bir küme olsun. �ki ili³kili çarp�m� ⇀,↼:

X × X −→ X ve özel bir 1 ∈ X eleman� ile a³a§�daki ³artlar� sa§layan X

kümesine bir digrup denir.

1) x ⇀ (y ↼ z) = (x ⇀ y) ↼ z

x ↼ (y ⇀ z) = x ↼ (y ↼ z)

(x ↼ y) ⇀ z = (x ⇀ y) ⇀ z

2) Her x ∈ X için, 1 ⇀ x = x ↼ 1 = x

3) Her x ∈ X, x ⇀ y = y ↼ x = 1 olacak ³ekilde bir y ∈ X vard�r.

�³lemi ⇀=↼ olan bir grup, bir digrup örne§idir.

Örnek 3.1.2. (Covez , 2010) G bir grup ve A sabit bir 0 noktas� ile bir G-küme

olsun. O halde G× A kartezyen çarp�m�nda digrup yap�s� vard�r.

(g, a) ⇀ (h, b) = (gh, g · b)

(g, a) ↼ (h, b) = (gh, a)

(g, a)−1 = (g−1, 0)

1 = (1, 0).

�imdi, grup i³leminin digrup tan�m�ndaki ³artlar� sa§lad�§� gösterilecektir.

1)Her (g, a), (h, b), (k, c) ∈ G× A için,

((g, a) ⇀ (h, b)) ⇀ (k, c) = (gh, g · b) ⇀ (k, c)

= (ghk, gh · c) (1)

((g, a) ↼ (h, b)) ⇀ (k, c) = (gh, a) ⇀ (k, c)

= (ghk, gh · c) (2)
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(1) ve (2) ifadeleri e³it oldu§undan e³itlik sa§lan�r.

(g, a) ↼ ((h, b) ↼ (k, c)) = (g, a) ↼ ((h, b) ⇀ (k, c)) (3)

(g, a) ↼ ((h, b) ↼ (k, c)) = (g, a) ↼ (hk, b)

= (ghk, a) (4)

(g, a) ↼ ((h, b) ⇀ (k, c)) = (g, a) ↼ (hk, h · c)

= (ghk, a) (5)

(4) ve (5) ifadeleri e³it oldu§undan (3) e³itli§i sa§lanm�³ olur.

((g, a) ⇀ (h, b)) ↼ (k, c) = (g, a) ⇀ ((h, b) ↼ (k, c)) (6)

((g, a) ⇀ (h, b)) ↼ (k, c) = (gh, g · b) ↼ (k, c)

= (ghk, g · b) (7)

(g, a) ⇀ ((h, b) ↼ (k, c)) = (g, a) ⇀ (hk, b)

= (ghk, g · b) (8)

(6) ve (7) birbirlerine e³it olup (8) e³itli§i sa§lan�r.

2) Her (g, a) ∈ G× A için

(1, 0) ⇀ (g, a) = (g, a) ↼ (1, 0) = (g, a)

e³itli§inin sa§land�§� gösterilecek olursa

(1, 0) ⇀ (g, a) = (g, a)

(g, a) ↼ (1, 0) = (g, a)

3) Her (g, a), (h, b) ∈ G× A için

(g, a) ⇀ (h, b) = (h, b) ↼ (g, a) = (1, 0)

olacak ³ekilde bir (h, b) ∈ G× A oldu§u gösterilecek olursa

(g, a) ⇀ (h, b) = (gh, g · b) = (1, 0)

buradan gh = 1 ve b = 0 gelir. Her iki tarafa soldan g−1 uygulan�rsa

g−1gh = g−11

h = g−1
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(g−1, 0) ∈ G× A d�r.

(h, b) ↼ (g, a) = (gh, b) = (1, 0)

buradan benzer ³ekilde (g−1, 0) ∈ G× A elde edilir.

Hat�rlatma 3.1.1. (Covez , 2010) Digrubun üçüncü aksiyomunu sa§layan

eleman daima tektir.

�spat. y, z ∈ X kabul edilsin.

y ↼ x = x ⇀ y = z ↼ x = x ⇀ z = 1.

Digrubun ikinci aksiyomundan

z = 1 ⇀ z

olur. Kabulden

= (y ↼ x) ⇀ z

Digrubun birinci aksiyomundan

= (y ⇀ x) ⇀ z

grubun birle³me özelli§inden

= y ⇀ (x ⇀ z)

z = y ⇀ 1

E§er y ve z nin yeri de§i³tirilirse y = z ⇀ 1 bulunur. Ancak,

y = z ⇀ 1

= y ⇀ 1 ⇀ 1

= y ⇀ 1 = z

olur.

Yani y = z olur. Bu eleman da x−1 olarak tan�mlan�r.

Önerme 3.1.1. (Covez , 2010) X bir digrup olsun. A³a§�daki özelliklere

sahiptir:

1) x−1 ⇀ 1 = 1 ↼ x−1 = x−1
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2) x ⇀ 1 = 1 ↼ x = (x−1)−1

3) (x ⇀ y)−1 = y−1 ⇀ x−1 = y−1 ↼ x−1

�spat.

1) Hat�rlatma 3.1.1 dan aç�kt�r.

2) x ⇀ (x ⇀ 1) = (x−1 ⇀ x) ⇀ 1

= (x−1 ↼ x) ⇀ 1

= 1 ⇀ 1 = 1.

Di§er taraftan bak�ld�§�nda

(x ⇀ 1) ↼ x−1 = x ⇀ (1 ↼ x−1)

= x ⇀ x−1 = 1

olur.

3) (a) (y−1 ⇀ x−1) e soldan sa§ tarafa do§ru (x ⇀ y) uygulan�rsa

(x ⇀ y) ⇀ (y−1 ⇀ x−1) = ((x ⇀ y) ⇀ y−1) ⇀ x−1

= (x ⇀ (y ⇀ y−1)) ⇀ x−1

= (x ⇀ 1) ⇀ x−1

= x ⇀ x−1 = 1

(b) (y−1 ⇀ x−1) e sa§dan sol tarafa do§ru (x ⇀ y) uygulan�rsa

(y−1 ⇀ x−1) ↼ (x ⇀ y) = (y−1 ⇀ x−1) ↼ (x ↼ y)

= y−1 ⇀ (x−1 ↼ (x ↼ y))

= y−1 ⇀ ((x−1 ↼ x) ↼ y)

= y−1 ⇀ (1 ↼ y)

= y−1 ⇀ y = 1.

(c) (y−1 ↼ x−1) e soldan sa§ tarafa do§ru (x ⇀ y) uygulan�rsa

(x ⇀ y) ⇀ (y−1 ↼ x−1) = ((x ⇀ y) ⇀ y−1) ↼ x−1

= (x ⇀ (y ⇀ y−1)) ↼ x−1

= (x ⇀ 1) ↼ x−1

= x ↼ x−1 = 1.
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(d)(y−1 ↼ x−1) e soldan sa§ tarafa do§ru (x ⇀ y) uygulan�rsa

(y−1 ↼ x−1) ↼ (x ⇀ y) = (y−1 ↼ x−1) ↼ (x ↼ y)

= ((y−1 ↼ x−1) ↼ x) ↼ y)

= (y−1 ↼ (x−1 ↼ x)) ↼ y)

= (y−1 ↼ 1) ⇀ y

= y−1 ↼ y = 1.

X bir digrup olsun. O halde X in iki tane önemli alt kümesi tan�mlan�r.

Bunlar;

I(X) = {x−1 ∈ X|x ∈ X} ve

E(X) = {e ∈ X|e ⇀ x = x ↼ e = x,∀x ∈ X} dir.

Önerme 3.1.2. (Kinyon , 2007) X bir digrup olsun.

1) I(X) = {x−1 ∈ X|x ∈ X}

2) E(X) = {x−1 ⇀ x|x ∈ X} = {x ↼ x−1|x ∈ X}

3) I(X) in E(X) e etkisi vard�r.

4) Her x ∈ X için, x = y−1 ⇀ e olacak ³ekilde tek bir (y−1, e) ∈ I(X) ×

E(X) vard�r.

Art�k digrup i³leminin kendi üzerine da§�lma özelli§ini sa§layarak bir rak

yap�s� ta³�d�§� gösterilebilir.

Sonuç 3.1.1. (Covez , 2010) E§er (X,⇀,↼, 1) bir digrup ise (X,B) bir rakt�r.

�spat. Her x, y ∈ X için

xB y := x ⇀ y ↼ x−1

çarp�m� rak yap�s�n�n

xB (y B z) = (xB y)B (xB z)

kendi üzerine da§�lma özelli§ini sa§lamal�d�r.

(xB y)B (xB z) = ((x ⇀ y) ↼ x−1)B (x ⇀ z ↼ x−1)

= (((x ⇀ y) ↼ x−1) ⇀ (x ⇀ (z ↼ x−1))) ↼ (x ⇀ (y ↼ x))−1
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Digrubun özelli§inden (x ⇀ y)−1 = y−1 ⇀ x−1 uygulan�rsa

= (((x ⇀ y) ⇀ x−1) ⇀ (x ⇀ (z ↼ x−1))) ↼ (x ⇀ (y−1 ↼ x−1))

Digrubun birinci aksiyomu x ⇀ (y ↼ z) = (x ⇀ y) ↼ z uygulan�rsa

= (((x ⇀ y) ⇀ x−1) ⇀ x ⇀ (z ↼ x−1))) ↼ (x ⇀ (y−1 ↼ x−1))

= ((x ⇀ y) ⇀ (x−1 ⇀ x) ⇀ (z ↼ x−1))) ↼ (x ⇀ (y−1 ↼ x−1))

burada x ⇀ x−1 = 1 uygulan�rsa

= ((x ⇀ y) ⇀ 1) ⇀ (z ↼ x−1))) ↼ (x ⇀ (y−1 ↼ x−1))

= ((x ⇀ y) ⇀ (z ↼ x−1)) ↼ (x ⇀ (y−1 ↼ x−1))

Digrubun birinci aksiyomu x ⇀ (y ↼ z) = (x ⇀ y) ↼ z uygulan�rsa

= (x ⇀ y) ⇀ ((z ↼ x−1) ↼ (x ⇀ (y−1 ↼ x−1))

= (x ⇀ y) ⇀ (((z ↼ x−1) ↼ x) ⇀ (y−1 ↼ x−1))

= (x ⇀ y) ⇀ ((z ↼ (x−1 ↼ x) ⇀ (y−1 ↼ x−1))

burada tekrar x ⇀ x−1 = 1 uygulan�rsa

= (x ⇀ y) ⇀ ((z ↼ 1) ⇀ (y−1 ↼ x−1))

digrubun ikinci aksiyomu z ⇀ 1 = z uygulan�rsa

= (x ⇀ y) ⇀ (z ⇀ (y−1 ↼ x−1))

Digrubun birinci aksiyomu x ⇀ (y ↼ z) = (x ⇀ y) ↼ z uygulan�rsa

= x ⇀ (y ⇀ (z ⇀ y−1)) ↼ x−1

= xB (y B z)

olur.

Tan�m 3.1.4. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) G bir grup ve X, G-

küme olsun. p : X → G dönü³ümü her g ∈ G ve her x, y ∈ X için

p(g · x) = gp(x)g−1

sa§l�yorsa p dönü³ümü ile X'e ekli rak denir.
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Önerme 3.1.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) X, p : X → G

dönü³ümü ile ekli rak olsun. Her x, y ∈ X için

xB y = p(x) · y

e³itli§i ile X bir rakt�r.

�spat. X, G- küme oldu§undan G'nin X üzerine

% : G×X → X

(g, h) 7→ %(g, x) = g · x

etkisi vard�r.

Her x, y, z ∈ X için

xB (y B z) = (xB y)B (xB z)

sa§lad�§� gösterilmektedir.

(xB y)B (xB z) = (p(x) · y)B (p(x) · z)

= p((p(x) · y)) · (p(x) · z)

p dönü³ümü uygulan�rsa

= (p(x)p(y)p(x)−1(p(x) · z))

= (p(x)p(y)p(x)−1p(x)) · z

p(x)−1p(x) = e oldu§undan,

= (p(x)p(y)) · z

= p(x) · (p(y) · z)

= p(x) · (y B z)

= xB (y B z)

y 7→ xB y := p(x) · y birebir oldu§u gösterilirse,

p(x) · y1 = p(x) · y2

p(x)−1p(x)y−1 = p(x)−1p(x)y2

y1 = y2.
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Her z ∈ X için z = p(x) · y olacak ³ekilde bir y ∈ X oldu§u gösterilmektedir.

z = p(x) · y

p(x)−1 · z = p(x)−1 · p(x)y

p(x)−1 · z = y

oldu§undan xB y örtendir.

Örnek 3.1.3. (Covez , 2010) Bir G grubunun kendi üzerine etki eden Id :

G→ G e³lenik i³lemi ile ekli rak oldu§u görülebilir.

g, h ∈ G için

Id(gh) = Id(ghg−1)

= gId(h)g−1

= Id(h)g.

Örnek 3.1.4. (Covez , 2010) X bir digrup olsun. i : X → I(X) bir ekli rak

örne§idir. I(X) = {x−1 ∈ X|x ∈ X} bir grup ve x−1 ∈ I(X), x, y ∈ X olmak

üzere

x−1 · y = x−1 ⇀ y ↼ (x−1)−1

³eklinde X in üzerine etkisi vard�r.

i(x−1 · y) = i(x−1 ⇀ y ↼ (x−1)−1)

= x−1 ⇀ i(y) ↼ (x−1)−1

= x−1 B i(y)

olur. Buradan, i dönü³ümü ekli rak olma ³art�n� sa§lar.

Tan�m 3.1.5. (Covez , 2010) p : X → G ve q : Y → H iki ekli rak olsun. Ekli

raklar�n bir mor�zmi f : (X → G)→ (Y → H),

1) fd : G→ H dönü³ümü, gruplar�n bir mor�zmidir.

2) fu : X → Y , her g ∈ G ve x ∈ X için fu(g · x) = fd(g) · fu(x) d�r.

3) A³a§�daki diyagram de§i³imlidir

X Y

G H

-
fu

?

p

?

q

-
fd
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³artlar�n� sa§layan f = (fu, fd) dönü³üm çiftidir.

Önerme 3.1.4. (Covez , 2010) f : (X → G) → (Y → H) ekli raklar�n bir

mor�zmi olsun. Buradan, fu : X → Y raklar�n mor�zmidir.

Tan�m 3.1.6. (Kinyon , 2007) X rak� her x ∈ X için

1B x = x , xB 1 = 1

olacak ³ekilde bir 1 ∈ X eleman�na sahipse X'e noktasal rak denir.

Örnek 3.1.5. (Kinyon , 2007) Bir grubun e³lenik rak�, bir noktasal rakt�r.

Her g, h ∈ G için g B h := ghg−1

eB h = ehe−1 = h

hB e = heh−1 = e

olacak ³ekilde e ∈ G eleman� vard�r.

Örnek 3.1.6. (Covez , 2010) Bir digrup (X,⇀,↼)

xB y = x ⇀ y ↼ x−1

çarp�m� ile rak oldu§u Sonuç 3.1.1 de gösterildi.

⇀,↼ çarp�mlar�n�n birim eleman�, bu rak� noktasal rak yapar. Her x ∈ X için

xB 1 = x ⇀ 1 ↼ x−1

= (x−1)−1 ⇀ x−1 = 1

ve

1B x = 1 ⇀ x ↼ 1 = x

olur. Buradan digrup (X,⇀,↼) bir noktasal rak yap�s� olu³turur.

Tan�m 3.1.7. (Covez , 2010) X bir rak yap�s� ile bir topolojik uzay olsun. E§er

B : X×X → X çarp�m� sürekli ve her x ∈ X için µx bir homeomor�zm ise X

e topolojik rak denir. E§er X noktasal bir rak ise X topolojik rak� noktasald�r.

Tan�m 3.1.8. (Covez , 2010) X rak yap�s� ile diferensiyellenebilir bir manifold

olsun. E§er B : X × X → X çarp�m� diferensiyellenebilir ve her x ∈ X için

µx di�eomor�zm ise X e diferensiyellenebilir rak denir.
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3.2 Lie Rak

Tan�m 3.2.1. (Kinyon , 2007) X noktasal rak yap�s� ile bir diferensiyellene-

bilir manifold olsun. E§er B : X×X → X her x ∈ X için diferensiyellenebilir

bir dönü³üm ise (X,B, 1) bir Lie rakt�r.

Örnek 3.2.1. (Kinyon , 2007) R bir Lie grup, W bir R-modül ve X := W ×R

olsun. Her u, v ∈ W,A,B ∈ R için ⇀,↼: X ×X → X çarp�m�n�n kural�

(u,A) ⇀ (v,B) = (Av,AB)

(u,A) ↼ (v,B) = (u,AB)

(u,A)−1 = (0, A−1)

1 = (0, 1)

³eklinde tan�mland�§�nda (X,⇀,↼) bir lineer digrup olur. Buradan indirgenen

(X,B, 1) rak�,

(u,A)B (v,B) := (Av,ABA−1)

³eklinde tan�mlanan bir lineer Lie rak olur. Bunun için digrubun rak çarp�m�

kullan�l�r.

(u,A)B (v,B) = (u,A) ⇀ (v,B) ↼ (u,A)−1

= (u,A) ⇀ (v,B) ↼ (0, A−1)

= (Av,AB) ↼ (0, A−1)

= (Av,ABA−1)

Örnek 3.2.2. (Kinyon , 2007) R bir Lie grup ve W bir R-modül olsun. Burada,

her u, v ∈ W,A,B ∈ R için X := W ×R üzerinde B : X ×X → X i³lemi

(u,A)B (v,B) := (Av,ABA−1)

olarak tan�mlan�r. 1 = (0, 1) olarak al�ns�n. Buradan (X,B, 1) bir Lie rakt�r.

Dahas�, bu yap�ya bir lineer Lie rak denir.

R bir Lie grup oldu§undan tan�mlanan i³lemler diferensiyellenebilir olur.

Çarp�m�n noktasal rak yap�s� oldu§u

(0, 1)B (u,A) = (1u, 1A1−1) = (u,A)

(u,A)B (0, 1) = (A0, A1A−1) = (0, 1)

buradan gösterilebilir.
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4 L�E RAKO�DLER

Bu bölüm üç alt bölümden olu³mu³tur. Birinci alt bölümde, rakoid tan�m�

için gerekli olan ikili kesit, önkategori ve yar� önkategori tan�mlar� verilmi³tir.

Bir grupoidin e³lenik i³lemi ile bir rakoid yap�s� elde edildi§i gösterilmi³tir.

�kinci alt bölümde, ekli rakoid yap�s� tan�t�lm�³t�r. Üçüncü alt bölümde ise

Lie rakoid yap�s�n�n tan�m� için gerekli olan diferensiyellenebilir ikili kesit ve

diferensiyellenebilir önkategori tan�mlar� verilmi³tir. Bir Lie grupoid ile bir Lie

rakoid aras�ndaki ili³ki incelenmi³tir. Ekli Lie rakoid yap�s� tan�t�lm�³t�r.

4.1 Rakoidler

Bu alt bölümde rakoid yap�s� tan�t�lm�³t�r. Ancak, öncesinde rakoidin ta-

n�m� için gerekli olan küçük önkategori ve yar�-önkategori tan�mlar� verilmi³tir.

Rakoid yap�s� tan�t�ld�ktan sonra grupoid ile olan ili³kisi incelenmi³tir.

Tan�m 4.1.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ⇒M , M 'de

bir grupoid olsun.

a) Γ'n�n ikili kesiti a³a§�aki iki denk ifadeden biridir:

1) s : Σ → M ve t : Σ → M kaynak ve hedef dönü³ümleri birebir ve

örten olan bir Σ ⊂ Γ altkümesidir.

2) s kaynak dönü³ümüne sa§dan ters olan ve t ◦ σ : M → M birebir

ve örten olan bir σ : M → Γ dönü³ümüdür.

b) Σ ikili kesiti için, Σ sol i³lemi olan, Γ'n�n bire-bir ve örten dönü³ümü

`Σ : Γ → Γ

γ 7→ σ((t ◦ σ)−1(s(γ)))γ = Σ ? {γ}.

³eklinde tan�mlan�r.

c) Benzer ³ekilde sa§ dönü³ümü:

rΣ : Γ → Γ

γ 7→ γσ(t(y)) = {γ} ? Σ
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olarak tan�mlan�r.

d) E³lenik i³lemi σ̃(m) = (σ(t ◦ σ)−1(m))−1 olacak ³ekilde

cΣ : Γ → Γ

γ 7→ σ((t ◦ σ)−1(s(γ)))γσ̃(t(γ)) = Σ ? {γ} ? Σ−1

³eklinde tan�mlan�r.

Tan�m 4.1.2. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) (Γ,M) küme çifti,

s ◦ ε = t ◦ ε = idM olacak ³ekilde s, t : Γ → M örten dönü³ümleri ve ε :

M → Γ dönü³ümü ile bir küçük önkategoridir. K�sal�k ad�na 1m = ε(m) olarak

al�nacakt�r. Bu (Γ,M) küme çifti yar�-önkategori olarak da adland�r�l�r.

Tan�m 4.1.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M , M

üzerinde bir yar�-önkategori olsun. Γ n�n ikili kesiti a³a§�daki iki ifadeden birine

denktir:

1) s : Σ → M ve t : Σ → M kaynak ve hedef dönü³ümleri birebir ve örten

olan bir Σ ⊂ Γ altkümesidir.

2) s kaynak dönü³ümüne sa§dan ters olan ve t◦σ : M →M birebir ve örten

olan bir σ : M → Γ dönü³ümüdür.

Her m,n ∈ M için, Γ daki kayna§� m, hede� n olan elemanlar�n kümesi

Γ
(n)
(m) olarak ifade edilir. Her Σ ikili kesiti için, s : Σ → Γ nin sa§ tersine

kar³�l�k gelen dönü³ümü σ ile gösterilir ve σ : M →M , M nin birebir ve örten

dönü³ümü t ◦ σ olarak ifade edilir.

Tan�m 4.1.4. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Σ ikili kesiti ve B :

γ ∈ Γ
(n)
(m) → Γ

σ(n)
σ(m) için,

B : (Σ, γ) 7→ ΣB γ

i³lemi ile s, t : Γ⇒M yar�-önkategorisi

a) Her Σ ikili kesiti için, ΣB− : Γ→ Γ bir birebir ve örten dönü³ümdür.

b) Her Σ, T ikili kesitleri ve γ ∈ Γ için

ΣB (T B γ) = (ΣB T )B (ΣB γ)

kendi üzerine da§�lma özelli§ini sa§lar.
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³artlar�n� sa§l�yorsa Γ ya bir rakoid denir.

Önerme 4.1.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Bir grupoidin her

Σ, γ ikili kesitleri için tan�ml�

ΣB γ = ΣFγFΣ−1

e³lenik i³lemiyle bir rakoid yap�s�d�r.

�spat. ΣB γ = ΣF{γ}FΣ−1 rakoid tan�m�n�n sa§land�§� gösterilsin.

a) ΣB− : Γ→ Γ bire-bir ve örten oldu§unu göstermek için

i) ΣB γ1 = ΣB γ2 ⇒ γ1 = γ2 oldu§u gösterilmelidir.

ΣF{γ1}FΣ−1 = ΣF{γ2}FΣ−1

{γ1} = {γ2}

ii) ∀γ′ ∈ Γ için ΣB γ = γ′ olacak ³ekilde ∃γ ∈ Γ oldu§u gösterilmekte-

dir.

ΣF{γ}FΣ−1 = γ′

Her iki tarafa sa§dan Σ ve soldan Σ−1 uygulan�rsa

Σ−1FΣF{γ}FΣ−1FΣ = Σ−1Fγ′FΣ

Γ grupoid oldu§u için Σ−1FΣ = e oldu§u söylenebilir. Buradan da

{γ} = Σ−1Fγ′FΣ

γ = Σ−1 B γ′

(Σ−1 ∈ Γ) olur.

b) ∀Σ,Υ ∈ Bis(Γ) ve γ ∈ Γ için

ΣB (ΥB γ) = (ΣBΥ)B (ΣB γ) (9)

kendi üzerine da§�lma özelli§inin sa§land�§� gösterilmektedir.

ΣB (ΥB γ) = ΣF(ΥB γ)FΣ−1

= ΣF(ΥF{γ}FΥ−1)FΣ−1

= (ΣFΥ)B γ (10)
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Di§er taraftan bak�l�rsa

(ΣBΥ) B (ΣB γ)

= (ΣBΥ)F(ΣB γ)F(ΣBΥ)−1

= (ΣFΥFΣ−1)FΣF{γ}FΣ−1F(ΣFΥFΣ−1)−1

= ΣFΥF{γ}FΥ−1FΣ−1

= ΣFΥF{γ}F(ΣFΥ)−1

= (ΣFΥ)B γ (11)

(10) ve (11) gözönüne al�nd�§�nda (9) e³itli§i sa§lanmaktad�r.

Önerme 4.1.2. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Bir grupoidin her

bir e³lenik s�n�f� bir rakoiddir.

4.2 Ekli Rakoidler

Bu alt bölümde ekli raklardan rak olu³turma mekanizmas�n�n genelle³ti-

rilmi³ hali olan ekli rakoid yap�s� incelenmi³tir.

Teorem 4.2.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s′, t′ : Γ ⇒ M bir

grupoid, s, t : X ⇒M bir önkategori ve p : X → Γ önkategorilerin bir mor�zmi

olsun.

1) p dönü³ümü X ve Γ'n�n kaynak ve hedef dönü³ümlerini birbirine ba§lar.

Yani, X'in ikili kesitinin p alt�ndaki görüntüsü Γ'n�n ikili kesitidir.

X Γ

M M

ts t′s′

IdM

p

2) p dönü³ümü ε : M → X ve ε′ : M → Γ dönü³ümlerini birbirine ba§lar.

X Γ

M M

p

ε ε′

IdM
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Her Σ ∈ Bis(Γ) ve her x ∈ X için Bis(Γ) ikili kesitler grubunun X üzerinde

p(Σ · x) = ΣFp(x)FΣ−1 (12)

³eklinde bir etkisi olsun. Her m ∈M için 1′m = ε′(m) olacak ³ekilde

p(Υ) · 1′m = 1′m ,Υ ∈ Bis(X)

olur. O zaman;

ΥB x = p(Υ) · x

yönergesi her x ∈ X ve X'in her Υ ikili kesiti için X üzerinde bir noktasal

rakoid yap�s� tan�mlar.

�spat. �lk diyagram ele al�nd�§�nda

p : Bis(X)→ Bis(Γ)

³eklinde ikili kesit kümeleri aras�ndaki dönü³üm indirgenir.

p(Σ · x) = ΣFp(x)FΣ−1

ekli rak olma özelli§i, s(g ·x) = g(s(x)) ve t(g ·x) = g(t(x)) oldu§unu gösterir.

Burada g, g ikili kesiti ile ili³kili bir di�eomor�zmdir.

Kendi üzerine da§�lma özelli§i her Σ,Υ ∈ Bis(X) ve x ∈ X için

(ΣBΥ)B (ΣB x) = (p(Σ) ·Υ)B (p(Σ) · x)

= p(p(Σ) ·Υ) · (p(Σ) · x)

= (p(Σ)Fp(Υ)Fp(Σ)−1) · (p(Σ) · x)

= (p(Σ)Fp(Υ)Fp(Σ)−1Fp(Σ)) · x

= (p(Σ)Fp(Υ)) · x

= p(Σ) · (p(Υ) · x)

= p(Σ) · (ΥB x)

= ΣB (ΥB x)

sa§lanmaktad�r.

p dönü³ümü X'in özde³li§ini Γ'n�n özde³li§ine ba§lad�§�ndan her m ∈ M ve

her x, y ∈ X

1m B y = p(1m) · y

= 1′m · y

= y
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ve

xB 1m = p(x) · 1′m = 1′m

olur.

4.3 Lie Rakoid Yap�s�

Bu alt bölüm de öncelikle Lie rakoid yap�s�n�n tan�m�nda gerekli olan

diferensiyellenebilir önkategori ve diferensiyellenebilir ikili kesit kavramlar�n�n

tan�mlar� verilmi³tir. Daha sonra, Lie rakoid yap�s�n�n tan�m� sunulmu³tur. Bir

Lie grupoid yap�s�ndan bir Lie rakoid yap�s�na geçi³ incelenmi³tir. Son olarak

Lie rakoid ile Lie algebroid aras�ndaki ili³ki sunulmu³tur.

Tan�m 4.3.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M örten

submersiyonlar ve s ◦ ε = t ◦ ε = idM olan ε : M → Γ diferensiyellenebilir

dönü³ümü ile (Γ,M) diferensiyellenebilir manifold çifti diferensiyellenebilir bir

önkategoridir.

Tan�m 4.3.2. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M bir

diferensiyellenebilir önkategori olsun. s'e sa§dan ters dönü³üm σ : M → Γ bir

diferensiyellenebilir dönü³üm ve σ birebir örten dönü³ümü bir di�eomor�zm

ise Σ ⊂ Γ, s, t : Γ⇒M 'n�n bir diferensiyellenebilir ikili kesitidir.

s ve t'nin k�s�tlamalar� M üzerinde di�eomor�zm olan diferensiyellenebi-

lir ikili kesitler, Γ'n�n altmanifoldlar�d�r.

s, t : Γ ⇒ M 'nin bir Lie grupoid oldu§u özel durumda, yukar�daki tan�mdan

diferensiyellenebilir ikili kesitler, kesinlikle bilinen Lie Grupoid teorisinden

diferensiyellenebilir ikili kesitlerdir.

Bütün diferensiyellenebilir ikili kesitler kümesi Bis(Γ) olarak tan�mlans�n.O

halde σ ya

σ = t ◦ σ : m→ t(σ(m))

, M 'nin di�eomor�zmine kar³�l�k gelir.

Önerme 4.3.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M , M

kompakt baz manifoldu ile bir diferensiyellenebilir önkategori olsun. O zaman

ikili kesitlerin kümesi Bis(Γ), C∞(M,Γ)'n�n bir altmanifoldudur.
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Tan�m 4.3.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M

diferensiyellenebilir bir önkategori, her Σ ∈ Bis(Γ) ikili kesiti ve her γ ∈ Γ

için

B : Bis(Γ)× Γ → Γ

(Σ, γ) 7→ ΣB γ

diferensiyellenebilir dönü³ümü ile a³a§�daki ³artlar� sa§l�yorsa Γ ya bir Lie

rakoid denir.

1. Bis(Γ)'y� Lie rak� yapmay� sa§layan B : (Σ,Υ) 7→ ΣBΥ diferensiyelle-

nebilir dönü³ümü

a) ΣB− : Γ→ Γ, her Σ ∈ Bis(Γ) için di�eomor�zmdir.

b) Her Σ,Υ ∈ Bis(Γ) ve γ ∈ Γ için

ΣB (ΥB γ) = (ΣBΥ)B (ΣB γ)

kendi üzerine da§�lma özelli§ini sa§lar.

2. Her Σ ∈ Bis(Γ) ve her γ ∈ Γ için

s(ΣB γ) = σ(s(γ)), t(ΣB γ) = σ(t(γ))

dönü³ümleriyle uyumludur.

Bir birimli Lie rakoid ve her m ∈ M için 1M = ε(M) ve Σ B 1m = 1σ(m) ile

1M B γ = γ ³artlar� sa§lan�r.

(Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Lie rakoidlerin bir mor�zmi,

ikili kesitlerin Lie raklar�n�n bir diferensiyellenebilir mor�zmini indirgeyen di-

ferensiyellenebilir önkategorilerin alt�ndaki bir diferensiyellenebilir mor�zmdir.

Bir Lie rakoid, Tan�m4.1.4 anlam�nda bir rakoid de§ildir. Rak çarp�m�,

bütün ikili kesitler kümesi üzerinde de§il sadece diferensiyellenebilir ikili

kesitler üzerinde tan�mlanm�³t�r.

Önerme 4.3.2. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Bir Lie grupoid

e³lenik i³lemiyle bir Lie rakoid yap�s�d�r.
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�spat. s, t : Γ ⇒ M bir Lie grupoidi olsun.O zaman bir s, t : Γ ⇒

M diferensiyellenebilir önkategorisi vard�r. Lie rakoidin ikili kesitleri Lie

grupoidin ikili kesitleridir.Buradan her bir Σ ∈ Bis(Γ) ikili kesiti için bir

Σ−1 ∈ Bis(Γ) ters ikili kesiti vard�r.

Her Σ ∈ Bis(Γ) ve her γ ∈ Γ için

B : (Σ, γ) 7→ ΣB γ := ΣγΣ−1

ΣB γ ∈ Γ olacak ³ekilde tan�mlan�r.

ΣB (ΥB γ) = (ΣBΥ)B (ΣB γ)

oldu§u gösterilmelidir.

ΣB (ΥB γ) = ΣB (ΥF{γ}FΥ−1)

= ΣF(ΥF{γ}FΥ−1)FΣ−1

Lie grupoidin ikili kesitleri oldu§undan

= ΣFΥF{γ}FΥ−1FΣ−1

Υ−1FΣ−1 = (ΣFΥ)−1 uygulan�rsa

= (ΣBΥ)B γ (13)

olur. Di§er taraftan

(ΣBΥ) B (ΣB γ)

= (ΣFΥFΣ−1)F(ΣF{γ}FΣ−1)F(ΣFΥFΣ−1)−1

Σ Lie grupoid ikili kesiti oldu§undan ΣFΣ−1 birimi verir.

= ΣFΥF{γ}FΥ−1FΣ−1

Υ−1FΣ−1 = (ΣFΥ)−1 uygulan�rsa

= ΣFΥF{γ}F(ΣFΥ)−1

= (ΣBΥ)B γ (14)

(13) ve (14) birbirlerine e³it oldu§undan kendi üzerine da§�lma özelli§i sa§la-

n�r. Her m ∈M için ΣB 1m = 1σ(m) ve 1M = ε(M) ile 1M B γ = γ sa§lan�r.

B i³lemi Bis(Γ) üzerindeki C∞ yap�s�na göre aç�kça diferensiyellenebilir olur.
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Teorem 4.3.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Bir kompakt

manifold üzerindeki bir Lie rakoid, bir tanjant Lie algebroid meydana getirir.

(Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ⇒ M bir noktasal Lie

rakoid olsun.

ε∗TΓ : TΓ → TΓ , ε : M → Γ boyunca geri ça§�rma oldu§u dü³ünülsün.

Buradan, ε∗TΓ n�n m ∈M deki li�

Ts, Tf : ε∗TΓ→ TM

diferensiyellenebilir kaynak ve hedef dönü³ümlerinden

T1M t : T1M Γ→ TmM ve T1Ms : T1M Γ→ TmM

elde edilir.

Ts : ε∗TΓ → TM nin çekirde§ini dikkate alarak sonsuz küçük Lie algebroid

denilen bir A vektör demeti tan�mlan�r.

A := Cek(Ts) =
∐
m∈M

Cek(T1ms) ⊂
∐
m∈M

T1mΓ = ε∗TΓ.

Vektör demeti submersiyon Tt : ε∗TΓ → TM yi A ⊂ ε∗TΓ ile k�s�tlayarak bir

ρ : A→ TM anchor dönü³ümü tan�mlan�r.

ρ = −Tt |A . (15)

Yukar�daki yap�, bir Lie grupoid ile ili³kilendirilen Lie algebroid yap�s�d�r.

Lemma 4.3.1. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) A ve M iki manifold

olsun. b : M → TΓ,m 7→ bm ∈ Am ⊂ T1mM bir dönü³üm olarak görülen A

n�n her kesiti için, Σ0 = ε(M) ve ∂
∂u
|u=0 σu(m) ⊂ T1mΓ olacak ve Γ n�n her

m ∈ M için bm ile örtü³ece§i ³ekilde Γ n�n ikili kesitlerinden olu³an (Σu)u∈I

diferensiyellenebilir ailesi vard�r. Di§er taraftan, Bis(Γ) daki her bir (Σu)u∈I

ailesi için, Σ0 = ε(M) olacak ³ekilde, m 7→ ∂
∂u
|u=0 σu(m) atamas� A n�n

diferensiyellenebilir bir kesitidir.

Burada, I =]− 1,+1[ olarak dü³ünülmektedir.

Önerme 4.3.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Bis(Γ) n�n ε(M)

ikili kesitindeki tanjant uzay� Tε(M)Bis(Γ), Γ(A) ya izomor�ktir.
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�imdi A üzerinde bir Σ ∈ Bis(Γ) ikili kesitinin adjoint etkisi tan�mlana-

bilir.

(Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) σ,Σ ya ba§l� M nin di�eomor�zmi

ve

ΣB : Γ → Γ

γ → ΣB γ

olsun.

Bir Lie rakoidin tan�mdan, a³a§�daki diyagramlar de§i³imlidir:

M M

Γ Γ

σ

ε ε

ΣB ve

Γ Γ

M M

ΣB

s s

σ

γ = 1m noktas�nda diferensiyellenebilen (bundan sonra ε(M), m olarak

gösterilecek.) diyagramlar�n ilki,

TMΣB− : TmM → Tσ(m)M

verir. Yukar�daki diyagramlar�n ikincisinin m ∈ M noktas�ndaki diferensiyeli

a³a§�daki de§i³imli diyagramd�r:

TmΓ Tσ(m)Γ

TmM Tσ(m)M

TmΣB

Tms Tσ(m)s

Tmσ

Yani,

TmΣB− : Cek(Tms)→ Cek(Tσ(m)s)

AdΣ, k�s�tlanm�³ vektör demetlerinin mor�zmi olarak ifade edilir ve adjoint

dönü³üm denir.

AdΣ := TmΣB |A .
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ΣB nin tersi (ΣB)−1 vard�r ve ε(M) de diferensiyeli AdΣ n�n tersidir. Özellikle,

AdΣ, A n�n kesitlerinin uzay� Γ(A) üzerinde bir lineer operatör olarak görülür.

Her a ∈ Γ(A) kesiti için, AdΣ m ∈ M deki de§eri AdΣaσ−1(m) olan A n�n bir

kesiti olarak tan�mlans�n. Her m ∈M için

AdΣa = AdΣaσ−1(m). (16)

Burada AdΣa ya M üzerinde diferensiyellenebilir bir f fonksiyonu uygulan�rsa

AdΣfa = (σ−1)∗f(AdΣa) (17)

olur.

Lemma 4.3.2. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Bis(Γ) × Γ(A) →

Γ(A) adjoint etkisi, C∞ diferensiyellenebilir yap�s� olan Bis(Γ) ve Γ(A) ile

diferensiyellenebilir olur.

Ayr�ca, her Σ, T ikili kesiti için

ΣB (T B γ) = (ΣB T )B (ΣB γ)

ba§�nt�s�

ΣB ◦ T B = (ΣB T )B ◦ ΣB

³eklinde tan�mlanabilir. Buradan, a ∈ Am ⊂ T1mΓ yönünde bir m ∈ M

noktas�ndaki diferensiyeli al�nd�§�nda

AdΣ ◦ AdT a = AdΣBT ◦ AdΣa (18)

olur.

Lemma 4.3.2, Bis(Γ) × Γ(A) → Γ(A), (Σ, a) 7→ AdΣa atamas�n�n Σ = ε(M)

deki diferensiyelini almaya izin verir. Önerme 4.3.3 de söylendi§i gibi Bis(Γ)

n�n ε(M) deki tanjant uzay� tam olarak Γ(A) d�r. Bu diferensiyel, her iki

de§i³ken de C∞ yap�s� ta³�d�§�ndan dolay� lineer olan sürekli bir Γ(A)×Γ(A)→

Γ(A) atamas�d�r. Buna, Lie algebroid braket denir ve a, b ∈ Γ(A) ve Lemma

4.3.1 de oldu§u gibi Σε ikili kesitlerin key� bir diferensiyellenebilir ailesi ile

[b, a] =
∂

∂u
|u=0 AdΣa (19)

olarak tan�mlan�r.
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Teorem 4.3.2. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) Her Γ Lie rakoidi

için,

ρ = −Tt |A

ile tan�mlanm�³ anchor dönü³ümü ve

[b, a] =
∂

∂u
|u=0 AdΣa

ile tan�ml� braket ile birlikte

A := Cek(Ts) =
∐
m∈M

Cek(T1ms) ⊂
∐
m∈M

T1mΓ = ε∗TΓ

olarak tan�ml� vektör demeti bir Lie algebroiddir. Buna Γ Lie rakoidinin,

tanjant Lie algebroidi denir.

�spat. �lk olarak, braketin f ∈ C∞(M) diferensiyellenebilir fonksiyonlar ile

olan uyumu gösterilecektir. Bunun için (19) ba§�nt�s�nda (Σu)u∈I diferensiyel-

lenebilir ikili kesitler ailesine kar³�l�k gelen key� bir b ∈ Γ(A) ye f fonksiyonu

uygulan�rsa,

[b, fa] =
∂

∂u
|u=0 AdΣ(fa)

burada (17) ba§�nt�s� uygulan�rsa

=
∂

∂u
|u=0 ((σu

−1)∗fAdΣ(a))

= f
∂

∂u
|u=0 AdΣ(a) +

∂

∂u
|u=0 ((σu

−1)∗f)a

= f [b, a] +
∂

∂u
|u=0 ((σu

−1)∗f)a

olur. Tek parametreli σu := t◦σu di�eomor�zmler ailesinin u = 0 daki tanjant

uzay�n�n m ∈ M de bir de§eri vard�r. Burada σu, her u ∈ I için Σu ya

kar³�l�k gelen s in kesitidir ve Lemma 4.3.1 da (15) e³itli§indeki anchor tan�m�

kullan�l�rsa

Tt(
∂

∂u
|u=0 (σu(m))) = Tt(bm) = −ρ(bm)

olur. Buradan, tek parametreli σu−1 di�eomor�zmler ailesinin u = 0 daki

diferensiyellenmesi ile elde edilen vektör alan�, ρ(b) olur. Yani,

∂

∂u
|u=0 ((σu

−1)∗f) = ρ(b)f

olur. Bu durumda, Lie algebroid tan�m�ndaki e³itli§in sa§land�§� görülür.
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A³a§�da, ikili kesitlerin 1-form karakterizasyonu incelenmektedir. (Laurent-

Gengoux and Wagemann , 2016)M key� bir manifold olsun. M baz manifoldu

ve Γ : T ∗M ×M ile kaynak ve hedef dönü³ümleri, her m,n ∈M ve α ∈ T ∗mM

için s�ras�yla s, t : Γ→M ,

t(α, n) = n ve s(α, n) = m

olan bir diferensiyellenebilir önkategori tan�mlans�n. 0m ∈ T ∗mM ile birim

eleman� 1m = (0m,m) d�r.

Lemma 4.3.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s, t : Γ ⇒ M

nin Bis(Γ) daki bir ikili kesiti, ω ∈ Ω1(M) bir 1-form ve ϕ : M → M bir

di�eomor�zmi ile (m 7→ (ωm, ϕ(m))) formundad�r.

Yukar�daki lemma, Bis(Γ) n�n elemanlar�n�n ϕ ∈ Diff(M) ve ω ∈

Ω1(M) olarak al�nmas�na izin vermektedir.

s, t : Γ⇒M önkategori olmak üzere α ∈ T ∗m(M), n ∈M ile bir key� (α, n) ∈ Γ

ve bir key� (ω, ϕ) ∈ Bis(M) için, ψ∗ = (T ∗ψ−1(m)ψ) anlay�³� ile

(ω, ϕ)B (α, n) = ((ϕ−1)∗α, ϕ(n)) (20)

³eklinde tan�mlanan B çarp�m� ile bir rakoid yap�s� tan�mlans�n. Bu yap� bir

Lie rakoid yap�s� ta³�r.

Önerme 4.3.4. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) M, bir manifold

olsun. α ∈ T ∗m(M), n ∈M ile (α, n) ∈ Γ ve (ω, ϕ) ∈ Bis(M) için

(ω, ϕ)B (α, n) = ((ϕ−1)∗α, ϕ(n)) (21)

olarak tan�ml� B i³lemi s, t : Γ⇒M üzerinde bir Lie rakoid yap�s�d�r.

�spat. Her (ω, ϕ), (η, ψ) ∈ Bis(Γ) ikili kesitleri için

(η, ψ)B (ω, ϕ) := ((ψ−1)∗ω, ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1) (22)

oldu§u biliniyor.

Her (ω, ϕ), (η, ψ) ∈ Bis(Γ) çifti ve her (α, n) ∈ Γ için

(η, ψ)B ((ω, ϕ)B (α, n)) = ((η, ψ)B (ω, ϕ))B ((η, ψ)B (α, n)) (23)
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((η, ψ) B (ω, ϕ))B ((η, ψ)B (α, n))

= ((ψ−1)∗ω, ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1)B ((ψ−1)∗α, ψ(n))

= (((ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1)−1)∗(ψ−1)∗α, (ψ ◦ ϕ ◦ ψ−1) ◦ ψ(n))

= ((ψ ◦ ϕ−1 ◦ ψ−1)∗(ψ−1)∗α, (ψ ◦ ϕ)(n))

= (ψ−1)∗ ◦ (ϕ−1)∗ ◦ ψ∗(ψ−1)∗α

= (((ψ−1)∗ ◦ (ϕ−1)∗)α, (ψ ◦ ϕ)(n))

= ((ϕ−1 ◦ ψ−1)∗α, (ψ ◦ ϕ)(n)) (24)

(η, ψ) B ((ω, ϕ)B (α, n))

= (η, ψ)B ((ϕ−1)∗α, ϕ(n))

= ((ψ−1)∗(ϕ−1)∗α, ψ ◦ ϕ(n))

= ((ϕ−1 ◦ ψ−1)∗α, ψ ◦ ϕ(n)) (25)

(24) ve (25) den (23) ³art�n�n sa§land�§� görülür.

4.3.1 Ekli Lie Rakoid

Bu alt bölümde Teorem 4.2.1 de sunulan ekli rakoid yap�s�n�n, diferensi-

yellenebilir genelle³tirilmesi olan ekli Lie rakoid yap�s� sunulmu³tur.

Teorem 4.3.3. (Laurent-Gengoux and Wagemann , 2016) s′, t′ : Γ ⇒ M

bir Lie grupoid ve s, t : X ⇒ M diferensiyellenebilir bir önkategori olsun.

A³a§�daki de§i³imli diyagram olacak ³ekilde diferensiyellenebilir p : X → Γ

dönü³ümü vard�r.

X Γ

M M

ts t′s′

IdM

p

Özde³lik dönü³ümleri ε : M → X ve ε′ : M → Γ için a³a§�daki de§i³imli

diyagram vard�r.
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X Γ

M M

p

ε ε′

IdM

Kabul edelim ki ikili kesitlerin Lie grubu Bis(Γ) n�n X üzerine diferensiyelle-

nebilir etkisi olsun. Her g ∈ Bis(Γ) ve her x ∈ X için

p(g · x) = gp(x)g−1

olarak tan�mlans�n. Burada, her x ∈ X ve her m ∈ M için p(x) · 1m = 1m

olur. O zaman y ∈ X ve bir ikili kesit x için

xB y : = p(x) · y

çarp�m� X üzerinde bir Lie rakoiddir.
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