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Ikinci boliimde bazi temel tamim ve teoremlere yer verilmistir. Lorentz ve Morrey
uzaylarinin tanimlart ve bu uzaylarin temel 6zellikleri hatirlatilmistir. Ardindan Hardy
operatorleri i¢in (p, q) tipli esitsizlikler verilmis ve son olarak Hardy operatorlerinin
lokal Morrey uzaylarinda siirlilig1 incelenmistir.

Ucgiincii béliimde lokal Morrey-Lorentz uzaylar: tanitilarak temel 6zellikleri verilmis,
ardindan bu uzaylarda Riesz potansiyelinin sinirlilig1 verilmistir.

Dordiincii boliim bazi uygulamalara ayrilmistir. Bu boliimde, tiglincii boliimde verilen
sonuglar Riesz potansiyeli ile iligkili olan kesirli maksimal operator, kesirli
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basic properties of Lorentz and Morrey spaces are reminded. After that, (p,q) type
inequalities for Hardy operators are given and the boundedness of Hardy operators in
local Morrey spaces is investigated.

In the third chapter, local Morrey-Lorentz spaces are investigated and their basic
properties are given. Then, the boundedness of Riesz potential in local Morrey-Lorentz
spaces is given.

The fourth chapter is devoted to some applications. In this chapter, the results given in
the third chapter are applied to the fractional maximal operator, fractional
Marcinkiewicz operator and rational powers of some analytic semi-groups.

In the fifth chapter, the results obtained in the thesis are discussed.
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SIMGELER DiZiNi

R™ n- boyutlu Oklid uzay1
B(x,r) x merkezli r yarigapli yuvar
Lpa Morrey uzay1
LM, ; Lokal Morrey uzay1
WLM, 5 Zayif Lokal Morrey uzay1
Ur f nin dagilim fonksiyonu
fr f nin azalan yeniden diizenlemesi
Lyq Lorentz uzayi
Me<, Lokal Morrey-Lorentz uzay:
WM;,"’qC; 1 Zayif Lokal Morrey Lorentz uzayi
f f nin Fourier doniisiimii
S Schwarz uzay1
I, Riesz potansiyeli
H g/) Agirlikli Hardy operatdrii
H, ([;:) Agirlikli eslenik Hardy operatorii
F, Hardy operatorii
7, Eslenik Hardy operatdrii
wy, R™ de birim kiirenin hacmi

Vi



1. GIRIS

M°S, = MYS, (R™) lokal Morrey-Lorentz uzaylari, 0 < p,q < co ve 0 < 2 < 1 olmak

uzere

-1
= Su T 4a
”f”M;,";A Pr>o0

1 1

tra f7(0)

Lq(0r)
quasi-normu sonlu olacak sekilde tiim Olgiilebilir fonksiyonlarin uzayr olarak
tanimlanir, burada f*, f in azalan yeniden diizenlemesidir. Bu uzaylar, literatiirde ilk
kez C. Aykol’un doktora tezinde tanimlanmis (Aykol, 2013) ve bu tezde, verilen bazi

uzaylar arasindaki bazi gomme teoremleri ispatlanmigtir. A <Oyadad>1

durumunda Mé?(f;l:@ olup, burada @, R™ iizerinde sifira denk olan tiim

fonksiyonlarin kiimesidir. A = 0 durumunda L, ,(R™) Lorentz uzaylari, p = q olmasi

durumunda Mf,‘;’j(R") lokal Morrey uzaylar1 ve A = 1 durumunda A t%_%(R”) klasik

Lorentz uzay1 elde edilmektedir. Dolayisiyla lokal Morrey- Lorentz uzaylar1 Lorentz

uzaylarinin dogal bir genellestirilmesidir. 0 < g<p<oove 0 <A< % durumunda

lokal Morrey -Lorentz uzaylar1 WL1 a2(R™) zayif Lebesgue uzaylarmna denktir. ¢ = oo
P q

durumunda ise WL, (R™) zayif Lebesgue uzaylar elde edilmektedir. 0 < p,q < o ve

0 < A <1 olmak tizere WM;qu; 1= WM;,?;; 1(R™) zayif lokal Morrey- Lorentz uzaylari

-1
‘= supr 4
”f”WMél?g,l r>g

11

74 £ (1)

WLg(0,1)

quasi-normu sonlu olacak sekilde tiim 6lgiilebilir fonksiyonlarin uzayini gostermektedir.
lokal Morrey- Lorentz uzaylarinda Hilbert doniisiimii, maksimal operator, Calderon-
Zygmund singiiler integral operatorii ve Riesz potansiyelinin sinirliligi ve bu sinirliliklar
yardimiyla elde edilen sonuglar sirasiyla (Aykol vd, 2016, Guliyev vd. 2016, 2020)

tarafindan ortaya konulmustur.

E, R™ in dlgiilebilir bir alt kiimesi ve f, E = R ye dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. £ nin
dagilim fonksiyonu
ur(D) = u({xeE: |[f(x)| > 21}), 220

olmak tizere, f nin azalan yeniden diizenlemesi f*, (0, |E|) tizerinde



) =infldz0:u;() <t} 0<t<oo

seklinde tanimlanir. Ozel olarak ppe = py dir.

Bir fonksiyonun yeniden diizenlemesi kavrami harmonik analizde énemli bir aragtir ve
bir ¢ok esitsizlikte anahtar rol oynamaktadir. Sistematik olarak Hardy ve Littlewood
tarafindan tanimlanmis, reel ve harmonik analizde, singiiler integrallerin
arastirilmasinda, fonksiyon uzaylari ve interpolasyon teorisinde bir¢ok matematikci

tarafindan kullanilmistir. (Bennett ve Sharpley 1988; Kristiansson 2002).

Azalan yeniden diizenleme kavrami George G. Lorentz tarafindan (Lorentz;1950,1951)

L, ,(R™) Lorentz uzaylarmnin tanimlanmasinda kullanilmustir.

L, q(R™) Lorentz uzaylar

( q 1/q
©°f 1 dt
(j (tpf*(t)> T) ,0<p<00<qg<m
IfllL, &= 0

1
\ sup tPf*(t), 0<p<o,q=o

t>0

sonlu olacak bigimde 6l¢iilebilir fonksiyonlarin siniflariin kiimesi olarak tanimlanar.
L, q(R™) Lorentz uzaylarinda 0 < p < o0,p = q alinmasi halinde
1
p
1 s, ey = ( f If(y)l”dy>
RTL
ve p = oo alinmasi halinde
If Loy = supla: {yeE: |[f(¥)| = a}| > 0}
Lebesgue uzaylari elde edilir.

0 < p < 00,q = oo alinmasi halinde ise

W llwe, @) = sup tVPFH(t), 1<p<o
0<t<|E|

zay1f Lebesgue uzayi elde edilir ve p = q¢ = oo alinmasi durumunda

W lwee, = lIflL,, bulunur.

Morrey uzaylari ilk defa C.B. Morrey (1938) tarafindan tanimlanmistir. Eliptik
diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal davraniglarinin elde edilmesinde ve kismi

diferansiyel denklemler teorisinde 6nemli yere sahiptir.



0<A<nl1<p<owve feL;;’,fl(R”) olmak iizere Ly;(R™) Morrey uzaylari

-2

Wflle,, = IFNlL, ,em) = TP IfllL, (Bexo)

sup
x€R™,r>0
sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzayidir (Morrey, 1938). Burada B(x,t), R™ de
x merkezli ve t yarigapli acik yuvari belirtmektedir.
A< 0veyad>nikenLy,;(R™) =6 dir. Burada , R™ de sifira denk olan

fonksiyonlarin kiimesini belirtmektedir.

0 = a < n i¢in olmak lizere kesirli maksimal operator

1
Mof () = sup———— f FO)ldy,  xeR
0 B(x, £)| " S8

seklinde tanimlanir, burada|Z(x, t)|, B(x,t) nin Lebesgue dl¢iisiidiir ki,

|B(x, )| = w,t™ olup, burada w,, ise R™ de birim kiirenin hacmini gostermektedir.
Bu esitlikte a = 0 alindiginda Hardy -Littlewood maksimal fonksiyonu Mf elde edilir
ki bu da

Mf(x) = sup If)ldy, x€e R™

>0 |B(x,t)| B(x,t)

dir.

€ L1,.(R™) olmak iizere I* Riesz potansiyeli
loc

Iaf(x)zf Ldy, 0<a<n, f€LPQR)

g |X —y|"7®
seklinde tanimlanir.

I, Riesz potansiyeli Fourier doniisiimii teorisinde, kismi tiirevli denklemler teorisinde,
olasilik teorisinde (Markov siiregleri i¢in potansiyel fonksiyonlar ve duragan rasgele
siireclerin spektral yogunluk fonksiyonlari ¢alismasinda), fonksiyonel analizde 6zel
olarak operatorlerin interpolasyonu teorisinde genis uygulamalara sahiptir.

Her bir ¢ = 0 olmak tizere (0,20) ilizerinde tanimli her bir f olgiilebilir fonksiyonu

i¢cin
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SO = t7 f f(s)ds + f s (s)ds

operatorii A.P.Calderon tarafindan (Calderon,1966) tanimlanmaistir.

Tezin amaci Riesz potansiyelinin ve kesirli maksimal operatorlerin le,‘,’cf;,l(Rn) lokal
Morrey- Lorentz uzaylarinda smirliligimi elde etmektir. Lorentz ve Morrey uzaylari
tanimlar1 hatirlatilarak  bu uzaylarda kesirli maksimal operatérler ve Riesz
potansiyelinin smirliliklart verilecektir. Lokal Morrey-Lorentz uzaylarinda belirtilen
operatorlerin smirliliginin elde edilmesinde Hardy ve eslenik Hardy operatorlerinin
lokal Morrey- Lorentz uzaylarindaki kuvvetli ve zayif smirhiliklarindan
yararlanilacaktir.

oc

Elde edilen sonuglarin uygulamasi olarak ise M;, 2(R™) uzaylarinda Kesirli maksimal

’ql
operatdr, kesirli Marcinkiewicz operatorii ve bazi analitik yar1 gruplarin kesirli

kuvvetleri gibi 6zel operatorlerin sinirliligt verilecektir.

Tez boyunca C, uygun parametrelerden bagimsiz pozitif bir sabit i¢in kullanilacaktir ve
her seferinde ayni olma kosulu bulunmamaktadir. p € [1,00] i¢in p',pp' =p +p’

seklinde tanimlanmaistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 2.1.1 X bir K cismi tizerinde bir vektor olmak lizere,
I.l: X > R x = |lx]]

doniisiimii i¢in, her x,y € X ve her ae K icin

(N1) |lx|l=0ve ||[x]=0=x=0

(N2)  llax|l = la| [lx|l

(N3)  llx +yll < llxll + Iyl

ozellikleri ger¢eklensin. Bu durumda ||. || doniisiimiine X iizerinde norm ad verilir.
(X, |I- 1D ikilisine normlu vektor uzayi denir. (X, ||.||) uzay:1 genel olarak X ile ifade

edilir.

Tamm 2.1.2 (N3) esitsizligi |[|x + y|| < C(|lx]| + |[y]]) olacak sekilde bir C sabiti ile

gercekleniyorsa bu durumda doniisiim quasi-norm olarak adlandirilir.

(i) T operatoriiniin tanim bolgesi D (T) bir vektor uzayi olup deger bolgesi R(T), ayni

cisim iizerinde bir vektor uzayidir.
(if) Herx,y e D(T) ve her ae K sabiti igin

T(x+y)=Tx+Ty
T(ax) = aTx

esitlikleri gercekleniyorsa bu durumda T ye bir lineer operatordiir denir.
Tanim 2.1.3 X ve Y normlu uzaylar, D(T) ¢ X,T: D(T) - Y ve T bir lineer operator
olsun. ||ITx|ly < Cllx|lx esitsizligi saglanacak sekilde bir C reel sayisi varsa, T

operatoriine X uzaymdan Y uzayina sinirli operatordiir denir.

. T .
T nin normu; [|T|| = supxep(r) % seklinde tanimlanur.
x+0 X



Tamim 2.1.4 X bir kiime ve p, X lizerinde bir o-cebiri olmak tizere (X, u) ikilisine bir
Olctilebilir uzay, p deki her bir kiimeye de p-olgiilebilir kiime veya kisaca Olciilebilir

kiime denir.

Tanmm 2.1.5 (X, 2) bir 6lgiilebilir uzay, f: X — R olsun. Her y € R igin
f1dy, oD = {xeX: f(x) >y} e2

esitligi saglaniyor ise f ye Olglilebilir fonksiyon denir.
(X, 2) bir olgiilebilir uzay olmak tizere, X tizerinde tanimli genisletilmis reel degerli
bir pn fonksiyonu eger;

0  u@=0

(ii) HerAdelX iginu(A) =0

(iii) X daki her ayrik (4,,) dizisi i¢in u(Uy=1 An) = D=1 U(4y)
ozelliklerine sahip ise p fonksiyonuna 6l¢ii denir. Eger her A € X' igin u(A4) < oo ise p

ye sonlu Ol¢ti ad1 verilir.

Tanimm 2.1.6 Bir X kiimesi, X in alt kiimelerinin bir X, o cebiri ve X tizerinde tanimli

bir u dlglistinden olusan (X, 2, u) tigliisiine bir 6l¢ii uzay: denir.

Tanim 2.1.7 (X, 2, u) bir 6l¢ii uzay1 olmak iizere, X tizerinde tanimli p-6lgiilebilir
fonksiyonlarin siift M(X,X) yada M(X,u), X tlizerinde negatif olmayan u-6lgiilebilir
fonksiyonlarm smifi M+ (X, ) ve M(X, ) deki p-h.h.y sonlu fonksiyonlar sinifi

My(X, ) ile gosterilir. M(R™) ile R™ iizerinde tiim sonlu Borel 6l¢iilerinin uzayini

belirtir.

Tamim 2.1.8 X bir kiime ve P(X) te X in bir kuvvet kiimesi; P (X) lizerinde tanimli,
genisletilmis reel degerli bir u*fonksiyonu asagidaki ozelliklere sahip ise u*
fonksiyonuna X tizerinde bir dis 6lglidiir denir.

O w@=0

(i) Her EeP(X)i¢in u*(E) =0

(iii) AcBcX iginu*(A) <u*(B)

(iv) Herbirne N igin A€ P(X) ise u*(Up=14n) < X1 (4,)



Tanim 2.1.9 ([;), R nin siurh ve agik alt araliklarinin bir dizisi ve

T, = {(Ik):A c U Ik}

A*(A) = inf{Xj=1 LUi): (L) € T4}

biciminde tanimlanan A* bir dis 6l¢ii olur ve bu dis dlgliye Lebesgue dis dlgiisii ad1

olsun. P(R) tlizerinde

verilir.
n —boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dis dl¢iisiinii tanimlayabilmek igin
I = {X: a; < X < bil i=12,.... Tl}

n — boyutlu kapali araliklarini alalim. Araliklarin hacimleri

v = | [
i=1

olacaktir. E € R™ kiimesinin dis 0l¢tisii
A(A) = inf{Q%=1vy): E € U= Iy, I, bir aralik}
seklinde ifade edilir. Her A € R™
A*(4) = '(ANE) + 2*(AN(R™ — E))
esitligi saglaniyor ise bu takdirde E kiimesine Lebesgue dl¢iilebilir kiime denir.

Tamm 2.1.10 M(R™, A*), R™ nin A* dis dlglisiine gore 6l¢iilebilen alt kiimelerinin sinifi
olsun. 1* Lebesgue dis 6l¢iisiiniin M(R™, A*) sinifina da B(R™) sinifina olan

kisitlanmasina Lebesgue Ol¢iisii denir, A ile gosterilir.

Tamim 2.1.11 M(X, 2, u) olgli uzayr olmak iizere bir 6nerme, 6l¢iisii sifir olan bir

kiime disinda dogru ise, o dnermeye hemen her yerde (h.h.y) dogrudur denir.

Tamm 2.1.12 M (X, X, u) bir olgli uzay1 ve 0 < p < oo olsun.

1

p
1l oo = (fx f |de> l<p<w
|ess suplf @) p=o

xeX

sonlu olacak bigimdeki fonksiyonlarin uzaymna L, (X) Lebesgue uzay: denir.



E c R" olgiilebilir bir kiime olmak tizere E nin Lebesgue dl¢iisii

|E|=f dx
E

seklinde tanimlanir.

Tamim 2.1.13 R™ {izerinde lokal integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi

fK Ifldu

sonlu olacak bigimde fonksiyonlarm sinifi olarak ifade edilir ve feL¢(R™) ile
gosterilir. Burada K, R™ Oklid uzayinda bir kompakt kiime ve f Lebesgue 6lciilebilir

bir fonksiyondur.

Teorem 2.1.1 (Hélder Esitsizligi) p > 1 ve %+3 = 1, feL,(R™), geL,(R™) olsun.

Bu durumda fgeL,(R™) olup

Ifglls, < IIflls, llgl.,
esitsizligi gergeklenir.

Teorem 2.1.2 (Minkowski Esitsizligi) p > 1ve f, g € L,(R™) olsun. Bu durumda
f+geL,(R") olurve

If + gll,, < Iflly, + llgll,,
esitsizligi gergeklenir.

Teorem 2.1.3 (Chebychev Esitsizligi) t > 0 ve uy, f in dagilim fonksiyonu olmak

uzere

Pur© < | fColPdx

{xeR™:|f (x)|>t}

esitsizligi gerceklenir.



Teorem 2.1.4 p < qve E ¢ R", |E| < o olsun. Bu takdirde L, (E) < L,(E)

gomiilmesi gerceklenir.
Tamm 2.1.14 1 < p,q < o ve T:L,(R™) - Ly(R™) bir operatdr olsun. Eger
her feL,(R™) i¢in
T:L,(R"™) - Ly(R™)
bir operat6r olsun. Eger her feL,(R™) igin
ITfll., < Clifll.,

saglanacak sekilde f den bagimsiz bir C > 0 sabiti varsa T operatorii (p, q) tipli

operatdr olarak adlandirilir.

i bir Ol¢ii ve her pozitif a sayisi i¢in

a

Allfll,\*
u{x:ITf(X)I>a}S< ”>. q<o

saglanacak bi¢cimde a ve f den bagimsiz bir C sabiti varsa T operatorii zayif (p, q) tipli

operator olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.15 0 = a < n i¢in olmak iizere kesirli maksimal operator
M, f(x) = sup,so|B(e )5 [ IF(0)Idy,

seklinde tanimlanir, burada B(x,t), x merkezli t yaricaph agik bir yuvardir (xeR™).
|B(x,t)| ise B(x,t) nin Lebesgue olgiisiidiir ki, [B(x, t)| = w,t" olup, burada w,,

ise R™ de birim kiirenin hacmini géstermektedir.

Tamm 2.1.16 (Samko, 2012)

@, (0,00) araliginda Slgiilebilir bir fonksiyon ve y ile § da birer gergel say1 olsun. ¢

tizerine giiclii agirlikli etki eden agirlikli Hardy operatorleri

g _ uyip—1 prely) o 5 _ oy ey
Hi o(t) =t Jr.;._,._—;.ff.h Hiet) =778 [T

dy, t= 0.



ile tanimlidir.
Tamm 2.1.17 (Anderson ve Muckhenoupt, 1982)
@, (0,00) araliginda 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve 71 bir gercel say1 olsun.

F,ve F, Hardy operatorleri ,

-

o(s)ds, Po() = | o(s)ds

Po©) =7 |

o
ile tanimlanir.

Hardy operatorleri harmonik analizde bir¢cok operatdriin farkli fonksiyon uzaylarinda

siirliliginin elde edilmesinde anahtar rol oynamaktadir.

Bu tezde yukarida tanimlanan Hardy operatdrlerinin lokal Morrey uzaylarinda sinirliligi
kullanilarak, Riesz potansiyeli, kesirli maksimal operator, kesirli Marcinkiewicz
operatorii ve bazi analitik yar1 gruplarin kesirli kuvvetleri gibi 6zel operatorlerin

M:=c. (R™) uzaylarinda sinirlihidr ispatlanacaktir.

Tanmim 2.1.18 (Fourier Doniisiimii) f € L,(R™) olsun.

1
(2m)"

F) = G | FOreay

ile verilen f fonksiyonu f nin Fourier déniisiimii olarak adlandirilir. Burada

(x,y) =X1Y1 t -+ XpWn
dir.

Tamim 2.1.19 (Schwarz Uzay1) R" uzayinda sonsuz kez diferensiyellenebilir ve
istenilen a ve S katl indisleri i¢in
supyern [x“DP f(x)] < o0

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina Schwarz uzay1 denir ve °S’ ile gosterilir.

Tamim 2.1.20 (Riesz Potansiyeli) f yeterince diizgiin bir fonksiyon olmak tizere f

fonksiyonunun Laplasyeni;

10



bi¢giminde tanimlanir.

f €S olmak tizere

o 1 ) o
FW) = f@) =— [ e@fody
(27‘[)2 R™

dir. e = ei(x1y1++Xn¥n) glmak iizere

(—D)f (x) = (z;fRn(—AeW)f(y)dy

n
)2

1 ( 92elX1Y1  g2eix2y2 N 92elXnyn
= — —_ 7 —_ — e

(27‘[)% R™ 6x1 ax22

Y )dy

6xn2

1 2,i(xy) £
=—— | e fi)dy
(27‘[)2 R

elde edilir.
I,f = Fl|y|™®F, fes (2.1.1)

oldugundan

(=8)f = F'yl*Ff
yazilabilir. Bilindigi gibi Laplace operatorii eliptik operatordiir. P. Seeley gostermistir ki
eger bir eliptik L operatdrii i¢in

Lf = F'@(x)Ff

formiilii mevcut ise 0 zaman onun istenilen kompleks kuvveti i¢in

L*f = F'@*(x)Ff

gecerlidir. Dolayistyla bu ifadeye gore Laplace operatorii igin

(—8)*f = FHy|**Ff
yazilabilir. Buradan goriilmektedir ki z = —% icin

(~0)75f = FHy|=Ff (2.12)
gecerlidir.
(2.1.1) ve (2.1.2) esitliklerinden Riesz potansiyeli ve —A nin genellesmis anlamda

Fourier doniistimlerinin ayn1 oldugu goriilmektedir. Bu durumda
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a
I, = (—A)z, 0<a<n
ifadesi yazilabilir. (2.1.2) formiilii Riesz potansiyelinin ne kadar 6nemli bir operator
oldugunu gosterir. Ciinkii (2.1.2) nin yardimiyla Laplace operatoriiniin negatif

kuvvetleri tanimlanabilir, burada 0 < @ < n olmak tizere

Iof () = [ L

" lx—y|n@

operatoriine Riesz potansiyeli denir.

1, Riesz potansiyeli Fourier doniisiimii teorisinde, kismi tiirevli denklemler teorisinde,
olasilik teorisinde (Markov siiregleri i¢in potansiyel fonksiyonlar ve duragan rasgele
stireglerin spektral yogunluk fonksiyonlari ¢alismasinda), fonksiyonel analizde 6zel

olarak operatorlerin interpolasyonu teorisinde genis uygulamalara sahiptir.

2.2 Lorentz Uzaylan

L,q(R™) Lorentz uzaylari George G. Lorentz tarafindan tanimlanmustir (Lorentz,
1950,1951) L, uzaylarmn genellesmesi olan Lorentz uzaylari, Banach uzaylaridir ve
yeniden diizenleme altinda de§ismeyen bir interpolasyon uzay1 olup harmonik analizde
birgok uygulama alanina sahiptir.

Bu kisimda oncelikle dagilim fonksiyonu ve ardindan bir fonksiyonun yeniden
diizenlemesi tanitilacaktir. Daha sonra L, ,(R™) Lorentz uzaylarindan bahsedilecek ve
bu uzaylarin temel 6zellikleri verilecektir.

Dagilim fonksiyonu ve azalan yeniden diizenlemenin 6zellikleri (Kristiansson, 2002) de

detayl bir sekilde ispatlanmistir.

Tamm 2.2.1 (Dagihm Fonksiyonu) f:R"™ — C olmak iizere uy: [0, ) — [0, 0]
dagilim fonksiyonu

pr) = p({xeR™: |f ()| > 2}, 120
seklinde tanimlanir. Dagilim fonksiyonu yalnizca f in mutlak degerine bagli olup
azalandir.

Simdi bir fonksiyonun azalan yeniden diizenlemesi kavrami tanitilacaktir.

Tamim 2.2.2 (Azalan Yeniden Diizenleme) f:R™ — C olmak iizere f fonksiyonunun

azalan yeniden diizenlemesi

12



f*: [0' oo) - [0, OO]
[ =infldz 0:,M) < ¢}

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.1 (Esitsizlikler)

(f+9){t +t) < f(t) + g7(t2)

ve

(fg)"(t1 + t5) < f(t1)g" (t2)

esitsizlikleri her t;, t, > 0 i¢in gerceklenir. Ozel olarak

(f+9)@® < f(t/2) + 97(t/2)

ve

(fg) () < f(t/2)g*(¢/2)

esitsizlikleri her t > 0 i¢in saglanir.

Tamm 2.2.3 (’**” operatorii)

f:R™ = C olmak tizere , f**:(0,0) — [0, 0] fonksiyonu

1 t
f%ﬂ=;ff%@ds
0

seklinde tanimlanir.
Tamim 2.2.4 (Lorentz Uzaylar) 0 < p < 0,0 < g < o olsun.

L, (R") Lorentz Uzaylari

13



1/g

=1 " dt
J t2f*(t) e O=<p=<wl<g<w
n VDN

g\ B)=

£l

1
supt?f(t), 0<p<owg=0w
=0

sonlu olacak bi¢cimde tiim 6lgiilebilir fonksiyonlarin siniflarinin kiimesidir.
p = q = o ise bu durumda, Lo, o (R™) = Lo, (R™) olur.
l1<qg<pyadap=q=coisebudurumda ||fll,,, fonksiyoneli bir norm belirtir.

0<g<p<r<owve EcR"|E| <t olmak iizere E lizerinde
L.(RY) =L,,(R") € L,q(R") € L, ,(R") € L, (R") € Ly 4(R™) = Ly(R™)
siirekli gdmiilmeleri gerceklenir.

L, 4(R™) Lorentz Uzaylar i¢in p = co ve 0 < p < oo durumu ile ilgilenilmez. Bunun
nedeni||f |l 4 < 0 olmasinin ancak R™ iizerinde f = 0, u-hhy olmasi ile

gercekleniyor olmasindandir. Bu durum asagidaki sekilde gortilebilir.

L, q(R™) in asikar bir uzay olmadigim varsayalim. O halde f€Lo, 4(R™) olacak sekilde
bir f fonksiyonu olacaktir, dyle ki c < 0 ve A € R™ pozitif 6lgiilii kiime olmak tizere

her x € Aicin |f(x)| > ¢ saglanur.

Buradan

u(4) dt

* ac _ (* dt
1 leo,q = JO frof—= jo (Fra)'®— 2 jo cl— = oo

elde edilir. Bu ise Lo, 4(R™) uzaymnin tek elemanimin sifir fonksiyonu oldugunu

gosterir.

L, q(R™) Lorentz uzaylari, L,(R™) Lebesgue uzaylarmn genellestirilmesi olarak
goriilebilir. Bunun sebebi eger p = q alinirsa, 0 < p < o i¢in L,,(R") = L,(R™)

esitliginin elde edilmesidir. Gergekten, 0 < p < o igin ||. ”Lp,q tanimindan

14



) 1/
1N, = (g f (err @) dt/t) '

%) 1/p
- (f t(f*(t))pdt/t>
0

_ (fooo(f*(t))pdt>l/p

1/p
- < f If(x)lpdu>
0

= IIfll,
esitligi elde edilir.
f* 1 azalan fonksiyon olusundan p = o i¢in
IfllLepeormy = sup f(t) = f7(0) = ess sup|f ()| = I fllL,&m)
t>0 SER™
bulunur. Dolayisiyla ||f]| Lpp = Fal L, olup normlarmn esitliginden Ly, (R™) = L,(R™)
oldugu gortiliir.

L, q(R™) Lorentz uzay bir lineer uzaydir ve ||f||Lp’q fonksiyoneli bir quasi-norm dur.

Ayrical < q <p yadap =q = oo ise, ||fll,,, bir normdur.

Uyarn 2.2.1

(i)  up dagilim fonksiyonu yardimiyla Lorentz uzaylari

0 139 g\
<pf (tuf(t)p) 7) , 0<p<®o0<qg<om
Wflle,, = 0

1

ksuptuf(t)ﬁ, 0<p<oo,q=c
t>0

sonlu olacak bigimdeki f: R™ — C 0lgiilebilir fonksiyonlarin sinifi olarak da

verilir. (Grafakos, 2004).
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(i)  L,qs(R™) Lorentzuzay1 f** fonksiyonu kullanilarak 1 < p,q < o olmak iizere

{ ) q 1/q
; (ff(ﬁf**(t)) ﬂ) , 0<p<®0<g<wm
”f”Lp,q(R"): = t

1
SUp;so 7 £ (8), 0<p<owg=m

seklinde tanimlanir.
|I. 1I* fonksiyoneli1 <p < o,1<q <o veyap =q = o durumlarinda L, ,(R™)

uzerinde bir norm belirtir.

1<p<o,1<qg< o ise 0halde
1f Uy < U, < 2 F
esitsizligi gergeklenir.
Her bir ¢ = 0 olmak tizere (0,22) ilizerinde tanimli her bir f &lgiilebilir fonksiyonu
i¢cin

(5.)(®) = &7 [ f(s)ds + [ sa T F(s)ds

operatdrii A.P. Calderon tarafindan (Calderon,1966) tanimlanmustir.

Teorem 2.2.2 (O’Neil, 1963), (Sawyer, 1990)

Eger,

(SfIW) = [) F(ds + [ 57 ' f* ()ds < o (2.2.1)
kosulu feL¥°(R™)i¢in saglaniyorsa I_f(x),xeR™ Riesz potansiyeli hemen her yerde
vardir.

Bundan baska;

(LY () =CS (), O0=t=x
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esitsizligi gecerlidir. Burada f " ifadesi
Fr(t) = inf{d = 0:[{yveR™: [f (v)| = A}| = ¢}, Wie(0, =)
ile tanimlanan ve f in azalan yeniden diizenlemesidir, C ise f ve t den bagimsiz keyfi

bir sabittir.

Asagida Riesz potansiyeli hakkinda iyi bilinen bir teorem verilmistir.

Teorem 2.2.3 (Guliyev vd., 2007)

"

O<a<mn lEfp<_,p<g<wx 1ZrZwx olunve fel, (R™) fonksiyonu

(2.2.1) kosulunu saglasin. Bu takdirde I, Riesz potansiyeli hemen her yerde vardir.

Bundan baska,

() 1=p=Z> ve 1=r=s<=co olsun. Budurumda I, operatdriiniin L _

o

Lorentz uzayindan L __ Lorentz uzayna sinirliligi i¢in gerek ve yeter kosul

1

1 &
— —==— olmasidir.
P g n

(i) » =1 olsun. Budurumda I, operatdriiniin L, , Lorentz uzaymdan WL _

. 1
Lorentz uzaymna smirlilig1 i¢in gerek ve yeter kosul 1 —-—= % olmasidir.

Ispat. Yeter Kosul:

. n 1 1 a
Q) 1<p<Z,1SrSsSOO,fELW(R”)ve;—E:; olsun.

1 1

(L) (t)ea s

Mafllsgs = |

LS(OIOO)
1

= <f e < [s *(s)ds)s dt>§
0 0

17



1

+4, <f°° <foos%_1f*(s)ds> t%_ldt>s
) ‘ TR
(fot q (fof(r)r ‘ <]0 oF )

Esitsizliginin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

olur.

1 1

co < t 7
sup <j Ts(%—1)+%—1dl_>5 (j T(%_l)(l_r,)d’[)r
t>0 t 0

_1 a 1\ s pl rs a4 1 1 1 1 1 a
=SS(1————) — | suptt 4 P<oo & ———=—
n q r t>0 p n
_L a 1 _% pr % g 1 NI (prst %
olmasidir. Burada C; < s (1 --= 5) (Z) ss(s)r = (p')s (T)

olup, bunun yaninda,

([ ([ s o) t%—ldt)”s D ( [ (tgf* (t))r%

esitsizliginin gegerli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1
T

1 1
Es_y NS/ (a1t \T7
sup(f T4 1d‘[> (f T(" 1)r piT dT)
t>0 0 t
: 1 ayw 11 11
< 1 a\ r/ a 1 1 a
= (g)s (r’)_W(———> supt™ (P a) <o & ———=-—
S p n t>0 b qg n

1

olmasidir. Burada C, < (%)E (r" = (% - %)_; Té(rl)% = (%)1/5 q'm

seklindedir. Boylece
WafllLy, < A1(Cy + CIIIf .,

bulunur.

i) p=11 —i:%, 1<r <owvef €L (R)"olsun.

1
”Iaf”WLq = supti(l,f)(t)
>0

18



t>0

1/ a t ® q
< A;suptq (tﬁ_lf fr*(s)ds + f sﬁ_lf*(s)ds>
0 0

t 1 oo 1
= Alsupf f*(s)ds + Alsuptﬁf s af*(s)ds
0 t

t>0 t>0

= A1||f*||L1(o,oo) = 2A1”f”L1‘r

elde edilir.

Gerek Kosul:

(i) Farzedelimki I, L,,(R™ den L,s(R™) esmirlive 1 <p < g olsun.
t > 0 igin f;(x) =: f(tx) tammlayalim. Buradan

IElL, = ¢ Ifl,

If.(x) = t 7L, f(tx)
ve

Il =4l Al
olup, I, operatorii L, (R™) den L__(R™) e smurli oldugundan

laf s, < CIIflls,,

elde edilir, burada C, f ten bagimsiz bir sabittir. Boylece

n nn
a+2 a+2-1
= ”Iaf”Lq‘S <Ct q“ft”Lm =Ct 4 p”f“Lp,T

elde edilir.

Eger% < $+% ise her f € L,,,(R™) igint - Oiken [[[ofll,,, = 0 olur.

Eger% > $+% ise her f € L, ».(R™) igint — o iken ”Iaf”qu = 0 olur.
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1 1 .
Buradan - ==+ 2 dir.
1% q n

(ii) I, operatoriiniin ||L1,r (R™) || den WL, (R™) e siirli oldugunu kabul edelim.

felle,, = ¢,
ve

a

n
Wafellwe, =t = lafllwe,

Ionmn Ly, (R™) den WL, (R™) e siirhligindan

Mafllwe, < ClIflL,,
elde edilir, burada C, f ten bagimsiz bir sabit sayidir.

(Iaft)*(T) = T_n(laf)*(tal T)

a

n
Wafellwe, =t~ lafllwe,

ve

a+2 a+2 +2
”Iaf”WLq =t q”Iaft”WLq <ct qfell,, = ct*a n”f”Ll_r
Eger 1 < $+% ise her f € L, (R igint - 0 iken
laf N, = O

Eger 1 > %+% ise her f € L, ,(R™) igcint — oo iken

afllws, =0

bulunur. Buradan 1 = i + % olmalidir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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2.3 Morrey Uzaylan

Morrey uzaylari ilk defa C.B.Morrey (1938) tarafindan tanimlanmstir. Eliptik
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin lokal davranislarinin elde edilmesinde ve kismi

diferensiyel denklemler teorisinde 6nemli yere sahiptir.

Tamm 2.3.1 (Morrey Uzaylar1) 0 <A1 <n,1<p <o ve f € L°(R™) olmak

uzere

2
Lyr = ”f”Lp‘A(Rn) = SUPxermr>0 T p”f”Lp(B(x,r))

sonlu olacak bicimdeki fonksiyonlarin uzayidir (Morrey, 1938). A <0 veyad >n

iken

L, 2(R™) = O dir. Burada 6, R™ de 0 a denk olan fonksiyonlarin kiimesini

belirtmektedir.
Lemma2.3.1 1 <p < o olsun. O halde

Lpn(R™) = Lo (R™)
ve

1
n

”f”Lp_n =wy [IfllL,
gerceklenir.

Ayrical <p < oo, f € WLlpoc (R™) olmak lizere WL, ,(R™) ile

A

Ufllwep = Wflwa, piny = sUP_ 7 PlF s, (5er)

sonlu olacak bi¢gimdeki fonksiyonlarin uzayini belirtmektedir.

Burada,

”f”WLp(B(x,r)) = ”fXB(xJ‘)”WLp(R")
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1/p
= Sup t(fXB(x,r))* (t)
t>0
= sup tl{yeB(x,): [f ()| > t}|1/P
>
= Sup tl/p(fXB(x,r))*(t) <
t>0

seklindedir.

Ayrica,

WL,(R™) = WLy, (R™)

olduguna dikkat edilmelidir. Bundan baska Ly, ; (R™) € WL, 3(R™) gomiilmesi
gerceklenir. Gergekten, Chebychev esitsizligi yardimiyla

11, = sup r* supt? (Fxscen), ©
” >

XER™1r>0

sup ™% supt? [{y € B(x,7): |[f ()| > t}|
X€ER™,r>0 t>0

= sup r~*suptP <J dy>
XERM™,r>0 t>0 yEB(x,r);lf(y)|>t

< sup r~*sup

( [ If(y)lpdy>
X€R™r>0 t>0 \YyeB(x,r):|f(y)|>t

< sup r <f If(y)lpdy>
X€ER™,r>0 B(x,r)

= lIfII7

Lp,l
elde edilir.

Lemma232 1<p< 00,%+§= 1ve 0 <A <n olsun. Budurumda a = "T?’l
olmak tizere

Lp,/l(Rn) c Ll,n—a (Rn)
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gomiilmesi saglanir. Bundan baska,

1
”f”l,n—a < Wyzlﬂ ”f”Lp_A

esitsizligi gergeklenir.

Tamm 2.3.2 (Lokal Morrey Uzaylar1) 0 < p < 00,0 <1< 1 ve f € L°(0, )

olsun. L, ;(0, o) lokal Morrey uzaylar

A
I£lL, 200,000 = supr PlIf Il
Lp,}.(o’ ) >0 Lp(O,T')

sonlu olacak bi¢cimdeki fonksiyonlarin uzayidir.

Benzer sekilde, 0 <p <o, 0<A<1ve f€ WLl,;’C (0,0) olsun. WL, ;(R™) zayif

lokal Morrey-Lorentz uzaylari

A
”f”WLp‘;l(Rn) = SUIO)T” p”f”WLp(O,r)
r>

sonlu olacak bi¢gimdeki fonksiyonlarin uzayidir.
Teorem 2.3.1 (Andersen ve Muckenhoupt, 1982)
1= p=gq= ®ve uile v negatif olmayan agirlik fonksiyonlari olsun. Asagidaki (p,q)

zayif tip esitsizlikler gecerlidir.

(i) n>0olsun. Eger

B0y @) = supgso (J;7 (£)" (42) ax)" (f veoy ax)” @:3.1)

ifadesi @ = 0 i¢in sonluise (w,v) ikilisi £, i¢in (p,q) zayif tipli agirlik ¢iftidir; yani

1

B0 = (Jreompp ooy 2O%) < ([Tl0@Po©d)?  (232)

esitsizligi gergeklenir.
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(i) 1n<0 olsun. Eger

1 1

a a © -1 /!
B @) = supeso (J; ()" (52) dx)" (1 v 7dx) (23.3)
ifadesi @ = 0 icin sonlu ise (u,v) ikilisi 7, i¢in (p. q) zayif tipli agirlik ¢iftidir; yani

1

B(n; ) = (f{te(o‘oo):lj,w(tb#l}u(t)dt)a <cu(f, le@IPv(t)de)r  (2.3.4)

esitsizligi gergeklenir.

(2.3.2) ve (2.3.4) esitsizliklerinde C sabitinin en kii¢iik segilmesi durumunda F,ve F,

nin zayif normlar1 | F;,| . | CP,I,| _olarak gosterilir. Bunun yaninda,

(/g + ¥4 B 2|7, < [222]F (097 Bra) ve

|

A .
(ng—al

sozlAl, < [ )50

]
o

g
la—ngl

seklindedir.

Burada, u(1) =v(1) = y;5. (1) alimrsa (2.3.2) ve (2.3.4) deki esitsizlikler

yardimiyla asagidaki esitsizlikler elde edilir:

(f{fe(o,oo);|P,,<p(r>>u|}dt)a <Cut (fot lp(@DIP dr)E (2.3.5)
(f{fe(o,oo);|?ngo(r>>u|} de)' <ot (fle@Pdr) (2.3.6)

Asagidaki iki lemma ile Morrey ve zayif Morrey uzaylarindaki H,,ve H§,, Hardy

operatorlerinin sinirliliklar: verilecektir.
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Lemma 2.3.3 (Samko, 2012)

1-2 101 g g 1,4,
ve - —-=_— olsun. Eger v << —+ — ise
r z -4 ri r

HE,, LM, ;(0,00) dan LM, ;(0,%) uzaymna simrhdr, ve eger ¥ > “—

(yle

ise Hf,, operatorii LM, ;(0, %) dan LM_;(0, ) uzayma smirhdir.

. . 1-4 101 9
Lemma2340<i<1,0=<f<1—-Al=<r= BK ve - —=-= 1i olsun. Eger
' 5 —dA
¥y ==+ ise HF,joperatéri LM, ;(0,00) dan WLM, ;(0,%) uzayna simrlidir ve

ri T

eger
1 i . o
y=—+ i— B ise Ff,, operatorii LM, ; (0,00) dan WLM_;(0,%0) uzayma sinirhdir.

Ispat Ispat i¢in asagidaki ifadenin dogru oldugunu géstermek yeterlidir.

B
A, 4 ||H(Y)(p||WL
HE 0| <c O Suppot st ————500 < ¢ < op (237
|| (y)(p WLS’A(O'OO) ”(p“LT‘A(O’Oo) pt>0 ”(p”Lr(O't) ( )
1 A
Yy=—-T - olsun.
g s
HHI:}.-.':P - HXI:G':-'.'Er)H':}'.-':’g(r:IHr.:rr { Qo)

WLg( Qo)
z

=sup,.o i [L?EI:E_Ir_..: o)) a’r)’

a | e

{IE (0,t): r%_'g an:_ "9(},)},—1—:.%5'({}, = ;x} )

= Sup,.oH

1- 1-4

=B =12 0,00 = 0 (D, v(D) = 200 (D) T

r T

(2.3.1)de, n =

almirsa baz1 a = 0 degerleri igin,
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CE e - —E|.~__l:. ..: £ (rei-1){—
B(na) = supeso £7 ([ 200 (@™ot "0 Mdr) ([ xion @V
afre Vet raa o N
= sup = [J e S a’r) (J XYoo (DT =1 r—17r-1 dr)
pofar I E \J g
= Csup Lfflf_ S
Exo
= Csup G
=0
elde edilir.
H'I- ik mrr "
Teorem 2.3.1 (i) ifadesinden (2.3.7) deki ————===E yerine bu ifade yazilirsa
& |'..;P. L.

C.sup,.,tr = = r =C < w elde edilir.
y=1+ ﬁ:i — B olsun. Ispat H,:'S:__-, nin simirliliginin gosterildigi metoda benzer
sekilde yapilir.
g s
H:'Lr'i}'f"’gH - H)_".:,;.:_-,(r)ﬁ,:}._-,gp[r)

Iy WLe(ee)

= SUP ol [-er:rEI:E-.:'_": J-t"':_J i) :=-;f} a’r)

T4

{IE('D, t): ri_% j:'c flvyv - %ﬁ_gd}' = ;:} )

= SUP,m ol

(2.3.3) esitligi dikkate alinirsa,

1-4 1-4

1= 1= B+ 10, w() = 200 (D, 9(8) = 200 (DT TE

olmak {izere baz1 a > 0 degerleri i¢gin
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[. Jh Yoo (DT

A 4

Aot I .

PP R m

EE rr r< Csupt r s
£20

elde edilir.

el
———=% yerine yazilirsa,

Teorem 2.3.1 (ii) ifadesinde ———&
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3. LOKAL MORREY-LORENTZ UZAYLARI

0<p,q<oved<A<1 olmakiizere M, =M}’.,(R™) lokal Morrey- Lorentz

uzaylari

-1
= su ra
”f”M;,";A Pr>o0

1 1

tra f7(0)

Lq(0,1)

sonlu quasinormlu biitiin 6l¢iilebilir fonksiyonlar uzaylar1 olarak tanimlanir. Lokal
Morrey- Lorentz uzaylar literatiirde ilk kez C. Aykol un doktora tezinde tanimlanmis
(Aykol, 2013) ve bu tezde verilen uzaylar arasindaki bazi gomme teoremleri

ispatlanmugtir.

Eger A<0 veya A>1 ise le)“’;;l(R”) = @ dir. Burada ® , R™ iizerinde sifira esit biitiin

fonksiyonlarin kiimesidir.

Ayrica M%.o(R™) = Ly (R™) ve M), =M5(R™). A = 1 limit durumunda

M;,‘,’g;l(R”) uzayt1 A 1 1(R™) klasik Lorentz uzayidir.
oo,tP 4

B

loc _ —
Myoa = Lpew =WL, olur.

Burada, WMIL,‘,’;; 1= WMZZ,‘?;; 1 (R™) ile biitiin 6l¢iilebilir fonksiyonlarin zayif lokal

Morrey- Lorentz uzaylari gosteriliyor ki bu uzaylarin quasinormu

-1
= Ssu ta
“f”Wle;_’qc;,l Pt>o

()

WLq(0,r)
dir.

Lemma3.l 0<p<p< oo,%z%—% ve 0 <A Ss olsun, bu durumda

1
—= 1
q - L .
(;) Nflhwe, < IFllgioc, = A @llfllw dir. Ozel olarak ||fllw.., = IIfIIM;]ocl dir.
‘s Z.Q;
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3.1 Lokal Morrey- Lorentz Uzaylarinda Riesz Potansiyelinin Simirhihig

Bu kisimda Guliyev, Aykol, Kiigiikaslan ve Serbet¢i tarafindan 2020 yilinda elde edilen
Riesz potansiyelinin lokal Morrey-Lorentz uzaylarinda siirliligina iligkin sonuglar

verilecektir.
Teorem 3.1.1

r 1 a1
0O<a<n 0<1<1, 1Sr§s$oo,1§q§oo,mgpg(_+_) ve

r n

feM, loc "2 (R™) fonksiyonu (2.2.1) kosulunu saglasin. Bu durumda I,(f) Riesz

potansiyeli hemen her yerde vardir.
Bundan baska;

. T A e\l o1 1 o1 1) a
Q) Eger 5 <P < (— + Z) ise » A (; — ;) +- kosulu 1, operatoriiniin

M, 1o¢ . uzaymdan My ¢ uzaymna smirlihg igin gerek ve yeter kosuldur.

(i) Egerp = rrﬂ ise 1 — 5 = % — = kosulu I, operatdriinin M, lo¢ | uzayindan

WM, ¢, uzayma smirlih igin gerek ve yeter kosuldur.

Bu teoremin ispati yapilirken M'°¢,(R™) lokal Morrey-Lorentz uzaylarinda, Riesz

p.q;A

potansiyeli I, nin sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosullar elde edilecektir. Bunun i¢in

de Lemma 2.3.3 ve Lemma 2.3.4 deki esitsizliklerin diizenlenmis hali kullanilacaktir.

Ispat.
f fonksiyonu eger (2.2.1) kosulunu sagliyorsa, Teorem 2.2.2 den dolay1, I,f(x), xeR™
Riesz potansiyeli hemen her yerde vardir.

(i) Yeter Kosul:

m <p< ( + %) olsun. Ikinci esitsizligi kullanarak,

11

115 (1,f)'(0)

Haf llyioc, = suPe>o £

Ls(0,6)

. §( P Ody + [ ynf? (y)dy)

-2
< Csupgsots

Lg(0,t)
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Y | R
< Csupts |[t9 s ™ f f*(y)dy
t>0 0 Ls(0,6)
/| S Y
+Csupts |74 Sf yn o fr(y)dy
= 11 + 12

I; 1 hesaplanirsa,

_ e | L e _ B
h = Csupeo b ot Jo £y L8 ¢ ”H(Y)g ||Ls,2(0,°°)
1 1 v e ﬁ v o 12 *
Y= alinir ve Hardy operatdrii H,, gz oniine alinirsa g(t) =tp 7f*(t) olur.
Boylece
1 1,1 1, a - 101
B = 7 V2 > +- elde edilir. Lemma 2.3.2den, f = (1 - 1) (; — ;) olur. Buradan

2 2= 2(3-3) + 2 elde edilir.
p q T S n

Bu yiizden, Hg,) operatori L, ; (0, o) uzayindan Lg (0, 00) uzayina y = % - % < % + /;1
kosulu altinda smirhidir.
Daha sonrasinda,
L =C ”Hﬂ 9” < Cligll, (0,00)
()/) LS’A(O,OO) r,A\Y)
e | —
= Csupgsot ||T2 7 f7(T) = C“f”M;lgorC-A (3.1.1)

LT(OJt)
I, yi disilintildiigiinde,

-2
I; = Csupgsots

11 a
s [Cyn fr(y)dy

Ls(0,t)

= |7ty

Ls,A(O'OO)
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1 1
7—[([;) Hardy operatdriinde y = % - % - % ve g(t) = t? 7f*(t) alnir. Buradan

1 1 1 1 a rs 1 1 <
B=-—-+-— > +- elde edilir. Lemma2.3.2den, f=(1-2) (; - ;) oldugundan

q
% - % =1 G - %) + % elde edilir. Dolayisiyla }[([,f,) operatorii L, ;(0,00) Morrey

uzayindan uzayindan L »(0, o0) uzaymna % <y-= % — % — % kosulu altinda sinirhdir.
Ardindan ,
2408
SUpi>o t s }[(y)g”Ls(O,t) < CllgllL, ;0.0
T |
= Csupgsots |lT7 7 f7(7) = ClIf Il 0 (3.1.2)
Lr(0,t) i

(3.1.1) ve (3.1.2) deki esitsizliklerden M;,f’;; ; den Mffsf 4 Ya I, operatoriniin sinirliligi

elde edilir.
(ii) Gerek Kosul:

1, operatdriiniin lefrc ,den M ffsc ;4 va sinirli oldugunu varsayalim, ve

r 2 a\!
) <p< (;+ ;) olsun.

T > 0 igin f,(x) =: f(tx) olarak tamimlayalim. Buradan f;"(t) =: f*(tt™) ve

1 1

)

-1
”fT”Méorca = SUPesol ™

L-(0,t)

-2
=SUpgsol T

11
yr r fryT™)

LT(OIt)

_A _2
= SUP¢sgtr T P

Y £ )

LT(O:trn)

1 1

¥ )

_n,ni -2
=T P T supgso(tt™) T

L-(0,tr™)
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_n(l_i)
= pr
T ”]C”]\,,;JOTC/1

Ayni zamanda
(Uafr)(x) = 77 f) (x)
(Laf)* () = 7o f)" (™)
ve

-1

1 1
Mafillyioe, = supesot [[ye = Uaf)'®)

Ls(0,t)

A

— 1 1
= T_a Supt>0 tT yq s (Iaﬁc)*(yrn)

Ls(0,t)

1

=7 supso 5 ([T (Uuf) GE) d(™)) e

1 1
=7 S sup (677 |lye s Lo f ()

_ n,ni ) |
t>0

Ls(0,t)
1 A

__—a-n(=-=

= M fl o,

1, operatorii lef’rc ,den M f;’sc ; uzayma sinirli oldugundan,

o fl,jioc < ClfIl,,w0c buluruz ki burada C, f ten bagimsiz keyfi bir sabittir.
Mg.s:a Mp,ria

Buradan,

a+n(>-2)
q s

”Iaf”Mffsc;a =T ”[af:[”M};,)sC;A

a+n(:-2
< et ™Al e,

1 A 1A
AT

1 1 1 A
i T Fllytec,
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Eger

L ! 1 ! a loc : .: _
;<;+ﬂ.(;—g) +; iset — 0 her fEMp,r;A 1¢1n ||Iaf||M(ll?sL;A = 0 drr.

1_ 1 1 1 a . loc - - _
> > -+ A(—— ;) +—ise T — 00 her f e My, igin ”Iaf”Méf’sf,1 = 0 dir.
Boylece ~—==A(3 1)+ elde edilir.

P q r s n

(1) Yeter Kosul:
p = ﬁ 1<r<s<oo ve feMyS, olsun. Minkowski esitsizligi kullanilarak,
-2

”Iaf”WMé?;A = SUP¢>o ts

05 (f) (@)

WLs(0,t)

1 1

v (£ Oy + [ Gy dy)

-1
< Csupgsgts

WLs(0,t)

1 1 a
i

W 0y

-2
< Csupgsgts

WLs(0,t)

-1
+ Csupssgts

11 a
s [ yn 1dy”
WLs(0,)

= N;+ N, elde edilir.

N; 1 bulmak igin,

1 1 a
P B

TR RO

-1
N; = Csupgsots

WLg(0,) =C ||Hg/)h||WLs,A(0,oo).

yP

_ -1
o) Hardy operatoriinde y = 1 + % ve h(t) = t'" f*(t) alinirsa,

buradan g = $—§+%+%— 1 —% elde edilir. Lemma 2.3.4den, 8 = (1 - 1) (%—i)

ve ardindan 1 — % = % - % elde edilir. Boylece,

Ny <C ||

OL] I L CRD
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Ay At
= Csupgsot [T 7 f7(7)

= Cllf e, (3.0

L-(0,t)
Simdi N, yi bulmak i¢in,

-
Ny = Csupgsots

11 a
s [ f*(y)yﬁ‘ldy|

WLg(0,t) =¢ ”}[g/)h”WLq,a(O.OO)

B g~ _ A-1  a _ 1422 "
H, ) Hardy operatériinde y = 1 + —— Ve h(t) =t "+ f*(t) alinirsa.

a

burada g =$—§+%+;— 1 —% elde edilir. Lemma 2.3.4den g =(1—-21) (%—%)

a

ve ardindan 1 — % =—= % elde edilir.  Bu yiizden (lf/) Hardy operatorii L, (0, o)

Morrey uzayindan WL (0, o) uzayma smirlidir. Buradan,

N, <C ||}c(’;)||w < CllAlly, ,(0,)

Ls,A(O:OO)

A

= -1
= Csupesots ||t 7 f(7)

= Cllf e, (3.14)

LT(O!t)

(3.1.3) ve (3.1.4) deki esitsizliklerden Riesz potansiyeli I, nin MX5, den M5,

uzayina siirliligi elde edilmis olur.
(i) Gerek Kosul:

Riesz potansiyeli I, nin Mll,"rc ; den M(llf’sc; , Uzaymna p = ﬁ i¢in sinirl oldugunu kabul

edelim.

T > 0 icin f,(x) =: f(tx) olarak tanimlayalim.

fellyioe =T fllj0c Ve
Py ey 1L

-1
”IafT”WMéf’sf,l = SUP¢sols

Y Uaf )|

WLs(0,t)

-2
= T %supssgts

Yi5 Uaf) ™)

WLs(0,t)
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_g_n,ni A
= ¢ d S (¢S

Y5 (of) )

WLs(0,t)

1 A

_ o)
Boylece I, operatorii M .2 Uzaymdan WM °:2 Uzaymna smirlidir.
e T, < C1 e,

olup burada C, f ten bagimsiz keyfi bir sabittir. Boylece
+
Mo Mg, = TGN Cafd e

<C(Ct a+n(q 5) ” fL- ”Mloc

1
a+n(

L2,
=T a s/ | f”I\,,][l?oTcl1
Ta+n(% 1- A)+n/1(r S) ”f”Mloc

elde edilir. Eger 1 < $ + % — % ise M'9¢ ., Uzaymdaki her f igin
r+l

T = 0 iken ||I.f]| = 0dr.

loc
WMq,s;A

oc

T > o jkenl > % + % —Zise MY uzaymdaki her f igin ||I,f]| = 0 dir.

— ;A

loc
A WMgs:a

. A e .- ..
Boylece 1 — i = % -3 esitligi elde edilir ve teoremin ispati tamamlanmis olur.

Uyan1 3.1 2= 1 limit durumunda Mf,"’;; 4 uzaymin klasik Lorentz uzay1

A 11 (Aykol vd.,2013) olduguna dikkat edilmelidir. I, nin A 1_1 daki siirlihigi

oo,tP 4 oo,tP 4

(Savyer, 1990) da gosterilmistir.
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4. BAZI UYGULAMALAR

Uciincii  boliimde elde edilen sonuglar, Riesz potansiyeli ile iliskili olan farkli
operatorlere uygulanabilir. Bu sonuglar Kesirli maksimal operatore, kesirli
Marcinkiewicz operatoriine ve bazi analitik yar1 gruplarin rasyonel kuvvetlerine

uygulanacaktir.
4.1 Kesirli Maksimal Operator

0 < a < n i¢in olmak iizere kesirli maksimal operator

Mof () = supesol BGe, O [, IFO)Idy,

seklinde tanimlanir, burada B(x,t), x merkezli t yarigaph agik bir yuvardir (xeR™).
|B(x,t)| ise B(x,t) nin Lebesgue olgtistidiir ki, |B(x,t)| = w,t™ olup, burada w,, ise
R™ de birim kiirenin hacmini gosterir. M, kesirli maksimal operatorii Riesz potansiyel

operatoriine ¢ok yakindir ki,

Z_d
Maf(x) < wy (alfD (x) (4.1.1)
esitsizligi gergeklenir. (4.1.1) esitsizliginden agagidaki sonug elde edilir.
Sonuc¢ 4.1.1

-1
0<a<n 0SA<1 1<r<s<ow 1<q<o, —<p<(3+2) ve

= A(%—i) +% olsun.

SR
Q|-

. . T A,a\ . 1 1 ./1 1\ a - :
(1) Egerm <p< (; + ;) ise i A (; - ;) + ;kosulu M, kesirli maksimal

SRR loc loc SR
operatoriiniin - M7 uzayindan Mg ¢, uzayma smirliligl i¢in gerek ve yeter

kosuldur.

(i) Eger p = r-l-L/l isel— i = %—% kosulu M, kesirli maksimal operatdriiniin

oc

M;,OTC , uzaymdan M é’s; 2 uzayma simirliligi i¢in gerek ve yeter kosuldur.
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i r 2 a7t
Ispat: 0 <a<n, 0<A<1, 1<r<s<o, 1Sq§oo,m§p§(;+;)

olsun.

Yeter Kosul. (i) ve (ii) nin yeter kosulu Teorem 3.1.1 ve (4.1.1) esitsizliklerinden elde
edilir.
Gerek Kosul.

oc oc

(i) Farzedelim ki M, operatorii leo,r; 3 uzaymdan M(ILS; ; Uzayimna

T 2 a\ .. .
S <P< (; + ;) icin sinirli olsun. Boylece

1 A
_ —a-n(=-=
Mafe() = T Maf (o) Ve IMafillyor =7 "G Ml e

yazilabilir.

Teorem 3.1.1 den

_l:,'l(l_l)_i_
q r s n
oc oc

(i) Farzedelim ki M, operatorii Mll”; 2 Uzayindan WM(II'S; ;Uzaymap = ﬁ icin

K}

elde edilir.

S |-

sinirli olsun. Buradan

1 A
- —a-n(=-=
Mafe() = T Maf (0) Ve IMafully e = 7" M fl e olur

. 1 a & e -
Boylece 1 — =0 s esitligi elde edilir.

4.2 Kesirli Marcinkiewicz Operatorii

S 1 = {xeR™: |x| = 1} R™ de do Lebesgue dl¢iisiiyle taniml1 birim kiire olsun. 2 da
asagidaki kosullar1 saglasin.

@ 0, R™O0 dataniml sifirinct dereceden bir homojen fonksiyondur ki
N(tx) = N(x),hert >0 xeR™\{0} sart1 saglanir.

(b) 02 mn S™1 kiiresi iizerinde sifir1 vardir ki
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f Q (x"Ndo(x") = 0.
gn-1

(c) ReLip,(S"1),0 <y < 1olsun. Bu durumda bir C sabiti vardir dyle ki
I2(x") — 0G| < Clx’ —y'|" saglanir,burada x',y' e ™1 dur.

1958 de Stein, Marcinkiewicz integrali u,, y1 daha iist boyutlarda tanimlamustir.
o 2 an\1/2
to,a(f)(x) = (fo |Fo,0: (/)] t—g) olup, burada

Foac(@ = [, o2 f(y)dy

x=y|st |x—y|n~1-a

seklindedir.

Marcinkiewicz operatdrii u,, nin siirekliligi Stein (1970), Chiarenza ve Frasca (1987),
Di Fazio ve Ragusa (1991) ve Lu vd. (2007) tarafindan kapsamli bir bigimde

caligilmistir.
= {h: lr|| = (fooolh(t)l2 dt/t3)1/2 < 00} olan bir H uzay1 olsun. Burada
o () = ||Fo:(FH ()] oldugu agiktir.

Minkowski esitsizliginden ve (2 kosullarindan

x o 1/2
(NGO < [ DL ([, %) d-

x=y|¢3

SCfRn If &)l dy

lx—y|*=¢

= L (If D)

bulunur. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

38



Sonug¢ 4.2.1

2 a\!
0<a<n 0SA<1, 1<r<s<w 1<q<o, —<p<(3+3) ve

1 1 1 1
———=/1(———)+30Isun.
P q r s n

. A, a\ 1 01 1 1\  a . L
(i) Eger <p<( +;) ve——gzl(;—;)+; ise u, Marcinkiewicz

operatorii My, lo¢ | uzayidan Mg loc 5.2 uzayma sirlidir.

i 5 r a A C _—
(i) Eger p=—ve 1—5 = — — = ise yp Marcinkiewicz operatdrii My,

uzayindan WML .5, Uzayma stirlidir.

4.3 Baz Analitik Yar1 Gruplarin Rasyonel Kuvvetleri

Farzedelim ki, L, L; lizerinde bir lineer operator olsun. L, de Gaussian st sinirint

—tL

saglayan p;(x, y) ¢ekirdegi ile e ™" analitik yar1 grubu tiretsin ki,

2
xX=y
C2| |

Ipe( )| < e~ (43.1)

esitsizligi gergeklensin, burada x,yeR™ ve her t > 0icin, c;c, >0 X,yiletden

bagimsiz sabitlerdir.

a
0 < a < n igin L operatdriiniin rasyonel kuvveti olan L 2 operatorii

f ptLf(0) 9t
F(a/z) t—%+1

Lo/ () =

seklinde tanimlanir.

Burada dikkat edilmelidir ki, eger L = — A, R™ iizerinde Laplacian olursa L~%2 de
Riesz potansiyeli I, elde edilir. (4.3.1) 6zelligi diferensiyel operatérlerin biiyiik siniflari
i¢in saglanir. Burenkov ve Guliyev (2009) tarafindan Riesz potansiyelleri ile {istten

—tL

sinirlanan operatorlere 6rnekler verilmistir. e~ yarigrubu (4.3.1) i saglayan bir

¢ekirdek olan p.(x,y) ye sahip oldugundan

IL=¢2f ()| < CL(If1)(x)
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esitsizligi gergeklenir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.3.1

loc

: . T 2 a7t 1 1 _ ,(1 1\, a . ' _qn
(i) Eger 5 <P< (;+;) Ve S -o= /1(———) +— sel operatorii. My,

uzaymdan M, uzayna smirlidir.

. 5 1 Ao -
(ii) Eger p= # vel— .= % — < ise L /2 gperatorii M;,‘,’TC,.A uzayindan WM;"’SC,.A

uzayina sinirlidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde,

0<pq<ooved<A<1 olmakiizere

-1
l = Su rd
”f”Mp(,)c;:;A Pr>o0

1 1

71 £ (1)

Lq(0,7)

sonlu quasinormlu biitiin &lgiilebilir fonksiyonlar uzayi olan M.°¢., =M%, (R™)  lokal

Morrey- Lorentz uzaylarinda

Iflx)= er_ ﬁdu, 0 <a <n, felP(R™

seklinde tanimlanan Riesz potansiyelinin sinirlili§ina yer verilmistir. Riesz
potansiyelinin sinirlilig1 yardimiyla elde edilen sonuglar harmonik analizin klasik

operatdrlerinden olan

Maf () = suplBCx, Ol f FO)ldy

B(x,t)

M, kesirli maksimal operator,
2dt
()G = (7 Faac (DO L) "

Uq q kesirli Marcinkiewicz operatorii, ve

L operatdriiniin rasyonel kuvveti olan

f p—tLf() 4t

F(a/Z) t—%+1

L7a/2f (x) =

a
L 2 operatdriine uygulanmistir.

Lokal Morrey- Lorentz uzaylari, klasik Lorentz uzaylariin bir genellestirilmesi
oldugundan bu tezde elde edilen sonuglarin harmonik analiz ve fonksiyon uzaylari

teorisinde birgok uygulamalara sahip olacagi diigiiniilmektedir.
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