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TAAHHUTNAME

Tez i¢indeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar gercevesinde
elde edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu

caligmada orijinal olan her tiirlii kaynaga eksiksiz atif yapildigini bildiririm.
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OZET

BAZI DiZi UZAYLARINDA MATRIS DONUSUMLERI

PESCI, Thsan
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Hasan KARA
Nisan 2021, 54 sayfa

Bu c¢alismada, bazi 6zel toplama metotlar1 anlatilmis ve bu metotlarin
regtlerlikleri incelenmistir.

Ayrica dizi uzaylarinda; diziden-diziye, seriden-diziye ve seriden-seriye
doniigiimleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Toplama, Dizi, Etki Alani, Matris siniflar



ABSTRACT
MATRIX TRANSFORMATION ON SOME SEQUENCE SPACE

PESCI, thsan
Master Thesis,
Department of Mathematics
Thesis Adviser: Assist. Prof. Hasan KARA
April 2021, 54 pages

In this study, some special addition methods are explained and the regularity of
these methods are examined.

Also in sequence spaces; sequence-to-sequence, series-to-sequence and series-
to-series transformations are studied.

Keywords: Addition, Sequence, Impact Area, Matrix Classes
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Dogal sayilar

Reel sayilar

Reel veya kompleks degerli yakinsak diziler uzay1

tizerinde tanimlanmus biitlin sifir diziler uzay1

tizerinde tanimlanmus biitlin diziler uzayi

tizerinde tanimlanmis yakinsak seri teskil eden diziler uzay:
tizerinde tanimlanmig yakinsak seri teskil eden diziler uzay1
yarimnormuyla yarimnormlanmis kompleks lineer tam olmayan

bir dizi

. A matrisinin karakteristigi

X dizi uzayin1 Y uzayi i¢ine doniistiiren biitiin A matrisinin
climlesi

tizerinde tanimlanmusg biitiin sinirlt diziler uzayi

serisi

. serisinin kismi toplamlar dizisi



1.GIRIS

Toplanabilme daha ¢ok analiz ve uygulamali matematik de kullanilan bir
teoridir. 19. yilizyilin sonlarinda toplanabilme ile ilgili 6nemli adimlar atilmistir. Newton
ve Leibnitz sonsuz serileri kullanan ilk matematikgilerdir. Toplanabilme teorisi Cesaro,
Riesz, Norlund, Abel, Borel tarafindan kullanilan metotlar ile elde edilmistir. Daha
sonra bu klasik metotlarin yerine daha genel bir matris metodu kullanilarak, matris
donilisimii teorisi harekete gegirilmistir. Iraksak bir seriyi veya iraksak bir diziyi

toplamanin veya yakinsatmanin en yaygin yontemi sonsuz matrisleri kullanmaktir.

Bu ¢alismanin amaci, limitlenebilme ve toplanabilme tanimlarin1 yaparak bazi
0zel toplama metotlar1 ve bu metotlarin regiilerlikleri hakkinda bilgi vermektir. Ayrica
dizi uzaylarinda; diziden-diziye, seriden-diziye ve seriden-seriye doniistimleri hakkinda

bilgi vermektir.

Bir x € £, dizisinin biitiin Banach limitleri c¢akisiyorsa, x’e hemen hemen
yakinsak dizi denir. f, hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostersin. Hemen
hemen yakinsak dizilerin uzayi f ile sifira yakinsayan hemen hemen yakinsak dizilerin
uzayi f; ile gosterilecektir. Lorentz (1948) bir x dizisinin bir s sayisina hemen hemen

yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sartin n "ye gore diizgiin olarak,

n = 1,2,...olmak Uzere,

lim Xn t Xpy1 t o+ Xpym _
m-co m+1

oldugunu ispatladi.

Eger x € cise L(x) = limx, dir. Herhangi bir x = (x,,) dizisi i¢in
n—->0oo n

m

1

N 6
i=1

yazalim. Lorentz’den (1948), f tim hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini

gostermek lizere,

X € f © n’ye gore diizgiin olarak m — oo iken d,,, = s oldugu bilinmektedir. Bu

durumda f — limx = s yazilr.



Y,

sonsuz serisi verilsin. Bu seri kisaca a ile gosterilecektir.
Xp=0a9+a;..+a, (%)
olsun. a ile x arasindaki bagint1 (xx) ile verilecektir.
d_1p =d_1,(x) = x,_; olarak tanimlansin.m,n > 0 igin,
bmn = ¢mn(a) = dmn — dm—l,n
yazilir. Buradan,
bon = don = do1n =X — Xp-1 = Ay

ve

m
1
P = mz VA (x¥xx) olarak elde edilir.
v=1

Eger n ye gore diizgiin olarak

D Il

yakinsak ise a serisine veya x dizisine mutlak hemen hemen yakinsaktir denir. Das etol,
(1984).

Bu tanim Das and Mishra (1988) tarafindan asagidaki sekilde genellemistir.
Eger k > 1 olmak lizere n ye gore diizgiin olarak,

D G < oo (rs)

m=1

ise a serisine veya x dizisine k > 1 ile mutlak hemen hemen yakinsaktir denir. Das and
Mishra, 1988).

m

=)
Xn+i oldugunu biliyoruz.

+1 L

(»)ifedesi geregi; x € £, ve dpy,(x) = —

Eger m — oo iken n ye gore diizgiin olarak;



m
1
A (|x —s]) = WZOPQM -s[-0
1=

olacak sckilde s € C varsa x = (x,,) dizisine s degerine kuvvetli hemen hemen

yakinsaktir denir ve bu durum |f| — limx = s seklinde yazilir.

Das and Mishra (1988), bu tanim1 k > lolmak iizere bir k indeksi ile asagidaki
sekilde genellestirdiler.

Eger, m — oo iken, n ye gore diizgiin olarak;

m
(= 519 = e Y i =1 = 0
mn (m+1) 1+n

i=0

olacak sekilde bir s € C sayis1 varsa x = (x,,) dizisine s ye k > 1 indeksi ile kuvvetli

hemen hemen toplanabilirdir denir. Bu durumda, [f], — limx = s yazilir.
Das and Mishra(1988), " c [f], oldugunu ve x € [f], oldugunu ve x € [f] ise,
If| = limx = f —limx =s

oldugunu ispatladilar (Kaya, 2009).



2. KURAMSAL TEMELLER

TOPLANABILME VE BAZI OZEL TOPLAMA METODLARI

2.1. Tanim ve Teoremler

yer verecegiz.

Tamm 2.1.1. (Lineer Uzay)

X bos kiimeden farl1 C reel veya kompleks say1 olsun.

) XxX - X

i) CxX - X

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi tanim ve teoremlere

fonksiyonlar1 asagidaki ozellikleri sagliyorsa X kiimesine C cismi lizerinde bir lineer

uzay denir. VA, u € Cve x,y,z € X i¢in asagidaki 6zellikler saglanir.

l.

Il.
II.
V.
V.
VI.
VII.
VIII.

xX+y=y+x,

x+y)+z=x+ Y +2),

x + 6 = x olacak sekilde 8 € X vardir,

Her bir x € X i¢in x + (—x) = 6 olacak sekilde bir —x € X,
1.X=X,

A+ Wx = Ax + px,

AMx+y)=Ax+ Ay,

A(ux) = (Awx

Tamim 2.1.2. (Lineer Doniisiim)

X,Y lineer iki uzay ve A, p skaler olmak tizere, x; , x, € X igin,

A(Axy + pxz) = M(x1) + pA(x;) ise,

A: X =Y lineer doniisiim denir.

Tanim 2.1.3. (Matris Doniisiimii)

A= (ay), (nk=1,2,..) kompleks terimli bir sonsuz matris

X,Y; S —uzaymin iki reel alt uzayi olsun. Bu durumda X = (x;) € X oldugunda

ve



o

Ap(x) = Z Ank Xk

k=1

olarak tanimlanan Ax = (4,(x)) €Y ise, A = (a,,) matrisinin X ve Y-ye bir matris
doniistimii tanimladi1 sdylenir ve A € (X,Y) ile gosterilir. Eger limit korunmus ise

A € (X,Y;p) yazilir.

Ax = (A,(x)) dizisine, x = (x;) dizisinin A = (a,,) matrisi vasitasiyla yapilan

doniisiim denir.
Tamim 2.1.4. (Banach Uzay)

Bir Banach uzay1 tam normlu bir lineer uzaydir. Buradaki tamlik x,, € X i¢in

¢ — x5]l = 0 (m,n - ) oldugunda bir x € X mevcuttur.

Oyle ki; ||x, — x|| = 0, (n - oo) olur.

2.2.Hemen Hemen Yakinsak Dizi

Tamm 2.2.1. Bir x € £, dizisinin biitiin Banach limitleri gakisiyorsa, x ’e¢ hemen
hemen yakinsak dizi denir. f, hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostersin.
Hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1 f ile sifira yakinsayan hemen hemen yakinsak
dizilerin uzay1 f ile gosterilecektir. Lorentz (1948) bir x dizisinin bir s sayisina hemen

hemen yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sartin n "ye gore diizgiin olarak,

n = 1,2,...olmak tizere,

. Xp + Xppqg + 0+ Xpam
lim =s
m-oo m+1

oldugunu ispatladi. Eger x € c ise L(x) = limx,, dir.
n—>oo

Herhangi bir x = (x,,) dizisi igin

m

1

N 0
i=1

alalim. Lorentz’den (1948), f tiim hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesini gostermek

uzere,



X € f © n ye gore diizgiin olarak m — oo iken d,,,, = s oldugu bilinmektedir. Bu

Y,

sonsuz serisi verilsin. Bu seri kisaca a ile gosterilecektir.

durumda f — limx = s yazilr.

Xp=0a9+aq..+a, (%)
olsun.a ile x arasindaki bagint1 () ile verilecektir.
d_1n = d_1,(x) = x4 olarak tanimlansin.m,n > 0 icin,
Gmn = Pmn(@) = dppn — dm-1n
yazilir. Buradan,
bon = do,n > d—l,n =Xnp — Xp—1 = 0y

ve

m
1
P = mz VAp (xxx) olarak elde edilir.
v=1

Eger n ye gore diizgiin olarak

> Il

yakinsak ise a serisine veya x dizisine mutlak hemen hemen yakinsaktir denir. Das ve
etol, 1984).

Bu tanim Das and Mishra (1988) tarafindan asagidaki sekilde genellemistir.

Eger k > 1 olmak lizere n ye gore diizgiin olarak,

D ¥ < oo (o)

m=1

ise a serisine veya x dizisine k > 1 ile mutlak hemen hemen yakinsaktir denir. Das and
Mishra, 1988).



m

=)
Xn4i oldugunu biliyoruz.

+1 i

(x)ifedesi geregi; x € £, ve dpy(x) = —

Eger m — oo iken n ye gore diizgiin olarak;

m
1
A (|x —s]) = WZOPQM -s[-0
1=

olacak sekilde s € C varsa x = (x,,) dizisine s degerine kuvvetli hemen hemen

yakinsaktir denir ve bu durum |f| — limx = s seklinde yazilir.

Das and Mishra (1988), bu tanim1 k > lolmak lizere bir k indeksi ile asagidaki sekilde
genellestirdiler.

Eger, m — oo iken, n ye gore diizgiin olarak

m

1

(= 519) = s ) fian = 51K > 0
i=0

olacak sekilde bir s € C sayisi varsa x = (x,,) dizisine s ye k > 1 indeksi ile kuvvetli
hemen hemen toplanabilirdir denir. Bu durumda, [f], — limx = s yazilir.
Das and Mishra(1988), " < [f], oldugunu ve x € [f], oldugunu ve x € [f] ise,

|f] —limx =f —limx=s

oldugunu ispatladilar. Bu sonu¢ Das and Mishra (1988) tarafindan asagidaki 6rnek ve
aciklamalar ile genellestirilmistir.

Ornek 1:

x=(1,0,1,...) dizisi alinsin.

L(x) =% (L(x) + L(Dx)) = %(L(l, 0,1,0,1,...) + (0,1,0,1,...))

1 1 1 1
=5 (L(1,1,1,1,1,.)) = 3 (L(e)) = > (1) = > bulunur.

Daha sonralari; hemen hemen yakinsak diziler uzayr King (1966), Duran (1972) ve
Savas (1990) tarafindan incelenmistir. Maddox (1978) kuvvetli hemen hemen yakinsak

dizi tanimini verdi ve



m
=3

|x;4n — S| < 0 ,n'yegore diizgin
m+1 e

[f]=={xﬂgp

seklinde tanimladi. Das etol., (1984) mutlak hemen hemen yakinsaklik kavramini

asagidaki gibi tanimlayarak ¢alistilar.

1 m
d)mn (x) = m—HZ Vapty
v=1

olmak tizere,

= x:zl(pmn(x)l,n’yeg('ire diizgi'm}
m

¢ ={x: sglprmn(xn < oo}

olarak tanimladilar (Kaya, 2009).

2.3.Limitleme ve Toplanabilme
Tanmm 2.3.1. Herhangi bir }; a,, serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) olsun. T herhangi

bir lineer doniistim olmak tizere;

T —1limS,, =s

2.0
z a, =s(T)

Sn = s(T)

ise,

serisi s’ye T-limitlenebilir denir ve

veya

seklinde gosterilir. Burada T doniisiimii bir toplam metodudur. Bu metodun amaci daha
once bilinen yakinsaklik dlgiileri yardimiyla karakteri tayin edilemeyen sonsuz serilerin
karakterlerini tayin etmek veya baska anlamda 1raksak olan bazi sonsuz serilere belli bir

s sayisi karsilik getirmektedir.



Tanim 2.3.2.
o = (Sy) dizisi ve

—allalz nen alk e
a21a22 e azk nen

A1 Anz - Api -

matrisi verilmis olsun. (t,,) dizisini, Vn igin

[ee]

(tn) = Z AnkSk

k=1

seklinde tanimlanan metot bir matris metodudur. Bu doniigiim lineerdir. Soyle ki;

o)

i) Z A (Sk +S'%) = Z Ank Sk + Z Ak S’k
k=1 k=1

k=1

ll) Z }\ank Sk = }\Z Ank Sk
k=1 k=1

sartlar1 saglanmaktadir. Eger,

o)

Ay (o) = z AnieSk

k=1

V n igin mevcut ve A,(0) = s, (n » o) ise, S, dizisi s'ye A limitlenebilir denir.
A limitlenebilen biitiin dizilerin kiimesine A matrisinin yakinsaklik alani denir ve

F(A) ile gosterilir.
Teorem: Bir T lineer doniisiimiiniin F (t) yakinsaklik alan1 bir vektr uzayidir.

Ispat: F(t) nin toplama ve skalerle carpma islemine gore kapali oldugunu

gostermeliyiz.

0,7 € F(t) ve To ile Tt mevcut olsun.



T(o + 1) = To + Tt toplamu yakinsak ve T(ao) = aT (o)yakinsaktir.

O halde, T(o + 1) ve T(ao) yakinsak olup F(t) bir vektor uzayidir.

Tammm 2.3.3. Yakinsak dizileri yakinsak dizilere doniistiiren bir A matrisine
konservatif (yakinsakligi koruyan) matris denir. Konservatif Matrislerden
karakteristigi sifir olanlar conull, karakterestigi sifirdan farkli olanlar coregiiler

olarak adlandirilirlar.

Tamim 2.3.4. Bir A = (a,;) matrisi yakinsak bir diziyi yine yakinsak bir diziye ayni

limitle doniistiiriiyorsa A doniisiimiine Regiilerdir denir.
Ornek 2:
S,-€ iken,

SO+Sl+“'STl
n+1

- ¢ dir. ..(1.3)

Cauchy Teoreminden biliyoruz. O halde, S,, dizisini (1.3) deki diziye doniistiiren metot

regiilerdir ve bu metot aritmetik ortalama olarak bilinir.

Ornek 3:

1
tn= E(Sn + Sn+1), (Tl = 1, 2, )

dontligiimiinii alalim. Bu doniisiimiin regiiler olmasi igin limS,, = limt,, olmaldir. (S,)

yakinsak ise limS,, =s limiti vardir. Bunedenle limS,,; = s olur. O halde,
1
limt, = limE(Sn + Sn41)
1. :
= E ((llm(sn) + (llm(5n+1))

1
==(S+S5=S
Z(5+5)
limt, =1limS,, =S

10



oldugundan bu doniisiim regiilerdir. Bu tanimlara gore regiiler matrisler konservatif
matrislerin 6zel halidir denilebilir. A bir konservatif matris ise A € (c,c), A regiiler

matris ise A € (¢, c; p) yazilabilir.

Bir A= (a,,) matrisisnin regiler olmasi igin gerek ve  yeter

sartlar Teoplitz Teoremiyle asagidaki sekilde belirlenmistir.

( oo
i) supz App < 0
"%
A€ (c,cp) e i) Ank-0, (n = oo,k sabit)
iii) z Apx = 1,(n > )
\ K

Tammm 2.3.5. Her smirli diziyi yakinsak bir diziye doniistiiren bir matrise

Schur Matrisi denir. Schur Teoreminin ifadesi su sekildedir.

[) Z Anik n'e gore diizgiin yakinsak
A€ (le,c) & A
i lim a,, (k sabit)mevcut
n

Bir Schur Matrisinin Kkarakteristigi sifirdir. Ciinkii Schur Teoreminin (i) sarti

D (limay) =1im ) ay,
k

esitligi var ve X(A)=0 dir. Toeplitz sartlarina gore

geregince;

lima,; =0 ve limz ane =1
n n
K

oldugundan regiiler bir matrisin karakteristigi 1 dir. Bir regiiler matris mutlaka bazi
wraksak serileri toplayabilir. Fakat bir regiiler matris her smirl diziyi limitleyemez.
Yani, bir A matrisi hem regiiler hem de Schur matrisi olamaz. Buna dair ilk ispat

Steinhaus tarafindan yapilmistir.

Teorem(Steinhaus): Herhangi bir A regiiler matrisi verilmis olsun. Bu durumda A

toplanamayan sinirli bir dizi mevcuttur.

11



Ispat: A matrisi regiiler oldugundan X(A) = 1 olup A bir Schur matrisi degildir.
A sinirhi bir diziyi limitleyemedigine gore bir A limitlenemeyen dizi daima vardir

diyebiliriz.

12



3.MATERYAL VE METOT
OZEL TOPLAMA METOTLARI

3.1. Cesaro Toplama Metodu
Tamim 3.1.1: k > —1 olmak iizere A = (a,;) matrisini,

Ar—l
i =iy 0<k<n
ank = A,ri
0, k>n

olarak alalim. Burada n> 1 igin,

Al = %[(r + 1D +2)..(r+n)

ve Aj = 1dir.

k

serisinin kismi toplamlar dizisi (Sy) olsun. Eger,

n

. n—-k
llrrln AT Sk =S
k=0 ™
ise,
px
k

serisi s’ye (C,r) toplanabilir denir ve

Z a, = s(C,r) yazlir.
k

, n+r

A”:< n )

B n—k+r-—1
A;_%‘:( n—k )

n n
n—k+r—1 k+r—1
Z( n—k >Sk:Z( k )Sn_k

k=0 k=0

oldugundan (1.5) esitligini

(1.4)

(1.5)

13



lim Zﬁ:o(k-'-;:_l) Sn—k _
" SO

seklinde yazabiliriz. (1.6) esitligi (S) dizisinin s’ye (C,r) limitlenebildigini ifade eder.

(1.6)

Ornek 4:
- 1
Z(—l)k serisi - sayisina (C, 1) toplanabilirdir.
k=0
Bu serinin kismi toplamlar dizisi Vn € N igin,

n
k 1+ (_1)11 . P o
Sy = Z(_l) =—F dir. S, dizisinin yakinsak olmadigt agiktir.
k=0

t _50+51+---+5n_1+1<1+(—1)n>
o n+1 2 4\ n+1

olmak iizere,

N S Ve S G VAN
noe T aSe\ 2T\ T a1 =2

olur. Bu da,
n
1
Z(—l)k =3 (C,1) demektir.
k=0

Teorem: r > 0 olursa (C, 1) Cesaro toplama metodu regiilerdir.

Ispat: Toeplitz sartlariin saglandigini gérelim. Bunun igin,

(1—x)"1= i (":T> " (Ix] < 1)
n=0
= i(r‘lﬁ) x" (1.7)
n=0

esitliginden yararlanacagiz. Benzer olarak,

14



o)

(1—x)P1= Z(Aﬁ) X" (» = 0)

n=0

yazalim. Bu iki esitligin taraf tarafa carpimini alirsak,

(o] (o] (o]
+p+1
Z AP = z Al x™ 2 AP x™ bulunur. Burada,
n=0 n=0 n=0

i n i b, = i (i Qb > (1.8)
n=0 n=0 n=0 \n=0

DA A = AT (19)
k=0

Elde edilir. (1.9) da r = 0 alinirsa, A} = 1 oldugundan,

+1
Z Aﬁ—k = Aq

k=0
Bulunur. Bu son esitlikte p = r — 1 alinirsa,

i
-

=1 1.10
G (110)
k=0

olur. (C, r) Cesaro metodunda

(0<k<n)

olur. Hipotezden dolay1 a,,;, = 0 olacagindan (1.10) geregince,

n
A‘l":l
Ank Z nok — 1 dir.
Ay

oo

D land =

(0]

Bu durumda,
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(o)
sup ) lal <o, Dam-1 (o w
n

k=0

sartlar1 saglanmaktadir. Simdi de lim,, a,;, = 0 oldugunu gosterelim.
n+k X . .
( n ) ~n"* oldugunu biliyoruz.

Buna gore,

o

A% Tt D) dir. 0O halde,
r—1
lim @), = lim—=%
n n Al

a (n—k)r1 F(r+1)_0 l
= lim o w olur.

Boylece Toeplitz sartlart saglanmis olur.

r = 1 olursa,

lim ZI?:O(k—F]:_l)Sn—k
" ("2

SO+Sl+”.+STL . B
im =s seklinde girer.
n n+1

= s esitligi,

Bu ifade aritmetik ortalama belirtigine gore (C,r) Cesaro toplama metodu r = 1 igin

aritmetik ortalamadir.

Eger r = 0 alinirsa, A = (ay,) matrisi birim matris olur. Yani, (C,r) Cesaro toplama

metodu r = 0 i¢in adi yakinsakliga karsilik gelir.

3.2. Norlund Ortalamasi
Tammm 3.2.1. P, hepsi birden sifir olamayan pozitif sayilarin bir dizisi ve
(P, = p1 + py + -+ py) 0lmak iizere,

_ PnS1+--+PnSn

t
n Pn

dontsimiine (N, B,) Norlund Ortalamast denir.

16



(N, B,) metodunun matrisi ise,

r+1
pn"—' (k <n)
Ang = P,

0o, (k > n)

seklinde gosterilir.

Teorem: (N, B,) Norlund ortalamasinin regiiler olmasi igin gerekli ve yeterli sart;

P -0, (n > ) olmasidir.
Py
Ispat:
P,_p+1 P, +1
Vk icin, 0<ay, =— i ey~ -0, (n- ),yine Vk igin,

P, P +1

Elankl z:ank—_n'i""‘F&:1
B, 128

olur. Bu da Toeplitiz Teoreminin 2 sartin1 saglar. O halde, (N,B,) ortalamasi

Regiilerdir.
Toeplitiz teoreminin 2. stkkindan Vk igin,

lim a,, =0
n—-oo

oldugundan k = 1 iken a,;; = 0 olur. Bu da;

Pn

— = a,; — 0 demektir.
P,

Simdi bir sonraki teoremin ispatinda kullanacagimiz bir lemma verelim.

Lemma: (Binom Katsayilari)

<n+k) i(erk_l)' k=12,....)

esitligi saglanir.
Ispat: k herhangi pozitif say1 olsun. Tiimevarim ile sonuca gidecegiz.
n =1 i¢in;

17



ST ()

v=0

(k=D k!
— (k=1)!

_k(k+ D (k- 1!
a (k)!

_ (k+1)!
(k)

e

olur. Sonucun n igin dogru oldugunu kabul edersek,

n+1
Z<v+k—1>_(n+k>+(n+k>

k-1 ) \k-1 k
v=0

_(n+R)I+k (n+k)!
 (n+D'k! nlk!

_(n+k+1D).(n+kD) (n+k)
B (n+ D'k! nlk!

(n+1+k

; ) elde edilir.

Teorem: (C, k) matrisi her k i¢in regiiler bir Norlund Ortalamasidir.

ispat:

n

(n +k—-1
k—1
alalim. Yukaridaki Lemma geregi, (C, k) bir Norlund Ortalamasidir. Regilerlik igin;

), (n=0,1,2,....)

n—-1+k
k
limp—nz lim(k_1 =1i

n-o P, n-oow (n;l(-k) Cnoeon4 k =0

olur.

18



3.3. Riesz Ortalamasi

Tamim 3.3.1. (P,) hepsi birden sifir olamayan pozitif sayilarin bir dizisi olsun.

p1 > 0ve B, = p; + p, + -+ + p, olmak iizere,

_ PnS1+--+PnSn
n Pn

doniistimiine ( R, B,) Riesz ortalamasi denir. Riesz metodun matrisi ise;

Pn
Ani =1 b
0, (k > n)

ile ifade edilir.

Teorem: (R, B,) Riesz ortalamasiin Regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart n — oo

i¢in B, = oo olmalidir.

Ispat: Her Riesz Ortalamasi igin,

zank = Zlankl =1

k=1 =1

olur ki buda her Riesz Ortalamasmin bir limitleme metodu oldugunu belirtir. Ayrica

eger, B, - o ise, Vk igin n — oo oldugunda,

ank=P_—)0
n

olur ve dolaysiyla metot Regtilerdir.

Tersine olarak eger, (R, P,) ortalamasi1 Regliler ve B, # 0 ise n — oo igin,

ank=i_n—)0
n

elde ederiz ki bu P, = o oldugunu ifade eder.

Cesaro Ortalamasi gerek Norlund ve gerekse Riesz Ortalamalarinin her k i¢in p;, = 1

alinmasit halinde elde edilen en 6nemli 6zel haldir.

En basit doniisiim olan 6zdeslik doniisiimii sadece bir Norlund Ortalamasi olarak ifade

edilir. Bunu elde etmek i¢in, p; = 1 ve p,, = 0 (k = 2) almak gerekir.
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pr=p,=1, p,=0 (k=3) olursa,
t1 =St = 1/2 (Sk—1 + Si), (k = 2) dontisiimii elde edilir. Bu dontisim ise bir
Riesz Ortalamas: olarak ifade edilemez.

3.4. Hausdorff Ortalamasi
Tanim 3.4.1.

o (), (e<n)
Onk = k
0 , (k >n)
6 =06 (Mk=0,1,2,...) olarak tanimlanan metoda Hausdorff metodu denir.

Tamim 3.4.2. u, -ler (0, 1) araliginda siirl salimli bir ¢ (x) momentleri yani,

1

Uy = fx"dqb(x) n=012,..)

0

ise, (u,) dizisine bir moment dizisi ad1 verilir.

x° fonksiyonu x=0 da siirekli olarak almmustir. Yani, x° = 1 ve ¢(0) = 0 ve

1
%=fdw@=1
0

oldugu kabul edilir. Moment dizisi olma sartlar1 ¢ (1) = 1 sonucunu gerektirir.
Tanim 3.4.3. ppr =y, (=0,1,2,..) veuy =0 (n +# k) olmak iizere,
1 = (Un,) kosegensel bir matris olsun. Eger, (i) bir moment dizi ise,

A = éué matrisine bir Hausdorf f matrisi adi1 verilir. A = (a,,;) Hausdorff Matrisinin

elemanlar,

o)

Ank = Z Snm- Zﬂmj'6jk = Z Onm-UmOme (m=0,1,2,...)
=0

m=0 m=0

ile verilir. Buna gore,
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(0]

<
Ay = Z nm /'Lm mk (k = Tl) dir.

m=0

0, (k>n)

Sonug olarak (k< n ise,

= fl Zn: Spmx™ S dp(x) = fl i( 1)’”*" ’"d¢>(x)

1
- f (Z) k(1= x)™Bdp(x) alarak bulunur.
0

Teorem: Hausdorff matrisi ile tanimlanan limitleme metodunun Regiiler olmasi i¢in
gerek ve yeter sart ¢p(x) in baslangi¢ noktasinda stirekli olmasidir.
Ispat: Her moment dizi icin,

1

i i = i () [+ -0"bdpw

k=0 k=0 0
1 o
n
- Oj 2. ()= 0apt)
1 [’
= [ dp(x) =1 olur. Yani > ay. = 1 olur.
Of X owur ant kzzoa k owur
Ayrica,
0o 0 1
Dl <3 (7). | #(1 - 0" Pdp)
k=0 k=0 0
1 o
= [ 3 (1)@ - nrldpe)
o k=0
1
- [ 1ol
0

21



yazilabilir. Buna gore, A = (a,;)’ nin Regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart

lima,, =0, (k=1,2,..) olmalidir.
n—00

Eger ¢p(x) baslangi¢ noktasinda siirekli ise,

1
la,l < ka(l - x)(n‘k)ldqb(x)l dir.véigin0 <é <1,

0

3 1
< j |dep ()| + (’;) (1-Hnk J ldg ()]
0 0

¢
= fldqb(x)l +0(1), (n—> o) yazilir.Buradan,
0

lim|a,,| =0 oldugu anlastlir.
n—-oo

Diger yandan, V¢ icin 0 < & <1,

g 1
and = | [ dp ) |- |[ (7)1 - 0" 0dg)
¢

0

v

¢ 1
[ @o |- () x<a - o0 [1dg ol
0 0

¢
= jdqb(x) 0(1), n — oo dir.
0

Eger,

lim |a,;, | =0 ve ¢(0) = 0 ise, buradan ¢(x)'in baslangi¢c noktasinda sirekli
n—->oo

oldugu ortaya ¢ikar. Bu ise ispati tamamlar.



3.5. Abel Metodu
Tamim 3.5.1. z kompleks bir degisken olsun. Eger birim ¢emberin z = 1 den gegen iki

kirigin arasinda kalan herhangi bir yol boyunca z — 1 iken,
lim z a,z" =s
z-1
n=0
oluyorsa,
2,
n=0

Serisi s degerine Abel metodu yardimiyla limitlenebilirdir denir ve

oo

Z a, = s(Abel)

n=0
yazilir.

Ornek 5:

1
Z=1-1+1-1+1--

(Abel) yazilabilir. Ciinkii |z| < 1ligin,

f(z)=1—z+zz—z3+---=1+z olur
y _y 1 1
im f(2) =lim77— =3
oluyor.
Ornek 6:

- 1
2;(—1YH1=-—Z Abel dir.
n=1

(0] d ©o
Z (=D)"*nz" = ZE Z (=D)"z"
n=1 n=1
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a1 1 .z 1
‘ZE(HZ)‘Z'(_(Hz)Z)_(1+z)2’ ol <

olur. Basit bir sekilde gorebiliriz ki;

-z 1
z — liken (1+—Z)2 i oluyor.
O halde,
- 1
—1)"n = —— Abel dir.
Z( 1yn 7 Abel di
n=1

Teorem: Abel metodu regiilerdir.

Ispat:

oo

z a, yaknsak olsun.

n=1

Spp = An + Apyq + - + ap olsun. Bu durumda,

|Sn,p| < g, (ng < n < p)olacak sekilde bir ny sayisi vardir. Bu durum;

m

Z ava = n,nzn + (Sn,n+1 - Sn,n) zZ™ 4t (Sn,m - Sn,m—l)Zm

v=n
= n,n(Zn - Zn+1) + et Sn,n—l(zm_1 - Zm) + Sn,mzm

sonucunu gerektirir. Dolayisiyla, n > ny igin;

m m—1
> a| <ol Yot - 1om
v=n v=n

= 1-2z
< e{ll —Z|Z|Z”| + 1} = s{ll — |Z: + 1} bulunur.
v=0

Bu ise;

11—z
1-|z|

|z| < 1ve <k (111)

oldugunda,
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oo
E a,z"
v=0

serisinin Cauchy bakiminda diizgiin yakinsak olmasmi gerektirir.  Seri z =1
noktasinda yakinsak oldugundan, bu nokta diizgiin yakinsaklik dahildir ki, bu bolge
(1.11) ve |z| <1 ile tammlanmisti. Bu sartin tanimda belirlenen dogrultuda gergek

oldugu agikca goriilmektedir.

Eger zve z + h (z = 1°de igeren) agisal bolgede iki nokta ise,

n oo
Sp(z) = Z a,z’, 1,(z) = z a,z’
v=0 v=n+1
ve
oo
s(z) = Z a,z’ dir. Buradan,
v=0

Is(z + h) = S(2)| = [Sn(z + h) = Sp(2) + 1 (z + h) — 1,(2)]
< |Sn(Z + h) - Sn(z)l + |Tn(z + h) - T'n(Z)l

bulunur. Vn igin, S,,(z) bir polomdur dolayisiyla, z nin siirekli bir fonksiyonudur. Sabit

bir §’a karsilik, diizgiin yakinsaklik bolgesinde her z ve z + h igin,
I (z+ )| <e In(2l <e (n>n)
olacak sekilde bir n, secilebilir. Sabit bir (n > n,) ve sabit bir z i¢in de,

1Sn(z +h) = Sp(2)| <& (lh] <6)

olacak sekilde bir § segilebiliriz. Bu esitsizlikleri birlestirirsek,

1Sz + h) — S, (2] < 3¢, (k] <)

bulunur. Buda S(z)’nin z = 1 noktasini igeren agisal bolgede siirekli oldugunu ispatlar.

00} ©o
E a,z" ve Zz"

n=0 n=0

serilerinin her ikisi de birim gember iginde mutlak yakinsak oldugundan,
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S s = (S ) () o

n=0 n=0

olur. Buna gore limitleme metodu,

lim(1 - 2) Z 52"
z-1
n=0

olarak tanimlanir.
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4.BULGU VE TANIMLAR

DiZi UZAYLARINDA MATRIiS DONUSUMLERI

A = (ay); (n,k =1,2,...) satir ve siitun sayisi sonsuz olan kompleks veya reel
terimli matris olsun. X,Y: S-uzayinda reel alt kiimeleri olan ¢4, £, ¢, co, £, bir dizi
uzayinda herhangi ikisini temsil etsin. Buradaki her bir kiime C kompleks sayilar cismi
tizerinde birer lineer uzay oldugundan,

[*0]

[ X1 |

Vx = (x;) € X dizisi, X = | : | vektorel fonksiyon olarak yazilabilir. Buna gore A

L]

matrisi ile X matrisinin ¢arpimi kullanilirsa,

~ OO
z A1k Xk
rA11012 - A1k 7 X717 k=8
a21a22 e azk e xz
) ) A2k Xk
k=1
An1Qno - Aui | | X0
Ank Xk
k=1

Esitligi elde edilir. Burada Vn € N igin yukaridaki toplamlarin varligin1 kabul ediyoruz.
Yani, vVn € N i¢in

[o.e]
Z Ank X
k

serisinin yakinsak oldugunu kabul ediyoruz. Eger her bir terimi bir sonsuz seri olan
Ax = (Ap(x)) dizisi Y dizi uzaymin bir elemani ise, A = (a,,) matrisine X dizi
uzayindan Y dizi uzayina i¢ine bir doniisiim denir ve 4 € (X,Y) seklinde gosterilir. Bu
dontisiim lineerdir.
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A(x) dizisinin genel terimi;

co
A1 X1 + ApoXy + - QX + - = Z Ank X Serisidir. Bunu,
k=1

oo

AGO) = (4n(@) = ) et

k=1
seklinde ifade edecegiz.

Dizilerle matris doniisiimleri arasindaki ilgi toplanabilme teorisiyle bazi 6zel
sonuglarla dogmustur. Bu durumu FEuler’in verdigi su klasik ornekle biraz daha

aciklayalim:

Euler;

(00}

(1+x)‘1=1—x+x2—x3+---=2x” , (xl< 1)

n=0

ifadesinde x=1 yazarak,
1-1+1-1+4--= 1
2
sonucunu elde etti.

Z(—1)"=1—1+1—1+---
n

serisi veya bunun kismi toplamlar dizisi olan s = S,, = (1,0,1,0,...) dizisi Cauchy

anlammda  aksaktir. Bu durumda s=(1,0,1,0,1,..) dizisinin  limiti

1
2 olamaz. Buna gore s — dizisinin genel terimi

5—11 "
w=5 0+ DY

oldugundan, dizinin genel terimlerinin O ile 1 aralifinda salinmasi,

_Sotsgtt s,
B n+1

n aritmetik ortalamant verir. Boylece;
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I+ DI D A e T (D)
n = 2(n+ 1)

_@HD+A-1+ (D) e+ D+, + DY

2(n+1) 2(n+1)
B 1+ 11+ (D"
T2 4 n+1

1 1+(—1)") _1

1
limt, =1i (— Z -
mt, =M o+ 1 2

elde edilir. Yukaridaki isleme dikkat edilirse;
t = t, dizisi;
1
S0 =51+ (="

olmak iizere, s,, = s dizisinin

1
S 0<k<
anr=yn +1 n
0, k>n

olarak tanimlanmis A = (a,,) matrisiyle, basta tanimlanan bi¢cimde bir donilisiimden

ibaret oldugu anlagilmaktadir. Yine, basta yazilan verilere gore,
s=s, €%, (Ap(x)) EC

oldugundan, ozel bir Amatrisi ile siirli olan bir diziyi yakinsak bir diziye

dondstiirmiis olduk. Amacimiz;

x = (x;) € X verildiginde A(x) €Y olmasi i¢in A matrisi lizerinde kurulacak gerek
ve yeter sartlar1 arastirmaktir. Bunun i¢in ilgili temel teorem ve sonuglarini verecegiz.
Daha agiklik kazanmasi1 bakimindan konuyu diziden-diziye, seriden- diziye ve seriden-

seriye doniisiimler olmak {izere ii¢ baslikta inceleyecegiz.

4.1.Diziden-Diziye Doniisiim
Reel veya kompleks terimli sosuz bir A = (a,,;) matrisi ve bir (S,,) dizisi verilsin. Bu
takdirde (t, ) dizisi,
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t, = Z Ak Sn n=12..) (2.1) olarak tanimlansin.
k=1

(tn) = A((sp)) dizisine (s,) dizisinin A-doniisiim dizisi denir ve A yada diziden-

diziye doniisiim ad1 verilir.
Eger,

limt, =t

n—-oo

ise (s,) dizisi t’ye A-toplanabilir denir ve A — lim s,, = t ile gosterilir. Bu doniigiimiin
mevcut olmasi i¢in (2.1)’in sagindaki serinin her n igin yakinsak olmasi gerekir. Bu
durumda A, (s,)  dizisine uygulanabilir denir. A nin biitin yakinsak dizilerine

uygulanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,

Zlankl <o  (m=1,23.) (2.2)
k=1

olmasidir.

Diziden-diziye doniisim konusunda ilk 6nemli ¢alisma O.Toeplitz tarafindan 1911

yilinda yapilmustir.
Teorem (Banach — Steinhaus Teoremi):

Eger bir X Banach uzaymdan normlu Y uzay: igine sinirl lineer doniisiimlerin bir

dizisi A, (x) ve X lizerinde,

limsup||4, (x)]| < (2.3)
n

ise, bu taktirde;

sup|| A, ()| < oo
n

olur. Yani, ||A|| normlar dizisi sinirhidir.
Teorem: A = (a,;) matrisi verilsin.
Day = 0, (n = oo, k sabit)

A €B(co,co) ve llAll = M & 4 ii)M = sup g |api| < o0
n
k
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olmasidir.

Ispat: Once A € B(cy, cy) oldugunu gosterelim.x = (xx) € ¢, olsun. x = @ = (0,0, ...)
ise, Vn € N igin,
Ap(x) = 2 A X = 0
K
olur ki bu durum agiktir. Simdi x # @ olsun. Hipotez geregi,
Ap(x) = Z AnkXk
k

serisi Vn € N i¢in mutlak yakinsaktir. Ciinkii x; — 0 oldugundan VE N igin |x;| < H

i¢in,
Zlankl < oo olur.
K

Diger yandan Vx € ¢, i¢in ||x|| = max|x]| ise, |xi| < ||x]|| oldugundan, m= 1 i¢in,

m
|4, ()| < Zlankl + M. kmafllxkl olur. (x;) € ¢y oldugundan yeteri kadar
2m
k=1

biiyiik m i¢in,

€
max |x.| <—vea,, >0 (n—-> k sabit
k2m+1| d 2m nk ( ’ )

oldugundan yeteri kadar biiyiik n igin,

m

§| | <o
Ank

2 il = 2]

k=1

yazilabilir. Demek ki, m yi sartlara uygun segerek yeteri kadar biiyiik n ler i¢in

€

€
A < . +M.—

=€

olur. O halde (A, (x))ec, dir. A lineerdir ¢iinkii Vx,y € ¢, ve VA, ueC olmak tizere

A(Ax +uy) = (Z Qi (Axy + #}’k)> =2 (Z Ank xk) +u (Z Ank xk)

k k k
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= AA(x) + nA(y) olur.
Simdi de A nin siirli oldugunu gorelim:
Vx = (x) € ¢y igin,
l[x]| = sup|xk| = max|x,| ve (4,(x)) € ¢, olduguna gore;

z Apnp X

k

IAGO)|| = sup|A, (x)| = sup < Mlix|l olur.
n n

Su halde;
NACH| < M||x|| = A swrhdur.
A: ¢y = ¢, lineer ve sinirli oldugundan AeB(cqy, c¢y) dir.

Simdi de; ||A|| = M oldugununu gosterelim:

A M
Aol _ Ml

IA]| = sup——— < =M
ven Il = Sen Nl
= |4l < M (2.4)

=>M = supZIankl <
"%

= S
= Ve> 0,Im =m(€) oyleki, Zlamkl >m— 5 olur.
k=1

Diger taraftan,

Zlamkl < oo ise, P = P(€) oyleki,

k
€ —-€

Z|amk| <E, _Zlamkl >7 dir.

k>p k>p
Boylece,

(0] ©o
Zlamkl_ Z |amk| > M—E€,

ise,
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o0
z|amk| > M—€
k=1

elde edilir. Simdi;

_{sgnamk, 1<k<p
k=0 k>p

olacak bi¢imde x € (x;) € c, dizisini tamimlayalim.||x|| = 1 dir. Biina gore,

p po 14 p
|Am(x)| = Z AmiXk + Z AmkXk| = z AmpSINamg | = Zlamkl
k=1 k=p+1 k=1 k=1

ve bu sonug neticesinde,
|4 ()| > M—€ elde edilir. ||4,,(x)|| = |A;(x)| oldugundan,

A, (|| > M—-€ olur. Sonug olarak;

lAG)l )

ol = SuPlAnCol 2 141 > M—€, (0]l = 1) ve
A

IAll = sup ” ||ST|) =y (2.5)

bulunur. (2.4) ve (2.5) den ||A|| = M dir.

=:6,.:(1,0,0,0,...), e,:(0,1,0,0,...),... olmak iizere, (e) dizisi ¢, igin bir bazdir.
O halde;

Vx € ¢, igin,

00
X = Zxkek

k=1

yazilabilir. A4 nin lineer ve siirekli olmas1 nedeniyle,

o0}

Alx) = Z xA(ey) olur.

k=1
Vk € N igin, e, € ¢y oldugundan hipotez geregince, A(ey) € cq dir.

A(ey), (a,lc, a,zc, ) € ¢y, (k=1,2,..) seklinde bir dizi olduguna gore,
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[o2] (°9)

Alx) = Z xA(e) = Z xx(ag), m € N olarak yazilabilir.
k=1 k=1

Buna gore, bu seri dizisinin genel terimi,

A, (x) = Z Xy olur ki gosterilmek istenen de bu idi.
K

Simdi de teoremde gegen (1) ve (i1) nin ispatin1 yapalim.

Vk € N igin e, € ¢y olduguna gore, hipotez geregince A(ey) € ¢, Yyani,
(a, az,...) = (a1 Ak vy A, - ) € Co Olacagindan,

anr = 0, (n—> oo, k sabit) dir. Bu ise, (i) nin ispatidir.

Vx €cy,  A(x) € ¢y ve [[AX)]| = max|A,(x)],

1AGO ||
Al = su
ren Il

oldugundan,Vk € N icin

|4, )| < 1AG)| < ANl l1x]| olur, A,:cy = ¢y fonksiyoneli stmurlidir.
Su durumda; 4,, € ¢, dir.

limA,(x) =0
n

oldugundan Banach — Steinhaus sartlar1 saglanir. O halde (||A,|]) normlar dizisi

sinirhidir. Yani, Vn € N icin |4, || < H olacak sekilde bir H sabiti vardir. Ayrica,

Ap(x) = Z Ank Xk

k

olduguna gore A,, fonksiyonelinin normu,

A, ]l = ZIankI olur. Bu durumda,
k=1

|| < Holup, M = supZIankI < oo olur. Boylece ||A|| = M olarak bulunur.
k=1 "%
Asagida Silverman — Toeplitz ile Kojima — Schur teoremlerinin yalniz

ifadesini verecegiz.
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Teorem (Silverman — Toeplitz Teoremi):

()5up ) lal < o0
"%
A€ (c,c;p) @ il)ay, = 0 (n—> oo,k sabit)

kiii)Z: A = 1 (n - o)
K

Teorem (Kojima — Schur Teoremi):
) sup2|ank| <o

(
I
A€ (cco) e 4
| i) Her bir p € N igin llmz ani = ap mevcuttur.

Lemma: Vn € N igin,

E |bpi| < o0 ve lim E |bpi| = 0 ise, E |bykl, n'yegore diizgin yakinaktir.
n
— k —
Ispat:
E |bpi|l = 0 (n = ) oldugundan,

k=1

i)WVe > 0, Iny = ny(e)oyleki Vn > n,(e€) igin,

Zlb Kl <€; VnENl(;mZIb Kl < oo

k=1

i1 <n <ny(e) olmak tzere, Im = m(n, €) oyle ki,

(1) ve (ii) den;

Vn igin, Z |byk| kalir. Buise Zlbnkl serisinn n'ye diizgin yakinsadigint gosterir.

kzm k=1
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Teorem(Schur Teoremi):

i) Zlankl, n'ye gore diizgin yakinsak
At —c, AE({’OOJ c)@ I
i) lim a, mevcut(k sabit)
n

Ispat: Sartlar gerektirir: A € (£, c) olsun. Once (ii) nin gerekliligini gdsterelim.
A€ ({y, ) > Vx €L, icin (4, (x) € ¢, 6zel olarak,

x=1(0,0,..,0,1,0,0,..) € £, iginde, A,(x) € c olacagindan bu dizi igin,

limA,(x) = lim Z Ani X = limay,
n n 9 n

(mevcut) olur. Burada ki p sabit herhangi bir sayidir. Simdi (i) nin gerekliligini gorelim.

c c ¥y, oldugundan A € (Y4, c) = A € (¢, c)dir. Su halde A ayni zamanda bir

k — matrisidir. O halde,
supZIankl < oo dir.
n%

lima,; mevcut oldugundan ( (ii) de gostermistik.)
n

lima,; = a; diyelim. Buna gore,
n

> limlan] < sup Y lal < oo
= " no

oldugundan,

Zlakl < oo dir.
k

bpx = anx — ai diyelim. lim by, (k sabit)mevcut oldugundan ve Vn € N icin,
n

D Ibuid = D lawe = il < ) lawd + ) layl <o
k k k k

oldugundan B = (by;) da bir k — matrisidir. O halde, Vx € £, ve Vn € N igin,
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(Zk: bnkxk)> €c

dir. Simdi de,

D lbuid = 0 (1 )
k

oldugunu gosterelim. Farz edelim ki;

limZIbnkl = b > 0 olsun. Ayrica,
" T
lim sup Zlbnkl = b > 0 olsun. (m) pozitif tam sayilarin bir alt dizisi,
n
K

limZIbmkl =b >0 olmaklzere,
n
K

Zlbnkl dizisinin bir (Z bnk) alt dizisi vardir.
K K
limzlbmkl =b wve herk € N igin,
m
K

limb,,;, = 0 oldugundan 6yle bir m(1) segebiliriz ki,
m

Z |Bmcaye| = b
k=1

Zlbm(l)’kl < o0 = k(1) = 1olacak sekilde k(2) > 1 segilirse,
k=1

b b
<15 Ve |Bmcnyi| < o kalir-Burada,

|bmyie| < 2
mi 10
k=k(2)+1
olur. Yakinsak bir dizinin kalan teoremleri
k(2) k(2)

Doyl = Z |Bimay el
k=2

k=k(1)+1
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= Zlbm(l),kl - |bm(1), kl - Z |bm(1),k| olur.Burada,
k=1 k=k(1)+1

k(2)

z |bmce| = b| <
k=2

elde edilir. Boylece,

oo

+ [bmcy | + z Do ]
k=k(2)+1

Z|bm(1).k| —b
k=1

k(2)
b b 3b

b
2 bmael = < 5+ 15+ 15 = 1o
k=2

olarak bulunur. Gosterimi kisaltmak adina,

q
Z |bpi| = B(m, p, q) ile gosterelim. Yine bir m(e) > m(1) segebiliriz. Oyleki;
ke=p

b b
|IB(m(2),1,0) —b| < 10 ve B(m(2),1,k(2)) < 10 olur.
Bu takdirde bir k(3) > k(2) kullanabiliriz. Oyle ki;

b
B(m(2),k(3) +1,0) < Eolur. Buradan da,

|IB(m(2),k(2) +1),k(3) —b| < %

bulunur. Bu sekilde devam edilirse,

m(1) <m(2).., 1=k(1) <k(2)..bulunur. Oyle ki,

B(m(r),1,k(r)+1) < 1%

B(m(r),L,Lk(r+1)+1,0) < 1b—0
3b
B(m(r),k(r)+ 1, k(r+1)—»b) < 10

Elde edilir. Simdi x € ¢, 'u asagidaki sekilde tarif edelim.
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0 k=1
Xie = {(—l)rsgnbm(r),k k(N <k<k(r+1) (r=12..)

X € 4 icin, ||x|| = sup|x| olduguna gore bu dizi icin ||x|| = 1 dir. Bu durumda,

Z bm(r),kxk - (_1)Tb =
k=1

k(r) k(r+1) 0
Z bm(r),kxk + Z bm(r),kxk + Z bm(r),kxk - (Db
k=1 k=k(r+1)+1 k=k(r+1)+1

=

Z bm(r),kxk - (_1)rb
k=1

k(1)
= |07 D bniesgnbmeee = (<17
k=2

k(r+1) )

+ z bm(r),ksgnbm(r),k‘l' Z bm(r),ksgnbm(r),k —b
k=k(r)+1 k=k(r+1)+1

b 3b

b b
< — —_ _ = = . itli ,
< 10+10+1O > olur.Bu esitlik

<Z bm(r),kxk )
k=1

nin sinirl fakat yakinsak olmadigini gosterir. O halde her n dogal sayisi i¢in,
(Ba() = ) Iyl
K

Dizisi yakinsak degildir. Bu ise basta buldugumuz sonuca aykiridir. Demek ki,

lilebnkl = 0 dir.
n
k

Ayrica, Vn € N igin,
D el < o0
k
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oldugundan yukaridaki Lemma geregince,

z |b,i| serisin ye gore diizgin yakinsaktir.
K

Zlbnkl = ZIbnk + a| ve Zlakl < o oldugu goézoniinde bulundurulursa,
K k K

ZIakl min diizgin yakinsakligt ispatlanmis olur.
k

Sartlar yeterlidir: (i) ve (ii) saglansin.
Vx € 4, icin |x; | < M dir. Buna gore Vx € ¢, i¢in,

(o]
z App Xk

k=1

|An(x)| =

<M ) |ay| < odir.
K

Zlankl, n'ye gore dizgin yakinsak oldugundan,
K

lirrln A,(x) = li£nz Ak Xk = z lirrln Ak X = Z ayxy olur.
k k

Burada lima,,;, = a; dir.
n

Serisi mutlak yakinsak oldugundan, bu serinin yakinsak oldugu ise agiktir.

Sonug:

A€ (b co) & Zlankl 50,  (n- o) dir
k

Ispat:
A€ (Yo, Co) = VX € L, igin (An(x)) € ¢, dir.

Ozel olarak x = (0,0,0,0,1,0, ...) sifir dizisi icende (An(x)) € ¢, dir. Bu arada p’nci

terim 1 dir.

limA,(x) =0 oldugundan,
n
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limA,(x) = limz Ak Xy = limay, = 0 dir.
n n = n

A Schur matrisi oldugu igin,

Zlankl n'yegore diizgin yakinsaktir. O halde,
K

limZIankl = Zlim la,.| =0 dir.
n n
K K
limZIankI —0
n
K

veVx € £,,,Vx € N igcinam = M, > 0, |x;| < M dir. O halde,
lim|A4, (x)| < lim E || [x] < Mlim E la,] =0
n n n
k k

ise, (A, (x)) € ¢, dir. Bu sebeple 4 € (£o,,¢o) dir.
Teorem:

A€ (B, £x) © M =supla,; + -+ ay| < oo dur.
nk

ispat:

A € (B, £x) ise, Yn € N ve Vx = (x;) € B, i¢in,

A, (x) = z AniXx  mevcut ve |A,(x)| < K,
K

olacak sekilde bir K, > 0 sabiti vardir. Ozel olarak x=(1, 1, ..., 1,...)€ B, iginde bunlar

saglanacagindan bu dizi i¢in,
A, (x)] = Zlankl <K, (Vn € N) olacaktir. Bu ise,
K

k

i=1

L=

sup
nk

< o olur ki ispatta istenen de bu idi.

Sart yeterlidir: x = (x;,) € B,olsun.
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Snk = Qn1 + Qpp + -+ Ay

olmak tizere Abel kismi toplamina gore,

p p
z AnpXy = Z Snk (Xx = Xg41) + SppXp41 dir. Buradan,
k=1 k=1
p
z Apk Xk Z|Snk”xk xk+1| + |Snp||xp+1|
k=1 k=1

bulunur. Hipotez geregince sup|Syx| = M < o oldugundan,
nk

p

< MZka — Xpy1| + M|xpeq| olur.
k=1

AnkXk

Mws

k=1

B, c colup Vx € B, igin,

lek — Xpy1]| < 0 VE lim|xp| mevcut oldugundan,
P

z AnkXk

k

|4n ()] = s=H

olacak sekilde bir H sabiti bulunabilir. Buradan,
Vx € B, icin (An(x)) €, dur.

Bu da sonug olarak A € (B,, ) demektir.

Teorem:
DM = sulg)lanl + g, + ot ag] <o
A€ (B,c) e o
kii)lirrlnz: Ak p=01,2,..)
mevcuttur.
Ispat:

A€ (¥, 7) ise, Vx € £ icin,

42



A,(x) = z A, X, mevcut ve Z A, (x) yakinsaktir.O halde,
K K

n
Sp(x) = Z A;(x) olmak iizere, (S,(x)) € c dir. Halbuki,

i=1

Sn(x) = zn: Ai(x) = zn: zAikxk
i=1 i=1 k
= Z (Zn: aik) Xk

Kk \i=1
=D bt = By(®)
K
oldugundan, (B,(x)) € ¢ = B € (£, ¢) dir.

Sart yeterlidir: B € (foo, c)ise Vx € B € £ igin,
B,(x) = z bypix, mevcut ve (B,(x)) € c dir.
K

halbuki,

B, (x) = S, (x)oldugundan ve kismi toplamlar dizisi yakinsak oldugundan

Z A, (x) serisi yakinsaktir.0 halde A € ({’oo, y) dir.
3

4.2.Seriden-Diziye Doniisiim

Reel veya kompleks  terimli  sonsuz  bir B = (byy) matrisive bir

(o]
n=1

serisi verilsin. Bu durumda,

(t,) = bpra, ,(n=1,2,3,...) (2.6)
kz .

ile tanimlayalim.
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o)

(t,) dizisine Z a,

n=1

serisinin B-doniisiim dizisi denir ve B ye de seriden-diziye doniisiimii ad1 verilir. Sayet,

co
lim ¢, = tise Z a, serisi t ye B — toplanabilir olur. Bu doniisiimiin olmasi i¢in;
n—->oo

n=1
[ee]

by a, seisinin Vn € N yakinsak olmast gereklidir. Bu durumda,
k=1

B, a, serisine uygulanabilir denir. B nin butun yakinsak serilere uygulanmast igin,

[y

n=
& z|bn,k — Dpps1| < (n=1,23,..) (27) olmaldr.
k=1

Lemma:

Z X, yakinsak oldugunda Vn € N icin z b,ra, seriside yakinsak ise,
K k=1

sup|bx| < o olur.
k

ispat:
Kabul edelim ki supy |, | = o olsun. Bu takdirde;
|bpirl > 12 (r € N) olacak sekilde bir (k,) pozitif tam sayilar dizisi vardir.
1
Xy = {r_zsgn(bnkr) , k=k,
o, k %k,

dizisini alalim. Buna gore,

1
x| = ) — < o olur. Budurumda X, yakinsaktir. Buradan,
)
k r k

Sgn(b,k,) 1
D bt = ) b =TS = N e | = > Y (1) = o0
k k k k
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olur ki buda hipoteze aykiridir. O halde, Vn € N igin,

sup|bx| < o olur.
k

Teorem:

i) Supp ZkIAbnkI <®
B €(y,0)e {ii) by — f, (n — o, k sabit mevcuttur.

Ispat: Sart gerektir:

B € (y,c) olsun.z X, yakinsakise,
K

B,(x) = Z b xy
k=1

olmak iizere, (B,(x)) € c dir.0Ozel olarak,

x=1(0,0,..,0,1,0,..) €y, (1,p inci terimde) i¢inde limit oldugundan, bu dizi i¢n,

li711n B,(x) = liTrln by () (p sabit) mevcuttur.

Buradan lizn bpivar ki bu limit degerini p ile gosterirsek;
lim by, () = B

elde edilir. Buda (ii) nin ispatidir. $imdi (i) nin geregini gosterelim.

Sk = (x1 +x2 ++Xk)

olmak iizere, Abel kismi toplamina gore,

m m-1
Z buixy = Z Abyy Sk + Smbnm, (Abyy = |bn,k - bn,k+1|)
k=1 k=1
m-—1 m-1
= Ab (S —5) + s z Abry + Spubym
k=1 k=1
m-—1

Abnk(sk - S) + S(bnl - bnm) + Snbnm

=
1l
=

yazilabilir. Buradan,
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limS, = s dir. ve Z X, yakinsaktir oldugundan bu limit vardur.
n
K

Hipotez geregince, B,(x) = 2 b x, yakinsaktir.
k=1

Buradan bundan onceki Lemma dikkate alinirsa,

sup|bx| < o olur.
k

m m-—1
Z by = z Abi(Si — ) + $(byy) + (Sy — )by, ifadesinde m — oo
k=1 k=1

alinirsa,

B,(x) = Z bpoXxx = z Aby (S —S) + sbyq olarak bulunur.
k=1 K
lim B,,(x) mevcut ve lim b,; = ; oldugundan,
n n

lim B, (x) = Z Aby, (S, —s) mevcut oldugu anlastlir. O halde,
n
K

Z Aby (S, — s) € cdir. (S, —s) € ¢ oldugundan B' = (Aby,y,) bir k matrisidir.
K

O halde,

sup E |Ab,; | < o dur.Bu ise, (i)nin ispatiduir.
n
K

Sart yeterlidir: (i) ve (ii) saglansin.

SupZ|Abnk| <o
"%

ise, Vn € N icin;

Z'bnk - bn,k+1| <o
k
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dolayzszyla,z bni — by k41 Serisi yakinsaktir.
K

ligln (Z (bnk - bn,k+1) ) = ligln(bnl - bn,m+1)
k

mevcut oldugundan limb,,,,,  nin de mevcut oldugu anlasilir.
m

z X, yakinsak ve
K

Sk = (xq + x5 + -+ + x3) ve limS;, = s olsun.Yukaridaki yontem izlenerek;

Ba(¥) = ) bute = ) Bbu(Sy = 5) + sy
k k=1

bulunur. (Sx — s) € ¢, oldugundan Vn € N igin |S, — s| < K olacak sekilde bir K

sabiti vardir

vn € N icin (i) den dolayt;

D 18buil [ = 5| < K ) |Abyel < o0
k k

dur. Bu durumda vn € N igin,

z Abpi (Sk — )
k

mutlak yakinsaktir. (i1) den;

limb,; = f; olduguna gore,
n
B,(x) = Z Abyi (S — S) + sby, oldugu dikkate alinirsa,
k
lirrln B, (x)

mevcut oldugu anlasilir. Buradan da (B, (x)) € ¢ oldugu ispatlanmis olur.

B' = (Abyy) € (c,c) dir.Clunki supZIAbnkI < oo ve her p sabiti icin,
n
K
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limz Abyie = im( (bup — bym) olur.
n k=p n

Teorem:

i) sup ) [Abyl < oo
no

inHlimby,, =1, (k sabit)
n

Be(y,¢c;p)e

ispat: Sartlar gerektirir: B € (y, ¢; p) olsun. Bu durumda

VxEAigiank -Ss,
K

limB,(x) = limz bpkxk =S
n n T

sartlar1 saglansm. Ozel olarak,

x=(x)=1(00,..,0,1,0,..), (1, pinciterimde) icinde ilgili sartlar

saglanacagindan,

Z X, = 1olur.Buradan da;
k

lim B,,(x) = lim b,,, = 1 olacaktir. O halde,
n n
lim by, = 1 (p sabit) dir. Bu da (ii)nin ispatidir.
n

Sartlar yeterlidir: (i) ve (i1) saglansin. (1) den Vx € A icin

D e = bes)
k

Serisi yakinsak ve dolayisiyla,

m
lim Z(bnk — bp k1) =lim(byy — bymy1) mevcut oldugu agiktir.
m m

k=1

Zxk =5, Sk = (1 + x5 + -+ x) olmak lzere,
K
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Z baXxi = Z Aby, (Sk — s) + sby,, obulunur. Simdi,

Z By (Sic =

serisinin n ye diizgiin yakinsak oldugunu gosterelim.

M = supZIAbnkI < oo olsun.
n

€
(Sk —5) € ¢ oldugundan Ve > 0 igin |S, — s| < i kalur.

O halde; Vx € N igin,

E
Bby(Si =)< ) |AbylISe—s| <M =¢
k=n0+1 k=n0+1

Bulunur. Bu da serinin n'ye diizgiin yakinsak oldugu anlamina gelir. Buna gore,

limB,(x) = limz bpixk
n n
k

- limz Aboy (S, — $) + 5.1im b,y
n = n

= Z lim Abnk(Sk — S) +s.1

n

= D lim (bt = bra)(Se = 5) + 5

k

:Z(1—1)(Sk—s)+s=sz> B € (y,c;p)
k

olur.

4.3. Seriden-Seriye Doniisiim
Reel veya kompleks terimli sonsuz C = (c,, k) matrisi ve

co
n=1
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Verilsin bu takdirde (t,,) dizisini,

t, = Z Chxkdn M=1,2,..) (2.8)

k=1
ile tanimlayalim.

(o] (o]

z t, serisine z a,

Serisine C — doniisiim serisi denir. Buradaki C ye de seriden-seriye doniisiim adi verilir.
Bu doniigiimiin mevcut olmasi igin (2.8) deki ifadenin her n igin yakinsak olmasi
gerekir. Bu durumda C ye a,, serisine uygulanabilir denir. C nin biitiin yakinsak serilere

uygulanabilmesi i¢in gerek ve yeter sart;

D = (dpy)matrisi(n=1, 2,.. ,k=1,2,..)i¢in,
Cl,k + CZ,k + -+ Cn,k = dn,k (29)
Cik =dig Cnk = dni —dn-1x (2.10)

olmak iizere;
Zldn’k — dn_1,k| <o, (k=1,2,..) (2.11) olmalidrr.
n=1

Teorem: A = (a,) ve b = (b, ) matrisleri arasinda
n
by = z Aik
i=1
baglantist mevcut olsun. Bu durumda, A € (y,y) © B € (y,c)olmaliduir.
ispat:
Sart gerektirir:

X €y yani, Z X, yakwnsak olsun. A € (y,y) ise,
k

Ap(x) = Z AnkXk

k
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mevcut ve

ZAn(x) = z 2 Anic Xk
K noK

ifadesi yakinsaktir. Bu serinin kismi toplami S, (x)ise, S,,(x) € ¢ dir. Buradan,
n n n
Sn(x) = z Ai(x) = z 2 AigXE = z (Z aik) Xk
i=1 i=1 k k i=1

= Z buixx = By(x) = (By(x)) €Ec = B € (y,c) olur.
K

Sart yeterdir: B € (y,¢) olsun.Bu taktirde Vx € y igin,

B,(x) = z bpix, mevcut ve (B,(x)) € c
K

yani,
Z A,(x) = Z 2 An X yakinsaktir.O halde A € (y,y) dir.
k n k

Teorem: A = (ay,)ve B = (byy) matrisleri arasinda

n

by = Z air baglantist bulunsun. Bu durumda, A € (y,y;p) © B € (y,c; p)

i=1
olmasidir.

Ispat: Sart gerektirir: A € (y,y; p) olsun. O halde,

Zxk = s ise,

k

(00} (00}
Z Z AnkXr = S dir. Bu cift serinin kismi toplamlar dizisi,

Sn(x) = i i Qi Xy = i (i aik) Xk

i=1k=1 k=1 \i=

olur. O halde, Vx € (x) €y icin, (Sn(x)) € A olup,
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Zxk = s ise,

K
lim, S, (x) = s dir. Halbuki S,,(x) = B,,(x) = B € (y,c;p) dir.

Sart yeterlidir: B € (y, ¢; p) olsun. Bu durumda,

Bn(x) = Z b xy
k

mevcut ve

Z X, = S ise, lim B, (x) = s dir.
n
K

halbuki S,,(x) = B,(x) oldugundan,

lim S, (x) = s olup, z Z Xy = S dir.0 halde A € (y,y; p) dir.
n
n k
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5. TARTISMA VE SONUC

Bir x € £, dizisinin biitiin ¢akisan Banach limitleri,x ’¢ hemen hemen
yakinsak dizidir. f, hemen hemen yakinsak dizilerin kiimesin olsun. Hemen hemen
yakinsak dizilerin uzayr f ile, sifira yakinsayan hemen hemen yakinsak dizilerin
uzay1 f, ile ifade edilmis olup bir x dizisinin bir s sayisina hemen hemen yakinsak

olmasi icin gerek ve yeter sartin n "ye gore diizgiin olarak,

n = 1,2,...olmak lzere,

Xp + Xpi1+ "+ Xnam _

lim
m-oo m+1

oldugu ispatlandi.

53



KAYNAKCA
Altin, Y., “Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik”, M.U. Fen Bilimler Dergisi, Say1 2,
1995, s. 1998-2003.

Cakalli, H. “Topolojik Vektdér Uzaylarinda Toplanabilme”, Atatiirk Universitesi
Fen Edebiyat Fakiiltesi Fen Bilimleri Dergisi, Ozel Say1 2, 1985, s. 105-
114.

Hardy, G.H., Divangert Series, Oxford, 1949.

Knopp, K., Theory and Application of Infinite Series, Hafner Publishing Company,
1964.

Maddox, 1.J., Elements of Fonctional Analysis, Cambidge University Press, 1970,
Chapter 7.

Petersen, G.M., Reguler Matrix Transformations, Mc Graw-Hill Puplishing Comp.
Ltd., 1966.

Vermes, P., “Series-to Series Transformations and Analytic Continuation by Matrix
Methads”, Amer. J.Math., 1949, 72, s. 541-562.

Banach, S., Théorie Des Operations Linéaires. Warsaw. 1932.

Maddox, 1.J.,, Elements of Functional Analysis, Cambridge Universtiy Press,
London, 1970.

Lorentz, G. G., “A Contribution to the Theory of Divergent Sequences”. Acta
Math., 1948, 80, s. 167-190.

Das, G., Mishra, S. K., “Absolute Almost Convergence With An Index”. Rend. Mat.
1988. Appl. (7), 8(4), s. 501-510.

Das, G., Kuttner, B., Nanda, S., “Some Sequence Spaces And Absolute Almost
Convergence”, Trans. Amer. Math. Soc., 1984, 283(2): 729-739.

Kaya, M., Mutlak Hemen Hemen Yakinsaklik ve Mutlak Hemen Hemen
Toplanabilme, Yiiziincii Y1l Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yiiksek
Lisans Tezi, Van 20009.

54



